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Resumo

Neste trabalho, apresentaremos a nocao de algebra de Rees de um ideal e propriedades basicas.
Tal conceito sera relacionado com normalidade de anéis e ideais, e reducao de ideais. Por fim,
exibiremos a algebra de Rees de um mddulo, mostrando algumas generalizacoes de resultados do

caso de ideais.

Palavras-chave: dlgebra de Rees, normalidade, reducao.

Abstract

In this work, we present the notion of Rees algebra of an ideal and some of its basic properties.
Such concept is related to the normality of rings and ideals, and to reductions of ideals as well.
Finally, we shall exhibit the Rees algebra of a module, proving some generalizations of results in

the case of ideals.

Keywords: Rees algebra, normality, reduction.
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Introducao

Sejam A um anel (neste trabalho, os anéis sempre serdo comutativos com identidade e quase
sempre Noetherianos) e I = (f1,..., fn) um ideal finitamente gerado de A. A algebra de Rees
de I definida por R(I) = D, ["t" =~ Alfit, ..., fmt] C A[t] é também conhecida por dlgebra de
explosao de I. Pelo lado geométrico, considere K um corpo e a aplicagao AZ \ {(0,0)} — P! que
a cada ponto (x,y) # (0,0) associa uma dire¢ao (z : y) da reta passando por (0,0) e (z,y). O

grafico deste mapa se escreve como:
L= {((z,y), (at : yt)) € (A*\ {(0,0)}) x P | (z,y) € A*\ {(0,0)}, t € \K{0}}

={((z,9), (z 1 w)) € (A*\{(0,0)}) x P | (z: w) = (z: )}

Assim, associados a estes conjuntos temos as duas K-algebras: K[z, y, zt, yt| = K[z, y|[xt, yt] C
K[z, y][t] e K[z, y, 2z, w]/(xw—yz) que sao isomorfas como K-algebras, assim como K|z, y]-dlgebras.

No primeiro capitulo apresentaremos as nocoes de algebra tensorial e simétrica, trataremos de
propriedades que serao uteis para introduzir o conceito de dlgebra de Rees. Exibiremos a classe
dos ideais de tipo linear, isto é, quando a dlgebra simétrica de tal ideal é isomorfa a sua algebra
de Rees (neste caso, mostraremos que ideais gerados por sequéncias regulares sao de tipo linear).
Ainda, calcularemos a dimensao da algebra de Rees de um ideal e apresentaremos o anel graduado
associado, assim como a fibra especial e sua dimensao (o analytic spread).

No segundo capitulo, provaremos resultados sobre normalidade e relacionaremos com o nosso
objeto de estudo. No terceiro capitulo, exploraremos a no¢ao de reducao de ideais, provando a
existéncia de reducoes minimais geradas por exatamente a dimensao da fibra especial. O quarto
capitulo sera para a apresentacao da algebra de Rees de um mddulo, cédlculo de sua dimensao e

generalizacao da idéia de reducao de ideais.



Capitulo 1

Algebra de Rees de um ideal

1.1 Algebras tensorial e simétrica

Seja A um anel comutativo com identidade. Dizemos que A é um anel Z-graduado se existir

uma decomposicao de A = GBA“ como um Z-médulo, tal que A;A; € Ay, Vi, € Z. Um
i€Z
elemento a € A é dito homogéneo se a € A; para algum i, e neste caso, ¢ é chamado de grau de a.

Um ideal homogéneo é um ideal gerado por elementos homogéneos.

Observagao 1.1. Note que dado a € A sempre podemos escrevé-lo da forma a = a;, + -+ + a;,
tal que a;; € A;;, j = 1...,m. Além disso, temos a equivaléncia I C A é um ideal homogéneo

<= dadoa€l, a=ay + - +a,,coma; €A, j=1...,m,entdaoa;, €I, j=1,...,m.

Seja A um anel Z-graduado. Um A-mddulo graduado é um A-moédulo M com uma decom-
posicao M = @Mi, como um Z-modulo, tal que A;M; C M,;, Vi,5 € Z. Cada M; é chamada

i€Z
de i-ésima componente homogénea (ou graduada) de M. Um elemento m € M é dito homogéneo

de grau i se m € M;, e os elementos de A; sao chamados de formas de grau i. Note que Aq é
um anel tal que 14 € Ay e que os M; sao Ap-mddulos. Um homomorfismo de A-mddulos gra-
duados ¢ : M — N é dito graduado se p(M;) C N;, ¥V i. Um A-submddulo de M, N, é dito
A-submodulo graduado se N é um A-mddulo graduado e o homomorfismo de inclusao, N < M,
¢ um homomorfismo graduado, equivalentemente, N; = N N M;,V i. Em particular, se ¢ é um
homomorfismo graduado entao Ker(y) e Im(p) sao graduados.

Além disso, se M = @Ml é um A-médulo graduado e N = @Ni é um A-submodulo
i€z i€z

graduado tal que N; C M;, V i, entdo M/N é um A-médulo graduado com (M/N); = M;/N;.
Seja B um anel. Uma B-dlgebra graduada é uma B-algebra A que é também um anel graduado,

de tal modo que a imagem do homomorfismo estrutural B — A esta contido em A, a parte

homogénea de grau zero. Quando A for uma B-algebra graduada gerada apenas por elementos de

grau positivo entao diremos que A é uma B-dlgebra N-graduada. Um homomorfismo de B-algebras
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graduadas é um homomorfismo de B-algebras que preserva grau.
Seja M um A-médulo. Dado n inteiro positivo definimos T"(M) =M @ --- @ M e T°(M) = A.
—_—

A dlgebra tensorial de M é a algebra graduada nao-comutativa

=1 (M)

onde o produto é induzido pela justaposicao, isto é, o produto de 1 ® - - - ® x,,, por Y1 - - - R Y, €
definido por 21 ® - - @, @Y1 ® - - - @ Y. A sequéncia (14,0,...,) é a unidade de T'(M), o mapa
A — T'(M) definido por a — (a, 0, . ..) é um homomorfismo de anéis que é um isomorfismo sobre
a sua imagem T°(M). O mapa M — T(M) definido por m — (0,m,0,...) ¢ um homomorfismo
de A-médulos que é um isomorfismo sobre a sua imagem T (M). Além disso, T'(M) é gerado como
A-algebra por T*(M).

Proposigao 1.1. Algumas propriedades da algebra tensorial. Sejam M, N A-mddulos.

i. Dado um homomorfismo de A-médulos ¢ : M — N existe um tnico homomorfismo de

A-dlgebras T(p) : T(M) — T(N) que faz o seguinte diagrama comutar:

T (M) —T(N)
I
M———N

Assim, temos definido um funtor covariante, T, da categoria dos A-mddulos na categoria
das A-dlgebras. Além disso, T'(¢) é um homomorfismo de A-algebras graduadas, assim a
construcao também define um funtor 7' da categoria dos A-mdédulos na categoria das A-

algebras graduadas.

ii. (Propriedade universal) Seja ¢ : M — S um homomorfismo de A-mdédulos, onde S é
uma A-dlgebra. Entao existe um tnico homomorfismo de A-dlgebras ® : T(M) — S que

faz o seguinte diagrama comutar:
)

Além disso, se existem uma A-algebra B e um homomorfismo de A-médulos v : M — B

T(M

satisfazendo a propriedade universal da dlgebra tensorial entao existe um tnico isomorfismo
U :T(M)— B tal que ¥(m) =v(m), Vm € M.
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Por fim, se S é uma A-dlgebra graduada e Im(p) C S;, entdo ® é um homomorfismo de

A-algebras graduadas.

Demonstragao. i. Definamos o homomorfismo de A-médulos T(p) = 14 D p B R & -+ =

D= ©® onde p® = p®---® ¢ (proveniente da propriedade universal do produto tensorial

aplicada ao homomorfismo /f—multilinear On s M x -+ x M — S que associa (mq,...,m,) —
w(my) -+ p(my,)). Por construgao, segue que o diagrama é comutativo e também que T'(yp) é um
homomorfismo de A-algebras que preserva grau. Além disso, T'(¢) é tinico homomorfismo que faz
o diagrama comutar pois se ¢ : T(M) — T(N) é outro homomorfismo de A-algebra que faz o
diagrama comutar, entdao dado m € M, identificado m com sua imagem em T'(M), temos que
v(m) =T(p)(m) =p(m) = m1 @ @my — P(m1) @+ @1p(my) = (M) ® - @ p(my) =
(M ® -+ @ my).

ii. Analogamente ao item anterior. Defina ® da seguinte maneira: paran > 2, T"(M) — S
dado por m; ®- - -®@m,, — @(mq) - - - (m,). Paran = 1, considere a prépria ¢ : T' (M) = M —
S e para n = 0 o homomorfismo estrutural A — S. Assim, induzimos um homomorfismo de
A-médulos @ : T(M) — S que faz o diagrama comutar. Pela definigdo de produto em T'(M)
temos que ® é homomorfismo de anéis e é tinico, com a propriedade de comutar o diagrama, por
construcao.

Provemos agora a unicidade, a menos de isomorfismo, de T (M) em satisfazer a propriedade
universal. De fato, como M N T(M)e M % B satisfazem a propriedade universal segue que

existem T : B — T(M) e U :T(M) — B tais que os seguintes diagramas comutam
— % T(M) M—"—=B

[ 14

Istoé, i1 =Tov=(ToWV)oier=Voi=(VoT)or. Além disso, podemos construir os seguintes

diagramas comutativos

M —=T(M M—~+B
l A{m V\/d;
T(M) B

Assim, pela unicidade da propriedade universal, temos que T o ¥ = Idp) e Vo T = Idp ou

seja, ¥ é um isomorfismo.

]

A dlgebra simétrica de M, denotada por Sym (M) ou simplesmente Sym(M), é a algebra
quociente definida por
Sym(M) =T(M)/Z,
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ondeZ =(zQy—y®uz, z,y € M) C T(M) ideal bilateral. Agora, note que estamos tratando
de uma algebra comutativa. Como Z é um ideal graduado gerado por elementos homogeéneos de

grau 2, z ®y,y @ x € T?(M), temos que a dlgebra simétrica é graduada por
Sym, (M) =T"(M)/ZNT"(M), Symy(M)= A.

Além disso, a projecao T(M) — Sym(M) é um homomorfismo de A-algebras graduadas. A
composicao A — T (M) — Sym(M) é um homomorfismo de anéis que sobre Symy(M) é um
isomorfismo. Assim como M — T (M) — Sym(M) é um homomorfismo de A-mdédulo que sobre

Sym, (M) é um isomorfismo.
Proposicao 1.2. Algumas propriedades da algebra simétrica. Sejam M, N A-modulos.

i. Dado um homomorfismo de A-médulos ¢ : M — N existe um tinico homomorfismo de A-

algebras comutativas Sym(p) : Sym(M) — Sym(N) que faz o seguinte diagrama comutar:

Sym(M) —= Sym(N)

T T

M L N

Assim, temos definido um funtor covariante, Sym, da categoria dos A-mddulos na categoria
das A-élgebras comutativas. Além disso, Sym(yp) é um homomorfismo de A-algebras gra-
duadas, assim a construcao também define um funtor Sym da categoria dos A-mddulos na

categoria das A-algebras comutativas graduadas.

ii. (Propriedade universal) Seja ¢ : M — B um homomorfismo de A-mddulos, onde B
é uma A-algebra comutativa. Entao existe um tnico homomorfismo de A-algebras & :

Sym(M) — B que faz o seguinte diagrama comutar:

M—*% -B

| <

Sym(M)

Além disso, se existem uma A-algebra C' e um homomorfismo de A-médulos v : M — C

satisfazendo a propriedade universal da algebra simétrica entao existe um unico isomorfismo

U : Sym(M) — C tal que ¥(m) =v(m), ¥V m e M.

Por fim, se B é uma A-dlgebra graduada e Im(¢) C By, entdo ® é um homomorfismo de

A-algebras graduadas.
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Demonstragao. i. O homomorfismo de A-dlgebras graduadas T'(¢) : T(M) — T(NN) mapeia
rRy—y®xem p(x)p(y) — p(y) ® p(x), sendo assim podemos induzir o homomorfismo @ a
partir de T'(¢) simplesmente passando ao quociente. Note que ® é homomorfismo de A-dlgebras
comutativas graduadas que faz o diagrama comutar. A unicidade decorre do fato de T'(p) ser
unica com a propriedade semelhante.

ii. Segue dos resultados feitos para T'(M). E a unicidade da propriedade universal da élgebra

simétrica é provada de forma andloga ao caso da algebra tensorial.
O

Observagao 1.2. Note que se M é um A-médulo livre de posto finito e igual a n entao a algebra
simétrica de M é o anel de polindmios em n indeterminadas com coeficientes em A.

De fato, seja {my,...,m,} uma base do A-médulo M. Considere o homomorfismo de A-
modulos ¥ : M — Alty, ..., t,] definido por m; — t;. Agora, seja B uma A-élgebra comutativa e
A : M — B um homomorfismo de A-médulos. Defina Q : A[ty,...,t,] = B por f(t1,...,t,) —

f(A(my),..., A(my)), note que © é um homomorfismo de A-dlgebras. Além disso, temos que o

|

Altr, . 1]

seguinte diagrama comuta

Pela propriedade universal da &dlgebra simétrica, segue que Sym(M) = Alty, ..., t,].

Observagao 1.3. Sejam A um anel, M, N A-médulos e ¢ : M — N um homomorfismo de A-
modulos. Se ¢ é sobrejetor entao T'(p) : T(M) — T'(N) (definido na Proposig¢ao[1.1]) é sobrejetor
e seu nucleo é o ideal bilateral de T'(M) gerado por Ker(p).

De fato, T(p) = @2, ¢, onde ¢® = p® -+ ® ¢, logo, T(p) é sobrejetor. Além disso,

%

Ker(¢®") é o submédulo de T%(M) gerado por m;®- - -®@m; tal que pelos menos algum m; € Ker(yp).
Portanto, Ker(T'(¢)) é o ideal gerado por Ker(y) em T(M). O mesmo resultado é valido para a

algebra simétrica.

Sejam A um anel Noetheriano e M um A-mdédulo finitamente gerado. Considere {my,...,m,}
um conjunto de geradores de M, defina a aplicagdo A-linear ¢ : A" — M por ¢(ay,...,a,) =

aimi + ...+ a,m,. Esta construcao é equivalente a sequéncia exata curta
0 — Ker(p) — A" 5 M — 0.

Neste caso, Ker(y) é denominado mddulo de relagoes dos geradores my, ..., m, e denotado por
Syz(M), mais precisamente, Syz(M) = {(by,...,b,) € A" | bymy + ... + bym, = 0}, cada
(b1, ...,b,) € Syz(M) é chamado sizigia de M (a rigor, de {my,...,m,}). Sendo A Noetheriano,
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temos que Syz(M) é finitamente gerado, assim podemos proceder da seguinte forma: suponha que

Syz(M) é gerado por m elementos, assim podemos considerar a sequéncia exata curta,
0 — Syz(Syz(M)) = Syzy(M) — A™ — Syz(M) — 0,
que por composi¢cao obtemos a sequéncia exata
A" 5 A" - M — 0,

chamada de apresentacao livre de M. Denote por Lj; a matriz n X m que representa a aplicacao

A™ — A™. A seguinte proposicao esta no contexto desse paragrafo

Proposicao 1.3. Sejam A um anel Noetheriano e M um A-médulo finitamente gerado. Se
{my,...,m,} é um conjunto de geradores de M entao
Alty, ... t,) Alty, ... t,)

M) ~ -
SymM) = s TS e = 0) . (O agt)’

onde Ly = (aij)nxm-

Demonstracao. Considere uma apresentagao livre de M. Pelas propriedades da algebra simétrica

temos que o seguinte diagrama comuta

Am Y ogn id M 0

| |

Alty, ..., ty) —=Sym(M) ——0

Assim, Sym (M) ~ Alty,...,t,]/J, onde J é o ideal de A[ty, ..., t,] gerado por Y | ¢;t; tais que
S emi = 0. Logo, (c1,...,c,)" € Ker(¢) = Im(¢). Assim, (c1,...,¢,)" = Ly(dy, ... dm)".
Logo, para cada i = 1,...,n, temos que ¢; = Y " agd; = Y0 city = Y10 (3000 aidy)t =
> i (O2imy aigti)d;. Portanto, J C (3711, ait;). A outra inclusao segue do fato de que os vetores-
coluna da matriz Ly, sdo geradores de Syz(M) = Im(1)).

O]

Duas propriedades sobre a algebra simétrica serao apresentadas na préxima proposigao.

Proposicao 1.4. Sejam A um anel e M um A-moédulo. Sejam I um ideal de A e S um conjunto

multiplicativo de A. Entao,
i. Sym, (M) ® A/I ~ Symy,(M/IM).

ii. Symy(M)® Ag ~ Sym, (Ms)
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Demonstracao. O item i. segue da seguinte propriedade do produto tensorial: seja M é um A-
modulo qualquer entao M ® 4 ? o~ % Analogamente, o item ii. segue do seguinte isomorfismo:
M ®sAg ~ Mg.

O

1.2 Algebra de Rees de um ideal finitamente gerado

Sejam A um anel e I C A um ideal. A dlgebra de Rees de I, denotada por R([) ou A[lt], é o
subanel de A[t]

R(I) :é]“t”:A+Iz&+---+I”t"+--- C Alt],
n=0
onde t é uma indeterminada. Note que se I é finitamente gerado, digamos por fi,..., fx, entao
R(I) = Alfit, ..., fat] € Alt].
De fato, basta notar que o homomorfismo de A-algebras

w: Alt,- - te] — R()
t; — flt, Z:L,k

¢é sobrejetor. Seja ft" € I"t", assim f = Zgli <o gn, tal que g1,,...,9,, €I, 1=0,...,s. Sendo
i=0
I=(f1,...,fr) temos que

J— ni1 Nk
f= g Apyemy J1 0 fRF, €COM @y, € A

ni+-+nEg=n
Assim, considere

h= D apen i € Alty, )

ni+--+ng=n
Logo,
P(h) = h(fity i) = Y G I [ = fE

ni+--Fng=n
Como todo elemento de R(I) é soma finita de componentes homogéneas segue que ¢ sobrejetiva.

Portanto, a seguinte sequéncia é exata
Alty, ... t] —==R(I) —0,

O nucleo de ¢, denotado por J, é chamado de ideal de apresenta¢io de R(I) com relagdo a

fi,- .., fr- Note que J é um ideal homogéneo em A[ty,. .., ], com a graduagao padrao grau(t;) =
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1, j=1,...,k. De fato,

J = Ker(p) = {F(tl,...,tk) € Alty, ..., tx] | F(fit,..., fxt) = O} :
Assim, reorganizando F'(fit, ..., fit) como um polinémio em ¢, temos que

F(fit,..., fxt) = Go(fr,- -, fx) + Gi(f1, - s fo)t + -+ G f1, - oy fe)t™

O que implica

GO(fla"'?fk):Gl(fla"'afk’):"':Gm(fla"'afk):()

Assim, as partes homogéneas do polinémio F'(ti,...,t;) satisfazem a condigao para pertence-
rem a J. Portanto, J é um ideal homogéneo.

Como na Proposigao considere o homomorfismo de A-mdédulos
WY AF — 1
(ar,...,ar) iaifi
i=1

Note que ¢ induz um homomorfismo de A-algebras sobrejetivo

B Alty, ... tg] — Sym(I)
visto que I = Sym; (/) gera Sym(/) como A-algebra. Assim, a dlgebra simétrica de I é
Sym([) ~ Alty, ..., t]/Ker(8),

onde Ker(3) é o ideal de A[ty,...,t;| gerado pelas formas lineares

k k
Ker(ﬁ): ({ZaitiEA[tl,...,tk] ZaifizoeaiEA}> .
i=1 =1

Por outro lado, como J = Ker(p) é homogéneo, segue que J é gerado por elementos ho-
mogéneos F(ty,...,t;) que satisfazem F(fy,..., frx) = 0. Assim, podemos fatorar ¢ através do

seguinte diagrama comutativo

Neste caso, « é definido da seguinte maneira F'(t,...,t;) — F(fit,..., fit). Note que « estd
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bem definida, pois se F'(t1,...,t;) = G(t1,...,t) entao
m k
F-G=> (Zat> Gir» 9i € Alty, ... t)] = F(fut,..., fut) — G(fit,..., fit) =0

i=1

Visto de outra maneira, faz sentido definir o porque Ker(8) C Ker(p) = J, ja que

Alty, ..., tg] R Alty, ..., tg]
Ker(p) J

Definicao 1.1. Dizemos que I é um ideal de tipo linear se o é um isomorfismo.

Observacao 1.4. Note que pela Proposicao geradores de Ker(f) sao obtidos através de

apresentacgoes livres de I.

Mostraremos que ideais gerados por sequéncias requlares sao de tipo linear. Mais geralmente,

mostraremos que d-sequéncias geram ideais de tipo linear.

Definigao 1.2. Sejam A um anel e M um A-mddulo. Um elemento a € A é dito elemento regular

em M (ou nao-divisor de zero em M) se am = 0, com m € M, implicar m = 0. Uma sequéncia

Ty, ..., 2T, em A é chamada sequéncia reqular de M ou M -sequéncia reqular se (xy,...,x,)M # M
e x; é um nao-divisor de zero em M/(xy,...,z;_1)M para todoi=1,...,m.
Definicao 1.3. Sejam A um anel e zyp = 0. Uma sequéncia de elementos x1,...,x, é dita uma

d-sequéncia se
(o, ...y xi) t wipaxy) = ((To, -y 24) txy), VO<i<n—1lej>i+1.

A proposicao seguinte nos fornecera uma equivaléncia dessa definicao.

Proposicao 1.5. Sejam A um anel e xyp = 0. Uma sequéncia de elementos zy,...,x, é uma

d-sequéncia se, e somente se,
((l’o,...,l’i) Zl’iJrl)ﬂ(iCl,...,iL'n) = (Zlfl,...,l'i), VOSZSTL—I

Demonstracao. Seja r = x1,...,x,. Suponhamos que z é uma d-sequéncia. Considere a €
n
((zo, ..., @) = Tip1) N (z1,...,2,). Logo, a = > ,_, apxy tal que ari4q € (x,...,x;). Pro-
varemos que a € (z1,...,7;). De fato, ajx; € (x1,...,x;). Entdo, suponha por indugao que
n—1 A . 7 d ~ .
Yoy @ € (21,...,2;). Assim, a 2,41 € (21,...,2;), como z é uma d-sequéncia segue que
anty, € (1,...,2;). Portanto, a € (z1,...,x;).

Reciprocamente, supondo que z satisfaz

(s oyy) t 1) N (21, .oy xn) = (T1,..,25), VO<i<n-—1



CAPITULO 1. ALGEBRA DE REES DE UM IDEAL 11

Seja a € ((zo,...,2;) : Ti1xj). Assim, azr;12; € (20,...,7;), deste modo temos que ax; €
((zo, ..., @) t 1) N (21, ..., 2p) = (21,...,2;). Portanto, a € ((zo, ..., x;) : x;). O
Exemplo 1.1. Seja A um anel. Se z = z1,...,x, € A é sequéncia regular de A entao z é

uma d-sequéncia. Usaremos a Definigao [1.3| para provar que x é uma d-sequéncia. De fato,

seja a € ((xo,..., ;) : Tiy1xj). Logo, x;ax; = azix; = 0 € Af(xo,...,x;), sendo x;11 um
nao-divisor de zero de A/(zo,...,z;) segue que az; = 0 em A/(xo,...,z;) implicando que a €
(%o, ..., x;) : x;). Portanto, x1,...,z, é uma d-sequéncia. Porém a reciproca nao é verdadeira,

considere A = Klz,y,u,v|/(xu — yv) sendo K um corpo infinito. Note que os elementos z,y

formam uma d-sequéncia mas nao formam uma sequéncia regular.

Definigao 1.4. Sejam B = A[ty,...,t,] o anel de polinémios nas indeterminadas ¢y, ..., t, sobre
um anel A e f € B. Dizemos que o peso de f éise f € (t1,...,t;) mas f & (t1,...,t;_1). O peso
de f é zero se f = 0.

O Teorema a seguir foi obtido por Raghavan em [6].

Teorema 1.6. Sejam A um anel, x = x4, ..., x, uma d-sequéncia em A e I = (xy,...,x,). Seja
J C Alty,...,t,] oideal de apresentacao da dlgebra de Rees de I e Jy C J o ideal gerado por todos
0s polinomios homogéneos de grau 1 de J, isto €, J, = Ker(3). Se f(t1,...,tn) € Alt1,...,ta] €
uma forma de grau d tal que f(z1,...,2,) € (21,...,2;), entao existe uma forma g(ty,....t,) €

Alty, ..., t,] de grau d e peso, no mdzimo, j tal que f — g € Ji.

Demonstracdao. Procederemos por inducao em d, o grau de f. Suponha que d = 1. Como
flxr,...,zy) € (21,...,25), segue que f(z1,...,2,) = ?;1 a;x;, com a; € A, i = 1,...,7.
Seja g = 25:1 ait; € Alty,...,t,] forma de grau 1 e peso, no méximo, j. Deste modo, (f —

g)(x1,...,x,) =0, logo f —g € T, ja que f,g possuem grau 1.

Suponha que d > 1 e que o resultado é valido para polinomios com grau menor de que
d. Agora usaremos indugao sobre o peso de f. Se o peso de f é no maximo j, basta tomar
g = f. Do contrario, escreva f = t;f1 + f2, onde fi, fo sao polinomios homogeéneos, k é o peso
de f e o peso de fy é no maximo k — 1. Note que o grau de f; é igual a d — 1. Além disso,
fxy, oo ) = xpfi(ze, .o xn) + fal@r, .o 2n) € (21,00 x5) e fa(r, ... xn) € (T1,. .., Tp—1).

Assim, pela Proposigao [1.5] temos que

fl(il')l,...,l'n) < ((.Z'l,...,LEk,l) :Z'k) NnI= (%1,...,$k,1).

Pela hipdtese de inducao no grau, aplicada a f;, temos que existe um polinomio homogéneo
g1 € Altq, ..., t,] de grau d — 1 e o peso, no maximo, k — 1 tal que f; — g1 € Ji.

Seja ¢ = trg1 + fo. Primeiro observe que f — ¢ = tx(fi — 1) € J1, ja que (fi — ¢1) €
J1, implicando que (f — ¢')(z1,...,z,) = (te(fi — g1))(x1,...,2,) = 0, dai, ¢'(x1,...,2,) =
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f(x1,...,2n) € (21,...,2;). Além disso, como os pesos de g; e fy sd@o, no maximo, k — 1 temos
que o peso de ¢’ é no méximo k£ — 1. Portanto, ¢’ é um polinémio de grau d, com peso, no maximo,
k—1 tal que ¢'(z1,...,2,) € (21,...,7;). Assim, pela hipétese de induc@o no peso, aplicada a ¢/,
temos que existe um polindmio homogéneo g € Alty,...,t,] de grau d e peso, no méaximo, j tal
que g — ¢ € J;. Portanto,
f=9=(-9)+(d—9) €.
O

Uma consequéncia notavel é o seguinte resultado, primeiramente provado por Huneke em [3].

Corolario 1.7. Seja A um anel. Se xzi,...,z, é uma d-sequéncia em A, entdao o ideal I =
(x1,...,2,) é de tipo linear.
Demonstrag¢ao. Sejam J e J; como no teorema anterior. Seja f(ty,...,t,) € J homogéneo de

grau d, assim, f(zy,...,2,) =0, aplicando o Teorema com j = 0, temos que f € J;. O

Observacao 1.5. Ideais gerados por d-sequéncias podem ser caracterizados através do complezo

de aprozimagdo. Vide [13].

Vejamos algumas propriedades basicas de ideais de tipo linear. Seja A um anel e I um ideal
de A. Uma consequéncia imediata da definicdo é que dim(Sym(7)) = dim(R(/)). Além disso,

observemos que se I é de tipo linear entao Sym([l) é livre de tor¢ao.

Definicao 1.5. Sejam A um anel, ) o anel total de fracoes de A, isto é, Q = S~'A, onde
S é o conjunto multiplicativo formado pelo elementos regulares (ndo-divisores de zero) de A,

e M um A-médulo. A torcao de M com respeito a A é definida como o ntucleo da aplicacao
M — M ®4Q (~ S™'M), denotada por T4(M). Explicitamente,

Ta(M)={me M | 3seS tal que sm = 0}.

Um A-médulo M é dito livre de tor¢ao se Tx(M) = 0. Quando Ta(M) = M, dizemos que
M é de tor¢do. No caso em que B é uma A-algebra, a A-torcao de B é a A-torcao de B como

A-médulo.

Note que se B é uma A-édlgebra graduada, entao Tx(B) é um ideal homogéneo. Além disso,
observe que moédulos livre sao livres de tor¢ao, assim como submodulos de médulos livres de tor¢ao
sao ainda livres de torgao.

Deste modo, como A[t] é um A-médulo livre (com base infinita) temos que R(I) C A[t] é livre
de tor¢ao. Portanto, se I é de tipo linear entdo Sym(/) ~ R([) é livre de tor¢ao.

Outra propriedade é dada quando A é um dominio.

Proposigao 1.8. Sejam A um dominio Noetheriano e I # 0 um ideal de A. Sao equivalentes:
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i. Sym(/) é um dominio.
ii. Sym([/) é livre de torgao.
iii. [ é de tipo linear.

Demonstragao. i. = ii. Segue diretamente da definicao de ser livre de torgao.

ii. = iii. Mostraremos que o nicleo de « é o submédulo de torgao de Sym([), dai, como Sym(/)
é livre de torcao teremos que a é um isomorfismo e portanto, I é de tipo linear.

Seja I = (f1,..., fa), como I # 0 podemos supor que f, # 0. Pelas construgdes anteriores

temos que
Sym(I) = Alty, ... t,]/Ker(8) = R(I) = Alty,. .., t,]/T (= Ker(p))

explicitando os nicleos,

n

Ker(ﬁ) = (Z al-t,;

n

Zaifizoeai€A> GJZ{F(tl,,tn)|F(fl,,fn):0}

i=1 =1

Como Ker(5) C J temos que Ker(a) = J/Ker(8). Provaremos que Ker(a) = T4(Sym([)),
para isto, mostraremos que para todo g € J existe ¢ € A\ {0} tal que cg € Ker(3). Note
que como J é um ideal homogéneo basta mostrarmos para g € J homogéneo. Procederemos
por indugao no grau de g. De fato, seja m o grau de g. Se m = 1 entao g é uma forma linear
que pertence a J, logo g € Ker(f), assim basta tomar ¢ = 1. Suponha agora que m > 1.
Deste modo, escreva g(ty,...,t,) = t1g1(t1, ..., tn) + taga(te, ..., tn) + -+ + tagn(ts), sendo g;
polindomios homogéneos de grau m — 1, ¢ = 1,...,n. Agora considere o polinomio homogéneo
de grau 1 dado por h(ty,...,t,) = tig1(f1,--, fu) + tage(fo, ..., fn) + -+ tagn(fn). Note que
R(fiy-- s fu) = g(f1,-.., fn) =0, logo h € J e sendo h de grau 1 temos que h € Ker(f5). Além

disso,

f:mn_lg - t?_lh - tl[fqgl_lgl(tl; cee 7tn) - tnm_lg1(f1, cee 7fn)] +eet tn[fgl_lgn(tn) - tzl_lgn(fn)]‘

Por g,(t,) = ut™ ! temos t,[f™ g, (t,) — t" g, (fn)] = [T Hut™ ™t — 7y f1 = 0. Por-
tanto,
frtg —tmh = tih(ty, .. tn) F o A Pt (tae1, t),

onde h; é um polindomio homogéneo de grau m — 1 que anula fi,..., f,, paracadai=1,...,n—1

(note que h; € J). Logo, pela hipétese de indugao, para cada i, existe ¢; € A\ {0} tal que
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cih; € Ker(B3). Assim, ¢ -+ c,1(fMtg — t™~1h) € Ker(). Dal concluimos que
(c1--- cn_lf[l”_l)g =cp--- cn_l(fgn_lg - t;”_lh) 4+ -cn_lt;"_lh € Ker(p).

iii. = i. Sejam z,y € Sym([) tais que xy = 0. Logo, a(z)a(y) =0 em R(I) C A[t], que é um
dominio (ja que A é dominio por hipdtese), assim «(z) = 0 e como « é um isomorfismo (pois I é
de tipo linear) temos que x = 0.

O]

A préxima proposicao nos permitird concluir que um anel A é Noetheriano se, e somente se, a

algebra de Rees de um ideal I de A é Noetheriano.

Proposicao 1.9. Sejam B uma By-algebra N-graduada e zq,...,z, elementos homogéneos de

grau positivo. Entao sao equivalentes:
oo
i. x1,...,2, geram o ideal I = EB B;.
i=1

il. x1,...,x, geram B como By-algebra.

[e.e]

Demonstra¢ao. Suponhamos que x1,...,x, geram o ideal I = @BZ-. Queremos mostrar que
i=1
x1, ..., T, geram B como By-adlgebra, e para isso € suficiente escrever qualquer elemento homogéneo

y € B como um polinébmio em x4, . . ., x,, com coeficientes em By. Faremos por inducao em d, o grau
dey. Sed =0, entdao y € By. Assim, tome f € By[zy,...,x,] como sendo o polinémio constante e
igual a y, isto é, f(x1,...,x,) = y. Logo, podemos supor que para qualquer z € B de grau menor
de d existe f € Bylxy,...,z,| tal que z = f(zq,...,2,). Como d > 1 temos que y € M que por
hipétese é gerado por xy,...,z,. Assim, existem pi,...,p, € B tais que y = p1x1 + - -+ + ppn,
sendo x; homogéneos de grau positivo, segue que os graus dos p; sao menores que d. Logo, por
hipétese de indugao, existem fi,..., fn € Bolz1,...,x,] tais que p; = fi(x1,...,2,), i=1,...,n.
O que implica y = fix1 + - + fun € Bolxy, ..., T,

Reciprocamente, se x1,...,x, geram B como By-algebra. Entao, dado y € B existe f €
Bolxy,...,x,) tal que y = f(x1,...,2,) = Zail,”_,inx? o.xlrcom a;, ;. € Bp. Assim, se
y € M entdo o grau de y é maior ou igual a 1. Logo, f(z1,...,x,) ndo pode ter monémio
constante (elemento de grau zero), ou seja, podemos escrever f(xy,...,2Z,) = 121 + ... + guty
com g; € Bo[xy,...,x,), i =1,...,n. Portanto, M C (z1,...,x,). A outra inclusdo decorre do
fato dos x; serem elementos homogeéneos grau positivo.

m

Corolario 1.10. Sejam B uma By-algebra N-graduada. Entao, B é Noetheriano se, e somente

se, By é Noetheriano e B é uma By-algebra finitamente gerada.
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Demonstracao. Suponha que B seja Noetheriano. Do isomorfismo

B
By~ ——— = B/,

D

i>1

segue que By é Noetheriano. Além disso, sendo B Noetheriano temos que 91 é finitamente gerado,

logo pela proposicao anterior B ¢ finitamente gerado como By-algebra. Reciprocamente, sendo B

uma By-dlgebra finitamente gerada temos que B = By|ay, ..., ay,]. Sejam tq,. .., t, indeterminadas
e considere By[ty,...,t,] o anel de polinomios sobre By. O homomorfismo 1 : Bo[ty,...,t,] —
Bolay, . .., o] dado por t; — «;, nos permite ver B como o quociente
Bolty, ... t,
B~ 0[ 1 ’ ]
Ker(v)
Sendo By Noetheriano, pelo Teorema da Base de Hilbert, segue que Bylty,...,t,] e portanto, B é
Noetheriano.
m

Observacao 1.6. Ja mostramos que se I C A um ideal é finitamente gerado entao R(/) é uma
A-4lgebra finitamente gerada. Portanto, concluimos desse corolério que R(I) é Noetheriano se, e

somente se, A é Noetheriano.

1.3 Dimensao e anel graduado associado

Como na secao anterior, se A é um anel e I C A é um ideal entao a dlgebra de Rees de I é o
subanel de A[t]

R(I) = AlIt] = @ 1't" C A[t],
n=0
onde t é uma indeterminada. Estendemos esta definicao no seguinte sentido

Definigao 1.6. Sejam A um anel, [ um ideal e ¢ uma indeterminada sobre A. A dlgebra de Rees
estendida de I é o subanel de A[t,t™!] definido por

n
ATt ={> ait' |a; e I'n e N} = @ 1t",
i=—n nez
onde, convencionamos que para cada inteiro nao-positivo ¢, tem-se I* = A.

Observagao 1.7. Nesta segao, por conveniéncia, adotaremos a notagdo A[It] para a élgebra de
Rees de I no lugar de R([).
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Note que dado J C A um ideal, como A pode ser identificado em A[lt] com A[lt]o, podemos

considerar a extensao de J em A[[t], assim como na algebra de Rees estendida de I, logo
JCJAINAC JAIt,t YN AC JALt Y NA=J,

portanto, todas as inclusoes acima sao igualdades. Assim, todo ideal de A é uma contracao de
um ideal de A[It] e A[It,t71]. Além disso,

A A[It] - A[It, t71] c Alt, 71
J T JA[t N ALY T JA Y N A[TE Y] T O JAJE Y]
Considere a projecdo natural 7 : A — A/J e denote A/J por A e # por I. Logo,
A[It] — = A[It, t71] —=
~ Allt ~ Allt, t7].
JA[t, 1] N A[It] 7 JA[t, t=1) N A[Tt, t~1] L,

De fato, seja g = Y i a;t’ € A[lt] e defina o homomorfismo ¢ : A[lt] — A[It] por p(g) =

Y or o @it', temos que ¢ é sobrejetora e que

n

Ker(p) = {9 € Allt] | (g) =0} = {g € Alt] | ) ait' =0} = {g € A[I#] | a; € J}.
i=0
Do teorema do isomorfismo segue o primeiro isomorfismo, e de forma analoga o segundo.

Em particular, temos que se P é um primo minimal de A entao PA[t,t~'] N A[It] é primo
minimal de A[t], assim como no caso estendido. De fato, denote PA[t,t=*] N A[It] = P. Sendo
P primo de A, pelo isomorfismo anterior segue que P ¢ primo de Al[It]. Para mostrar que P
¢ minimal, basta mostrarmos que ﬁA[I tlg = ﬁﬁ ¢ nilpotente, pois se ﬁls ¢ nilpotente entao
]55 C Napy, = ﬂ @ C @ e pela maximalidade de ﬁg,, temos que ﬁﬁ = @, o que implica

QeSpec(A[It) 5) N N
que Spec(A[lt]s) = Max(A[lt]z) = {Ps} = P ¢ minimal. Para isto, note que por P C A
ser minimal temos que Spec(Ap) = Max(Ap) = {Pp}, além disso, como A é Noetheriano (Ap é
Noetheriano) segue que Ap é Artiniano. Logo, Pp é nilpotente —> }NjA[I tls = 1513 é nilpotente.
Portanto, se P é um primo minimal de A entao PA[t,t~'] N A[It] ¢ primo minimal de A[lt].

Além disso, todo elemento nilpotente em A[It], ou A[It,¢7], é também nilpotente em At ¢},
ou seja, pertence a MNap-1) = [ p PA[t, t~1, onde P varia no conjunto dos primos minimais de A.
De fato, analogamente ao caso anterior se P é um primo minimal de A entao PA[t,t™!] é primo
minimal de A[t,t7!]. Agora, se Q C A[t,¢t"!] ¢ um primo minimal entdao QN A é um primo de A.
Se QN A = P for primo minimal entao Q = PA[t,t7!]. Caso P nao seja minimal, existe Q C A
primo minimal tal que Q@ C Q N A, o que implica, QA[t,t7!] C Q, como 9 é minimal temos que
QAlL t71] = Q.
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Portanto, todos os primos minimais da algebra de Rees sao contracao de primos minimais
de A[t,t71] da forma PA[t,t™!], com P primo minimal de A, assim como na &lgebra de Rees

estendida. Logo,
dim(A = max § dim ( > ‘QEMm(A[It])}

(PAt 1 [I}i A[[t]) ’ Pe Min(A)}

{
{
{dlm (AT ‘ pe Mm(A)}
{

dim (]é [ﬂ D ' Pe Min(A)} L ()

di

I
=
=

a

=

I
=
>

a

max

Analogamente,

A[I+P
dim(A[It,t7']) = max {dim (F {%t i }) ‘ P e Min(A)} : (%2)
Teorema 1.11. Sejam A um anel Noetheriano e I um ideal de A. FEntdo, a dimensdo de A é
finita se, e somente se, a dimensdo da dlgebra de Rees de I é finita (ou a dimensdo da dlgebra de

Rees estendida de I € finita). Além disso, se dim(A) < oo, entdo

i. dim(A[It]) = dim(A) + 1, se I € P, para algum primo P com dim(A/P) = dim(A). Caso
contrdrio, dim(A[It]) = dim(A).

ii. dim(A[lt,t71]) = dim(A) + 1.

iii. Se (A, M) élocal e I & A, entao MA[It, t 1|+ TtA[It, t |+t A[It, t™1] € um ideal mazimal
em A[It,t7'] de altura dim(A) + 1.

Demonstragao. i. Pela igualdade em () s6 precisamos calcular dimensao de dominios. Entao,
suponha que A seja um dominio e vamos mostrar que se I é o ideal nulo entao dim(A[/t]) = dim(A),
do contrario, I # 0, vale dim(A[lt]) = dim(A) + 1. Pelo Teorema A.1 (Desigualdade da
dimensao), segue que para todo ideal primo @ de A[It], temos ht(Q) < ht(QNA)+1 < dim(A)+1,
pois o grau de transcendéncia de A[lt] sobre A, gr.tr,(A[It]), éigual a 1 (uma vez que A[It] C Alt]).
Logo, dim(A[[t]) < dim(A) + 1.

Se I = 0 entao A[lt] = A e portanto, dim(A[/t]) = dim(A). Assim, suponha I # 0. Seja
Py = ItA[It], note que Py N A = (0), It C By, ht(F) > 0 e que A[lt]/Py ~ A, ou seja, B é
primo, ja que estamos supondo A dominio. Como sabemos, ht(J) + dim(B/J) < dim(B) para
quaisquer B # 0 anel e J C B ideal primo, neste caso, ht(Fy) + dim(A[It]/Fy) < dim(A[lt]).
Sendo, ht(Fy) > 0 e A[lt]/Py ~ A temos que

1+ dim(A) < ht(Py) + dim(A[It]/Py) < dim(A[I1]).
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Portanto, dim(A[/t]) = dim(A) + 1.
ii. Analogamente, pela igualdade em (32), podemos supor que A é um dominio. Mais uma vez,
pelo Teorema A.1 (Desigualdade da dimensao), temos que dim(A[lt,¢7']) < dim(A) + 1.

Observagao 1.8. Note que A[lt,t71];-1 = A[t,t7!]. De fato, seja

a_ ™+ Fa gt P +ag+at+ -+ ath B
T = ! = 0~ 1 € AlIt, t7 1)1,

com a; € I', i > 0. Logo, por igualdade de classes no anel de fracoes, temos que

At "R a7 oath + agttE gt tE
T = ,

1

que pode ser identificado em A[t, t~!]. Reciprocamente, seja
T=a_pt ™"+ Fa it dagFat + -+ ant™ € Aft,tY.

Se a; € I', para todo i = 1,...,n entdao x € A[lt,t],-1, identificado como anteriormente. Do
contrario, seja ¢ o maior natural de 1 a n tal que a; € I*, ou seja, ¥V j > i+ 1 tem-se a; € I/. Neste

caso, proceda da seguinte maneira: identifique x com

apt™ b a T  agt T at T A FatT F apa T A A ap
t—i

xr =

Note que = € A[It,t™'];~1 pois para j > i+ 1 temos que a; € I/ C [V7°,

Assim, a outra desigualdade segue do fato
dim(A[It,t71]) > dim(A[lt,t],-1) = dim(A[t,t7']) = dim(A) + 1.

iii. Seja Py & P, & --- & P, = 9 uma cadeia saturada de ideais primos em A, tal que
m = ht(9M) = dim(A), j& que (A, M) é local. Seja Q; = PA[t,t™'] N A[lt,t7], ideal primo de
A[It,t71] para cada i = 0,...,m. Como Q; N A = P, para cada i = 0,...,m, segue que Qy C
Q: C -+ C Q,, é uma cadeia de primos distintos em A[lt,t7]. Logo, dim(A) = m < ht(Q,,).
Além disso, Q,, = MA[t, 1| N A[It,t7] = MA[T¢t, ) + TtA[It, t1].

Como Q,, estd contido propriamente no ideal maximal Q,, + t~*A[It,t~!]. Portanto,
dim(A) = m < ht(Qn) < ht(Qpn + t  A[It, t7Y])) < dim(A[I¢,t7"]) & dim(A) + 1

Assim, a altura de Q,,, +t YA[It, t7Y] = MA[Tt, t7] + TtA[Tt, t 7] + t L A[It, t71] é dim(A) + 1.
O
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Definigao 1.7. Sejam A um anel e [ um ideal de A. O anel graduado associado de I é definido
por

A I I?
ng(A>:T@ﬁ@ﬁ@:@[n/[n+la

n>0
em que a multiplicagao ¢ dada por (a + I')(b+ ) =ab+ "~ ae I" P ebe 71

Note que
A[It, t71]

Tam] =& W = S e

O primeiro isomorfismo ¢é através de ¢ : A[lt] — gr;(A) dado por ag + art + ... + a,t" —>

(ap + I,a; +I?, ... a, + I"), j& que Ker(¢)) = T A[It]. E o segundo é andlogo.
Além disso, se I = (f1,..., fr) entdo os elementos de grau 1, fi = fi + I%,..., fx = fr + I,
geram gr;(A) como A/I-dlgebra graduada. Assim,

gri(A) = (A/D[fr, - fil-

Definigao 1.8. Sejam (A, 9%) um anel local Noetheriano e I um ideal de A. Definimos a fibra

especial de I por
Allt] A 1 I?
~ B @

Fy = Fi(A) = ~
1= Fi(4) MA[It] — M~ NI~ M2

A dimensao de Krull de F; é chamada analytic spread de I e denotada por ¢(1).

Observe que  : GB /it — GB I" /MMI™ induz o isomorfismo

n>0 n>0

@ In/]n—i-l

n>0 _gri(A)

Fr=@r/mr ~ ) = ar (A

n>0 m (@ [n/[nJrl

n>0

Proposicao 1.12. Sejam (A, M) um anel local Noetheriano e I um ideal de A. Entao,
(1) = dim(Fr) < dim(gr;(A)) = dim(A).

Além disso, se M é o ideal maximal de gr;(A) que consiste de todos os elementos de grau positivo
e de M/, entdo dim(gr;(A)) = ht(M).

Demonstragao. Como F; pode ser visto como o quociente gr;(A)/Mgr;(A), segue que ((I) =
dim(Fy) < dim(gr;(A)). Sendo ¢t~! é um nao-divisor de zero em A[It,t], segue que ht(t*A[It,t71]) >
0, de fato, se ht(t*A[It,t71]) = 0, por definigao de altura, existiria 9 ideal primo de A[It,t71], tal
que t71A[It,t71] C P e ht(P) = 0, ou seja, P é minimal, sendo assim, t~! € P o que implicaria
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que t~! ¢ um divisor de zero em A[It,¢7!]. Além disso, como gr;(A) ~ A[It,t7']/(t L A[It,t71])
temos que
ht(t AL, t7Y]) + dim(gr, (A)) < dim(A[It, ¢7Y]) L dim(A) + 1.

Dai, dim(gr;(A)) < dim(A). Para a outra desigualdade, considere o ideal maximal

Q = MA[Tt, t 1 + TtA[It, ¢ + 7P A[T¢, t 1. Assim,
dim(gr;(A4)) > dim(gr;(A)g) = ht(Q) = ht(Q) — 1 = dim(4),

onde
0= IMA[IL, t7 4 + TtA[It, 7] + t L ATt ¢t 71
B t=LA[Tt, t1] '

Proposigao 1.13. Sejam (A, 9%) um anel local Noetheriano e I um ideal de A. Entao,
(1) =max{{(I(A/P)) | P € Min(A)}.

Demonstracao. Mais uma vez, pela correspondéncia entre os ideais primos minimais de A e os

ideais primos minimais de A[It]. Tem-se

. (AN (GBI :
dim(Fy) = dim (QﬁA[]t]) = max {dlm (W) ’ Pe Mln(A)}

= max{dim(Fa,p)) | P € Min(A)}.




Capitulo 2

Um pouco sobre normalidade

2.1 O fecho integral de um ideal

Definigao 2.1. Sejam A um anel e I um ideal de A. Um elemento b € A é dito integral sobre I

se existem um inteiro n e elementos a; € I*,i = 1,...,n tais que
V' + a4 agd" " + -+ ap1b+a, = 0.

O conjunto de todos os elementos de A que sao integrais sobre I é chamado de fecho integral de
I, denotado por I. Se I = I, entdo I é chamado de integralmente fechado ou completo. Se I* é

completo para todo k inteiro positivo, entao I é dito normal.

A proxima proposicao nos permitird reduzir as questoes sobre dependéncia integral de ideais

ao caso em que o anel ambiente é um dominio.

Proposigao 2.1. Sejam A um anel e I um ideal de A. Um elemento b € A é integral sobre [ se, e

somente se, para todo primo minimal P de A, a imagem de b em A/P é integral sobre (I + P)/P.

Demonstracio. Note que a imagem de I em A/P estd contida no fecho integral de (I + P)/P,
para todo P € Min(A), mostrando que todo elemento integral sobre I tem sua imagem em A/P
integral sobre (I+ P)/P. Reciprocamente, considere W = {0" +a;0" '+---+a, |n > 0eaq; € I'},
observe que W é fechado para a operacao de multiplicacao. Caso 0 € W entao b é integral sobre
I. Suponhamos por absurdo que 0 ¢ W, pelo Lema de Krull, existe () um ideal primo de A tal
que QN W =0, seja P C Q um primo minimal. Logo, PNW C QNW = (), que é um absurdo
j& que por hipétese para todo primo minimal P de A temos P NW # (). Portanto, 0 € W e b é
integral sobre 1. ]

Proposicao 2.2. Sejam A um anel, I C A um ideal e b € A. Entao,
bel<=3InecZ, tal que (I + (b))" =I(I+ (b))" "

21
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Demonstragdo. Suponha que b € I. Da relacdo de dependéncia de b sobre I temos que b €
I(I+(b))"!, para algum n € Z. Logo, (I + (b))™ = I(I+ (b))"~*. Reciprocamente, se (I + (b))" =
I(I+ ()", como b™ € (I + (b)), entao b"™ = a;b" ' +ab" 2+ -+ +a, 1b+a, com a; € I' que
nos fornece uma equacio de dependéncia sobre I, logo b € 1.

O
Proposigao 2.3. Sejam A um anel, I C A um ideal e b € A. Sao equivalentes:
i. b é integral sobre I.

ii. Existe um A-mdédulo finitamente gerado M tal que bM C I M, possuindo a seguinte propri-
edade: se a € A é tal que aM = 0 entao ab € V0.

Além disso, se [ é finitamente gerado e contém um nao-divisor de zero, entao b é integral sobre [

se, e somente se, existe um A-mddulo fiel finitamente gerado tal que IM = (I + (b)) M.

Demonstragao. Suponha b integral sobre I, logo b™ + a;b" 4+ asb" 2 + -+ - 4+ ap_1b + a, = 0 com
a; € I'. Sendo assim, para cada 7, temos que a; é soma finita de elementos da forma z; - - - z; com
x; € I. Seja J o ideal gerado por tais x;;, note que J C I é um ideal finitamente gerado tal que
a; € J' para cada i = 1,...,n. Assim, b é integral sobre J, pela proposicao anterior, existe um
inteiro n tal que J(J+(b))""! = (J+(b))". Entao, defina M = (J+(b))"!. Note que M A-médulo
finitamente gerado tal que bM = b(J + (b))t C (J + (b))" = J(J + (b)) ' = JM C IM. Se
a € A étal que aM = 0, entdo em particular ab”' = 0 o que implica ab € /0.

No caso em que [ ¢ finitamente gerado e contém um nao-divisor de zero, basta tomar J = I.
Deste modo, M = (I + (b))"~! é finitamente gerado e satisfaz IM = (I + (b))M. Se a € A é tal
que ar = 0, V 2 € M, entdo em particular ay™ ' = 0, onde y € I é nao-divisor de zero, logo
a = 0, e portanto M ¢ fiel.

Reciprocamente, seja M um A-mdédulo gerado por {zy,...,z,} tal que bM C IM. Para cada

i=1,...,m, temos que bx; = Z;n:l a;;x; tal que a;; € I. Considere a matriz A = (0;;b — a;;),
onde d;; é o delta de Kronecker. Seja v o vetor (x1,...,z,)". Pela construgao, Av = 0, logo
det(A)v = adj(A)Av = 0. Assim, para cada ¢, temos que det(A)z; = 0 o que implica det(A)M = 0.
Pela propriedade det(A)b € /0, segue que (det(A)b)* = 0, para algum k inteiro, esta relacio nos
fornece uma relagao de dependéncia de b sobre 1.

Além disso, note que se M é um A-mddulo fiel finitamente gerado tal que IM = (I + (b))M
entao M satisfaz as condicoes de ii., o que mostra a reciproca no caso particular.

]

Observacao 2.1. O fecho integral de um ideal é um ideal. Este fato serd provado no préximo

capitulo com a nocao de reducao.
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Proposigao 2.4. Sejam A um anel, I C A um ideal e S um conjunto multiplicativo de A. Entao,

Demonstragao. Seja f € S71(I). Sendo o fecho integral de um ideal ainda um ideal, podemos

assumir que f = /1 com x € A. Considere a relagdo de dependéncia de f sobre S—1(I),

a Ap—1 ,py 0
fn_i_s_lfnfl_i__'_ 1fn 1+_:
1

onde a;/s; € S7'(I)". Como S~'(I)* = S (I'), suponha que a; € I' e s; € S para cada

i =1,...,n. Simplificando a equacao, temos por definicao, a seguinte relacdo em A
-1
s +tia " + -+ ty_1an_1x + tha, =0,

com s,t; € S, i = 1,...,n. Assim, multiplicando por s*~! obtemos que sz € I. Portanto,

f = (xs)/s € STYI). A reciproca, segue do fato de S71(I) = S~Y(I?). O

Sejam A C B uma extensao de anéis. Dizemos que b € B é inteiro ou integral sobre A se
existem ai,...,a, € A tais que b" + a;b" ' + -+ 4+ ap,_1b +a, = 0. Uma extensao A C B é
dita integral quando todo elemento de B é integral sobre A. O conjunto formado por todos os
elementos de B que sao inteiros sobre A é um subanel de B, chamado de fecho inteiro ou integral
de A sobre B, denotado por A. Se A = A entdo A é dito integralmente fechado em B.

Definicao 2.2. Seja A um dominio. Dizemos que A é normal se A é integralmente fechado no

seu corpo de fragoes.
Exemplo 2.1. Todo dominio de fatoragao unica (DFU) é dominio normal.

Mostremos agora que a dependéncia integral entre dlgebras N-graduadas esta relacionada com

a dependéncia integral de ideais:

Proposicao 2.5. Sejam A, B anéis N-graduados tais que A C B (inclusdo graduada). Suponha
que A = Ap[A1] e B = By[By]. Entao, A C B é uma extensao integral se, e somente se, a extensao
Ag C By € integral e para cada n € N, o ideal B, B é integral sobre o ideal A,B. Além disso, se

Ag = By, entao B é integral sobre A se, e somente se, BB ¢é integral sobre A;B.

Demonstracao. Suponha que B é integral sobre A. Seja b € B, logo, existe uma relacao ho-
mogénea de dependéncia integral de b sobre A, assim, b é integral sobre A, B. Reciprocamente,
seja b € B,,. Logo, b satisfaz uma relacao de dependéncia integral sobre o ideal A,B, com os
coeficientes em A,[By|. Desta forma, B é integral sobre A[By|, como By é integral sobre Ay, segue

que B é integral sobre A. m
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Uma das consequéncias de A ser um dominio normal é que o anel de polindomios a uma inde-

terminada sobre A também sera.
Lema 2.6. Se A é um dominio normal entdao Aft,...,t.] ¢ um dominio normal.

Demonstragao. Por inducao, podemos supor que r = 1. Sejam t; = t e K o corpo de fragoes
de A e f € A(t) um elemento integral sobre Aft]. Consequentemente, f é integral sobre K[t].
Sendo K um corpo, segue que K[t] é um DFU, assim K[t] é normal e por isso, f € K|[t]. Logo,
f=ayt"+ -+ ag, tal que a; € K, i =0,...,n. Mostremos que f € A[t]. Note que é suficiente
mostrar que a, € A, pois neste caso, terfamos que f — a,t" é um elemento integral sobre A[t]
desta maneira mostrariamos que todo a; € A, implicando que f € A[t].

Pela normalidade de A, basta mostrarmos que a,, é integral sobre A. Procederemos da seguinte
maneira, construiremos um subanel Noetheriano A C A e um Ag-médulo finitamente gerado
My C K tal que Agla,] C My. Sendo Ay Noetheriano, temos que Agla,| serd uma Agp-dlgebra
finitamente gerada contendo a,, assim a,, sera integral sobre A, e consequentemente sobre A.

Seja F(z) = 2™ + bp_12™ 1 + -+« + by € (Alt])[2] tal que F(f) = 0. Seja Ay a Z-algebra de
A gerada por todos os coeficientes dos elementos b, 1, ...,by € A[t], note que Ay é Noetheriano.
Agora sejam wy,...,w, todos os coeficientes dos polinomios 1, f, f2,..., f™ ! € A[t]. Defina
My = Agwy +- - -+ Agwy,, isto é, My é o Ap-mddulo gerado por wy, ..., w,. Como F(x) € (Ap[t])[z]
segue que todas as poténcias f* de f podem ser escritas como combinagoes Ap[t]-lineares das
primeiras m poténcias 1, f, f2,..., f™ 1. Logo, todos os coeficientes de f* pertencem a M, em
particular todas as poténcias a!, de a, pertencem a M, (pois a!, é o coeficiente lider de f?).
Portanto, Agla,] C M.

m

Lema 2.7. Sejam A um dominio e z € A\ {0}, tal que A, é normal. Entao, A é normal se, e

somente se, (z) é um ideal completo.

Demonstra¢ao. Suponha que A seja normal. Seja b € (x), logo existem a; € A tais que
b+ (a2)b" - (a2 b+ a,2™ = 0.

Em A ), dividindo por x", podemos ver a expressao como

() ) (%)
- +CL1 — +"'+6Ln_1 — —i—an:0.
xr xXr s

Assim, b/x € A = A e portanto, b € (x). Reciprocamente, sejam (z) completo e b € A. Como
o corpo de fracdes de A é igual ao de A, D A, segue que A C A, = A,. Assim, podemos supor

que b = a/z", com a € A. Note que se a € (x) entdo b € A. Como b € A temos que existem
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Cly...,cn € Atais que b" + 10" L+ -+ c,_1b + ¢, = 0. Logo, multiplicando por 2™ temos que

a” + (crx")a" o+ (o1 (27" Ha + c,z™ = 0. Portanto, a € (z) = (z). O

Proposigao 2.8. Sejam A um dominio Noetheriano e z € A\ {0}, entéo

A=A, N Ar

PeAss(A/(z))

Demonstracao. Seja b € A, e b € Ap,V P € Ass(A/(x)). Assim, existem a € Aen > 1
tais que b = a/x™. Mais uma vez, é suficiente provar que a € (x). Suponha por absurdo que
a ¢ (x), logo o ideal condutor de a em (z) estd contido nos divisores de zero de A/(z), isto
é, ((z) : a) € Z(A/(x)). Sendo, A Noetheriano, temos que Ass(A/(x)) é um conjunto finito,
sendo assim, Z(A/(x)) é uma unido finita de primos associados. Logo, pelo Lema da Esquiva,
((x) : a) C P, para algum P € Ass(A/(x)). Como b € Ap temos que b = a/x™ = ¢/s, com ¢ € A
e s ¢ P. Logo, sa = cx™ € (x), implicando que s € ((z) : a) C P que é um absurdo. O

Observagao 2.2. Sejam A um dominio e S um conjunto multiplicativo de A. Como S—1(A) =

SY(A), segue que se A é normal entdo S~*(A) é normal.

Corolario 2.9. Sejam A um dominio Noetheriano e z € A\ {0}. Entao, A é normal se, e somente

se, A, e Ap sdo normais para cada P € Ass(A/(z)).

Demonstrac¢ao. Suponha que A seja normal, pela observacao anterior, segue que A, e Ap sao
normais para qualquer z € A\ {0} e P € Spec(4). A reciproca segue da Proposi¢ad?2.8] O

2.2 Normalidade da algebra de Rees de um ideal

Referéncias importantes nesse tema sao [1] e [2].

Proposigao 2.10. Sejam A um dominio Noetheriano e I um ideal de A. Considere a algebra de

Rees estendida de I, A[It,t71] e suponha que A ¢ normal. Entao,
ATt t=1) )

A[It,t71] é normal se, e somente se, A[It,t~']p é normal para cada P € Ass (m

Demonstragio. Pela Observacadl.8| temos que A[It,t71],-1 = A[t,t7*]. Logo, A[lt,t71];-1 é

normal. Assim, a proposicao segue do corolario anterior. ]

Para os proximos resultados necessitamos de algumas defini¢oes, sejam elas:

Seja (A,91) um anel Noetheriano local de dimensao n. Um sistema de parametros de A é
uma sequeéncia aq,...,a, de elementos de 2 tal que m = M. Um anel local (A, N)
é dito regular se dim(A) = dim o (/M) (= p(9M)), onde p(9M) denota o nimero minimo de
geradores de 901.
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Lema 2.11. Sejam A um anel Noetheriano e  um elemento regular de A. Se A/(x) é reduzido,

isto é, May(z) = 0, entdo Ap é normal para cada P € Assa(A/(x)).

Demonstrag¢ao. Sendo A Noetheriano, todo ideal de A admite uma decomposi¢ao primaria mi-
nimal. Seja (z) = Q1 N --- N Q) uma decomposi¢gdo priméria minimal de (z), isto é, cada
Q; é um ideal primério, /Q; # \/Q_] para i # j e () C ﬂi# Q;. Além disso, temos que
Asss(A/(x)) ={P1,..., P}, onde P, =+/Q;, i=1,...,k. Como A/(zx) é reduzido, tem-se

@) =v@) =vVQiN--NQr=PN---NP

Afirmamos que (v)Ap, = P;Ap, para cada i = 1,..., k. De fato, mostremos que PjAp, = Ap, para

J # . Suponha por absurdo que P;Ap, C Ap,, neste caso terfamos P; C F;. Logo,

QiN---NQk = (z) = /Q1N-- NVQili NV Qi1 N+ NYQr 2 Q1N+ NQis1 NQusr N+ N Q.

Por isso, @1 N---NQi -1 NQiy1 N---NQ € Q;. Portanto, (v) = Q1N---NQi 1 NQiy1 N---NQy,
que é um absurdo, pois tomamos uma decomposigao primdria de (z) minimal.

Pelo Teorema (Teorema do ideal principal de Krull), para cada i = 1,..., k temos
que ht(F;) < 1. Afirmamos que ¢é igual a 1. Do contrério, se ht(F;) = 0 entdo terfamos que P;
¢ primo minimal de A, logo é um primo associado de A, assim, P, = (0 : a), a # 0. Por outro
lado, como P; € Assy(A/(z)) temos que P; = (0 : b), b ¢ (x). Note que z € (0 : b), o que
implica, x € (0 : a), como x é um elemento regular de A, terfamos a = 0 que é um absurdo.
Portanto, ht(P;) = 1 para cada i = 1,..., k. Como ht(FP;) = ht(P,Ap,) = dim(Ap,) temos que
P;Ap, ¢é gerado por um sistema de parametros, logo Ap, é um anel local regular, pelo Teorema
(Auslander-Buchsbaum), segue que Ap, é um dominio normal. ]

Proposicao 2.12. Sejam A um anel Noetheriano e x um elemento regular de A. Se A, é um

dominio normal e A/(x) é reduzido, entdao A é um dominio normal.

Demonstracdao. Sendo A, um dominio e x um elemento regular de A temos que A é um dominio,
de fato, sejam a,b € A tais que ab = 0, logo ab/1 = 0/1 em A,, como A, é dominio segue que
a/1 = 0/1, por igualdade de classes, existe r inteiro tal que az” = 0, visto que = é regular de A,

tem-se a = 0, e portanto A é dominio. Além disso, pelo lema anterior, Ap é normal para todo

P € Assa(A/(x)). Assim, pelo Coroldrig2.9] temos que A ¢ normal. O

Teorema 2.13. Sejam A um anel e I um ideal de A. Se I é gerado por uma sequéncia regqular

fi,..., fq, entao o homomorfismo sobrejetor de dlgebras graduadas:

pr (A/Dt,oty) — gr(A) = (A/D[fr.- -, f

€ um isomorfismo, onde t1,...,t, sio indeterminadas sobre A/I.



CAPITULO 2. UM POUCO SOBRE NORMALIDADE 27

Demonstragao. Procederemos por indugao em ¢. Se ¢ = 1 entao I = (z), onde x é um elemento

regular e o homomorfismo ¢ definido por

p: (A/()[t] — gry(4) = (4/(x))[z]
t — T=uz+ (v)?
Chamemos atencdo para a multiplicacao em gr(,)(A) = (A/())[Z] definida em Assim, mos-
tremos que o ntcleo de ¢ é nulo.
De fato, seja p(t) = (ap + () + (a1 + ()t + -+ - + (an + (x))t" € Ker(p). Entao,

0=p(p(t) = (a0 + (x)) + (a1 + (@) (x + (2)°) + -+ + (an + (2)) (@ + (2)*)"

= (ag + (2)) + (a17 + (2)*) + - - + (2™ + (2)").

Portanto, a;z* € (z)"™, i =0,...,n. Sendo x regular temos que a; € (z). Logo, p(t) = 0, e para
o caso ¢ = 1, ¢ é isomorfismo.

Considere o ideal J = (fi,..., f,—1), por hipdtese de indugao, o homomorfismo

¢ (A D te] g (A) = (A)D)[f, - o]
t; — fi=[fi+J?
é um isomorfismo. Note que (J : f;) = J, ja que f, é um elemento regular de A/J. Além disso,
(J™: f,) = J™, m > 1. De fato, faremos por induc@o em m, o caso m = 1 foi citado anteriormente,
logo suponha que (J™ ' : f,) = J™ 1. Seja a € (J™: f,), por defini¢ao, af, € J™ C J™ ! assim
ae (J" 1 f,) = J"' Observe que a = 0 em (A/J)[ty,...,t, 1], pelo isomorfismo ', temos
que a classe de a é a nula em gr;(A), isto é, a + J™ = J™, e portanto a € J™.

Seja F' € Alty, . .., t,] um polindmio homogéneo de grau d tal que sua imagem em (A/I)[t1, ..., 1,
estd contida no Ker(y), isto é, F(fi,..., f,) € I, Como ¢ é graduado é suficiente provar que
F € IA[t], e para mostrar isso procederemos por indu¢do em d. Se d = 0 entdao F' é uma
constante, e pela condi¢do exigida, F' € I. Existe W € Afty,...,t,] de grau d + 1 tal que
F(fi, ... fo) =W(f1,.... fy), WédaformaW =37  t,W;, onde W; = 0 ou W; é um polindémio

homogéneo em Alty,...,1t,] de grau d. Além disso, note que podemos escrever

q
F'=F-> fiWi=G+t,H,
=1
com G € Alty,...,t,1] degraude H € Alty,...,t,] de grau d—1. Logo, F'(f1,..., f,) =0, assim
H(f1,....f;) € (J%: f,) = J% C I? e por hipdtese de indugao em d temos que os coeficientes de H

estao em /. Entdo, resta provar que os coeficientes de G estdao em I. Considere H' € Aftq, ..., t, 1]
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de grau d tal que H(f1,..., f;) = H'(f1,-.., f,)- Seja
F'"=G+ f,H € Alt1, ..., ts-1],

note que F"(f1,...,f;) = F'(f1,..., fy) =0, assim por ¢ ser um isomorfismo, temos que F” é o
polinémio nulo em (A/J)[t1,...,t,—1]. Portanto, os coeficientes de F” estdo em J e consequente-

mente os coeficientes de G estao em I, o que prova o teorema.
O

Teorema 2.14. Sejam A um anel Noetheriano e I um ideal de A. Se A é um dominio normal e

gr;(A) € reduzido, entio A[It,t~'] é normal.

Demonstragao. Como A[It,t7]/tLA[It,t7'] ~ gr;(A) é reduzido e A[It,t7'],-1 = A[t,t71] é um
dominio normal, pela Proposigao segue que A[It,t71] é normal. O

Definigao 2.3. Sejam A um dominio e K o seu corpo de fragdes. Um elemento z € K é quase

integral sobre A se existe 0 # a € A tal que ax™ € A para todo n > 0.

Proposigao 2.15. Sejam A um dominio Noetheriano e K o seu corpo de fragoes. Entao, um

elemento z € K ¢ integral sobre A se, e somente se, x é quase integral sobre A.

Demonstragao. Sejax = c/d € K tal que d # 0. Se x é integral sobre A, entao existem by, ..., b, €
A tais que 2™ + biz™ !t + - + by_12 + by, = 0. Tomando a = d™ temos que ax™ € A para todo
n > 0. Reciprocamente, suponha que existe 0 # a € A tal que az™ € A, Vn > 0. Assim,
Alz] C a'A, sendo a™' A um A-médulo Noetheriano, temos que Afx] é um A-médulo finitamente
gerado, seja {aq, . .., @, } um conjunto de geradores. Mostremos que todo elemento de A[z] é inteiro
sobre A, em particular x pertencente Afz]. De fato, seja f € Alz]. Assim, fo; = 37 | mj;a;, onde
mi; € A, i =1,...,n. Sejam as matrizes M = (m;;) e N = M — fI (I denota a matriz identidade),
e o vetor a = (ay,...,q,). Por construcao, Nal = 0, logo det(N)a® = adj(N)Na® = 0, o que
implica, a;det(N) =0, Vi =1,...,n. Entao, det(N) = 0. Além disso, g(t) = (—1)"det(M — tI)
é um polinémio monico em Aft], ¢t um indeterminada sobre A tal que g(f) = 0. Portanto, f é

integral sobre A. m
O préximo Teorema encontra-se em [2].

Teorema 2.16. Sejam A um dominio normal Noetheriano e I um ideal de A. Sao equivalentes:
. 1 € um ideal normal de A.
it. A dlgebra de Rees A[It] € normal.

iii. O ideal TA[It] C A[It] € completo.
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w. O ideal (t71) C A[It, 7] € completo
v. A dlgebra de Rees estendida A[It,t™'] é normal.

Demonstragdo. i. = ii. Sendo A normal, pelo Lema [2.6] temos que A[t] é normal, como A[It] C
A[t], segue que A[It] C Aft] = At]. Seja z € A[It], podemos escrever z = .7 b;it’. Note que
é suficiente provar que byt® € A[It], de fato, se byt® € A[It] entdo (z — bt®) = 27— bit' € A[It],
o que implica b, 1t°~1 € A[It], dessa maneira, mostramos que z € A[lt]. Primeiro mostremos
que bgt* € A[It]. Como z é quase integral sobre A[It] temos que existe 0 # f € A[It] tal que
fz" € A[lt], ¥ n > 0. Logo, existe 0 # f,, € I" tal que (f,,t"™)(bst*)" € A[lt], ¥V n > 0, isto é ,
bst® é quase integral sobre A[It]. Sendo A dominio Noetheriano, segue da proposi¢ao anterior que

bst® é integral sobre A[It]. Assim, existem aq,...,a,, € A[lt] tais que
(bst*)™ + ay (bst*)™ P 4+ - - 4 1 (bst®) + @y = 0.

Note que a; = Z;i:o a;jt’ com a;; € IV para cada ¢ = 1,...,m. Agrupando todos os termos em ¢
de grau sm, temos que o coeficiente do mesmo é zero, logo b” + > 7" | a; ;0™ " = 0. Portanto, by
é integral sobre I°, sendo I normal (I* = I, V k> 0), segue que by € I®, assim, bt® € A[lt] e

A[It] = A[It].
ii. = iil. Seja z =€ A[lt], tal que z é integral sobre I A[It]. Logo, z satisfaz

2 a2 4 a2+ ay, =0,
para certos a; € I'A[It], i = 1,...,m. Multiplicando por t™ temos que
(t2)™ + art(tz)™ " + -+ amt" T (t2) + apt™ = 0,

note que a;t' € A[It]. Logo, tz é integral sobre A[It], como estamos supondo A[lt] normal, temos
que tz € A[It]. Portanto, z € I A[It.]

iii. = iv. Seja z € A[[t,t7!] um elemento integral sobre ¢t ' A[It,¢~!], como a parte negativa
da expansao de Laurent de z j4 estd em ¢~ A[I¢,t~'] podemos escrever z = Y ;_ b;t", com s > 0 e
b; € I', Vi > 0. Para mostramos que z € t ' A[It, '] devemos verificar que b; € I'*1 i =0,...s.
Note que é suficiente mostrar que b, € I*™!. Como z ¢ integral sobre t~'A[It,t71], temos que z
satisfaz

2 a2 a1 2 Gy = 0,

com a; € (71 A[It,t7']. Multiplicando por t™, temos que zt é integral sobre A[It,t~!], conse-
quentemente, 2t é quase integral sobre A[It,t7!]. Usando o mesmo argumento de i. = ii. segue
que b,t**1 é quase integral sobre A[It,t71], assim byt*T! ¢ integral sobre A[It,t~!]. Multiplicando

a equacao integral por b,t**! tantas vezes quanto for o nimero do maior grau de ¢! nos coefici-
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entes da equagao, temos que b t*T! é integral sobre T A[It] que é completo, logo bst*™' € TA[It], e
portanto b, € I+,

iv. = v. Pela Observacgadl.§| temos que A[It,t7];-1 = A[t,t7!] que é um domfnio normal.
Como por hipétese t 1 A[It,t1] é completo, segue pelo Lema que A[It,t7'] é normal.

v. = i. Para mostrar que I é um ideal normal de A devemos verificar que I" = I, V r > 0.

Seja z € I, entdo z satisfaz
2 a2 4 12+ G = 0,
para alguns a; € I"™, i = 1,...,m. Multiplicando por "™ temos
()" 4+ art”" (2t") "t @ ()T (2) + ™ = 0,

logo, zt" é integral sobre A[It,t~!] que por hipétese é normal, assim zt" € A[It,t7!] e portanto,
zel. ]

Coroldrio 2.17. Sejam A um dominio normal Noetheriano e I um ideal de A. Se gr;(A) é

reduzido entao A[lt] é normal.

Demonstragao. Pelo Teorema temos que A[lt,t7!] é normal e pelo teorema anterior segue
que A[It] é normal. O

Corolario 2.18. Sejam A um dominio normal Noetheriano e [ um ideal radical de A. Se [ é

gerado por uma sequéncia regular, entao gr;(A) é reduzido e A[lt] é um dominio normal.

Demonstragao. Sendo I radical temos que A/ é um anel reduzido. Assim, (A/I)[t1,...,t,], onde
t1,...,t, sdo indeterminadas sobre A/I, também é um anel reduzido. Logo, pelo Teorema

temos que gr;(A) é reduzido. E pelo coroldrio anterior segue que A[It] é um dominio normal. [J

Exemplo 2.2. Seja A = Q[z,y] e I = (22,5?). Note que 2y € I, de fato, basta verificar que xy
satisfaz (zy)* + a1(xy) + az =0, com a; =0 € I e ay = —x*y* € I?. Porém, zy ¢ I. Logo, I nao

é completo e portanto A[/t] ndo é normal.

Definigao 2.4. Sejam A um anel Noetheriano, I C A um ideal e Py, ..., P, os primos minimais

de I. Dado um inteiro n > 0, definimos a n-ésima poténcia simbolica de I como o ideal

I =Qin--NQ,

onde @); é a componente primaria de I"™ correspondendo a P;.

A préxima proposicao nos mostrard uma equivaléncia dessa definicao.
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Proposigao 2.19. Sejam A um anel Noetheriano, I C A um ideal e Py, ..., P, os primos minimais
de I. Se S = A\ U_, P, entao
I™=571"NA, n>0.

Demonstracao. Seja I" = Q1N+ -NEQ,NEQry1N---NEQs uma decomposicao primaria minimal de

1™, assim
PN NP =VI=VI"=y/Qin---NV/Q:NVQ1N---N/Q,,
reordenando se necessério, temos que /Q; = P;, ¢ = 1,...,r. Além disso, para j > r segue que

V@ NS # 0, de fato, do contrério \/Q; € Py U---U P, pelo Lema da Esquiva, \/Q; C P, para
algum [ = 1,...,r, pela minimalidade de P, terfamos \/Q;, = P, = \/Q_] o que é um absurdo pela

minimalidade da decomposigao primaria. Assim, S™'Q; = S~ A. Portanto,

S (ﬂ Qi> - ﬂ S0,
i=1 i=1

Como Q; é primério tem-se S™'Q; N A = Q;, portanto I = S~1[" N A. O
Observacao 2.3. Em particular, se P C A é um ideal primo entdao P™ = P"Ap N A.

Proposicao 2.20. Sejam A um anel Noetheriano, I um ideal radical de A e P,..., P, os primos
minimais de /. Entao,

1™ =P A...APM n>o.

T

Demonstragao. Seja

I"=QiN-QNQuN---NQs

uma decomposi¢ao primaria minimal de I™. Mais uma vez, reordenando se necessario, temos que
VQi= P, i=1,...,r. Localizando em P; temos que I"Ap, = Q;Ap, e como [ = VI =Pn---NP,
tem-se

I"Ap, = (IAp)" = (PAp)" = P["Ap,.
Assim, P"Ap, = Q;Ap,, contraindo a A temos P = Q;. Portanto, 1" = M= Pj(n). O

Um aspecto interessante é saber quando as poténcias simbdlica e ordindria de um ideal coin-
cidem. Nos préximos resultados apresentaremos alguns casos em que essa igualdade pode ser

descrita em termos de propriedades do anel graduado associado.

Definicao 2.5. Sejam A um anel Noetheriano e I um ideal préoprio de A. Dizemos que I é
normalmente livre de torgao se Ass(A/IY) C Ass(A/I), Vi > 0.
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Proposigao 2.21. Sejam A um anel Noetheriano e I um ideal de A tal que I ndao contém primos
imersos, isto é, todos os primos associados de I sao minimais. Entao, I é normalmente livre de

torcao se, e somente se, I" = I™ ¥V n > 0.

Demonstragao. Suponha que I é nomalmente livre de torgao. Note que Ass(A/I) C Ass(A/I™),
de fato, sejam Pj, ..., P, os primos minimais de [ e sejam Pj,..., P! os primos minimais de /.
Assim,

PN---NP.=VI=VI"=Pn.-..NP.

Logo, para cada i = 1,...,r temos P; C P} para algum j = 1,...,s. Como F; é um primo que
contém [ 2 I", segue que P; = P, ji que P; é primo minimal de I". Portanto, Ass(A/I) C
Ass(A/I™), n > 0, sendo I normalmente livre de tor¢ao, tem-se Ass(A/I) = Ass(A/I™), n > 0.
Por isso, todos os primos associados de I™ sao minimais, logo I"™ tem uma Unica decomposicao
priméria minimal, e portanto I = I™ n > 0.

Reciprocamente, sejam Pj,..., P. os primos associados de I. Como P; é um primo minimal

de I para todoi=1,...,r temos que
Ass(A/I™) = Ass(A/I™) C {P,,..., P}

O

Definicao 2.6. Sejam A um anel e I um ideal de A. Dizemos que I é uma intersecao completa se
I é gerado por uma sequéncia regular. Um ideal I C A é genericamente uma intersecao completa

se [Ap é uma interse¢ao completa para todo P € Assa(A/I).

Proposigao 2.22. Sejam A um anel Noetheriano e P um ideal primo de A tal que PAp é uma

intersecao completa. Entao, P = P V n > 0 se, e somente se, grp(A) é um dominio.

Demonstragdo. Suponha que P™ = P V¥ n > 0. Como grp(A) = A[Pt]/PA[Pt], basta mostrar-
mos que PA[Pt] é um ideal primo de A[Pt]. Seja © = ag + a1t + - - - + a,t" € A[Pt] e considere
' = (ap/1) + (a1 /1)t + -+ + (a,/1)t" a imagem de x em Ap[PApt]. Observe que a; € P! se,
e somente se, (a;/1) € P Ap, de fato, se (a;/1) € P Ap entdo a; € PU+Y = Pi+1 Portanto,
xr € PA[Pt] se, e somente se, ' € PAp|PApt]. Consequentemente, PA[Pt| é primo se, e somente
se, PAp[PApt] é primo. Sendo PAp uma interse¢ao completa, ou seja, PAp é gerado por uma

sequencia regular, pelo Teorema [2.13] tem-se

(AP/PAP)[tl, e ,tk] ~ grPAP<AP>7

onde k ¢ o nimero de elementos da sequéncia regular geradora de PAp. Assim, grp,,(Ap) é um

dominio, implicando que PAp[PApt| é primo e pelo comentério anterior grp(A) é dominio.
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Reciprocamente, suponha que grp(A) é um dominio. Provemos que Assa(P?/P™) = {P}
para i > 0. Seja P, um primo associado de P'/P! logo, P, = (0 : T) para algum x € P*\ P,

Por defini¢ao, a € P; se, e somente se, az € P, Como grp(A) = @ P™/P"™1 é um dominio,
n>0
segue que (a + P)(x + P = ax + P = P! implica que a € P ou x € P, Assim, a € P

se, e somente se, a € P. Portanto, P, = P e Ass(P'/P") = {P}. Note que a sequéncia
0— P'/PT — A/PT — A/P" — 0,

é exata. Logo, Ass(A/P") C Ass(P'/P™') U Ass(A/P?). Por indugao em i > 0, segue que
Ass(A/P?) C Ass(A/P) = {P}. Portanto, P é normalmente livre de torgao e pela Proposigao
temos que P" = P™ ¥V n > 0. O

O préximo Teorema foi obtido por Simis, Vasconcelos e Villarreal em [10].

Teorema 2.23. Sejam A um dominio normal Noetheriano e I um ideal radical que é generica-
mente uma intersecao completa. Se I € normalmente livre de tor¢ao entao sua dlgebra de Rees

R(I) = A[It] é um dominio normal.

Demonstragao. Note que pelo Corolario basta mostramos que gr;(A) = A[lt]/TA[It] é
reduzido. Seja f = ag + ayt + - - - + ast® + I A[It] um elemento nilpotente de gr;(A). Assim, existe
m > 0 tal que (ast®)™ € I A[It]. Por indugdo em s, note que ¢ suficiente mostrar que at® € T A[It],
de fato, se s = 0 entao af’ € I o que implica ay € VI =1 o que mostra o caso s = 0. Supondo
que ast® € TA[It] note que f = ag + ait + --- + as_1t°~ + T A[It], pela hipétese de inducdo,
ag + art + -+ + as_1t°7! € T A[It] e portanto, ag + ait + - - - + ast* € TA[It].

Por isso, basta provar que ast® € IA[It]. Sejam Py,..., P, os primos minimais de I, logo
Pin---N P, =+I=1Io que implica IAp, = P Ap, v =1,...,7. Como [ é genericamente uma
intersecao completa segue que IAp, = P;Ap, é uma intersecao completa para cada i = 1,...,7.
Assim, pelo Corolario que grp, 4, (Ap,) € reduzido.

Por um momento usaremos a notagao F;, ao invés de P;Ap, para tentar facilitar a notacao do

anel graduado associado. Portanto, a imagem de at® em

Ap [P, t]
grPiPi ( Pz) })iPi APz‘ [Pim t]

é zero para todo i = 1,...,7. Ou seja, a,t*/1 € P, Ap[Pi, t] o que implica a,/1 € (P, )"

ip,

Consequentemente,
as € (ANPH Ap) NN (AN P Ap ) = PP Aoy POt

Como [ é radical (logo, nao possui primos imersos) e normalmente livre de torgao, pela Pro-



CAPITULO 2. UM POUCO SOBRE NORMALIDADE 34

posicao que
[s+1 — I(s+1) — Ql AN Qr,

onde vQ; = P;, i = 1,...,r. Assim, I*"'Ap = Q;Ap, Vi =1,...,r. Além disso, note que
It Ap = P Ap, de fato, I = VI=PnN...NP, logo I C P, implicando que I*t! C Pitlo
que j& mostra uma inclusdo. Para a outra, note que se x € Pyt Ap entdo x é uma soma finita de
elementos da forma a; - - - as41/p; coma; € P, j=1,...,s+1ep; ¢ P. Sendo P, primo minimal
de I, existem by,...,b;_1,bi11,...,b. tais que by, € Py e by & P, ke {1,...,r}\ {i}. Assim,

Q- Qsp1 (albl <o bim1big - br) Co (fls+1bl obi1bigr, .. br) s+1
= - € " Ap,.
Di pibr -+ bimibiy -+, by)*t
Dessa forma, Q;Ap, = I**'Ap = Pf™'Ap e consequentemente Q; = Pi(SH) para cada ¢ =

1,...,r. Portanto, a, € I**! concluindo que ast® € T A[It].
]

Observacao 2.4. Uma questao importante diz respeito a descrigao de A[lt]. Em particular,

investigar quando A[lt] = A[It]. Vide [13].



Capitulo 3
Reducoes

Os estudos sobre redugoes comegaram com Northcott e Rees em [5].

Definicao 3.1. Sejam A um anel e J C [ ideais de A. Dizemos que J é uma redugao de I se

existe um inteiro nao-negativo n tal que I"* = JI".

Observagao 3.1. Pela Proposigao [2.2] um elemento b € A é integral sobre I se, e somente se,
I é uma redugao de I + (b).

Além disso, note que se JI™ = I"*! entao
ot — et — gpepmet — gt — o= Jm [t Y m e 7T

Em particular, se J C I é uma reducao, existe um inteiro n tal que I C J™ V m > 1.
A préxima proposicao mostrara que a propriedade de reducgao é transitiva.
Proposicao 3.1. Sejam A um anel e K C J C [ ideais de A.
i. Se K é uma reducao de J e J é uma redugao de I, entao K é uma redugao de 1.

ii. Se K é uma redugao de I, entdao J é uma reducao de I.

iii. Se I é finitamente gerado, J = K + (aq,...,a;) e K é uma reducdo de I, entao K é uma

redugao de J.

Demonstragao. i. Sendo K C J e J C I redugoes, existem inteiros nao-negativos n e m tais que

KJr = Jvtl e JI™ = ™+ Pela observacao anterior, temos que
Im+n+l — Jn+1[m = KJr ™ g K[m+n g [m—ﬁ-n-‘rl‘

Portanto, I+l = K™ ¢ K é uma reducao de I.
ii. Se K C I é uma reducao, entdo existe n um inteiro nao-negativo tal que 1"t = K" C

JI" C I"1. Logo, J é uma reducio de 1.

35
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iii. Sendo K uma reducao de I, existe um inteiro n tal que KI® = I"*!. Por ii., para cada
i =0,...,k temos que K + (ay,...,a;_1) é uma redugao de I, para i = 0 seja (a1,...,a;,-1) 0
ideal nulo. Como J = K + (a4, ...,ax) C I segue que a;I" C KI" C (K + (ay,...,a;-1))[". Além
disso, se a € A é tal que al™ = 0, em particular aa]’ = 0, o que implica aa; € /0. Por hipétese
I ¢ finitamente gerado, logo I™ é finitamente gerado. Portanto, pela Proposi¢ad2.3] tem-se a;
integral sobre K + (a1,...,a;-1). E pela Observacad3.1] segue que K + (ai,...,a;_1) é uma
reducao de K + (aq,...,a;). Assim, visto que K C K + (aq,...,a;) = J, este item segue pela
propriedade transitiva da redugao, item i., por inducao sobre k.

[]

No caso em que o ideal em questao é finitamente gerado temos uma caracterizacao de uma

redugao através do fecho integral.

Corolario 3.2. Sejam A um anel e J C [ ideais de A. Suponha que [ é finitamente gerado.

Entdo, J é uma reducdo de I se, e somente se, I C J.

Demonstragao. Se J é uma reducao de I, entao pela proposi¢ao anterior (item iii.) para qualquer
a € I, temos que J é uma redugao de J + (a), pela Observagé, tem-se a € J. Logo, I C J.
Reciprocamente, suponha que I = (ay,...,a;) C J. Assim, para cada j = 1,...,k, a; ¢ integral
sobre J e consequentemente é integral sobre J + (as,...,a;_1). Considere a cadeia de inclusoes
JCJ+ (a1) CJ+ (ar,a2) C---CJ+(aq,...,a;) = I. Novamente pela Observagag3.1|segue

que cada inclusao é uma reducao. Por transitividade, J C I é uma reducao. O]

Proposigao 3.3. Sejam A um anel Noetheriano N-graduado gerado sobre Ay por A;. Suponha que
Ay é reduzido e sejam ayq, ..., a, € A elementos homogéneos de grau 1. Se /(ay,...,a,) = A1A

entao (aj,...,a,) = A A.

Demonstracdo. Por hipétese existe n > 0 tal que A7 C (ay, ..., ay,), assim ATA C AT Hay, ..., a).

~—

Logo, (ay,...,an,) é uma redugao de A; A, pelo corolario anterior, temos que A1 A C (ay, ..., apy).
Sendo A;A radical (j4 que Ay é reduzido) segue que A1A C (ay,...,an) C /(a1,...,am) C
A A. ]

O préximo coroldrio provard a Observagad2.1]

Corolario 3.4. Sejam A um anel e I um ideal de A. Entao, I é um ideal de A. Além disso, I é

integralmente fechado em A.

Demonstracdo. Seja b € 1. Entdo, existem a; € I’ tais que 0" + 0" ' + -+ 4+ ap_1b + a, = 0.
Assim, se 7 € A entdo (zb)" + ayz(xb)" ' + -+ a,_ 12" (wb) + a,2™ = 0, logo, xb € I. Suponha
a,b € 1. Logo, existem ¢; € I’ tais que a” + c1a” ' + -+ + ¢p_1a + ¢, = 0. Assim como foi feito
na demonstracao da Proposicao existe K C I um ideal finitamente gerado tal que ¢; € K.

Consequentemente, a € K, analogamente, b € K, note que possivelmente devemos estender K.
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Sejam J = K + (a) e L = K + (a,b) = J + (b). Entdo, pela Observagadg3.1] K ¢ uma redugao
de J e J é uma reducao de L. Pela transitividade, K é uma reducao de L. Como K, .J e L sao
finitamente gerados, pela proposigao anterior, item iii., K C K + (a + b) C L sao redugoes. Mais
uma vez pela Observacad3.1] a + b é integral sobre K e consequentemente, é integral sobre 1.
Portanto, I é um ideal.

Provemos agora que I é integralmente fechado. Seja a € ?, entao existe um ideal J =
(j1,-..,9x) € I tal que a € J. Analogamente, existe K C I um ideal finitamente gerado tal
que j; ¢ integral sobre K. Pelo argumento anterior, K é uma reducao de K + J que é uma
redugao de K + J + (a). Portanto, K é uma reducao de K + (a), logo a é integral sobre K e

consequentemente, é integral sobre [.
m

Vejamos mais algumas propriedades das reducoes
Proposigao 3.5. Sejam A um anel e J C [ ideais de A. Considere as condigoes:
i. J é uma reducao de I.
ii. S71J ¢ uma reducao de S~'I para cada S C A conjunto multiplicativo.
iii. Jp é uma reducao de Ip para cada P C A ideal primo.
iv. Jon é uma reducao de Iyy para cada 90 C A ideal maximal.
Entao, i. = ii. = iii. = iv.. Além disso, se A é Noetheriano entao iv. = i..

Demonstracao. A prova da primeira parte é simples. Assim, assuma iv. e que A é Noetheriano.

Considere a seguinte cadeia
(J:IYCJI:P)CJP: I C(Jr:.1c...,

como A ¢ Noetheriano, temos que existe k inteiro tal que (JI™ : I"™) = (JI* : [F71) ¥V n > k.
Por iv., para cada ideal maximal de A, existe m inteiro tal que Joylj = [g“, com isso, para n
suficientemente grande tem-se (JI™ : I"™1) & 9, logo (JI* : I*1) € M, assim (JI*: [F1) = A

e consequentemente, JI* = I**1 portanto J é uma reducao de 1. O
Proposicao 3.6. Sejam A um anel e J = (aq,...,a;) C I ideais de A.

1. Se J é uma reducao de I, entdo para qualquer m inteiro positivo, (a7, ...,a) e J™ sao
) 9 1> y Yk

reducoes de I™.

ii. Se (af*,...,a}") ou J™ é uma redugao de I'™, para algum inteiro positivo m, entado J é uma

reducao de I.
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Demonstracao. i. Sendo J uma reducao de I existe n inteiro tal que JI™ = I™*'. Primeiro
mostremos que J™ é uma reducao de I™ para qualquer m inteiro positivo. De fato, pela Ob-
servagao temos que J™I™ = " ¥ m > 1. Assim, multiplicando por I™"~" temos que
Jm(I™)" = (I"™)"*! e portanto J™ é uma redugao de I™.

Provemos agora que (af’,...,a}") é uma reducao de I, ¥ m > 1. Dado m inteiro positivo,

note que

(k—1)(m—1) (m—l)k—l—l'

(af*,...,a)(ay, ..., ax) =(ay,...,ax)

De fato, basta mostrarmos que (ai,...,a;) ™ V¥ C (af, ... a)(ay,. .., ap)* DD Se 2 €
(ay,...,a,) " D1 entiao o é soma finita de elementos da forma a} ---af* tal que S35 n; =
(m—1k+1. Sen; <m, Yi=1,...,k entdo (m — )k +1 =31 n; < (m — 1)k, 0 que é um
absurdo. Logo, necessariamente existe pelo menos um j tal que n; > m o que mostra a inclusao.
Assim, multiplicando a igualdade obtida por J*~! vemos que (a], ..., a) é uma redugao de J™,
e por transitividade, segue que (af’,...,a}") é uma redugao de I"™.

ii. Primeiro suponha que J™ é uma reducao de I™, para algum m inteiro positivo. Logo, existe
um inteiro n tal que J™(I™)" = (I"™)"*!. Assim, [™"*t™ C J[mntm=1 C [mmtm - Portanto, J é
uma redugao de I. Agora se existe m > 0 tal que (af’,...,a}') é uma redugao de I"™ entao pelo
item ii. da Proposicao segue que J™ é uma reducao de I™, logo, pelo argumento anterior, J
é reducao de I.

]

A proxima proposicao mostra que exemplos de reducoes sao obtidos por somas e produtos de

idealis.

Proposicao 3.7. Sejam A um anel e Ji, J5, I, I5 ideais de A tais que J; é uma reducao de I e

Jo é uma reducao de I,. Entao
i. Ji + Jo é uma reducao de I + Is.
ii. Ji1Jo é uma reducao de I 1s.

Demonstragdo. i. Seja n inteiro ndo-negativo tal que J1I7 = I e J,I3 = I3 Logo,
(I + L) CITPN (L 4 L) + Iy (1 + )" = P (L + L) + LIy (I + )"

C (J1 + Jo) (I, + )™ C (I, + L)

Portanto, J; + Jo é uma reducao de I + I».
ii. Analogamente ao item anterior, seja n inteiro ndo-negativo tal que Jy I = I7! e JoI =

Iy Logo, (I ;)" = JyJoIM I3 implica que J;Jo é uma reducdo de I, 1.



CAPITULO 3. REDUCOES 39

Lema 3.8. Sejam A um anel Noetheriano, R4 o radical de Jacobson de A, J,J' C I ideais e L
um ideal contido em R4I. Se J+ L = J' + L, entao J é uma reducao de I se, e somente se, J' é

uma redugao de I.

Demonstracao. Se J é uma reducao de I entdo existe n inteiro tal que JI™ = I"*!. Assim,
" = JI C (J+ L)I™" C (J' +RuI)I", logo I = R, + J'I™, 0 que implica

m In—i—l B %AIWH —|—J/In B In—f—l
AN\ ) J'In g

Pelo Lema de Nakayama, /"' = J'I". Portanto J’ é uma reducio de I. O

Lema 3.9. Sejam A um anel e J C I ideais de A. Se J é uma reducéo de I entdo vJ = V1,
Min(A/J) = Min(A/I) e ht(J) = ht(I).

Demonstragao. Sendo J uma reducao de I, existe n inteiro tal que JI™ = I, Como J C I segue
que vJ € V1. Seja x € VI, logo existe m > 0 tal que 2™ € I, assim (z™)"t! € "t = JI" C J,
implicando que = € v/J. Portanto, v/J = /I, o que prova também as outras duas igualdades. [

Neste caso, note que Ass(A/I) ndo é necessariamente igual a Ass(A/J) como mostra o seguinte

exemplo:

Exemplo 3.1. Sejam K um corpo e A = K|x,y, 2] o anel de polinémios nas indeterminadas

x,y, 2. Sejam J = (23,9 xy?z) C I = (23,43, 2y* 2%y(2 — 1)) ideais de A. Note que

JI? = (2%, a%y(z — 1), 27y, 2%, a®y" 2ty 2%y a?yT 2y ) = 1P
Portanto, J ¢ uma redugdo de I. Entretanto, Ass(A/J) = {(z,v),(x,y,2)} e Ass(A/I) =
{(.I,y), (x,y,z - 1)}

3.1 Reducoes minimais

O préximo teorema relacionard a dlgebra de Rees com a nocao de reducao.

Teorema 3.10. Sejam A um anel Noetheriano e J C I ideais de A. Entao, J € uma reducdo de

I se, e somente se, A[It] é um mddulo finitamente gerado sobre A[Jt].

Demonstra¢ao. Suponhamos que J é uma reducao de I. Logo, existe um inteiro n tal que JI™ =
I e pela Observacao , segue que J¥I™ = "%V k> 1. Assim, temos a seguinte igualdade
de componentes homogéneas, (A[It])ktn = I"t"(A[Jt])g. Além disso, sendo A Noetheriano, para
cada i = 0,...,n, tem-se I' um A-médulo Noetheriano. Sejam s;1, ..., s, os geradores de I’
como A-médulo, i = 0,...,n. Portanto, A[It] = Y s;;t*A[J¢] e consequentemente, A[It] é um
A[Jt]-médulo finitamente gerado.
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Reciprocamente, suponha que A[lt] é um A[Jt]-médulo finitamente gerado. Como ambos sao
anéis N-graduados, segue que existe uma quantidade finita de elementos homogéneos que geram

A[It] como A[Jt]-médulo. Seja n o maior dos graus desses geradores. Assim,
n+1
it — (A[It])n—H _ Z(Jiti)(jn+1—itn+1—i> — JIntt 4ot Jrtlmtl — gpyntl
i=1
Portanto, I"*! = JI™ e J é uma reducao de 1. O

Além disso, da prova do teorema acima segue que

Corolério 3.11. O menor inteiro n tal que JI™ = I"*! ¢ o0 maior grau de um elemento em um

conjunto minimal de geradores homogéneos de A[It] sobre A[.Jt].

Definigao 3.2. Sejam A um anel e J C [ ideais de A tais que J é uma redugao de I. O numero
de reducao de I com relagio a J é o menor inteiro n tal que JI™ = "1 denotado por r;(I). O

numero de redugao (absoluto) de I é definido por
min{r;(I) | 3 J C Aideal e n > 0 tal que JI" = ["'}.

A préxima proposi¢ao mostrara que sobre um anel Noetheriano local (A4,9), o nimero de

reducao de I pode ser determinado através da fibra especial de

Proposigao 3.12. Sejam n um inteiro positivo, (A, M) um anel local Noetheriano, J, I ideais de

A tais que J C I" e B a subdlgebra de Fn(A) gerada por (J + 9MI™)/9MI™ sobre o corpo A/IMN.

Entao, J C I™ é uma redugao se, e somente se, Fj(A) 2O B é um B-mddulo finitamente gerado.
Além disso, o nimero de redugao de I"™ com relacao a J é o maior grau de um elemento em

um conjunto minimal de geradores homogéneos de F»(A) sobre B.

Demonstracao. Provemos o caso n = 1. Suponha que J é uma reducao de I, logo pelo Teorema
temos que A[It] é um A[Jt]-médulo finitamente gerado, além disso, A[Jt] C A[lt] é uma
extensao de anéis. Assim, A[Jt]/(MA[It]N A[Jt]) C Fi(A) e Fi(A) é um A[Jt]/(OMA[It] N A[Jt])-
moédulo finitamente gerado, mas A[Jt]/(OMA[It]NA[Jt]) é canonicamente isomorfo a B. Portanto,
Fi(A) é um B-médulo finitamente gerado.

Reciprocamente, se F7(A) é um B-mddulo finitamente gerado entdo suponha que o maior grau

de um elemento homogéneo gerador de F;(A) como B-médulo é d. Assim,

14! J+ I I d+1 d d+1
ST Q( o )(imld) — = I 4 om,
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Novamente pelo Lema de Nakayama segue que J é uma reducao de I. O prova a proposicao
para o caso n = 1.

O caso geral decorre do fato de Fy(A) ser um Fyn(A)-médulo finitamente gerado, j& que com
argumento andlogo ao do caso n = 1 obtemos que Fyn(A) é um B-mddulo. Para a reciproca, note
que J C I C I e J éreducao de I, logo pelo item iii. da Proposicao temos que J é reducao
de I". A 1ultima parte segue do coroldrio anterior e do Lema da Nakayama.

[]

Coroléario 3.13. Sejam (A, M) um anel local Noetheriano e J C I ideais de A. Se J é uma
reducao de I, entao o nimero minimo de geradores de J é pelo menos igual ao analytic spread de
I (a dimensao de Krull de Fj(A)), isto é, u(J) > €(I).

Demonstragao. Como J é uma redugado de I segue da proposicao anterior que Fy(A) = A[It]/9MMA[It]
é um A[Jt]/MA[It]NA[Jt]-mbdulo finitamente gerado. Sendo A Noetheriano, pelo Corolério
temos que [ ¢ integral sobre J, assim Fj(A) = A[It]/9MA[It] é integral sobre A[Jt]/IMA[It]|NA[Jt].
Portanto, como a dimensao de A[Jt]/9MA[It] N A[Jt] é no méximo o nimero de geradores de J
(ja que A[Jt] = A[fit,. .., fit], sendo J = (f1,..., fx)), segue que u(J) > £(I).

O]

Em anéis Noetherianos, a condicao de toda cadeia descendente de ideais estacionar nao é
sempre satisfeita, assim, dado qualquer ideal, nao necessariamente existird uma reducao que é

minimal com relagao a inclusao, o que é mostrado no proximo exemplo.

Exemplo 3.2. Sejam K um corpo, A = K|x,y, z] o anel de polinémio nas indeterminadas x,y, z
e I = (2°2,9°(z — 1), 2%y%2,2%y3(z — 1)). Para cada k inteiro nao-negativo, considere Jj, =
(252 — y°(z — 1), 23y%2% 2%y3(2 — 1)*. Note que para cada k, J, é uma reducio de I, porém,

Nk>0Jr nao é uma redugao de I.
No entanto, em anéis locais Noetherianos, mostraremos que redugoes minimais sempre existem.

Definigao 3.3. Sejam A um anel e J C [ ideais de A tais que J é uma redugao de I. Dizemos

que a reducao J de I é minimal se nenhum ideal contido estritamente em J é reducao de I.

Proposicao 3.14. Sejam (A, ) um anel local Noetheriano e J C I ideais tais que J é uma

reducao minimal de /. Entao,
i JNOMMI =IMJ.

ii. Para qualquer ideal K de A tal que J C K C I, todo conjunto minimal de geradores de J

pode ser estendido a um conjunto minimal de geradores de K.
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Demonstragao. i. Como A é Noetheriano temos que [ é finitamente gerado. Logo, u(l) =
dim g jon (1 /9MI) < oo. Assim, I/IMI ~ (A/9M)", para algum n > 0. Além disso,

J _J+M o I
JOAMI — MMl T MMl
Portanto, J/J NI =~ (A/fm)k, para algum k > 0. Entao, J = (z1,...,x) + J NIMI, com
x; € J,1=1,...,k Pelo Lema (1,...,7x) é uma reducao de I, sendo J minimal tem-se

J = (z1,...,x). Consequentemente, k é o nimero minimo de geradores de J, isto é, k = u(J) =
dlmA/gm(J/mtJ) ASSil’Il,

J (AN U
mJ o \Mm)  JInMmi
Portanto, J NI = NJ.
ii. Segue de i. que J "MK = MJ. Logo,

J J NJ+me<K
MmJS  JNMK ~ MK MK’

Assim, {x1,...,z;} forma parte de um conjunto minimal de geradores de K. O

Teorema 3.15. Sejam (A,9M) um anel local Noetheriano e J C I ideais de A. Se J é uma
reducao de I entao existe pelo menos um ideal K contido em J tal que K é uma redu¢ao minimal

de I.

Demonstracao. Seja § a familia de todos os ideais K tais que K C J e K é uma reducao de
I. Como J é uma reducao de I temos que § # (). Sendo A um anel Noetheriano, temos que
I/9MI é um A/M-espago vetorial de dimensao finita. Considere uma outra familia F = {m €
N |3 K € § tal que dimy o (K +9MI/9MI) = m}. Note que F # () ja que dimy jon(J +9 /NI <
dim /o (1 /9MI) < co. Assim, pelo Principio da boa ordenacao (PBO) segue que F possui
menor elemento. Logo, existe K € MM tal que K + 9MI/MI é o menor subespago (com relagao
a inclus@o). Suponha que a dimensdo de K + 91 /9] como A/IM-espaco vetorial é n, entao,
considere ki, ..., k, € K as pré-imagens de uma base de K + IMI/MI. Seja Koy = (ki,...,kn),
assim K + MI = Ky + NI e pelo Lema segue que K é uma redugao de I. Sem perda
de generalidade, assumiremos que K = Kj. Portanto, K/9MK e K + I /IMI sao A/IM-espacos
vetoriais de dimenséao n, logo a projecao canonica K/MK — K/K NMI ~ K + IMMI/IMI é um
isomorfismo, implicando que K NI = MK.

Provemos agora que K C J é uma reduc¢ao minimal de /. Se L. C K é uma reducao de I entao
pela minimalidade de K, no sentido do pardgrafo anterior, temos que K +9I = L+ 911. Assim,
K C(L+MI)NK = L+ (IMINK), pela dltima implicagao do pardgrafo anterior, K C L+ IMK.

Portanto, pelo Lema de Nakayama, K = L, mostrando que K é uma reducao minimal de I. [

Pelo Corolario toda reducao de um ideal I, em particular as redugoes minimais de 1,
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tem pelo menos ¢(I) geradores. O coroldrio seguinte mostrard que redugoes com exatamente ¢(/)

geradores sao minimais.

Corolario 3.16. Sejam (A, 21) um anel local Noetheriano e J C [ ideais de A tais que J é uma
reducao de I e p(J) = £(I). Entao,

i. J é uma reducao minimal de I.

ii. F;(A) ¢é isomorfo a subdlgebra de Fj(A) gerada por (J + 9MI)/9MI sobre A/, além disso,

também ¢é isomorfo ao anel de polinémios em ¢(I) indeterminadas sobre o corpo A/N.
iii. Para todo inteiro positivo k, temos J* N IMI* = MJ*.

Demonstracao. i. Pelo Teorema anterior, existe K C J ideal tal que K é uma reducao minimal de
1. Assim, pela Proposicao qualquer conjunto minimal de geradores de K pode ser estendido
a um conjunto minimal de geradores de J. Mas pelo Corolario temos que p(K) > ((1) =
w(J), logo, K = J, e portanto J é uma redugao minimal de .

ii. Seja B a subalgebra de Fj(A) gerada por (J + 9I)/9MI sobre A/M. Pela Proposigao
8.12] temos que F;(A) O B é um B-médulo finitamente gerado, logo, B C Fj(A) é uma extensao
integral, assim, dim(B) = dim(F(A)) = ¢(I). Como J é gerado por ¢(I) elementos segue que B
é isomorfo a um anel de polinémios com ¢(I) indeterminadas sobre A/9. Considere a aplicagao
graduada canonica sobrejetora F;(A) — B. Sendo Fj(A) = A[Jt]/9MA[Jt] gerado sobre A/
por u(J) = ¢(I) elementos, tem-se que a aplicagdo canénica é um isomorfismo.

iii. Pelo item ii., para cada k > 0, J*/OMJ* ~ (J* + IMI*) /NI assim, JENIMIF = MJ*E. O

Proposigao 3.17. (Northcott-Rees): Sejam (A,9) um anel local Noetheriano tal que A/,
o corpo residual, é infinito, / um ideal de A e [ = ¢(I) o analytic spread de I. Entao, qualquer
reducao minimal de [ é gerada minimamente por exatamente [ elementos. Em particular, toda

reducao de I contém alguma reducao gerada por [ elementos.

Demonstragao. Seja J uma reducao de I (note que possivelmente J = ). Seja B a A/M-
subdlgebra de Fr(A) gerada por (J + 9I)/9MI, pela Proposicao temos que Fj(A) O B
¢ um B-mdédulo finitamente gerado. Em particular, B C Fj(A) é uma extensao integral, o que
implica dim(B) = dim(F;(A)) = [. Pelo Teorema (Teorema da Normalizacao de
Noether graduado) aplicado a dlgebra B sobre A/, existem ay,...,a € By = (J+9MI)/MI,
a componente homogénea de grau 1 (isso porque A/9 é um corpo infinito), algebricamente
independentes sobre A/9M, tal que R = A/M[ay,...,q] C B é uma extensao integral. Assim, B é
um R-médulo finitamente gerado. Portanto, F7(A) é um R-médulo finitamente gerado. Considere
oideal K = (ay,...,a;) C A, onde a; € J é tal que sua imagem em (J+9MI)/MI éa;,i =1,...,1.
Pela Proposigao [3.12] temos que K ¢ uma redugao de I tal que p(K) =1 = ((I), por isso, pelo
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Corolario [3.16[ segue que K ¢ uma reducao minimal de /. Portanto, toda reducao minimal é
gerada exatamente por [ elementos.
O

A proposicao mostra que a fibra especial de I e a sua dimensao sao uteis para encontrar
redugoes minimais de /. O préximo resultado mostrarda que mesmo sem a hipétese do corpo

residual infinito, a dimensao da fibra especial de I nos trara informacoes sobre redu¢oes minimais.

Proposicao 3.18. Sejam (A, M) um anel local Noetheriano e I um ideal de A. Entao, existe um

inteiro positivo n tal que I"™ possui uma redugao minimal gerada por ¢(I) elementos.

Demonstracao. Seja I = £(I). Sendo Fj(A) uma A/9M-dlgebra finitamente gerada, segue pelo
Teorema (Teorema da Normalizagao de Noether graduado) que existem elemen-
tos ay,...,a; € (Fr(A)), = I"/9MI", isto é, elementos homogéneos de grau n, tal que R =
A/M[aq, ..., a) C Fi(A) é integral, assim, Fj(A) é um R-mé6dulo finitamente gerado. Considere
oideal J = (ay,...,a;) C A, onde a; € I" é tal que sua imagem em ["/9MMI™ éa;,i = 1,... 1. Pela
Proposicao temos que J é uma reducao de I" tal que pu(J) = [, por isso, pelo Corolario
[3.16] segue que J é uma redugao minimal de I™. O

Exemplo 3.3. Sejam A = Z/2Z][[x,y]]/(zy(z + y)), onde x,y sdo indeterminadas sobre Z/27Z e
I = (x,y)A. Mostremos que I nao possui redugbes propriamente contidas em /. Suponha por
absurdo que existe uma reducao J C [I. Existe um ideal J' gerado por formas lineares tal que
J+1I? = J + I? pelo Lema 3.8 J' é uma reducdo de I, como .J estd contido propriamente em
I temos que J' é gerado por uma forma linear. Por uma mudanca de variaveis podemos assumir
que J' = (z)A. Porém, (z)A nao é uma reducao de I, ja que y"*' ¢ zI", V n.

Note que neste caso, a fibra especial de I é Z/27Z[x,y]/(zy(z +y)) que tem dimensao de Krull
igual a 1. Pelo paragrafo anterior, temos que a tnica reducao de I é o proprio I que possui dois
geradores. Assim, pela proposicao anterior, alguma poténcia de I devera possuir uma redugao
minimal gerada por um tnico elemento. De fato, verifica-se que (? + xy + y?) é uma redugio

minimal de I2.

Corolario 3.19. Sejam (A, 9t) um anel local Noetheriano e I um ideal de A. Entao, ht(/) <
(1) < dim(A).

Demonstragao. A desigualdade ((I) < dim(A) foi mostrada na Proposicao [1.12] Resta-nos
mostrar a outra. Pela proposicao anterior existe um inteiro positivo n tal que I™ possui uma
reducao minimal gerada por £(I) elementos, seja J a redugdo minimal referida. Assim, pelo
Teorema (Teorema do ideal principal de Krull), temos que ht(J) < u(J) < ¢(I). Além
disso, como J é uma redugao de I", pelo Lema [3.9] segue que ht(.J) = ht(I™) = ht(/). Portanto,
ht(1) < ¢(1). O



Capitulo 4
Algebra de Rees de um maddulo

A nocao de algebra de Rees de um moddulo nao é estavel, isto €, existem varias possiveis
defini¢oes. Entretanto, todas coincidem quando o médulo é livre de tor¢ao (1.5)) e possui um
posto. Neste capitulo mostraremos alguns fatos basicos sobre este objeto. A principal referéncia

sobre o tema ¢é [§].

Definicao 4.1. Seja A um anel, M um A-médulo e ) o anel total de fracoes de A, isto é,
Q = S7'A, onde S ¢ o conjunto de todos os nao-divisores de zero de A. Dizemos que M tem
posto, igual a r, se M ®4 @) é um @)-modulo livre de posto finito e igual a r.

Equivalentemente, M tem posto r se Mp é um Ap-médulo livre de posto finito e igual a 7,
para todo P € Ass(A).

Seja A um anel Noetheriano e M um A-mdédulo. Definimos (de forma mais abstrata) a dlgebra
de Rees de M pelo quociente da &lgebra simétrica de M por sua A-torcao, e denotamos por

Ra(M). Isto é,
_ Symy(M)
RalM) = 7 Syma (1))

Agora definimos a algebra de Rees no contexto em que o modulo em questao é um submodulo

de um modulo livre e tem posto. Sejam A um anel Noetheriano e M C A" um A-médulo de posto
r (note que M é livre de tor¢ao por ser submdédulo de um médulo livre). Deste modo, podemos

induzir uma aplicacio Sym ,(M) -2 Sym 4 (A") ~ A[ty, ..., t,].

Definicao 4.2. Definimos a dlgebra de Rees de M como a imagem da algebra simétrica de M na

algebra de simétrica de A", isto é,
Ra(M) =1Im(p) C Symy(A") ~ Alty, ..., t,].

Note que o anel R4(M) é N-graduado com R4(M)y = Ae Ra(M); = M. Além disso, Ra(M)
é livre de torcao, ja que é um subanel do anel de polinémios que é livre (com base infinita) sobre A.

101 3 o T —
Explicitamente, se vy, ..., vy, sdo os geradores de M C A" (note que v; = (ay,, ..., ay,), para a;; €

45
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A) entao a imagem de um gerador de M em Sym 4(A") é uma A-forma linear nas indeterminadas
ti,. .. t,, isto é, Ra(M) é a A-subélgebra gerado pelas formas (t; -+ t,.)v] = ay,t; + ...+ apt,.
E neste caso, a equivaléncia das duas definicoes se deve ao fato do niucleo da p ser igual a torcao

da algebra simétrica de M, assim,

Sym 4 (M)

TaSym () = ) = Ralll)

Proposigcao 4.1. Sejam A um anel Noetheriano e M C A" um A-moddulo de posto r. Entao,
existe uma correspondéncia biunivoca entre os primos associados de R 4(M) e os primos associados

de A, em particular, os primos minimais também estao em bijecao.

Demonstragao. Nessas condi¢oes, R4(M) é uma A-subdlgebra do anel de polinémios Alty, ..., t,].
Logo, todo primo associado de A é contragdo de um primo associado de R4(M), assim como
todo primo associado de R 4(M) é contragao de um primo associado de Alty, ..., t,], os quais sdo

extensoes de primos associados de A, o que mostra a bijegao. O

Proposigao 4.2. Sejam A um anel Noetheriano com dimensao de Krull finita e M um A-moédulo

finitamente gerado de posto r. Entao, dim(R4(M)) = dim(A) + r.

Demonstragao. Mostremos que dim(R 4(M)) > dim(A)+r. De fato, considere o ideal R4 (M), =
@D,>1 Ra(M);. Como Ra(M)/Ra(M)s ~ A temos que dim(R4(M)) > dim(A) + ht(Ra(M)4).
Assim, basta provarmos que ht(R4(M)y) =r. Seja P O R(M) um ideal primo de R4(M) tal
que ht(P) = ht(R4(M)4). Logo, P = (B, Ra(M),) onde P = PN A é um primo minimal de A.
Assim,

Ra(M)p = (Ray(Mg))p = Aplte, . te]py. (1))

ja que Mg é Ag-médulo livre de posto finito igual a r, para todo @) € Ass(A). Portanto,
ht(Ra(M)y) = ht(P) = ht(Pp) = dim(R4(M)p) = dim(Ayp) +7r =1

Agora, provemos que dim(R4(M)) < dim(A) + r. Seja P C R4(M) um primo minimal tal que
dim(Ra(M)) = dim(Ra(M)/P) e considere a contracao B = P N A. Aplique o Teorema
(Desigualdade da dimensao) & extensdo de dominios A/P C Ra(M)/P, para algum primo
Q C RA(M)/P tal que ht(Q) = dim(R(M)/P), assim

dim(R4(M)) = dim(Ra(M)/P) = ht(Q) < dim(A/R) + gr.tr s Ra(M)/P

= dim(A/P) + gr-trppe(apFrac(Ra(M)/P)
< dim(A/P) + dim((R(M)/P) ® 4 Frac(A/%R)

< dim(A/P) + dim(RA(M) @4 Agp/PBy)
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< dim(A/PB) + dim(Ra(M) @4 Ap) = dim(A/B) + dim(Ra, (Msy))
= dim(A/P) + dim(Sym ,,(My)) = dim(A/P) + dim(Ag[ts, ..., t,])

= dim(A/P) + dim(Ag) + r = dim(A/PB) + ht(P) + r < dim(A) + 7.

A nocao de dependeéncia integral sobre anéis e ideais pode ser estendida para mddulos.

Definigao 4.3. Seja K um corpo. Um anel de valoragio (ou uma K-valoragdo) é um dominio
V' cujo corpo de fragdes é K e satisfaz a seguinte propriedade: para cada x € K \ {0} temos que

reVouxteV.

Primeiro exemplo de um anel de valoragao é um corpo. Além disso, note que se V é uma

K-valoracao entao V' ¢é local e qualquer anel W tal que V' C W C K ¢é também uma K-valoracao.

Observacgao 4.1. Se V é uma K-valoracao entao V ¢ integralmente fechado em K. De fato,
seja x € K \ {0} um elemento integral sobre V. Logo, existem n > 0 e ay,...,a, € V tais que
2" +a;x" ' +---+a, = 0. Suponha que x ¢ V (assim, z~ € V'), multiplicamos a relagao integral

por z'7" segue que * = —(a; + agx ' + -+ - +a,x'™™) € V, que é absurdo. Portanto, V' ¢ normal.

Observacao 4.2. Seja K um corpo. Dado uma K-valoragao, uma forma de obtermos novos anéis
de valoracao é fazer intersecoes da K-valoracao com subcorpos de K. Isto é, sejam V um anel de
valoragao e F' um subcorpo de K entao V N F é uma F-valoragao. De fato, se x € F'\ {0} entao
r € K\ {0}, logox € Vouz'eV. Portanto, z € VN F ouz™! € VNF, o que mostra que

V N F é uma F-valoragao.

Definicao 4.4. Sejam A um anel Noetheriano e N C M mdédulos finitamente gerados sobre A.
Um elemento x € M é dito integral sobre N se para todo P € Min(A) e todo anel de valoragao V'
entre A/P e k(P) = Ap/Pp, a imagem de x em Mp/PMp é escrita como .-, v;n;, onde para

cada i, v; € V e n; pertence a imagem de N em Mp/PMp.

Note que quando A é um dominio, entao para qualquer anel V' entre A e o seu corpo de fracoes,
a extensao de escalares MV esta bem definida, neste caso, MV ¢é o V-submoédulo de Mg gerado
pelos elementos da forma vm, onde v € Ve m € M. Assim, x € M é integral sobre N se, e

somente se, para todo P € Min(A) e para cada V uma x(P)-valoragao contendo A/P, a imagem

N+PM
PM

sobre N forma um A-submédulo de M que contém N, denominado o fecho integral de N em M.

de x em Mp/PMp pertence a V. O conjunto de todos os elementos de M que sao integrais

Analogamente ao caso de ideais, note que podemos reduzir as questoes de dependéncia integral
de moédulos ao caso em que o anel ambiente é um dominio. De fato, para verificar que x € M
é integral sobre um submdédulo N, devemos notar se para cada P € Min(A), a imagem de x no

A/P-médulo Mp/PMp é integral sobre a imagem de N. Desta forma, sem perda de generalidade,
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podemos supor que A é um dominio e consequentemente, podemos supor também que M é livre
de torcao, ja que M e N estarao identificados com as suas imagens em M.

Portanto, se A é um dominio e M é um A-mdédulo livre de tor¢ao entao

o fecho integral de N em M = ﬂ(NV) N M,
v

onde V' varia sobre os anéis de valoragao entre A e o seu corpo de fragoes.

Definicao 4.5. Sejam A um anel Noetheriano e N C M C L inclusoes de A-médulos finitamente
gerados. Dizemos que N é uma redug¢io de M em L se para todo P € Min(A) e toda k(P)-
valuagao V' contendo A/P, a imagem de M em L ® k(P) estd contida na V-extensao da imagem

de N. Dizemos que N é uma redugao de M se N é uma reducao de M em M.

Note que quando o anel de base é um dominio, a dlgebra de Rees de um A-médulo M se
comporta bem sob extensoes de escalares, isto é, sejam A um dominio, M um A-mddulo de posto
finito r tal que M C A" e V um anel de valoracao qualquer entre A e o seu corpo de fracoes, neste
caso temos que Ry (MV) = (Ra(M))V.

Lema 4.3. Sejam A um anel Noetherianoe N C M C A™ A-mdédulos de posto r. Sao equivalentes:
i. Ra(N) C Ra(M) é uma extensao integral de anéis.

ii. NRA(M) C MR4(M) é uma extensao integral de ideais.

. MRA(M) C \/NRA(M).
Demonstragdo. A equivaléncia i. < ii. segue diretamente da Proposigao [2.5] Mostremos agora
a segunda equivaléncia, suponha ii., logo, MRA(M) C NRs(M) C \/NR4(M). Reciproca-
mente, supondo iii., basta verificarmos a dependéncia integral passando ao quociente pelos primos

minimais, neste caso, o resultado segue da Proposicao (3.3| O

Teorema 4.4. Sejam A um anel Noetheriano e N C M C A" A-mddulos de posto r. Se N C M
¢ uma redug¢ao de mddulos em A", entao um (consequentemente todos) item do Lema €

satisfeito.

Demonstracao. Mostremos que é suficente provar para o caso em que A é um dominio. De fato,
suponha que o resultado seja valido para quando o anel ambiente é um dominio. Seja P € Min(A),

assim, por ii. temos que

N+ PA, M+ PA™\ _ M+ PA’ M + PA”
PAr AP\ T par =" paAr AP\ par

é uma extensdo integral de ideais. Através da sobrejecao natural Sym 4 (A") — Symy,p(A"/PA")

Ra(M) ~ M+PA"
PSym 4 (ﬁrmm (M) — Raysp ( “PAT

temos que ), onde PSym 4(A")NR (M) = p é um primo minimal
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de Ra(M). Logo, N(Ra(M)/p) C M(Ra(M)/p) é uma extensao integral de ideais, assim pela
Proposigao segue que NRa(M) C MR (M) é uma extensao integral de ideais. Por isso,
podemos assumir que A é um dominio, denote por K o corpo de fragoes de A. Seja W um anel de
valoragao entre R 4(M) e o seu corpo de fragdes. Pela Observagao temos que V =W NK é

uma K-valoracao que contém A. Assim,
RANIW =RA(N)VW =Ry (NVIW =Ry (MV)W = RA(M)VW = R4 (M)W.

Portanto, pelo Teorema segue que RA(N) € R4(M) é uma extensao integral de anéis. [

Sejam (A, 9t) um anel local Noetheriano e M C A" um A-médulo de posto r. Analogamente ao
caso de ideais, definimos o analytic spread de M por {(M) = dim(Ra(M)/9MR (M)), e podemos

obter:

Corolario 4.5. Neste contexto, toda redugao de M possui pelo menos ¢(M) geradores. Além

disso, se N C M é uma redugao minimal (no mesmo sentido do caso de ideais) entao u(N) = ¢(M).

Corolario 4.6. Sejam (A, ) um anel local Noetheriano de dimensao positiva e M um A-médulo

finitamente gerado de posto r. Entao,
r<{M)<dim(A)+r— 1.

Demonstra¢ao. Se M é um A-mdédulo livre entdao R4 (M) é um anel de polindémios sobre A com r

indeterminadas, e neste caso, a altura da extensao do ideal maximal de A é pelo menos 1. Logo,
ht (MR 4(M)) + dim(Ra(M)/MR4(M)) < dim(Ra(M)) = (M) < dim(A) +r — 1.

Suponha que M nao é livre. Afirmamos que MR 4(M) tem altura maior ou igual a 1. De fato,
note que todo primo minimal de R 4(M) contendo 9 é contraido a 9. Logo, o resultado segue
da férmula da dimensao. Assumindo que o corpo residual de A é infinito. Seja N uma reducao
minimal de M. Logo, r = posto(M) = posto(N) < u(N) = £(M).

m

Observacao 4.3. Uma questao interessante é saber quando o analytic spread de M é maximo.
No caso em que (A,9M) é um anel local Noetheriano de dimensao positiva tal que seu corpo
residual € infinito e M é um A-mddulo finitamente gerado de posto r, temos que se M C A" e o
comprimento de A" /M ¢é finito e ndo-nulo (o que generaliza a nogao de ideal 9i-priméario) entao
o analytic spread de M é méximo, isto ¢é, /(M) = dim(A) +r — 1. Vide [13].



Apeéendice A
Resultados Auxiliares

Teorema A.1l. (Desigualdade da dimensao)
Sejam A um anel Noetheriano e B uma extensio de A. Assuma que A e B sdo dominios.
Sejam ) um ideal primo de B e P = Q N A. Entado,

ht(Q) + grtrpea,pyFrac(B/Q) < ht(P) + gr.tr, B.

Onde grtr4 B = gr.trpy 04 Frac(B).

Teorema A.2. (Teorema do ideal principal de Krull)

Sejam A um anel Noetheriano e I um ideal de A gerado por ay,...,a, € A. Se P € um primo
minimal de I, entdo ht(P) < r.

Além disso, se ay, ..., a, € uma sequéncia reqular, entio ht(P) = r para todo P primo minimal
de I.

Teorema A.3. (Auslander-Buchsbaum)

Se (A,9N) € um anel local regular entdo A é um dominio de fatoragdo unica.

Teorema A.4. (Teorema da Normalizagao de Noether graduado)

Sejam K um corpo e A uma K -dlgebra N-graduada finitamente gerada tal que Ag = K. Entado,
existem elementos xq,...,x,, € A algebricamente independentes sobre K, homogéneos de mesmo
grau tal que a extensio K[xq,...,x,] C A éintegral. Se K é um corpo infinito e A € gerado sobre

K por elementos de grau 1, entao x1,...,x,, podem ser tomados de grau 1.

Teorema A.5. Sejam A um dominio e K seu corpo de fragoes. Entao, o fecho integral de A em

K € a intersecao de todos os anéis de valoracao de K que contém A.
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