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Resumo

Considerando uma equacao da onda de transmissao em dois dominios imersos em R?,
onde a velocidade é a; > 0 no dominio interior e as > 0 no dominio exterior, provamos
uma desigualdade de Carleman global para este problema sobre a hipotese de o dominio
interior ser fortemente convexo e a; > as. Como consequéncia dessa desigualdade, sao
obtidas a unicidade e a estabilidade lipschitziana para o problema inverso de retomar um
potencial estaciondrio para a equacao da onda com dados de Dirichlet e coeficiente principal
descontinuo. Estes dois resultados sao obtidos a partir de um tnico dado (dependente do

tempo) de Neumann na fronteira.
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Abstract

We consider a transmission wave equation in two embedded domains in R?, where
the speed is a; > 0 in the inner domain and as > 0 in the outer domain. We prove a
global Carleman inequality for this problem under the hypothesis that the inner domain is
strongly convex and a; > as. As a consequence of this inequality, uniqueness and Lipschitz
stability are obtained for the inverse problem of retrieving a stationary potential for the
wave equation with Dirichlet data and discontinuous principal coefficient from a single time

dependent Neumann boundary measurement.
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Notacoes e Simbologias

o |-| designa a norma em L2.
e ||-|| designa a norma em H,.
e V designa o gradiente da funcao.

o A= E = designa o operador laplaciano.
i=1 1

o
e D?(f) = (fi;) designa a matriz hessiana de entrada f, O
= (Jij z i = A
J & J (9951890]
) ~ O%f . : 2
e D*(f)(v,v) = v;v; designa o produto da hessiana pelo vetor v°.
axiﬁxj

ij=1

e — designa a imersao continua.
C . . ~
e — designa a imersao compacta.
e (', quando nao especificada, é uma constante positiva e arbitraria.

o' = (0, = — designam a derivada em rela¢ao ao tempo.
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Introducao

A partir de certo estdgio do desenvolvimento da sociedade humana, o conhecimento
tornou-se cada vez mais compartimentado. Primeiramente, a ciéncia é separada em grandes
areas: culturais, biomédicas e exatas. Estas, por sua vez, subdividem-se em dois grandes
grupos: ciéncias basicas e aplicadas; para se subdividirem mais ainda. Por exemplo, nas
dreas de ciéncias exatas tem-se a matemadtica, a fisica e a quimica (como exemplos de
ciéncias bésicas) e as engenharias, geociéncias e astronomia podem ser encaradas como
areas de aplicagao destas ciéncias. Todavia, cada uma destas ciéncias, sejam bdsicas e/ou
aplicadas, também podem ser subdivididas em pura e tecnoldgica, tedrica e experimental.
O conhecimento humano é hoje um grande mosaico de especialidades. Ha, porém, areas
de estudo que requerem conhecimento de vérias especialidades: sao as dreas (ciéncias)
multidisciplinares. Problemas inversos (PIs) s@o exemplos de area multidisciplinar.

E creditado ao astrofisico georgiano Viktor Amazaspovich Ambartsumian como aquele
que cunhou a expressao problema inverso (PI). Uma definigao bastante abrangente, porém,
é apresentada no livro de Engl et al. (ver [9]): “Resolver um problema inverso é determinar
causas desconhecidas a partir de efeitos desejados ou observados”. Ainda, é atribuido a
Oleg Mikailivitch Alifanov, proeminente pesquisador russo na area de problemas inversos,
a afirmacao “a solucao de um problema inverso consiste em determinar causas baseado na
observacao dos seus efeitos”. Mais a frente, veremos que este trabalho, que tem como objetivo
a resolucao de um problema inverso, nao deixa de se encaixar nesses aspectos.

Matematicamente, problemas inversos pertencem a classe de problemas mal-postos. No

inicio deste século o matematico frances Jacques Hadamard definiu um problema bem posto



como sendo aquele cumpre as trés condigoes abaixo:
e Existe solugao;
e A solucgdo é unica;
e A solugao tem uma dependéncia continua (suave) com os dados de entrada.

Assim, o problema é dito mal posto se alguma das condigoes acima nao é satisfeita.

Em geral, nenhuma das condi¢oes de Hadamard é satisfeita num problema inverso!
Exemplos simples podem ser usados para ilustrar os conceitos acima. Considere a solugao
da equacao do 1° grau:

20 —4=0

o problema (direto) algébrico acima tem solugao tnica: = = 2. O problema algébrico inverso

ar+b=0

com x = 2, nao apresenta solucao tunica. O problema de estabilidade é exemplificado por

uma equagcao algébrica do 2° grau:
ar? =2z +1=0

que para a = 1, possui as seguintes solucoes: z; = x5 = 1. Introduzindo um erro de 1%
no coeficiente a, isto é, a = 1,01, as solugdes da equagdo tornam-se: z1o = 1 £ (0,1)7,
sendo 4 a unidade dos nimeros imagindrios. Ou seja, 1% de ruido e a equagao nao tem mais
solugao em R. Neste trabalho veremos que conseguimos deslocar o potencial p em um aberto
U C L*(Q) ainda mantendo a estabilidade do problema com o qual p estd envolvido.

Os PIs emergiram como uma nova area da ciéncia devido a sua importancia cientifica,
economica, social e mesmo politica. Um exemplo disso é o telescépio espacial Hubble que
levou cerca de 10 anos para ser construido e custou cerca de US$ 10 bilhoes. Depois de seu
langamento notou-se que as imagens produzidas ndo tinham a nitidez desejada(projetada).

O problema apresentado na fabricacao das lentes do telescépio tem sido solucionado por



software (métodos mateméticos de PIs - ver Hanisch e White, 1993). Lembramos a revolucao
na medicina - e na sociedade, desde a introdugao da tomografia computadorizada, um classico
problema inverso. Centenas de exemplos podem ser citados. O conteido deste trabalho é
um bom exemplo da importancia cientifica e econéomica dos problemas inversos, com sua
aplicacao em um problema geofisico.

A prospeccao sismica baseia-se no fato das ondas sismicas se moverem com velocidades
diferentes em rochas diferentes. A partir da libertacao de energia sismica num ponto e da
observacao dos tempos de chegada destas ondas a um nimero de outros pontos a superficie
da terra, é possivel determinar a distribuicao da velocidade e localizar interfaces subterraneas
onde as ondas sao refletidas ou refratadas. Trata-se de um método utilizado extensivamente
na prospecgao de hidrocarbonetos (petréleo, gas natural) e de outros recursos minerais
como carvao, minérios metalicos e energia geotérmica. E ainda utilizado em estudos bsicos
sobre a natureza e origem das rochas que compoem a crosta terrestre, em estudos de dguas
subterraneas e estudos ambientais.

Equacoes da onda com coeficientes varidaveis surgem naturalmente em modelagem
matematica de meios nao-homogéneos em mecanica sélida, eletromagnetismo, fluxo de fluidos
através de meios porosos (por exemplo, modelar o movimento de ondas em um gas nao-
homogéneo, ver [22] e [§] ), e em outras dreas de fisica e engenharia. Considere a seguinte
equacao da onda

u" — div(a(x)Vu) + pu = f.

Dizemos que esta possui um coeficiente descontinuo, quando o coeficiente a(x) apresenta
descontinuidade enquanto funcao.

O problema inverso de recuperar coeficientes de uma equagao da onda que possui
coeficientes descontinuos utilizando valores obtidos na fronteira nasce naturalmente na
geoffsica, mais precisamente, na prospecc¢ao sismica das camadas interiores da Terra (ver
[T1]). Ao analizar ondas oriundas do interior da Terra, sejam de ocorréncia natural ou
obtidas artificialmente, é fato que a andlise de uma grande quantidade de ondas pode trazer

uma consideralvel quantidade de informacao. Aqui, desenvolveremos um resultado que pode



ser visto como a situagao em que uma unica onda que se propaga pela Terra é considerada:
o caso onde um tnico valor particular é disponivel na fronteira.

Considere dois dominios abertos diferentes de modo que um esteja imerso
compactamente no outro, onde os coeficientes de velocidade sao a; > 0 no dominio interior
e as > 0 no exterior. A estabilidade do problema inverso que estudaremos aqui serd obtida
por uma desigualdade de Carleman para a equagao da onda com coeficientes descontinuos.
Provaremos a desigualdade de Carleman no caso em que o dominio interior é fortemente
convexo e a velocidade é monotonicamente decrescente das camadas exteriores para as
interiores, isto é, a; > as. Esta ultima situacao é, na verdade, o caso geral na Terra.

A escolha da monotonia estabelecida sobre as velocidades e da convexidade do dominio
interior sao necesséarias para garantir que qualquer raio vindo deste seja capaz de atravessar
a fronteira em dire¢ao ao dominio exterior. Com a ajuda da Lei de Snell, também conhecida
como Lei de Snell—-Descartes ou, simplesmente, Lei de Refracao, que nos d4 uma relacao
entre os angulos de incidéncia e refracao do raio e suas velocidades em cada meio, mais
especificamente, a razao entre os senos do angulo de incidéncia e do angulo de refracao é
equivalente a razao das velocidades nos dois meios, verificamos tal necessidade.

Observemos as figuras abaixo.

T //---——-.ﬂ_\ P .

% \ /

Figura 1: Caso 1 Figura 2: Caso 2 Figura 3: Caso 3

No caso 1, a; > as implica sen(6;) > sen(f), onde 01 e Oy sao os angulos de incidéncia

e refragao, respectivamente, dos raios incidentes vindos do dominio interior. Isto faz com



que estes raios, apés atravessar a interface, se aproximem da normal desta tltima. Da
mesma forma, no caso 2, se a; < ag, pela Lei de Snell, o resultado contrario ocorre, isto é,
o raio tende a se afastar da normal, o que pode ocasionar a reflexao do raio. Tal situacao
nao seria interessante, pois nos privaria de informacao sobre o comportamento do raio no
dominio exterior e na fronteira. Finalmente, a convexidade evita raios aprisionados, conforme
podemos ver no terceiro caso.

E possivel observar uma certa relacao entre este trabalho e controlabilidade exata
ou decaimento da energia para a equagao da onda com coeficientes descontinuos. A
Desigualdade de Carleman global que obtemos, imediatamente implica um caso particular de
um conhecido resultado de controlabilidade exata para a equacao da onda de transmissao.
Grosseiramente falando, o resultado de [I4] afirma que é possivel controlar ondas vindas
do interior de um sistema composto de camadas - este trabalho é um exemplo de tal
sistema - , se a velocidade é monotonicamente crescente na direcao das camadas interiores
e o dominio é estrelado, uma hipotese mais fraca que convexidade estrita. Ainda, se
a monotonia ¢é invertida, ha solugoes nao controlaveis com energia concentrada perto da
interface (ver [5l, [17]).

Neste trabalho iremos considerar o caso de um coeficiente descontinuo que é constante
em cada subdominio (i.e. a; e ap constantes). Iremos, de fato, concentrar nossa discussao
na principal dificuldade: a descontinuidade na interface. Contudo, poderiamos também
considerar coeficientes variaveis a;(x) e as(x) tais que seus tragos na interface sdo constantes,
sobre suposigoes adicionais a respeito da limita¢ao do termo Va;, como a que aparece em
[12].

O contetdo a ser apresentado nos capitulos a seguir é baseado no artigo “A global
Carleman estimate in a transmission wave equation and application to a one-measurement
wnwverse problem”, publicado em 2007 como fruto da pesquisa de Alberto Mercado, Axel Osses
e Lucie Baudouin (ver [2]).

A principio, com o intuito de tornar a leitura deste trabalho mais independente,

apresentaremos um primeiro capitulo de nogoes bdsicas sobre os espacos utilizados no



decorrer do texto, a saber, espacos LY e espacos de Sobolev. Ainda neste capitulo,
introduziremos alguns resultados preliminares que serao necessarios durante os dois capitulos
seguintes. O capitulo 2 sera reservado ao extenso processo de obtencao da desigualdade de
Carleman, desde a construcao do peso, obtencao de estimativas e encerrando-se na prova da
desigualdade em si. Ja o terceiro, e ultimo, momento, culminard na resolucao do problema
inverso. Com isto, teremos finalizado nosso trabalho.

Agora que nos familiarizamos com a motivagao e a intencao deste trabalho, prossigamos

na agradavel exposi¢ao dos capitulos seguintes.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo relembraremos alguns resultados essenciais a continuidade do trabalho.
Em primeiro momento, apresentaremos um breve compeéndido sobre a teoria de espacos Ly, e
espacos de Sobolev. Em seguida, serd feita uma enumeragao de resultados a serem utilizados

no decorrer do texto.

1.1 Espacos Funcionais

Dados €2 C R™ um aberto e uma funcao continua f : 2 — R, define-se suporte de f, e
denota-se por supp(f), o fecho em Q do conjunto {z € Q; f(z) # 0}. Assim, supp(f) é um
subconjunto fechado de 2.

Uma n-upla de inteiros ndo negativos o = (ay, ..., ;) é denominada de multi-indice e
sua ordem ¢ definida por |a| = oy + ... + .

Representa-se por D% o operador de derivagao de ordem |a], isto é,

olal

~ Ot daon

Para a = (0,0, ...,0), define-se D°u = u, para toda fungao u.

DO(

Por C§°(f2) denota-se o espago vetorial, com as operagdes usuais, das funcoes
infinitamente diferenciaveis definidas, e com suporte compacto, em ).

Um exemplo cldssico de uma fungao de C§° (Q2) é dado por

7



Exemplo 1.1. Seja Q C R™ um aberto tal que By (0) = {z € R™; ||z|| < 1} compactamente

contido em ). Consideremos f : € — R, tal que

_1
ellzl’=1 " se ||lz|| < 1

37) = )
0, sellz] =1
n 2
onde © = (r1,%q,....,2,) € |z|| = <Zx3> ¢ a norma euclidiana de x. Temos que
i=1

feC>(Q) esupp(f) = B1(0) é compacto, isto € f € C§° ().

Definigao 1.1. Diz-se que uma sequéncia (pn), oy em Cg° () converge para ¢ em C§° (Q),

quando forem satisfeitas as sequintes condigoes:
(1) Existe um compacto K de  tal que supp(¢) C K e supp(p,) C K,V n €N,
(11) D*p, — D“p uniformemente em K, para todo multi-indice a.

Observacio 1.1. E possivel (ver [21]) dotar CS° () com uma topologia de forma que a

noc¢ao de convergéncia nessa topologia coincida com a dada pela Definicao|1. 1.

O espago C§° (€2), munido da convergéncia acima definida, serd denotado por D (2) e
denominado de Espacgo das Funcgoes Testes sobre €.

Uma distribuigao (escalar) sobre € é todo funcional linear continuo sobre D (£2). Mais
precisamente, uma distribuicao sobre 2 é um funcional 7' : D () — R satisfazendo as

seguintes condicoes:
(i) T(ap+ ) =T (p) + BT (), Vo, BeRe V¢ €D(Q),

(it) T é continua, isto ¢, se (), oy converge para @, em D (2) , entao (1" (¢n)),,cy cOnverge

para T (¢), em R.

E comum denotar o valor da distribuicao T em ¢ por (T, @) .

O conjunto de todas as distribuigoes sobre () com as operagoes usuais é um espaco
vetorial, o qual representa-se por D’ (£2) .

Os seguintes exemplos de distribuicoes escalares desempenham um papel fundamental

na teoria.



Exemplo 1.2. Sejau € L (). O funcional T, : D (Q) — R, definido por

loc

(T, ) = / u () ¢ (z) da,

¢ uma distribuicao sobre Q wunivocamente determinada por u (ver [18]). Por esta razao,

identifica-se u a distribuicao T, por ela definida e, desta forma, L}, () serd identificado a

uma parte (propria) de D' ().

Exemplo 1.3. Consideremos 0 € Q e o funcional 6y : D (2) — R, definido por

(%0,) = ¢ (0).

Em [1§], vé-se que & é uma distribuicdo sobre 2. Além disso, mostra-se que &y nao € definido

por uma funcgao de L}, ().

Definigao 1.2. Diz-se que uma sequéncia (15,), oy em D' (2) converge para T em D' (Q),

quando a sequéncia numérica ((T5,, ), ey convergir para (T, @) em R, para toda ¢ € D (£2).

Definicao 1.3. Sejam T uma distribuicao sobre €2 e o um multi-indice. A derivada DT

(no sentido das distribuicoes) de ordem |«| de T € o funcional definido em D () por
(DT, ) = (-1)UT. D), VYo eD(Q).

Observagao 1.2. Decorre da Defini¢io[1.3 que cada distribui¢ao T sobre Q possui derivadas

de todas as ordens.

Observagao 1.3. DT ¢é wuma distribui¢cao sobre Q, onde T € D' (). De fato, vé-se
facilmente que DT ¢ linear. Agora, para a continuidade, consideremos (), oy convergindo
para @ em D(Q). Assim, (DT, p,) — (DT,p)| < |T,D%, — D*p)| — 0, quando

n — 0Q.

Observagao 1.4. Vé-se em [19 que a aplicagao D* : D' () — D’ (2) tal que T — DT €

linear e continua no sentido da convergéncia definida em D' ().



Dado um niimero inteiro m > 0, por WP (Q), 1 < p < oo, representa-se o espago de
Sobolev de ordem m, sobre €, das (classes de) fungoes u € LP () tais que D% € L? (Q),
para todo multi-indice o, com || < m. W™P (Q) é um espago vetorial, qualquer que seja
1 <p<oo.

Munido das normas

1
P

ey = | D / |D%u (2)["dx |, quando 1 <p < oo
Q

laf<m

[ rr—— Z Sup €5 |D%u ()|, quando p = oo,
laj<m 7€

os espagos de sobolev W™P (Q) sao espagos de Banach (vide [19]).
Observacgao 1.5. Quando p = 2, o espago W™? () € denotado por H™ (), o qual munido

do produto interno

(s V) () = Z /QDau (x) D% (x) dx

la|<m

¢ um espaco de Hilbert.

Consideremos no nosso trabalho o subespaco de H* (0, L) definido por
V={ueH (0,L); u(0)=0}.

Em [I8] demonstra-se que a norma do gradiente e a norma do H' (0, L) sdo equivalentes
em V. Assim, consideraremos V' munido do produto interno e norma dados respectivamente
por

((u,0)) = (upy0p),  lul® = Jug|*,
onde (-,-) e |-| denotam, respectivamente, o produto interno e a norma em L? (0, L) .

Dado um espago de Banach X, denotaremos por L? (0,7;X), 1 < p < 0o, 0 espago de

Banach das (classes de) fungoes u, definidas em |0, T'[ com valores em X, que sao fortemente

mensuraveis e ||u (¢)|% é integrével a Lebesgue em |0, 7], com a norma

T :
0 ( [ o dt)
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Por L*> (0,T; X)) representa-se o espago de Banach das (classes de) fungdes u, definidas em
10, T com valores em X, que sao fortemente mensuraveis e ||u (t)||y possui supremo essencial

finito em ]0, 7', com a norma

[ ()] oo o,7:x) = sup ess [lu (£)]] -
t€]0,T

Observagao 1.6. Quando p = 2 ¢ X é um espago de Hilbert, o espaco L? (0, T;X) é um
espaco de Hilbert, cujo produto interno € dado por

(u, U)L2(0,T;X) = /0 (u(t),v (1)) dt.

Consideremos o espago L” (0,7 X), 1 < p < oo, com X sendo Hilbert separavel, entao

podemos fazer a seguinte identificacao
[L7(0,T; X)) ~ L7 (0,T; X'),
onde (1/p) + (1/¢q) = 1. Quando p = 1, faremos a identificagao
(L' (0,75 X)] ~ L= (0,T; X') .
Essas identificacoes encontram-se detalhadamente em [16].

O espaco vetorial das aplicagoes lineares e continuas de D (0,7') em X é denominado de

Espago das Distribuigoes Vetoriais sobre |0, T'[ com valores em X e denotado por D' (0,T; X) .

Definicao 1.4. Dada S € D' (0,T;X), define-se a derivada de ordem n como sendo a

distribuicdo vetorial sobre |0, T com valores em X dada por
ars d"y
— = (-1)" — D(0,T).
(Ge) = (8.52). voenOT)
Exemplo 1.4. Dadas v € LP(0,7;X), 1 < p < oo, e ¢ € D(0,T) a aplicagao
T, :D(0,T) — X, definida por

T, (o) = / w(t) o (1) dt,

integral de Bochner em X, € linear e continua no sentido da convergéncia de D (0,T), logo
uma distribuicao vetorial. A aplicagao u — T, € injetiva, de modo que podemos identificar

u com T, e, neste sentido, temos L? (0,T;X) C D' (0,T; X).

11



Consideremos o espaco
WP (0,T;X) = {ue LF (0,T; X); u¥ € LP (0,T; X), j=1,...m},

onde u') representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuices vetoriais. Equipado

COo11l a norma

HUHme 0,7:X) (ZHUJ HLP OTX> ’
Wm™P(0,7; X) é um espago de Banach (vide[l]).

Observagao 1.7. Quando p =2 e X € um espaco de Hilbert, o espagco W™P (0,T; X) serd
denotado por H™ (0,75 X), o qual, munido do produto interno

(UUHT”OTX jz_; U L20TX)
¢ um espago de Hilbert. Denota-se por Hi" (0,T; X) o fecho, em H™ (0,T;X), de D (0,T; X)
e por H=™(0,T; X) o dual topoldgico de HJ" (0,T; X) .

1.2 Principais Resultados Utilizados

Definigao 1.5. Dizemos que um conjunto 2 C R? € fortemente convexo se for convexo, isto

é, (1 —t)x+ty € Q Vr,y € Q, e sua fronteira tiver curvatura nao-nula em cada ponto.

Lema 1.1 (Desigualdade de Young). Sejam a,b constantes positivas, 1 < p < oo e

1 1
1 <q < o0, tais que — + — =1, entao
p q

a? bl
ab < — + —.
p q

Prova: Ver [3].

Lema 1.2 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP(Q) eg € L7(2), com 1 < p < o0 e

11
S+ =1, entio fg € L' () e
poq

1000 = / 9l < 11l 19

12



Prova: Ver [3].

Lema 1.3 (Imersao de Sobolev). Seja Q um aberto limitado do R™ com fronteira T reqular.

2n
) S 2 tao H™ (€2 Lr(Q d 1 .
(1) Se n > 2m, entao (Q) — (),onepe{,n_mn}
(i1) Se n = 2m, entao H™ () — LP(Q), onde p € [1, +o0].
(i19) Sen=1em > 1, entdao H™ () — L™ (Q).

Prova: Ver [3].

Lema 1.4 (Rellich-Kondrachov). Seja 2 um aberto limitado do R™ com fronteira I' reqular.

c 2n
’ 2 tao H™ () Lr (Q d 1 .
(1) Se n > 2m, entao (Q) = (),onepe{,n_Qm[

(i1) Se n = 2m, entdo H™ (Q) <> L? (), onde p € [1,400[.

(iii) Se 2m > n entdo H™(Q) < C* (), onde k é um inteiro ndo negativo tal que

k<m—(n/2) <k+1.
Prova: Ver [3].

Lema 1.5 (Gronwall). Sejam m € L*(0,T;R), m >0 g.s em (0,T), C > 0 real constante e
g€ L>(0,T), g>0em (0,7), tais que:

g(t) < C+ /Otm(s)g(s)ds vt € (0,7).

Entao
g(t) < C.ehm®ds vt e (0, 7).

Prova. Ver [18]. =

Lema 1.6 (Du Bois - Raymond). Seja u € L}, (Q) tal que

loc

/ u(z)é(x)dx =0, V& € D(Q),
Q
entdio u = 0 quase sempre em §).
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Prova. Ver [18] ou [6]. m

Teorema 1.1 (Gauss-Green). Se u € CY(Q), entdo [, uy,dv = [ uw/'dl’ parai=1,2,...

Prova. Prova: Ver [3]. m
Teorema 1.2 (Férmulas de Green). Se v € H*(), entdo
Oy 1
Vv -Vudr = — [ uAvyde+ [ u-—ds Yue H'(Q).
Q Q r v
Se u,y € H*(Q), entdo

/uAvdx—/vAudm = /ualds— v@ds
Q Q T v T ov

Prova. Ver [3]. m

Teorema 1.3. Sejam Q@ C R" e f: Q — R uma func¢do diferencidvel em Q2. Se V f(a) # 0,

entao

(i) O gradiente aponta para uma dire¢ao sequndo a qual a fungdo f € crescente;

(ii) Dentre todas as dire¢oes ao longo das quais a func¢do [ cresce, a direcio do gradiente

€ a de crescimento mais rdapido;

(i1i) O gradiente de f no ponto a € perpendicular a superficie de nivel de f que passa por

esse ponto.

Prova. Ver [13]. m

Teorema 1.4. Seja I C R um intervalo. Se v : I — R? € uma curva plana y(t) =

(z(t),y(t)) de classe C?, entdo

(1) sua curvatura em t € I é dada por

x’y” — y/

k = ’
O @

(ii) sey € a fronteira de um conjunto convezo, entdo vy tem cuvatura ndo-negativa.
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Prova. Ver [4]. m

Teorema 1.5. (Teorema de Sylvester) Seja M = (ai;)ij=12...n wma matriz hermitiana. M
€ definida positiva se, e somente se, todas suas submatrizes da forma N, = (@ ;)ij=12..r,

r <n, tem determinante positivo.

Prova. Ver [10]. m
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Capitulo 2

Desigualdade de Carleman

Neste capitulo, temos como objetivo a prova da desigualdade de Carleman para o
problema , definido a seguir, extendido ao intervalo (—7,7). Este resultado, como
veremos no Capitulo 3, é a base para a resolucao do problema inverso, que é o objetivo deste
trabalho. Antes, enunciemos algumas notagoes e construcoes necessarias para tal.

Sejam Q e ; dois subconjuntos abertos e limitados de R? com fronteiras suaves I’
e I'y, respectivamente. Adimitamos que §; é fortemente convexo e €y C . Definamos
0y = Q\Q;. Ainda, temos que a fronteira de Qy é I UT).

Definimos também a : €2; U €23 — R como

a;, se €€
a(z) = ' ' (2.1)
as, se x € ()

onde a; > 0 para j = 1, 2.

Consideremos o seguinte sistema associado a equagao da onda:

" —div(a(z)Vu) + p(x)u=0 em Qx(0,7),
u=0 sobre T x (0,7), (2.2)
u(0) = ug, u'(0) =uy em (.
Sabemos que (ver [7, [15]) para cada p € L>(Q), ug € H} () e uy; € L*(R), o problema
acima possui uma tnica solugao na classe u € C([0,T]; H}(Q)) N C*([0, T]; L*()).
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A partir de agora, utilizaremos a seguinte notacao:

Q:QX(—T,T), Q]:Q]X(—T,T) j:1,2,
90291UQQ7 E:FX(—T,T),
QO = Qo X (—T, T), 21 = Fl X (-T, T),

Figura 2.1: Esquema ilustrativo

e denotaremos u; = ulg; e v; o vetor normal exterior a (2;, com j = 1,2.

Iremos trabalhar com uma formulacao equivalente a ([2.2)).

Proposigao 2.1. Para cada f € L*(Q), u € solucao de

u’ —div(a(z)Vu) +p(x)u=f em Q (2.3)
se, e somente se, para cada j € {1,2}, u; € solucdo de

uf — a;Au; +p(z)u; = flg, em @, (2.4)
satisfazendo as condicoes de transmissao

U = Us sobre 3y,

8u1 8u2 (25>

a18_1/1+a28_V2:O sobre Y.

17



Prova. Dado f € L?*(Q), seja u é solugao de . Notemos que, ao observarmos
restrito ao dominio @);, fica claro que u; é solugao de . Percebamos também que u; e us
se comportam em ¥; da mesma forma que u, ja que sao restrigoes desta tltima, que por sua
vez estd definida em ;. Isto nos conduz a 1. Observemos ainda que, dada £ € D(Q),

utilizando as Férmulas de Green (Teorema [1.2]), encontramos que

/de'v(aVu)gz —/QaVuV£ +/E§a2Vu2-u2. (2.6)

Por outro lado,

/Qdiv(aVu)f = /lalAu1§+/2a2Au2§

= —/ CL1VU1V€ + §a1Vu1-1/1—/ aQVuQV§ +/ fCLQVUQ'VQ
P 2 YiUx

1

= —/ aVuV§ + £ (a1Vuy -1 + aaVug - o) + / EaaVuy - y.
Q b

1

(2.7)
Comparando ([2.6)) e (2.7)), obtemos, pelo Lema de Du Bois - Raymond (ver Teorema, a
condigdo ((2.5)),. Suponhamos agora que u; é solucao de ({2.4) satisfazendo (2.5)). E claro que

u é solugao de ([2.3)) pois, para toda £ € D(12), fazendo uso de ([2.4)), temos que

/ (v — div(a(x)Vu) + p(x)u — f) € = (u] — div(a1Vuy) + p(z)uy — f) € +
Q Q1 (2.8)
g (u] — div(a1Vuy) + p(z)uy — )€ =0

e, novamente pelo Lema de Du Bois - Raymond, chegamos a (2.3)). m

2.1 Funcao Peso

Para construir a funcdo peso, tomemos xy € €2y e definamos para cada = € Q\{zo} o

conjunto
Uxg,x) = {xg + AN — 20); A > 0} (2.9)

isto é, a semi-reta com origem em xy na direcao do vetor x — z.
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Observemos que o fato de €y ser convexo garante que, para cada = € Q\{zo}, a reta

{(xg, z) intercepta 23 em um unico ponto y(x), ou seja,
y(x) =T1 N Ll(z, ). (2.10)

Definamos a funcao

p: WN{xe} — RF (2.11)
v = pla) = |zo —y(x)]

Seja € > 0 tal que B¢(zg) C ) e sejam 0 < g1 < €2 < €. Consideremos a fungao corte

n € C*(R)[] satisfazendo

0<n<I, n =0 em B, (x), n=1em Q\B,,(zq), (2.12)

e definamos, para cada j € {1,2}, a funcao

ag

p(a)?

onde {j, k} = {1,2} e B, M, e M, sdo nimeros positivos que serao escolhidos posteriormente.

¢;(x,t) = n(x) |z — xo|* — Bt + M;, (z,1) € A x R, (2.13)

A fungao peso utilizada sera

bz, t) = o1(x,t), se (z,t) € Y xR, 2.1
oz, t), se (x,t) € Qy x R.

Mostremos que ¢ satisfaz propriedades suficientes para ser uma fungao peso em uma
desigualdade de Carleman. Para isso, vamos introduzir as seguintes notagoes:

a

M = Ml]lQl + M21Q27 a= ag]lQl + al]lQ2, C(SC) = ( )
2.15

on = Qo\BE(J)()), on = on X (—T, T)

Proposigao 2.2. Se Q; é uma aberto, limitado e fortemente convezo de classe C*, entdo

existem €, 6 > 0 tais que

(a) Vo] 26> 0 em Quy = (21U Q2)\Be(xo) x (=T1,T),

1Uma funcio desse tipo j4 foi apresentada no Exemplo
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(b) Voi(x,t)-1n(z) >0 >0, V(x,t) € 3.

(c) ¢1(x,t) = po(x,t) = ay — Bt* + My, ¥(z,t) € ¥,

(d) a1% 1(z,t) = aQ% o(x,t), VY(x,t) € 31 ey, a0 € NU{0} com a1 +as < 4,
(e) Ag(x,t) = 2c(x), V(z,1) € Qup,

(f) D*(¢)(X,X) > 6, |X|2 em Quy, VX € R? e para algum &; > 0.

Prova. Pela notacao adotada em (2.12)) e (2.15]), temos que ¢ = ¢(x) |z — :l:'0|2 — B2+ M e,
entdo, Vo = 2¢(z)(x — x0) + |z — xo|> Ve(z). Por definicio, p(z) (e consequentemente ¢(x))

é constante na diregao de x — xo. Logo, (x — xg) - Ve(z) = agiz)o) =0e

|V¢\2 = de(x)? |z — x0]2 + de(x) | — xo| (x — x0) - Ve(z) + |z — x0]4 |Vc(x)|2

> de(x)? o — o (2.16)
—_ 2
a

= (diamﬂ2> FE0m0em G

donde concluimos (a).

Agora, é claro que ¢ = ay — Bt> + M; em X;. Dessa forma, I'y X {t} é uma cuva de nivel
de ¢y (.,t) para cada t € [-T,T]. Como ¢ (x,t) < ay — Bt* + My < ¢1(2,t) para todo z €
e z € (g, pois |x — x| < |zvog —y(z)| Vo € el|r— x| >|zg—y(z)| Ve, entao, pelo

Teorema [1.3] ¢, cresce na dire¢ao de Qs e V¢, tem a mesma dire¢ao e sentido de vy, isto é,

Vor = |Vén|-1n em %, (2.17)
Assim, (a) implica (b).

Como temos liberdade para escolher M; e M, facamos de tal forma que
a1 — ag = M1 — MQ. (218)
Logo, como n =1 e p(x) = |x — x| em X4, entdo

P1(z,t) = ag — Bt* + My = ay — t* + My = ¢o(x,t) em X (2.19)

ZPodemos generalizar como V¢; = (—1)(j+1) |IVo;| - v; para j =1,2
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e (c) esta provado.

Sem perda de generalidade, podemos supor zy = 0. Parametrizando I'; em coordenadas
polares por
1(6) = (p(0)cos(6), p(0) sen(6)) (2.20)

onde p(0) = p(x(0)), que ainda serda denotada por p. Tendo em vista as hip6teses sobre €2,

, ~ . . +
temos que p é uma funciao C*. Logo, faz sentido definir D = % com a; +as < 3, e
1 2

assim,

2 2
a1 Do\ (z,t) = a1 D <%) = a,D (%) = ay Do (, 1) (2.21)

para todo (x,t) em ¥ e provamos (d).
Ainda em coordenadas polares, dado z = (z1,29) € R, ao fazermos z; = rcos(f) e

x9 = rsen(f), encontramos

Dy(¢) = QoH(9)Q5 , (2.22)
onde
0 — cos(f)  sen(0) | (2.23)
—sen(0) cos(0)
D*¢ D*¢
9 . 8x% 8x18m2
D*(¢) = 56 o | (2.24)
0x901, 03
e
0*¢ 1 (0% 19¢
o ; (arae - ;@)
HOY=| 172 100\ 10% 100 (225)
r (arae —;%) 2068 Tor
Agora, temos B
o(r,0,t) = ,E(Z)2T2 — B+ M em Q. (2.26)
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e, entao,

1 _Pe
2a P
H _ —
T — (305 — pp00 + p°)

onde denotamos py = %.

Por [4] obtemos que
_ PP+ 205 — ppos

K1y (9) >0
(02 + p3)?

e, em particular,
p* + 205 — ppes > 0.
Em consequéncia disso, segue (e), ja que
Ap = tr(D*(¢))
= tr(H(¢))
= 2c(1+ % (305 — proe — p*)

1
> 2c 1+E(2p3—pp99—p2) > 2c.

Para mostrar (f), vejamos que (2.29)) e o fato de que

2a
det(H(¢)) = o (205 — ppee — p*) > 0,

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

leva-nos a concluir, a partir de [10], que H(¢) e, portanto, D*(¢) sao definidas positivas. Daf

e da continuidade de D?(¢) temos que
D*(¢)(Y,Y) > min D*(¢)(Y,Y) =46, >0, VY € S,

onde S! é a esfera unitaria compacta em R2. Assim, para todo X € R2,

X X 1
=20 (157 7v7) 57

e a prova da proposicao esta concluida. m

D*(¢)(X, X)

22

(2.32)

(2.33)



2.2 Listando os termos

Denotaremos, ainda, ao decorrer do texto
L(z)=2"—alz, Lyz)=2"—alz+p(x)z e E2)=Z—a|Vz]. (2.34)
Como usualmente, fazemos as mudancas de variavel
o= \>0, w = e*fu, s >0, P(w) = e*?L(e **w). (2.35)
onde u = u(p) ¢ solugao de (2.3). Como

P(e7*w) = e (—sApwd’¢ — sN\*ow(0¢p)* (2.36)
+5* N 0*w(09)* — 25Ap0¢ - Ow + 0*w) |

entao

o) = e (2 as o)

= —shpwd” — s\ pw |qb’|2 + s2A\2p%w |qb’|2 — 28 pdw’ + w”
—a(—s pwA¢ — s\2pw |[Vo|* + s2X2p%w |Vo|* — 25ApVe - Vo + Aw)

= —sApL(¢)w — sAN?pE(¢d)w + N2> E(d)w
—25Mp ('w' — aVoVw) +w” — alAw

(2.37)

onde, para algum ~ € (0,1) a ser escolhido posteriormente,

~

(w) = w" — aAw + s> 2p*E(p)w,
Py(w) = (v = 1)sApL(¢)w — sNpE(d)w — 25 p(¢'w' — aV¢ - V), (2.38)
R(w) = —ysApL(p)w.

Finalmente, definimos o espaco

w)

X = {ue (-, T; 1) | Luy € IA(-T.T5 1%2,), j = 1.2 uly =0,
’ (9u1 8u2 (239)
u(FT) = ' (£T) = 0,u; |y, = ua |y, e ala—yl +aga—y2 =0em X}
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Com a finalidade de realizar os cédlculos a seguir, suponhamos as fungoes envolvidas

suficientemente regulares. Vamos obter uma estimativa para o produtor interno em L? de

Pi(w) e Py(w).

Proposicao 2.3. Consideremos a notagdo utilizada em (2.34). Se u € X satisfaz (2.38)),
onde w € construido como em (2.35)), entao

Pi(w), P 2oy = 25\ 1P o¢" — vsA P oL
(P(w), Po()) 120 = 25 /Q W 9o — s /Q W oL(9)
—i—28)\2/ (W' |¢')? = 20'¢'aVw - Vo + a? |V - Vw|?)
Q
—1—25)\/ a*pD?(¢)(Vw, Vw)
Q
+73)\/a|Vw|2g0L(¢)+2s3)\4/ lw|” O E(¢)? (2.40)
Q Q
2500 [ [l ¢ (|66 + 2D2(0)(V6,V6))
Q

w@ﬁ/@ﬁﬁﬂ@ﬂ@+x+$
Q

onde

_ 2 2@_ 2 . 8_w
\7—3)\/2<a @ |Vuw| 5 2a°p(Vo Vw)ay)

sl ! / lw|* eaV L(¢) - v+ SAQD/ |w]? gpaL(gb)%
2 s 2 Js ov

0 0
—s/\(v—1)/2waa—1;}gpL(¢)+s/\2/a<pE(¢)w d

5 EX
99

(2.41)
1 2 1 2
—s/\3§/2|w| ng(qb)a%—s)\2§/E|w| apVE(¢)-v

/ /a_w_ 712 % 3 3/ 2 3 %
+25)\/Zag0¢way s)\/z\w| goaay—l—s)\ Z|w| @E(qﬁ)aay
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e X € tal que
1X| < Cs)\g/ ©° Jw|* . (2.42)
Q

Prova. Para efeito de notacao, (P (w), Po(w)) = Z?,j:l I; j, onde I, j é a integral do produto

do i-ésimo termo em P (w) pelo j-ésimo termo de Py(w). Assim,

o [}, = s)\(fy—l)/Qw”wgoL(qﬁ)

=~ [ P er) + 20 [l 5 oo

o 1, = —SAQ/w"wgoE(gb)
Q

1 09?

=3 (W (1) = ) B0

, 3)\2 82
= o [ er(e) - 5 [l 55 (oE ()

)\2
= s)\Q/Q|w'|2g0E i /|w| N |¢)? E(¢) + \pg” /|

—Xpe"a|V|* + 4 |82 " + 209" %)

2 12 2 2 12 53/\3 2 1y 412
= sA \wl PE()) — sA Qlwl el — —— le ¢" |¢']

)\3
42 /|w| apd’ Vo ——/|w| S|P E) .
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o I3 = —23)\/ w"¢ (¢'w' —aVe - Vw)
Q
= —s)\/ gb’g <|w’]2> —|—25)\/ w"apVw - Vo
QSO ot 0 ¥
= 5)\/ lw'|? ¢ ((b” + A |¢’\2) - 25’)\/ w'alpd'Vw - Vo — 25)\/ w'apVuw' - Vo
Q Q Q
= s)\/ lw'* ¢ (gb" + A |¢’|2> — 25)\2/ w'¢'paVw - Vo — s)\/ apV e - V<|w'|2>
Q Q Q
= s)\/ w'|* ((15” + A |<;5’\2) - 25)\2/ w'¢'paVw - Vo
Q Q

-I—S)\/ lw'|? ag (A Ve]* + Ag) — 3/\/ w'|? a(p% :
0 5 v

o I, = —SA(fy—l)/QagoL(@wAw
= —s\y—-1) /z agaL(qb)waa—Z) + sA(y—1) /Q V (apL(p)w) - Vw

= —s\y-—-1) / agpL(¢)wg—w + sA(y—1) /Q apL(¢p)Vw - Vw
—1) /V apL(¢)) - V (Jw|’)

= —SA(fy—l)/EagoL(qﬁ)wg——i-S)\( )/ IVw|* oL(¢)

sA(y—1) 2
0 [ s e

— () / asoL(@w(i—w FaA( - 1) /Q |Vl oL(9)

sA¥( /| ?aL(¢) (N V| —A¢)—SA2 -1) /|w| apVe -V (L())

2apA (L

s)\Q /|| a_¢
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% / apE(¢)wAw
Q

Q

3 [ apB(ouGe - 5x / V (apE(¢)w) - Vo

ov
2
% /ang wa—w—&/v (apE(p |w| /|Vw| apE (¢
>
2 2
s/\Q/agoE wf)_w_ﬂ/ ]w|a— eE(¢ )+%/|W|GA(90E(¢))
2 b

X2 /Q Yl apE(9)

2 /E woB (ol N / Wl a ApE(@) Vo + oV (E())) - v

v
P 3
25 [ ol apB@) (V6 +20) + 53 [ uffavs- ¥ (5(6)
2 Jo Q
SA? 9 9 2
+55 | laen (B@) ~ 3 [ [VulagE(o)

N2 / apB@p Y - 2 / W a (\pE@)Vé + oV (E(6))) - v

3
20 [ o asE@) (AT + 80) 2632 [ ult D)V, V0)
0 Q

#55 | wP apa (B0) ¥ | 9l apkie)
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[ ] 12’3

23)\/ ap (¢'w' —aVe - Vw) Aw
Q

—25)\/ apV (¢'w' —aVe - Vw) Vw + 23)\2/ a?o |V - Vwl|?
Q

Q

—25)\2/ apdw'Ve - ngs)\/ ap (P'w' —aVe - Vw) gw
Q b 8V

—25)\/ (¢ —di (IVw]?) = aV (Vo - V) - w)

—I—2s)\2/ a?o|Vé - Vw|* — 28)\2/ apdw'Ve - Vw
Q Q

ow

+25)\/Eag0 (p'w" —aVe - Vw) — 5

s)\/ a|Vwl|? ()\gp|¢’\2+g0¢”) +s>\/a2wv¢-V(\Vw]2)
Q Q

+25)\ / a2 D*(¢)(Vw, Vw) + 252 / a?o |V - V|
Q Q

ow

—25\2 / apdw'Ve - Vw + 23)\/ ap (P'w' —aVe - Vw) —
Q b aV

o [ alvur (Aw|¢’l2 Foo) = sh [ 0t Vuf (09l + o)

—I—s)\/ IVw|® a? goa +23)\/a2g0D2(gb)(Vw,Vw)
Q

+23)\2/ a?o|Vé - Vw|* — 23)\2/ apd'w'Ve - Vuw
Q Q

ow

+2s)\/ag0 (¢w' —aVe-Vw) — 5
>

S)\/ \Vw]2a¢L(¢)+s)\2/ |Vw|2agoE(¢)+2$/\2/ a*¢ |V - Vwl|?
Q Q

Q

—23/\2/a90qb w'Ve - Vw+23)\/a2g0D2(¢)(Vw,Vw)
Q
ow

+5)\/|Vw| a@a +23A/agp(¢’w'—aV¢~Vw)%.
>
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—25)\/ V (ap (¢'w' —aVe¢ - Vw)) Vw + 25)\/ ap (¢'w' —aVe - Vw) —
Q by
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[ J 13’1

b ]3,2

[ ] 13’3

= SN (1) /Q wl? PL(S)E($)

N /Q ] PE(6)?

—253)\3/ O E(p)w (¢'w' — aVe - V)
Q

RE /Q PE@) 5 (ul?) +28% [

PE($)aVe -V (3 W)
0 2

0 [ l? ($E@) + 260" + 353E(0) 6)

—0 [ PE@alul 86+ 83 [ alul B0
Q P

¥ [ 0l ($E(0)0) - o

SN / ol PE(@)¢" + 25°N / ol 62 ¢ + 35°\ / ol G E() |6/
Q Q Q

X / wl? PE(d)aré + 255N / wl? G DX(6)(V'6, Vo)
Q Q

39X [ Jul @B Vol + ¥ [ alul B (o) 5
Q %

0 [l Bo)L0) + 26 [ 't (10 o + D)V, Vo)

+353/\4/Q|w|2g03E(¢)2+83/\3/a|w|2¢3E(¢)%.

2

Ao juntar os termos I;;, encontramos (2.40). Denotando por A; as oito primeiras

integrais em (P (w), P2(w)) 2 q), temos

(Pi(w), Pa(w)) 2y = Z A+ X+ T (2.43)

Dessa forma, obtemos que
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3 8

X =) L;-> A-J

ij=1 i=1

! 8)\2 I/
_ —s)\/QSOGAGb|w|2+—/|w| o (6" + A |62) L(9)
2 12 2 2 2 "2 55)‘ 2 1"y 112
—s\? [ w7 pa VO™ —sA* [ |w]” ¢ |d"|” — [w|” pe” |§|
Q Q 2 Jg

sA3 " sA\4 , ,
5 [l aes Vo = - [ Jul el Bo)+ s [ [ ea (86 -+ AV6)
Q Q Q

- [ avuero) - 20— [ o) (Ve + 80
202D / wf? apA (L(6)) — sX2(y — 1) / wf? apVe - VL)
5 / w? apE(6) (Ad + A[Vo[?) — 25N / wl? oD ($)(V6, Vo)
s)\2
w|” apA (E(¢)) — sA\? Vu| apE SA Vuw|? apL
/Ilso /Q||s0(¢)+ /Q| 2apL(g)

ox? /Q IVl apE(9) — 5\ /Q W SPLIG)E(6) + 5°A /Q [ GPE($)L(6). »
2.44

Denotando por X; a i-ésima integral, observemos que

X1+X3+X8:O.

o X9+X17:0.
o X5+ Xig =0.
o X+ Xy =0.

Agora, faremos nossa segunda, e ultima, imposicao sobre M;. Tomemos M; e M,
grandes o suficiente para que ¢ > 1 e, consequentemente, > 1. E claro que a escolha de
tais M; pode ser feita sem interferir na imposicao feita anteriormente sobre estes.

Pelo modo como foi definido ¢ em ([2.13]) e (2.14]), e pela Proposicao 2.2, que , em sua

demonstragao, garante que a fungao p(z) ¢é de classe C*, sao limitadas as fungoes
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aoq-l—az
mgbl(x,t), ap, a0 €{0,1,2,3,4}, com o + ay < 4. (2.45)
x
Logo, como ¢’ e ¢” sao claramente limitadas e v € (0,1), temos para A > \g = 1 e

5> 59 =1que

o A7+ X3 = /|w| apE(¢ (|¢\ |V(b|2)—|—

)\3
3 ol apB@)as

IN

)\4
0 / wl? apE(d)* + CsN? / & ul?

< osn [ Pl
Q
o X < 03A3/¢3|w|2, ke€{2,4,56,10,11,12,14,15}.
Q

Somando os termos, conluimos (2.42)). m

Observacao 2.1. Se u € X, entao u; € X. Assim, a Proposi¢ao acima ndao perde sua
veracidade se trocarmos Q) por Q);, j = 1,2. Notemos ainda que, caso o limite de integragao
Q@ seja trocado por Qy, em J teremos integrais sobre X1, visto que esta € a fronteira de Q.
De forma semelhante, se trocarmos QQ por QQ2, em J teremos cada integral sobre 31 somada

com a mesma sobre Y3, pois a fronteira de Qs € ¥y U 3.

2.3 Prova da desigualdade de Carleman

A definigao dos termos P, P e P, como podemos ver em (2.37) e (2.38)), possui
dependéncia direta da funcao peso ¢. Com a intencao de evidenciar essa dependéncia,
iremos, algumas vezes, escrever P?, Pl‘b e P;’ .

Seja U C R?, definamos
T 9 T
202, = sA / / (212 + V=)0 + 258 / / 2 (2.46)
—T JU —T JU

Y2 = {(x,t) € %;Vo(x,t) - v(x) > 0}. (2.47)
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No inicio da Secao definimos a funcao peso ¢ a partir de um elemento zo € 2.
Agora, dado outro elmento arbitrario z; € §2;, podemos proceder da mesma forma como em
— , com a unica diferenca de utilizar z; em vez de xy. Dessa forma, construimos o
peso ¢y, respectivo ao elemento zj. Ainda, definamos ¢, = e, X > 0 e wy, = e*?Fu, s > 0,
onde u = u(p) é solugao de . Assim sendo, dado x € €, chamaremos ¢y, @i € wy de

funcoes associadas a xy.

Teorema 2.1. Sejam ; um conjunto aberto, limitado e fortemente convexo de classe C*,

k

ai > as > 0 e v o vetor normal unitdrio exterior a ). Se x, € Oy e ¢F,0F, wF sio suas

fungoes associadas, entao existem C' >0, sg >0 e A\g > 0 tais que

2
2 . 2 5
2 wh ‘ + HP¢ wk ‘ + [|w” )
> (2 @)L 178 @ + 0l
2 9 awk 2
<C HPd’k k ‘ )\/ Al 2.48
- ;< @My * 2 vt |2 0w (245

para todo u € X, A > Ay e s > sg.

Prova. Aplicando a Proposigao (ver Observagao [2.1]) com as integrais em Q)1 e ()2 temos,

nos respectivos casos, que

(Pr(w), Po(w)) 2oy = D Ajan (w) + X, (w) + T, (wy),
i=1 (2.49)

(Prlw), Po(w)) 12y = D Ajs(w) + Xy (w) + T, (12) + T (wa),

onde, Aj o, (w) é a j-ésima integral de , porém, com limite de integracao Q;, i = 1,2;
Xo, (w) satisfaz com integral em Q;, i = 1,2; e Jx, (wy), Ts, (w2) € Ts(ws) sao como
em com limites de integracao ¥;, ¥; e X, respectivamente. Somando os dois termos
em , obtemos que

(Pr(w), Po(w)) oy = Y Ajo(w) + Xoy(w) + T, (wr) + T, (wo) + Fn(ws).  (2.50)

i=1

Para provar este teorema, mostraremos que:
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e A soma das integrais A;¢,, ¢ = 1,2, pode ser minorada por um termo adequado.
e A soma dos termos da interface Jy, é nao-negativa.

e Uma segunda funcao peso, centrada em um ponto diferente de xg, pode ser introduzida

para lidar com as integrais em B (zo).

Iremos dividir tal prova em subsegoes envolvendo estimativas no interior, na interface e

na fronteira e eliminacao de um termo local.

2.3.1 O Interior

Proposicao 2.4. FExistem 04 > 0, C' > 0 e Ay tais que

8

J=1

para todo A > Ay e para todo u € X.

Prova. Organizemos a prova em quatro etapas.
Etapa 1: Estimativa para A; e As.

Temos que
Mg, + Arg, =5\ [ [P 28" = 1L(6). (2.59)

Qup

Pela Proposigao e pela defini¢ao de ¢(x), ver (2.15)), obtemos que

20" —vL(¢) = —48—7(-28 —alg)
> —48+ (28 + 2ac(x))
a (2.53)

512.

A fim de tornar 9o positivo, basta fazermos com que

2p
> 2.54
7 B 20
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Observemos que, para 3 pequeno o suficiente, ainda podemos ter v < 1, mais especificamente,

basta que f < 142

diam$? "

Ainda, como ¢” e A¢ sao limitadas, temos que

_Al,Bg(zo) - AQ,Be(:vo) = _‘9)‘/ |w/|2 2 (2¢H - ’YL(¢))
Be (o)
< CsA lw'|? .
Be (o)
Dessa forma,
A, + A2, > 5125)\/ |u/|2 o — Cs)\/ ]w’\z ©.
QIO Bi(xo)
Etapa 2: Estimativa para As.
E imediato que
Asgy = 2502 | ¢ (¢w —aVe - Vw)® > 0.
Qo
Etapa 3: Estimativa para Ay e As.
Estimemos agora os termos A4 g, € A5 g,. Sabemos que
Avg + Asg. = s) / o (202 D(9)(Vw, V) + yaL () |Vul?)
Qg
Usando a Proposigao [2.2] encontramos que
Mig., +Asa, = sh [ (2% Vul’ +70L(6) |Vul’)
Q

0

> SA wa (2a0; + vL(¢)) [Vwl|?
Qug
> s/\/ pa (2a6, — v (268 + aA¢)) [Vw|?
Quy
> S/\/ pa (2ad) — v (2B + a||Adl oy |Vwl|?
' (= (25 150
= 6455)\/ o |Vw|?,
Qzg

onde d45 > 0 ao tomarmos

_ 2min{ay, as }d;
20 + max{ai, as} [A@|| ooy

v
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Notemos, de (2.54) e (2.60]), que estamos escolhendo
203 2min{ay, as }d;

v E — ) (2.61)
B+ gt 26 + max{ar, a2} | A¢| o g,
Este intervalo existe, pois, caso contrario, teriamos que
2 2min{a, as}d
Bam > o, a2)0, : (2.62)
B+ gty 28 + max{ar, az} HA¢||Loo(QO)
e, consequentemente,
25 1 5 A S min{ay, as }or1aias (2.63)
+ max{al, CLQ} || ¢||L°°(Qo) = diam2 ’
o que implicaria,
- _max{a1,a2} HA¢HL<><>(QO) > min{a?,ag}élalag' (2.64)
- 8 diamS)?

De fato, dada uma pardbola az?® + bz + ¢ = 0, cujo vértice do grafico é V = (V,,V,) =
(=b/2a , (—=b*+ 4ac) /4a), a fim de que a fungdo definida por g(z) = ax?® + bx + c
satisfaca g(z) > d, é suficiente que acontega V,, > d. Assim, considerando a parabola
23? + Bmax{ay,as} [A®| oo () = 0, concluirfamos (2.64). Dessa forma, (2.64) seria a uma
contradicao a nao existéncia do intervalo em ([2.61)).

Como L(¢) é limitado, temos, usando novamente a Proposicao [2.2 que

— A4 B (z0) — A5.Be(mg) = —S/\/ ¢ (2a*D*(¢)(Vw, Vw) + vaL(¢) |Vw|)
Be (o)
< [ o (200 VUl 50 L@ iy [T0)  (265)
Be(xo
< Cs/\/ o |Vuwl|* .
Be(zo)
Assim,
Aggy +Asg, = 5453)\/ o |Vw|* — C’s)\/ o |[Vwl|®. (2.66)
QIQ Bﬁ(mo)

Etapa 4: Estimativa para Ag, A7 e Ag.
Por tultimo, vamos estimar os termos restantes. E fato que
A6.Qsy T A1.Quy + As.sy = 83)\3/ w|* ¥*Fy(¢), (2.67)
Qg
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Fy(¢) = 2ME(¢)*+2|¢']*¢" + 2a*D*($)(V, V) + yL($)E(9)
= 2ME(¢)? —48|¢/|* + 242 D*(¢)(V, Vo) + YL(¢) E(0) (2.68)
= 2)\E(¢)* + (=48 +7L(¢)) E(¢) — 4Ba |V¢|* + 20> D*($)(V¢, V).

Como, pela Proposigao [2.2),

b(x) = -4 +7L(¢) = =48 — 278 —7alAd <0 em @y, (2.69)
entao
B\(©9) 2 20B(9) = [b(@) | 1ociq,) E(#) — 4Ba|VO[ + 206, V| (270)
= 20E(0)* = |0(2) || () E(@) +a (=48 +2a8)) [Vo|*.
Fazendo
3 min{a;, a2}51’ (2.71)
temos que dy = —40 + 2ad; > 0 e, assim, pela Proposicao [2.2),
2 _ 2
Fx(@) = 2XE(9)° — 1b(2)] oo, ) E(@) + adio (2.72)

= 20E(0)” = I0(2)[| Loo(quy) E (@) + do.

Notemos que (2.72) implica que F\(¢) > 30 ds56 > 0 para A > Ag. De fato, pelo

mesmo resultado sobre parabolas utilizado na etapa anterior, inferimos que Fy(¢) > d2—°
quando
2
@ gy T M0 dy (27
8A - 27
0 que acontece quando tomamos
b2
3o P0limay Ao >0, (2.74)

4d,
Assim, como a limitagao das fungoes vistas em (2.45)) garante que Fy(¢) < C em B¢(zy),

concluimos que

Aoy + Argy + Asa 2 0ms'¥ [ ' -0 [ Wl @)
on Ba(-TO)
Tomando 04 = min{dis, ds5, 0678} € juntando os termos, finalizamos a demonstragao da

proposicao. m
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2.3.2 A Interface
Proposicao 2.5. Se 0 < ay < ay, entdao existe so > 0 tal que

Tz, (w1) + Ts, (we) >0, Vs > s, (2.76)
para todo u € X.

Prova. Sabemos que, para j = 1, 2,

00, ow;
2 2 09; 2 j
) = 2 ) 1277 9420, . N
Ts, (w;) SA Ll (ag% |V | v, GJ¢J(V¢J Vw;) 0I/j)
_ 1 ey
A 5 [w; ? 950,V L(6y) - vy + s — = 5 jw; | wiaiL(d;) 5~ ’
31 3 J

811)]'

0
—sA\(y — )/ w;a; aw ©; (¢j)+3)\2/2 ajij(%)wja—Vj

0¢; 1
—s\% / lw J| i ¢J aja ; 3)‘2_/ |wj|2aj90jVE(¢j>'VJ

23\ — — s\
+2s /Eaj%gbjw S / }w]‘ JJ@I/J

+53X° [ Jw;l? ¢ (425;)% 0
3

Seja J;; a i-ésima integral de Jx,(w;), j = 1,2. Denotemos J; = J;; + J;,. Pela

Proposi¢ao [2.2] temos que, em ¥, valem:
L(¢1) = ¢f — a1 Agy = ¢” — agAgy = L(p2)
_ 01 Per
eV (E(¢1)) = a1V (—a1 [Vr [?) Z —2015 —a = @V (E(¢2))

Ty OrR0x
Py k k0T

(2.77)

Dal, e do fato que as condigoes de transmissao em (2.5) ainda valem para w e w;, j = 1,2,

temos que

[ Jg = S)\2 / ’U)1| gOlL((ﬁl) <CL1% + ngj) =0.

0 9
o Ji——sA(v—1) /E w <a1 s 8152) o L(n) =
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1
o J; = _S)‘QQ wi|* 9101 VE(¢1) - (1 + 1) = 0.
>

ow ow
o Jg=2s\ /21 1w (‘”a_yll +a28_1/22> =

91 9o,
Jo = —sA )2 L ta—2) =0.
o b= [ ¢1<alayl+azay2)

Agora, denotemos por g a fungao real definida em ¥, como g(x,t) = E(¢1)

Notemos que

9(x,1) = 1" — a1 [V |* = ||’ + a2 [V|* = (i N l) ‘ g¢l
"

a2

Desde que as < ap, temos g > 0 em ;. Logo, podemos provar que

(1) J2 + JG + %Jlo > 0, Vs > So-

De fato,
—1
—Jo—Js = —3>\7 5 ‘w1|2 P1 (@1VL(¢1) v+ CL2VL(¢2) : V2)
31

1 0

+3)\3§ . |U/1|2 ©1 < (¢1)a18i51 + E(¢2)as E;ﬁj)

C's\

s 5 . lwi|* 1 + S)\3§ . wi|* o1y aﬁi (E(¢1) — E(92)) -

Fazendo s > sq = %, onde, pela Proposicao vale em X, que

O o 0o, 1 1 1y
“ P W)—( 31/1) (a‘a—l)ﬁ’(a—z‘a)—f“

donde temos que

1 0 1 0
—Jy—Jg < 32)\—/ |w1\2g01a1—¢lg(x,t)+s)\3—/ \wll p1ay ¢1g(x,t)
2 1 2 bl 87/1

81/1
1 0py
< 500 [P et )
1
= —Juo
9 10

Além disso, podemos perceber que
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(i)

—Js

Jl + J5 + %Jlo > 0, Vs > So-

Com efeito, notemos que (2.17)) nos permite ver que, em 3, para j = 1,2

09; 0w; . 4 () o ‘

v; ov; (Vo -v)(Vw;-v) = (1) Vo, (V w;-v)
= (-1)vy w;i - |Vo;|lv = (—1)20+D ¢ w; - Ve, (2.82)
= Vw;- V.

Tomando o médulo em cada extremo da igualdade em (2.82)) conseguimos que

ow;
|Vw3| =

8_ em X (2.83)

e, assim,

2
2 8 020
J = Z (8)\/21 (a?gpj |Vw,| B ” JQOJ(V@ Vw,) 81/5))

B dw;|”  0¢;
B <_S>\/E You | You,
k=1 1 J J (284)
owy ? 3¢1 8%
— — )\ _— _— _—
’ /21 ) 1 a1 (al/l + Ovy
= s)\/ a wy 2 1 i 8¢1
- bl ! 8V1 18 a9 8V1
Por outro lado,
8w1
= —s)\Q/ r,tHwia;——
., @19( ) 141 e
3 ow,
- _/21 v19(x,t) (s)\ w1> <)\ ala—yl)
1 1 2
< —52)\3/ v19(x,t) |w1|2+ —)\/ p19(x,t) |a %
2 2 2 » 61/1
! 1 ) (2.85)
82)\3 2 8¢)1 A 1 1 8gz51 8w1
< t — — —_— — —_—
- 2(5 bl <,019($, ) ’w1| (al aVl) + 2 /El 901 (CLQ ) 5’1/1 “ 8V1
82)\3 2 3 ¢1 1 1 awl 2 8(]51
< t — _— —_— —
- 26 /21 |w1| Splg(x’ ) ( 8V1) + 2 \/21 v <CL2 aq “ 8V1 “ 8V1
< Jl—i-%Jlo, Vs > 50 = mm{%, 5



Combinando as estimativas obtidas para J; a Jig, concluimos a prova da proposi¢ao. m

2.3.3 A Fronteira

Como w = wsq, ¢ = ¢9 € v = vy em X, temos que

0¢ ow
_ 2 200, 9 , ow
Ts(wy) = s)\/z(a2g0|Vw| 5 2a50(Vo - Vw) 81/)
-1 -1 0
a1 [l paavL(@) v X T2 [ ol pastie) S
2 Js 2 Js v

5 0

1 Do 1
—N3 / [wl* pB(9)ary - — s)* / [wl* azVE(9) v

+25)\/a2g0¢’w'a—w —s)\/ |w’|290a2@
o ov 5 ov

0
+83)\3/ |w]? 903E(¢)a2—¢.
) 81/
Contudo, estamos trabalhando com u dentro do conjunto X, ver (2.39)), fato que faz com que
wy = 0 em Y. Notemos que w ser constante em Y nos permite, por justificativas andlogas as

feitas para conseguir (2.82) e (2.83), que estes ultimos resultados sejam validos para j = 2
em .. Logo,

Tn(wy) = s/\/ (a%gp |Vwl? % —2a2p(V - Vw)a_w)
2

v
= —s)\/go
2

2 By,
ov
2 )
o (2.87)

9¢
ov

a_w
= ov
ow

= ov

ow

AV
|
V)
>
m\
A

2

AV
I
V)
>
m\
A

Lo (3)
2

> —s)\C’/ ©
o

lembrando que, como tinhamos definido, £% = {(z,t) € ¥; Vé(x,t) - v(z) > 0}.
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2.3.4 Juntando os termos

Agora vamos utilizar os resultados obtidos nas Segoes 2.3.2 - 2.3.4 para obter uma nova
estimativa para o termo (P (w), Py(w)) 12(Qy)- Combinando (2.50), (2.87) e as Proposigoes
e [2.5] concluimos que , existem sy, Ag e C' positivos em R tais que, para todo s > sg e

A > Ao, temos

2
w
S [0l = C 0l + Xeo(0) = 3C [ lanTr| < (Prlw), Paw)sgy-
+
(2.88)
Adicionando ||P1(w)|]iz(Q0) + ||P2(w)|]iz(Q0) em ambos os lados, obtemos que
2 2 ow
1P (w) [ 72(q0) + 1P2(w) 12 (gq) + 0a Wl = Cllwll g, (49).0 + Xao(w) — sAC Ry
+
1
< S IRw) + Pa(w)l 2
1
= 2 1P(w) ~ Bw) agq,
< [1P(w) 172y + IB(w) 1 72qy)
Assim,
1P () By + 1P 0) Py + 5 Il , < C 1P
1 L2(Qo) 2 L*(Qo) " 9 Qoo = L2(Qo)
) ow|? (2.89)
+C | R(w)[[ 72y + C 1 Xgo (W) + Cflw] 5, (1) » + CSA o vlag |
+
Por (2.38)) e (2.42) temos que
€1, ) + C1RWq, < CEN [ @ luf 40750 [ 2L ol
0 Qo
1
< 553)\3/ o8 Jwl? (2.90)
0
1
< 5wl

para todo s > so = 2min{CC, K}, onde CL(¢) < K.
Concluimos, entao, de ([2.89)) e (2.90), que
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2 2
[P (@)l 22(g) + [1P2 (W)l 2 + 0]l

) 2 (2.91)
< CIP(@)xigy + C ol + O [ ¢
+

ow
ov

A2~

2.3.5 Eliminando o termo em B (z)

Neste ltimo passo, iremos remover a integral em Be(z) do lado direito de (2.91). Antes
de fazer isso, relembremos que xy pode ser escolhido arbitrariamente em €2;. Dessa forma,
podemos tomar dois pontos diferentes em €2y e ter duas respectivas desigualdades como em
(12.91)).

Sejam 1, x5 dois pontos de €, e ¢* ©F, wk as funcoes associadas a cada xy, k = 1, 2.

Somando as duas desigualdades obtidas como em (2.91)), temos que

o 17 g 1)

|
— L2(Qo)
O g e+ C5A [, 6

ow*

ov

o2—(F—

) (2.92)
<3 (efrte; )

Suponhamos que exista € > 0 e \g > 0 tal que, para todo A > )y seja verdade que

L2(Qo)

1 1
Cot < §g02 em Be(r;) e Cp*< §g01 em Be(zy). (2.93)
Podemos supor C' > 1 em ([2.91)) e, consequentemente, em (2.92)) e (2.93)). Assim, ([2.93))
nos da que
1 1 9 1
o < Cgo <@’ em Bgr) e ¢*< Cgp < ¢! em B(ry), (2.94)

o que implica que w; < wy em B¢ (x1) e wy < wy em B¢(x). Dessa forma,

Cllwllp, @y = C’s)\/ / }8tw1| +’Vw1’ ) +083/\3/ / ‘w
€ 11) 3 931

< S)\/ / (‘&:wl‘z—l—|Vw1|2)0g01+83>\3/ / |w1‘203 (901>3
B: (wl € 1'1)
< —s)\/ / (|0 |* + [ Vaw?|*)? + s / / jw?|?
g$1 eivl)
S —||U} ||Q0<p

(2.95)
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Procedendo da mesma forma, vemos que

1
C 0?5, ey g2 < 5 0 gy - (2.96)

Combinando (2.92)), (2.95) e (2.96)), e aborvendo os termos em Bg(z;), j = 1,2
encontramos ([2.48)).

Para a conclusao da prova da Desigualdade de Carleman, nos resta mostrar a existéncia

de € > 0 e A\g > 0 que tornem possivel ([2.94])) acontecer para A\ > \.

Observemos que

1
Cot < 5902 =20 < N279) em B(z;) e
. (2.97)
Cp? < §g01 = 20 < N1=9) em B (z).

Logo, se mostramos que (¢ — ¢1) > m em Be(x1) e (¢p1 — ¢p2) > nmo em Be(xs), para

algum 71,7, > 0 a demostragao estard concluida, pois, como a exponecial é uma fungao

crescente, terfamos que

017920 5 A (¢ — o) > Ay > 20 em Be(z1) e
(2.98)
AO2701) > A (g — 1) > Mg > 20 em Be(ay)

1

para todo A > \g = 20—
min{ny, 72}

De fato, denotando d = 3 |1 — 2|, oy = d(z;,T1) e D; = max |z; — z| obtemos que
zely

. a 2
d(x,t) = n@)—=sl|v—a"—pt2+ M
( ) ()p(xj)2| J|
a
gmmﬁ—W+M (2.99)
a
< ¥€2—5t2+M

J
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e, também, que

¢, t) = n(:v)w o — x| — B2+ M

>

> —d?-p2+M

para todo = € Be(x;) e {j,1} = {1,2}, com ¢ < d.

Consequentmente, encontramos que

2 2
P2 — 1 > a (d——E—Q> = em DBg(z1)

D2 of

? €
] L Be(z2).
01— P2 >a (D% a%) 7y em (x2)

. . . doa dao
Para que 1, e 1 sejam positivos, basta tomar ¢ < min {D—;, D_l}' ]

(2.100)

(2.101)

Corolario 2.1. Sobre as mesmas hipdteses do Teorema 2.1, dado m € R, existe C = C(m) >

0, so >0 e Ao > 0 tal que, para todo p € L=(R2), com ||p|| < m, vale

2
2 . 2 5
P (wh ‘ + HPd) wk ‘ + [Jw®

;(‘ F gy 17 ] g + I lo)

2 2

a k
< C’Z / 29" |Lyul® + s/\/ ay :

k=1 \’@ i ov

para todo u € X, X > Ay € § > .

Prova. Lembrando que definimos L,(u) = u"” — aAu + pu em (2.34]), temos que
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2
= C / 2595 | L(u;)|?
0 2: g | L(uy)]

J

= oy [ e |Lp<uj>—pujr2)
j=1 \’@
2
< C /625”? |L (u~)|2—i-|pu»|2
; Q Y ! (2.103)
< 0/ L) + Cm? [ |w*|”
0 Qo

IA
Q
S
@
o
@
hS)
Ed
h
bS]
<
~—r
T
_l’_
\)
V2]
w
>
w
S
—~
ko
~
w
ko
[

IN
Q
—
m[\)
%?T‘
=
=
S
+
|
B
_z

para todo s > s = 2Cm?2.
Usando ([2.103]) no Teorema 2.1, obtemos, apds absorvermos o segundo termo da direita
da ultima desigualdade pelo lado esquerdo de (2.48)), o resultado desejado. m
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Capitulo 3

Problema Inverso

Neste capitulo, aplicaremos a desigualdade de Carleman para obter uma estimativa
que nos mostrard que o do problema inverso estd bem posto. Com isto, finalizaremos a
demonstracao da estabilidade do problema inverso de retomar o potencial p envolvido na
equacao , caracterizado pela aplicacao
ou

ple V> a2 : (3.1)
v I'x(0,T)

E verdade (ver[7, 15]) que, dados a(x), uma funcao definida por partes constantes e

p € L>®(Q), a equagao

' —div(a(x)Vu) + p(z)u = g(z,t) em  Qx(0,7)
u=nh sobre T' x (0,7) (3.2)
u(0) = up, v/ (0) = uy em
possui solugao tnica na classe u = u(p) € C([0,T]; H(Q)) N C'([0, T); L*(Q2)), sempre que
h(-,0) =upem ' e

g € LY0,T; L*Q)), he L*0,T;L*()), uo€ HY(Q) e wu € L*Q). (3.3)

Além disso, tal solugcdo depende continuamente dos dados iniciais e é tal que % €

L2(0,T; L2(T)).
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Conhecedores da existéncia de solucao para o problema acima, para verificar que o

problema
Y — div(a(x)Vy) + p@)y = F@R@, 1) em  Qx (0,T)
y=0 sobre T x (0,7) (3.4)
y(0) =4,y (0) =y em  Q
também possui solugao unica, basta tomar o produto f(z)R(z,t) em L'(0,T; L*(2)), o

que acontece se f € L*() e R € H(0,T; L>(Q)).

3.1 Estimativa

Observemos que a unicidade da solucao em (3.4) nos permite definir a aplicacao

dy
-7 7 3.5
fla = 50| (35
pois, se f = g, o problema em questao terd a mesma solucao e, consequentemente,
oy oy
— = — 3.6
5| =500 (3.

Mostraremos a estabilidade desta aplicacao a fim de obter uma estimativa que nos levara

a estabilidade do problema inverso.

Teorema 3.1. Seja €2y C €2 um conjunto aberto, limitado e fortemente convexo com fronteira

[y de classe C* e a1 > ay > 0. Dados x1,29 € Q, seja R; = sup{|z —y;(z)];z € Qa},

Jj = 1,2, onde y; é definido como em (2.10) com zy = x;. Sejam «o; = d(x;,I'),
_ Ri+ai1 Ro+to .

Dy = max{=%, 2252} e v, 8 satisfazedo (2.18), (2.54), (2.60) e (2.71). Se

M ay
ﬁ<_7 HPH ) §m7 T>D0 )
T2 Lo (Q) \/ 8 (3.7)
Re HY(0,T;L>(R)) e 0<r<|R(x.0)| gs. .

entdo existe C' > 0 tal que, para todo f € L*(Q), a solugao y de (3.4) satisfaz

oy 2
a9 —

2
12y < € [farg?

(3.8)

H(0,T5L2(T)) ‘

47



Prova. Para cada f € L?(Q) e R € H'(0,T; L>=(Q)), seja y a solugao de (3.4). Tomemos a
extensao par de R e y ao intervalo (—7,7). Assim, chamando z =y e derivando (3.4]), em

t, vemos que z satisfaz a seguinte equacao:

(

2" —div(a(z)Vz) +p(z)z = f(x)R'(z,t) em  Q

z2=0 sobre X
(3.9)

2(0) =0 em )

\ 2'(0) = f(x)R(x,0) em .

Multiplicando (3.9)), por 2’ e integrando em £, encontramos que

1d ’ 2 1d 2
A MGy A a(z) [V2(1) 2dt‘v

Integrando de 0 a t, por 3, temos que
/ 2 1 2 1 2 1 / 2
[ J@R @O +510F = 5 [ a@ Va0 + 5| Va@=0] +5 1)

_ /Q F@R @070, (3.10)

2

1 2 Cl 2
> ! 1

1 / 2 C 2
> el

(3.11)
pois a(z) > Cy. Logo,

0P+ 5108 < [ [ roREs e+ 512 0P

. //\f 2 ds + & //|R’xs |ds+;\ (o)
< G5 [ [ 1RG0 6+ 3 [ 176R
<

T 2 2
Ty + 5 [ 1RGP O ds + 3 10l oo
0

IN

1 t
Clifll +3 | IR 1) ds.
(3.12)
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Aplicando a desigualdade de Gronwall (ver Lema em (3.12) obtemos que

1 2 C 2 2 YR (2.5)%ds
L0 + S0P < Ol e
S C HinQ(Q) €||R/(-'l‘,t)HH1(07T;Loo<Q> (313)
2
< Oy

Integrando (3.13) de —T" a T', concluimos que

HzHHl(—T,T;LQ(Q)) <C HfHL2(Q) : (3.14)

Para aplicar a desigualdade de Carleman, precisamos de uma solucao da equacao da
onda que se anule em ¢ = £7". Assim, para 0 < 0 < T consideremos a fungao 6 € C§°(—1,T)
tal qud]

0<6<1 e O(t)=1,Vte (-T+4T-9), (3.15)

e definamos v = 0z. E facil ver que v satisfaz a equacao

(

V" — div(a(z)Vv) + p(x)v = 0f ()R (x,t) +20'y" + 6"y em  Q
v=0 sobre X
(0) = 0 em 0 (3.16)
v'(0) = f(x)R(x,0) em )
\ v(£T) =0'(£T) =0 em ()

Tomemos 7 = 1,2, e denotemos ¥ a funcao como definida em ([2.10) e ¢ a funcao peso

correspondente ao ponto x; € €2;. Notemos que

o(x,t) = n(x)e(z) |z —zo)* = B2+ M < nlx)e() |z — x> + M = ¢(z,0),

(3.17)
para todo (z,t) em (=7,7T) x 2. Como
|z — 5| — [y(z) —z] < |z —a;+7@) -z = pa) (3.18)
implica
ol < ln il R e, (3.19)
IO<I) P(x) Qy

1Uma funcio desse tipo j4 foi apresentada no Exemplo
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entao, pela escolha de 7" > Dy, /% ,

a ) 2
O, £T) = nla)—s |v — aof* — 872 + M
p(x)? (3.20)
< @D} -BT*+M < M < ¢(z,0) Vo eQ.
Logo, para 6 > 0 pequeno o suficiente, é também verdade que
d(z,t) < M < ¢(z,0) VxeQ, Vte|[-T,-T+ulT—4T). (3.21)

De agora em diante, denotaremos a constante genérica C' dependendo apenas de

O, T,06,0,x1,22,0,80 € A\g, mas indepedente de s > sg e A < Ag.

Por (3.7), (3.14) e, como f € L*(), temos que o lado direito da igualdade (3.16)),

pertence a L?(Q)). Definindo ¢ = €?, w; = e**v; como na prova do Teorema e observando

(3.16)), verificamos que v € X. Assim, temos permissao para utilizar o Corolério para o

problema ((3.16)).

Ainda como na prova do Teorema 2.1, temos P (w) = w” — aAw + s \?¢*E(¢)w. Por

(3-16))-, obtemos

1d
— 24y2 2
(Prwis 05 rgyeny) = / <2dt’ wjl" + J2dt s +8A/ B g I ”')

1

2 1

= 5w _aj§||wj( )+ 232 / / (6,)6° 7 [,

Ly 2 213 3012

5 [W50)]" = Cs?A o lwl?,

-TJQ;
(3.22)
Como w'(0) = 6890(0)1;/(0) = esap(O)f(x)R(x, 0) e |R(x,0)| > r, temos, por (3.22)), que
s 2
> (<P1 ;) 5) 2 r0yxa) +032/\3/ / ? ] > > /Q‘e A0 f(x)R(x,0)|
j=1
2 [ |
Q

Vv

v

(3.23)

2Tal escolha ainda é possivel considerando ([2.54)) e (2.71)
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Para aplicar a Desigualdade de Carleman (Corolario [2.1]), consideramos as fungdes peso
1 € o, associadas a x; e g € )y, respectivamente. Aplicando (3.23)) para wé? = es‘pkvj,

7 = 1,2, conseguimos que

i<<P1<w}->:<w§>’>Lz«_T,o>mj>+082A3 /T / (v )MI) > 12 / 2O f (@)

" J (3.24)

> (A0 ey + 000 [ [ M) = [ 0o

" (3.25)

e

Somamos ([3.24]) e (3.25)) obtemos que

7,,2/ <e2sap1(0)+623<p2(0)> |f<1‘)’2
Q

2
< 0 (Bl atwk>L2( ~T,0)x +82)\3/ / )
k=1
2
= ¢ le HLQ( T,0)x9;) ||8twkHL2 —T,0)xQ; +82)\3/ / k‘)
7,k=1
2
f P
: Ojkzl L2(( T,0)%0;) ”@t f“m( ~T0)x9;) +82)‘3/ / )
o
= % Z1 ( ‘ LQ(( T,0)x ;) + Hatwk””( —T,0)x€; +83>\3/ / ‘ )
Jik
o
= ﬁjzl< L2(( T,0)x92;) H JHQ " )
2 2 LA 2 k
= \/g 1 () ‘LQ(Qo) ‘ 2 @ HLZ(QO)+Hw HQO,@’“)'
(3.26)
Agora, aplicando o Corolario 2.1, encontramos que
dwk |?
7“2/Q <625@1(0)—|—628¢> )]f < \/_Z (/ 2s¢F |L]Dfu‘2—|—s)\/+ gp aQa—UL >
(3.27)
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Por outro lado, como § < 1 e, em [T 4 6,T — 4], 8’ = 0 entao, das estimativas (3.14)),

(3.17) e (3.21)), obtemos, para k = 1,2

/ e | L) = / e |OfR +20'y" + 0"y |
Q Q

< 0/625¢k |f]2|R’]2+C/625¢k (10 + 162
Q Q

256 (0) | £12 | /(2 - g 2seMM /2 2
< o [ &0 IR + ¢ + e C’<|z|+|z|>
Q =T T—6 Qo
s k Se}\]\/[

< ClRlgramon, | O+ CE ol pro
s k Se)\]\/f
< [ O 0 g
Q
ooy
Q
(3.28
ow* 0
De (3.27) e (3.28)), lembrando que Eﬁk CYparak=12e ai o' | 2= em %,
1% 14

obtemos que

2 /Q <e2ss01(0)+62w2(0)> )P
< \/—Z</ 2t ()|+s)\/+90k 2)
\/—Z</ 22800 | () ? +S>\/ 25" 2)
ov|?

251 (0) 252(0) 2 25! 2 25<p
—\/E/Q<e +e >|f(x)| —I—C\/E)\/Z(goe + e )‘aQ—ay‘
(3.29)

ow*
g ——

ov

ov
a9 —

ov

VAN

IN

2 o
Tomando s > sy = (%) , 0 termo da esquerda pode absorver o primeiro termo da

direita. Observando que

[ (=0 =) = [ (2504 2500) L)

v

| (2536 0) + 2522(0)) I @) (3.30)
> 203 [ 1)l
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concluimos que

o |?

ag—~—

/|f(x)|2 < %/(SD o25¢" T2 zs<p> o

Assim, fixando s¢ > sg e A\g > Ag, como ¢, e 0 sao limitadas em X e a 2 ¢ uma extensao

par com respeito a t € [T, T], de (3.31]), concluimos que

Juer<S [ oo (w2)[

O que prova o resultado. m

(3.31)

[

3y

<
¢ 81/

(12 < C (332)

H'(0,T;L2(T))

3.2 Estabilidade e Unicidade do Problema Inverso

Finalmente, cumpriremos a meta deste trabalho: mostrar a unicidade e estabilidade do

problema inverso. Em outras palavras:

Teorema 3.2. Seja 2y C Q um conjunto aberto, limitado e fortemente convexo com fronteira
[y de classe C* e a; > ay > 0. Existe Ty > 0 tal que, dado T > Ty, se p € L>®(R),
up € HY(Q), uy € L*(Q) e r > 0 satisfazem

o |up(z)| > r >0 quase sempre em Q,
u(p) € HY(0,T; L=(Q)),
entdo, dado um conjunto limitado U C L>®(SY), existe uma constante
C= C(ah az, Qb QZ) T, HPHLoo(Q) s Hu(p>HH1(O7T;Loo(Q)) ,U, 7“) >0 tal que

du(p) _ dulq)
ov > v

a2

(3.33)

HP—QHL2(Q) <C .
H(0,T5L%(T))

para todo ¢ € U, onde u(p) e u(q) sao solugoes de (2.2)) com potencial p e q, respectivamente.

Prova. Seja y = u(q) — u(p). Fazendo a diferenga entre (2.2)), em relagao a u(q) e u(p),
temos que ¥’ — div(a(z)Vy) +qu(q) —pu(p) = 0, tomando f = p—q e R = u(p), encontramos
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( y' — div(a(z)VYy) + qy = f(z)R(z,t) em Qx(0,7)
y=20 sobre I'x (0,7 (3.34)
y(0)=0 em ()

L y'(0)=0 em (.

Como, por hipétese, R(x,t) = u(p) € H'(0,T; L>(Q)) e |R(z,0)| = |u(z,0)] > r > 0,
dado qualquer U C L*°(Q2) limitado por uma constante m com p € U, tomando Ty = Dy, /%
como feito no Teorema 3.1, concluimos a prova. m
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