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mostrar o caminho mais fácil, mas o melhor. Por ter gasto uma de suas fichas.
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Resumo

Considerando uma equação da onda de transmissão em dois domı́nios imersos em ℝ2,

onde a velocidade é a1 > 0 no domı́nio interior e a2 > 0 no domı́nio exterior, provamos

uma desigualdade de Carleman global para este problema sobre a hipótese de o domı́nio

interior ser fortemente convexo e a1 > a2. Como consequência dessa desigualdade, são

obtidas a unicidade e a estabilidade lipschitziana para o problema inverso de retomar um

potencial estacionário para a equação da onda com dados de Dirichlet e coeficiente principal

descont́ınuo. Estes dois resultados são obtidos a partir de um único dado (dependente do

tempo) de Neumann na fronteira.
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Abstract

We consider a transmission wave equation in two embedded domains in ℝ2, where

the speed is a1 > 0 in the inner domain and a2 > 0 in the outer domain. We prove a

global Carleman inequality for this problem under the hypothesis that the inner domain is

strongly convex and a1 > a2. As a consequence of this inequality, uniqueness and Lipschitz

stability are obtained for the inverse problem of retrieving a stationary potential for the

wave equation with Dirichlet data and discontinuous principal coefficient from a single time

dependent Neumann boundary measurement.
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Notações e Simbologias

∙ ∣⋅∣ designa a norma em L2.

∙ ∥⋅∥ designa a norma em H1
0 .

∙ ∇ designa o gradiente da função.

∙ Δ =
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

designa o operador laplaciano.

∙ D2(f) = (fij) designa a matriz hessiana de entrada fij =
∂2f

∂xi∂xj
.

∙ D2(f)(v, v) =
n∑

i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
vivj designa o produto da hessiana pelo vetor v2.

∙ ↪→ designa a imersão cont́ınua.

∙ c
↪→ designa a imersão compacta.

∙ C, quando não especificada, é uma constante positiva e arbitrária.

∙ ′ = ∂t =
∂

∂t
designam a derivada em relação ao tempo.
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Introdução

A partir de certo estágio do desenvolvimento da sociedade humana, o conhecimento

tornou-se cada vez mais compartimentado. Primeiramente, a ciência é separada em grandes

áreas: culturais, biomédicas e exatas. Estas, por sua vez, subdividem-se em dois grandes

grupos: ciências básicas e aplicadas; para se subdividirem mais ainda. Por exemplo, nas

áreas de ciências exatas tem-se a matemática, a f́ısica e a qúımica (como exemplos de

ciências básicas) e as engenharias, geociências e astronomia podem ser encaradas como

áreas de aplicação destas ciências. Todavia, cada uma destas ciências, sejam básicas e/ou

aplicadas, também podem ser subdivididas em pura e tecnológica, teórica e experimental.

O conhecimento humano é hoje um grande mosaico de especialidades. Há, porém, áreas

de estudo que requerem conhecimento de várias especialidades: são as áreas (ciências)

multidisciplinares. Problemas inversos (PIs) são exemplos de área multidisciplinar.

É creditado ao astrof́ısico georgiano Viktor Amazaspovich Ambartsumian como aquele

que cunhou a expressão problema inverso (PI). Uma definição bastante abrangente, porém,

é apresentada no livro de Engl et al. (ver [9]): “Resolver um problema inverso é determinar

causas desconhecidas a partir de efeitos desejados ou observados”. Ainda, é atribúıdo a

Oleg Mikailivitch Alifanov, proeminente pesquisador russo na área de problemas inversos,

a afirmação “a solução de um problema inverso consiste em determinar causas baseado na

observação dos seus efeitos”. Mais à frente, veremos que este trabalho, que tem como objetivo

a resolução de um problema inverso, não deixa de se encaixar nesses aspectos.

Matematicamente, problemas inversos pertencem à classe de problemas mal-postos. No

ińıcio deste século o matemático francês Jacques Hadamard definiu um problema bem posto
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como sendo aquele cumpre as três condições abaixo:

∙ Existe solução;

∙ A solução é única;

∙ A solução tem uma dependência cont́ınua (suave) com os dados de entrada.

Assim, o problema é dito mal posto se alguma das condições acima não é satisfeita.

Em geral, nenhuma das condições de Hadamard é satisfeita num problema inverso!

Exemplos simples podem ser usados para ilustrar os conceitos acima. Considere a solução

da equação do 1o grau:

2x− 4 = 0

o problema (direto) algébrico acima tem solução única: x = 2. O problema algébrico inverso

ax+ b = 0

com x = 2, não apresenta solução única. O problema de estabilidade é exemplificado por

uma equação algébrica do 2o grau:

ax2 − 2x+ 1 = 0

que para a = 1, possui as seguintes soluções: x1 = x2 = 1. Introduzindo um erro de 1%

no coeficiente a, isto é, a = 1, 01, as soluções da equação tornam-se: x1,2 = 1 ± (0, 1)i,

sendo i a unidade dos números imaginários. Ou seja, 1% de rúıdo e a equação não tem mais

solução em ℝ. Neste trabalho veremos que conseguimos deslocar o potencial p em um aberto

U ⊂ L∞(Ω) ainda mantendo a estabilidade do problema com o qual p está envolvido.

Os PIs emergiram como uma nova área da ciência devido a sua importância cient́ıfica,

econômica, social e mesmo poĺıtica. Um exemplo disso é o telescópio espacial Hubble que

levou cerca de 10 anos para ser constrúıdo e custou cerca de US$ 10 bilhões. Depois de seu

lançamento notou-se que as imagens produzidas não tinham a nitidez desejada(projetada).

O problema apresentado na fabricação das lentes do telescópio tem sido solucionado por
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software (métodos matemáticos de PIs - ver Hanisch e White, 1993). Lembramos a revolução

na medicina - e na sociedade, desde a introdução da tomografia computadorizada, um clássico

problema inverso. Centenas de exemplos podem ser citados. O conteúdo deste trabalho é

um bom exemplo da importância cient́ıfica e econômica dos problemas inversos, com sua

aplicação em um problema geof́ısico.

A prospecção śısmica baseia-se no fato das ondas śısmicas se moverem com velocidades

diferentes em rochas diferentes. A partir da libertação de energia śısmica num ponto e da

observação dos tempos de chegada destas ondas a um número de outros pontos à superf́ıcie

da terra, é posśıvel determinar a distribuição da velocidade e localizar interfaces subterrâneas

onde as ondas são refletidas ou refratadas. Trata-se de um método utilizado extensivamente

na prospecção de hidrocarbonetos (petróleo, gás natural) e de outros recursos minerais

como carvão, minérios metálicos e energia geotérmica. É ainda utilizado em estudos básicos

sobre a natureza e origem das rochas que compõem a crosta terrestre, em estudos de águas

subterrâneas e estudos ambientais.

Equações da onda com coeficientes variáveis surgem naturalmente em modelagem

matemática de meios não-homogêneos em mecânica sólida, eletromagnetismo, fluxo de fluidos

através de meios porosos (por exemplo, modelar o movimento de ondas em um gás não-

homogêneo, ver [22] e [8] ), e em outras áreas de f́ısica e engenharia. Considere a seguinte

equação da onda

u′′ − div(a(x)∇u) + pu = f.

Dizemos que esta possui um coeficiente descont́ınuo, quando o coeficiente a(x) apresenta

descontinuidade enquanto função.

O problema inverso de recuperar coeficientes de uma equação da onda que possui

coeficientes descont́ınuos utilizando valores obtidos na fronteira nasce naturalmente na

geof́ısica, mais precisamente, na prospecção śısmica das camadas interiores da Terra (ver

[11]). Ao analizar ondas oriundas do interior da Terra, sejam de ocorrência natural ou

obtidas artificialmente, é fato que a análise de uma grande quantidade de ondas pode trazer

uma considerálvel quantidade de informação. Aqui, desenvolveremos um resultado que pode
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ser visto como a situação em que uma única onda que se propaga pela Terra é considerada:

o caso onde um único valor particular é dispońıvel na fronteira.

Considere dois domı́nios abertos diferentes de modo que um esteja imerso

compactamente no outro, onde os coeficientes de velocidade são a1 > 0 no domı́nio interior

e a2 > 0 no exterior. A estabilidade do problema inverso que estudaremos aqui será obtida

por uma desigualdade de Carleman para a equação da onda com coeficientes descont́ınuos.

Provaremos a desigualdade de Carleman no caso em que o domı́nio interior é fortemente

convexo e a velocidade é monotonicamente decrescente das camadas exteriores para as

interiores, isto é, a1 > a2. Esta última situação é, na verdade, o caso geral na Terra.

A escolha da monotonia estabelecida sobre as velocidades e da convexidade do domı́nio

interior são necessárias para garantir que qualquer raio vindo deste seja capaz de atravessar

a fronteira em direção ao domı́nio exterior. Com a ajuda da Lei de Snell, também conhecida

como Lei de Snell−Descartes ou, simplesmente, Lei de Refração, que nos dá uma relação

entre os ângulos de incidência e refração do raio e suas velocidades em cada meio, mais

especificamente, a razão entre os senos do ângulo de incidência e do ângulo de refração é

equivalente à razão das velocidades nos dois meios, verificamos tal necessidade.

Observemos as figuras abaixo.

Figura 1: Caso 1 Figura 2: Caso 2 Figura 3: Caso 3

No caso 1, a1 > a2 implica sen(�1) > sen(�2), onde �1 e �2 são os ângulos de incidência

e refração, respectivamente, dos raios incidentes vindos do domı́nio interior. Isto faz com
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que estes raios, após atravessar a interface, se aproximem da normal desta última. Da

mesma forma, no caso 2, se a1 < a2, pela Lei de Snell, o resultado contrário ocorre, isto é,

o raio tende a se afastar da normal, o que pode ocasionar a reflexão do raio. Tal situação

não seria interessante, pois nos privaria de informação sobre o comportamento do raio no

domı́nio exterior e na fronteira. Finalmente, a convexidade evita raios aprisionados, conforme

podemos ver no terceiro caso.

É posśıvel observar uma certa relação entre este trabalho e controlabilidade exata

ou decaimento da energia para a equação da onda com coeficientes descont́ınuos. A

Desigualdade de Carleman global que obtemos, imediatamente implica um caso particular de

um conhecido resultado de controlabilidade exata para a equação da onda de transmissão.

Grosseiramente falando, o resultado de [14] afirma que é posśıvel controlar ondas vindas

do interior de um sistema composto de camadas - este trabalho é um exemplo de tal

sistema - , se a velocidade é monotonicamente crescente na direção das camadas interiores

e o domı́nio é estrelado, uma hipótese mais fraca que convexidade estrita. Ainda, se

a monotonia é invertida, há soluções não controláveis com energia concentrada perto da

interface (ver [5, 17]).

Neste trabalho iremos considerar o caso de um coeficiente descont́ınuo que é constante

em cada subdomı́nio (i.e. a1 e a2 constantes). Iremos, de fato, concentrar nossa discussão

na principal dificuldade: a descontinuidade na interface. Contudo, podeŕıamos também

considerar coeficientes variáveis a1(x) e a2(x) tais que seus traços na interface são constantes,

sobre suposições adicionais a respeito da limitação do termo ∇aj, como a que aparece em

[12].

O conteúdo a ser apresentado nos caṕıtulos a seguir é baseado no artigo “A global

Carleman estimate in a transmission wave equation and application to a one-measurement

inverse problem”, publicado em 2007 como fruto da pesquisa de Alberto Mercado, Axel Osses

e Lucie Baudouin (ver [2]).

A prinćıpio, com o intuito de tornar a leitura deste trabalho mais independente,

apresentaremos um primeiro caṕıtulo de noções básicas sobre os espaços utilizados no
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decorrer do texto, a saber, espaços LP e espaços de Sobolev. Ainda neste caṕıtulo,

introduziremos alguns resultados preliminares que serão necessários durante os dois caṕıtulos

seguintes. O caṕıtulo 2 será reservado ao extenso processo de obtenção da desigualdade de

Carleman, desde a construção do peso, obtenção de estimativas e encerrando-se na prova da

desigualdade em si. Já o terceiro, e último, momento, culminará na resolução do problema

inverso. Com isto, teremos finalizado nosso trabalho.

Agora que nos familiarizamos com a motivação e a intenção deste trabalho, prossigamos

na agradável exposição dos caṕıtulos seguintes.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo relembraremos alguns resultados essenciais à continuidade do trabalho.

Em primeiro momento, apresentaremos um breve compêndido sobre a teoria de espaços Lp e

espaços de Sobolev. Em seguida, será feita uma enumeração de resultados a serem utilizados

no decorrer do texto.

1.1 Espaços Funcionais

Dados Ω ⊂ ℝn um aberto e uma função cont́ınua f : Ω −→ ℝ, define-se suporte de f, e

denota-se por supp(f), o fecho em Ω do conjunto {x ∈ Ω; f (x) ∕= 0} . Assim, supp(f) é um

subconjunto fechado de Ω.

Uma n-upla de inteiros não negativos � = (�1, ..., �n) é denominada de multi-́ındice e

sua ordem é definida por ∣�∣ = �1 + ...+ �n.

Representa-se por D� o operador de derivação de ordem ∣�∣ , isto é,

D� =
∂∣�∣

∂x�1
1 ...∂x

�n
n

.

Para � = (0, 0, ..., 0) , define-se D0u = u, para toda função u.

Por C∞0 (Ω) denota-se o espaço vetorial, com as operações usuais, das funções

infinitamente diferenciáveis definidas, e com suporte compacto, em Ω.

Um exemplo clássico de uma função de C∞0 (Ω) é dado por
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Exemplo 1.1. Seja Ω ⊂ ℝn um aberto tal que B1 (0) = {x ∈ ℝn; ∥x∥ < 1} compactamente

contido em Ω. Consideremos f : Ω −→ ℝ, tal que

f (x) =

∣∣∣∣∣∣ e
1

∥x∥2−1 , se ∥x∥ < 1

0, se ∥x∥ ≥ 1
,

onde x = (x1, x2, ..., xn) e ∥x∥ =

(
n∑
i=1

x2
i

) 1
2

é a norma euclidiana de x. Temos que

f ∈ C∞ (Ω) e supp(f) = B1 (0) é compacto, isto é f ∈ C∞0 (Ω) .

Definição 1.1. Diz-se que uma sequência ('n)n∈ℕ em C∞0 (Ω) converge para ' em C∞0 (Ω) ,

quando forem satisfeitas as seguintes condições:

(i) Existe um compacto K de Ω tal que supp(') ⊂ K e supp('n) ⊂ K, ∀ n ∈ ℕ,

(ii) D�'n → D�' uniformemente em K, para todo multi-́ındice �.

Observação 1.1. É posśıvel (ver [21]) dotar C∞0 (Ω) com uma topologia de forma que a

noção de convergência nessa topologia coincida com a dada pela Definição 1.1.

O espaço C∞0 (Ω), munido da convergência acima definida, será denotado por D (Ω) e

denominado de Espaço das Funções Testes sobre Ω.

Uma distribuição (escalar) sobre Ω é todo funcional linear cont́ınuo sobre D (Ω) . Mais

precisamente, uma distribuição sobre Ω é um funcional T : D (Ω) → ℝ satisfazendo as

seguintes condições:

(i) T (�'+ � ) = �T (') + �T ( ) , ∀ �, � ∈ ℝ e ∀ ',  ∈ D (Ω) ,

(ii) T é cont́ınua, isto é, se ('n)n∈ℕ converge para ', em D (Ω) , então (T ('n))n∈ℕ converge

para T (') , em ℝ.

É comum denotar o valor da distribuição T em ' por ⟨T, '⟩ .

O conjunto de todas as distribuições sobre Ω com as operações usuais é um espaço

vetorial, o qual representa-se por D′ (Ω) .

Os seguintes exemplos de distribuições escalares desempenham um papel fundamental

na teoria.
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Exemplo 1.2. Seja u ∈ L1
loc (Ω) . O funcional Tu : D (Ω)→ ℝ, definido por

⟨Tu, '⟩ =

∫
Ω

u (x)' (x) dx,

é uma distribuição sobre Ω univocamente determinada por u (ver [18]) . Por esta razão,

identifica-se u à distribuição Tu por ela definida e, desta forma, L1
loc (Ω) será identificado a

uma parte (própria) de D′ (Ω) .

Exemplo 1.3. Consideremos 0 ∈ Ω e o funcional �0 : D (Ω)→ ℝ, definido por

⟨�0, '⟩ = ' (0) .

Em [18], vê-se que �0 é uma distribuição sobre Ω. Além disso, mostra-se que �0 não é definido

por uma função de L1
loc (Ω) .

Definição 1.2. Diz-se que uma sequência (Tn)n∈ℕ em D′ (Ω) converge para T em D′ (Ω) ,

quando a sequência numérica (⟨Tn, '⟩)n∈ℕ convergir para ⟨T, '⟩ em ℝ, para toda ' ∈ D (Ω) .

Definição 1.3. Sejam T uma distribuição sobre Ω e � um multi-́ındice. A derivada D�T

(no sentido das distribuições) de ordem ∣�∣ de T é o funcional definido em D (Ω) por

⟨D�T, '⟩ = (−1)∣�∣ ⟨T,D�'⟩ , ∀' ∈ D (Ω) .

Observação 1.2. Decorre da Definição 1.3 que cada distribuição T sobre Ω possui derivadas

de todas as ordens.

Observação 1.3. D�T é uma distribuição sobre Ω, onde T ∈ D′ (Ω) . De fato, vê-se

facilmente que D�T é linear. Agora, para a continuidade, consideremos ('n)n∈ℕ convergindo

para ' em D (Ω) . Assim, ∣⟨D�T, 'n⟩ − ⟨D�T, '⟩∣ ≤ ∣⟨T,D�'n −D�'⟩∣ → 0, quando

n→∞.

Observação 1.4. Vê-se em [19] que a aplicação D� : D′ (Ω)→ D′ (Ω) tal que T 7→ D�T é

linear e cont́ınua no sentido da convergência definida em D′ (Ω) .
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Dado um número inteiro m > 0, por Wm,p (Ω) , 1 ≤ p ≤ ∞, representa-se o espaço de

Sobolev de ordem m, sobre Ω, das (classes de) funções u ∈ Lp (Ω) tais que D�u ∈ Lp (Ω),

para todo multi-́ındice �, com ∣�∣ ≤ m. Wm,p (Ω) é um espaço vetorial, qualquer que seja

1 ≤ p <∞.

Munido das normas

∥u∥Wm,p(Ω) =

⎛⎝∑
∣�∣≤m

∫
Ω

∣D�u (x)∣p dx

⎞⎠ 1
p

, quando 1 ≤ p <∞

e

∥u∥Wm,∞(Ω) =
∑
∣�∣≤m

sup ess
x∈Ω

∣D�u (x)∣ , quando p =∞,

os espaços de sobolev Wm,p (Ω) são espaços de Banach (vide [19]).

Observação 1.5. Quando p = 2, o espaço Wm,2 (Ω) é denotado por Hm (Ω) , o qual munido

do produto interno

(u, v)Hm(Ω) =
∑
∣�∣≤m

∫
Ω

D�u (x)D�v (x) dx

é um espaço de Hilbert.

Consideremos no nosso trabalho o subespaço de H1 (0, L) definido por

V =
{
u ∈ H1 (0, L) ; u(0) = 0

}
.

Em [18] demonstra-se que a norma do gradiente e a norma do H1 (0, L) são equivalentes

em V . Assim, consideraremos V munido do produto interno e norma dados respectivamente

por

((u, v)) = (ux, vx) , ∥u∥2 = ∣ux∣2 ,

onde (⋅, ⋅) e ∣⋅∣ denotam, respectivamente, o produto interno e a norma em L2 (0, L) .

Dado um espaço de Banach X, denotaremos por Lp (0, T ;X) , 1 ≤ p <∞, o espaço de

Banach das (classes de) funções u, definidas em ]0, T [ com valores em X, que são fortemente

mensuráveis e ∥u (t)∥pX é integrável a Lebesgue em ]0, T [ , com a norma

∥u (t)∥Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

∥u (t)∥pX dt
) 1

p

.
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Por L∞ (0, T ;X) representa-se o espaço de Banach das (classes de) funções u, definidas em

]0, T [ com valores em X, que são fortemente mensuráveis e ∥u (t)∥X possui supremo essencial

finito em ]0, T [ , com a norma

∥u (t)∥L∞(0,T ;X) = sup ess
t∈]0,T [

∥u (t)∥X .

Observação 1.6. Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço L2 (0, T ;X) é um

espaço de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(u, v)L2(0,T ;X) =

∫ T

0

(u (t) , v (t))X dt.

Consideremos o espaço Lp (0, T ;X), 1 < p <∞, com X sendo Hilbert separável, então

podemos fazer a seguinte identificação

[Lp (0, T ;X)]′ ≈ Lq (0, T ;X ′) ,

onde (1/p) + (1/q) = 1. Quando p = 1, faremos a identificação[
L1 (0, T ;X)

]′ ≈ L∞ (0, T ;X ′) .

Essas identificações encontram-se detalhadamente em [16].

O espaço vetorial das aplicações lineares e cont́ınuas de D (0, T ) em X é denominado de

Espaço das Distribuições Vetoriais sobre ]0, T [ com valores em X e denotado por D′ (0, T ;X) .

Definição 1.4. Dada S ∈ D′ (0, T ;X), define-se a derivada de ordem n como sendo a

distribuição vetorial sobre ]0, T [ com valores em X dada por〈
dnS

dtn
, '

〉
= (−1)n

〈
S,
dn'

dtn

〉
, ∀ ' ∈ D (0, T ) .

Exemplo 1.4. Dadas u ∈ Lp (0, T ;X) , 1 ≤ p < ∞, e ' ∈ D (0, T ) a aplicação

Tu : D (0, T )→ X, definida por

Tu (') =

∫ T

0

u (t)' (t) dt,

integral de Bochner em X, é linear e cont́ınua no sentido da convergência de D (0, T ), logo

uma distribuição vetorial. A aplicação u 7→ Tu é injetiva, de modo que podemos identificar

u com Tu e, neste sentido, temos Lp (0, T ;X) ⊂ D′ (0, T ;X) .

11



Consideremos o espaço

Wm,p (0, T ;X) =
{
u ∈ Lp (0, T ;X) ; u(j) ∈ Lp (0, T ;X) , j = 1, ...,m

}
,

onde u(j) representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuições vetoriais. Equipado

com a norma

∥u∥Wm,p(0,T ;X) =

(
m∑
j=0

∥∥u(j)
∥∥p
Lp(0,T ;X)

) 1
p

,

Wm,p (0, T ;X) é um espaço de Banach (vide[1]).

Observação 1.7. Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço Wm,p (0, T ;X) será

denotado por Hm (0, T ;X), o qual, munido do produto interno

(u, v)Hm(0,T ;X) =
m∑
j=0

(
u(j), v(j)

)
L2(0,T ;X)

,

é um espaço de Hilbert. Denota-se por Hm
0 (0, T ;X) o fecho, em Hm (0, T ;X) , de D (0, T ;X)

e por H−m (0, T ;X) o dual topológico de Hm
0 (0, T ;X) .

1.2 Principais Resultados Utilizados

Definição 1.5. Dizemos que um conjunto Ω ⊂ ℝ2 é fortemente convexo se for convexo, isto

é, (1− t)x+ ty ∈ Ω ∀x, y ∈ Ω, e sua fronteira tiver curvatura não-nula em cada ponto.

Lema 1.1 (Desigualdade de Young). Sejam a, b constantes positivas, 1 ≤ p ≤ ∞ e

1 ≤ q ≤ ∞, tais que
1

p
+

1

q
= 1, então

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Prova: Ver [3].

Lema 1.2 (Desigualdade de Hölder). Sejam f ∈ Lp (Ω) e g ∈ Lq (Ω), com 1 ≤ p ≤ ∞ e
1

p
+

1

q
= 1, então fg ∈ L1 (Ω) e

∥fg∥L1(Ω) =

∫
Ω

∣fg∣ ≤ ∥f∥Lp(Ω) ∥g∥Lq(Ω) .
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Prova: Ver [3].

Lema 1.3 (Imersão de Sobolev). Seja Ω um aberto limitado do ℝn com fronteira Γ regular.

(i) Se n > 2m, então Hm (Ω) ↪→ Lp (Ω) , onde p ∈
[
1,

2n

n− 2m

]
.

(ii) Se n = 2m, então Hm (Ω) ↪→ Lp (Ω) , onde p ∈ [1,+∞[ .

(iii) Se n = 1 e m ≥ 1, então Hm (Ω) ↪→ L∞ (Ω).

Prova: Ver [3].

Lema 1.4 (Rellich-Kondrachov). Seja Ω um aberto limitado do ℝn com fronteira Γ regular.

(i) Se n > 2m, então Hm (Ω)
c
↪→ Lp (Ω) , onde p ∈

[
1,

2n

n− 2m

[
.

(ii) Se n = 2m, então Hm (Ω)
c
↪→ Lp (Ω) , onde p ∈ [1,+∞[ .

(iii) Se 2m > n então Hm (Ω)
c
↪→ Ck

(
Ω
)
, onde k é um inteiro não negativo tal que

k < m− (n/2) ≤ k + 1.

Prova: Ver [3].

Lema 1.5 (Gronwall). Sejam m ∈ L1(0, T ;R), m ≥ 0 q.s em (0, T ), C ≥ 0 real constante e

g ∈ L∞(0, T ), g ≥ 0 em (0, T ), tais que:

g(t) ≤ C +

∫ t

0

m(s)g(s)ds ∀t ∈ (0, T ).

Então

g(t) ≤ C.e
∫ t
0 m(s)ds ∀t ∈ (0, T ).

Prova. Ver [18].

Lema 1.6 (Du Bois - Raymond). Seja u ∈ L1
loc(Ω) tal que∫

Ω

u(x)�(x)dx = 0, ∀� ∈ D(Ω),

então u = 0 quase sempre em Ω.
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Prova. Ver [18] ou [6].

Teorema 1.1 (Gauss-Green). Se u ∈ C1(Ω), então
∫

Ω
uxidx =

∫
Γ
u�idΓ para i = 1, 2, ..., n.

Prova. Prova: Ver [3].

Teorema 1.2 (Fórmulas de Green). Se 
 ∈ H2(Ω), então∫
Ω

∇
 ⋅ ∇udx = −
∫

Ω

uΔ
dx+

∫
Γ

u
∂


∂�
ds ∀u ∈ H1(Ω).

Se u, 
 ∈ H2(Ω), então∫
Ω

uΔ
dx−
∫

Ω


Δudx =

∫
Γ

u
∂


∂�
ds−

∫
Γ



∂u

∂�
ds

Prova. Ver [3].

Teorema 1.3. Sejam Ω ⊂ ℝn e f : Ω −→ ℝ uma função diferenciável em Ω. Se ∇f(a) ∕= 0,

então

(i) O gradiente aponta para uma direção segundo a qual a função f é crescente;

(ii) Dentre todas as direções ao longo das quais a função f cresce, a direção do gradiente

é a de crescimento mais rápido;

(iii) O gradiente de f no ponto a é perpendicular à superf́ıcie de ńıvel de f que passa por

esse ponto.

Prova. Ver [13].

Teorema 1.4. Seja I ⊂ ℝ um intervalo. Se 
 : I −→ ℝ2 é uma curva plana 
(t) =

(x(t), y(t)) de classe C2, então

(i) sua curvatura em t ∈ I é dada por

k(t) =
x′y′′ − x′′y′

((x′)2 + (y′)2)3/2
,

(ii) se 
 é a fronteira de um conjunto convexo, então 
 tem cuvatura não-negativa.
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Prova. Ver [4].

Teorema 1.5. (Teorema de Sylvester) Seja M = (aij)i,j=1,2,...,n uma matriz hermitiana. M

é definida positiva se, e somente se, todas suas submatrizes da forma Nr = (ai,j)i,j=1,2...,r,

r ≤ n, tem determinante positivo.

Prova. Ver [10].
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Caṕıtulo 2

Desigualdade de Carleman

Neste caṕıtulo, temos como objetivo a prova da desigualdade de Carleman para o

problema (2.2), definido a seguir, extendido ao intervalo (−T, T ). Este resultado, como

veremos no Caṕıtulo 3, é a base para a resolução do problema inverso, que é o objetivo deste

trabalho. Antes, enunciemos algumas notações e construções necessárias para tal.

Sejam Ω e Ω1 dois subconjuntos abertos e limitados de ℝ2 com fronteiras suaves Γ

e Γ1, respectivamente. Adimitamos que Ω1 é fortemente convexo e Ω1 ⊂ Ω. Definamos

Ω2 = Ω∖Ω1. Ainda, temos que a fronteira de Ω2 é Γ ∪ Γ1.

Definimos também a : Ω1 ∪ Ω2 → ℝ como

a(x) =

⎧⎨⎩ a1, se x ∈ Ω1

a2, se x ∈ Ω2

(2.1)

onde aj > 0 para j = 1, 2.

Consideremos o seguinte sistema associado à equação da onda:

⎧⎨⎩
u′′ − div(a(x)∇u) + p(x)u = 0 em Ω× (0, T ),

u = 0 sobre Γ× (0, T ),

u(0) = u0, u
′(0) = u1 em Ω.

(2.2)

Sabemos que (ver [7, 15]) para cada p ∈ L∞(Ω), u0 ∈ H1
0 (Ω) e u1 ∈ L2(Ω), o problema

acima possui uma única solução na classe u ∈ C([0, T ];H1
0 (Ω)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)).
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A partir de agora, utilizaremos a seguinte notação:

Q = Ω× (−T, T ), Qj = Ωj × (−T, T ) j = 1, 2 ,

Ω0 = Ω1 ∪ Ω2, Σ = Γ× (−T, T ),

Q0 = Ω0 × (−T, T ), Σ1 = Γ1 × (−T, T ),

Figura 2.1: Esquema ilustrativo

e denotaremos uj = u1Qj e �j o vetor normal exterior a Ωj, com j = 1, 2.

Iremos trabalhar com uma formulação equivalente a (2.2).

Proposição 2.1. Para cada f ∈ L2(Ω), u é solução de

u′′ − div(a(x)∇u) + p(x)u = f em Q (2.3)

se, e somente se, para cada j ∈ {1, 2}, uj é solução de

u′′j − ajΔuj + p(x)uj = f1Qj em Qj, (2.4)

satisfazendo as condições de transmissão⎧⎨⎩
u1 = u2 sobre Σ1,

a1
∂u1

∂�1

+ a2
∂u2

∂�2

= 0 sobre Σ1.
(2.5)
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Prova. Dado f ∈ L2(Ω), seja u é solução de (2.3). Notemos que, ao observarmos (2.3)

restrito ao domı́nio Qj, fica claro que uj é solução de (2.4). Percebamos também que u1 e u2

se comportam em Σ1 da mesma forma que u, já que são restrições desta última, que por sua

vez está definida em Σ1. Isto nos conduz a (2.5)1. Observemos ainda que, dada � ∈ D(Ω),

utilizando as Fórmulas de Green (Teorema 1.2), encontramos que∫
Q

div(a∇u)� = −
∫
Q

a∇u∇� +

∫
Σ

�a2∇u2 ⋅ �2. (2.6)

Por outro lado,∫
Q

div(a∇u)� =

∫
Q1

a1Δu1� +

∫
Q2

a2Δu2�

= −
∫
Q1

a1∇u1∇� +

∫
Σ1

�a1∇u1 ⋅ �1 −
∫
Q2

a2∇u2∇� +

∫
Σ1∪Σ

�a2∇u2 ⋅ �2

= −
∫
Q

a∇u∇� +

∫
Σ1

� (a1∇u1 ⋅ �1 + a2∇u2 ⋅ �2) +

∫
Σ

�a2∇u2 ⋅ �2.

(2.7)

Comparando (2.6) e (2.7), obtemos, pelo Lema de Du Bois - Raymond (ver Teorema 1.6), a

condição (2.5)2. Suponhamos agora que uj é solução de (2.4) satisfazendo (2.5). É claro que

u é solução de (2.3) pois, para toda � ∈ D(Ω), fazendo uso de (2.4), temos que∫
Q

(u′′ − div(a(x)∇u) + p(x)u− f) � =

∫
Q1

(u′′1 − div(a1∇u1) + p(x)u1 − f) � +∫
Q2

(u′′1 − div(a1∇u1) + p(x)u1 − f) � = 0
(2.8)

e, novamente pelo Lema de Du Bois - Raymond, chegamos a (2.3).

2.1 Função Peso

Para construir a função peso, tomemos x0 ∈ Ω1 e definamos para cada x ∈ Ω∖{x0} o

conjunto

ℓ(x0, x) = {x0 + �(x− x0);� ≥ 0} , (2.9)

isto é, a semi-reta com origem em x0 na direção do vetor x− x0.
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Observemos que o fato de Ω1 ser convexo garante que, para cada x ∈ Ω∖{x0}, a reta

ℓ(x0, x) intercepta Ω1 em um único ponto y(x), ou seja,

y(x) = Γ1 ∩ ℓ(x0, x). (2.10)

Definamos a função

� : Ω∖{x0} −→ ℝ+

x 7−→ �(x) = ∣x0 − y(x)∣ .
(2.11)

Seja ε > 0 tal que Bε(x0) ⊂ Ω1 e sejam 0 < ε1 < ε2 < ε. Consideremos a função corte

� ∈ C∞(ℝ)1 satisfazendo

0 ≤ � ≤ 1, � = 0 em Bε1(x0), � = 1 em Ω∖Bε2(x0), (2.12)

e definamos, para cada j ∈ {1, 2}, a função

�j(x, t) = �(x)
ak

�(x)2
∣x− x0∣2 − �t2 +Mj, (x, t) ∈ Ω× ℝ, (2.13)

onde {j, k} = {1, 2} e �, M1 e M2 são números positivos que serão escolhidos posteriormente.

A função peso utilizada será

�(x, t) =

⎧⎨⎩ �1(x, t), se (x, t) ∈ Ω1 × ℝ,

�2(x, t), se (x, t) ∈ Ω2 × ℝ.
(2.14)

Mostremos que � satisfaz propriedades suficientes para ser uma função peso em uma

desigualdade de Carleman. Para isso, vamos introduzir as seguintes notações:

M = M11Q1 +M21Q2 , a = a21Q1 + a11Q2 , c(x) =
a

�(x)2
,

Ωx0 = Ω0∖Bε(x0), Qx0 = Ωx0 × (−T, T ).
(2.15)

Proposição 2.2. Se Ω1 é uma aberto, limitado e fortemente convexo de classe C4, então

existem ε, � > 0 tais que

(a) ∣∇�∣ ≥ � > 0 em Qx0 = (Ω1 ∪ Ω2)∖Bε(x0)× (−T, T ),

1Uma função desse tipo já foi apresentada no Exemplo 1.1.
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(b) ∇�1(x, t) ⋅ �1(x) ≥ � > 0, ∀(x, t) ∈ Σ1.

(c) �1(x, t) = �2(x, t) = a2 − �t2 +M1, ∀(x, t) ∈ Σ1,

(d) a1
∂�1+�2

∂x
�1
1 ∂x

�2
2
�1(x, t) = a2

∂�1+�2

∂x
�1
1 ∂x

�2
2
�2(x, t), ∀(x, t) ∈ Σ1 e �1, �2 ∈ ℕ∪{0} com �1 +�2 ≤ 4,

(e) Δ�(x, t) ≥ 2c(x), ∀(x, t) ∈ Qx0,

(f) D2(�)(X,X) ≥ �1 ∣X∣2 em Qx0 , ∀X ∈ ℝ2 e para algum �1 > 0.

Prova. Pela notação adotada em (2.12) e (2.15), temos que � = c(x) ∣x− x0∣2 − �t2 +M e,

então, ∇� = 2c(x)(x− x0) + ∣x− x0∣2∇c(x). Por definição, �(x) (e consequentemente c(x))

é constante na direção de x− x0. Logo, (x− x0) ⋅ ∇c(x) = ∂c(x)
∂(x−x0)

= 0 e

∣∇�∣2 = 4c(x)2 ∣x− x0∣2 + 4c(x) ∣x− x0∣ (x− x0) ⋅ ∇c(x) + ∣x− x0∣4 ∣∇c(x)∣2

≥ 4c(x)2 ∣x− x0∣2

≥ 4

(
a

diamΩ2

)2

ε2 = � > 0 em Ωx0 ,

(2.16)

donde conclúımos (a).

Agora, é claro que � = a2−�t2 +M1 em Σ1. Dessa forma, Γ1×{t} é uma cuva de ńıvel

de �1(., t) para cada t ∈ [−T, T ]. Como �1(x, t) < a2−�t2 +M1 < �1(z, t) para todo x ∈ Ω1

e z ∈ Ω2, pois ∣x− x0∣ < ∣x0 − y(x)∣ ∀ x ∈ Ω1 e ∣x− x0∣ > ∣x0 − y(x)∣ ∀ x ∈ Ω2, então, pelo

Teorema 1.3, �1 cresce na direção de Ω2 e ∇�1 tem a mesma direção e sentido de �1, isto é,

∇�1 = ∣∇�1∣ ⋅ �1 em Σ1.
2 (2.17)

Assim, (a) implica (b).

Como temos liberdade para escolher M1 e M2, façamos de tal forma que

a1 − a2 = M1 −M2. (2.18)

Logo, como � = 1 e �(x) = ∣x− x0∣ em Σ1, então

�1(x, t) = a2 − �t2 +M1 = a1 − �t2 +M2 = �2(x, t) em Σ1 (2.19)

2Podemos generalizar como ∇�j = (−1)
(j+1) ∣∇�j ∣ ⋅ �j para j = 1, 2
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e (c) está provado.

Sem perda de generalidade, podemos supor x0 = 0. Parametrizando Γ1 em coordenadas

polares por


(�) = (�(�)cos(�), �(�)sen(�)) , (2.20)

onde �(�) = � (x(�)), que ainda será denotada por �. Tendo em vista as hipóteses sobre Ω,

temos que � é uma função C4. Logo, faz sentido definir D = ∂�1+�2

∂x
�1
1 ∂x

�2
2

com �1 + �2 ≤ 3, e

assim,

a1D�1(x, t) = a1D

(
a2 ∣x− x0∣2

�(x)2

)
= a2D

(
a1 ∣x− x0∣2

�(x)2

)
= a2D�2(x, t) (2.21)

para todo (x, t) em Σ1 e provamos (d).

Ainda em coordenadas polares, dado x = (x1, x2) ∈ ℝ, ao fazermos x1 = rcos(�) e

x2 = rsen(�), encontramos

D2(�) = Q�H(�)QT
� , (2.22)

onde

Q� =

⎛⎝ cos(�) sen(�)

−sen(�) cos(�)

⎞⎠ , (2.23)

D2(�) =

⎛⎜⎜⎜⎝
∂2�

∂x2
1

∂2�

∂x1∂x2

∂2�

∂x2∂x1

∂2�

∂x2
2

⎞⎟⎟⎟⎠ , (2.24)

e

H(�) =

⎛⎜⎜⎜⎝
∂2�

∂r2

1

r

(
∂2�

∂r∂�
− 1

r

∂�

∂�

)
1

r

(
∂2�

∂r∂�
− 1

r

∂�

∂�

)
1

r2

∂2�

∂�2
+

1

r

∂�

∂r

⎞⎟⎟⎟⎠ . (2.25)

Agora, temos

�(r, �, t) =
a

�(�)2
r2 − �t2 +M em Qx0 (2.26)
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e, então,

H(�) =
2a

�2

⎛⎜⎜⎜⎝
1 −��

�

−��
�

1

�2
(3�2

� − ���� + �2)

⎞⎟⎟⎟⎠ , (2.27)

onde denotamos �� = ∂�
∂�

.

Por [4] obtemos que

�Γ1(�) =
�2 + 2�2

� − ����
(�2 + �2

�)
3
2

> 0 (2.28)

e, em particular,

�2 + 2�2
� − ���� > 0. (2.29)

Em consequência disso, segue (e), já que

Δ� = tr(D2(�))

= tr(H(�))

= 2c

(
1 +

1

�2
(3�2

� − ���� − �2)

)
≥ 2c

(
1 +

1

�2
(2�2

� − ���� − �2)

)
> 2c.

(2.30)

Para mostrar (f), vejamos que (2.29) e o fato de que

det(H(�)) =
2a

�4
(2�2

� − ���� − �2) > 0, (2.31)

leva-nos a concluir, a partir de [10], que H(�) e, portanto, D2(�) são definidas positivas. Dáı

e da continuidade de D2(�) temos que

D2(�)(Y, Y ) ≥ min
S1

D2(�)(Y, Y ) = �1 > 0, ∀Y ∈ S1, (2.32)

onde S1 é a esfera unitária compacta em ℝ2. Assim, para todo X ∈ ℝ2,

�1 ≤ D2(�)

(
X

∣X∣
,
X

∣X∣

)
=

1

∣X∣2
D2(�)(X,X) (2.33)

e a prova da proposição está conclúıda.
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2.2 Listando os termos

Denotaremos, ainda, ao decorrer do texto

L(z) = z′′ − aΔz, Lp(z) = z′′ − aΔz + p(x)z e E(z) = ∣z′∣2 − a ∣∇z∣2 . (2.34)

Como usualmente, fazemos as mudanças de variável

' = e��, � > 0, w = es'u, s > 0, P (w) = es'L(e−s'w). (2.35)

onde u = u(p) é solução de (2.3). Como

∂2(e−s'w) = es' (−s�'w∂2�− s�2'w(∂�)2

+s2�2'2w(∂�)2 − 2s�'∂� ⋅ ∂w + ∂2w) ,
(2.36)

então

P (w) = es'
(
∂2

∂t2
(e−s'w)− aΔ (e−s'w)

)
= −s�'w�′′ − s�2'w ∣�′∣2 + s2�2'2w ∣�′∣2 − 2s�'�′w′ + w′′

−a
(
−s�'wΔ�− s�2'w ∣∇�∣2 + s2�2'2w ∣∇�∣2 − 2s�'∇� ⋅ ∇w + Δw

)
= −s�'L(�)w − s�2'E(�)w + s2�2'2E(�)w

−2s�' (�′w′ − a∇�∇w) + w′′ − aΔw

= P1(w) + P2(w) +R(w),

(2.37)

onde, para algum 
 ∈ (0, 1) a ser escolhido posteriormente,

P1(w) = w′′ − aΔw + s2�2'2E(�)w,

P2(w) = (
 − 1)s�'L(�)w − s�2'E(�)w − 2s�'(�′w′ − a∇� ⋅ ∇w),

R(w) = −
s�'L(�)w.

(2.38)

Finalmente, definimos o espaço

X = {u ∈ L2(−T, T ;L2(Ω)) ∣ Luj ∈ L2(−T, T ;L2(Ωj), j = 1, 2; u ∣Σ = 0,

u(±T ) = u′(±T ) = 0, u1 ∣Σ1
= u2 ∣Σ1

e a1
∂u1

∂�1

+ a2
∂u2

∂�2

= 0 em Σ1}
(2.39)
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Com a finalidade de realizar os cálculos a seguir, suponhamos as funções envolvidas

suficientemente regulares. Vamos obter uma estimativa para o produtor interno em L2 de

P1(w) e P2(w).

Proposição 2.3. Consideremos a notação utilizada em (2.34). Se u ∈ X satisfaz (2.38),

onde w é constrúıdo como em (2.35), então

⟨P1(w), P2(w)⟩L2(Q) = 2s�

∫
Q

∣w′∣2 '�′′ − 
s�
∫
Q

∣w′∣2 'L(�)

+2s�2

∫
Q

'(∣w′∣2 ∣�′∣2 − 2w′�′a∇w ⋅ ∇�+ a2 ∣∇� ⋅ ∇w∣2)

+2s�

∫
Q

a2'D2(�)(∇w,∇w)

+
s�

∫
Q

a ∣∇w∣2 'L(�) + 2s3�4

∫
Q

∣w∣2 '3E(�)2

+2s3�3

∫
Q

∣w∣2 '3
(
∣�′∣2 �′′ + a2D2(�)(∇�,∇�)

)
+
s3�3

∫
Q

∣w∣2 '3L(�)E(�) + X + J ,

(2.40)

onde

J = s�

∫
Σ

(
a2' ∣∇w∣2 ∂�

∂�
− 2a2'(∇� ⋅ ∇w)

∂w

∂�

)

+s�

 − 1

2

∫
Σ

∣w∣2 'a∇L(�) ⋅ � + s�2
 − 1

2

∫
Σ

∣w∣2 'aL(�)
∂�

∂�

−s�(
 − 1)

∫
Σ

wa
∂w

∂�
'L(�) + s�2

∫
Σ

a'E(�)w
∂w

∂�

−s�3 1

2

∫
Σ

∣w∣2 'E(�)a
∂�

∂�
− s�2 1

2

∫
Σ

∣w∣2 a'∇E(�) ⋅ �

+2s�

∫
Σ

a'�′w′
∂w

∂�
− s�

∫
Σ

∣w′∣2 'a∂�
∂�

+ s3�3

∫
Σ

∣w∣2 '3E(�)a
∂�

∂�

(2.41)
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e X é tal que

∣X ∣ ≤ Cs�3

∫
Q

'3 ∣w∣2 . (2.42)

Prova. Para efeito de notação, ⟨P1(w), P2(w)⟩ =
∑3

i,j=1 Ii,j, onde Ii,j é a integral do produto

do i-ésimo termo em P1(w) pelo j-ésimo termo de P2(w). Assim,

∙ I1,1 = s� (
 − 1)

∫
Q

w′′w'L(�)

= s� (
 − 1)

∫
Q

(
1

2

∂2

∂t2
(
∣w∣2

)
− ∣w′∣2

)
'L(�)

= −s� (
 − 1)

∫
Q

∣w′∣2 'L(�) +
s� (
 − 1)

2

∫
Q

∣w∣2 ∂
2

∂t2
('L(�))

= −s� (
 − 1)

∫
Q

∣w′∣2 'L(�) +
s�2 (
 − 1)

2

∫
Q

∣w∣2 '
(
�′′ + � ∣�′∣2

)
L(�) .

∙ I1,2 = −s�2

∫
Q

w′′w'E(�)

= −s�2

∫
Q

(
1

2

∂2

∂t2
(
∣w∣2

)
− ∣w′∣2

)
'E(�)

= s�2

∫
Q

∣w′∣2 'E(�)− s�2

2

∫
Q

∣w∣2 ∂
2

∂t2
('E(�))

= s�2

∫
Q

∣w′∣2 'E(�)− s�2

2

∫
Q

∣w∣2
(
�2' ∣�′∣2E(�) + �'�′′ ∣�′∣2

−�'�′′a ∣∇�∣2 + 4�' ∣�′∣2 �′′ + 2' ∣�′′∣2
)

= s�2

∫
Q

∣w′∣2 'E(�)− s�2

∫
Q

∣w∣2 ' ∣�′′∣2 − 5s�3

2

∫
Q

∣w∣2 �′′ ∣�′∣2

+
s�3

2

∫
Q

∣w∣2 a'�′′ ∣∇�∣2 − s�4

2

∫
Q

∣w∣2 ' ∣�′∣2E(�) .
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∙ I1,3 = −2s�

∫
Q

w′′' (�′w′ − a∇� ⋅ ∇w)

= −s�
∫
Q

'�′
∂

∂t

(
∣w′∣2

)
+ 2s�

∫
Q

w′′a'∇w ⋅ ∇�

= s�

∫
Q

∣w′∣2 '
(
�′′ + � ∣�′∣2

)
− 2s�

∫
Q

w′a�'�′∇w ⋅ ∇�− 2s�

∫
Q

w′a'∇w′ ⋅ ∇�

= s�

∫
Q

∣w′∣2 '
(
�′′ + � ∣�′∣2

)
− 2s�2

∫
Q

w′�′'a∇w ⋅ ∇�− s�
∫
Q

a'∇� ⋅ ∇
(
∣w′∣2

)
= s�

∫
Q

∣w′∣2 '
(
�′′ + � ∣�′∣2

)
− 2s�2

∫
Q

w′�′'a∇w ⋅ ∇�

+s�

∫
Q

∣w′∣2 a'
(
� ∣∇�∣2 + Δ�

)
− s�

∫
Σ

∣w′∣2 a'∂�
∂�

.

∙ I2,1 = −s�(
 − 1)

∫
Q

a'L(�)wΔw

= −s�(
 − 1)

∫
Σ

a'L(�)w
∂w

∂�
+ s�(
 − 1)

∫
Q

∇ (a'L(�)w) ⋅ ∇w

= −s�(
 − 1)

∫
Σ

a'L(�)w
∂w

∂�
+ s�(
 − 1)

∫
Q

a'L(�)∇w ⋅ ∇w

+
s�(
 − 1)

2

∫
Q

∇ (a'L(�)) ⋅ ∇
(
∣w∣2

)
= −s�(
 − 1)

∫
Σ

a'L(�)w
∂w

∂�
+ s�(
 − 1)

∫
Q

a ∣∇w∣2 'L(�)

−s�(
 − 1)

2

∫
Q

∣w∣2 aΔ ('L(�)) +
s�(
 − 1)

2

∫
Σ

∣w∣2 a ∂
∂�

('L(�))

= −s�(
 − 1)

∫
Σ

a'L(�)w
∂w

∂�
+ s�(
 − 1)

∫
Q

a ∣∇w∣2 'L(�)

−s�
2(
 − 1)

2

∫
Q

∣w∣2 aL(�)
(
� ∣∇�∣2 −Δ�

)
− s�2(
 − 1)

∫
Q

∣w∣2 a'∇� ⋅ ∇ (L(�))

−s�(
 − 1)

2

∫
Q

∣w∣2 a�Δ (L(�)) +
s�(
 − 1)

2

∫
Σ

∣w∣2 a'∇ (L(�)) ⋅ �

+
s�2(
 − 1)

2

∫
Σ

∣w∣2 a'L(�)
∂�

∂�
.
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∙ I2,2 = s�2

∫
Q

a'E(�)wΔw

= s�2

∫
Σ

a'E(�)w
∂w

∂�
− s�2

∫
Q

∇ (a'E(�)w) ⋅ ∇w

= s�2

∫
Σ

a'E(�)w
∂w

∂�
− s�2

2

∫
Q

∇ (a'E(�)) ⋅ ∇
(
∣w∣2

)
− s�2

∫
Q

∣∇w∣2 a'E(�)

= s�2

∫
Σ

a'E(�)w
∂w

∂�
− s�2

2

∫
Σ

∣w∣ a ∂
∂�

('E(�)) +
s�2

2

∫
Σ

∣w∣ aΔ ('E(�))

−s�2

∫
Q

∣∇w∣2 a'E(�)

= s�2

∫
Σ

a'E(�)w
∂w

∂�
− s�2

2

∫
Σ

∣w∣2 a (�'E(�)∇�+ '∇ (E(�))) ⋅ �

+
s�3

2

∫
Q

∣w∣2 a'E(�)
(
� ∣∇�∣2 + Δ�

)
+ s�2

∫
Q

∣w∣2 a∇� ⋅ ∇ (E(�))

+
s�2

2

∫
Q

∣w∣2 a'Δ (E(�))− s�2

∫
Q

∣∇w∣2 a'E(�)

= s�2

∫
Σ

a'E(�)w
∂w

∂�
− s�2

2

∫
Σ

∣w∣2 a (�'E(�)∇�+ '∇ (E(�))) ⋅ �

+
s�3

2

∫
Q

∣w∣2 a'E(�)
(
� ∣∇�∣2 + Δ�

)
− 2s�2

∫
Q

∣w∣2 a2D2(�)(∇�,∇�)

+
s�2

2

∫
Q

∣w∣2 a'Δ (E(�))− s�2

∫
Q

∣∇w∣2 a'E(�) .

27



∙ I2,3 = 2s�

∫
Q

a' (�′w′ − a∇� ⋅ ∇w) Δw

= −2s�

∫
Q

∇ (a' (�′w′ − a∇� ⋅ ∇w))∇w + 2s�

∫
Σ

a' (�′w′ − a∇� ⋅ ∇w)
∂w

∂�

= −2s�

∫
Q

a'∇ (�′w′ − a∇� ⋅ ∇w)∇w + 2s�2

∫
Q

a2' ∣∇� ⋅ ∇w∣2

−2s�2

∫
Q

a'�′w′∇� ⋅ ∇w2s�

∫
Σ

a' (�′w′ − a∇� ⋅ ∇w)
∂w

∂�

= −2s�

∫
Q

a'

(
�′

1

2

d

dt

(
∣∇w∣2

)
− a∇ (∇� ⋅ ∇w) ⋅ ∇w

)
+2s�2

∫
Q

a2' ∣∇� ⋅ ∇w∣2 − 2s�2

∫
Q

a'�′w′∇� ⋅ ∇w

+2s�

∫
Σ

a' (�′w′ − a∇� ⋅ ∇w)
∂w

∂�

= s�

∫
Q

a ∣∇w∣2
(
�' ∣�′∣2 + '�′′

)
+ s�

∫
Q

a2'∇� ⋅ ∇
(
∣∇w∣2

)
+2s�

∫
Q

a2'D2(�)(∇w,∇w) + 2s�2

∫
Q

a2' ∣∇� ⋅ ∇w∣2

−2s�2

∫
Q

a'�′w′∇� ⋅ ∇w + 2s�

∫
Σ

a' (�′w′ − a∇� ⋅ ∇w)
∂w

∂�

= s�

∫
Q

a ∣∇w∣2
(
�' ∣�′∣2 + '�′′

)
− s�

∫
Q

a2 ∣∇w∣2
(
�' ∣∇�∣2 + 'Δ�

)
+s�

∫
Σ

∣∇w∣2 a2'
∂�

∂�
+ 2s�

∫
Q

a2'D2(�)(∇w,∇w)

+2s�2

∫
Q

a2' ∣∇� ⋅ ∇w∣2 − 2s�2

∫
Q

a'�′w′∇� ⋅ ∇w

+2s�

∫
Σ

a' (�′w′ − a∇� ⋅ ∇w)
∂w

∂�

= s�

∫
Q

∣∇w∣2 a'L(�) + s�2

∫
Q

∣∇w∣2 a'E(�) + 2s�2

∫
Q

a2' ∣∇� ⋅ ∇w∣2

−2s�2

∫
Q

a'�′w′∇� ⋅ ∇w + 2s�

∫
Q

a2'D2(�)(∇w,∇w)

+s�

∫
Σ

∣∇w∣2 a2'
∂�

∂�
+ 2s�

∫
Σ

a' (�′w′ − a∇� ⋅ ∇w)
∂w

∂�
.
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∙ I3,1 = s3�3 (
 − 1)

∫
Q

∣w∣2 '3L(�)E(�) .

∙ I3,2 = −s3�4

∫
Q

∣w∣2 '3E(�)2 .

∙ I3,3 = −2s3�3

∫
Q

'3E(�)w (�′w′ − a∇� ⋅ ∇w)

= −2s3�3

∫
Q

'3E(�)�′
1

2

d

dt

(
∣w∣2

)
+ 2s3�3

∫
Q

'3E(�)a∇� ⋅ ∇
(

1

2
∣w∣2

)

= s3�3

∫
Q

∣w∣2
(
'3E(�)�′′ + 2'3 ∣�′∣2 �′′ + 3'3�E(�) ∣�′∣2

)
−s3�3

∫
Q

'3E(�)a ∣w∣2 Δ�+ s3�3

∫
Σ

a ∣w∣2 '3E(�)
∂�

∂�

−s3�3

∫
Q

∣w∣2∇
(
'3E(�)a

)
⋅ ∇�

= s3�3

∫
Q

∣w∣2 '3E(�)�′′ + 2s3�3

∫
Q

∣w∣2 '3 ∣�′∣2 �′′ + 3s3�4

∫
Q

∣w∣2 '3E(�) ∣�′∣2

−s3�3

∫
Q

∣w∣2 '3E(�)aΔ�+ 2s3�3

∫
Q

∣w∣2 '3a2D2(�)(∇�,∇�)

−3s3�4

∫
Q

∣w∣2 '3E(�)a ∣∇�∣2 + s3�3

∫
Σ

a ∣w∣2 '3E(�)
∂�

∂�

= s3�3

∫
Q

∣w∣2 '3E(�)L(�) + 2s3�3

∫
Q

∣w∣2 '3
(
∣�′∣2 �′′ + a2D2(�)(∇�,∇�)

)
+3s3�4

∫
Q

∣w∣2 '3E(�)2 + s3�3

∫
Σ

a ∣w∣2 '3E(�)
∂�

∂�
.

Ao juntar os termos Ii,j, encontramos (2.40). Denotando por Aj as oito primeiras

integrais em ⟨P1(w), P2(w)⟩L2(Q), temos

⟨P1(w), P2(w)⟩L2(Q) =
8∑
i=1

Aj + X + J . (2.43)

Dessa forma, obtemos que
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X =
3∑

i,j=1

Ii,j −
8∑
i=1

Aj − J

= −s�
∫
Q

'aΔ� ∣w′∣2 +
s�2 (
 − 1)

2

∫
Q

∣w∣2 '
(
�′′ + � ∣�∣2

)
L(�)

−s�2

∫
Q

∣w′∣2 'a ∣∇�∣2 − s�2

∫
Q

∣w∣2 ' ∣�′′∣2 − 5s�3

2

∫
Q

∣w∣2 '�′′ ∣�′∣2

+
s�3

2

∫
Q

∣w∣2 a'�′′ ∣∇�∣2 − s�4

2

∫
Q

∣w∣2 ' ∣�′∣2E(�) + s�

∫
Q

∣w′∣2 'a
(
Δ�+ � ∣∇�∣2

)
−s�

∫
Q

a ∣∇w∣2 'L(�)− s�2(
 − 1)

2

∫
Q

∣w∣2 'aL(�)
(
� ∣∇�∣2 + Δ�

)
−s�(
 − 1)

2

∫
Q

∣w∣2 a'Δ (L(�))− s�2(
 − 1)

∫
Q

∣w∣2 a'∇� ⋅ ∇L(�)

+
s�3

2

∫
Q

∣w∣2 a'E(�)
(
Δ�+ � ∣∇�∣2

)
− 2s�3

∫
Q

∣w∣2 a2'D2(�)(∇�,∇�)

+
s�2

2

∫
Q

∣w∣2 a'Δ (E(�))− s�2

∫
Q

∣∇w∣2 a'E(�) + s�

∫
Q

∣∇w∣2 a'L(�)

+s�2

∫
Q

∣∇w∣2 a'E(�)− s3�3

∫
Q

∣w∣2 '3L(�)E(�) + s3�3

∫
Q

∣w∣2 '3E(�)L(�).

(2.44)

Denotando por Xi a i-ésima integral, observemos que

∙ X1 + X3 + X8 = 0.

∙ X9 + X17 = 0.

∙ X16 + X18 = 0.

∙ X19 + X20 = 0.

Agora, faremos nossa segunda, e última, imposição sobre Mj. Tomemos M1 e M2

grandes o suficiente para que � ≥ 1 e, consequentemente, ' ≥ 1. É claro que a escolha de

tais Mj pode ser feita sem interferir na imposição feita anteriormente sobre estes.

Pelo modo como foi definido � em (2.13) e (2.14), e pela Proposição 2.2, que , em sua

demonstração, garante que a função �(x) é de classe C4, são limitadas as funções
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∂�1+�2

∂x�1
1 ∂x

�2
2

�1(x, t), �1, �2 ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, com �1 + �2 ≤ 4. (2.45)

Logo, como �′ e �′′ são claramente limitadas e 
 ∈ (0, 1), temos para � > �0 = 1 e

s > s0 = 1 que

∙ X7 + X13 = −s�
4

2

∫
Q

∣w∣2 a'E(�)
(
∣�′∣2 − a ∣∇�∣2

)
+
s�3

2

∫
Q

∣w∣2 a'E(�)Δ�

X7 + X13 ≤ −s�
4

2

∫
Q

∣w∣2 a'E(�)2 + Cs�3

∫
Q

'3 ∣w∣2

X7 + X13 ≤ Cs�3

∫
Q

'3 ∣w∣2 ;

∙ Xk ≤ Cs�3

∫
Q

'3 ∣w∣2 , k ∈ {2, 4, 5, 6, 10, 11, 12, 14, 15}.

Somando os termos, conlúımos (2.42).

Observação 2.1. Se u ∈ X, então uj ∈ X. Assim, a Proposição acima não perde sua

veracidade se trocarmos Q por Qj, j = 1, 2. Notemos ainda que, caso o limite de integração

Q seja trocado por Q1, em J teremos integrais sobre Σ1, visto que esta é a fronteira de Q1.

De forma semelhante, se trocarmos Q por Q2, em J teremos cada integral sobre Σ1 somada

com a mesma sobre Σ, pois a fronteira de Q2 é Σ1 ∪ Σ.

2.3 Prova da desigualdade de Carleman

A definição dos termos P , P1 e P2, como podemos ver em (2.37) e (2.38), possui

dependência direta da função peso �. Com a intenção de evidenciar essa dependência,

iremos, algumas vezes, escrever P �, P �
1 e P �

2 .

Seja U ⊂ ℝ2, definamos

∥z∥2
U,' = s�

∫ T

−T

∫
U

(∣z′∣2 + ∣∇z∣2)'+ s3�3

∫ T

−T

∫
U

∣z∣2 '3 (2.46)

e

Σ�
+ = {(x, t) ∈ Σ;∇�(x, t) ⋅ �(x) > 0}. (2.47)
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No ińıcio da Seção 2.1 definimos a função peso � a partir de um elemento x0 ∈ Ω1.

Agora, dado outro elmento arbitrário xk ∈ Ω1, podemos proceder da mesma forma como em

(2.1)− (2.14), com a única diferença de utilizar xk em vez de x0. Dessa forma, constrúımos o

peso �k respectivo ao elemento xk. Ainda, definamos 'k = e��k , � > 0 e wk = es'ku, s > 0,

onde u = u(p) é solução de (2.3). Assim sendo, dado xk ∈ Ω1, chamaremos �k, 'k e wk de

funções associadas a xk.

Teorema 2.1. Sejam Ω1 um conjunto aberto, limitado e fortemente convexo de classe C4,

a1 > a2 > 0 e � o vetor normal unitário exterior a Ω. Se xk ∈ Ω1 e �k,'k, wk são suas

funções associadas, então existem C > 0, s0 > 0 e �0 > 0 tais que

2∑
k=1

(∥∥∥P �k

1 (wk)
∥∥∥2

L2(Q)
+
∥∥∥P �k

2 (wk)
∥∥∥2

L2(Q)
+
∥∥wk∥∥2

Q,'k

)

≤ C
2∑

k=1

(∥∥∥P �k(wk)
∥∥∥2

L2(Q)
+ s�

∫
Σ�

k

+

∣∣∣∣a2
∂wk

∂�

∣∣∣∣2
)
, (2.48)

para todo u ∈ X, � ≥ �0 e s ≥ s0.

Prova. Aplicando a Proposição 2.3 (ver Observação 2.1) com as integrais em Q1 e Q2 temos,

nos respectivos casos, que

⟨P1(w), P2(w)⟩L2(Q1) =
8∑
i=1

Aj,Q1(w) + XQ1(w) + JΣ1(w1),

⟨P1(w), P2(w)⟩L2(Q2) =
8∑
i=1

Aj,Q2(w) + XQ2(w) + JΣ1(w2) + JΣ(w2),

(2.49)

onde, Aj,Qi(w) é a j-ésima integral de (2.40), porém, com limite de integração Qi, i = 1, 2;

XQi(w) satisfaz (2.42) com integral em Qi, i = 1, 2; e JΣ1(w1), JΣ1(w2) e JΣ(w2) são como

em (2.41) com limites de integração Σ1, Σ1 e Σ, respectivamente. Somando os dois termos

em (2.49), obtemos que

⟨P1(w), P2(w)⟩L2(Q0) =
8∑
i=1

Aj,Q0(w) + XQ0(w) + JΣ1(w1) + JΣ1(w2) + JΣ(w2). (2.50)

Para provar este teorema, mostraremos que:
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∙ A soma das integrais Aj,Qi , i = 1, 2, pode ser minorada por um termo adequado.

∙ A soma dos termos da interface JΣ1 é não-negativa.

∙ Uma segunda função peso, centrada em um ponto diferente de x0, pode ser introduzida

para lidar com as integrais em Bε(x0).

Iremos dividir tal prova em subseções envolvendo estimativas no interior, na interface e

na fronteira e eliminação de um termo local.

2.3.1 O Interior

Proposição 2.4. Existem �A > 0, C > 0 e �0 tais que

8∑
j=1

Aj,Q0 ≥ �A ∥w∥Ω0,'
− C ∥w∥Bε(x0),' (2.51)

para todo � > �0 e para todo u ∈ X.

Prova. Organizemos a prova em quatro etapas.

Etapa 1: Estimativa para A1 e A2.

Temos que

A1,Qx0
+ A2,Qx0

= s�

∫
Qx0

∣w′∣2 ' (2�′′ − 
L(�)) . (2.52)

Pela Proposição 2.2 e pela definição de c(x), ver (2.15), obtemos que

2�′′ − 
L(�) = −4� − 
 (−2� − aΔ�)

≥ −4� + 
 (2� + 2ac(x))

≥ −4� + 


(
2� + 2a

a

diam(Ω)2

)
= �12.

(2.53)

A fim de tornar �12 positivo, basta fazermos com que


 >
2�

� + a1a2

diamΩ2

. (2.54)
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Observemos que, para � pequeno o suficiente, ainda podemos ter 
 ≤ 1, mais especificamente,

basta que � ≤ a1a2

diamΩ2 .

Ainda, como �′′ e Δ� são limitadas, temos que

−A1,Bε(x0) − A2,Bε(x0) = −s�
∫
Bε(x0)

∣w′∣2 ' (2�′′ − 
L(�))

≤ Cs�

∫
Bε(x0)

∣w′∣2 '.
(2.55)

Dessa forma,

A1,Q0 + A2,Q0 ≥ �12s�

∫
Qx0

∣w′∣2 '− Cs�
∫
Bε(x0)

∣w′∣2 '. (2.56)

Etapa 2: Estimativa para A3.

É imediato que

A3,Q0 = 2s�2

∫
Q0

� (�′w′ − a∇� ⋅ ∇w)
2 ≥ 0. (2.57)

Etapa 3: Estimativa para A4 e A5.

Estimemos agora os termos A4,Q0 e A5,Q0 . Sabemos que

A4,Qx0
+ A5,Qx0

= s�

∫
Qx0

'
(
2a2D2(�)(∇w,∇w) + 
aL(�) ∣∇w∣2

)
. (2.58)

Usando a Proposição 2.2, encontramos que

A4,Qx0
+ A5,Qx0

≥ s�

∫
Qx0

'
(
2a2�1 ∣∇w∣2 + 
aL(�) ∣∇w∣2

)
≥ s�

∫
Qx0

'a (2a�1 + 
L(�)) ∣∇w∣2

≥ s�

∫
Qx0

'a (2a�1 − 
 (2� + aΔ�)) ∣∇w∣2

≥ s�

∫
Qx0

'a
(

2a�1 − 

(

2� + a ∥Δ�∥L∞(Ω0)

))
∣∇w∣2

= �45s�

∫
Qx0

' ∣∇w∣2 ,

(2.59)

onde �45 > 0 ao tomarmos


 <
2 min{a1, a2}�1

2� + max{a1, a2} ∥Δ�∥L∞(Ω0)

. (2.60)
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Notemos, de (2.54) e (2.60), que estamos escolhendo


 ∈

[
2�

� + a1a2

diamΩ2

,
2 min{a1, a2}�1

2� + max{a1, a2} ∥Δ�∥L∞(Ω0)

]
. (2.61)

Este intervalo existe, pois, caso contrário, teŕıamos que

2�

� + a1a2

diamΩ2

≥ 2 min{a1, a2}�1

2� + max{a1, a2} ∥Δ�∥L∞(Ω0)

, (2.62)

e, consequentemente,

2�2 + �max{a1, a2} ∥Δ�∥L∞(Ω0) ≥
min{a1, a2}�1a1a2

diamΩ2
(2.63)

o que implicaria,

0 ≥ −
max{a1, a2} ∥Δ�∥L∞(Ω0)

8
≥ min{a1, a2}�1a1a2

diamΩ2
. (2.64)

De fato, dada uma parábola ax2 + bx + c = 0, cujo vértice do gráfico é V = (Vx, Vy) =

(−b/2a , (−b2 + 4ac) /4a), a fim de que a função definida por g(x) = ax2 + bx + c

satisfaça g(x) > d, é suficiente que aconteça Vy > d. Assim, considerando a parábola

2�2 + �max{a1, a2} ∥Δ�∥L∞(Ω0) = 0, concluiŕıamos (2.64). Dessa forma, (2.64) seria a uma

contradição à não existência do intervalo em (2.61).

Como L(�) é limitado, temos, usando novamente a Proposição 2.2, que

−A4,Bε(x0) − A5,Bε(x0) = −s�
∫
Bε(x0)

'
(
2a2D2(�)(∇w,∇w) + 
aL(�) ∣∇w∣2

)
≤ s�

∫
Bε(x0)

'
(

2Ca2 ∣∇w∣2 + 
a ∥L(�)∥L∞(Ω0) ∣∇w∣
2
)

≤ Cs�

∫
Bε(x0)

' ∣∇w∣2 .

(2.65)

Assim,

A4,Q0 + A5,Q0 ≥ �45s�

∫
Qx0

' ∣∇w∣2 − Cs�
∫
Bε(x0)

' ∣∇w∣2 . (2.66)

Etapa 4: Estimativa para A6, A7 e A8.

Por último, vamos estimar os termos restantes. É fato que

A6,Qx0
+ A7,Qx0

+ A8,Qx0
= s3�3

∫
Qx0

∣w∣2 '3F�(�), (2.67)
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onde

F�(�) = 2�E(�)2 + 2 ∣�′∣2 �′′ + 2a2D2(�)(∇�,∇�) + 
L(�)E(�)

= 2�E(�)2 − 4� ∣�′∣2 + 2a2D2(�)(∇�,∇�) + 
L(�)E(�)

= 2�E(�)2 + (−4� + 
L(�))E(�)− 4�a ∣∇�∣2 + 2a2D2(�)(∇�,∇�).

(2.68)

Como, pela Proposição 2.2,

b(x) = −4� + 
L(�) = −4� − 2
� − 
aΔ� < 0 em Qx0 , (2.69)

então

F�(�) ≥ 2�E(�)2 − ∥b(x)∥L∞(Qx0 ) E(�)− 4�a ∣∇�∣2 + 2a2�1 ∣∇�∣2

= 2�E(�)2 − ∥b(x)∥L∞(Qx0 ) E(�) + a (−4� + 2a�1) ∣∇�∣2 .
(2.70)

Fazendo

� <
min{a1, a2}�1

2
, (2.71)

temos que d1 = −4� + 2a�1 > 0 e, assim, pela Proposição 2.2,

F�(�) ≥ 2�E(�)2 − ∥b(x)∥L∞(Qx0 ) E(�) + ad1�
2

= 2�E(�)2 − ∥b(x)∥L∞(Qx0 ) E(�) + d0.
(2.72)

Notemos que (2.72) implica que F�(�) > d0

2
= �456 > 0 para � > �0. De fato, pelo

mesmo resultado sobre parábolas utilizado na etapa anterior, inferimos que F�(�) > d0

2

quando
−∥b(x)∥2

L∞(Qx0 ) + 8�d0

8�
≥ d0

2
, (2.73)

o que acontece quando tomamos

� >
∥b(x)∥2

L∞(Qx0 )

4d0

= �0 > 0, (2.74)

Assim, como a limitação das funções vistas em (2.45) garante que F�(�) ≤ C em Bε(x0),

conclúımos que

A6,Q0 + A7,Q0 + A8,Q0 ≥ �678s
3�3

∫
Qx0

∣w∣2 '3 − C
∫
Bε(x0)

∣w∣2 '3. (2.75)

Tomando �A = min{�12, �45, �678} e juntando os termos, finalizamos a demonstração da

proposição.
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2.3.2 A Interface

Proposição 2.5. Se 0 < a2 < a1, então existe s0 > 0 tal que

JΣ1(w1) + JΣ1(w2) ≥ 0, ∀s ≥ s0, (2.76)

para todo u ∈ X.

Prova. Sabemos que, para j = 1, 2,

JΣ1(wj) = s�

∫
Σ1

(
a2
j'j ∣∇wj∣

2 ∂�j
∂�j
− 2a2

j'j(∇�j ⋅ ∇wj)
∂wj
∂�j

)
+s�


 − 1

2

∫
Σ1

∣wj∣2 'jaj∇L(�j) ⋅ �j + s�2
 − 1

2

∫
Σ1

∣wj∣2 'jajL(�j)
∂�j
∂�j

−s�(
 − 1)

∫
Σ1

wjaj
∂wj
∂�j

'jL(�j) + s�2

∫
Σ1

aj'jE(�j)wj
∂wj
∂�j

−s�3 1

2

∫
Σ1

∣wj∣2 'jE(�j)aj
∂�j
∂�j
− s�2 1

2

∫
Σ1

∣wj∣2 aj'j∇E(�j) ⋅ �j

+2s�

∫
Σ1

aj'j�
′
jw
′
j

∂wj
∂�j
− s�

∫
Σ1

∣∣w′j∣∣2 'jaj ∂�j∂�j

+s3�3

∫
Σ1

∣wj∣2 '3
jE(�j)aj

∂�j
∂�j

.

Seja Jij a i-ésima integral de JΣ1(wj), j = 1, 2. Denotemos Ji = Ji1 + Ji2 . Pela

Proposição 2.2, temos que, em Σ1, valem:

L(�1) = �′′1 − a1Δ�1 = �′′2 − a2Δ�2 = L(�2)

a1∇ (E(�1)) = a1∇
(
−a1 ∣∇�1∣2

)
=

2∑
k,l=1

−2a1
∂�1

∂xk
a1

∂2�1

∂xk∂xl
= a2∇ (E(�2))

(2.77)

Dáı, e do fato que as condições de transmissão em (2.5) ainda valem para w e wj, j = 1, 2,

temos que

∙ J3 = s�2
 − 1

2

∫
Σ1

∣w1∣2 '1L(�1)

(
a1
∂�1

∂�1

+ a2
∂�2

∂�2

)
= 0.

∙ J4 = −s�(
 − 1)

∫
Σ1

w1

(
a1
∂w1

∂�1

+ a2
∂w2

∂�2

)
'1L(�1) = 0.
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∙ J7 = −s�2 1

2

∫
Σ1

∣w1∣2 '1a1∇E(�1) ⋅ (�1 + �2) = 0.

∙ J8 = 2s�

∫
Σ1

'1�
′
1w
′
1

(
a1
∂w1

∂�1

+ a2
∂w2

∂�2

)
= 0.

∙ J9 = −s�
∫

Σ1

∣w′1∣
2
'1

(
a1
∂�1

∂�1

+ a2
∂�2

∂�2

)
= 0.

Agora, denotemos por g a função real definida em Σ1 como g(x, t) = E(�1) − E(�2).

Notemos que

g(x, t) = ∣�1∣2 − a1 ∣∇�1∣2 − ∣�2∣2 + a2 ∣∇�2∣2 =

(
1

a2

− 1

a1

) ∣∣∣∣a1
∂�1

∂�1

∣∣∣∣2 . (2.78)

Desde que a2 < a1, temos g > 0 em Σ1. Logo, podemos provar que

(i) J2 + J6 + 1
2
J10 ≥ 0, ∀s ≥ s0.

De fato,

−J2 − J6 = −s�
 − 1

2

∫
Σ1

∣w1∣2 '1 (a1∇L(�1) ⋅ �1 + a2∇L(�2) ⋅ �2)

+s�3 1

2

∫
Σ1

∣w1∣2 '1

(
E(�1)a1

∂�1

∂�1

+ E(�2)a2
∂�2

∂�2

)
≤ Cs�

2

∫
Σ1

∣w1∣2 '1 + s�3 1

2

∫
Σ1

∣w1∣2 '1a1
∂�1

∂�1

(E(�1)− E(�2)) .

(2.79)

Fazendo s ≥ s0 = C
K

, onde, pela Proposição 2.2 vale em Σ1 que

a1
∂�1

∂�1

g(x, t) =

(
a1
∂�1

∂�1

)3(
1

a2

− 1

a1

)
≥ �3

(
1

a2

− 1

a1

)
= K, (2.80)

donde temos que

−J2 − J6 ≤ s2�
1

2

∫
Σ1

∣w1∣2 '1a1
∂�1

∂�1

g(x, t) + s�3 1

2

∫
Σ1

∣w1∣2 '1a1
∂�1

∂�1

g(x, t)

≤ 1

2
s3�3

∫
Σ1

∣w1∣2 '3
1a1

∂�1

∂�1

g(x, t)

=
1

2
J10.

(2.81)

Além disso, podemos perceber que
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(ii) J1 + J5 + 1
2
J10 ≥ 0, ∀s ≥ s0.

Com efeito, notemos que (2.17) nos permite ver que, em Σ1, para j = 1, 2

∂�j
∂�j

∂wj
∂�j

= (∇�j ⋅ �) (∇ wj ⋅ �) = (−1)(j+1) ∣∇�j∣ (∇ wj ⋅ �)

= (−1)(j+1)∇ wj ⋅ ∣∇�j∣ � = (−1)2(j+1)∇ wj ⋅ ∇�j
= ∇ wj ⋅ ∇�j.

(2.82)

Tomando o módulo em cada extremo da igualdade em (2.82) conseguimos que

∣∇wj∣ =
∣∣∣∣∂wj∂�j

∣∣∣∣ em Σ1 (2.83)

e, assim,

J1 =
2∑

k=1

(
s�

∫
Σ1

(
a2
j'j ∣∇wj∣

2 ∂�j
∂�j
− 2a2

j'j(∇�j ⋅ ∇wj)
∂wj
∂�j

))

=
2∑

k=1

(
−s�

∫
Σ1

∣∣∣∣aj ∂wj∂�j

∣∣∣∣2 'j ∂�j∂�j

)

= −s�
∫

Σ1

∣∣∣∣a1
∂w1

∂�1

∣∣∣∣2 '1

(
∂�1

∂�1

+
∂�2

∂�2

)
= s�

∫
Σ1

∣∣∣∣a1
∂w1

∂�1

∣∣∣∣2 '1

(
1

a2

− 1

a1

)
a1
∂�1

∂�1

.

(2.84)

Por outro lado,

−J5 = −s�2

∫
Σ1

'1g(x, t)w1a1
∂w1

∂�1

= −
∫

Σ1

'1g(x, t)
(
s�

3
2w1

)(
�

1
2a1

∂w1

∂�1

)
≤ 1

2
s2�3

∫
Σ1

'1g(x, t) ∣w1∣2 +
1

2
�

∫
Σ1

'1g(x, t)

∣∣∣∣a1
∂w1

∂�1

∣∣∣∣2
≤ s2�3

2�

∫
Σ1

'1g(x, t) ∣w1∣2
(
a1
∂�1

∂�1

)
+
�

2

∫
Σ1

'1

(
1

a2

− 1

a1

) ∣∣∣∣a1
∂�1

∂�1

∣∣∣∣2 ∣∣∣∣a1
∂w1

∂�1

∣∣∣∣2
≤ s2�3

2�

∫
Σ1

∣w1∣2 '3
1g(x, t)

(
a1
∂�1

∂�1

)
+
C�

2

∫
Σ1

'1

(
1

a2

− 1

a1

) ∣∣∣∣a1
∂w1

∂�1

∣∣∣∣2 a1
∂�1

∂�1

≤ J1 + 1
2
J10, ∀s ≥ s0 = min{ 1

2�
, C

2
}.

(2.85)

39



Combinando as estimativas obtidas para J1 a J10, conclúımos a prova da proposição.

2.3.3 A Fronteira

Como w = w2, � = �2 e � = �2 em Σ, temos que

JΣ(w2) = s�

∫
Σ

(
a2

2' ∣∇w∣
2 ∂�

∂�
− 2a2

2'(∇� ⋅ ∇w)
∂w

∂�

)
+s�


 − 1

2

∫
Σ

∣w∣2 'a2∇L(�) ⋅ � + s�2
 − 1

2

∫
Σ

∣w∣2 'a2L(�)
∂�

∂�

−s�(
 − 1)

∫
Σ

wa2
∂w

∂�
'L(�) + s�2

∫
Σ

a2'E(�)w
∂w

∂�

−s�3 1

2

∫
Σ

∣w∣2 'E(�)a2
∂�

∂�
− s�2 1

2

∫
Σ

∣w∣2 a2
'∇E(�) ⋅ �

+2s�

∫
Σ

a2'�
′w′

∂w

∂�
− s�

∫
Σ

∣w′∣2 'a2
∂�

∂�

+s3�3

∫
Σ

∣w∣2 '3E(�)a2
∂�

∂�
.

(2.86)

Contudo, estamos trabalhando com u dentro do conjunto X, ver (2.39), fato que faz com que

w2 = 0 em Σ. Notemos que w ser constante em Σ nos permite, por justificativas análogas às

feitas para conseguir (2.82) e (2.83), que estes últimos resultados sejam válidos para j = 2

em Σ. Logo,

JΣ(w2) = s�

∫
Σ

(
a2

2' ∣∇w∣
2 ∂�

∂�
− 2a2

2'(∇� ⋅ ∇w)
∂w

∂�

)
= −s�

∫
Σ

'

∣∣∣∣a2
∂w

∂�

∣∣∣∣2 ∂�∂�
≥ −s�

∫
Σ�+

'

∣∣∣∣a2
∂w

∂�

∣∣∣∣2 ∂�∂�
≥ −s�

∫
Σ�+

'

∣∣∣∣a2
∂w

∂�

∣∣∣∣2 ∥∥∥∥∂�∂�
∥∥∥∥
L∞(Σ)

≥ −s�C
∫

Σ�+

'

∣∣∣∣a2
∂w

∂�

∣∣∣∣2 ,

(2.87)

lembrando que, como t́ınhamos definido, Σ�
+ = {(x, t) ∈ Σ;∇�(x, t) ⋅ �(x) > 0}.
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2.3.4 Juntando os termos

Agora vamos utilizar os resultados obtidos nas Seções 2.3.2 - 2.3.4 para obter uma nova

estimativa para o termo ⟨P1(w), P2(w)⟩L2(Q0). Combinando (2.50), (2.87) e as Proposições

2.4 e 2.5, conclúımos que , existem s0, �0 e C positivos em ℝ tais que, para todo s ≥ s0 e

� ≥ �0, temos

�A ∥w∥Ω0,'
− C ∥w∥Bε(x0),' + XQ0(w)− s�C

∫
Σ�+

'

∣∣∣∣a2
∂w

∂�

∣∣∣∣2 ≤ ⟨P1(w), P2(w)⟩L2(Q0) .

(2.88)

Adicionando ∥P1(w)∥2
L2(Q0) + ∥P2(w)∥2

L2(Q0) em ambos os lados, obtemos que

∥P1(w)∥2
L2(Q0) + ∥P2(w)∥2

L2(Q0) + �A ∥w∥Ω0,'
− C ∥w∥Bε(x0),' + XQ0(w)− s�C

∫
Σ�+

'

∣∣∣∣a2
∂w

∂�

∣∣∣∣2
≤ 1

2
∥P1(w) + P2(w)∥2

L2(Q0)

=
1

2
∥P (w)−R(w)∥2

L2(Q0)

≤ ∥P (w)∥2
L2(Q0) + ∥R(w)∥2

L2(Q0) .

Assim,

∥P1(w)∥2
L2(Q0) + ∥P2(w)∥2

L2(Q0) +
3

2
∥w∥Ω0,'

≤ C ∥P (w)∥2
L2(Q0)

+C ∥R(w)∥2
L2(Q0) + C ∣XQ0(w)∣+ C ∥w∥Bε(x0),' + Cs�

∫
Σ�+

'

∣∣∣∣a2
∂w

∂�

∣∣∣∣2 , (2.89)

Por (2.38) e (2.42) temos que

C ∣XQ0(w)∣+ C ∥R(w)∥2
L2(Q0) ≤ CCs�3

∫
Q0

'2 ∣w∣2 + C
2s2�2

∫
Q0

'2L(�)2 ∣w∣2

≤ 1

2
s3�3

∫
Q0

'3 ∣w∣2

≤ 1

2
∥w∥Ω0,'

(2.90)

para todo s ≥ s0 = 2 min{CC,K}, onde CL(�) ≤ K.

Conclúımos, então, de (2.89) e (2.90), que
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∥P1(w)∥2
L2(Q0) + ∥P2(w)∥2

L2(Q0) + ∥w∥Ω0,'

≤ C ∥P (w)∥2
L2(Q0) + C ∥w∥Bε(x0),' + Cs�

∫
Σ�+

'

∣∣∣∣a2
∂w

∂�

∣∣∣∣2 . (2.91)

2.3.5 Eliminando o termo em Bε(x0)

Neste último passo, iremos remover a integral em Bε(x0) do lado direito de (2.91). Antes

de fazer isso, relembremos que x0 pode ser escolhido arbitrariamente em Ω1. Dessa forma,

podemos tomar dois pontos diferentes em Ω1 e ter duas respectivas desigualdades como em

(2.91).

Sejam x1, x2 dois pontos de Ω1 e �k,'k, wk as funções associadas a cada xk, k = 1, 2.

Somando as duas desigualdades obtidas como em (2.91), temos que

2∑
k=1

(∥∥∥P �k

1 (wk)
∥∥∥2

L2(Q0)
+
∥∥∥P �k

2 (wk)
∥∥∥2

L2(Q0)
+
∥∥wk∥∥

Ω0,'k

)
≤

2∑
k=1

(
C
∥∥∥P �k(wk)

∥∥∥2

L2(Q0)
+ C

∥∥wk∥∥
Bε(xk),'k

+ Cs�

∫
Σ�

k

+

'k
∣∣∣∣a2

∂wk

∂�

∣∣∣∣2
)
.

(2.92)

Suponhamos que exista ε > 0 e �0 > 0 tal que, para todo � > �0 seja verdade que

C'1 <
1

2
'2 em Bε(x1) e C'2 <

1

2
'1 em Bε(x2). (2.93)

Podemos supor C ≥ 1 em (2.91) e, consequentemente, em (2.92) e (2.93). Assim, (2.93)

nos dá que

'1 <
1

2C
'2 < '2 em Bε(x1) e '2 <

1

2C
'1 < '1 em Bε(x2), (2.94)

o que implica que w1 < w2 em Bε(x1) e w2 < w1 em Bε(x2). Dessa forma,

C ∥w1∥Bε(x1),'1 = Cs�

∫ T

−T

∫
Bε(x1)

(
∣∣∂tw1

∣∣2 +
∣∣∇w1

∣∣2)'1 + Cs3�3

∫ T

−T

∫
Bε(x1)

∣∣w1
∣∣2 ('1

)3

≤ s�

∫ T

−T

∫
Bε(x1)

(
∣∣∂tw1

∣∣2 +
∣∣∇w1

∣∣2)C'1 + s3�3

∫ T

−T

∫
Bε(x1)

∣∣w1
∣∣2C3

(
'1
)3

≤ 1

2
s�

∫ T

−T

∫
Bε(x1)

(
∣∣∂tw2

∣∣2 +
∣∣∇w2

∣∣2)'2 +
1

8
s3�3

∫ T

−T

∫
Bε(x1)

∣∣w2
∣∣2 ('2

)3

≤ 1

2
∥w2∥Ω0,'2 .

(2.95)
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Procedendo da mesma forma, vemos que

C ∥w2∥Bε(x2),'2 ≤
1

2
∥w1∥Ω0,'1 . (2.96)

Combinando (2.92), (2.95) e (2.96), e aborvendo os termos em Bε(xj), j = 1, 2

encontramos (2.48).

Para a conclusão da prova da Desigualdade de Carleman, nos resta mostrar a existência

de ε > 0 e �0 > 0 que tornem posśıvel (2.94) acontecer para � > �0.

Observemos que

C'1 <
1

2
'2 ⇐⇒ 2C < e�(�2−�1) em Bε(x1) e

C'2 <
1

2
'1 ⇐⇒ 2C < e�(�1−�2) em Bε(x2).

(2.97)

Logo, se mostramos que (�2 − �1) > �1 em Bε(x1) e (�1 − �2) > �2 em Bε(x2), para

algum �1, �2 > 0 a demostração estará conclúıda, pois, como a exponecial é uma função

crescente, teŕıamos que

e�(�1−�2) > � (�1 − �2) > ��1 > 2C em Bε(x1) e

e�(�2−�1) > � (�2 − �1) > ��2 > 2C em Bε(x2)

(2.98)

para todo � > �0 = 2C
1

min{�1, �2}
.

De fato, denotando d = 1
2
∣x1 − x2∣, �j = d(xj,Γ1) e Dj = max

z∈Γ1

∣xj − z∣ obtemos que

�j(x, t) = �(x)
a

�(xj)2
∣x− xj∣2 − �t2 +M

≤ a

�(xj)2
ε2 − �t2 +M

≤ a

�2
j

ε2 − �t2 +M

(2.99)
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e, também, que

�l(x, t) = �(x)
a

�(xl)2
∣x− xl∣2 − �t2 +M

≥ a

�(xl)2
d2 − �t2 +M

≥ a

D2
l

d2 − �t2 +M

(2.100)

para todo x ∈ Bε(xj) e {j, l} = {1, 2}, com ε < d.

Consequentmente, encontramos que

�2 − �1 ≥ a

(
d2

D2
2

− ε2

�2
1

)
= �1 em Bε(x1)

�1 − �2 ≥ a

(
d2

D2
1

− ε2

�2
2

)
= �2 em Bε(x2).

(2.101)

Para que �1 e �2 sejam positivos, basta tomar ε < min
{
d�1

D2
, d�2

D1

}
.

Corolário 2.1. Sobre as mesmas hipóteses do Teorema 2.1, dado m ∈ ℝ, existe C = C(m) >

0, s0 > 0 e �0 > 0 tal que, para todo p ∈ L∞(Ω), com ∥p∥ ≤ m, vale

2∑
k=1

(
∥∥∥P �k

1 (wk)
∥∥∥2

L2(Q)
+
∥∥∥P �k

2 (wk)
∥∥∥2

L2(Q)
+
∥∥wk∥∥2

Q,'k
)

≤ C
2∑

k=1

(∫
Q

e2s�k ∣Lpu∣2 + s�

∫
Σ�

k

+

∣∣∣∣a2
∂wk

∂�

∣∣∣∣2
)
, (2.102)

para todo u ∈ X, � ≥ �0 e s ≥ s0.

Prova. Lembrando que definimos Lp(u) = u′′ − aΔu+ pu em (2.34), temos que
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C
∥∥∥P �k(wk)

∥∥∥2

L2(Q)
= C

2∑
j=1

(∫
Qj

e2s'kj ∣L(uj)∣2
)

= C

2∑
j=1

(∫
Qj

e2s'kj ∣Lp(uj)− puj∣2
)

≤ C

2∑
j=1

(∫
Qj

e2s'kj ∣Lp(uj)∣2 + ∣puj∣2
)

≤ C

∫
Q0

e2s'k ∣Lp(u)∣2 + Cm2

∫
Q0

∣∣wk∣∣2
≤ C

∫
Q0

e2s'k ∣Lp(u)∣2 +
1

2
s3�3

∫
Q0

(
'k
)3 ∣∣wk∣∣2

≤ C

∫
Q

e2s'k ∣Lp(u)∣2 +
1

2

∥∥wk∥∥2

Q,'k

(2.103)

para todo s ≥ s0 = 2Cm2.

Usando (2.103) no Teorema 2.1, obtemos, após absorvermos o segundo termo da direita

da última desigualdade pelo lado esquerdo de (2.48), o resultado desejado.
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Caṕıtulo 3

Problema Inverso

Neste caṕıtulo, aplicaremos a desigualdade de Carleman para obter uma estimativa

que nos mostrará que o do problema inverso está bem posto. Com isto, finalizaremos a

demonstração da estabilidade do problema inverso de retomar o potencial p envolvido na

equação (2.2), caracterizado pela aplicação

p ∣Ω 7−→ a2
∂u

∂�

∣∣∣∣
Γ×(0,T )

. (3.1)

É verdade (ver[7, 15]) que, dados a(x), uma função definida por partes constantes e

p ∈ L∞(Ω), a equação

⎧⎨⎩
u′′ − div(a(x)∇u) + p(x)u = g(x, t) em Ω× (0, T )

u = ℎ sobre Γ× (0, T )

u(0) = uo, u
′(0) = u1 em Ω

(3.2)

possui solução única na classe u = u(p) ∈ C([0, T ];H1(Ω)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)), sempre que

ℎ(⋅, 0) = u0 em Γ e

g ∈ L1(0, T ;L2(Ω)), ℎ ∈ L2(0, T ;L2(Γ)), u0 ∈ H1(Ω) e u1 ∈ L2(Ω). (3.3)

Além disso, tal solução depende continuamente dos dados iniciais e é tal que ∂u
∂�
∈

L2(0, T ;L2(Γ)).
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Conhecedores da existência de solução para o problema acima, para verificar que o

problema ⎧⎨⎩
y′′ − div(a(x)∇y) + p(x)y = f(x)R(x, t) em Ω× (0, T )

y = 0 sobre Γ× (0, T )

y(0) = yo, y
′(0) = y1 em Ω

(3.4)

também possui solução única, basta tomar o produto f(x)R(x, t) em L1(0, T ;L2(Ω)), o

que acontece se f ∈ L2(Ω) e R ∈ H1(0, T ;L∞(Ω)).

3.1 Estimativa

Observemos que a unicidade da solução em (3.4) nos permite definir a aplicação

f ∣Ω 7−→ ∂y

∂�
(f)

∣∣∣∣
Σ

, (3.5)

pois, se f = g, o problema em questão terá a mesma solução e, consequentemente,

∂y

∂�
(f)

∣∣∣∣
Σ

=
∂y

∂�
(g)

∣∣∣∣
Σ

(3.6)

Mostraremos a estabilidade desta aplicação a fim de obter uma estimativa que nos levará

à estabilidade do problema inverso.

Teorema 3.1. Seja Ω1 ⊂ Ω um conjunto aberto, limitado e fortemente convexo com fronteira

Γ1 de classe C4 e a1 > a2 > 0. Dados x1, x2 ∈ Ω1, seja Rj = sup{∣x− yj(x)∣ ;x ∈ Ω2},

j = 1, 2, onde yj é definido como em (2.10) com x0 = xj. Sejam �j = d(xj,Γ1),

D0 = max{R1+�1

�1
, R2+�2

�2
} e 
, � satisfazedo (2.18), (2.54), (2.60) e (2.71). Se

� <
M

T 2
, ∥p∥L∞(Ω) ≤ m, T > D0

√
a1

�
,

R ∈ H1(0, T ;L∞(Ω)) e 0 < r < ∣R(x.0)∣ q.s. Ω.

(3.7)

então existe C > 0 tal que, para todo f ∈ L2(Ω), a solução y de (3.4) satisfaz

∥f∥2
L2(Ω) ≤ C

∥∥∥∥a2
∂y

∂�

∥∥∥∥2

H1(0,T ;L2(Γ))

. (3.8)
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Prova. Para cada f ∈ L2(Ω) e R ∈ H1(0, T ;L∞(Ω)), seja y a solução de (3.4). Tomemos a

extensão par de R e y ao intervalo (−T, T ). Assim, chamando z = y′ e derivando (3.4)1 em

t, vemos que z satisfaz a seguinte equação:⎧⎨⎩

z′′ − div(a(x)∇z) + p(x)z = f(x)R′(x, t) em Q

z = 0 sobre Σ

z(0) = 0 em Ω

z′(0) = f(x)R(x, 0) em Ω.

(3.9)

Multiplicando (3.9)1 por z′ e integrando em Ω, encontramos que

1

2

d

dt
∣z′(t)∣2 +

1

2

d

dt

∫
Ω

a(x) ∣∇z(t)∣2 +
1

2

d

dt

∣∣∣√p(x)z(t)
∣∣∣2 =

∫
Ω

f(x)R′(x, t)z′(t). (3.10)

Integrando (3.10) de 0 a t, por (3.9)3, temos que∫ t

0

∫
Ω

f(x)R′(x, t)z′(t) +
1

2
∣z′(0)∣2 =

1

2

∫
Ω

a(x) ∣∇z(t)∣2 +
1

2

∣∣∣√p(x)z(t)
∣∣∣2 +

1

2
∣z′(t)∣2

≥ 1

2
∣z′(t)∣2 +

C1

2
∥z(t)∥2 ,

≥ 1

2
∣z′(t)∣2 +

C

2
∣z(t)∣2 ,

(3.11)

pois a(x) ≥ C1. Logo,

1

2
∣z′(t)∣2 +

C

2
∣z(t)∣2 ≤

∫
Ω

∫ t

0

f(x)R′(x, s)z′(s)ds+
1

2
∣z′(0)∣2

≤ 1

2

∫
Ω

∫ t

0

∣f(x)∣2 ds+
1

2

∫
Ω

∫ t

0

∣R′(x, s)z′(s)∣2 ds+
1

2
∣z′(0)∣2

≤ T

2
∥f∥2

L2(Ω) +
1

2

∫
Ω

∫ t

0

∣R′(x, s)z′(s)∣2 ds+
1

2

∫
Ω

∣f(x)R(x, 0)∣2

≤ T

2
∥f∥2

L2(Ω) +
1

2

∫ t

0

∣R′(x, s)∣2 ∣z′(s)∣2 ds+
1

2
∥R(x, 0)∥L∞(Ω) ∥f∥

2
L2(Ω)

≤ C ∥f∥2
L2(Ω) +

1

2

∫ t

0

∣R′(x, s)∣2 ∣z′(s)∣2 ds .

(3.12)
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Aplicando a desigualdade de Gronwall (ver Lema 1.5) em (3.12) obtemos que

1

2
∣z′(t)∣2 +

C

2
∣z(t)∣2 ≤ C ∥f∥2

L2(Ω) e
∫ t
0 ∣R

′(x,s)∣2ds

≤ C ∥f∥2
L2(Ω) e

∥R′(x,t)∥H1(0,T ;L∞(Ω)

≤ C ∥f∥2
L2(Ω) .

(3.13)

Integrando (3.13) de −T a T , conclúımos que

∥z∥H1(−T,T ;L2(Ω)) ≤ C ∥f∥L2(Ω) . (3.14)

Para aplicar a desigualdade de Carleman, precisamos de uma solução da equação da

onda que se anule em t = ±T . Assim, para 0 < � < T consideremos a função � ∈ C∞0 (−T, T )

tal que1

0 ≤ � ≤ 1 e �(t) = 1, ∀t ∈ (−T + �, T − �), (3.15)

e definamos v = �z. É fácil ver que v satisfaz a equação⎧⎨⎩

v′′ − div(a(x)∇v) + p(x)v = �f(x)R′(x, t) + 2�′y′′ + �′′y′ em Q

v = 0 sobre Σ

v(0) = 0 em Ω

v′(0) = f(x)R(x, 0) em Ω

v(±T ) = v′(±T ) = 0 em Ω

(3.16)

Tomemos j = 1, 2, e denotemos y a função como definida em (2.10) e � a função peso

correspondente ao ponto xj ∈ Ωj. Notemos que

�(x, t) = �(x)c(x) ∣x− x0∣2 − �t2 +M ≤ �(x)c(x) ∣x− x0∣2 +M = �(x, 0),

(3.17)

para todo (x, t) em (−T, T )× Ω. Como

∣x− xj∣ − ∣y(x)− x∣ ≤ ∣x− xj + y(x)− x∣ = �(x) (3.18)

implica
∣x− xj∣
�(x)

≤ 1 +
∣x− y(x)∣
�(x)

≤ 1 +
Rj

�j
≤ D0, (3.19)

1Uma função desse tipo já foi apresentada no Exemplo 1.1.
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então, pela escolha de T > D0

√
a1

�
2,

�(x,±T ) = �(x)
a

�(x)2
∣x− x0∣2 − �T 2 +M

≤ a1D
2
0 − �T 2 +M < M ≤ �(x, 0) ∀x ∈ Ω.

(3.20)

Logo, para � > 0 pequeno o suficiente, é também verdade que

�(x, t) < M ≤ �(x, 0) ∀x ∈ Ω, ∀t ∈ [−T,−T + �] ∪ [T − �, T ]. (3.21)

De agora em diante, denotaremos a constante genérica C dependendo apenas de

Ω, T, �, �, x1, x2, �, s0 e �0, mas indepedente de s > s0 e � < �0.

Por (3.7), (3.14) e, como f ∈ L2(Ω), temos que o lado direito da igualdade (3.16)1

pertence a L2(Q). Definindo ' = e�, wj = es'vj como na prova do Teorema 2.1 e observando

(3.16), verificamos que v ∈ X. Assim, temos permissão para utilizar o Corolário 2.1 para o

problema (3.16).

Ainda como na prova do Teorema 2.1, temos P1(w) = w′′ − aΔw + s2�2'2E(�)w. Por

(3.16)5, obtemos

〈
P1wj, w

′
j

〉
L2((−T,0)×Ωj)

=

∫ 0

−T

(
1

2

d

dt

∣∣w′j∣∣2 + aj
1

2

d

dt
∥wj∥2 + s2�2

∫
Qj

'2E(�j)
1

2

d

dt
∣wj∣2

)

=
1

2

∣∣w′j(0)
∣∣2 − aj 1

2
∥wj(−T )∥2 + s2�2

∫ 0

−T

∫
Qj

E(�j)'
2��′ ∣wj∣2

≥ 1

2

∣∣w′j(0)
∣∣2 − Cs2�3

∫ 0

−T

∫
Qj

'3 ∣w∣2 ,

(3.22)

Como w′(0) = es'(0)v′(0) = es'(0)f(x)R(x, 0) e ∣R(x, 0)∣ ≥ r, temos, por (3.22), que

2∑
j=1

(〈
P1(wj), w

′
j

〉
L2((−T,0)×Ωj)

+ Cs2�3

∫ 0

−T

∫
Qj

'3 ∣wj∣2
)
≥

∫
Ω

∣∣es'(0)f(x)R(x, 0)
∣∣2

≥ r2

∫
Ω

e2s'(0) ∣f(x)∣2 .

(3.23)

2Tal escolha ainda é posśıvel considerando (2.54) e (2.71)
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Para aplicar a Desigualdade de Carleman (Corolário 2.1), consideramos as funções peso

'1 e '2, associadas a x1 e x2 ∈ Ω1, respectivamente. Aplicando (3.23) para wkj = es'
k
vj,

j = 1, 2, conseguimos que

2∑
j=1

(〈
P1(w1

j ), (w
1
j )
′〉
L2((−T,0)×Ωj)

+ Cs2�3

∫ 0

−T

∫
Qj

(
'1
)3 ∣∣w1

j

∣∣2) ≥ r2

∫
Ω

e2s'1(0) ∣f(x)∣2 .

(3.24)

e
2∑
j=1

(〈
P1(w2

j ), (w
2
j )
′〉
L2((−T,0)×Ωj)

+ Cs2�3

∫ 0

−T

∫
Qj

(
'2
)3 ∣∣w2

j

∣∣2) ≥ r2

∫
Ω

e2s'2(0) ∣f(x)∣2 .

(3.25)

Somamos (3.24) e (3.25) obtemos que

r2

∫
Ω

(
e2s'1(0) + e2s'2(0)

)
∣f(x)∣2

≤ C
2∑

j,k=1

(〈
P1(wkj ), ∂tw

k
j

〉
L2((−T,0)×Ωj)

+ s2�3

∫ 0

−T

∫
Qj

(
'k
)3 ∣∣wkj ∣∣2

)

≤ C
2∑

j,k=1

(∥∥P1(wkj )
∥∥
L2((−T,0)×Ωj)

∥∥∂twkj ∥∥L2((−T,0)×Ωj)
+ s2�3

∫ 0

−T

∫
Qj

(
'k
)3 ∣∣wkj ∣∣2

)

≤ C
2∑

j,k=1

(
1

2
√
s

∥∥∥P'k

1 wkj

∥∥∥2

L2((−T,0)×Ωj)
+

√
s

2

∥∥∂twkj ∥∥2

L2((−T,0)×Ωj)
+ s2�3

∫ 0

−T

∫
Qj

(
'k
)3 ∣∣wkj ∣∣2

)

≤ C√
s

2∑
j,k=1

( ∥∥∥P'k

1 wkj

∥∥∥2

L2((−T,0)×Ωj)
+
∥∥∂twkj ∥∥2

L2((−T,0)×Ωj)
+ s3�3

∫ 0

−T

∫
Qj

(
'k
)3 ∣∣wkj ∣∣2

)

≤ C√
s

2∑
j,k=1

( ∥∥∥P'k

1 wkj

∥∥∥2

L2((−T,0)×Ωj)
+
∥∥wkj ∥∥Qj ,'k

)

≤ C√
s

2∑
k=1

( ∥∥∥P'k

1 wk
∥∥∥2

L2(Q0)
+
∥∥∥P'k

2 wk
∥∥∥2

L2(Q0)
+
∥∥wk∥∥

Q0,'k

)
.

(3.26)

Agora, aplicando o Corolário 2.1, encontramos que

r2

∫
Ω

(
e2s'1(0) + e2s'2(0)

)
∣f(x)∣2 ≤ C√

s

2∑
k=1

(∫
Q

e2s�k ∣Lpv∣2 + s�

∫
Σ�

k

+

'k
∣∣∣∣a2

∂wk

∂�

∣∣∣∣2
)
.

(3.27)
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Por outro lado, como � ≤ 1 e, em [−T + �, T − �], �′ = 0 então, das estimativas (3.14),

(3.17) e (3.21), obtemos, para k = 1, 2,∫
Q

e2s�k ∣Lpv∣2 =

∫
Q

e2s�k ∣�fR′ + 2�′y′′ + �′′y′∣2

≤ C

∫
Q

e2s�k ∣f ∣2 ∣R′∣2 + C

∫
Q

e2s�k
(
∣�′z′∣2 + ∣�′′z∣2

)
≤ C

∫
Q

e2s�k(0) ∣f ∣2 ∣R′∣2 + C

(∫ −T+�

−T
+

∫ T

T−�

)∫
Ω0

e2se�MC
(
∣z′∣2 + ∣z∣2

)
≤ C ∥R∥H1(0,T ;L∞(Ω)0

∫
Ω

e2s'k(0) ∣f ∣2 + Ce2se�M ∥z∥2
H1(−T,T ;Ω)

≤ C

∫
Ω

e2s'k(0) ∣f ∣2 + Ce2se�M ∥f∥2
L2(Ω)

≤ C

∫
Ω

e2s'k(0) ∣f ∣2 .

(3.28)

De (3.27) e (3.28), lembrando que Σ'k

+ ⊂ Σ para k = 1, 2 e

∣∣∣∣∂wk∂�

∣∣∣∣ = es'
k

∣∣∣∣∂v∂�
∣∣∣∣ em Σ,

obtemos que

r2

∫
Ω

(
e2s'1(0) + e2s'2(0)

)
∣f(x)∣2

≤ C√
s

2∑
k=1

(∫
Ω

e2s'k(0) ∣f(x)∣2 + s�

∫
Σ�

k

+

'k
∣∣∣∣a2

∂wk

∂�

∣∣∣∣2
)

≤ C√
s

2∑
k=1

(∫
Ω

e2s'k(0) ∣f(x)∣2 + s�

∫
Σ

'ke2s'k
∣∣∣∣a2

∂v

∂�

∣∣∣∣2
)

≤ C√
s

∫
Ω

(
e2s'1(0) + e2s'2(0)

)
∣f(x)∣2 + C

√
s�

∫
Σ

(
'1e2s'1

+ '2e2s'2
) ∣∣∣∣a2

∂v

∂�

∣∣∣∣2 .
(3.29)

Tomando s > s0 =
(

C
r2−1

)2
, o termo da esquerda pode absorver o primeiro termo da

direita. Observando que∫
Ω

(
e2s'1(0) + e2s'2(0)

)
∣f(x)∣2 ≥

∫
Ω

(
2s'1(0) + 2s'2(0)

)
∣f(x)∣2

≥
∫

Ω

(
2s��1(0) + 2s��2(0)

)
∣f(x)∣2

≥ 2
√
s�

∫
Ω

∣f(x)∣2 ,

(3.30)
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conclúımos que ∫
Ω

∣f(x)∣2 ≤ C

2

∫
Σ

(
'1e2s'1

+ '2e2s'2
) ∣∣∣∣a2

∂v

∂�

∣∣∣∣2 . (3.31)

Assim, fixando sC > s0 e �C > �0, como �k e � são limitadas em Σ e ∂z
∂�

é uma extensão

par com respeito a t ∈ [−T, T ], de (3.31), conclúımos que∫
Ω

∣f(x)∣2 ≤ C

2

∫
Σ

∣∣∣∣a2
∂v

∂�

∣∣∣∣2 ≤ C

∫ T

0

∫
Γ

∣∣∣∣∂t(a2
∂y

∂�

)∣∣∣∣2 ≤ C

∥∥∥∥a2
∂y

∂�

∥∥∥∥2

H1(0,T ;L2(Γ))

. (3.32)

O que prova o resultado.

3.2 Estabilidade e Unicidade do Problema Inverso

Finalmente, cumpriremos a meta deste trabalho: mostrar a unicidade e estabilidade do

problema inverso. Em outras palavras:

Teorema 3.2. Seja Ω1 ⊂ Ω um conjunto aberto, limitado e fortemente convexo com fronteira

Γ1 de classe C4 e a1 > a2 > 0. Existe T0 > 0 tal que, dado T > T0, se p ∈ L∞(Ω),

u0 ∈ H1(Ω), u1 ∈ L2(Ω) e r > 0 satisfazem

∙ ∣u0(x)∣ ≥ r > 0 quase sempre em Ω,

∙ u(p) ∈ H1(0, T ;L∞(Ω)),

então, dado um conjunto limitado U ⊂ L∞(Ω), existe uma constante

C = C(a1, a2,Ω1,Ω2, T, ∥p∥L∞(Ω) , ∥u(p)∥H1(0,T ;L∞(Ω)) ,U , r) > 0 tal que

∥p− q∥L2(Ω) ≤ C

∥∥∥∥a2
∂u(p)

∂�
− a2

∂u(q)

∂�

∥∥∥∥
H1(0,T ;L2(Γ))

. (3.33)

para todo q ∈ U , onde u(p) e u(q) são soluções de (2.2) com potencial p e q, respectivamente.

Prova. Seja ỹ = u(q) − u(p). Fazendo a diferença entre (2.2)1 em relação a u(q) e u(p),

temos que ỹ′′−div(a(x)∇ỹ)+qu(q)−pu(p) = 0, tomando f = p−q e R = u(p), encontramos
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⎧⎨⎩

ỹ′′ − div(a(x)∇ỹ) + qỹ = f(x)R(x, t) em Ω× (0, T )

ỹ = 0 sobre Γ× (0, T )

ỹ(0) = 0 em Ω

ỹ′(0) = 0 em Ω.

(3.34)

Como, por hipótese, R(x, t) = u(p) ∈ H1(0, T ;L∞(Ω)) e ∣R(x, 0)∣ = ∣u(x, 0)∣ > r > 0,

dado qualquer U ⊂ L∞(Ω) limitado por uma constante m com p ∈ U , tomando T0 = D0

√
a1

�
,

como feito no Teorema 3.1, conclúımos a prova.
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