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Resumo

Definir uma generalizacao do conceito de transformacao de Mobius e construir uma
teoria indutiva do que venha a ser um espaco hiperbdlico de dimensao n. Essa teoria
indutiva nos permite que se iniciando com n = 1, juntamente com a nocao de extensao
de Poincaré, construir uma cadeia de grupos GM(n) de transformacao de Mobius e os
espacos hiperbélicos H? associados.

Veremos formulas explicitas para os bissetores de Poincaré em dimensao 2. E que
nos modelos de bola do espago hiperbdlico, esses bissetores coincidem com as esferas
isométricas das isometrias.

Iremos usar férmulas explicitas dos bissetores, para obter-se um algoritmo, o DAFC,

para obtencao de geradores para grupos Fuchsianos, que sera nosso grupo em estudo.
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Abstract

Set a generalization of Mobius transformation and build a theory of inductive that
may be an n-dimensional hyperbolic space. This theory allows for the inductive starting
with n = 1, together with the extension notion of the Poincaré build a chain groups
G M (n) transformation Mébius and spaces hyperbolic H* members.

We will see explicit formulas for the Poincaré bisectors in size 2. And may on models
of hiperbolic space ball these bisectors coincide with the isometric spheres of isometries.

We will be using explicit formulas of bissectors, to ge youself an algorithm, the DAFC,

to obtain generators for Fuchsianos groups, which will be our study group.
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Introducao

Historico

No século dezenove, Lobachevsky (1792-1856) em 1820, Gauss (1777-1855) e Bolyai
(1802-1860) em 1823, descobriam que poderiam obter uma teoria matemética “consis-
tente” partindo de um postulado que afirma a existéncia de infinidade de retas paralelas
contendo P.

Postulado de Lobachevsky-Gauss-Bolyai - Dada uma reta r e um ponto P fora
de r, existem pelo menos duas retas s e t que contém P e sao paralelas a reta r.

Um modelo para esta geometria é dado pelo o semiplano
H={zeC:Im(z) >0},

em que as retas sao semi-retas e semicirculos perpendiculares a reta que determina o

semiplano. Outro modelo é dado pelo disco de Poincaré
B={zeC:|z| <1}

O desenvolvimento da Geometria Hiperbdlica iniciou-se com o trabalho de Poincaré e
seguido pelo trabalho de Gromov, entre outros, os quais proporcionaram ramificagoes em
diversas areas.

Em Poincaré Bisectors in Hyperbolic Spaces [9] esta provado que no espago hiperbdlico
de dimensao 2, os circulos isométricos nos semiplanos, sao os bissetores de Poincaré. Estes
foram usados para obter férmulas explicitas para os bissetores de Poincaré, no espaco
hiperbdlico de dimensao 2. Usando estas formulas, foram encontrados geradores para
grupos distintos de divisao de dlgebra.

Dois problemas interessantes sao os de decidir quando um dominio fundamental de
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Ford, coincide com um dominio fundamental de Poincaré(chamando de dominio de Dirichlet-
Ford ou dominios DF') e quando um dominio fundamental de Poincaré tem mais que um
centro(chamado de dominio Dirichlet Duplo ou dominios DC). Estes problemas foram
citados em Dirichlet-Ford Domains and Arithmetic Reflection Groups [7] e resolvidos, no
mesmo artigo, para os grupos Fuchsianos. Em particular, esta provado que nao exis-
tem exemplos de cocompactos neste caso. Em Poincaré Bisectors in Hyperbolic Spaces
[9], uma prova foi mostrada e um critério algébrico foi estabelecido, que o conjunto de
side-pairing transformations ou transformacoes de emparelhamento, deve satisfazer. Na
verdade, verifica-se que no caso Fuchsiano, esses dois problemas tém solucoes semelhantes
(Dirichlet-Ford Domains and Arithmetic Reflection Groups [7]), e restava ver o que acon-
tece no caso Kleiniano, que nao vai ser nosso objetivo.

Nosso principal resultado neste trabalho, é resolver os problemas acima mencionados
para os grupos Fuchsianos e mostrar que eles sao idénticos. No nosso caso, a diferenca
estd no numero de possibilidades de aplicacao ortogonais lineares de A e em como escrever
uma isometria hiperbdlica v = Ao, onde o é a reflexao no circulo isométrico. Ainda no
caso Fuchsiano, somente uma reflexao aparece, ou seja, a reflexdao no eixo imaginario.
Primeiramente,daremos uma descricao de A, e usaremos isto para mostrar que, em um
dominio de Ford, todas as aplicacoes lineares, resultantes das transformagoes de empar-
elhamentos, tem um autovetor comum. Se o grupo é livre de torcao, entao a direcao
deste autovetor determina um vértice ideal. Juntamente com os resultados de Poincaré
Bisectors in Hyperbolic Spaces 9], obtém-se uma caracterizagao algébrica, em termos de
um conjunto de transformacoes de emparelhamento dos grupos Fuchsianos, tendo um
dominio de Ford. Uma parte para resolver os problemas acima citados, é estudarmos a
simetria do seu dominio fundamental e derivar algumas consequéncia do fato de que os
circulos isométricos nos semiplanos de espaco hiperbdlico, sao bissetores de Poincaré em
qualquer dimensao.

Seguindo o caminho e as ideias de matematicos como Poincaré e Gromov, estudaremos
uma area de pesquisa com varias ramificacoes em diversas areas.

Inicialmente, veremos uma rapida abordagem sobre a construcao do conjunto dos
numeros complexos, projegao estereografica, transformacao de Mobius, as agoes de gru-
pos e conjuntos de geradores para um grupo I'. Em seguida, apresentaremos o plano

hiperbdlico e suas principais propriedades. Além das defini¢oes sobre os Dominios Fun-



damentais.

Finalizando com o Capitulo 3, veremos férmulas explicitas para os bissetores de
Poincaré, sem as quais, existiam dificuldades tedricas ao se aplicar a teoria. Assim, vamos
ter que no modelo de bola do espacgo hiperbdlico, os bissetores de Poincaré coincidem com
as esferas isométricas das isometrias

Teremos uma consequéncia do estudo do bissetor de uma isometria 7, chamada aqui
de ¥, que ¢ a localizacao geométrica de X, e X1, que irao determinar se y é eliptico,
parabdlico ou hiperbélico.

Mostraremos que usando as formulas explicitas dos bissetores, obtemos um algoritmo,
o DAFC, para obtermos geradores para os grupos Fuchsianos.

Alguns problemas foram abordados em Dirichlet-Ford Domains and Arithmetic Reflec-
tion Groups [7], e resolvidos no caso Fuchsiano. Daremos uma visao baseado nos artigos
[4] e [9]. Tal visao, nos mostra a utilidade do conhecimento das férmulas explicitas dos

bissetores de Poincaré.
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Capitulo 1

Geometria Hiperbdlica

Inicialmente, iremos apresentar alguns conceitos e resultados de Geometria Hiperbdlica,
que serao utilizados em todo este texto. Vamos apenas, nos situar com algumas ferra-
mentas, assim como nao é nosso objetivo, efetuar todas as demonstracoes de todos os
resultados.

A principio, trataremos sobre as construgoes dos nimeros complexos e também estu-
daremos a projecao estereografica. Em seguida, veremos as transformacoes de Mobius e
encerraremos essa primeira se¢ao com as agoes de grupos. O leitor interessado em mais

detalhes pode consulta [1, 3]

1.1 Numeros Complexos

Definimos C, os nimeros complexos, como o conjunto de todos os pares ordenados

(a,b), onde a,b € R, e em que sdo definidas operagoes:
1. (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d).
2. Multiplicacao: (a,b)(c,d) = (ac — bd, bc + ad)

Com estas operagoes, C satisfaz todos os axiomas para um dominio, ou seja, C satisfaz

as leis
(a) Associativa.
(b) Comutativa.

(¢) Distributiva.



Além diso, (0,0) e (1,0) sao identidades para a adi¢do e multiplicagao, respectivamente,
e existem inversos aditivos e multiplicativos para cada elemento diferente de zero em C.
Se o numero complexo for (a,0), escrevemos a. Esta aplicagdo a — (a,0), define uma

imersao de R em C, para que consideramos R um subconjunto de C. Se usarmos i = (0, 1),

teremos:

(a,b) =a+bi
Observe que i? = —1, de modo que z? + 1 = 0 possui uma raiz em C. Para cada z em C,
teremos:

2 . .
22+ 1= (24+14)(z—1),
ou seja, se z e w sao numeros complexos, teremos:

2+ w® = (24 iw)(z — iw).

Fazendo z e w, ntimeros reais a e b, obtemos:

1 a—1ib a , b
= = — 1 y
a+ib a?+b>  a®+0b? a? + b?
com a # 0 ou b # 0. Esta é a formula, para o inverso de um nimero complexo.
Escrevendo z = a + @b, onde a,b € R, chamamos a e b, as partes, real e imagindrias

de z, e denotamos por:

a=Re(z) e b=1Im(z).

Vamos introduzir duas operagoes em C. Se z = x + iy, onde z,y € R, entao definimos

para z

1. Valor Absoluto:

A= VT

2. Conjugado:

Assim, se \z|2 = 2.Z, com z # 0, entdo:



Observando a definicao de nimeros complexos, temos que cada z em C, pode ser
identificado com tnico ponto (Re z,Im z) em R?. Ainda, a adi¢ao de ntimeros complexos
é exatamente a lei da adicao do espaco vetorial R%. Se z e w estdo em C estes formam os
dois lados de um paralelogramo, com 0, z e w como vértices, e o quarto vértice, pode ser
z 4+ w. Também temos que |z — w| é a distancia entre z e w.

Uma propriedade fundamental de uma funcao de distancia, é que ela satisfaz a de-

sigualdade triangular. Logo, essa desigualdade torna-se:

|21 — 20| < |21 — 23] + |23 — 2],
para todos 21, 29, 23 € C. Usando que:

21— 2 = (21 — 23) + (23 — 22),

iremos mostrar apenas,

2+ w| < 2] + [w], (1.1)

onde z,w € C. Note que se z € C, entao

Re(z) =2 = Va2 < /22 + % = |2].

Assim,
— |z < Re(z) < |z] e —|z| <Im(z) < |z].
Logo,
Re(zw) < |zw| = |2]| |w].
Portanto,
lz+w]” = |2)° + 2Re(2W) + |w|?

IN

|2 + 22| [w] + [w]?

= (2l + w])®

A partir do qual, segue (1.1).



Essa é a chamada desigualdade triangular, porque se representarmos z e w no plano,
em (1.1) nos diz que o comprimento de um dos lados do triangulo [0, z, z + w] é menor do
que a soma dos comprimentos dos outros dois lados (a menor distancia entre dois pontos
¢ uma linha reta).

Sendo z = x + 7y um ponto no plano complexo C, este ponto z, possui coordenadas
polares (r,0):

xr=rcosf e y=rsend.

Vemos que r = |z| e # é o angulo entre o eixo real positivo e o segmento de reta entre 0 e
z. O angulo 6 é chamado, argumento de z (6 = arg(z)).

Vamos introduzir a seguinte notacao:

cisf = cos 6 + isenf,

sendo z; = rycist e zo = rocisby, teremos:

2129 = rirgcisticislsy

= r113[(cos By cos By — senflysenbsy) + i(senby cos Oy + senby cos b)].

Pelas féormulas para o seno e cosseno de dois angulos, obtemos,

Z129 = Tl’I"QCZ'S(@l + 02)

Como alternativa,

arg(z122) = arg(z;) + arg(zq),

modulo 27, e por inducgao, temos para:

z =rpeisty, k=1,...n,

que

212 2y =TTy Tpcis(0y + - 4 0y).

Em particular,

2" =r"cis(nf), (1.2)



para todo n € Z,. Além disso, se z # 0, entao

de modo que (1.2), é vélida para todo n € Z, se z # 0. Ainda de (1.2), um caso especial,

nos da a Férmula de De Moivre:
(cos @ + isend)"™ = cosnb + isennd.

Agora, considerando que um nimero complexo a # 0 e n > 2, podemos encontrar um

nimero z, que satisfaz 2" = a. Seja |a| = cisa, por (1.2), teremos:

1 (a
z = la|" cis (—) :
n

Mas, ainda podemos obter outra solucao, porque:
1. (fa+27
w = |a|" cis :
n
também satisfaz w™ = a. Com efeito, cada um dos niimeros
1 fa+27
la|™ cis ( > : (1.3)
n

com k =0,...,n — 1, é uma n-ésima raiz de a. Por (1.2), concluimos que, para cada

nimero diferente de zero a em C, existem n raizes n-ésimas distintas de a. Essas raizes
sdo dadas por (1.3).
Vejamos agora, uma réapida explanacao sobre retas e semiplanos no plano complexo.
Seja L uma reta em C. Sabendo que L é determinada através de um ponto em L e
um vetor direcao nao nulo. Logo, se a é um ponto qualquer em L e seu vetor direcao € b,
entao

L={a+th:teR}.

Desde que b # 0, isto nos da, para um z em L, que:

z—a
I = 0.
m( 2 ) 0




De fato, se z é tal que:

entao:

t:('z;‘l):z:aﬂb, teR.

Lz{z:hn(z;a>:0}. (1.4)

Para acharmos o lugar geométrico de um dos conjuntos:

{59 0)
{rom(557) <o

podemos supor, sem perda de generalidade, que |b| = 1, pois

Isto é,

ou

1
be —b
g

possuem a mesma direcao. Se a = 0, pondo

Hoz{zzlm(%)>0}

e b= cisf, entao

% = rcis(f — B).

Assim, z € Hj se, e somente se, sen(6 — ) > 0, ou seja, quando § < 6 < 7+ . Portanto,
Hy é o semiplano inclinado para a esquerda da reta L, se estamos “caminhando ao longo

de L na direcao de b”. Se fizermos
Ha:{zzlm(zga) >0}7

H, =a+Hy:={a+w:weHy},

entao



isto é, H, é a translacao de Hy por a. Portanto, H, é o semiplano inclinado para a

esquerda de L, confira Figura 1.1.

\ \\\\\\\“\\ B

v

Figura 1.1: Semiplano Superior

o frm(57) <o

¢é o semiplano do lado direito de L.

Da mesma forma,

Vamos finalizar esta se¢do com mais algumas informgoes sobre a reta L. O grafico de
L é dado pela equacao

ar +by+c=0,

onde a,b,c € R, com a? + b? # 0. Assim, em coordenadas conjugadas, esta equacio é

a—bi n a+ b Fhe=0
5 z 5 zZ+c=0.

equivalente a equacao

Pondo

obtemos

az+az+v=0.
Assim, se a = @, entao b = 0 e a reta sera vertical. Se a # @, entao

a+a a d ¥
t=——e¢d= -.
a—a b a—ao b

m =



é a inclinacao e o coeficiente linear de L. Mais geralmente, a equagao
S T
az+ fzZ+v=0<«< Re(az) = —5

onde o, 8,7 € C, representa uma reta L se « # 0, a« = e v € R. Note que se v = 0,

entao a reta passa pela origem.

1.2 O Plano Complexo Estendido

Muitas vezes, na analise complexa, temos que nos preocupar com funcoes que tornam-
se infinitas como a varidvel que se aproxima de um determinado ponto. Para vermos essa

situacao, apresentaremos o plano complexo estendido
CU {0} =C.

As regras de cédlculo para o ponto no infinito co sao as seguintes:
1. £ =0, para todo z € C.

2. g:ooez-oo:oo-z:oo,paratodoze(c*.

3. Z=o00ezd00=00%xz =00, para todo z € C.

Observe que nao definimos

00
o0+ 00, 0O— 00 ou —.
00

Além disso, o significado de oo em C é diferente em R, pois i - 0o ou z - 00, z # 0, devem
possuir o mesmo segnificado.

Queremos também, introduzir uma funcao de distancia C,, a fim de discutirmos as
propriedades de continuidade de fungoes, assumindo o valor infinito. Para realizar esse
objetivo e dar uma visao mais concreta de C.,, que representa C,, como sendo a esfera
unitdria em R3:

S? = {(w1, 9, w3) € R® : 2] + a3 + 23 = 1}.
Seja N = (0,0, 1), ou seja, N é o polo norte em S? e a identificagdo de C com

{(z1,22,0) : 21,25 € R},

8



de modo que C corte S? ao longo do equador e para cada ponto z em C, considerar o
segmento de reta em R? através de z e N. Isto intersepta, a esfera, exatamente no ponto
P # N. Vemos que quando |z| — oo o ponto P se aproxima de N. Logo, identificamos
N e o ponto oo em C,,. Portanto, C,, é representada como a esfera S2, confira Figura

1.2

UA

Figura 1.2: Projecao Estereogréfica

Vamos mostrar explicitamente essa representagao. Sejam z = x+iy e P = (1, 29, x3)
o ponto correspondente a S?, encontraremos equacoes que expressam T, Ts € Tz €m

termos de x e y. Note que a reta em R? através de z e N, serd dada por
{tN+ (1 —t)z:t e R}

ou

(1=, (1—t)y,t): t € RY. (1.5)

Agora, podemos encontrar as coordenadas de P, se encontramos o valor de t em que a

reta intercepta S2. Se t é esse valor, entdo:

1 = (1-t)222+ 1 —t)%> + ¢

= (1-t)?|z]* + %

Logo,
1—t2=(1—-t)?22].



Desde que t # 1 (z # o0), obtemos

IR
2 +1
Portanto,
2z 2y 2] — 1
T = —F——,T9g = , L3 = )
|2)* + 1 12)* + 1 12)* + 1
Neste caso,
. 247z =iz —2Z) 12 — 1 (1.6)

= , Ty = , T3 = .
12|* + 1 12)* + 1 12|* + 1
Para encontramos z, sendo dado o ponto P com P # N, definimos t = x3 e utilizando

(1.5), encontramos:
T1 + ixe
1-— Z3 .

Em vista da bijecao de C4 sobre S? vamos melhorar a unificacao dos conceitos em

C4. Para isto, consideremos a funcao J : C,, — C,, definida como

27l se z€C*

J(z) =4 oo, sez=0

0, se z =00

Entao claramente J é bijetora e J? = I. Sejam z =x + iy € C* e

w=J(z)= %
E
Entao N
2x 2y 2|7 -1
P=m(z)= 5 3 s
2|+ 1 2|+ 1 |2|°+1
e

21 2y 12 — 1
Q=m(w) = 2 ) D)
27 +1 |27 +1 2|7 +1

Assim, J induz uma funcao mo Jorw ! : S? — S? definida como

(roJom)(P)=Q,

10



se PANeP+#S=(0,0,—-1). Se P= N, entao
(roJorn 1) (P) = (nJ)(o0) = m(0) = S.

Se P =5, entao
(moJon ') (P) = (7J)(0) = m(c0) = N.

Portanto, 7o Jon~! é uma bijecao de S? sobre S?. Neste caso, ndo vamos fazer distincao
entre as funcoes J e mo J o7 !, ou seja, identificamos C., com S? via 7 e vemos J como

uma funcao de cada um destes dois espagos, confira o diagrama 1.3.

Figura 1.3: Identificagao de C, com S

Sejam X uma vizinhanca de co em C, e ¢ : X — C,, uma funcao. Diremos que ¢ é

continua em 0o se

. . 1 —1 . .
lim p(2) = p(o0) = lim p(27) = lim(p 0 J)(2).
Por exemplo,
(2) az +b
Z) =
v cz+d’
com ad — bc # 0 e ¢ # 0, é continua em oo, pois
a+bz a
li J =i = -
lim(p 0 J)(2) = lim ——— = —

Portanto, o comportamento de uma fun¢do ¢(z) na vizinhanca de oo é equivalente ao
comportamente da fungao (¢ o J)(z) na vizinhanca de z = 0.

Definimos agora uma fungao de distancia entre os pontos estendidos, teremos que,
para z,w € C, o que define a distancia entre eles é d(z,w), que é a distancia entre os

pontos correspondentes P e Q em R?. Se P = (z1, 79, 23) € Q = (2, 2}, 7}) , entao:

d(z,w) = (21 — )2 + (32 — 2)* + (5 — 2)]/2. (1.7)

11



Como P e Q estao em S? temos que
d(z,w)? = 2 — 2(z12, + 200y + w37).

Ao utilizarmos (1.6), obtemos:

~ 92|y —
d(z,w) = ’22 i 5T
[(1+ |21+ |2[7)]2
Analogamente,
~ 2
d(Z,OO) = PN
(1+ 272

Uma reflecao sobre a reta

L={z€C: (z,a) =Re(az) = t},
onde t € R, ao longo do vetor o é uma transformacao linear ¢y : C — C definida como

(z,q)

jaf”

wo(z) =2 —2

Além disso, pZ = I. Note que p, pode ser estendida para C, do seguinte modo:

2289y g0 z€C
po(z) = o
00 se z =00
Assim, os pontos de L U {oo} sao os pontos fixos de ¢. Em particular, se L = iR, entéo,
com a = g,

wo(z) = —Z.

Seja C' um circulo em C, com centro « e raio r > 0. Uma reflecao ou uma inversdao

sobre C' é uma fungao w = 7 : C — {a} — C definida como

12



Neste caso,

lw—al = <:>\w—aHz—a]27"2,

,

|z —al

ou seja, o produto das distancias de z e w ao centro « é igual a 2. Além disso, como
w— r?

= e R},
2 — ’Z—a’2 +

temos que z e w estao situados na mesma semi-reta de origem . Os pontos z e w chama-se
pontos inversos em relagao a C', confira Figura 1.4.

VA

z

p

=V

Figura 1.4: Inversao

Note que 7 pode ser estendida para C., do seguinte modo:

2

a+ = se z€ C—{a}

Z—a

T(2) =< o0 se z=aq

(0% se 2 = OoQ.

Em particular, se « = 0 e r = 1, entao

¢ a fungao J do diagrama 1.3.

Seja 0 : C — C uma fungao. Diremos que o é uma isometria se

lo(w) —o(2)|=|w—2z], ¥V z,w e C.

13



Diremos que o é uma transformacao ortogonal se o é linear sobre R e
(o(w),o(2)) =(w,z), V z,weC.
Note que qualquer transformagao ortogonal ¢ é uma isometria, pois
0 = (0(2), 0(2)) = (z,2) = |+*, V z € C.

Teorema 1.1 Sejao : C — C uma funcao. Entdo as sequintes condicoes sao equivalentes:

1. 0 € uma isometria;
2. Eziste c € C, com |c| =1, tal que 0(z) = cz + 0(0) ou 0(2) = ¢z + 0(0).

Demonstragao. (1 = 2) Suponhamos que o seja uma isometria. Entao
o(1) —o(0)] =1 = 0[ = 1.

Assim, |¢| =1, em que ¢ = 0(1) — 0(0). Consideremos a fungao ¢ : C — C definida como

Logo,

Como ¢(0) =0 e p(1) =1 temos que
p(2)] = |z e [@(2) =1 = |z =1, ¥ z€C,

de modo que Re(¢(z)) = Re(z). Em particular, p(i) = +i. Se (i) = i, entao a fungao
¥ : C — C definida como
P(z) = —ip(iz)

¢ uma isometria. Sendo ¥(0) =0, ¥(1) = 1, teremos

Re(—ip(iz)) = Re(2),
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ou seja, Im(y(z)) = Im(z).Portanto, p(z) = z e o(2) = cz + d(0). O caso (i) = —i é
similar, com ¥(2) = ip(iz).

2 = 1) E claro da definicio. [ |
( ) G

Vamos denotar o conjunto de todas as isometrias de C por Isom(C). Note que Isom(C)

¢ um subgrupo de Sym(C), o grupo de permutagoes de C.

Corolario 1.1 Seja o : C — C uma funcao. Entao o € uma transformacao ortogonal se,

e somente se, existe c € C, com |c| =1, tal que 0(z) = cz ou 0(z) = cZ. |

Vamos denotar o conjunto de todas as transformagoes ortogonais de C por O(C). Note

que O(C) é um subgrupo de Isom(C).

1.3 Transformacoes de Mobius
Uma transformacao linear fracionédria ¢ uma funcao f : C — C definida como

f(z)_az—i—b ~ bc—ad Lo
S czt+d clez+d)

onde a,b,c,d € C. Se
ad — be # 0,

diremos que f é uma transformac¢ao de Mobius. Note que a condicao ad — be # 0 é

necessaria para que a transformacao seja interessante, pois se ad — bc = 0, entao

seria a funcao constante. Neste caso, D = ad —bc # 0 chama-se discriminante de f. Note

que f pode ser estendida para C,, do seguinte modo

az+b
se 2e€C e z+#£ -4
cz+d 7 ¢
00 sec#0ez=-14
f(z) = ¢
: se c#0 e z=00
00 sec=0e z=00

\
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Seja

az+b
w:f(z):cz+d.

Entao a transformacao inversa
_ —dw+b

cw—a
é claramente uma transformacao de Mobius. Portanto, f é homeomorfismo de C., so-
bre C,, Além disso, a composicao de transformacao de Mobius é uma transformacao de
Mobius, pois
az+b az+

f(z) = 9(z) =

= e = —
cz+d vz 40

entao, com alguns célculos,

(ace + by)z + (af + b9)

(Fo0)(2) = Fo(:)) = (oo g o a5y

com

(aa 4+ by)(cB 4+ dd) — (aB + bd)(ca + dy) = (ad — be)(ad — Bvy) # 0.

Portanto, o conjunto das transformacoes de Mobius forma um grupo com a composicao

usual de fungoes e serda denotado por

M(C).

Observe que composicao de transformacao de Mobius corresponde a multiplicacao de

matrizes, pois se definirmos as matrizes de f e g como

a b «
A = e B= & ,
c d v 0
entao
ac + by apf + bd
AB — Y ap
ca+dy cf+dd
Além disso,
Al 1 d —b
D\ ¢ 4
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corresponde a transformacao inversa f~!, pois se A € C*, entao

B Aaz + \b

f(z) = ez + Md’

ou seja, os coeficientes a, b, ¢ e d nao sao Unicos. Em particular, para

1
)\ = =
VD
obtemos
Aaz + \b
1) = ez + \d’
com

M (ad — be) = 1.
Portanto, nao ha perda de generalidade, em supor que as transformacoes de Mobius sejam

normalizadas, isto é,
az+b

f(Z):m,

com ad — bc = 1. Neste caso, temos duas transformacoes associadas uma a A e outra a
—A.

As transformgoes de Mobius mais simples sao:

1. f(z)=az,comd=1eb=c=0.

f+

2. f(z) =z+b,coma=d=1ec=0 (translagao por b).

f+

3. f(z) =1 comb=c=1ea=d=0. (inversdo).

f+

17
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Note, em (1), que se a = re?, com r = |a| > 0, entdao f é uma homotetia seguida de uma

rotacao. Consequentemente, uma transformacao afim

a b 1 b a 0
f(z) =az+b<+ =
0 1 01 0 1

é a composicao de uma rotacao, uma homotetia e uma translagao, ou seja,
z— ey —re’y — re’2 4 b = f(2).

Teorema 1.2 Seja f € M(C). Entao f é a composi¢io de inversdes, reflexoes, homote-

tias e rotacoes.

Demonstracao. Dado

Sec=0,entao d # 0 e

é uma transformacao afim. Logo, f é a composicao de uma rotagao, uma homotetia e

uma translacao. Se ¢ # 0, entao

o) = (bc;ad) Z1+%

2 = Z4+ -,
&

isto é, f é a composicao de uma transformagao afim, uma inversao e uma translagao

Portanto, f é a composicao de inversoes, reflexoes, homotetias e rotagoes. [ |

Lema 1.1 Sejam C o conjunto de retas e circulos Fuclidianos de C e f € M(C). Entdo

f induz uma permutacdo de C, ou seja, f(C) C C.

Demonstracao. E facil verificar que a equagao

zZ—

z=p

=k,
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onde «, 8 € C, com a # 3, representa um circulo se kK > 0 e k # 1 e representa uma reta

se k = 1. Seja w = f(z) = az + b uma transformagao afim. Entao

lw—a1b—a

0
ko= alw—alb— 0
B ‘w—(b—i—aa)
 |w—(b+aB)

representa um elemento de C, ou seja, f(F) € C. Assim, f(C) C C.

Agora, seja w = f(z) = % uma inversao. Entao

w— L
o

w —

1
B
representa um elemento de C, ou seja, f(E) € C. Logo, f(C) C C. Portanto, pelo Teorema

1.2, f(C) CC, para qualquer f € M(C). [

Seja f € M(C). Entao os pontos fixos de f sdo dados pela equagao

d

b
@z =z&ct+(d—a)z—b=0, V 2€C, com z# ——
c

cz+d

Assim, se f possui trés pontos fixos, entdao ¢ = b =0 e a = d, pois essa equacao possui no
maximo duas raizes Portanto,

f(z) =2
ou seja, f é a funcao identidade.

Proposicao 1.1 Sejam (21, 22, 23) € (w1, wa, w3) dois ternos ordenados de elementos dis-

tintos em C. Entao existe uma unica f € M(Cy) tal que f(z;) = w;, i =1,2,3.

Demonstragao. Primeiro vamos determinar uma transformagao Mobius

b
(=) = Zid
tal que
S(z1) =0, S(z9) =1 e S(z3) = 0.
Logo,
az1 +b=0, ZZ:S e 23 = _%’7
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ou seja,

b d—>b d
21 = ——, kg = € Z3 = ——
a a—c
Assim,
a  Z9— 23 d
= — = e Z3 = ——.
a C 29 — 21 C
Portanto,

az+2 (z — 21)(22 — 23)

5G) =1 <2+§> TG a)

De modo anélogo, existe uma transformacao Mobius T' tal que

T(wy) =0, T(we) =1 e T(w3) = 0.

Entao existe f =T 1o S tal que
f(z) =wy, 1=1,2,3.
Para provar a unicidade, seja g € M(C) tal que g(z;) = w;, i = 1,2, 3. Entao
(g7 o f)(z) =z, i =1,2,3.
Portanto, g~'o f = I, ou seja, f = g. [

Observagao 1.1 A funcdao S da Proposicao 1.1 pode ser estendida para Co, do segquinte

modo:
S(z) = ZQ_Z?’, se z1 = 00,
Z — Z3
S(z) = Z_Zl, se zg = 00,
Z — Z3
S(z) = Z_Zl, se z3 = 00.
%2 — 21
Seja
az+b
= C
f5) = Z10 e Mo

O trago de f é definido como
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Pelo visto acima o trago nao é invariante sob a multiplicagao por escalar. Neste caso,

usa-se
_ tr’(A)
 detA”

tr*(f)
Mas, quando f é normalizada nao ha necessidade desta nova definicao.
Lema 1.2 Seja f € M(C) — {1} normalizada, isto é,

az+b

f(Z):m,

com det A = 1. Entao:

1. O numero de pontos fixos de f € igual ao nimero de autovalores distintos de A.
2. Se f tem um ponto fixo, entao, a menos de conjugacio, f(z) =z + 1.
3. Se f tem dois pontos fizos, entdo, a menos de conjugacdo, f(z) = kz.

4. Se f tem dois pontos fizos e tr(f) € R, entdo os autovalores de A tém mddulo 1 se,

e somente se, tr(f) € ] —2,2[.
5. Se f,g € M(C)—{I}, entao f e g sio conjugadas se, e somente se, tr(f)* = tr(g)>.
Demonstragao. (1) J4 vimos que o nimero de pontos fixos de f é determinado pela

equacao

c?+(d—a)z—b=0, V z€C, com z%—c—l.
c

Logo, o discriminante desta equagao ¢é
A =tr(f)* — 4.
Por outro lado, o polindbmio caracteristico da matriz associada A é
xa(z) = 22 —tr(f)z + 1,

cujo discriminante também é
A =tr(f)* — 4.
Portanto, o niimero de pontos fixos de f é igual ao nimero de autovalores distintos de A.
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(2) Suponhamos que f tenha um tnico ponto fixo a € C e tome 8 € C, com [ # «.

Entao

f(B) # 8.

Pela Proposicao 1.1, existe uma tnica h € M(C) tal que

h(a) = oo, h(B) =0 e h(f(8)) = 1.

Assim,

g:hofoh—le/\/{((j), com g(oo) =00 e g(0) =1

Logo, ¢ =0, b = d e pelo item (1) g é associada a matriz

ou seja, a = d =b = 1, pois det A = 1. Portanto, g(z) = z + 1.
(3) Suponhamos que f tenha dois pontos fixos a, § € C, com a # . Entao existe
uma tnica h € M(C) tal que

h(a) =00 e h(B) =0.

Assim,

g=hofoh™' € M(C), com g(cc) =00 e g(0)=0.

Logo, pelo item (1), g é associada a matriz

a b
0 d

b=g(0) =0ead =1, pois det A = 1. Portanto, f(z) = kz, com k = a.
(4) Suponhamos que f tenha dois pontos fixos «, 5 € C, com a # (. Entao, pelo item

(3), a matriz A associada a f possui dois autovalores, digamos,

1
)\1:)\e)\2:X
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tal que A\ = 1, pois det A = 1. Assim, se

A +1
w(f) = 2 — s eR,
A
entao
)\_xi\/xQ—Zl

2
Portanto, A € R se, e somente se, |x| > 2. Se |z| < 2, entdo A ¢ R e |[A| = 1. O caso
|z| = 2 nédo pode ocorrer.
(5) Sejam Se f,g € M(C) — {I}, com matrizes associadas A e B, respectivamente.
Suponhamos que tr(f)? = tr(g)?. Sendo a matriz —A também associada a f, podemos

supor que tr(f) = tr(g). Assim,

xa(z) = xB(2)

é o polindbmio minimal de A e B. Logo, A e B.sao conjugadas e, portanto, f e g sao

conjugadas. [ |

O Lema 1.2 sugere a seguinte classificagao de Transformagoes de Mobius. Seja f €

M(C) associada a matriz A, com det A = 1. Diremos que:

—_

. f é parabdlica se f tem um unico autovalor.

[\)

. f ¢é eliptica se os autovalores de f tém modulo 1.

w

. f é hiperbdlica se os autovalores de f sao reais e nao tém modulo 1.

S

. f é loxodromica (estrita) se os autovalores de f sdo complexos e nao tém modulo 1
Teorema 1.3 Seja f € M(C). Entdo:

1. f € parabdlica se, e somente se, tr(f)* = 4.
2. f € eliptica se, e somente se, tr(f) € R e tr(f)? € [0,4].
3. f € hiperbdlica se, e somente se, tr(f) € R e tr(f)* € |4, 00].

4. f € loxodromica se, e somente se, tr(f) ¢ R.

Demonstracgao. Consequéncia do Lema 1.2. [
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Proposicao 1.2 (Transformacgao de Cayley) Sejam

H={z€C:Im(z) >0} e B={2€C:|z] < 1}.

Entao existe ng € M(C) tal que no(H) = B.

Demonstracgao. Seja

az+b
no(z) = 1 d e M(C).

Como 0,7,00 e HU O, cH e —1,0,1 € BU 0,,B, com

OcH=RU{o0} ¢ 0B={2€C:|z| =1},

temos que
b=—-d, b=—ia e a=c.
Logo,
z—1
o(2) = Z4+1i

Note que esta representacao nao é unica. Vamos verificar que 7y tem as propriedades

desejadas. Se z € R, entao

, z—1
|z =i =V1+22=|z+i] = |n(2)] = | = 1.
zZ+1
Por outro lado, como
1 . _w+ 1
ny (w) = Z—w 1
temos que se |w| = 1, entao
_ —i(w+1)(w—1)
o (w) = 2
w —1]
i(w—w)+ (ww —1)
- 2
jw —1]
21
_ 2m{) p
w —1]
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Finalmente, se z € C e Re(z) > 0, entdo

Z—1
zZ4+1

[70(2)] =

<1,

pois |z — i| < |z + i|]. Portanto, f(H) = B. [

Observacao 1.2 Seja f € M(C) hiperbdlica. Entdao os autovalores de f sao reais. As-
sim, podemos supor, sem perda de generalidade, que f(z) = Nz, em que X > 0 é um

autovalor de f. Como

FUR) = iR e f(H)=H
temos, pela Proposi¢io 1.1, que f(B) = B.

A Observagao 1.2 sugere a seguinte caracterizagao: Seja f € M(C) tal que tr(f) €
R — [0, 4]. Diremos que f é hiperbdlica se f(D) = D, para algum disco D.
Sejam 2 C C um aberto e f : 0 — C uma funcao. Diremos que f derivdavel em a € €2

se o limite
- f) - f(0)

Z—Q z — QO

existir e serd denotado por f’(a). Neste caso, a funcao 7' : C — C definida como
T(z)=f'(a)z, ¥V 2z €C,

¢ linear. Diremos que f é derivavel em €2 se for derivavel em todos pontos de ). Geral-

mente, usa-se a expressao holomorfa ou analitica, ao invés de derivavel. Por exemplo, se

¢ # 0, entao
az+0b
flz) = 2 e M(©)
¢ holomorfa em C — {—g}, pois
, ad — be
f(Z)— (cz+d)2

Seja a € C*. Uma direcao orientada de o em relacao a origem 0 é definida como o

nimero complexo
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Note que
A(l,a™ o= A(1,a)" e A(1,aB)0 = A(1,a)0A(1, 8o, ¥V «a, € C*.

Mais geralmente, sejam «, 3,7 € C, com  # , uma diregdo orientada de 5 a 7 em

relacao a origem 0 é definida como o nimero complexo

A(B, 7)o = A(L, B~ 7)o = A(L B)g " A(1,7)o.

Finalmente se § # «, uma direcao orientada de § em relacdo a « é definida como o

nimero complexo
b —«

AL, B)a = M.

Observe que

AL B)a = A(L B =)o ¢ A(B,7)a = A (12:3)0

confira Figura 1.5.

Figura 1.5: Diregao Orientada
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Sejam 2 C C um aberto e f : 2 — C uma funcao holomorfa. Diremos que f conforme

em « € () se o limite

: A(l,f(Z))f(a)
AL ).

existir.

Teorema 1.4 Sejam Q2 C C um aberto e f : Q — C uma fungao holomorfa. Se f'(«) # 0,

para todo o € ), entao f é conforme em ).

Demonstragao. Como

lim = f'(a) #£0
Z—Q Zz —
temos que
f(2)—f(e)
Al a G —=f(@)]
lim AL TG O )
zZ—ro A(l, z)a Z—Q \273\
_J@
[ ()]
existe. Portanto, f é conforme em (). [ |

Pelo Teorema 1.4, qualquer transformacao de Mobius é conforme.

1.4 Acao de Grupos

Sejam X um nao vazio e 7 = P(X) o subconjunto das poténcias de X. Entao 7T é
uma topologia sobre X, chamada de topologia discreta sobre X. Neste caso, 7 induz uma

métrica d : X x X — R definida como

1, se x#y
d(z,y) =
0, se z =y,

chamada de métrica discreta, pois se U € T e x € U, entao existe € = 1 tal que
Vi) = {y € X s d(z,y) < e} = {a} CU.

Logo, U é um subconjunto aberto de X. A reciproca é clara.
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Seja X um conjunto nao vazio, (Y, 7;) um espago topoldgico e ¢ : X — Y uma funcao.
Entao é facil verificar que

T={¢"U):UcT}

¢ uma topologia sobre X, chamada de topologia induzida por ¢. Nesta topologia ¢ é uma
funcao continua.

Seja (X, 7T) um espagco topolégico. Entao cada subconjunto Y de X pode ser munido
com a topologia

Ty ={UNY :UeT}

chamada de topologia relativa sobre Y. Assim, a funcao inclusao A : Y — X é continua

em relacao a tpologia Ty ,.pois dado um aberto em X, obtemos

AU =UNY €Ty

Sejam ~ uma relagao de equivaléncia sobre X e

X
T X — —
a projegao canonica. O conjunto
X
T = {U C—:7'U)¢ 71}

¢ uma topologia sobre i—(? chamada de topologia quociente ou topologia coinduzida por 7.
O espaco topolégico = chama-se espago quociente ou espago de identificagio. Note que
7 é uma funcao continua, pois U € T se, e somente se, 7~ +(U) € Tj.

Seja K = R ou C, denotaremos por Ms(K) o conjunto de todas as 2 X 2 matrizes com

entradas em K .Entao é facil verificar que o conjunto
GL o(K) = {A € My(K) : det(A) # 0}

¢ um grupo nao abeliano, chamado de grupo linear geral de grau 2.

Proposicao 1.3 Seja K =R ou C. Entio My(K) € um espago topolégico. Em particu-
lar, GLy(K) é um espago topoldgico.
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Demonstracao. E facil verificar que a funcio ¢ : My(K) — K* definida como

b
p(A) = (abed, VA=|" " |emm),
c d

¢ bijetora. Logo,

T ={¢ YU):U é um aberto em K*}
é uma topologia sobre My(K'). Portanto, Ms(K) é um espago topolégico. [

Um grupo topoldgico é um espaco topolégico (G,7T) munido com uma estrutura de

grupo tal que a funcao ¢ : G x G — G definida como

p(z,y) =27y
¢ continua. Por exemplo, ja vimos que C munido com a distancia
d(z,w) = Jw — 2|

¢ um espago métrico. Portanto, C é um espaco topologico com a topologia induzida por
d. Consequentemente, (C,+) e (C*,-) sdo grupos topolégicos. Também GLy(C) é um
grupo topoldgico.

Sejam G um grupo topolégico e X um conjunto nao vazio. Uma a¢ao a esquerda de G
sobre X é uma funcao * : G x X — X com *(a, z) = az, tal que as seguintes condigoes

sao satisfeitas:

1. a(bx) = (ab)x, para todos a,b € G ez € X.
2. lx = z, para todo z € X.

Neste caso, diremos que G age sobre X e que X é um G-conjunto.

Exemplo 1.1 Sejam o : H — G um homeomorfismo de grupos topolégicos e X = G.
Entao a fungdo x : H x X — X definida como a*x = o(a)z, para todoa € H ex € X,
¢ uma acao de H sobre X. Em particular, se H é um subgrupo de G, entdo a ac¢do é

chamada de translagao a esquerda. [
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Seja X um G-conjunto nao vazio. Entao, para um a € G fixado, a fungao ¢, : X — X
definida como ¢,(z) = ax é um elemento de Sym(X). Note que o elemento identidade 1

de G corresponde a fungao identidade Ix de.Sym(X).
Teorema 1.5 Sejam G um grupo topologico e X um conjunto nao vazio.

1. Qualquer acao de G sobre X induz um homeomorfismo de grupos

¢ : G — Sym(X).

2. Qualquer homeomorfismo de grupos ¢ : G — Sym(X) induz uma agio de G
sobre X. Neste caso, diremos que ¢ € uma representacao por permutacao de G em

Sym(X). u

Seja X um G-conjunto nao vazio. Dados x,y € X, definimos
x ~ 1y <& existe a € G tal que y = ax.

Entao é facil verificar que ~ é uma relacao de equivaléncia sobre X. A classe de equi-
valéncia

T={yeX:z~y}={axr:a€G}

chama-se de orbita de x e serd denotada por O,. Portanto, obtemos a particao de X:

xX=Jo.,

zeF

en que F C X ¢é uma transversal de érbitas. Neste caso, diremos que F é um conjunto

fundamental para G ou para a acao * sobre (G, ou seja,

1. Para qualquer y € X, existe a € G e x € F tais que y = az, ou seja,
X=JaF

2. Se existe r € X e a € G tais que z,ax € F, entao a = 1, ou seja,

aFNF =0,
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para todo a € G, com a # 1.

E fAcil verificar que a funcdo * : Z x R — R definida como
nxxr=n+z, VneZeaxeckR,
é uma agao de Z sobre R. Entao é facil verificar que
O,=z+Z={cx+n:nel}

é a classe de equivaléncia determinada por z. Logo, F = [0, 1) é um conjunto fundamental

de Z em R De fato, dado = € R, obtemos
lz] <z <|z]+1=r=x—|z] €F,

ou seja, dado = € R, existe um unico r € F tal que x = r + n, para algum n = |z] € Z.

Portanto,

R = F+Z={r+n:reFeneclZ}
= Jer+2

reF

= U(F+n)

neL

= U[n,n—i—l).

neL

Neste caso, a funcao

~[01)—>R
7 |0, 7

definida como 7(r) = r + Z ¢ bijetora e, para cada x € G fixado, F, = [z,z + 1) é um
conjunto fundamental de Z em G Portanto, conjunto fundamental de Z em G nao é
unico.

Sejam X um G-conjunto nao vazio e x € X. O conjunto
G, ={aeG:ar=ux}

¢ um subgrupo de G, chamado o subgrupo estabilizador ou o subgrupo de isotopia de x.
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Neste caso, a funcao

<p:(’)$—>G£m, VrxelX,

definida como ¢(y) = yG, ¢é bijetora. Em particular, se G e X s@o finitos, entdao |O,|
divide |G|, para todo = € X.

Seja X um G-conjunto nao vazio. Diremos que G age transitivamente sobre X se
dados z,y € X, existir a € G tal que y = ax ou, equivalentemente, X = O,, para algum
(todo) z € X. Neste caso, X = O,, para todo € X. Diremos que G é fiel sobre X se
ker ¢ = {1}. Finalmente, diremos que G age livremente sobre X se G, = {1}.

Exemplo 1.2 O conjunto
SLy(R) = {A € GLy(R) : det(A) = 1}
¢ um subgrupo normal de GLy(R), chamado de grupo linear especial. Se
H={z € C:Im(z) > 0},

entdo a fungdao * : SLy(R) x H — H definida como

¢ uma agao de SLa(R) sobre H.

Solucao. Vamos mostrar apenas que a funcao estd bem definida. Se z = x4+ yi € C,
entao

cz+d = (cx +d)+ (cy)i.
Assim, ¢ = 0 implica que cz +d = d # 0 e ¢ # 0 implica que cz + d # 0, pois y > 0.

Agora,

lcz+d*w = (az+b)(cz+d)
= aclz|’ + adz + bez + bd

= [ac|z* + bd + (ad + be)x] + yi.
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Portanto, w € H, ou seja, a funcao esta bem definida. [ |

Sejam X um espaco topoldgico e G um grupo topolégico. Entao o conjunto de érbitas

X
EZ{OI.’ﬂGX}

é espaco topoldgico com a topologia induzida pela projecao candnica
T X — —

definida como 7(x) = O,.
Sejam X um conjunto nao vazio, (X, 7)) um espago topolégico e G um grupo topoldgico.

Diremos que G age descontinuamente sobre X se o conjunto
{aeG:aKNK #0}

¢ finito, para todo subconjunto compacto K de X. Em particular, se G é o grupo de
todos os homeomorfismos de X, diremos que G é um grupo descontinuo.

Sejam X um conjunto nao vazio, (X,7) um espago topoldgico com uma medida de
volume g e G um grupo agindo sobre X. Diremos que um subconjunto 2 C X é um

dominio fundamental de G se

1. Q é aberto em X.
2. Existe um conjunto fundamental F de G tal que Q C F C Q

3. 1 (02) =0.

Note que um dominio fundamental é um aberto que juntamente com parte da sua
fronteira forma um conjunto fundamental.

Dos exemplo acima vemos o funcionamento bésico das ideias de acao de grupo. O
conhecimento de um dominio fundamental, implica em obter um conjunto de geradores
para o grupo e, com mais um pouco de dificuldade, também num conjunto de relagoes.

Seja G um grupo topolégico. Diremos que G é um grupo discreto se G é um espago
topoldgico discreto. No caso em que o espaco quociente for compacto, diremos que G é

um grupo cocompacto. Os exemplos acima sao cocompactos.
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Pela Proposi¢ao 1.3 o grupo SLy(C) é um grupo topolégico (espago métrico) com a

métrica induzida pela norma
2
a b
= lal* + [b]* + [e|* + |d|*.
c d
Para cada A € GL,(C) fixado, a fungao pa : GLy(C) — M (C) definida como

b a b
_ B0y A= € GL,(C)
cz+d c d

pa(?)

¢ um homeomorfismo (local). Logo, M(C) é um grupo topolégico.

Proposicao 1.4 Seja G um subgrupo discreto aditivo do grupo topologico C. Entdao uma

das condicoes ocorre:
1. G ={0}.
2. G = Za, onde a € C*. Neste caso, G € isomorfo a Z.

8. G=7Zax17B, onde a, 3 € C* e aff™! ¢ R. Neste caso, G é isomorfo a Z x 7 e G

chama-se um reticulado de C.

Demonstragao. Suponhamos que G # {0}. Entao é claro que Za C G, para todo a € G.
Além disso, sendo G um conjunto discreto temos, para cada r € R%, que D,(0) NG é

finito e

D, (0)={z€C:|z] <ro}.

Assim, existe ro € R* tal que

D, ,(0)NG* £ 10

e finito. Portanto, podemos escolher um a; € G* tal que
lai| = inf{|a| : V a € D,,(0) NG*} > 0.
Neste caso, Zay C G. Se Zay = G, provamos o caso (2). Caso contrario,

G—ZOQ#@.
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Primeiro note que G — Za; nao contém a reta
L:Ralz{tal:tER}.

De fato, se G — Zay contivesse a reta L, entao existiria tg € R — Z tal que tpa; € G.
Como ty € R — Z temos que existe n € Z tal que ty € (n,n + 1). Logo, (to —n)a; € G, o
que contradiz a minimalidade de |a;|. Logo, G — Zq; é discreto. Assim, de modo similar
acima, podemos escolher um s € G — Za; tal que |as| > 0.seja minimo. Neste caso,
Zaow € G e Loy + Zas € G, onde agal_l € R, pois ap ¢ L. Portanto, {ay, as} é uma base
de C sobre R.
Afirmacao. Se I' = Zay + Zas, entao I' = G.
De fato, se I" # GG, entao existe 5 € G tal que § ¢ I'. Assim, existem z,y € R tais que

B = xay + yao.
Ja vimos que podemos escolher m,n € Z tais que

DO | —

1
e —m[ <5 e ly—nl<
Como a = mag + nas € I' temos que § — a € G. Se y = n, entao
1
|8 —al = |z —mfla] < S laa| <]

e pela minimalidade de |ay|, teremos f —a = 0e f = a € I', 0 que é impossivel. De
modo similar trabalhamos com z = m. Assim, (z — m)ay e (y — n)az sdo linearmente

independentes sobre R. Portanto,

0 < |8-al
< o —ml o + Iy — | o]
< Don)+ Loyl
~ 26Y1 2062
< Dlosl+ Lasl

— |y — |y
-~ 2 2 2 2
= |052’7
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o que contradiz a minimalidade de |as|. Consequentemente, I' = G. [ |
Corolario 1.2 Qualquer reticulado de C € um grupo aditivo discreto.

Demonstracao. Suponhamos que I' seja um reticulado discreto de C = R2. Entao I'
possui uma base {aj,as}. Logo, a fungao ¢ : R? — R? definida como ¢(ay) = e; e

¢(ag) = ey 6 um isomorfismo e p(T') = Z2. Seja U = p~1(V1(0)), em que
V1(0) ={z € C:|z| < 1}.

Entao U é um subconjunto aberto R?, pois ¢ é continua, de modo que existe € € R* tal
que

0e€ V. (0) CU.

Se a € I' N V,(0), entdo
o(a) € Z* N V4(0) = {0}.

Neste caso, ¢(a) =0 e I'NV,(0) = {0}.
Agora, dados «, € T', temos que § —a € I'. Se 5 € V.(«), entao

|6—Oé|<67

de modo que

p—aecT NV/(0)={0}.
Portanto, ' NV, (a) = {a} e I é um conjunto discreto. |

Seja (X, d) um espago métrico, I' um grupo nao trivial de Isom(X) e p € X. Sejam

v €I — {1} e o conjunto

D,(p) ={z € X : d(p,x) < d(v(p),z)}

ou

D,(p) ={z € X : d(p,z) < d(p,~v(x))},

pois 7 € Isom(X). Se I', = {1}, o Dominio de Dirichlet de I', com centro p, é definido
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CcOo1mo

DF(p) = m D'y(p)-

yerl’

Se I', # {1}, o Dominio de Dirichlet de I, com centro p, é definido como

Dr(p) =T, ﬂ D,(p),

yel'-TI'p

em que F, é um dominio fundamental de T',.
Teorema 1.6 Seja (X, d) um espago métrico com as sequintes propriedades:

1. X € geodesicamente conexo.
2. X € geodesicamente completo.

3. X ¢€ localmente compacto.

Se T'y # {1} € um subgrupo descontinuo de Isom(X), entdo Dr(p) é um dominio funda-

mental de I' e € localmente finito. Além disso,

{y €T :v(Dy(p)) N Dr(p) # 0}

¢ um conjunto de geradores de T'.
Demonstragao. Uma prova deste teorema pode ser encontrada em [2]. [ |

Os geradores mencionados no Teorema 1.6, serao chamados side-pairing transforma-

tions ou transformacoes de emparelhamento.
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Capitulo 2

O Plano Hiperbdlico

Neste capitulo apresentaremos as principais definig¢oes e resultados do plano hiperbélico

e do disco de Poincaré. O leitor interesado em mais detalhes pode consultar [6].

2.1 A Meétrica Hiperbdlica

Nesta secao vamos apresentar as principais propriedades do plano hiperbdlico
H={zeC:y>0}

e o disco de Poincaré

B={zeC:|z| <1}

Embora existam outros modelos vamos nos restringir a estes dois modelos.

No caso do semiplano superior H a métrica hiperbdlica é obtida a partir de

p |dz| V dx? + dy?
S = =

 Im(z) y

Y

onde z = z + yi € C. Em toda esta dissertacao a palavra curva, salvo mengao explicita
em contrario, significa curva diferenciavel por partes.
Seja v : [p,q] — H uma curva, y(s) = z(s) + iy(s), para todo s € [p, q], definimos o

comprimento hiperbolico de v como:
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/" VO RTIO
y(s)

[l
p/ s

Seja a fungao ¢ : [0,1] — [p, ¢] definida como

vl =

s=pt)=0—-t)p+tqg, VY tel0,1].

Entao é claro ¢ é diferenciavel, de modo que a composta

A(t) = (yo@)(t) =(s)

¢ uma curva diferenciavel por partes, com

A(t) = &(t) +ig(t) ¥ t € [0,1].

Assim,

'(t)]
o

|
Al =/
0

@y~

Ft) = (vop)(t)
= ()
z(t) = z(s)
: ~
y(t) = y(s)
Pela Regra da Cadeia
G _deds _de, o dp dyds _dy
dt  dsdt  ds\ P @ T usar  ds 1P
(§]
ds
ds = —dt = (¢ — p)dt
5= (¢ —p)



Assim,

I = [l

= -

Portanto, ndo hé perda de generalidade em considerar as curvas sobre o intervalo [0, 1].

il = [ s

Logo,

Dados z,w € H, a distancia hiperbdlica entre z e w é definida como

p(z,w) = inf , |7,

em que o infimo é tomado sobre todas as curvas diferencidveis por partes conectando z e
w em H, isto é, todas as curvas diferencidveis por partes v : [0,1] — H, com ~(0) = z e
(1) = w.

Afirmacgao. p é uma métrica.

De fato, como

y>0e [Y(s)|=+a'(s)+y(s)> 20
temos que
/
VO S v sep.
y(s)
Portanto,
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Por outro lado, para todo s € [0, 1], obtemos

p(z,w) =inf, [|y]| =0

& |l =0

= zZ=w.

Agora, seja 7 : [0,1] — H definida como 4(s) = (1 — s), para todo s € [p,q]. Entao,
4(0) = w e 4(1) = z. Assim, fazendo a substituigao t = 1 — s, obtemos

1
i = f
0

),

4
y(t)

Portanto, inf ||y|| = inf ||7|| € p(z,w) = p(w, 2).

Finalmente, dados z,w,u € H. Sejam
v :00,1] > H e 72 :[0,1] - H
tais que 11 (0) = z, 71 (1) = w, 12(0) = w e 75 (1) = u. Vamos definir v : [0, 1] — H por

7 (2t), se
Y (2t — 1), se

S
IN
~
IN

(t) =

—_ N

N[
IN
~
IA

E claro que 4 é uma curva diferenciavel por partes, com y(0) = z, (3) =wex(l) =u.

Logo

[V = Tl + (el -
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Portanto, aplicando o infimo na equacao, obtemos

inf [|y|| = inf([[ya]| + [[72l]) < inf [[y]] +inf [[r2]],

ou seja,

p(z,u) < p(z,w) + p(w, w).

Consequentemente, (H, p) é um espago métrico.

Considere a fungao ¢ : SLy(C) — M(C) definida como

az+b a b
#(A) cz—l—al’v c d € SL2(C)

Entao ¢ é um epimorfismo, com
ker p = {I, —I,}.

Em particular,
_ SLy(C)
PSL,y(C) = R M(C).

Neste caso, PSLy(C) chama-se grupo projetivo linear, Portanto, nao ha perda de general-

idade, em identificarmos M(C) com SLy(C):

az+b a b az —b

A) = o+ “1(A) = .
o(A) cz—iral(_> c d ¢y (A) —CZ+d<_)

Lema 2.1 As isometrias de H sdo as transformacoes de Mobius associadas as A €

SLy(R), ou seja, SLa(R) C Isom(H).

Demonstragao. Dado

Falz) = eme), va<|®?’ € SLy(R).
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Ja vimos, no Exemplo 1.2, que SLy(R) age sobre H e

lcz+d)? fa(z) = (az+b)(cz+d)
= aclz]® + adz + bcz + bd

= [ac|z” + bd + (ad + be)x] + yi.

implica que

~ Im(z)
m(ia2) =
Como
S
falz) = CEYIE
temos que

A 1
Im(fa(z))  Im(z)

Seja 0(t) = fa(v(t)), para qualquer curva v : [0,1] — H. Entao, pela Regra da Cadeia,

obtemos
o)
ol = fm(3(6) "
_ /1|fg<v<t>>w'<t>|dt
/ Tn(7aG0)
[
O/ m( ()"
= Ihl.
Portanto,

p(fa(2), fa(w)) = infs 3]
= inf, 7]

= plz,w), ¥V z,w e H.

Consequentemente, fa é uma isometria de H. A reciproca, serd mostrada na demonstragao

do teorema 2.2. [ |
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Dados z,w € H?, com z # w. Uma curva 7 : [0, 1] — H tal que v(0) = z e v(1) = w.é

uma geodésica em H se
1

plew) = Il = [ —Ilj('i’f&'))dt.

Proposicao 2.1 Seja C um semicirculo ou uma semi-reta ortogonal ao eizo real em o €

OsoH. Entao a isometria

T(z) =— ! + 8

Z—

aplica C no eizo imagindrio positivo, para um valor adequado de 3. [ |

Teorema 2.1 As geodésicas em H sdo semicirculos ou semi-retas ortogonais ao eiro

OxoH.

Demonstragao. Sejam z,w € H. Suponhamos que

Z=1p e w=1q com q > p.

Se v :[0,1] — H tal que v(0) = z e y(1) = w, com

entao

I =

v

\Y
- O\H O\H O\H
S
==
1=

().

pois y(t) = p + (¢ — p)t, para todo t € [0,1]. Assim, este é exatamente o compri-

mento hiperbdlico do segmento do eixo imaginario que une ip e iq. Consequentemente, a
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geodésica que une ip e iq € o segmento do eixo imaginario que os une.

Consideremos agora z e w arbitrarios. Seja C o semicirculo Euclidiano tinico ou semi-
reta que une z a w. Assim, existe, pela Proposicao 2.1, uma isometria em H que aplica
C no eixo imaginério positivo, o que reduz o teorema ao caso particular acima. Portanto,

pelo Lema 2.1, concluimos que a geodésica entre z e w é o segmento de C que une z a w.M

Corolério 2.1 Sejam z,w € H e p,q € RY.. Entado:

1.
2
coshp(z,w) =1+ %
2.
p(ip,iq) = |In <%> I .
3. Se t
%(t) =p (%) i, v tel01],
entao

17l = p(ip,iq).

Demonstracao. (1) Pelo Teorema 2.1, a menor distancia é

plz,w) =1In (%) .

Logo,
cosh p(ip,iq) = cosh (ln (Q))
p
4P
— p + q
2
I ql’
2pq
(3) Como
1
0 ()]
zZ,w) = = | —————=dt
p( ) “70“ O/Im('}/o(t))
temos que

0l = p(ip, iq),
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que é o resultado desejado. [ |

Teorema 2.2 O grupo de isometrias

Isom(H) = (fa, 00),

em que

az+b a b
fA(Z) 1 d < M((C), Y . €S 2( )

e og a reflexao em iR.

Demonstracao. Sejam ¢ € Isom(H) e L = iR. Entao, Pelo Teorema 2.1, existe fa €
M(C) tal que
(fop)(L)=L.

Em particular,

(fop)(i) = ki

para algum k € R. Assim,

(feo fop)(i) =1,

em que

que os segmentos [0, 4] e [i,00) sdo invariantes por

h=feofop.
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Se iy € L, entao:

~—

Iny[ = pliy,i
= p(h(iy
= p(h(iy
= |In(h

~—

, h(2))

™ S~—
.
~—

i)l

Logo, h(iy) = iy, isto é, h(L) = L.

Finalmente, dado z € H, com h(z) # z, obtemos

p(h(z),it) = p(h(2),h(it))
= p(h(2),it), ¥V t € RY,

ou seja, L é o bissetor de h(z) e z. Em particular, L é perpendicular a geodésica C' ligando

h(z) a z. Assim, C' é um circulo com centro na origem. Portanto,

h(z) = —=.
Consequentemente, h(z) = —%, para todo z € H. [ |
Seja
=P e va= | “ ) esm)
ez +d ’ .y A
uma isometria de H. Como
1
1) —
f'(z) (cz + d)?
temos que
/ 1 _
Re((f'(2)u)(f'(2)v)) = WRG(W); vV u,veC, (2.1)
em que
1
(cz 4 d)?

é o fator de escala de f. Portanto, f’ preserva a equagao (2.1) exatamente nos pontos do
circulo

{zeC:lecz+d|l =1}
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Note que se ¢ # 0, entao

d 1
24+ - =
cl I
O circulo
d 1
Cf:{ZGC:z+—=—}
cl I

chama-se o circulo isométrico de f, cujo centro e raio sao dados, respectivamente, por

d 1
Pr=——e Ry = —.
f c ! |C’
Para cada subgrupo discreto I' do grupo das isometrias que preserva orientagdo Isom™ (H),

os circulos Cy, serao usados na construgao de um dominio fundamental para I', conhecido

como dominio fundamental de Ford ou simplesmente dominio de Ford - DF.

2.2 O Disco de Poincaré

Nesta secao apresentaremos o disco de Poincaré como um modelo para a geometria
hiperbdlica.

Ja vimos, pela Proposicao 1.2, que

Z—1
z+1

mo(z) =

transforma H em B. Assim,

p*(z,w) = p(ng ' (2),my H(w))

induz uma métrica em B, que denotaremos ainda por p.
Se z,w € B e :[a,b] - B é uma curva ligando z a w, entao
[

ol =

b
(no(y®))'| ,, [ 2|dz| s
mmmmﬁ‘/lwwd

a a

Teorema 2.3 Seja B munido com a métrica p. Entao:

p(z,w) = In (

|1 — 2w| + |z — w|
1 —zw|—|z—w|/"
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2. Ser >0, entao

p(O,T):ln(i—Hn).

- T

pmﬂy:m(ifED.

4. Ser >0, entao vo(t) = tanh(tInr), satisfaz ||| = p(0,7).

3. Se z # 0, entao

Em particular, existe uma curva que minimiza o distancia e a sua imagem estd contida

numa circunferéncia que € ortogonal a OB.

Demonstragio. (1) E uma consequéncia do Corolario 2.1 via 7.

(2) Basta observar que

p(0,7) = p(ny"(0),m5"(r))

1+

= 7 7
P T
<1+7")

= In .
1—7r

(3) Se z # 0, entao existe uma rotagao g tal que g(z) = |z|. Como g linear temos que

9(0) = 0 ¢, pelo (2),

(4) A curva v, se obtém compondo a curva do Corolario 2.1 com 7. [

Lema 2.2 Consideremos fo : H — B definida como

fo(z) = ino(2).
1. fo(iR) = iR.
2. fo(i) =0, fo(0) = —i € fo(oo0) =i.
3. fo(SUAH) = [1,1].
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4. fo induz um isomorfismo de dlgebras

Y Isom(H) — Isom(B)

definido como () = fooyo fy .

5. Y € fo-equivariante, isto €,

V() (fo(2) = fo(v(2)), ¥V z € H.

6. Se
a b
v = ,
c d
entao
A C
Y(y) = I
Cc A
em que

A=0b+c)+(a—d)i e C=(a+d)—(b—c)i.
7. Tem-se |A]> — |C|* = 1.
Demonstragao. Consequéncia direta da defini¢ao de f;. [ |

Seja v € Isom(B). O bissetor definido por v, denotado por ¥, é o conjunto de pontos
equidistantes de 0 e de v~1(0), ou seja,

2, ={zeH:p(0,z2) = p(z ¢ 1(0))},

chamado o bissetor de Poincaré de ~.

Se v € Isom™ (B) é induzida pela matriz

Ql

A
C

5N

entao o fator de escala de y é igual a 1 se, e somente se,

|Cz+ AP* = 1.
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Note que se C' # 0, entao isto representa um circulo de centro

A
P,YZ—E
e raio
1
R, = —.
T

Sobre este circulo v age como uma isometria Euclidiana, ou seja, sobre este circulo v

preserva distancias Euclidianas. Isto é exatamente o circulo isométrico C, de 7.

Teorema 2.4 O grupo de isometrias

Isom(B) = (fa, 00),

em que o
B Az +C
COz4+ A

fa(z) € M(C), com |A*—|C|* = 1.

e 0g a reflexao em iR.

Demonstracao. Consequéncia do Teorema 2.2. [

Teorema 2.5 Seja v € Isom(B) induzida pela matriz

A C
c A

com C # 0. Entao C, possui as sequintes propriedades:

1
ey

A
1. C, possui centro P, = —— e raio R, =

C

2. C, € ortogonal a S* = 0,B.

3. Os pontos 0, v71(0) e P, sao colineares e v~ 1(0) - P, = 1.

5. O segmento de reta L., ligando 0 a P, € ortogonal a ¥.,.
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Demonstragao. (2) Note que

1+ |CP?
1 2
+ R CP2
_ 4P
- CP
= ‘P’YP
(3) Como B
Az—-C
1 _
LIS s ey
temos que o
C
—1 _ -
Assim,

2
7 10)- P, =1 onde v '(0) = AP, onde \ = % € R,
ou seja, 0, v71(0) e P, sdo colineares
(4) Seja

M=L,NC,

Entao L, é ortogonal a C,. Além disso,

|M| - |Pw| _Rw
[A[—1
C|

1+ |M
2p(0, M) = 21n(1_||MI>

|A|+|0|—1)
“(|A|—|O|+1
Al +]C| - 1)?
= In|——m——
A —|C[+1
. (|A\2+|0|\Ar—|cr—|A|—1)
AP — |C[]A[+ [C] — 4]

SENEESCE
AT 1C]

= p(0,77(0)).
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Portanto, C, ¢ o bissetor de L, e C, = X,.

(5) Segue por definicao de X,,. |
Corolario 2.2 Seja v € Isom(B) induzida pela matriz

A C
cC A

)

com C # 0. Entao y(X,) = X,-1.

Demonstragao. Sejam L. o segmento ligando 0 e v71(0). Entao v(L,) = L,-1. Como

Y

v age como isometria Euclidiana sobre Y, temos que

Y= 'Y(Z'y)

é o circulo ortogonal a L.-1 e a S', com o mesmo raio de X,. Logo, seu centro é da forma

Ay(0),
com A € R e satisfaz a equacao
C|?
1+ R2 =)\ IcF
+ 1y |A2
ou seja,
C?
A=1—— €R.
4 ©
Logo, o centro de Y é
A
M(0) = —.
1(0) =7

Assim, o centro e raio de X coincidem com os de X,-1. Portanto, temos a igualdade das

duas circunferéncias. [ |

Lema 2.3 Sejam x,y € B e ¥ uma geodésica de B que é um circulo. Entao x e y sao

pontos opostos em relacao a Y. se, e somente se, 23 € o bissetor da geodésica ligando x a

Y.
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Capitulo 3

Grupos Fuchsianos

Neste capitulo apresentaremos a teoria bésica desses grupos dos grupos Fuchsianos e
obter as férmulas dos bissetores de Poincaré. Além disso, os dominos de Dirichlet e Ford

e o algoritmo DAFC.

3.1 Os Bissetores de Poincaré

Seja T' é um subgrupo discreto do grupo topolégico SLy(C). Diremos que I' é grupo

Fuchsiano se existir um disco D em C tal que
vD)=D, VyeT,

Ja vimos, pela Proposi¢ao 1.2, que para qualquer disco D em C, existe f € SLy(R) tal
que

#(H) = D.

Logo, nao hé perda de generalidade, em supor que D = H. Assim, um subgrupo I' é
grupo Fuchsiano se for um subgrupo discreto do grupo Isom(H). Portanto, pelo item (3)
do Teorema 1.3, um subgrupo I' é grupo Fuchsiano se tr(y) € R e tr(y)? € |4, cc[, para
todo vy eI

Seja ¢ € Isom(B). Entao o circulo isométrico ¥, de ¢ é definido como

{zeC:|¢(x) =1}
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e obtemos as férmulas explicitas para X, como sendo o bissetor do segmento
[0,671(0)].
Agora, vamos obter férmulas explicitas para o bissetor do segmento geodésico
[i. 671 (4)],
considerando ¢ como um elemento de Isom(H) via o isomorfismo 1 induzido por

z—1
241

no(z) =

ou seja, 1 =1 0 ¢ o 115 .

Seja v € Isom™ (H). Entao ¢(v) € Isom™ ((B). Em geral, o circulo isométrico

d
Z4 =
&

Cvz{ze(c:

nao é o bissetor de . Assim, definimos

Yy = nal(zzb(v))-

Como 79 ¢ uma isometria entre os modelos temos que X, é o bissetor de . Portanto,

Y(Ey) =21
Teorema 3.1 Seja
a b b
Y= ~ P10 SL(R).
c d cz+d

1. ., é um circulo Euclidiano se, e somente se, a* + ¢* # 1. Neste caso, seu centro e

rato sao, respectivamente, dados por:

ab+ cd s L1+|PJ
hererea T e

2. 3, € uma reta vertical se, e somente se, a* + ¢* = 1. Neste caso, uma equagao
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cartesiana desta reta € dada por

onde x € R, com k = ab + cd.
3. (ab+cd)® = (a® + ) (b* + d*) — 1.

4. Sec#0, entao C, = ¥, se, e somente se, a =d. Sec=0 e X, € uma reta vertical,

entao tem-se a mesma conclusao.

Demonstracao. (1) Seja

qu(y) = w(’Y)fl(O)-

Entao

i =ny"(0) e v =5 ' (Plyy)

sao pontos opostos em relagao a 3., cujo centro estd em d,,H?. Portanto, se ¥, nao for

uma reta vertical, entdo i, v~ (i) e P, sdo colineares. Assim,
P, = LN0H,

em que L a reta determinada por i e y~1(4). Logo,

(ab+ cd) 1 ,
+ 7
a? + 2 (@ + ?)

v = -

e portanto, um célculo simples nos da a férmula de P,. Para obter a férmula para o raio,

lembramos que

R’ =i =Pl [y - P

(2) Pela expressao de P, temos que Y., é uma reta vertical se, e somente se, a*+¢* = 1.
Neste caso,

7 1) = —(ab + cd) + .

Logo,
u=1i—~""(i) =ab+cd

¢ perpendicular a X,. Portanto, obtemos a equacao cartesiana de X,.
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(3) E claro das definicoes.

(4) Como det(y) = 1 temos que

d ab + cd la — d|

c_a2+02—1’: le|(a? 4+ ¢ — 1)

Assim, se C, = X, entao a = d. Logo,

Se ¢ = 0 e ¥, uma reta vertical, entdao ad = 1, com 1 = a? + ¢* = a*. Assim, d = a.

Quando det(y) = —1 procedemos de modo andlogo, obtemos d = —a. [ |

Exemplo 3.1 Determine um conjunto Fundamental para o grupo Fuchsiano SLy(7Z) de

Isom(H).

Solugao. Sejam I' = SLy(Z) o grupo unimodular e

a b
Y= el
c d
com
2 2 12, 2, 12 c
V" =a”+ b+ +d° e Y = _
A
Assim, o
A 1
—= =Py = —— [~2(ab+ cd) + (0 + &%) — (a® + ¢))1]
C 7] =2
implica que ,
2 _ T +2 4
Pye|* = e e Rig) = .
ool IyII* -2 TP -2

Agora, vamos resolver o exemplo em H. Primeiro note que
ot 0) =i e ||y]° =a®+ b+ + d?

Segundo, vamos ordenar pela norma |||

1° Passo. Se ||v]| = 1, entao

A+ +E+d=1
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Assim, pelo menos trés dos elementos entre a, b, ¢ e d devem ser iguais a zero, o que é
impossivel, pois ad — bc =1 Portanto, v nao existe.

2° Passo. Se ||7]| = 2, entao

A+ +E+d=2

Assim, pelo menos dois elementos entre a, b, ¢ e d devem ser iguais a zero. Logo, teremos

as possibiidades:

10 -1 0 0 —1 0 1
) ) €
01 0 —1 1 0 -1 0
Portanto,
0 —1 01
’y: ou ’)/:
1 0 -1 0

3° Passo. Se ||| = 3, entao
a?+b0+F+d =3

Assim, pelo meno um dos elementos entre a, b, ¢ e d deve ser igual a zero. Logo, teremos

as possibiidades:

1 +1 1 0 1 41 1 0
o1 ) \+x1 -1/ o -1 +1 —1

Vamos verificar agora que esses trés passos sao suficientes para determinar o conjunto

Fundamental de I". Consideremos

Entao

ou seja, v, € I';. Assim,
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Como c=1#0e a=d=0 temos, pelo item (4) do Teorema 3.1, que

C’Yl = Z’Yl‘
Note que
9 1 -1
71(2) =n(n(z) =m )=~ z
implica
n=Tel;={I,m}.
Neste caso,
(2) 1 1z 1
) =——=——— = — —Z
n z 27z |z|2
Sejam

W ={zeH:|z|>1} e Q={zeH:|z| <1}

Se |z| = 1, entdo |y1(2)| = 1. E facil verificar que
1) = Q2 e 71 () = .

Portanto, o conjunto

F; = mDv(i>
RISV

= [zeH:|z|>1)

¢ um conjunto Fundamental de T;.

Finalmente, consideremos

V2 ou y(z) =2+ 1.

Entao

72@) # 1,

’}/QGF—FZ'G
Py =(0) ={1:neZ}
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¢ um subgrupo ciclico de ordem infinta de I'. Como ¢ =0 e a = d = 1 temos, pelo item

(4) do Teorema 3.1, que

672 =2,
¢ uma reta vertical. Explicitamente,
ab + cd 1-14+0-1
x = x
2 2
N 1
r=—-.
2
Como
1 -1
V=
0 1
temos que
ab+ cd 1-(-1)+0-1
T = -+
2
1
= —_ - = O
Ty
N 1
r=-.
2

Portanto, o conjunto

Fy = ﬂ D’y(p)

’YEF—Fi

N

— {z € H: |Re(z)| <

|

¢ um conjunto Fundamental de I';. Consequentemente,
F=F nNTF,

¢ um conjunto Fundamental de I', confira Figura 3.1.
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Figura 3.1: Conjunto Fundamental

Proposicao 3.1 Sejam

a b A
Y= € SLy(R) e ¥(v) =
¢ d Cc A
Entao:
L. Cy() = Ly(n)-
2.
2 2 29
|A|2: +H7“7|C|2:H7H €|A|2—|C|2:1.
4 4
3.
1
Py = ————[—2(ab + cd) + [(b* + d*) — (a* + 2)]i].
(V) —o+ H ~ ||2[ ( ) [( ) ( )] ]
4.
_ . 1 .
Y(y7H(0) = Py, = m[—Q(ab + ed) + [(b* + d*) — (a® + )]
d.
24 || v I
P 2
6.
R? 1

O eIy

7. ¥, =%, se, esomente se, 1 = Yoy, onde vy € SU(C).

Demonstragao. Para provar os seis primeiros itens, basta usar as formulas explicitas
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para 1(7), A, C, sabendo que Py,y = C~'A". Para o item (7), recordamos que

¥ (70)(0) =0

se, e somente se, () é uma aplicacdo ortogonal e que 9(y) oo, é também uma aplicacao

ortogonal. (]

Se I' € CT(B?) ¢ um subgrupo distinto de SLy(R), para cada A € R, fixado, entao o

conjunto

{yel:lnll=A}

é finito. Portanto, pela Proposigao 1.3, qualquer sequéncia (,) de I' de elementos distin-
tos, temos que R,, — 0 quando n — co. Além disso, se y; possui a mesma norma, entao
pelo item (5) da Proposigao 3.1, a interseccao de seu circulo isométrico de S' possui o
mesmo volume FEuclidiano. No entanto, nao é evidente que este volume é estritamente
uma funcao decrescente da norma. Assim, vamos resolver esse problema.

Sejam

v € SLy(R) com v ¢ SU(C),

e r a semi-reta passando pela origem e o centro ¥, (,). Sejam também M e N, respecti-

vamente, a interseccao de r com Xy, e S ! Definimos
o
o =[]

obtemos

pry =14 Ryty) = || Poey || -

Veremos a seguir que p,, considerado como fungao de [|v||, é estritamente decrescente. O

volume Euclidiano da intersecgao de X,y com S*, mencionada acima, é uma funcao de
pr-
Lema 3.1 Seja I' um subgrupo discreto de PSLy(R) agindo sobre B. Entdo p, € uma

fungao estritamente decrescente de |||, onde v € T' = Ty.

Demonstragao. Consideremos

fla)=1- (xQ - 2)% +2(2? - 2) 2,
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Entao, pela Proposicao 1.3, obtemos p, = f(||||). Assim,

’

Fllz)=—2a(z>—2) (x> +2) 2[-2 + V22 + 2.
Portanto, se v € GL3(C), entao
2[det(7)] < IvII*,

que é o resultado desejado. [ |

Teorema 3.2 Seja v uma orientacao preservando isometria de B" e seja X, sua esfera

isométrica. Entdo, ., representa a bissetriz da geodésica ligando a origem 0 e v~*(0).

Demonstracgao. Escreva v = Ao, em que A é uma transformacoes ortogonal e o é a
reflexao em X,. Entao

77(0) = 0 AH(0) = 0(0)

e, portanto, 0 e ¢(0) sdo pontos de inversdo em relacao a ¥,. Portanto, que 3, é a

bissetriz da geodésica ligando 0 e ¢(0). |

3.2 Dominios Dirichlet e Ford

Nesta subsecao, vamos nos concentrar em um dominio de Ford, que tem dois pontos
distintos como centro. Vamos dar um critério algébrico que é facil de ser verificado. A

primeira sequéncia é a base do que vem a seguir.

Lema 3.2 Seja v € SLy(R) um grupo discreto. Entdo as sequintes afirmacgies sdo

equivalentes:

2. v =0p00,, em que 0o(z) = —Z.
3. ¥, € o bissetor do segmento geodésica ligando ti e v~ *(ti), para todo t > 0.

4. Eziste umty # 1 tal que 3., € o bissetor do segmento geodésica ligando toi e vy~ (toi).
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Demonstracgao. Ja vimos que 0 ¢ a reflexao no eixo imaginério.

(1 < 2) Suponhamos que

Entao, pelo Teorema 3.1, temos que ¥, = C,. Portanto, a reflexao o, em X, ¢ definida

Ccomo

01(2) = Py = (lc*o0(2 = P,)) " = 00(7(2)),

se ¢ = c(y) # 0. No caso em que ¢(y) = 0, entdo podemos supor que a(y) = d(y) = 1 e,

portanto,

0,(2) = 0oz — b(7)) = 0o(7(2))-
Em qualquer caso tem-se que v = o 0 0.
Reciprocamente, suponhamos que v = 0 o 0. Primeiramente, vamos supor que P,
exista, ou seja, X, ¢ um circulo Euclidiano. Neste caso, tem-se que:

—P,z+ P?> — R?
Y(z) = (09 00,)(2) = — —,
K z— P,

donde se obtém que a(y) = d(v). Se ¥, é uma reta vertical, + = x¢, entdo o,(2) =
—Z + 2x. Portanto, y(z) = 09 0 0,(2) = z — 2. Logo, a(y) = d(7).
(1 & 3) Seja u € 3,. Entao,

plu,y7H(ti)) = p(y'(ti),u)

e, consequentemente, 3., é o bissetor da geodésica ligando ¢i e v~ (¢i). Assim, provamos
que a primeira afirmacao implica a terceira. O terceiro item implica no quarto.

(1 4) Sejau € ¥,. Entao

p(ti,u) = plu, v~ () = p(ti, u) = p(ti,y(u)).
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Sendo v uma transformacao de Mdébius, tem-se que

Im(v(2)) = [7/(2) Im(2).

Logo, [v* = [ti — ~v(u)[*. Logo,

Re(u)” — Re(y(u)*|y' ()| = (17 + (1 = [y (w) ).

Tudo isto, pode ser escrito como uma equacao da forma at?> = c que temt =1 et = t,
como solugoes e portanto, a(tf — 1) = 0. Assim, a = 0 e |7/(u)| = 1, para todo u € %,

isto é, ¥, = C,. Portanto, o Teorema 3.1 agora assegura que:

Teorema 3.3 Seja I' < SL(R) um subgrupo discreto finitamente gerado de C(H). Entdo
I' tem um dominio DF & com centro Py = i se, e somente se, para cada side-pairing

transformation v ou ¥ (transformacoes lado-a-lado), vale que

d(v) = a(7).

Além disso, o grupo [ = (00,T') € um grupo de reflexoes contendo I' como um subgrupo

de indice dois.

Demonstracgao.Sendo I' Fuchsiano, teremos que o conjunto de elementos de ¢ sem
um circulo isométrico é 5 NI, e consiste em apenas dois elementos, digamos g e 75 .

Fazendo
a b

c d

== f(),

ab+cd | -
5 ¢ uma equacao que

define X,. Como I' tem uma codrea finita, v ¢ parabdlica, e portanto

temos que ¥, é uma linha Euclidiana, |a|* 4+ |c? =1ez = —

1 —by
0 1

Yo
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Claramente

Fwe) = flw) ™,

dai,
jd|* + e =1,

e portanto

laf* = |d]*.

a
Suponha que ¢ # 0; temos que oo € ¥, e y(00) = —. Desde que
c

V(E’y) - E'y—la
resulta que
a db+ac
-—5

Se a =0, entdao vy € I';. Se a # 0, entdo d = —a. Obtemos que a? + bc = —1, e portanto

v? = —1. Assim, o(7) = 2, e portanto, X, = ¥,_1, que é uma contradi¢do. Logo, devemos

terc=0,daia®> =d>=1,a=d=1eb=by. Isto prova que para qualquer v € ®, temos

que

Corolario 3.1 Seja I' um grupo Fuchsiano. Entao as sequintes afirmagoes sao equiva-

lentes:

1. T" é o subgrupo de isometrias que preservam a orientacao de um grupo Fuchsiano

de reflexdes
2. T" tem um dominio DF

3. I' tem um dominio fundamental de Poincaré e a(y) = d(y) para cada side-pairing

transformation
4. T tem um dominio fundamental de Poincaré & que tem dois centros distintos

5. T' tem um dominio fundamental de Poincaré & contendo uma semi-reta geodésica e

cada ponto desta semi-reta é um centro de &
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Demonstragao.Vamos provar apenas, que o primeiro item implica o segundo. Fixando
um poliedro P para o grupo de reflexao de tal forma que um dos lados do eixo imaginario
é por exemplo, . Entao, 02 o7 é o reflexo de X. Seja YJ; um lado de P, denotamos por

2

0.; a reflexao em ¥; e seja y; = 0° o 7 0 0,,. Entao, vemos claramente que X, = X,; e o

resto segue utilizando o Lema ?77.

3.3 O DAFC Algoritmo

Existe um algoritmo, o DAFC, que é usado para se obter geradores par grupos Fuch-
sianos e Kleinianos. Este algoritmo se baseia em alguns resultados vistos aqui anterior-
mente. Para ilustrar o funcionamento deste algoritmo, iremos usar um exemplo classico
da Katok.

Sejam a,b € Ne 'y, < PSL(2,R) o grupo

L 2 2 .
Fab—{’y_ ’ZU—FU\/E l_m\/a 7(l7m7u7w)ez’7
Vb 2 2

Lo ()

[ = w(mod2), m = u(mod 2),det(y) = 1}

Podemos escrever tudo isso como um sistema, descrito abaixo:
I? + abu® = nam? + bw® = n — 41 = w(mod 2),m = u(mod 2),

e || v |I>=n — 2, para todo n € N, com n > 4.
Considere o caso em que a = 3 e b = 5. Para n = 4, obtemos apenas a identidade.

Assim, teremos I'; = 1. Tomando n = 16, obtém-se a unidade

243 0
0 243

Yu =

tal que |a|? 4+ |c|> = 7 — 4v/3 < 1. Em B? isto nos mostra que i estd no interior de Y, .
Usando solugoes do sistema para n = 9 e n = 31, obtemos geradores para um grupo de
indice finito. Neste caso, é facil ver que se trata de um dominio fundamental de todo o

grupo. Aqui, a simetria reduz a apenas um, ou seja, o>.
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E facil mostrar que de fato temos geradores para I'. Note que o¢(z) = —Z é uma

simetria do dominio fundamental. Este é um exemplo de um grupo cocompacto.

Teorema 3.4 O grupo I'y5 € gerado pelo conjunto

V5 143V8  VIB \ [4-3V8 VD5
N (2+v3 o S e Y2

3
{ 2 2 2 D) 2 )
NG ’ B ’ V15 4-3V3 |’ V15 4+3V3

vo o 9 0 243
2 2 2 2 2 2

Neste tltimo caso, r(I") -~ V5 e a partir dai, podemos obter uma estimativa
da codrea de T'.
Finalmente, considere H(a,b,Z) C H(a,b,Q), com a > 0,b > 0 inteiros. Para u =

x4+ 0+ x11+ x9) + 23k € H(a,b,Z), temos:

Q?o—i‘l'l\/a 33'2\/1_74‘1'3\/%
1U2\/l_7—$3\/% m0—$1\/a

Yu =

Fazendo = = (xg, 71, T, 73) € q1(z) = q2(70,0,0,23) — ¢2(0, 1, 22,0),0onde go(x) = 23 +

ax? + bx3 + abx?, obtemos o seguinte sistema:
qi(z) = 12gz(2) = 7 ||*
Fazendo ¢(x0, 0,0, x3) = n, obtemos:
xi +abry =nar: +bx;=n—1]~v|*=4n—2,n € N.

Tomando agora a = 2 e b = 5, temos que n = 1 ou que n > 9. Claramente para ['; = 1
e n = 9 encontramos um elemento cuja bissetriz Y separa ¢ e co. Utilizando solugoes do
sistema para n > 46, obtém-se um conjunto de geradores para um subgrupo de indice

finito. A figura abaixo, mostra o dominio fundamental.
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