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”Para Tales... a questao primor-
dial nao era o que sabemos, mas
como sabemos.”

Aristoteles



Resumo:

A Abordagem de influéncia local de Cook [2] com base em curvatura normal é uma impor-
tante ferramenta de diagnodstico para avaliar a influéncia local de pequenas perturbacoes de um
modelo estatistico. No entanto, tem sido desenvolvida nenhuma abordagem rigorosa para abordar
duas questoes fundamentais: a escolha de uma perturbagao apropriada e o desenvolvimento de
medidas de influéncia para funcoes objetos em um ponto com a primeira derivada diferente de
zero. O objetivo deste trabalho é desenvolver uma estrutura diferencial-geométrica de um modelo
de perturbacao (chamado de variedade de perturbagao) e utilizar o tensor métrico associado e as
curvaturas afins para resolver esses problemas. Vamos mostrar que o tensor métrico da variedade
de perturbagao fornece informacgoes importantes sobre a selecao de uma perturbacao apropriada

de um modelo.

Palavras-chave: Medida de Influéncia, Variedade de Perturbacao, tensor métrico, curvatura,

modelo paramétrico, conexao afim.



Abstract

Cook’s local infuence approach based on normal curvature is an important diagnostic tool
for assessing local infuence of minor perturbations to a statistical model. However, no rigorous
approach has been developed to address two fundamental issues: the selection of an appropriate
perturbation and the development of infuence measures for objective functions at a point with a
nonzero first derivative. The aim of this paper is to develop a diferential-geometrical framework of
a perturbation model (called the perturbation manifold) and utilize associated metric tensor and
affine curvatures to resolve these issues. We will show that the metric tensor of the perturbation

manifold provides important information about selecting an appropriate perturbation of a model.

Keywords: Infuence Measure, perturbation manifold, metric tensor, curvature, parametric mo-

del, affine connection.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Topicos em Teoria da Probabilidade

Nosso objetivo nesta secao é citar alguns resultados importantes da teoria de probabilidade.
Evidentemente, nao nos prenderemos a detalhes e demonstracoes, pois o interesse é apenas tornar
o texto mais auto-suficiente. Para um aprofundamento maior, indicaremos as referéncias onde
tais demonstracoes podem ser encontradas. Comegaremos definindo variavel aleatéria, supondo

conhecidas as nogoes de teoria da medida.

1.1.1 Variaveis Aleatorias

Definigao 1.1. Sejam (2, F) e (S5,8) espagos mensuraveis. Uma funcao X : Q — S é dita
mensuravel de (€2, F) em (S,S) se

X 'B)={w: X(w)e B}y F VBeS.

Se (9,S) = (R4, R?) e d > 1, entao X é chamado um vetor aleatdério. Naturalmente, se d = 1, X

é chamada uma varidvel aleatoria.
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.1. Se Q é um espaco de probabilidade discreto, entao qualquer funcao X : 2 — R
é uma variavel aleatéria. Um outro exemplo trivial, porém util, de variavel aleatéria é a funcao

indicadora de um conjunto A € F:

1A(w) =

1, se weA
0, se w¢ A

Se X é uma variavel aleatéria, entao ela induz uma medida de probabilidade sobre R chamada
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distribuicao de X dada por
u(A) = P(X € A),

onde A sao conjuntos bolerianos. O lado direito da equagao acima pode ser escrito como P(X1(A)).

A distribuicdo de uma varidavel aleatéria X é geralmente descrita indicando a sua funcao distri-
buigao, F(z) = P(X < z).

O resultado a seguir é 1util para provar mensurabilidade de fungoes.

Teorema 1.1. Se {w : X(w) € A} € F para todo A € A e A gera S (isto é, S é a menor

o-dlgebra que contém A), entio X é mensurdvel.

Demonstragao. Considere {X € B} uma abreviagao para {w : X(w) € B}, temos que

{X € UZBZ} - UZ{X c Bl},

{X € B} ={X € B}".

Assim, a classe de conjuntos B = {B : {X € B} € F} é uma o-édlgebra. Uma vez que, B D Ae
A gera S, BDS. ]

Teorema 1.2. Se X : (U, F) — (5,8) e f : (S,S) = (T,7T) sdo fungcdes mensurdveis, entao
f(X) € uma fung¢ao mensurdvel de (2, F) em (T,T).

Demonstragdo. Seja B € T. Temos que {w : f(X(w)) € B} = {w: X(w) € f71(B)} € F, uma
vez que, por hipdtese, f~!(B) € S. O

Teorema 1.3. Se X1, ..., X,, sao varidveis aleatorias e f : (R",R"™) — (R, R) € mensurdvel, entdo

f(Xy,..., X)) € uma varidvel aleatoria.

Demonstrag¢ao. Tendo em vista o teorema (1.2), basta mostrar que (X7, ..., X,,) é um vetor aleatério.

Para fazer isso, observe que se Ay, ..., An sao conjuntos borelianos entao
{(Xl, ,Xn) €A XX An} = ﬁz{Xl c Az} e F.

Uma vez que, os conjuntos da forma A; x --- x A, geram R", o teorema (1.3) segue do teorema
(1.1). O

Corolario 1.1. Se X1, ..., X,, sao varidveis aleatorias, entao X1+---+X,, € uma varidvel aleatoria.

1.1.2 Valor Esperado

Definigao 1.2. Se X > 0 é uma varidvel aleatéria sobre (€2, F, P), entdo definimos o seu
Valor Esperado (ou Esperan¢a) como sendo EX = fXdP.

2
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Uma vez que EX é definido por meio da integral de X, consideraremos todas as propriedades

de integracao como verdadeiras. Vejamos agora dois teoremas.
Teorema 1.4. Suponha X,Y >0 e E|X|, E|Y]| < 0.

1. EX+Y)=EX+EY.

2. E(aX +b) =aFE(X) + b para quaiquer a,b € R.

3. Se X >Y entao EX > EY.

Teorema 1.5 (Mudanca de variavel). Seja X um elemento aleatdrio de (S,S) com distribuicdo
w, i.e., W(A) = P(X € A). Se f:(S,S) = (R,R) € uma fun¢ao mensurdvel tal que f > 0 ou
E|f(X)| < o0, entdo

Ef(X)= /S f)u(dy)

Observacao. Para explicar o nome, escreva h e Poh™ no lugar de X e i, respectivamente, para

obter

/Q F(h(w))dP = / F)d(Poh™)
i O

Demonstracao. Ver referéncia |

Uma consequéncia do teorema (1.5) é que podemos calcular valores esperados de fungoes de
varidveis aleatdrias efetuando integrais sobre a reta real. Se k é um inteiro positivo entdo EX" é
chamado o k-ésimo momento de X. O primeiro momento £ X é geralmente chamado de média
e denotado por . Se EX? < oo entao a varidncia de X é definida por var(z) = E(X — )%

Para calcular a variancia, a seguinte férmula é ttil:
var(X) = E(X — p)? = EX? —2uEX + p* = EX? — /2 (1.1)

A partir de (1.1), é imediato que
var(X) < EX? (1.2)

Uma vez que E(aX +b) = aEX + b, segue facilmente da definigdo que
var(aX +b) = E(aX +b— E(aX +0))* = a*E(X — EX)? = a*var(X) (1.3)
1.1.3 Independéncia
Seja (€2, F, P) um espaco de probabilidade. Dois eventos A e B sao independentes se

P(ANB) = P(A)P(B).
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Duas variaveis aleatérias X e Y sao independentes se V. C, D € R,
P(XeC)YeD)=PXeC)P(Y €D)

isto ¢, os eventos A = {X € C} e B={Y € D} sao independentes.

Proposicao 1.1. Se A e B sdo independentes, entao A e B também sao independentes (e também

A¢ e B, e ainda A° e B°).

Demonstracao. Suponha que A e B sao independentes. Entao

P(AN BY) = P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B°).

Definicao 1.3. U—Algebras Fi, Fa, ..., Fp sao independentes se sempre que A; € F;comi = 1,...,n,

nds tivermos
n

P(mi, A = [ P(A).

i=1
Variaveis aleatérias X, ..., X,, sao independentes se sempre que B; € R com 7 = 1,...,n, nos

tivermos
n

P(Mi_{X; € Bi}) = | [ P(Xi € By).

i=1

Conjuntos Ay, ..., A, sao independentes se sempre que I C {1,...,n}, nds tivermos

P(MierAy) = [ P(4).

iel

Uma das primeiras coisas a compreender sobre a definicao de eventos independentes é que dada
uma sequéncia de eventos Ay, ..., A, que satisfaz a propriedade P(A;NA;) = P(A;)P(4;), ¥V i # j,

nao nos garante que Ay, ..., A, sdo independentes. Para verificarmos isso, vejamos um exemplo.

Exemplo 1.2. Sejam X7, X5, X3 variaveis aleatorias independentes com
PX;=0)=P(X;,=1)=1/2.
Considere A; = {Xy = X3}, Ao = {X3 = X1} e A3 = {X; = X»}. Note que, a propriedade
P(A;NAj)=P(X1=Xo=X3)=1/4=P(A;)P(4))
é satisfeita, mas eles nao sao independentes, uma vez que
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Defini¢ao 1.4. Dizemos que as varidveis aleatorias X e Y sao independentes se o(X) e o(Y)

sao o-dlgebras independentes, onde o(X) denota a menor o-dlgebra tal que X € mensurdvel.

Em virtude da definicao acima, a fim de mostrar que as variaveis aleatorias X e Y sao indepen-
dentes, temos de verificar que P(X € A,Y € B) = P(X € A)P(Y € B) para todos os conjuntos
borelianos A e B. Uma vez que, ha um grande ntimero de conjuntos borelianos, iremos ver agora
algumas condicoes suficientes para independéncia.

Estamos interessados no resultado do teorema (1.6). Para isso, vejamos uma definigdo que

generaliza todas as nossas defini¢oes anteriores sobre independéncia.

Definicao 1.5. As colecoes de conjuntos Aj, ..., A, C F sao ditas independentes se sempre que

A;e Ay e I C{1,...,n}, nés tivermos

P(ni-iA;) = [ P(4).
iel
Se cada cole¢ao é um conjunto unitério, isto é, A; = {A;}, esta defini¢ao reduz ao utilizado
para conjuntos. Se cada A; contém 2, por exemplo, A; é uma o-algebra, a condicao é equivalente
a P(N_,A;) = [, P(A;) sempre que A; € A;, uma vez que podemos definir A; = Q para
i ¢ I. Reciprocamente, se Ay, ..., A, sdo independentes e A; = A; U {Q}, entdo Ay, ..., A, sdo
independentes, por isso nao ha perda de generalidade em supor Q2 € A,.

Antes de enuciarmos o teorema (1.6), precisamos da seguinte definigao.
Definicao 1.6. Dizemos que A é um sistema 7w se dados A, B € A entao AN B € A.

Teorema 1.6. Suponha A, ..., A, independentes e cada A; € um sistema w. Entdo o(A;),0(Asz),...,0(Ay)

sao independentes.
Demonstracao. Ver a referéncia [7] O
Corolario 1.2. A fim de que X1, ..., X,, sejam independentes, € suficiente mostrar queN x1,...,x, €

(—OO, OO] n

P(Xy <@y, Xy <) = [[ P(XG < 22).
=1

1.1.4 Leis dos grandes niimeros e o teorema central do limite

Quando X7, X, ... sao variaveis aleatorias independentes onde todas elas possuem a mesma

distribuigao, dizemos que sao independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.).

Teorema 1.7 (Lei fraca dos grandes niimeros). Se X1, Xy, ... sdo varidveis aleatorias i.i.d.

com média EX; = p, entao para todo € > 0

P(|S,/n—u| >¢) —0  quando n — o0
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onde S, = X1+ -+ X,,.

Teorema 1.8 (Lei forte dos grandes nimeros). Sejam X1, Xo, ... varidveis aleatorias i.i.d.
com E|X;| < oco. Considere EX; = e S, = X1+ -+ X,. Entdo S,/n — i quase certamente

quando n — oo.

Teorema 1.9 (Teorema central do limite). Se X, Xs, ... sdo varidveis aleatdrias i.i.d. com

média EX; = u e varidancia 0® = E(X; — u)?, entao para qualquer y

P(M Sy) N ()

O-nl/2

onde N'(y) = [*_(2m) V2 exp~"/2dzx ¢ a distribui¢do normal padrdo.
Demonstracao. Ver a referéncia [7] O

Definigao 1.7. Dados um espago de probabilidade (2, Fy,P), uma o-dlgebra F C Fy, e uma
variavel aleatéria X € Fy com E|X| < oco. Definimos a esperanca condicional de X dado F,

E(X|F), sendo qualquer variavel aleatdria Y que
(i) Y € F, isto é, é F mensuravel;
(ii) Para todo A € F, [, XdP = [, YdP
Qualquer Y satisfazendo (i) e (i7) é chamado uma versao de E(X|F).

Definigao 1.8. Sejam (€2, F, P) um espago de probabilidade, X : (2, F) — (S,S) uma fungao
mensuravel, e G uma o-dlgebra C F. Dizemos que p : QxS — [0, 1] é uma distribuicao condicional

reqular para X dado G, se
(i) Para cada A, w — pu(w, A) é uma versao de P(X € A|G).
(ii) Para quase todo w, A — p(w, A) é uma medida de probabilidade sobre (S,S).
Quando S = e X ¢é a funcao identidade, p é chamada uma probabilidade condicional regular.

Vamos agora apresentar um teorema que mostra a existéncia da probabilidade condicional

regular.

Teorema 1.10. Seja (M, M, P) um espago de probabilidade, onde M é um espago métrico com-
pleto e separdvel, e M € a o-dlgebra de Borel de M. FEntdao, dados vetores aleatorios X e T,
existe uma fun¢io Py : o(X) x R* — [0,1] tal que, para cada A € o(X), P(A|-) é uma fungdo
mensuravel, e para quase todo t, P(- | t) é uma medida de probabilidade. Além disso, para toda

fungao f mensurdvel, tal que f(X) € integravel, temos

E(f(X)|T=t)= / F(2) Py (de, 1),

6
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para todo t num conjunto de medida total. Finalmente, se h € uma funcdo mensurdvel tal que

h(T) € integrdvel, temos que
E(f(XOMT) [T =1t) = ) E(f(X) [T =1).

Observe que como
E(E(f(X)|T)) = E(f(X)),

segue que
E(f(X)) = E(E(f(X)|T)) = /E(f(X) | T = t)dP" (dt) _//f(m)PXT(dx:t)de(dt)a

onde P ¢ a distribuicao de 7.
Outra observacgao relevante é o caso em que o vetor aleatorio X se “decompde” como X =

(Y, T). Entao, temos que

B0 = BUYT) = [ [ 0P TP @)

Corolario 1.3. Seja Y um vetor aleatorio p-dimensional e T' um vetor aleatorio d-dimensional.
Seja PY'T uma medida de probabilidade no espaco produto RP x R?, na o-dlgebra boreliana produto.

Seja QYT outra medida de probabilidade no mesmo espaco produto tal que

dQ(y,t) = a(y)b(t)dP(y,1),

onde a(y) > 0 para todo y. Entao, a distribuicao marginal de T' sobre () pode ser dada em termos

da distribuicao marginal de T' sobre P da forma:

1Q"0) = 300) | [ ato)P " (ay.0] ap7 )

Além disso, a distribuicao condicional de Y dado T sobre () pode ser dada em termos da distri-

buicao condicional sobre P como:

a(y)PY" (dy,t)

QW = TGP

onde esta fragao estd bem definida jd que a(y) > 0.
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Demonstracao. Note que

QT(A) = QT € A) = E[1p(T)] = Epl1(T)b(T)a(Y)]
= Eplla(T(T)Ea(Y) | T)) = / 0 / aly) P (dy, 1) dP" (¢),

donde segue a primeira afirmagao. Vamos para a segunda afirmacao. Temos que mostrar que para

quaisquer A e B mensuraveis, temos que

le PY‘T(dy7 )
Note que
Y|T Y|T
oltar LAy oty prynan LA D)

= Bpla(y W)L E )
+ e, (TR
~ BelEptaty) | 1) (AT | 1)
= Ep[Ep(b(T)14(T)1p(Y)a(Y) | T)]
= Ep[b(T)a(Y)1a(T)1p(Y)]
= Eq[la(T)1p(Y)]

0 que prova o resultado. O



Capitulo 2

Topicos em Fundamentos de Estatistica

2.1 Populacao, Amostra e Modelos

Usualmente, é impraticavel observar toda uma populacao, seja pelo custo alto seja por difi-
culdades operacionais. Examina-se entao uma amostra, de preferéncia bastante representativa,
para que os resultados obtidos possam ser generalizados para toda a populagao. Um experimento
pode ter por finalidade a determinacao da estimativa de um parametro de uma funcao. Toda
conclusao tirada por amostragem, quando generalizada para a populacao, apresentara um grau
de incerteza. Ao conjunto de técnicas e procedimentos que permitem dar ao pesquisador um grau
de confiabilidade nas afirmacoes que faz para a populagao, baseadas nos resultados das amostras,
damos o nome de Inferéncia Estatistica.

Na Inferéncia Estatistica, o conjunto de dados é visto como uma realizacdo ou observacao
de um elemento aleatério definido em um espago de probabilidade (€2, F, P) relacionado com o
experimento aleatorio. A medida de probabilidade P é chamada de popula¢do. O conjunto de
dados ou elemento aleatério que gera os dados é chamado de amostra de P e a cardinalidade do
conjunto de dados é chamado de dimensdo da amostra. A populacao P é conhecida se, e somente

se, P(A) é um valor conhecido para cada evento A € F.

Exemplo 2.1. Para medir uma quantidade desconhecida 6 (por exemplo, uma distancia, peso,
ou temperatura), n medi¢oes, x1, ..., T,, sdo tomados em um experimento de medi¢ao 0. Se 0
pode ser medido sem erros, entao x; = # para todo 7, caso contrario, cada x; tem um possivel
erro de medicao. Na analise descritiva dos dados, certas medidas podem ser calculadas, como por

exemplo, a média da amostra

T=—) (2.1)

e a variancia da amostra

s = ! Z (z; — T)* (2.2)
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No entanto, qual é a relacao entre T e 7 Eles estao préximos (se nao iguais) em algum caso?

2 ¢ claramente uma média de desvios ao quadrados dos z;’s com a sua

A variancia da amostra s
média. Mas que tipo de informacao o s nos fornece? Finalmente, ndo ¢é suficiente apenas olhar
para T e s? para poder medir 67 Essas questoes nao podem ser respondidas em analise descritiva
de dados.

Na Inferencia estatistica e teoria da decisao, o conjunto de dados, (x1, ..., z,), é visto como um
resultado do experimento cujo espago amostral é 2 = R™. Nobs geralmente assumimos que as n
medigoes sao obtidas em n testes independentes do experimento. Por isso, nés podemos definir um
n-vetor aleatério X = (X, ..., X,,) sobre II"_, (R, B, P) cuja realizacao é (x1,...,x,). A populagao
neste problema é P ( note que a medida produto obtida é de probabilidade, sendo determinada

por P) e é pelo menos parcialmente desconhecida. O vetor aleatério X é uma amostra e n é a

dimensao da amostra. Defina

x-1 > X (2.3)

n
=1

n

D (X - X)% (2.4)

i=1

S? !

n—1

Entao X e S? sao varidveis aleatérias que produzem 7 e s, respectivamente.

2.1.1 Modelos Paramétricos, Familias Exponenciais e Localizacao-escala

Definigao 2.1. Um conjunto de medidas de probabilidade Py em (€2, F), indexado por um
parametro 6 € O, ¢é dito ser uma familia paramétrica se, e somente se, © C R? para algum inteiro
fixo positivo d e cada Py é uma medida de probabilidade conhecida quando 6 for conhecido. O

conjunto © é chamado espaco de parametro e d é chamado de dimensao.

Um modelo paramétrico refere-se a suposicao de que a populagao P pertence a uma familia
paramétrica. Uma familia paramétrica {F, : § € ©} é dita ser identificdvel se, e somente se,
01 # 6, e 0; € © implica Py, # P,.

Na maioria dos casos, uma familia paramétrica identificavel pode ser obtida por meio de uma
reparametrizacao. Assumiremos a partir de agora que cada familia paramétrica é identificavel.

Sejam P uma familia de populagoes e v uma medida o—finita sobre (2, F'). Se P < v para

todo P € P entao dizemos que a familia P é dominada por v.

Exemplo 2.2. Para um inteiro positivo k fixado, considere a distribuigdo normal Ny (u, ) dado
por
f(x) = 21)H2[Det(D)] 2@ = @02y ¢ RE (2.5)

onde p € R¥, ¥ é uma matriz positiva de ordem k, Det(X) é o determinante de ¥ e cada k-vetor

¢ é visto como uma matriz coluna (k x 1), onde ¢” denota a sua transposta. Uma importante
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2. Toépicos em Fundamentos de Estatistica

familia paramétrica na estatistica é a familia de distribuigao normal
P=Nu(,X): p € RF. 2 € My,

onde M é uma colegao de matrizes positivas simétricas de ordem k. Esta familia é dominada pela
medida de Lebesgue sobre RE.

No exemplo 2.1, X/s sao frequentemente i.i.d. a partir da distribui¢io N(u,c?). Por isso,
nés podemos impor um modelo paramétrico sobre a populagao, isto é, P € P = {N(u,0?) : u €
R,0? > 0}.

Uma familia de medida de probabilidade que nao satisfaz a definicao 2.1 é chamada familia
nao paramétrica. Um modelo nao paramétrico refere-se a suposicao de que a populacao P é uma

familia nao paramétrica.

Definigao 2.2. [Familias Exponenciais| Uma familia paramétrica {P : § € ©} dominada por

uma medida o-finita v sobre (2, F) é chamada uma familia exponencial se, e somente se,

ar,

o, (W) = exp{[n(0)]"T(w) — () h(w), w e, (2.6)

onde exp{z} = €*, T é um p-vetor aleatério com p sendo um inteiro positivo fixado, n é uma
funcdo de © em R?, £(6) = log{ [, exp [n(0)]"T(w)h(w)dv(w)}, e h é uma funcdo Boreliana nao
negativa sobre (€2, F).

Na definicao 2.2, T e h sao funcoes de w, enquanto que 1 e ¢ sao funcoes de 0. Geralmente, €2
é RE. A representacao (2.6) de uma familia exponencial ndo é tinica. Na verdade, qualquer trans-
formagao 77(6) = Dn(f) com uma matriz nao singular D de ordem p d4 uma outra representacao
( com T substituido por T = (D7)~'T). A alteracio da medida que domina a familia também
muda a representagao. Por exemplo, se definirmos A(A) = f 4 hdv para algum A€ F, entao nés

obtemos uma familia exponencial com densidade

U0 () = eopln®) T(w) ~ €0}, (27)

Numa familia exponencial, considere a reparametrizacao n = n(f) e

fo(w) = exp{n"T(w) = C()}h(w), we (2.8)

onde ¢(n) = log{ [, exp{n™T(w)}h(w)dv(w)}. Esta é a forma canonica para a familia. O novo
parametro 7 é chamado de pardametro natural. O novo espago de parametro = = {n(f) : § € O},
um subconjunto de RP, é chamado de espaco de parametro natural. Uma familia exponencial

na forma canonica é chamada de Familia exponencial Natural. Se existe um conjunto aberto
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contido no espaco de parametros natural de uma familia exponencial, entao a familia é dita ser

de posto completo.

Exemplo 2.3. Seja Py a distribui¢ao binomial Bin(#,n) com parametro ¢, onde n é um inteiro
fixo positivo. Entao {Py: 6 € (0,1)} é uma familia exponencial, uma vez que a fungao densidade

probabilidade de Py com relacao a medida de contagem é
0 n
fo(z) = exp{zlog <m> + nlog(l —0)} (x) Ioa,..ny ()

(T(z) = z,m(0) =log £5,£(0) = —nlog(1 — 0), e h(z) = (") I{0,1,...,n}(z)).

Se deixarmos 1 = log %, entao = = R e a familia com densidades

[n(x) = exp{zn — nlog(l + ")} (Z) I{0,1,...,n}(x)

é uma familia exponencial natural de posto completo.

Exemplo 2.4. A familia normal {N(p,0?) : p € R,0 > 0} é uma familia exponencial, uma vez

que a f.d.p. de Lebesgue de N(u,o?) pode ser escrita como

Por isso, T(z) = (z,—2%),n(0) = (%, 55).0 = (1,0%),£(0) = L5 +logo, e h(z) = 1/v/27. Seja

n = (m,m) = (%, 55). Entdo = = R x (0,00) e nés podemos obter uma familia exponencial

natural de posto completo com ((n) = n?/(4n2) + log(1/y/212).

Uma subfamilia da familia normal citada acima, {N(u,p?) : © € R,u # 0}, é também

11
w 2p?

E={(z,y) :y=22% 2 € R,y > 0}. Esta familia exponencial nao ¢ de posto completo.

uma familia exponencial com o pardmetreo natural p = ( ) e espago de parametro natural

Para uma familia exponencial, (2.7) implica que existe uma medida A diferente de zero tal que

dP,
d—;(w)>0, Vw e 0. (2.9)

Nos vamos usar esse fato para mostrar que uma familia de distribuicao nao é uma familia expo-
nencial. De fato,

Considere a familia de distribui¢ao uniforme, i.e., Py é U(0, #) com um desconhecido 6 € (0, 00).
Se {Py:0 € (0,00)} é uma familia exponencial, entao pela discussdo anterior existe uma medida
A # 0 tal que (2.9) é verdadeira. Para cada t > 0, existe um 6 < t tal que Py([t,00)) = 0 que por
(2.9) implica A([t, 00)) = 0. Também, para cada t < 0, Py((—o0,t]) = 0 que por (2.9) implica que
A((—00,t]) = 0. Uma vez que t é arbitrério, A\ = 0. Esta contradigao implica que {Py : 6 € (0,00)}

nao pode ser uma familia exponencial.
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Exemplo 2.5. [A familia Multinomial]. Considere um experimento dividido em n ensaios in-
dependentes, no qual cada ensaio resulta em um nimero finito £ + 1 de valores possiveis com
probabilidade pg, p1, ..., pr. ( de modo que p; > 0, para i =0, ..., k, X5 p; = 1). Seja X; a varidvel
aleatéria, que representa o nimero de vezes que o indice ¢ foi observado nos n ensaios. Entao a
fungao densidade de probabilidade ( com relagao a medida de contagem) de (Xo, X1, ..., X) é

n!

f@(xﬂwrl) axk) =

— L0, Tk [
5U0!5U1! . $k'p0 P Py, B(-CEO,-Tl, "'737]6)7

onde B = {(xg, 21, ...,71) : Tis sao inteiros > 0, XF_ x; = n} e 0 = (po,p1, ..., pr). A distribuigao
de (Xo, X1, ..., Xi) é chamada de distribuigao Multinomial, o qual é uma extensao da distribuigao
binomial. De fato, a distribuigdo marginal de cada X; é a distribui¢ao binomial Bin(p;,n). Seja
O =1{0=(po,...,pr) € RF"T: 0 < p; < 1,55 p; = 1}. A familia paramétrica {fp : 0 € O}
¢ chamada de familia Multinomial. Sejam x = (z, ..., %), n = (log po, log p1, ..., log px), e h(z) =
[n!/(zolxy! - - 2x!)|Ip(z). Entao,

fo(wo, x1, ..., 21) = exp{n x}h(z), xc RF. (2.10)

Por isso, a familia multinomial é uma familia exponencial natural com parametro natural . No
entanto, a representacao (2.10) nao fornece uma familia exponencial de posto completo, uma vez
que, ndo existe um conjunto aberto de R*+! contido no espaco de parametro natural. Uma repa-
rametrizagao conduz a uma familia exponencial de posto completo. Usando o fato que ¥, X; = n

e ¥ op; = 1, nés obtemos que
f9(x0a L1y eeey xk) = exp{n:x* - C(n*)}h(x)’ T e Rk+1}7 (211)

onde z, = (z1,...,z1) , 7» = (log(p1/po); .-, log(pk/po)) ; e ((n.) = —nlogpy. O espago de 7.-
parametro é o R*. Assim, a familia de densidade dada por (2.11) é uma familia exponencial de

posto completo.

Se X1, ..., X,, sao vetores aleatérios independentes com funcao densidade de probabilidade sobre
familias exponenciais, entao a funcao densidade de probabilidade de (Xj, ..., X,,) é novamente
uma familia exponencial. O resultado a seguir, resume algumas propriedades tteis de familias

exponenciais.

Teorema 2.1. Seja P uma familia exponencial natural dada por (2.8).
(1) Seja T = (Y,U) en = (U,¢), onde Y e tem a mesma dimensio. Entao, Y tem a funcdo
densidade de probabilidade

foy) = exp{d7y — ((n)}

com relagao a medida o-finita dependendo de p. Em particular, Y tem uma fun¢ao densidade

13
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de probabilidade sobre uma familia exponencial natural. Além disso, a distribuicao condicional de
Y dada por U = u tem a fun¢ao densidade de probabilidade (com rela¢io a uma medida o-finita

dependendo em u)

fou(y) = exp{V7y — Cu(V)},

a qual € uma familia exponencial natural indexada por v.
(ii) Se ng € um ponto interior do espago de parametro natural, entao a m.g.f. ,, de Py, oT™ é

finita em uma vizinhanca de 0 e € dada por

U (t) = exp{C(mo +1) — ¢(n0)}-

Além disso, se f é uma fungao boreliana satisfazendo [ |f|dP,, < oo, entio a fun¢ao

/ F(@)exp (T (w) Hh(w)dv(w)

¢ infinitamente diferencidvel em uma vizinhanca de 1y, e as derivadas podem ser calculadas por

diferenciacao sobre o sinal da integral.

Demonstra¢ao. Vamos comegar provando a primeira parte de (i). De fato, fixe 79 = (9, ¢g) no
espago paramétrico. Defina uma medida auxiliar du(t) = exp(nit — ((etag))dA(t). Desta forma,

temos que

dP,(t) = exp((n —no)"t — C(n) + C(no))du(t),

ou seja,
dP,(y,u) = exp((V — Jo)"y + (¢ — wo)"u — C(n) + C(no))dp(y, u).

Estamos no cendrio do Coroldrio [1.3] De fato, fazendo b(y) = exp{(d — do)"y — {(n) + {(m0)} e
a(u) = exp{(p — go)u}. temos que

dPY (y) = bly) / a(w) PUY (du, y)dp () = exp{(9—0) y—C(n)+C ()} / () PUY (du, y)dp (y).

Considere agora a medida o-finita

ANy (y) = exp{—05y + (o)} / a(w) P (du, y)dp (y).

Temos que Y pertence a familia exponencial natural com relagao a medida Ay, pois,

dP) (y) = exp{¥7y — ((n)}dAs(y),

0 que prova a primeira parte de (i). Para a segunda parte, vamos aplicar novamente o Corolario
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para obter

exp{ (¥ — o)y — ¢(n) + C(no) 1M1V (dy, w)
Jexp{(¥ — o)™y — C(n) + (o) }p¥1V (dy, u)

YU _
Pn | (dy7 U) -
Defina entao a medida o-finita

dvy(y) = exp{—05y + {(no) "1V (dy, u).

Temos entao que a distribuicao condicional de Y dado U = wu pertence a familia exponencial

natural, pois,
dPY 1Y (dy, u) = exp{07y — Cu(n) bvu(y).

onde

Culn) = exp{C(n) — log] / exp{(9 — 90)"y — C(n) + ¢}V (dy, w)] ).

Vamos agora provar a parte (ii). Comece relembrando que, por defini¢do da familia exponencial,

para todo parametro 1 dentro do espago paramétrico, temos pela defini¢ao de ((-), que

/ exp {7 T (w) }dA (W) < 00

Assim, dado 7y pertencente ao interior do espago paramétrico, existe uma bola em torno de 7
inteiramente contida no espago paramétrico. Defina a fun¢ao ¢(n) = [ exp{n™T(w)}dA(w). Dado
i=1,...,p, e h €R tal que ng + he; pertenca a bola, para todo h suficientemente pequeno, onde

{e1,...,e,} denota a base canonica no RP, temos que
el +her) = [ explFT()} exp{hT;(w)}dAw / Z L exp (T (@)} @)
Agora, observe que

|ZVLTZ-_W|SZ|VLTJJ|<eXp|hT|<exp{hT}+exp{ Wi

j=0 7=0

com [ exp{hT;} exp{niT(w)}d\(w) < oo e [exp{—hT;}exp{n{T(w)}d\(w) < oo, pois tanto
he; — no quanto he; + ny pertencem ao espaco paramétrico. Logo, pelo teorema da convergéncia

dominada, temos que
= [ [hWTi(w))’ .
ctm+he) = S [FEE gz
j=0 '
ou seja, a fungao “parcial” pode ser expandida em série de Taylor, o que significa que ¢(ny + -)
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possui derivadas parciais de todas as ordens. Isto por sua vez implica que ¢(ng + -) é de classe C*
em uma vizinhanga de 7.

Em particular, ¢(ny + -) é continua, e como 7y pertence ao interior do espago paramétrico,
podemos tomar uma bola compacta contida no espago paramétrico. Logo, a fungao c(ny + -)
assume maximo dentro dessa bola, o que significa que ¢(ny + ) é finita em uma vizinhanga da
origem, o que conclui a primeira afirmagao do item (ii).

A férmula para 1, é consequéncia imediata da definigdo da funcao ((-).

Para provar a tltima afirmagao, defina a fungao d(n) = [ f(w) exp{n™T(w)}dA(w) (note que
a funcao h foi absorvida pela medida A que estamos usando no lugar de v). Repetindo os passos

usados no inicio da demonstragao, obtemos que
= [ [RTi(w)) .
dm+he) =Y [ ) expag T anw),
=0 ‘

donde segue que d(-) é de classe C*°, e além disso, como a expressdo acima é a série de Taylor
da funcao parcial de d, temos que a k-ésima derivada parcial é exatamente o termo j = k da

expansao, dai

akd(ﬁo) _ /Mf(w) exp{n) T (w) }dA\(w),

Ox¥ k!
e isso mostra que a derivada foi obtida derivando sob o sinal da integral. Como a fungao é de
classe C'° e obtemos as féormulas para as derivadas parciais, as féormulas para as derivadas em

geral seguem das derivadas parciais. O

Note que, usando o teorema 2.1(ii) no resultado do exemplo 2.3 obtemos que a funcao geradora

de momento da distribuigdo binomial B;(p,n) é

Yy(t) = exp{nlog(l+ e —nlog(l+ ")}
[ T4ere\"
B 1+en
= (L—p+pe'),
sendo p = e/(1 + e").

Definigao 2.3. [Familia Localizagio-escala]. Sejam P uma medida de probabilidade sobre (R¥, B¥),V C

RF, e M;, uma colecdo de matrizes simétricas positivas de ordem k. A familia
{P(%E) peVXe Mk} (2.12)
é chamada Familia de localizagdo-escala (sobre R¥), onde

Pusy(B)=P(SV*(B—p)), BeB",

16



2. Toépicos em Fundamentos de Estatistica

SVHB - p) = {32z —p):xz € B} CRF, e 272 ¢ a inversa da matriz "raiz quadrada” %!/2
satisfazendo ©'/2¥Y/2 = . Os parametros p e /2 sao chamados de Pardmetro Localizacdo e

Parametro FEscala, respectivamente.

Exemplo 2.6. A familia {P,, ) : p € R*} é chamada uma familia localiza¢do, onde I, é uma
matriz identidade de ordem k. A familia {Py) : & € M*} ¢ chamada familia escala. Em alguns
casos, nos consideramos uma familia de localizacao escala da forma {F, ,2p,) : it € RF o > 0}.
Se X1, ..., X}, sdo i.i.d. com uma distribuicao comum na familia de localizacao-escala { P, »2) : p €
R,o0 > 0}, entao a distribui¢ao conjunta do vetor (X7, ..., X) estd na familia localizagao-escala
{Puozry:neV,0>0} comV ={(z,..,z)eR:zeR}

2.2 Estatistica, Suficiéncia e Completude

2.2.1 Estatisticas, Suficiéncia e Suficiéncia Minimal

Definicao 2.4. Uma func¢ao mensuravel de X, T'(X), é chamada Estatistica se T'(X) é um valor

conhecido sempre que X é conhecido, isto é, a funcao 7' é uma funcao conhecida.

Claro que, X em si é uma Estatistica, mais conhecida como Estatistica trivial. Vejamos outros

exemplos.

Exemplo 2.7. Sejam X = (Xj,..., X},) com componentes aleatérias i.i.d. e X(;) o i-ésimo menor
valor de X, ..., X,,. As estatisticas X(j), ..., X(5) sao chamadas de Estatisticas de Ordem. Suponha
que X; tem uma funcao densidade acumulada F, tendo uma funcao densidade de probabilidade
de Lebesgue f. Entao, o p.d.f de Lebesgue de X, ..., X(,) ¢

nlf(x)f(za) - flzn), 1 <z <+ <,
0 caso contrario

g(T1, 29, ..y ) = {
O p.d.f. de lebesgue de X;) e X(;), 1 <1< j<n,é

. _ nlF ()] F(y) = F(a) L= F(y)I" 7 f(2) f(y), <y
9ij(z,y) = 0 caso contrario

e o p.d.f. de Lebesgue de X (i) é

o @ = Pl (@)

Definigao 2.5. [Suficiéncia]. Seja X uma amostra de uma populagao desconhecida P € P, onde

P é uma familia de populagoes. Uma Estatistica T'(X) ¢é dita ser Suficiente para P € P (ou para
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0 € © quando P = {P : 0 € O} é uma familia paramétrica) se, e somente se, a distribuigao

condicional de X, dado T, é conhecida (ndo depende de P ou 0).

O conceito de suficiencia depende da familia P. Se T é suficiente para P € P, entao T é

suficiente para P € Py C P, mas nao necessariamente suficiente para P € P; D P.

Exemplo 2.8. Suponha que X = (X,...,X,,) e Xj, ..., X,, sdo independentes e identicamente

distribuidos a partir da distribuigdo binomial com o p.d.f. ( com relagao & medida de contagem)
fg(Z) = 03(1 — Q)I_ZI{OJ}(Z) A R, RS (O, ].)

Para qualquer realizacao x de X, x é uma sequéncia de n uns e zeros. Considere a estatistica
T(X)=X",X;, que é o nimero de uns em X. Antes de mostrar que 7" é suficiente, nds podemos
argumentar intuitivamente que T contém todas as informagoes sobre ©, uma vez que, 6 é a
probabilidade de uma ocorrencia de um em z. Dado T' = ¢ (o ntimero de uns em ), o que é
deixado no conjunto de dados x sao as informacgoes redundantes sobre as posicoes dos ¢t uns. Uma
vez que as variaveis aleatorias sao discretas, nao ¢ dificil calcular a distribui¢ao condicional de X

dado T'=t. Note que,
P(X =xz,T=t)

P(T =t
e P(T =1t) = (})0"(1 — 6)"*1{0,1,...,n}(t). Seja z; a i-ésima componente de x. Se t # ¥, ;,
entdo P(X =z, T =t) =0. Se t = X" |z;, entao

P X =z|T=t)=

P(X =x,T=t) =[] P(Xi =) =0"(1—0)"" ﬁf{o, 1} ().

Seja By = {(z1,...,xn) : x; = 0,1, 3" x; = t}. Entao,
1
t

¢ uma fungao densidade de probabilidade conhecida. Isso mostra que 7'(X) é suficiente para
6 € (0,1), de acordo com a defini¢do (2.6), com a familia {f, : 6 € (0,1)}.

Encontrar uma estatistica suficiente por meio da definicao nao é conveniente, uma vez que,
envolve em advinhar uma estatistica T' que pode ser suficiente e calcular a distribuicao condicional
de X, dado T' = t. Para familias de populagoes tendo p.d.f’s, uma maneira simples de encontrar

estatisticas suficientes é usando o teorema da fatoragao. Antes, veremos o seguinte lema.

Lema 2.1. Se uma familia P é dominada por uma medida o-finita, entao P é dominada por uma

medida de probabilidade Q) = X7 ¢; P;, onde ¢;s sdo constantes positivas com X2 ,¢; =1 e P, € P.

18



2. Toépicos em Fundamentos de Estatistica

Demonstrag¢ao. Vamos comecar provando o caso das medidas serem dominadas por uma medida
finita. Suponha que P é dominada por uma medida finita v. Seja Py a familia de todas as medidas
da forma Zfil c;P,onde P,e Pec; >0, e Z;’Zl ¢; = 1. Entao é suficiente mostrar que existe um
Q € P, tal que Q(A) = 0 implique P(A) = 0 para todo P € Py (na realidade a tal @ tera todas
as constantes positivas). Seja C a classe de eventos C' para o qual existe uma medida P € Py de
modo que P(C) > 0 e dP/dv > 0 v-q.t.p. em C. Entao, existe uma sequéncia {C;} C C tal que
v(C;) = supeee v(O).

Seja Cy a uniao de todos Ci’'s e Q = Zzl ¢;P;, onde P; é a medida de probabilidade corres-
pondente a C; e ¢; é uma sequéncia qualquer fixada tal que ¢; >0e > 0 ¢; = L.

Note que C € C. De fato, Q(Cy) > ¢;Pi(Cy) > ¢;P(C;) > 0 (pois Cy é a uniao de todos os
Ci’s). Além disso, dQ/dv > ¢;dP;/dv > 0.

Suponha agora que Q(A) = 0. Seja P € Pye B = {x: dP/dv > 0}. Uma vez que Q(ANCy) =
0, temos que v(A N Cy) = 0, pois como dQ/dv > 0, se (AN Cy) > 0, terfamos Q(A N Cy) > 0.
Finalmente, P(ANCy) = 0, pois P é dominada por v. Assim, P(A) = P(ANC{NB). Se P(A) =
P(ANC§N B) > 0, entao v(Co U (ANCSN B)) > v(Cy), o que contradiria v(Cp) = supeee v(C)
uma vez que a hipdtese P(AN C§N B) > 0 e a defini¢cao de B implicariam que AN C§ N B estéd
em C, e portanto Cp U (AN C§ N B) estaria em C. Assim, P(A) = 0 para todo P € Py. O que
conclui a demonstragao para o caso de medida finita.

Para a medida o-finita, escreva 0 = U2, com ; disjuntos e v(€);) < oo. Consideremos
agora a medida restrita v*% e a familia de medidas restritas P*% = {P%}, dadas por %% (A) =
v(ANQ;) e analogamente para as medidas em P.

Aplicando o resultado anterior (e fixando as mesmas constantes ¢;’s para todos os j’s) para as

medidas P%% e 1% que sdo finitas, obtemos uma medida dominadora Q% = Y">° ¢; P, 7. Observe

que v = 322, v%, e P =37 P%. Assim, definindo @ = 377, Q% = 3777 37F, P =

Yoo 6Py, temos que @ estd bem definida e é de probabilidade, e além disso, se Q(A) = 0, entao
para todo j, Q% (A) = 0, o que por sua vez implica que P*%(A) = 0, e como isto vale para todo
j, segue que P(A) = 0. Logo, @ domina a familia P. O que conclui a demonstragao para o caso

de v o-finita. O

Teorema 2.2. [Teorema da Fatoragdo/. Suponha que X € uma amostra para P € P e P é uma
familia de medidas de probabilidade em (R™,B") dominada por uma medida o-finita v. Entao,
T(X) € suficiente para P € P se, e somente se, existem funcoes borel nao-negativas h (que nao

depende de P) em (R",B"), e g, (que depende de P) sobre a imagem de T, tal que

I 0) = 9ol (@) hia) (2.13)

Demonstragao. (=)

Suponha que T é suficiente para P € P. Seja Q a medida de probabilidade do lema [2.1]
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Entao, como T é suficiente, para cada A € B", P(A|T) nao depende de P, e em particular
P;(A|T)=P(A|T). Segue que para cada B € o(T") temos

QANB) = ichj(A nB)

= Z CjEpj[lAlB]

Jj=1
00

= ZCjEPj[lBEPj[lA | T]]

=1

= ch/ P(A|T)dP;
j=1 B

= /chP(A|T)de
B

- [ Pamua.

onde utilizamos o teorema da convergéncia monodtona para passar o somatéria sob o sinal da
integral. Assim, P(A|T) = Eg(la|T) Q-quase-certamente, onde P(A|T) = Eg(14|T) denota a
esperanga condicional de 14 dado T com relacao a (). Considere agora a restrigao das medidas

P e @ a o-dlgebra o(T). P continua sendo dominada por @, e assim, seja gp(7T') a derivada
Randon-Nikodym dP/d() sobre o espago (R",c(T), Q). Note que,
P(A) = Ep[P(A|T)]
= / P(A|T)dP
= [ Folumgr(m)iQ
~ [ Eeltagr(m)i7100

= EqlEq[lagr(T) | T]]
= Eg[lagp(T)]

d
= /Agp(T)d—ng

para cada A € B". Assim, a equacao é verdadeira com h = dQ/dv.
(<)
Suponha que, para todo P € P temos

W (2) = golT(@)h(a).
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Como
dp _ dP/dv
aqQ dQ/dv’
segue que
ar gp(T)

dQ % cgn(T)
Isto mostra que dP/d() é mensuravel com relagao a o(7T').

Seja A € 0(X) e P € P. Queremos mostrar que
P(A|IT) = Eq(14|T) P —q.c.. (2.14)

Dal, segue a suficiéncia de T'. De fato, como Eg(14|T") néo varia com P € P, e a equagao
implica que a distribuigao condicional de X dado T" é determinada por Eg(14|T), A € o(X). Uma
forma de ver isso é utilizar a probabilidade condicional regular.

Vamos agora provar 2.14, Tome A € o(X) e B € o(T). Entao, relembrando que dP/dQ ¢

o(T)-mensurédvel, temos que
dP
/1AdP = /IA—dQ
B dQ

/ [1AdP
~ [
/,

Eq | T1dQ
Eqlla | T]@dQ
Eolla | T)dP

Isto mostra que P(A | T) = Eg[la | T] P-q.c.. O

Se P é uma familia exponencial com p.d.f’s dado por (2.4) e X (w) = w, entdo podemos aplicar
o teorema 2.2 com gy(t) = exp{[u(0)]"t — £(A)} e concluir que T é uma estatistica suficiente
para # € ©. No exemplo 2.8, a distribuicao conjunta de X é uma familia exponencial com
T(X) =X ,X;. Assim, podemos concluir que 7" é suficiente para 6 € (0, 1), sem precisar calcular

a distribuicao condicional de X, dado T.

Exemplo 2.9. [Familias de Truncamento]. Seja ¢(z) uma func¢ao Borel positiva sobre (R, B) tal
quef r)dr < oo paraalgumaeb, —co < a < b < co. Sejal = (a,b), © = {(a,b) € R?* : a < b},

fo(x) = c(0)p(x)I(a,b)(x),

onde c¢(0) = [f: é(x)dz]™'. Entao {fy : 6 € O}, chamado de Familia de Truncamento, ¢
uma familia paramétrica dominada pela medida de Lebesgue sobre R. Seja X, ..., X,, variaveis

aleatérias i.i.d. tendo o f.d.p. fy. Entao a funcao densidade de probabilidade conjunta de
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X = (X1,.., X,) 6

H fo(w:) = [e(0)] Lao0) (@) L (oo ) () | [ 2(2), (2.15)

i=1

onde x(;) € o i-ésimo menor valor de w1, ...x,. Sejam
T(X) = (X, Xm), go(tr,t2) = [c(0)]" L(a,00)(t1) [ (—oop) (t2) € h(z) =TI ().

Por e o pelo teorema 2.2 T(X) ¢ suficiente para 6 € ©.

Antes de introduzir o préximo conceito, nds precisaremos da seguinte notacdo. Se uma in-
formacao vale exceto para resultados em um evento A satisfazendo P(A) = 0 para todo P € P,

entao dizemos que o enuciado vale quase certamente P, isto é, P- q.c..

Definicao 2.6. [Suficiéncia Minima] Seja T uma estatistica suficiente para P € P. Dizemos que
T é uma FEstatistica Suficiente Minima se, somente se, dada alguma outra Estatistica Suficiente

S para P € P, existir uma fun¢ao mensuravel ¢ tal que T' = ¥(S), P-q.c..

Se ambos T e S sao estatisticas suficientes minimas, entao por definicao existe uma funcao
mensuravel injetiva 1 talque T' = ¢(5), P-q.c.. Assim, a estatistica suficiente minima é tinica no
sentido em que duas estatisticas que sao fungoes mensuraveis injetivas uma da outra, podem ser

tratadas como uma estatistica.

Exemplo 2.10. Sejam X, ..., X,, varidveis aleatérias i.i.d. de Py, a distribuigao uniforme U (0, 6+

1), # € R. Suponha que n > 1. A f.d.p. conjunta de Lebesgue de (X1, ..., X,,) é
fe(x) = H](9,9+1)(Iz') = I(m(n)—l,x(n))(0> y L= (xla 7%) € R"
i=1

onde z(; denota o i-ésimo menor valor de 1, ..., 2. Pelo teorema 2.2, T' = (X(1), X(,,)) é suficiente

para 6. Note que,

xy = sup{f : fo(x) >0} e xpy =1+inf{0: fo(x) > 0}.

Se S(X) é uma estatistica suficiente para 6, entao pelo teorema 2.2, existem fungoes borel h e gy
tal que fp(z) = go(S(x))h(x). Para z com h(z) > 0,

zy = sup{d : go(S(x)) > 0} e xm)y =1+ inf{0:gs(S(x)) > 0}.

Assim, existe uma fungdo mensuravel ¢ tal que T(z) = ¥ (S(z)) quando A(z) > 0. Uma vez que

h > 0, P-q.c., nés concluimos que T é suficiente minima.
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Teorema 2.3. Seja P uma familia de distribuicio em R”.

(1) Suponha que Py C P e Py-q.c. implica P-q.c.. Se T € suficiente para P € P e suficiente
minima para P € Py, entao T é suficiente minima para P € P.

(11) Suponha que P contém p.d.f.’s fo, f1, f2,... com relagdo a uma medida o-finita. Seja fo =
Y2ocifi(x), onde ¢; > 0 Vi e £20¢; = 1 e seja Ti(X) = fi(x)/foo(z) quando fo(x) > 0, i =
0,1,2,.... Entao, T(X) = (Ty,T1,Ts,...) € suficiente minima para P € P.

(11i) Suponha que P contém p.d.f’s fp com relagio a uma medida o-finita e que exista uma
estatistica suficiente T'(X) tal que, para alguns possiveis valores x e y de X, fp(x) = fp(y)o(x,y)
para todo P implique T(x) = T(y), onde ¢ é uma fung¢ao mensurdvel. Entao T'(X) € suficiente

minima para P € P.

Demonstragao. (i) Se S é suficiente para P € P, entdo é também suficiente para P € P, e,
portanto, T = 1(S), P-q.c. vale para uma fun¢ao mensuravel 1. O resultado segue da hipdtese
de que Py-q.c. implica P-q.c..

(ii) Note que fo > 0, P-q.c.. Seja g;(T) =T;, 1 =0,1,2,.... Entao fi(x) = ¢:(T'(2)) feo(x), P-q.C..
Pelo teorema , T é suficiente para P € P. Suponha que S(X) seja outra estatistica suficiente.
Pelo teorema existem funcoes borelianas h e g; tal que f;(z) = §;(S(x))h(x), i = 0,1,2,....
Entéo, Ti(z) = §i(S(2))/ D272, ¢;G;(S()) para 2's satisfazendo foo(z) > 0. Pela definigio 2.6, T
é suficiente minimal para P € P. A prova para o caso onde f,, é substituido por f, é idéntica.
(iii) Ver referéncia [4] O

Exemplo 2.11. Seja P = {fy : 0 € O} uma familia exponencial com p.d.f.’s fy dado por (2.6) e
X (w) = w. Suponha que exista Oy = {6y, 01, ...,0,} C O tal que os vetores n; = n(6;) —n(6), i =
1,...,p sdo linearmente independentes em R?. (Isso é verdade se a familia é de posto completo).
Nés temos que mostrar que T'(X) é suficiente para 6 € ©. De fato, seja Py = {fy : 6 € O¢}. Note

que o conjunto {z : fo(x) > 0} ndo depende de 6. Segue do teorema 2.3(ii), com fo, = fy,, que

S(X) = (exp{niT(x) — &}, ... exp{n; T(x) — £p})

¢ suficiente minima para 6 € 0, onde & = £(0;) — £(6p). Uma vez que n;’s sdo linearmente
independente, existe uma fun¢ao mensurével injetiva ¢ tal que T'(X) = ¥(S(X)), Po-q.c.. Por
isso, T é suficiente minima para 6 € ©y. Observe que Py-q.c. implica P-q.c.. Assim, pelo teorema

2.3(i), T é suficiente minima de 0 € ©.

2.2.2 Estatistica completa

Definicao 2.7. Uma estatistica V' (X) é dita ser ancillary se a distribuicdo nao depende da

populagao P e ancillary de primeira ordem se E[V(X)] é independente de P.

Definigao 2.8. [Completude]. Uma estatistica T'(X) é dita ser completa por P € P se, somente se,
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para qualquer f borel, E[f(T)] =0V P € P implica F(T) = 0, P-q.c.. T é dita ser limitadamente

completa se, somente se, a definicao anterior é valida para qualquer f borel limitada.

Uma estatistica completa é limitadamente completa. Se T é completa (ou limitadamente

completa) e S = ¢ (T') para uma mensuravel 1, entdo S é completa (ou limitadamente completa).

Proposicao 2.1. Se P é de uma familia exponencial de posto completo com p.d.f.’s dado por

(2.8), entiao T(X) € completa e suficiente para n € =.
Demonstracao. Ver referéncia [4] O

Exemplo 2.12. Suponha que Xj,..., X,, sao varidveis aleatérias distribuidas identicamente e
independentes tendo a distribuigao N(u,0?), p € R, o > 0. No exemplo 2.6, a fungao densidade
de probabilidade conjunta de X1, ..., X,, é (27) "™ 2exp{m T\ + nyTs — pu¢(n)}, onde T} = ¥ X;,
Ty = =S X2, en=(m,n) = (£, 55). Assim, a familia de distribui¢do para X = (X1, ..., X,,)
¢ uma familia exponencial natural de posto completo (Z = R x (0,00)). Pela proposigao 2.1,
T(X) = (11,T,) é completo e suficiente para . Uma vez que existe uma correspondéncia injetiva

entre n e 0 = (u,0?), T é também completa e suficiente para 6.

Teorema 2.4 (Teorema de Basu). Seja V' e T duas estatisticas de X a partir de uma populagdo
P eP. SeV € auxiliar e T € limitadamente completo e suficiente para P € P, entao V e T sao

independente com relagao a qualquer P € P.

Demonstragdo. Seja B um evento sobre a imagem de V. Uma vez que V é auxiliar, P(V~(B)) é

uma constante. Sendo T suficiente, E[Ig(V')|T] é uma fungao de T (independente de P). Visto que
E{E[Iz(V)|T] — P(V7Y(B))} = 0 para todo P € P, P(V-Y(B)|T) = E[I5(V)|T] = P(V"!(B)),

P-q.c., pela completude limitada de T. Seja A um evento sobre a imagem de T. Entao,

P A)NVH(B)) = E{E[L(T)a(V)|T])
= B{Iy(T)E[s(V)|T
— B{I(T)P(V\(B))}

= P(T"(A)P(V(B)).

7]
7]

[

Assim, T e V sao independentes com relacao a qualquer P € P. n

2.3 Inferencia Estatistica

Vimos no inicio do capitulo que inferéncia estatistica é o nome que se dd a um conjunto
de técnicas e procedimentos que permitem dar ao pesquisador um grau de confiabilidade nas
afirmacoes que faz para a populacao. Existem trés tipos principais de procedimentos de inferéncia:

Estimadores pontuais, Testes de Hipoteses e conjuntos de confianca.
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Definicao 2.9. Seja 9 € O C R um parametro a ser estimado. Um estimador é uma estatistica

cuja imagem ¢ O.

Definigao 2.10. O Viés de um estimador T'(X) de um parametro de valor real ¥ de uma populagao
desconhecida é definido como by[P] = E[T(X)] — 9 (indicado por br(8) quando P pertence a uma
familia paramétrica indexada por #). Um estimador 7'(X) é dito ser nao-viesado para 6 se, somente

se, byp(P) = 0 para qualquer P € P.

Definigao 2.11. O erro quadratico médio (mse) de T'(X) como um estimador de 6 é definido

Ccomo

mser(P) = E[T(X) — 9]* = [br(P)]? + Var(T(X)), (2.16)

que é denotado por mser() se P pertence a uma familia paramétrica. Observe que mser(P) =
Var(T(X)) <= T(X) é nao-viesado.

Iremos apresentar agora um procedimento estatistico baseado na andlise de uma amostra,
através da teoria de probabilidades, usado para avaliar determinados parametros que sao desco-
nhecidos numa populagao. Este método é conhecido como Teste de Hipoteses onde os elementos

basicos serao apresentados no exemplo a seguir.

Exemplo 2.13. Sejam P uma familia de distribui¢ao, Po C P e Py ={P € P: P ¢ Py}. Um
problema de teste de hipdteses tem como objetivo decidir qual das duas afirmacoes sequintes €
verdadeira:

Hy:PePy, contra H;:PeP (2.17)

Aqui, chamamos Hy de hipdtese nula e Hy de hipdtese alternativa. Chamamos de teste de uma
hipdtese estatistica a fungao decisao T(X) : x — {0, 1}, em que O corresponde a a¢ao de considerar
a hipotese Hy como verdadeira e 1 corresponde a acao de considerar a hipotese Hy como verdadeira.
O conjunto x denota a imagem da amostra X de uma populacio P € P. A funcdo de decisdo

T(X) divide o espago amostral x em dois conjuntos

Ao ={(z1,...,zn) € \; T(21, ..., 7)) = 0}

Al = {($17 ,xn) S X,T(i[)l, ,l’n) = 1}’

onde AgU A1 = x e Ag N Ay = (. Chamamos Ay de regido de aceitacdo de Hy e Ay de regido de

rejeicao de Hy, também chamada de regido critica.

Para testar a hipotese Hy contra a hipdtese H; dada em (2.17), existem apenas dois tipos de
erros estatisticos que podemos cometer: Rejeitar Hy quando Hy é verdadeira ( chamado erro do

tipo I); e aceitar Hy sendo H falsa.
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Definicao 2.12. O poder do teste com regido critica Ay para testar Hy : P € Py contra Hy : P €
Py € dado por:
ar(P)=P(T(X)=1) PeP (2.18)

Note que 1 — ay(P) = P(T'(X) =0), P € P.
Teorema 2.5 (Cramér-Rao). Seja X = (X1,..., X,,) uma amostra de P € P = {F, : § € O},
onde © ¢é um conjunto aberto em R*. Suponha que T(X) seja um estimador com E(T (X)) = g()

sendo uma funcao diferencidvel de 6; Py tem uma funcao densidade fy com relagdo a uma medida

v para todo 6 € O; e fy é diferenciavel como uma funcao de 6 e além disso satisfaz

55 [ @@y = @) L ha, e, (219)

para h(z) =1 e h(z) = T(z). Entao,

0 ’ 0
> | = 1= :
Var(T(0) 2 | 22a(0)] 1017 5000), (2:20)
onde
1) = 5{ L o5 fu(2) [ L1og fow)| (2.21)
= 20 og JolT 20 og JolT .
¢ assumida ser positiva definida para qualquer 6 € ©.
Demonstragao. A prova desse teorema para o caso de uma varidvel (kK = 1) é simplesmente

elegante e uma inteligente aplicacao da inequacao de Cauchy-Schwarz que diz que para quaisquer

duas variaveis aleatérias X e Y,
[Cov(X,Y)]> < (VarX)(VarY). (2.22)

Assim, quando k = 1, a equacao (2.20) se reduz a

lg'(0)]?
Var(T(X)) > E[% log fo(X)]?

e portanto basta mostrar que

e 0] = var (B e 1)

§16) = Con (T(X), 108 o))
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Primeiro note que,

Assim, da condicao (2.23) com h(x) = 1, temos que

E {% log fg(l’):| = %E[l] = 0.
Da condigao (2.23) com h(z) = T(X), segue que
B 1005 low olo)| = S EITCO1 = 5/0),

Uma vez que,

oo (T0X). g 1ow o(a) ) = B (T(3) 108 (o)) — BT CONE (108 ula)) = ),

Var [% log fg(x)] —F [% log fo(z) — E {% log fg(aj)l ] o {% log fg(w)} B

o teorema fica provado para o caso de uma varidvel (k=1).

Defini¢ao 2.13. Sejam X = (X3, ..., X,,) uma amostra de P € P e T,,(X) um estimador pontual

de ¥ para cada n.

(1) T,,(X) € chamado consistente para ¥ se, somente se, T,,(X) —, ¥ com relagio a qualquer

PeP.

(i1) Seja {a,} wma sequéncia de constantes positivas divergindo para oo. T,(X) € chamada

ay,-consistente para ¥ se, somente se, a,[T,(X) — V] = O,(1) com relagio a qualquer P € P.

(iii) T,,(X) € chamado fortemente consistente para 9 se, somente se, T,,(X) —,.. ¥ com relagdo

a qualquer P € P.

(i) T,(X) € chamado L.-consistente para ¥ se, somente se, T,,(X) —p 19 com relagao a
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qualquer P € P, para algum fixo r > 0.

Consisténcia é na realidade um conceito relativo a uma sequéncia de estimadores, {1,,,n =
no,no + 1,...}, mas diremos simplesmente ”Consisténcia de T,,”, apenas para simplificar. Lo-

consisténcia é também chamado de consisténcia em mse.

Definigao 2.14. (i) Sejam &, &y, &, ... varidveis aleatérias e {a,} uma sequéncia de nimeros po-
sitivos onde ou a,, — 00 ou a, — a > 0. Se a,§, —q & e E|§| < 0o, entao E{/a, é chamado uma
esperanca assintotica de &,.

(ii) Seja T;, um estimador pontual de ¥} para cada n. Uma esperanga assintética de T,, — 9, se
existir, é chamado um viés assintético de T,, e denotado por by, (P) (ou by, () se P pertence a uma
familia paramétrica). Se lim,_,., bz, (P) = 0 para cada P € P, entdo T, ¢ dito ser assintdticamente

nao-viesado.
O seguinte resultado mostra que a esperanca assintética é essencialmente tnica.

Proposicao 2.2. Seja {£,} uma sequéncia de varidveis aleatdrias. Suponha que tanto EE/a,
quanto En/b, sejam esperancas assintdticas de &, definida em (2.10)(i). Entao, um dos trés
casos deve ocorrer:

(a) E§ = En = 0;

(b) EE#0, En=0eb,/a, —0; ou EE=0, En#0 e a,/b, — 0;

(¢) BE£0, En+0 ¢ (E/an)/(Enfb) > 1.

Demonstracao. Ver referéncia [4] O

Definigao 2.15. Sejam 7, um estimador de ¢ para cada n e {a,} uma sequéncia de niimeros
positivos onde ou a,, — oo ou a,, — a > 0. Assuma que a, (T}, —9) —q Y com 0 < EY? < oo.

(i) O erro quadratico médio assintético de T,,, denotado por amser, (P) ou amser, (0) se P é de
uma familia paramétrica indexada por 6, é definido como a esperanca assintética de (), —9)?, isto
é, amser, (P) = EY?/aZ. A variancia assintotica de T,, ¢ definida como o7, (P) = Var(Y)/a2.
(ii) Seja T, outro estimador de . A eficiéncia relatica assintdtica de T, com relacdo a T, é
definido como ey 1, (P) = amser, (P)/amser; (P).

(iii) T}, ¢é dito ser assintoticamente mais eficiente que T), se, e somente se, limsup,, eps 7, (P) <1

para qualquer P e < 1 para algum P.

Proposicao 2.3. Sejam T, um estimador de 9 para cada n e {a,} uma sequéncia de nimeros
positivos onde ou a, — 00 ou a, — a > 0. Suponha que a,(T,, — V) =4 Y com 0 < FY? < 0.
Entao,

(i) EY? < liminf, E[a?(T, —9)?] e

(ii) EY? = lim,,_,o, E[a?(T,, — 9)?] se, somente se, {a(T, — )?} € uniformente integrdvel.
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Demonstragao. (i) Sabemos que,
min{a? (T, — 9)*,t} —4 min{Y? t}
para qualquer ¢ > 0. Uma vez que, min{a?(T,, — ¥)?,t} é limitado por ¢, segue que

lim E(min{a?(T, — ) t}) = E(min{Y? t}).

n—oo

Entao,

EY? = lim E(min{Y? t})
n—oo
= lim lim E(min{a2(T, —9)*t})

t—00 n—o0

= liminf £ min{a?(T,, — 9)%t}

t,n

lim inf E[a(T,, — ). (2.24)

IN

onde a terceira equacao segue do fato de que Emin{a?(T,, — 9)?,t} é nao-decrescente em t para

qualquer n fixado. O

Teorema 2.6. Seja g uma funcdo em R* diferencidvel em 0 € R* e considere U, um k-vetor
de estatistica satisfazendo a,(U, — 0) —4 Y para um k-vetor aleatério Y com 0 < E||Y|]* < oo
e {an,} uma sequéncia de nimeros positivos com a, — oo. Seja T,, = g(U,) um estimador de
¥ = g(). Entao o amse e a variancia assintética de T,,, sao respectivamente, E{[Vg(0)]"Y }?/a?
e [Vg(0)]"Var(Y)Vy(0)/ay.

2.4 O método de Maxima Verossimilhanca

O método de maxima verossimilhanca introduzido nesta secao é o método mais popular para
estimar os parametros de um modelo estatistico. Essas estimativas sao obtidas a partir da ma-
ximizagao da funcao verossimilhanga. O conceito de fungao verossimilhanca, enuciado a seguir, é

central na teoria da verossimilhanca.

Definicao 2.16. Sejam Xi,..., X,, uma amostra aleatéria de tamanho n da variavel aleatéria
X com funcdo densidade f(z|f), com 6 € O, onde © é o espago de parametros. A funcao de

verossimilhanca de 6 correspondente a amostra aleatoria observada é dada por

n

L(0;x) = [ ] £(x:l6). (2.25)

=1

Definicao 2.17. O estimador de maxima verossimilhanca de 6 é o valor feco que maximiza a

fungao de verossimilhanga L(6; x).
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2. Toépicos em Fundamentos de Estatistica

O Logaritmo natural da funcao de verossimilhanca de 6 é denotado por
[(0;x) = log L(0; z). (2.26)

Uma vez que, logx é uma fungao estritamente crescente e f(x|f) pode ser considerado positivo,
temos sem perda de generalidade que, 0 ¢ um estimador de maxima verossimilhanca se, somente
se, maximiza a fungao [(0;z). Além disso, no caso uniparamétrico onde © é um intervalo da reta
e [(0; ) é derivével, o estimador de maxima verossimilhanga pode ser encontrado como a raiz da

equacao de verossimilhanca
ol(6; x)
00

Note que, os valores de 6 satisfazendo a equagao (2.27)) pode ser um minimo local ou global, um

I'(6;2) = = 0. (2.27)

maximo local ou global ou simplesmente pontos estacionarios. Para se concluir que a solucao da

equacao (2.27) é um ponto de maximo, é necessario verificar se

_ 9*log L(0; )

1"(60; x) 507

oy <O (2.28)
Além disso, o extremo pode ocorrer na fronteira de © ou quando [|6|| — oo. Por isso, é importante

analisar a funcao de verossimilhanca por inteiro para encontrar o seu maximo.

Exemplo 2.14. Sejam Xj,..., X,, uma amostra aleatoria da distribuicao da variavel aleatéria

X N(u,1). Nesse caso, a funcao de verossimilhanga é dada por

1 " n
s = (L) et

com © = {u; —oo < p < co}. Como
1 n
.2) = —nlog V27 — = )
I(p; x) = —nlog v2m 2;@zu%

segue da equacgao (2.27) que a equagao de verossimilhanga é dada por

> (@i — ) =0,

=1

logo o estimador de maxima verossimilhanca de pu é dada por
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Capitulo 3

Geometria Diferencial de Modelos

Estatisticos

O presente capitulo é dedicado a introducao de estruturas geométricas-diferenciaveis funda-
mentais de modelos estatisticos. O espaco tangente, a métrica Riemanniana e as a-conexoes serao

introduzidas numa variedade estatistica.

3.1 Variedades de Modelos Estatisticos

Um modelo estatistico ¢ um conjunto de distribui¢oes de probabilidade para o qual acreditamos
que a verdadeira distribuicao pertence. E um subconjunto de todas as possiveis distribuicoes de
probabilidade. Trataremos uma familia parametrizada de distribuicao de probabilidade como um
modelo estatistico. Seja S = {p(z,6)} um modelo estatistico, onde x é uma varidvel aleatéria
pertencente ao espago amostral X, e p(x, ) é a fungao densidade de probabilidade de x, parame-
trizada por 6, com relacao a uma medida comum dominante P sobre X. Aqui, consideraremos
0 como uma parametro real n-dimensional § = (9',0% ..., ") pertencente a algum subconjunto

aberto © do espaco real n-dimensional R".

Exemplo 3.1. O modelo normal é uma familia de distribuicao de probabilidade tendo a seguinte

funcao densidade,
($ — M)Q}
2

1
V2o p{ 20

onde o espaco amostral X é o R' com a medida de Lebesgue dP = dx e o paramentro 6 é

p(x,0) =

bidimensional. Podemos por 6§ = (6,60%) = (u,0), pois u e o sao, geralmente, os parametros

usados para especificar uma distribui¢ao normal. O conjunto de parametro © é o semi-plano,

O ={(p,0)| —00 < pu<o00,0<0}.
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3. Geometria Diferencial de Modelos Estatisticos

Assim, o conjunto S é composto por todas as distribuigdoes normais, e cada distribuigao normal

N(u,0?) em S é especificado pelo parametro bidimensional § = (u, o).

Uma wvariedade n-dimensional S é um espaco de Hausdorff que é localmente homeomorfo a
um espaco euclidiano n-dimensional R". Considere ¢ : U C S — R"™ o homeomorfismo de um
subconjunto aberto de S com R™. Dado p € U, o mapeamento ¢(p) = 0 = (0,...,0") € R" é

chamada fung¢do coordenada sobre a vizinhanga coordenada U (Figura 2.1).

;n
Rn
/ -
B ==
___.-J"" 'bl..’
{_ = }--
— |\ ki ;}
(P H._--"’/
91

Fig. 2.1

Nos introduzimos um sistema de coordenadas em U de modo que cada ponto p € U é dado em
coordenadas 6 = (01, ...,0") ou § = (#), i=1,...n. As coordenadas de 6 definem um nome para o
ponto p. Nés podemos obter as curvas coordenadas em U mapeando-as em R™ por ¢~ L.

Seja ¥ uma outra funcao coordenada onde ¥ (p) = £ = (£1,...,€"). As coordenadas & =
(9,5 = 1,...,n, definem outro nome para o mesmo ponto p. Assim, dados dois sistemas de
coordenadas, cada ponto tem dois nomes ou duas coordenadas # e (. Chamamos de transformagoes

de coordenadas as correspondéncias injetivas entre as coordenadas 6 e £ dadas por:

§=10¢7(0), 0=¢ov™(€)

que podem ser escritas na forma de componente como

£= ¢, ..., om), 0 =i, ..M, i=1,..,n.
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3. Geometria Diferencial de Modelos Estatisticos

R"
{4‘ ML

Fig. 2.2

Definigao 3.1. A transformacao de 6 para £ é dita ser um difeomorfismo quando as n fungoes

&0, ...,0") sao diferencidveis com relagao a 6',...,6" e o jacobiano da transformagao

¢! |
067

det |

nao se anula em U, onde det denota determinante da matriz cujo elemento a;; ¢ %. Neste caso,

a transformacao inversa de & para € ¢ também um difeomorfismo.

Quando nés nos referirmos a estrutura diferencidvel de uma variedade, estaremos tratando
apenas de sistemas de coordenadas que estao mutuamente ligados por difeomorfismo. Mais preci-
samente, uma estrutura diferenciavel local é introduzida em U definindo um sistema de coordena-
das. A mesma estrutura diferenciavel é introduzida por qualquer um dos sistemas de coordenadas
admissiveis ligados por difeomorfismos.

Nos temos até agora tratado a estrutura local de uma variedade S pela restrin¢ao a um conjunto
aberto U. Ao menos que S seja homeomorfo a R™, nao existem funcoes coordenadas que cubram
toda S. Neste caso, considere uma cobertura aberta U = {U;} de S, com |JU; = S de modo
que a funcao coordenada ¢; é definida sobre cada conjunto aberto U;. Sempre que dois conjuntos
abertos U; e U; coincidirem, um ponto p € U; (| U; tem os dois conjuntos de coordenadas 6 = ¢;(p)
e & = ¢;(p). Por tanto, nés podemos definir a transformacao de coordenadas de 6 = ¢;(p)
para £ = ¢;(p) nos pontos p pertencentes a ambos U; e U;. Quando todas as transformacoes
coordenadas sao difeomorfismo, a estrutura diferenciavel é introduzida em .S pela cobertura aberta
U juntamente com as funcoes coordenadas ¢; definidas em U;. Um espaco Hausdorfl metrizavel

¢ chamado uma variedade diferencidvel quando se tem essa tal cobertura. O par (U;, ¢;) definido
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3. Geometria Diferencial de Modelos Estatisticos

por uma vizinhanga coordenada e uma funcao coordenada é chamada de grdfico, e a colecao de
(Ui, ¢;)’s é chamada de atlas.
Voltando a familia de distribui¢do de probabilidade S = {p(x,0)} de um modelo estatistico,

considere a aplicacao ¢ : S — R™ dado por

olp(x,0)] = 0.

Quando esta aplicacao desempenha o papel de uma funcao coordenada, o vetor € é utilizado
como as coordenadas ou nome da distribuigdo p(x,0) e, portanto, podemos introduzir uma es-
trutura diferencial em S por esta funcao coordenada. Assim, S é uma variedade diferenciavel.
Seja & = (£, ...,£™) outra parametrizagio do modelo S de modo que @ e £ estao conectados pelo
difeomorfismo £ = £(0) e 0 = (). Entao & define outro sistema de coordenadas em S. Qualquer
sistema de coordenadas admissivel pode ser usado para analisar as propriedades geométricas de
S. Observe que as coordenadas sdo nada mais do que um nome ligado a cada ponto (distribuicao)

p € S. As propriedades geométricas intrinsecas sao independentes da nomenclatura.

As condicoes de regularidade a seguir sao necessérias na teoria geométrica que serao estudadas

mais na frente.

1. Todas as p(z,0)’s tem um suporte comum de modo que p(x,d) > 0 para todo x € X, onde

X é o suporte.

2. Seja l(z,0) = logp(x,0). Para todo € fixado, as n fungoes em z

0 ,
%“I,Q), 1=1,2,...n

sao linearmente independentes.

o)
06°

3. Os momentos das varidveis aleatdrias o ((z, f) existem até certas ordens.

4. As derivadas parciais 9/90" e a integragao com relagdo a medida P sempre podem ser

trocados como

0 9
%/f(x,é)dP: (. 6)dP

para todas as fungoes f(x,0).
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3. Geometria Diferencial de Modelos Estatisticos

3.2 Espaco Tangente

Iremos agora definir o espaco tangente de uma variedade S no ponto p e logo em seguida
mostraremos alguns exemplos. A principio, podemos dizer que um espago tangente no ponto p de
uma variedade S é, a grosso modo, um espago vetorial obtido pela linearizacao local de S sobre p

(ver Fig. 2.3). Ele é composto por vetores tangentes a curvas suaves passando por p.

Fig. 2.3

Definiremos uma curva ¢ = ¢(t) como uma aplicagao continua de um intervalo fechado [a,b] € R
em S, onde ¢(t) é a imagem de ¢ € [a,b]. Se nds usarmos um sistema de coordenada 6 = ¢(p), a

imagem do ponto t, ¢(t), é dada pelas coordenadas

0(t) = {6 (1), . 0" (1)}
e diremos que a equacao 6 = 0(t) é a representacio paramétrica da curva c.

Definicao 3.2. Uma curva ¢ = ¢(t) é dita ser suficientemente suave quando 6(t) é diferencidvel

até uma certa ordem.

Considere F' o conjunto de todas as funcoes reais suaves em S e seja § um sistema de coor-
denadas. Dados uma curva suave ¢ = c(t) e uma fungao suave f = f(6,...,0") € F no sistema
de coordenadas 6, podemos definir a funcdo f oc: [a,b] — R, a qual é escrita como f{6(t)} na
expressao de coordenadas.

Denotemos por D¢(f) a derivada dessa funcao,

d(foc) _df{0(t)} _~do" 9 f (3.1)

Pell)==5 dt & dt 0p

Isto é, obviamente, a derivada de f ao longo da curva c ou na direcao da tangente de c. Assim, um

operador derivada direcional D¢ esta associado com cada curva, e intuitivamente, Do depende

apenas do ”vetor tangente df'/dt”da curva c. Além disso, o operador D¢ satisfaz as seguintes
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3. Geometria Diferencial de Modelos Estatisticos

condicoes em cada ponto da curva:
(1) D¢ é uma aplicagao linear de F em R

(2) Do(fg) = [De(f)lg + f[Dc(g)], para f,g € F.

Por outro lado, uma aplicacao D¢ que satisfaz as condigoes acima referidas é sempre derivado
como o operador derivada direcional da curva. O conjunto dessas aplicagoes D¢ formam um espaco
vetorial n-dimensional, desde que S seja suficientemente suave (¢*-variedade). Chamaremos este
conjunto de espago tangente 7, de S em p.

Dado um sistema de coordenadas 6, podemos considerar n curvas coordenadas cy, ¢, ..., Cy,
passando por um ponto py. Por exemplo, a primeira curva coordenada c; é a curva onde o valor
da primeira coordenada #' muda enquanto todas as outras coordenadas sao fixas. Portanto, a
curva c¢; € representada por

onde Oy = (6}, ...,07) é a coordenada de py. Entao, o vetor tangente D¢, de ¢; é nada mais que a

derivada parcial com relacao a 6,

De(f) = S 710 (0)] = o S

1
D¢, da curva coordenada ¢; serd denotado por 9; (Fig. 2.4).

Por isso, denotaremos o vetor tangente D¢, por 207 ou por d;. De forma similar, o vetor tangente

Fig. 2.4

9
891 Y

de agi' Note que, os n vetores 0; sao linearmente independentes, formando assim uma base para

Uma vez que D¢, é simplesmente a derivada parcial consideraremos 0; como a abreviacao

o espaco tangente T,.

Denotamos por {0;} a base natural associada ao sistema de coordenadas 6. Assim, qualquer
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3. Geometria Diferencial de Modelos Estatisticos

vetor tangente A € T}, pode ser escrito como uma combinagao linear de 0,

A= zn: A,
=1

onde A’ sdo as componentes de A com relagao a bse natural {9;}.

A partir de agora, adotaremos a convencao da soma de Einstein. Portanto, A%Q; implica
automaticamente i | A9;. O vetor tangente 6§ de uma curva 6(t) expressa em coordenadas é,
de fato, dada por = 6°9; (que implica 3 6°9;), onde (") denota d/dt,

d 0

0 = ST =00 f (32)

Por isso, 6 sao as componentes do vetor tangente 6 da curva 0(t).
Uma representagao mais familiar de um vetor tangente no caso da variedade S = {p(z,0)} de

um modelo estatistico sera dado a seguir. Suponha
I(x,0) = log p(x, 0) (3.3)

e considere as n derivadas parciais 9;l(z, 0), i=1,2,...,n. Assumiremos que as derivadas parciais sao
funcoes linearmente independentes em x para cada 6 fixado. Assim, podemos construir o seguinte

espago vetorial n-dimensional gerado pelas n fungdes 0;l(x,0) em x,
;Y = {A(2)|A(z) = A'Dil(x,0)}

isto é, A(x) € Tg(l) pode ser escrito como combinagao linear de 9;l(z, ), onde A’ sdo as compo-
nentes de A(z) com rela¢do a base d;l(x,0). Uma vez que x é uma varidvel aleatéria, Te(l) é o
espago linear das varidveis aleatérias gerado por 9;l(x, ). Existe um isomorfismo natural entre os

dois espacos vetoriais Ty e Te(l) dada pela seguinte correspondéncia
@- € Th+— 6,l(x, 9) € Tg(l)

Obviamente, um vetor tangente A = A'0; € Ty corresponde a uma varidvel aleatéria A(x) =

A'9l(z,0) € Te(l), possuindo as mesmas componentes A’
Definicao 3.3. O espago Te(l) ¢ chamado a I-representagao do espaco tangente.

Seja E[] a esperanca com relagao a distribuicao p(x, 6),

Eumnzjf@m@ﬂMR (3.4)

37



3. Geometria Diferencial de Modelos Estatisticos

Diferenciando a identidade [ p(z,0)dP =1 com rela¢ao a 6, temos:
0= 0, / p(z, 0)dP = / dip(, 0)dP — / p(, )0z, 0)dP = E[5i(x, 0)]

Por isso, para toda varidvel aleatéria A(x) € T(,(l)7 E[A(z)] = 0.
Temos utilizado até agora um sistema de coordenadas 6 = (6%). No entanto, podemos utilizar
outro sistema de coordenadas £ = (£%),« = 1, ..., n, para especificar uma distribuigdo em S. Existe

um difeomorfismo entre 6 e £ dado por £ = £(0), 0 = 0(£), ou na forma de componentes

€ =&, ...,0"), 0 =0 ..,

Aqui, o indice 7 é usado para denotar as componentes de f, enquanto que o indice a é usado

para denotar as componentes de &. E conveniente usar diferentes letras de indices para denotar as

componentes com relagao a diferentes sistemas de coordenadas. Assim, usaremos i, j, k, etc. para

representar as quantidades com relacao a 6, e «, 3,7, etc. para as quantidades com relagao a &.
As matrizes Jacobianas das transformagoes de coordenadas acima sao escritas como

_0g” Si ey 00’

BLE) = per

Bza(e) — wa a

Diferenciando a identidade 0[¢(0)] = 6 ou 0°[¢1(0), ..., £™(0)] = 6" com relagdo a 67, temos

802 aga Nt Pa __ i
oga ops — Dl =15

onde 5;- ¢ o delta de Kronecker, que ¢ igual a 1 quando ¢ = j e é igual a 0 quando i # j. De forma

analoga, temos

Por isso, segue que a inversa da matriz jacobiana (BY) é a matriz jacobiana (B%). Sejam {0;} e

{0.} as bases naturais do espago tangente com relagao a e &, respectivamente. Entao, as relagoes
Oy = BL0O; | 0; = B0, (3.5)

sao validas, pelo fato de serem derivadas parciais. Representando o mesmo vetor A nessas duas
bases A = A'Q; = A%0,, temos as respectivas componentes A’ e A% A partir das relacoes

pode-se mostrar que as componentes estao relacionadas por

A= B A* | A* = DBA" (3.6)
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3. Geometria Diferencial de Modelos Estatisticos

A 1-representacao A(x) de A é invariante para qualquer sistemas de coordenadas
A(x) = A'9,l(z,0) = A*0,l(x, §),

e somente suas componentes mudam em uma maneira contravariante com a mudanca de base.

3.3 Meétrica Riemanniana e Informacao de Fisher
Definicao 3.4. Quando o produto interno <A, B> de dois vetores tangentes A, B € Ty é definido,
a variedade S é chamada um espag¢o Riemanniano.

Iremos introduzir o produto interno na variedade de um modelo estatistico de maneira natural.

Sejam A(x), B(z) as 1-representagoes de A, B. Entao, seu produto interno é definido por
<A, B> = E[A(x)B(z)] (3.7)

Por isso, o produto interno é a covariancia das varidveis aleatérias A(z), B(x), pois E[A(x)] =

E[B(z)] = 0. Em particular, o produto interno dos vetores bases 0; e 0; sao

Os n? valores de g;;(0), i,7 = 1,2,...,n, juntos formam um objeto geométrico chamado tensor

métrico. O produto interno de dois vetores A = A'9; e B = B79; pode ser expresso como
<A, B> = <A'0;, B0;> = A'Blg;;

na forma de componente. Portanto, o produto interno é determinado mediante o tensor métrico

gij- O tensor métrico gns no sistema de coordenadas § = (£%) é dado por
Jop = <0u, 05> = <§28¢,§;8j> = §Z§;<8i,8j> = Eiﬁggﬁ.

Definicao 3.5. Uma quantidade geométrica T é chamada um tensor covariante de ordem 2,

2

quando é expressa por n? componentes ¢;; em um sistema de coordenadas 6 = (#") e transformam-

se em
tas = Bo Bt

quando é expressa em outro sistema de coordenadas £ = (£%).

Exemplo 3.2. O tensor métrico é, de fato, um tensor covariante de ordem 2.

Definicao 3.6. Dois vetores tangentes A, B sao ditos ortogonais, quando o seu produto interno é

igual a zero, <A, B> = A'Big,;; = 0.

39



3. Geometria Diferencial de Modelos Estatisticos

Naturalmente, A, B sdo ortogonais quando suas 1-representacoes A(x) e B(x) nao estao corre-
lacionados, isto é, suas covariancias se anulam. Duas curvas 6;(t) e 65(t) passando por um ponto

0y = 6,(0) = 65(0), em t = 0, sdo ditas ortogonais neste ponto, quando seus vetores tangentes

61(0) e 92(0) a0 ortogonais neste ponto, <y, 6y> = «919%91] =0, isto é,
cov[l{z,0,(t)}, [{z,05(t)}] =0, para t=0.
Definicao 3.7. O comprimento |A| de um vetor tangente A é dado por
|A]? = <A, A> = A'Alg,;.
Note que, esta definicdo de comprimento é obviamente a variancia da 1-representagao A(z)
Al = E[{A(2)}].

Seja p e p’ dois pontos em S, os quais estao ”infinitesimanente préximos”, sendo 6 e 6 + df suas
— ,
respectivas coordenadas. Considere pp’ = df'0; um vetor "infinitesimal’em Ty, o quadrado da

H
distancia ds = ’pp’ entre duas distribui¢oes p = p(x,0) e p' = p(x,0 + df) é dado pela forma

quadratica

d2_ —_>/2_ —_>/—>/ _ dezdej
S = 1pPp| =A\PP,PP )= Gij .

A matriz (g;;) é conhecida na estatistica como a matriz informacdo de fisher e iremos denotar a
sua inversa por (g¥).

Seja ¢ : 0(t) uma curva suave ligando o ponto 6y = 6(ty) ao ponto 6; = 6(t;). Entéo a
distancia s de 0y a #; ao longo da curva c é obtida integrando a distancia infinitesimal entre 6(t)
e O(t + dt) = 6(t) + dt,

ds* = g;;10(t)])067 dt>

tl . .
s = /ds :/ gi;0°07dt.
to

Definicao 3.8. Dentre todas as curvas que ligam os pontos 6y e #;, chamaremos de geodésica

de modo que,

Riemanniana aquela curva cuja distancia é minima.

3.4 Conexao Afim

Nesta secao introduziremos o conceito de conexao afim sobre o espago S. Para isso, precisa-
remos das definigoes de campo de vetores e derivada covariante. A colegao A = {A(6)]|0 € S} é
chamada um campo vetorial, quando cada ponto 6 € S estd associado a um vetor A(6) € Ty. Mais

formalmente, podemos definir um campo vetorial da seguinte forma:
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Definicao 3.9. Um campo vetorial é uma aplicacao de S em Ty, a qual atribui a cada ponto
0 € S um vetor A() € Tp.

Exemplo 3.3. O i-ésimo vetor da base 0; no sistema de coordenadas 6 é um campo vetorial, que

atribiu para cada 6 € S a sua derivada parcial J; € Tp.

Um campo vetorial A, que pode ser representado na forma de componente como A = A%(0)9;(0),
é dito ser suave quando as componentes A*(f) sao fungoes suaves em 6. Iremos denotar por T'(.S)
o conjunto de todos os campos vetoriais suaveis de S.

Uma vez que dois espagos tangentes Ty e Ty sao diferentes quando 6 # 0, nao existe uma forma
direta para comparar os vetores A(f) € Ty e A(0') € Tp. A comparagao direta de suas componentes
A'(f) e AY(f') nao tem sentido pois os vetores bases 9;(0) e 9;(0') sdo diferentes. A fim de
comparar dois vetores pertencentes a dois espacos vetorias diferente, é necessario estabelecer uma
correspondéncia injetiva entre os espagos. O que iremos fazer agora é obter uma correspondencia
afim entre os espacos tangentes adjacentes Ty e Ty, onde ' = 6+ df é ”infinitesimante” préximo a
0. Uma vez estabelecida essa tal correspondéncia para qualquer dois pontos adjacentes, ela podera
ser estendida ao longo de uma curva (t) para obtermos uma correspondéncia entre os espagos
tangentes Tyq,) € Ty«,) nos pontos distantes 0(to) e 6(t;), embora a correspondéncia dependa, na
maioria das vezes, da curva que liga esse dois pontos.

Considere m : Ty, 49 — Ty uma aplicacao linear, a qual se reduz a funcao identidade quando
df — 0. Uma vez que df é pequeno, o vetor base 9; = 9(6 +df) € Ty, 49 ¢ aplicado para um vetor
m(0;) préximo a 9;(0).

Fig. 2.5

Expandindo a diferenca Ad; entre m(9;) e 0;, isto ¢,

A@j = m[@}] — 8](9) € Tg,
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com relagao a df e negligenciando os termos de ordem superior, o vetor Ad; é expresso como
ik

onde d@il“fj sao as componentes de Ad; € Ty. Por isso, a aplicagdo m é determinada por n® fungoes
F%(Q), i,j,k=1,...,n, em #. Uma vez que m é linear, podemos estabelecer uma correspondéncia

entre vetores de Ty e Ty, 49 por,
AZ(?Z’ € T9+d9 — A’m[@z’] = (Ak + dQZFZAJ)ak e Tp.

Uma correspondéncia afim entre Ty e Ty, 49 ¢ obtida a partir da aplicagao m considerando que a
origem de Ty 49 ¢ mapeado para o ponto df'0; € Ty. Por esta correspondéncia afim, temos que

um ponto A'Q; € Ty, 4 é mapeado para um ponto em Ty, onde a sua imagem é dada pelo vetor
(A* 4+ doF + d@iAijj)('?k.

As n? funcoes Ffj (0) em 6 sao chamadas de coeficientes da conexdo afim.

Iremos denominar a diferenga Ad; como a mudanca intrinseca no vetor base 0;(¢) quando o
ponto muda de @ para 6 4 df. Assim, a taxa da mudanca intrinseca de 9; quando o ponto # muda
na direcao de 9;, denotada por Vy,0;, ¢ dado pelo vetor

Vs,

(3

0; = T5(0)0k(9). (3.9)

Note que Vj,0; ¢ um campo vetorial, o qual serd chamado de derivada covariante do campo
vetorial 0; ao longo de 0;. Assim, podemos pensar que a derivada covariante é determinada a
partir dos coeficientes FZ(Q) da conexao afim. Pelo contrério, as derivadas covariantes determinam
unicamente os coeficientes da conexao afim subjacente. De fato, tomando o produto interno de

ambos os lados da equagao (3.8) com 0,,, temos

<v8iajaam> = FZ <8k7am>
= T%(0)gin(0) (3.10)

Para facilitar a escrita, é conveniente definir a expressao covariante dos coeficientes da conexao

afim por

Lijm (6) = T35 (0) gim (6). (3.11)
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Assim, multiplicando (3.10) pela inversa (¢™*) da matriz (ggm), obtemos

Depois dessa introducao intuitiva acima, iremos agora dar uma definicao mais precisa de uma

conexao afim.

Defini¢ao 3.10. Dados dois campos vetorias A, B € T'(S), a derivada covariante de B ao longo
de A é um campo vetorial C, denotado por C' = V4B, onde o vetor C'(0) € Ty é interpretado
como a taxa de mudanga intriseca no campo vetorial B(#) quando o ponto # muda na diregao do
vetor A(0).

Dados os campos vetoriais A, A', B, B’ € T(S), a derivada covariante deve satisfazer as

condicoes de linearidade
VA<B + B/) =VaB + VAB/, (3.13)

V(A+A/)B =VaB+ VuB. (3.14)

Dada uma funcao escalar suave f : S — R, temos que fA é também um campo vetorial cujo valor
em 6 é f(A)A(#) € Ty. Além disso, a derivada covariante deve também satisfazer as seguintes
condigoes:

Va(fB) = (Af)B+ fVAB, (3.15)

V(A+A/)B = VAB + VA/B. (316)
onde Af = Ai(0)0,(0).

Definicao 3.11. Uma conexao afim sobre S é uma derivada covariante V, isto é, uma aplicacao

de T(S) x T(S) em T'(S) satisfazendo as quatro condigdes acima.

Obviamente, os coeficientes da conexao afim sao obtidos por
szk(ﬁ) = <Vai8j,(9k>. (317)

Por outro lado, quando Ty, é dado, a derivada covariante V4B, onde A = A*(6)0; e B = B'(0)d;,

pode ser calculado como

VaB = Va(B0))
= (ABY)9; + BV 40;
= (A'9,B7)0; + B’ AT};0,
= (A'9;B" + A'B'T})0, (3.18)
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Portanto, as n® quantidades I';;;(f) definem uma conexao afim. Os coeficientes de uma conexao
afim dependem do sistema de coordenadas 6. Dado outro sistema de coordenadas { = (£%) com a
matriz jacobiana F; = ga os coeficientes da conexao afim sao calculados como
Lagy(§) = <Va,05,0,>
— <V, (B)),Bio>
—i =k —i
= BOCBW<V32.(B]58J‘),8/§>
— BLB.{B,<V5,0;, 00> + 0, By<d;, 0>}
—i =i 5k =k o i
= B,ByB.Tiji + g1 B,0. By (3.19)

Isso mostra como os coeficientes de uma conexao afim mudam sob transformagao de coordenadas.
Note que I';j; nao é um tensor. Além disso, embora a derivada covariante V seja definida inde-
pendentemente do sistema de coordenadas, a expressao I';;, depende do sistema pois os campos
de vetores naturais d; sdo definidos com base no sistema de coordenadas 6 = (67).

Uma vez que introduzido o conceito de uma conexao afim, podemos falar sobre a a linearidade
(e portanto curvatura) de uma curva. Sejam #(¢) uma curva em S e B um campo de vetores
definido sobre a curva tal que B(f), em 6 = 6(t), é escrito como B(t) = B'(t)d;. O vetor tangente

0 = 0'(t)d; da curva é também um campo vetorial definido sobre a curva. (Ver fig. 2.6).

Fig. 2.6

A derivada covariante V;B indica como B(t) muda ao longo da curva, isto é, a mudanca
intrinseca de B ao longo da curva. Quando nao existem mundangas intrinsecas de B(t), temos

que B(t) satisfaz a equacao V4B = 0, que é equivalente a

ok Vi ik

BY(t) +0'BTy; = 0, (3.20)
onde a relacio 0f = 09, f = %f[@(t)] = f é usada. Quando B(t) é a solugao da equagao acima, o
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vetor B(t) em Tyq é dito ser a mudanga paralela de B(t') em Ty ao longo da curva. Um vetor
B em ¢ pode ser paralelamente deslocado para qualquer ponto 6 ao longo da curva que conecta
esses dois pontos.

Quando o vetor tangente 6 de uma curva 6(t) pode mudar sua magnitude mas nao sua diregao,

ele deve satisfazer a equacao

V46 =0, (3.21)

que implica que o vetor tangente da curva nao muda ao longo de toda a curva. Isso é uma
generalizacao da reta na geometria euclidiana. Ela é chamada uma geodésica com relacao a

conexao afim. Note que, a equacao (3.20) pode ser reescrito como

0 (t) + 0'()07 ()TE{0(t)} = 0 (3.22)

na forma de componente.

3.5 «a-conexoes estatisticas

Na secao anterior, vimos uma nocao matematica geral de conexao afim. Agora, iremos intro-
duzir uma conexao afim no espaco S de um modelo estatistico tal que representem as propriedades
intrinsecas da familia de distribuicao probabilidade. A 1-representacao do espaco tangente nova-
mente fornece uma boa orientacao para isso. Uma vez que a base natural 0;(6 + df) de Ty 49 é

representada por uma variavel aleatoria

para obter uma conexao afim, é necessario encontrar uma maneira de maped-lo para o espaco
Te(l) gerado pelas n funcoes 0;l(x,0). Visto que a esperanca em 6 de 0;0;l(z,6) nao se anula
por causa da equagao (3.7), 0;l(x,0 + df) nao pertence a Tél). Entao, primeiro modificamos
0;l(z,0 + db) € Te(}r)de de modo que a esperanga se anule em 6. Isso pode ser feito adicionando
gij(0)db", obtendo assim

0l(z,0) + {0:;0;1(x,0) + g;;(0) }do".

., PP 1
Uma vez que esta variavel aleatoria nao pertence, em geral, a Te( )

, nds a projetamos para o espaco
. 1 . . ~ A~ . .
linear Te( ), Assim, estabelecemos por esta projecao uma correspondéncia linear entre Ty e Ty, 49-

Visto que Ad; é a projegao de {9;0;1(x,0) + g;;(6)}df" em Te(l), a conexao afim resultante é dada
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por

Lip(0) = E{0,05l(x,0) + 9i;(0) }Okl(, 0)]
— B[00z, 0)d(x, 0)]. (3.23)

Essa conexao é também obtida projetando 9;0;l(z,6)d#* diretamente em T, 9(1).

Existe uma outra possibilidade de modificar a varidvel aleatéria 0;0;l(x, ), por causa de que

a esperanca em 6 de

0;0;l(x,0) + 0;l(x,0)0;l(x,0)

também se anula. Essa modificacao nos leva para outra conexao afim cujos coeficientes sao dados
por

As duas defini¢oes acima sugerem que um numero infinito de conexoes afins pode ser introduzido
usando uma média ponderada. Seja a um parametro escalar. Entdo, a modificacao de 0,0;(z, 0)

para

1 1—

nos leva para a conexao afim cujos os coeficientes sao dados por

ijk

T(0) = E[{8:0,1(x,6) + “To‘aiz(x, 0)0;1(x,0) YOkl (z, 0)]. (3.25)

A representacao (3.25)) é chamada de a-conexdo, e se reduz a equagao (3.23)) quando o = 1, e para
(3.24) quando aw = —1. A derivada covariante com relacdo a a-conexao serd denotado por V(®).

Vamos definir um tensor de terceira ordem por
Tiji(0) = E[0;l(z, 0)0;l(x, 0)Ol(, 0)]. (3.26)

A a-conexao pode ser escrita como

a 1 -«
T =Tt + —5— T (3.27)

o qual é conveniente para calcular os coeficientes das a-conexoes.

Exemplo 3.4. [A a-conexao da distribuigao normal]. Diferenciando I(x, #) duas vezes com relagao

a 0 = (u,0) para as distribuigbes normais, obtemos

— _ . 2
01001(z,0) = 0_—21 010u1(z, 0) = - 0y0,1(z,0) = — {M} + 12

o3 o o
., . s . ~ 1 ~
Note que as varidveis aleatérias acima nao pertencem a Te)( ), porque suas esperancas nao se anulam.
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Entdo, a fim de encontrar a contrapartida de 9;l(x,0 + df) = 0l + 9;0;1d¢’ € T(,(i)d(, em Te(l), é
necessario modificar os termos 0;0;l(x, ) de forma que suas esperancas se anulem. A 1-conexao é

obtida a partir da equagao (2.25), assim temos que

S

) 1) =2/’ Tl = —o/0®
Calculando as componentes de Tj;;, obtemos

T =Tom =0, Tip= 2/03 y o Taon = 8/03-
e todas as outras componentes sao obtidas a partir da simetria de T}, isto é,
Tijie = Tjir = Tij =
Por tanto, a a-conexao é obtida por (3.26) como
MY =Ty =Tin=TH =0, IiH=(1-a)

T =T8 = —(14a)/0® , T =—2(1+2a)/0%

3.6 Curvatura e Torcao

Defini¢ao 3.12. Um (covariante) tensor @) de ordem k é uma aplica¢ao multilinear de k campos
vetoriais em R,
Q:T(S)x---xT(S) —R.

Para k campos vetorias Ay, ..., Ay € T(S), seu valor é escrito como Q(Ay, ..., Ax), onde @ é
linear para qualquer A; com quaisquer funcoes escalares como coeficientes. Dado um sistema
de coordenadas 6, podemos ver o valor de () para os campos de vetores base 0y, ...,d,. Entao,

obtemos as n* quantidades

Qlllk = Q(@il, ...,d-k), il? ,’Lk = 1,2, ., n.

Para campos vetorias Ay = A}9;, ..., Ay, = ALD;, temos
QA ..., Ay) = Qi i Al A

Essa é a forma de componente do tensor operagdo. As n* quantidades Q;, ; sdo chamadas
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as componetes do tensor () com relacao a base natural {0;}. Em termos de outro sistema de

coordenadas &, as componentes sao dadas por

Assim, a equagao [3.28 nos dé a regra de transformagao de um tensor.

Exemplo 3.5. A métrica Riemanniana é um tensor de ordem 2 cujas componentes sao dadas por
Gij-

Exemplo 3.6. Uma conexao afim nao é um tensor, pois ela nao define uma aplicacao multilienar

e sua regra de transformacao [3.19 nao é equivalente a regra |3.28|
Iremos agora definir outros tipos de tensores.

Definicao 3.13. Um tensor R de ordem k + 1, de covariante k e ordem contravariante 1 é uma

aplicagao multilinear de k campos vetoriais em um campo vetorial,
Q:T(S)x---xT(S)—T(9).
A aplicagao dos campos de vetores bases 0;,, ..., 0;, , nos dd um vetor,

R(0y,,....,0;) = R, . 0;.

010k

As n* + 1 quantidades R’ . sado chamadas as componentes do tensor R com relacdo ao sistema
11... %k 3

de coordenadas 6 = (6°) ou a base natural {9;}. Para campos vetorias A; = A%0;, ..., A, = ALd;,

temos

11...ik

R(Ay, .., Ay) = AT . LA¥R! 0.

Quando um produto interno é introduzido no espaco tangente Ty, esta aplicagao R define um

tensor contravariante R’ de ordem k + 1 por
R/(Al, cery Ak) = <R(A1, ceey Ak), B>.
As componentes de R’ sdo dados por

R’lekj = R,(a’h? 7alk’8])
= <R((9i1,...,8ik,8j)>
R s (320

onde R™

i = R i 59’ Porisso, R’ é uma versdo covariante (versao de indice inferior) de R.
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Definigao 3.14. A torgao é uma aplicagao bilinear de T'(.S) x T'(S) em T'(S) induzido pela conexao

afim.

Portanto, a torgdo é um tensor de ordem 3. Dados dois campos vetorias A, B € T(S), a
aplicacao é definida por
S(A,B) =V4B—-VgA— (AB — BA) (3.30)

que é também um campo vetorial. Dado um sistema de coordendas 6, a torcao é representada
pelo tensor tor¢do cujas componentes sao definidas por S;;,(8) = <S(0;,0;), 0>. Uma vez que

as derivadas parcias 0; e d; comutam, 0,0, — 0;0; = 0, S, ¢ obtido de I';;, por

Esse S;j; ¢ chamado um tensor antissimétrico com relagao a 7 e j.

(@)

Uma vez que os coeficientes I';;; (f) da a-conexao sao simétricos com relagao aos dois primeiros

indices 7 e j, como pode ser verificado a partir da definicao |[3.25] o tensor torcao Sj;, se anula
identicamente para qualquer a-conexao. Portanto, a variedade de um modelo estatistico ¢ torcao-

livre.

Definigao 3.15. A curvatura Riemann-Christoffel R é uma aplicagao trilinear de T'(S) x T'(S) x

T(S) em T'(S) induzida por uma conexao afim.

Portanto é um tensor de ordem 4. Dados trés campos de vetores A, B,C' € T'(S), a aplicagao
é definida por
R(A,B,C) = [V4,Vg]C — Va5, (3.32)

onde [, | implica alternagao, por exemplo
VA, VB =VaVp—-VEVas, [A B]=AB—- BA.
Dado um sistema de coordenadas #, a curvatura é representada pela componente de um tensor
Rijkm = <R(0i, 0}, 0k), Om>, (3.33)

chamado o tensor curvatura de Riemann-Christoffel. Por outro lado, R(A, B,C') pode ser calcu-
lada a partir das componentes de A, B, C' e do tensor curvatura. Assim, calculando |3.33] o tensor

curvatura de Riemann-Christofell é obtido como
Rijkm - (&Tfj - @jrgc)gsm + (Firmrgk - Pjrmrzrk>‘ (3‘34)

Definicao 3.16. Um espaco com uma conexao afim ¢é dita ser um plano, quando a curvatura
Riemann-Christoffel se anula identicamente, isto é, R(A, B,C') = 0 para qualquer A, B,C € T'(S),
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ou equivalentemente, R;jxm,(6) = 0 para qualquer 6.

Defini¢ao 3.17. Uma curva 0(t), t € [to,?;] é chamada um loop quando ela é fechada, isto é,
9(t0> = 9<t1> com (to 7£ t1>

Em um espago plano, um vetor A € T'(f) nao sofre mudangas quando ele é deslocado em
paralelo ao longo de um loop passando por 6. Isso implica que, quando um vetor A € Ty é
deslocado em paralelo para o espago tangente Ty em outro ponto &', o vetor deslocado A" € T'(9')
¢ unicamente determinado, independente de qualquer curva que o vetor esteja sendo deslocado em
paralelo. Por isso, podemos construir um campo vetorial A tal que, para qualquer 6 € S, A(f) é
obtido a partir de A(fp) em 6y pelo seu descolamente paralelo. Esse campo vetorial é dito ser um

campo vetorial paralelo.
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Capitulo 4

Variedade de Pertubacao e Medidas de

Influéncia

Seja p(Y'|) a fungio probabilidade de um M (n) x 1 vetor aleatério YT = (YT, ..., Y,') parame-
trizada por um vetor de parametros desconhecido 6 = (61, ...,6,)" em um subconjunto aberto ©
de R9. Além disso, cada Y; é um m; x 1 vetor aleatério, onde Y ", m; = M(n). Por exemplo, em
estudos longitudinais, m; pode representar o nimero de observagoes no i-ésimo grupo. Na base
do modelo adotado p(Y']0) e observagoes em YT = (Y, ..., Y.T), podemos entao levar a inferéncia
estatistica, como a estimacao e testes de hipdteses.

Seja w = (wi, ...,w,)T um vetor de pertubagdao com w variando em © C RP. Se um vetor de
pertubagao, que é introduzido para perturbar p(Y'|0), tem um grande efeito, entao é importante
saber a causa (por exemplo, as observagoes influentes ou suposi¢oes de modelos invalidos) desse
efeito tao grande. Portanto, é importante desenvolver métodos estatisticos para quantificar o efeito
de perturbagao de um modelo estatistico e identificar a causa potencial. Em Cook, um método
geral foi desenvolvido para avaliar a influéncia local de perturbacao a um modelo estastistico
através da introdugao de w em p(Y'|#), denotado por p(Y|0,w). A metodologia é baseada na

curvatura direcional de um gréafico de influéncia, que é definida como
IG(w) = (w, f(w)T), (4.1)

onde f : RP — R!' é uma fungao objetivo suficientemente suave (diferencidvel até uma certa
ordem). Considere a linha reta w(t) : w(t) = w° 4 th no espago euclidiano R? e a linha levantada
IG)(w(t)) para qualquer vetor h # 0, onde w® é um vetor coluna fixo em R?. O vetor tangente e
o vetor normal da linha levantada sao, respectivamente, dadas por (é”fT) e (1+ V?V f)’l/ 2 (71Vf ),
onde V; = (0f(w)/0w;) é avaliado em w® e I, é a matriz identidade de ordem p. A curvatura
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normal do gréafico de influéncia é dado por

1 hT Hh
(1 + VIV)2RT(L, + VYT

C) = (4.2)

onde H; denota a matriz (0 f(w)/0w;0w;) avaliada em w®

. O valor maximo de (Y e a dire¢ao
correspondente tem sido amplamente utilizados para avaliar os efeitos do uso de w(t) = w®+th para

perturbar um modelo estatistico. Definiremos a curvatura normal conformal em w® na direcao h

como P
1 !
By = , 43
" T T TG, + 9 VR -
onde || - ||s denota a norma de uma matriz de modo que ||Hf||y = +/tr[Hf|?>. Porém, Cj,

nao é invariante escalar em qualquer w com V; # 0, por causa de que a curvatura normal de

IG(w) = (W”, kf(w))T é dado por

& 1 khT H sh
"+ VIV )2 RT(L, + K2V V)

h?'é(]h,

o que pode levar a conclusoes ambiguas quando k varia. O mesmo problema também surge com
By, isto é, By nao é invariante escalar. Em particular, Fung e Kwan [3] argumentaram que as
conclusoes tiradas a partir do novo grafico C(w) devem ser as mesmas que aquelas tiradas a
partir do grafico antigo IG(w) = (w', f(w))T.

A partir de agora, iremos denotar a funcao densidade por p(Y'|#,w) de modo que [ p(Y']0,w)dY =
1. Para avaliar a influéncia local de um modelo de perturbacao, estamos interessados principal-
mente no comportamento de p(Y'|f,w) como uma fungao de w em torno de w’, e nao o vetor de
parametros 6. Daqui em diante, 6 é assumido ser conhecido ou fixado a um determinado valor (por
exemplo, a estimativa de méaxima verossimilhanca) e p(Y']0,w?) = p(Y']0). Além disso, P(Y|0,w)
satisfaz as quatro condicoes de regularidade do capitulo 3 e w® representa nenhuma perturbacao.

O modelo perturbado p(Y'|0,w) é caracterizado por um conjunto de perturbagoes w, que tem
um estrutura geométrica natural. O modelo perturbado M = {p(Y|d,w) : w € Q} pode ser
considerado como uma variedade p-dimensional. Dado um sistema de coordenada w, e; (i =
1,...,p) é a base natural do espago tangente T, de M associado ao sistema de coordenadas. Seja
7V o espago vetorial de M em w, o qual é gerado por p fungoes J;l(w|Y, ), onde [(w]Y,0) =
logp(Y]6,w). Existe um isomorfismo natural entre esses dois espacos vetorias tangentes T, e
M. 0 espagco TS 6 chamado a 1-representacao do espago tangente de M. Para qualquer vetor
h =" h'e; € T,, a l-representacao h(Y) de h em T8V ¢ dado por h(Y) = >0 hol(wlY,0),
onde 9; = 9/0w;.
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Definicao 4.1. O produto interno de dois operadores base 0; e 0; ¢ calculado como
gij(w) = <(9Z-, 8j> = Ew[azl(w|Y, 6)8jl(w\Y, 9)], (44)

onde E, denota a esperanga tomado com relagao a p(Y]0,w). As p* quantidades g;;(w), 4,7 =

1,2,....p, formam o tensor métrico.

A matriz métrica G(w) = (g;;(w)) é uma matriz informacao de Fisher esperado com relagio
ao vetor de perturbagao w. Os elementos de G(w) medem as quantidades de perturbagoes que
todas as componentes de um vetor de perturbacao w contribuem para o modelo estatistico. Temos
que o (i,%)-ésimo elemento g(i,)(w) indica a quantidade de perturbacao introduzida pelo i-ésimo
componente de w. J& os elementos fora da diagonal de G(w) representam a associacao entre os
diferentes componentes de w. Por exemplo, seja 7;;(w) = gi;(w)//gii(w)g;7(w). Um grande valor
absoluto de r;;(w) indica uma forte associac@o entre o i-ésimo e o j-ésimo componentes de r;;(w).
Em particular, se G(w) é uma matriz diagonal, entao todas as componentes de w sdo ortogonais
uns aos outros no modelo perturbado. Além disso, se G(w) nao é positiva definida para um
esquema de perturbacao, entdao os p operadores J; sao linearmente dependentes. Assim, alguns
componentes do vetor de perturbacao sao redundantes e portanto devem ser removidos.

A partir da discussao acima, uma pertubacao apropriada para um modelo estatistico deve

satisfazer no minimo as seguintes condigoes:
1. G(w) ser positiva definida em uma pequena vizinhanga de w;
2. Os elementos fora da diagonal de G(w) em w® devem ser tao pequenos quanto possivel.

A condicao 1 é necesséria para evitar qualquer componente redundante de w. A condicao 2
é necessaria para assegurar que podemos identificar facilmente a causa de um grande efeito. Por
exemplo, se os diferentes componentes de w estao altamente associados, entao é dificil inferir se
um grande efeito é causado por apenas uma simples componente ou por varias componentes de

w. Por tanto, uma perturbagao apropriada requer que G(w°) seja
diag(g11(w°), .., gop(w?))-
Além disso, podemos sempre escolher um novo vetor de perturbacao @, definido por
o =’ 4 ¢ V2G (W) (w — W), (4.5)

tal que G(@) avaliado em w® seja igual a cl,, onde ¢ > 0. Portanto, sem perda de generalidade,
vamos assumir que uma perturbacao apropriada w satisfaz a equagiao G(w") = cl,. No entanto,

nem sempre é possivel encontrar um vetor de perturbagao de modo que G(w) = ¢l Vw € ).
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Iremos agora introduzir algumas quantidades geométricas para o modelo perturbado M base-
ado no tensor métrico.

O comprimento ||A||?> de um vetor tangente h € T, é dado por
|R]]> = <h,h> =" h'hg;(w) = h"G(w)h. (4.6)
1,

Seja C : w(t) = (wi(t), ...,w,(t)) uma curva suave na variedade M ligando dois pontos w!' = w(t;)

e w? = w(ty). A distancia S(w',w?) de w! a w? ao longo da curva C é dada por

S(wh,w?) = / : 3 g () 2D desl) (4.7)

f i.j
Definimos o tensor assimetria 7' e uma familia de conexoes I'* para a € R, respectivamente, como

Tijr(w) = Eu[0il(w]Y, 0)0;1(w]Y, 0) Ol (w]Y, 0)],

e

ijk

(W) = E,[0;0;1(w]Y,0)0kl(w|Y, 8)] + 0,5(1 — )T}, (w).
Note que
[n(w) = Eu[0,0;l(w]Y,0)0l(w]Y,0)] +0,5(1 — o) Tyjn(w)

Tije(w)  aTijp(w)
2 2

= E,[0:0,L(w]Y,0)0l(w]Y, 0)] +

ol (w)

= F?jk(w> 9

onde T'Y;; é o stmbolo de Christoffel para a conexao Lévi-Civita do tensor métrico e

T0u0) = 3 [0() + 0,0(w) — Ohoy ()]

Com as quantidades acima, o modelo de perturbacao M ¢é uma variedade estatistica, que

desempenha um papel importante na compreensao do comportamento do modelo perturbado.

Definigao 4.2. Uma variedade de perturbacao estatistica (M, G(w),T(w)) é a variedade M com

uma métrica G(w) e um 3-tensor covariante 7'(w).
Agora vamos considerar uma curva suave especifica, chamada uma a-geodésica.

Definigao 4.3. Dizemos que w(t) é uma a-geodésica com relagao a uma conexao afim I'f;, (w) se

satisfaz a equacao
d2wi (t)
dt?

+ 30 0 ) o) L2 LD (48)

s7j7k
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onde ¢g* sdo os elementos da i-ésima linha e s-ésima coluna da matriz G(w)™".

A geodésica é uma extensao direta da reta w(t) = w®+th no espago Euclidiano. Em particular,
a medida que movemos ao longo de uma geodésica, o vetor tangente da geodésica nao muda de
comprimento e nem direcao. Se F?jk(w) = 0 para qualquer w, entao a variedade é um a-plano e a
equagao da geodésica para esse a é linear em ¢ : w(t) = w® + th.

Algumas propriedades importantes relacionados com as quantidades geométricas acima sao

resumidos no seguinte lema.

Lema 4.1. Sejam ¢ = (¢', ..., ¢") = ¢(w) um novo sistema de coordenadas de M, 0, = 0/0¢%,
B = 0¢*/0w; e B: = 0w;/0¢*. Entio as quantidades geométricas de M no sistema de coordena-

das ¢ podem ser escritos como
1. ga =Y, ; BiBlgij;
2. Tue = Y24 BaB B Tijns

3 T =i BiB!B'TY +3, 9:jB0.Bj.

abc ijk

Usamos os indices 1, 7, k para denotar as quantidades relacionadas ao sistema de coordenadas w,

e os indices a, b, c para as quantidades relacionadas ao sistema de coordenadas ¢.

Introduziremos a seguir o conceito de medida de influéncia de 1* e 2* ordem e mostraremos
alguns resultados importantes.

Sejam f(w) : RP — R! a fungao objeto e w(t) uma curva suave em M com w(0) = w°
e dw(t)/dtl;=o = h € T,o. Portanto, f(w(t)) é uma funcao de w(t) definida na variedade de

perturbacao M. A partir de uma expansao de taylor segue que
. 1.
Fw(®) = F(w(0) + fu(0)t + 5 fa(0)E* + o(£?). (4.9)

A primeira e a segunda derivada de f(w(t)) em ¢t = 0 sdo, respectivamente, dadas por

fn(0) =" a](;(;o)hj =Vih e fu(0)=h"Hsh+ v}:%. (4.10)

J

Se V¢ # 0, entao o termo de primeira ordem fh(O) caracteriza principalmente a influéncia local
de um vetor de perturbagdo w para um modelo. No entanto, se V; = 0, entao segue de (4.9) e
(4.10) que fh(O) =0e fh(()) = h"H;h. Assim, devemos usar o termo de segunda ordem fh(O)

para avaliar o comportamento local da fungao objeto quando V; = 0.
Defini¢ao 4.4. A medida de influéncia de 1* ordem (FI) na diregao de h € T, é definida como

W'V VTR

s (4.11)

Flpp = Flpoy, =
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onde G = G(w°).

Teorema 4.1. Temos os sequintes resultados:

i . w — f(w(0))]2
(i) Flpy = limeyy LS00
(ii) Se ¢ € um difeomorfismo de w, entao Flg € invariante com relagdo a qualquer repara-

metrizagdo correspondente a ¢ e Flypy, = k*FIgy, para todo k.

Demonstragao. Segue da equacao (4.7) que
S(w(0),w(t)? = 2T Gh + o(t?).

Usando a regra de L’Hopital e a equacao (4.9)), fica provado a parte (i).
Supondo que w = w(P) e ¢ = ¢(w), as matrizes jacobianas das transformagoes de coordenadas

sao dadas por

_0¢ 0w
“w ¢ YT o

Diferenciando as identidades ¢[w(¢)] e w[d(w)] = w com relacao a ¢ e w, respectivamente, temos

d

que
VO = U = I,

Asim temos que G(¢) = UT(G(w))¥ e V) = ¥V (), onde ¢* = w”. Usando a defini¢ao
(4.4), provamos (ii). ]

Temos duas significancias estatisticas neste teorema. A primeira é que, a parte (i) indica que
a medida de primeira ordem estd associada com a primeira derivada de f(w(t)) em M avaliada
em t = 0. Se M é um espago euclidiano, h’h =1 e w(t) = th+w’, entdo FI; ), reduz ao quadrado

da derivada direcional de f em w® na direcao de h, dado por

o [0+ th) = FO)

t—0 t2

Em segundo lugar, embora w possa nao ser uma perturbacao apropriada, podemos sempre
usar (G para obter uma @ em (4.5)), de modo que

WGV VTGN
hTh '

Fligynlo=w =

O valor maximo de FIyj ¢ igual a V?G’IV #, que quantifica o grau de influéncia local de @
para um modelo estatistico, enquanto que o vetor direcao correspondente Pnaw = G2V ¢ pode
ser usado para a identificar as observagoes influentes.

Mesmo quando V; # 0, usamos fh(O) para avaliar a influéncia local de segunda ordem de w

em um modelo estatistico. A abordagem que utiliza as informagées em d;,(0) é denominada a
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abordagem de segunda ordem. No entanto, dada uma curva qualquer w(t) em M, fh(O) pode nao
ser geometricamente bem comportada. Em vez disso, consideraremos apenas a 0-geodésica w(t)
associada a conexao Lévi-Civita do tensor métrico G(w), que é unica e definida em um intervalo
contendo 0 tal que w(t) = w°, e dw(t)/dt = h € T 0. Assim podemos obter uma versao covariante

do teorema de Taylor:
1 .
fw®) = f(w°) +tVih+ §t2hTH§3h +o(t?), (4.12)

onde H 0— [ 0( oy € 0 (i, j)-ésimo elemento de H 0 ¢ dado por

[[j[f( ]z])_aaf ngr z]s f( )

A matriz FIO( ) ¢ denominada a covariante Hessian de f (w). Note que, I—if})(w) ¢ uma matriz
simétrica pelo fato de T J, Ser simétrico com relagao a ¢ e j. Em particular, ﬁ?(w) safisfaz a

seguinte propriedade:

Lema 4.2. Seja ¢ um difeomorfismo de w com matriz jacobiana ¥ = Ow/0¢. Entao, ]:.TJ[Z(¢) =
VA W

O lema 1} mostra que ]:I?(w) é um 2-tensor, portanto é geometricamente bem comportado.
Definicao 4.5. A medida de influéncia de 2* ordem (SI) na diregao de h € T, 0 é definida como

hTHOh
hTGh '

SIpn=SIpoyn = (4.13)

A medida de influéncia de 2% ordem padronizada (SSI) na dire¢ao h € T 0 é definida como

1 WTHOR

SSIip = SSIonn = . :
S [TeRy T re]

(4.14)

Iremos agora estabelecer algumas propriedades de SIy; e SS1yp,.

Teorema 4.2. Temos os sequintes resultados:

2f (W) — F(w(0) — tVih]
S(w(0),w(t))?

(Z) S]f(wo),h = limt_m

(ii) Suponha que ¢ seja um difeomorfismo de w. Entao SIpuoyp € SSIf0y, sdo invariantes

com relacdo a qualquer reparametrizacao correspondente a ¢ em w°. Além disso,

SIk:f(w)JL == ]CS]f(w)ﬁ (& SSka(w)ﬁ = SSIf(w)yh (415)
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para qualquer k #0 e w € Q.

(iii) Seja{(Ni,u;),i = 1,...,p} os pares autovalor-autovetor (E — E) de H} com relagdo a G.
Entao, para qualquer dire¢ao h, temos 0 < SS1p) <1,

~ )\i
S[f,ul = )\Z e SSIf,uZ = )\z = s
P A\2
Jj=17"

onde \; € o autovalor normalizado.

Demonstragao. (i) Usando (4.7)), (4.12) e a regra de L'Hopital, segue o resultado como desejado.

(ii) Pelo fato de existir um difeomorfismo entre w e ¢ tal que w = w(P) e ¢ = ¢d(w), temos que

VP = oW = ,. Além disso, por G(¢) ser um tensor métrico e ﬁ?((b) um 2-tensor, temos
G(¢) =VTGw)U e Hjyo =V"HY 0.

Considere a geodésica w(t) com w(0) = w® e dw(0)/dt = h € T 0. Entao ¢(w(t)) é uma geodésica
na ¢-coordenada de modo que ¢(w®) = ¢° e dp(w(0))/dt = ®h. Se G é positiva definida, entao
segue dos lemas (4.1)) e (4.2) que

WTOTHY , ®h  BTOTUTHY o UDh
= == - SIf(wo) h-
hTOTG(¢0)dh  hTOTUT G (w0) DA ’

STf(g0),on

De forma andloga, temos SSTfg0yan = SSIfo)n. Entao, SIp, e SSIp, sao invariantes com

0

relacao a reparametrizacao ¢ em w". Para qualquer k, sabemos que ﬁ,gf(w) = kﬁ?(w) e assim a

equagao (4.15)) é verdadeira para qualquer w e k # 0.

(iii) Usando a definigao (4.5) podemos provar a parte (ii7). O

O Teorema (4.2)) tem as seguintes implicagoes. Em primeiro lugar, se w é uma perturbacao
apropriada e V; = 0, entao

SS[fyh = Bh € S[fyh = Ch.

Em geral, embora podemos escolher uma perturbagao w que nao seja apropriada, podemos sempre
usar G para obter uma perturbacao apropriada w em . Neste caso, a curvartura normal e a
medida de influéncia de 2* ordem levarao ao mesmo resultado quando V; = 0 e a perturbacgao
escolhida for apropriada. Portanto, o método de diagndstico proposto aqui pode ser considerado
como uma extensao da abordagem de influéncia local de Cook[2] em uma definicdo mais geral.
Em segundo lugar, SI¢(w),h e SSI,) sao invariante escalar mesmo quando Vy # 0, en-

quanto que C} e Bj, nao sdo (Fung and Kwan[3]). Essa generalizagao facilita novos métodos e
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técnicas para fazer uma analise de sensibilidade de um modelo estatistico.
Mostraremos agora 4 passos fundamentais na avaliagao de influéncia local de perturbacao de

um modelo paramétrico p(Y'|0):

Passo 1. Escolha um esquema de perturbagao w de modo que [ p(Y|0,w)dY = 1.

Passo 2. Dado o modelo perturbado, calcular as quantidades geométricas da variedade de
perturbagao.

Passo 3. Verificar se a perturbagdo w é apropriada, isto é, G(w") = cI,. Se sim, prossiga para
a etapa 4. Caso contrario, encontre um novo esquema de perturbacao e volte para a etapa 2.

Passo 4. Escolha uma funcao objeto f(w). Se V; = 0 entdo utilize SI e SSI para avaliar a

influéncia local de menores perturbagoes para um modelo. No entanto, se V # 0, use FI, SI e
SST juntos.
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