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Resumo

As nocoes de conexao e derivada covariante tem sua origem na area de geometria
riemanniana, onde nao existe distin¢ao entre elas. De fato, nés verificamos neste trabalho,
que estas nogoes sao equivalentes se considerarmos modulos sobre K-algebras comutativas
de tipo finito. Também mostramos que a existéncia de conexoes implica na existéncia de
derivada covariante. O objetivo central deste trabalho é determinar que médulos admitem
conexao. Verificamos facilmente que os médulos projetivos admitem conexdes. De fato,
elas formam um espaco afim. Mas também exibimos um moédulo nao projetivo que possui
conexao. Posteriormente, inspirados pelo teorema de Swan, exploramos de maneira direta
os modulos formados pelas se¢oes do fibrado tangente de algumas superficies no espago 3-
dimensional real. Por fim, estudamos a nogao de conexao introduzida por Alain Connes em
modulos sobre K-algebras nao necessariamente comutativas. E verificamos nesse contexto

que os modulo que admitem conexao sao exatamente os médulos projetivos.

Palavras-chave: conexoes, derivadas covariantes, modulos projetivos, se¢oes do fibrado

tangente.



Abstract

The notions of connection and covariant derivative has its origin in the field of Rie-
mannian geometry , where there is no distinction between them. In fact, in this study we
found that these notions are equivalent if we consider modules over K-algebras of finite
type. We also show that the existence of connections implies the existence of covariant
derivative. The main goal of this study is to determine which modules admit connections.
We easily verified that the projective modules admit connections. In fact, they form an
affine space. But we also display a module that is not projective and has connection.
Later, inspired by Swan’s theorem, we explore in a straightforward way modules formed
by sections of the tangent bundle of some surfaces in 3-dimensional real space. Finally, we
study the notion of connection introduced by Alain Connes in modules over K-algebras
not necessarily commutative. And we find in that context that the modules that have

connection are exactly the projectives modules.

Keywords: connection, covariant derivative, projective module, sections of the tangent
bundle.
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Introducao

Nos cursos introdutoérios de calculo diferencial estudam-se funcgoes reais com valores
reais, onde é apresentado o conceito de limite que é importante no estudo de derivadas
neste contexto, uma vez que a derivada é um limite. Por outro lado nos primeiros cursos de
algebra sao apresentados algumas estruturas algébricas dentre elas os K-espacos vetoriais.

No continuar dos estudos surgem generalizacoes destes conceitos. Os espagos veto-
riais passam a ser um caso particular de R-mddulos (quando R é um corpo), onde as
transformagoes lineares sao agora chamadas de homomorfismos R-lineares. Além disso, a
derivada também tem sua generalizagao. Uma derivacao 0 de uma R-élgebra A em um
A-médulo M é uma aplicagao R-linear que satisfaz a regra de Leibniz (a conhecida regra
do produto), a saber

d(ab) = ad(b) + b0(a),V¥ a,b € A.

Outra generalizacao do conceito de derivada tem origem na geometria riemanniana, a
saber, derivada covariante, assim como a nocao de conexdo. Que difere desta apenas no
ponto de vista. A seguir apresentamos uma breve revisao histérica dessas nogoes.

Em 1869, o matemético e fisico alemao Elwin Bruno Christoffel (1829-1900) publicou
Uber die Transformation der homogenen Differentialausdriickezweiten Grades, onde ele
introduziu os famosos simbolos T'}; (a notacao de Christoffel era {};} ([8]). O que Christoffel
nao percebeu foi que os simbolos que ele tinha descoberto determinavam uma conexao.

Foi notado depois pelos matematicos italianos Gregorio Ricci-Curbastro (1853- 1925)
e Tullio Levi-Civita (1873-1941) (em [23]) que os simbolos de Christoffel obtidos a partir
de uma métrica Riemanniana podiam ser usados para criar um calculo diferencial “livre
de coordenadas”. Eles definiram, com estes simbolos, uma derivada covariante que gene-
ralizava a derivada parcial usual, como um endomorfismo de I'(7;,) (as se¢oes do fibrado
tangente associada a variedade diferenciavel U).

Em 1920, o matemético francés Elie Joseph Cartan (1869-1951) desenvolveu uma nova
nogao de conexao, as conexoes projetivas e conformes (ver [6] e [7]).

Em 1950, o matemaético francés Jean-Louis Koszul usou um embasamento algébrico, de
modo que uma conexao podia ser considerada como um operador diferencial. A conexao

de Koszul era um pouco mais geral que a de Levi-Civita, e era mais facil de trabalhar,
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porque finalmente foi capaz de eliminar com (ou, pelo menos, esconder) os incomodos
simbolos de Christoffel do formalismo de conexao ([11]).

Foi o aluno de Cartan, Charles Ehresmann (1905-1979), quem conseguiu finalmente
esclarecer e classificar com sucesso todas as conexoes, especificas e generalizadas, que
tinham surgido na primeira metade do século 20 ([13]). Isso se deu pelo seu esfor¢o em
entender as conexdes de Cartan de um ponto de vista global. Para este fim, Ehresmann
introduziu o conceito de fibrado (independentemente de Whitney e Steenrod).

Durante o periodo de 1941-1944 Ehresmann publicou suas primeiras notas sobre o
assunto, onde ele definiu fibrados principais localmente triviais e seus fibrados associados
(também localmente trivial). Em seu artigo de 1943 Sur les espaces fibrés associés une
variété différentiable uma variedade é definida por meio de um atlas de cartas locais pela
primeira vez ([12]).

Por exemplo, sejam CjF o anel de todas as funcoes infinitamente diferencidveis com
valores reais na variedade diferencidvel U e I'(Ty;) o CpP-mdédulo das segoes continuas
do fibrado tangente 7y,. Em [5] uma conexao (afim) em U é definido como um mapa
D: I(Ty) x I'(Ty) — I'(Ty), onde D(X,Y) = Dx(Y) satisfaz as seguintes propriedades
para cada f € CfY e XY, Z € I'(Ty):

Dyxsv(Z) = fDx(Z) + Dy(Z), Dx(¥ +Z) = Dx(Y) + Dx(Z) e

Dx(fY) = fDx(Y) + X (f)Y.

Uma vez que qualquer campo de vetores pode ser considerado como uma derivagao em
o, isto é, T'(Ty) = Der(Cg) (ver [19]). Entao, D dado acima pode ser considerado
como um homomorfismo C;P-linear de Der(C;) em Homg(I'(Ty,),T'(1},)) satisfazendo a
terceira condicao. Assim, é muito natural estudar essa nocao em um contexto puramente
algébrico, vamos fazer isso no capitulo [I onde chamamos esse tipo de homomorfismo de
derivada covariante (ver também [16] e [20]).
Em particular, podemos considerar derivadas covariantes para outros fibrados vetoriais
E em U. Relacionado a isso, temos:
Relacao entre os médulos projetivos e fibrados vetoriais (o teorema de Swan [31])
Sejam X um espaco topoldgico compacto Hausdorff e C'y o anel das fungoes continuas
com valores reais em X. Dado um fibrado vetorial E em X, seja I'(E) o espaco das segoes
continuas. Entao I'(E) é um Cx-médulo projetivo finitamente gerado. Por outro lado,
seja M um C'y-modulo projetivo finitamente gerado. Entao, existe um fibrado vetorial £

tal que M = I'(£). Assim, obtemos uma correspondéncia entre

{fibrados vetoriais sobre X} <— {Cx-mddulos projetivos finitamente gerados}

x1i



Uma vez definido o conceito de conexao para médulos (veja definigao , resta-nos res-
ponder a seguinte questao: todo moédulo admite uma conexao? O que é uma pergunta
razoavel uma vez que nem toda fungao tem derivada.

Vamos buscar a resposta para esta indagacao ainda no capitulo [1, onde mostrare-
mos que cada médulo projetivo (em particular o C'x-médulo I'(E)) admite uma conexao
(ver Prop. e, consequentemente, uma derivada covariante (ver Prop. . Mas, a
reciproca nao é valida.

No capitulo 2 mostraremos que I'(T3,) (as sedes do fibrado tangente) de uma variedade
diferencidvel U é um CP-moédulo. Além disso, verificaremos em alguns exemplos de
maneira direta que as segoes do fibrado tangente sao um Cj°-mddulo projetivo.

Por outro lado, em 1954, o fisico chinés Chen-Ning Franklin Yang e o fisico americano
Robert L. Mills (1927-1999) propuseram a teoria de Gauge, que nos permite entender
a interacao proton-néutron. Nessa formulagao matematica, aparece o agora chamado
funcional de Yang-Mills, que é definido sobre o conjunto das conexoes de um fibrado
vetorial fixado. Por exemplo, se considerarmos o fibrado trivial complexo R*xC — R* com
um determinado produto hermitiano em suas segoes, entao podemos deduzir as equagoes
de Maxwell da eletrodinamica ([30]). No entanto, o conceito de conexao reaparece no
contexto da geometria nao comutativa ([9], [I0]). Na verdade, Connes introduziu a nogao
de diferenciais nao comutativos, que foi utilizado por Kramer (em [22]) para concluir que a
existéncia de conexdes (sendo que nesta definigao de conexao sao utilizados diferenciais nao
comutativos em lugar dos diferenciais de Kéhler), é verificada exatamente para médulos
projetivos sobre anéis nao (necessariamente) comutativos (ver Cor. diferentemente

do caso comutativo.
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Capitulo 1

Conexoes e Derivadas Covariantes

em Modulos

Neste capitulo quando nos referirmos a anel estaremos considerando que este é comu-

tativo com unidade e K denotard um corpo.

1.1 Moébdulos Projetivos

Definicao 1.1. Sejam A um anel comutativo com unidade e M um A-moédulo, M é dito

projetivo se existir N A-mdédulo tal que M & N é livre.
Exemplo 1.1. Se M for um A-modulo livre entao M é projetivo.
Exemplo 1.2. Seja A =Zs ¢ M = {0,3} C A. Note que:

e M é um A-médulo. De fato, M é o ideal gerado por 3 em A.

e M nao é um A-médulo livre. Com efeito, suponha que M é um A-moddulo livre,
entdo M = A" para algum n > 1 inteiro ou M = @ ; A com J infinito, o que nao

pode ocorrer pela cardinalidade de M.

e M é um A-médulo projetivo. Vamos mostrar que existe N A-mdédulo tal que M @
N = M x N é um A-médulo livre. Considere N = {0,2,4}, o ideal gerado por 2
em A.

Observe que a = (3,2) gera M x N como A-médulo. Além disso {a} é L.I. Portanto

M x N é um A-mdédulo livre de posto 1, consequentemente M x N = A.

Exemplo 1.3. O C[t]-médulo C(t) = Frac(CJ[t]) ndo é um C[t]-médulo projetivo.
Suponha por absurdo que C(¢) é um C[t]-mdédulo projetivo, logo existe N C[t]-mddulo

tal que C(t) x N é livre e podemos considerar {u, }ocs uma base de C(t) x N. Note que

1



1. Conexoes e Derivadas Covariantes em Modulos

(1,0n) € C(t) x N, assim existem nicos py, ...,pr € C[t] € u;, ..., u;, na base, de maneira
que (%, On) = prui, + - -+ + pruy,. A seguir escolha ¢ € C[t] tal que ¢ nao divide p; para
i=1,....,k. Como (%,ON) € C(t) x N, existem tnicos hy, ..., by € C[t] e uj,, ..., u; na base

tal que

1
(5,01\/) = hiuj, + -+ huj, = (1,08) = ghiuj, + - - + qhyuj, = prug, + -+ - + pru,

segue, da unicidade da escrita, que V1 <@ < k =1 3 h; tal que p; = qh;, com h;jq = p;, #

0, para algum ¢, logo ¢ | p; 0 que é uma contradi¢do, pois q 1 p;.

Proposigao 1.1. Seja 7 : M — P um homomorfismo de A-mddulos sobrejetivo. Se
existir um homomorfismo de A-médulos ¢ : P — M tal que m o7 = Idp, entao P é
somando direto de M. Em particular, se M for livre, concluimos que P é um A-médulo

projetivo.

Demonstracao. Se i : P — M é um homomorfismo tal que 7w o7 = Idp, vamos mostrar
que M = Im(i) & ker(m).
Sejam € M, considere u = iom(m), e tome v = m—u, logo m = v+u, com u € Im(1)

e v € ker(r), pois

Por fim mostraremos que I'm(i) Nker(m) = {0}.
Com efeito, seja m € Im(i) Nker(w). Como m € Im(i) temos que m = i(u) para

algum u € P. Agora, tendo em consideragao que m € ker(7) temos
m(m)=0=m(i(u)) =0= Idp(u) =0=u=0=m=1i(u) =0.

Como i tem inverso a esquerda, i é injetivo, assim P = [Im(i). Portanto, M = P &
ker (7). O

Proposigao 1.2. Sejam A um anel e P um A-mddulo, entao P é um A-médulo projetivo
se, e somente se, V M A-médulo e m : M — P homomorfismo sobrejetor de A-mddulos
existe ¢ : P — M homomorfismo de A-médulos tal que 7o i = Idp, ou seja, ¢ faz o
diagrama abaixo comutar.

M-T"=P

e
7
Idp

P

Demonstracao. Assuma que P é projetivo e seja m : M — P um homomorfismo de

A-médulos sobrejetivo. Sabemos que existe N A-médulo tal que P & N é livre (como

2



1. Conexoes e Derivadas Covariantes em Modulos

A-médulo). Considere o = {u;};c; base de P & N, vamos mostrar que {p;(u;)}ics gera
P,onde p; : P® N — P é a projecao na primeira coordenada.
De fato, se x € P entdao (z,0ny) € P ® N. Assim existem unicos ag,...,ax € A e

Uiyy - Uz, em « tal que (z,0n) = agu;, + - - - + apu;, . Assim,
p1(z,0n) = pr(arug, + -+ + apug,) = © = a1py(wy,) + - - - + agpr (ug,).

A seguir como 7 : M — P é sobrejetiva, para cada ¢ € J podemos fixar m; € M tal
que m(m;) = p1(u;). Seja ¢ : P ® N — M o tinico homomorfismo de A-médulos tal que
o(u;) = m;.

Agora considere j : P — P @ N definida por z — (x,0y) e defina ¢ : P — M por
t = @ o j. Vamos mostrar que w o i = [dp.

Com efeito, seja x € P. Assim (z,0y5) € P @ N, logo existem unicos aq,...ar, € A e

na base tais que (z,0y) = Z"“

Wiy ooy Uy 1 QUi Portanto,

k

k

moi(r)=mo go(z ;) = W(Z ajm;,) = Z a;p1(ui;) = pi(x,0n) = m.

j=1

Reciprocamente, fixe {¢; };c; um conjunto de geradores do A-médulo P e considere o tinico

homomorfismo A-linear 7 : @@._;, A — P tal que (a;)ics — > a;q;.

ieJ
E facil ver que 7 é sobrejetor, assim existe um homomorfismo A-linear i : P — @, ; A
tal que moi = Idp.
Defina agora ¢ : @,.; A = @,., A por ¢ =ion e tenha em mente que 7o i = Idp
entdo p? =iomoiom =iom =, portanto ¢ = .

Verificaremos a seguir que @, ; A = ker o @ Im(¢p).

ieJ
e kero N Im(p) = {0}. Seja w € kerp N Im(p). Assim w = ¢(v) para algum
Ve @ieJA.

Logo p(w) = p?(v) = ¢(v) = 0, pois w € ker ¢. Portanto w = 0.

o P, A=kerp+Im(p)
Seja w € P,
p(w — p(w)) = p(w) — p*(w) = p(w) — p(w) = 0, portanto w — p(w) € ker .

A; entao w = p(w) + (w — p(w)). Note que p(w) € Im(p), e

Além disso p ot = iomoi = ¢o ldp = i. Assim para todo x € P, verifica-se que
p(i(r)) = i(z).

Entao, ¢ : P — Im(p) dada por ¥(x) = i(x) estd bem definida. Mostraremos agora
que 1 é um isomorfismo de A-mddulos.

e ¢ ¢ injetiva. Com efeito se i(x) = 0, entdao 7(i(z)) = 7(0) = 0. Como 7oi = Idp,

concluimos que z = 0.



1. Conexoes e Derivadas Covariantes em Modulos

e 1) é sobrejetiva. Seja y € Im(p), entdo y = p(a), para algum a € ,_; A. Lembre-

mos que ¢ =iom, logo y =i(m(a)) e m(a) € P. Portanto v é sobrejetiva.

1.2 Conexoes

Definigao 1.2. Seja A uma K-algebra e M um A-médulo. Uma conexao em M é um

homomorfismo K-linear V : M — Q4 /K A M tal que
V(am) =aV(m) +d(a) @m, Yaec A, me M,

onde d: A — Q} /K é a derivagao universal.

Denotaremos por Con(M) o conjunto de todas as conexdes em M.

Uma das questoes centrais deste trabalho é determinar para que classe de moédulos
Con(M) é vazio ou nao. De fato, no teorema [1.4] mostraremos que Con(M) # (), se M
for um A-médulo projetivo. O que sugere a pergunta: Con(M) # () implica M projetivo?

Vamos comegar nosso estudo de Con(M) para mddulos livres de posto finito.

Exemplo 1.4. Sejam A uma K-algebra e M = A". Seja Vy : A" — Q}L‘/K ®4 A™ definida
por: Vo(ay,...,a,) => 1  da;® E;, onde d : A — Q,lal/K é a derivacao universal e {E;}"
é a base canonica de M = A™ como A-mébdulo.

Note que:
e Como d é K-linear, temos que V é K-linear.

e Observe que se « € A e m = (ay, ..., a,), entdo
Vola(ar, ...,a,)) = > dlag) @ E =Y [d(a)a; + ad(a;)] @ E;
i=1 i=1
= Z d(a)a; ® E; + aVy(m) = d(a) @ m + aVy(m).
i=1

Portanto, Vo, € Con(A™).

Proposigao 1.3. Sejam A uma K-algebra e M um A-mdédulo tal que Con(M) # ). Entao

@1 Con(M) x Homa(M, Q) x @4 M) — Con(M)
(V,L) — V+1L,



1. Conexoes e Derivadas Covariantes em Modulos

definida por V® L = V + L é uma acao pela direita livre e transitiva do grupo aditivo
Homa(M, Q}L‘/K ®a M) sobre o conjunto Con(M). Em particular, Con(M) é um espago

afim que estd em bijecao com Hom (M, Q}MK ®a M).

Demonstra¢ao. Primeiramente note que, L é K-linear (desde que é A-linear e A é uma
K-algebra). Assim, como V é K-linear V + L também o é.

A seguir observe que:

(V+ L)(am) = V(am)+ L(am) = aV(m) + d(a) ® m + aL(m)
= a(V+L)(m)+da)®(m), YacA me M.

Portanto, V + L € Con(M).

Segue da definicao de que & que @ define uma agao livre pela direita de
Homa(M, ) i @4 M) em Com(M).

Note que @ é uma agao transitiva, pois dados V,V; € Con(M), definindo L = V-V,
temos que L € Homa(M, QA/K ®RAM)eque Ve L=V;.

De fato, como Vi e V sao K-lineares L preserva estrutura aditiva, e dados a € A e

m € M temos,

L(am) = Vi(am)—V(am) =aVi(m)+d(a) @ m — (aV(m) + d(a) @ m)
= a(Vi+V)(m) = al(m)

Além disso, VB L=V + (V; - V) =V,.
Finalmente, fixe Vo € Con(M) e defina

(L HomA(M,qu/K®AM) — Con(M)
L —> Vo@L

Assim, sejam L, Ly € Hom (M, leq/K ®a4 M), tais que Vo® L = Vo @ Ly. Entao L = L.
Logo, 1 é injetiva.

Observe que v é sobrejetiva, pois dada V € Con(m), o homomorfismo A-linear L =
V — Vo € Homa(M, Q) ®a4 M) é tal que ¢(L) = V. O

O teorema a seguir generaliza o exemplo
Teorema 1.4. Seja A uma K-dlgebra e P um A-mddulo projetivo. Entao Con(P) # ().

Demonstracao. Inicialmente verificaremos que todo moédulo livre admite conexao. Para
isso seja M um A-mddulo livre, com base {u;};es. Assim, dado u € M existem uj,, ..., uj, €

{u;}jes tais que u é escrito de forma tnica como u = )., a;u;,, com a; € A.
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Defina Vo : M — QY ®4 M por Vo(u) = S d(ay) @ uy,, se u= 3" auy,.

A verificagao de que V é uma conexao é analoga a que fizemos no exemplo [1.4]

Considere agora que P é um A-mddulo projetivo. Portanto, existe N A-mddulo de
modo que P & N é um A-modulo livre.

Note que existe um tnico isomorfismo A-linear de QY K ®a(PON) em Q4 x®aPld
[Q}MK ®4 N| que envia u ® (m,n) em (u®@ m,u ®n) (ver [2, Prop. 2.14.]). Além disso
considere os homomorfismos de A-médulos j : P — P @ N dado por m +— (m,0y) e py
dado pela projecao de Q}L‘/K ®a (P® N)em Qi‘/K ®4 P.

Seja V € Con(P & N), defina V : P — QL/K @4 P porV=poVoj.

Sendo V definida pela composta de aplicagoes K-lineares, concluimos que V é K-linear.

Considere ainda a € A e m € P quaisquer. Observe que:

V(am) = pioVojlam)=p(V(iam,0x)) = p:i(V(a(m,0n)))
= pi(aV(m,0n) + d(a) ® (m,0x)) = aV(m) + p1(d(a) ® (m,0x))

= aV(m) + d(a) @ m.

Portanto, V € Con(P). O

A reciproca deste teorema nao é verdadeira, ou seja, nem todo médulo que admite
conexao ¢é projetivo, de fato, como j& vimos no exemplo o C[t]-médulo C(t) nao é

projetivo, no entanto, no exemplo a seguir mostraremos que ele admite conexao.

Exemplo 1.5. O C[t]-médulo C(¢) admite uma conexao.

Segue do exemplo que (d, Q<1C[t]/<c> = (e,C[t]), onde e : C[t] — CJ[t] é dada por
p — p'. Observe que a funcao e; : C(t) — C(t) dada pela derivada usual define uma
derivacao em C(t).

Mostraremos agora que V : C(t) — Clt] ®cy C(t) definida por m — 1 ® m’ é uma
conexao em C(t).

Tendo em mente que e; é C-linear, concluimos facilmente que V é C-linear.

Sejam agora a € C[t] e m € C(t), tendo em consideracao que e; é uma derivagao e o

produto tensorial é bilinear, concluimos que
Viem)=1® (am) =10 am' +1@dm=al @m' +d @ m = aV(m) + e(a) @ m.

Portanto, V é uma conexao. Ao considerar que, para todo A-moédulo M, A ®4 M e M

sao isomorfos como A-médulo, concluimos que V = e;.

A seguir introduziremos o conceito de derivada covariante. O mesmo nos permitira

mostrar que nem todo médulo admite conexao. Mais ainda vamos verificar que existe uma
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correspondéncia biunivoca entre DC'(M) (o conjunto de todas as derivadas covariantes

em M) e Con(M), quando consideramos A uma K-élgebra regular de tipo finito.

1.3 Derivada Covariante

Definicao 1.3. Seja A uma K-élgebra (ver Defini¢ao B.1) e M um A-médulo. Uma

derivada covariante em M é um homomorfismo A-linear

D: Derg(A) — Homg(M,M)
0 — Dy

que para cada 0 € Derg(A) (ver Observagao [B.3)) verifica
Dy(am) = aDy(m) + d(a)m, Y ae€ A, m e M.

Exemplo 1.6. A = C°(R) é uma R-algebra tal que Derg(A) = {0} (vide Ex. 2.5., [28]).

Logo D = 0 é uma derivada covariante.

Proposigao 1.5. Se V € Con(M) entdo DV : Derg(A) — Homg (M, M) definida por
DY = $p o V é uma derivada covariante em M, onde @y € HomA(Q}MK ®a M, M) é o
tnico homomorfismo tal que @y(u ® m) = pg(u)m para cada 0 € Derg(A) (veja Lema
B3,
Demonstragio. Observe inicialmente que DY = @y o V preserva a estrutura aditiva, pois
Yo € A-linear e V é K-linear.

Agora, sejam M um A-médulo, 4 : K — A o homomorfismo de anéis que torna A

uma K-édlgebra e oo - m = p4(a)m a operagao que torna M um K-moédulo. Assim,
DY (a-m) = gpoV (a-m) = go(a-V(m)) = Go(pa(@)V(m)) = pa(@)Dy (m) = a-Dy (m).

Assim, DY € Homg(M, M). Portanto, DV estd bem definida.
Segue da observacao e da definicao de DV, que DV ¢ A-linear.
A seguir considere 0 € Derg(A), a € A e m € M quaisquer. Assim

DY (am) = @a(V(am)) = Fo(aV(m) + d(a) @ m) = aDy (m) + Pa(d(a) ® m)
= aDy (m) + pa(da)m = aDy (m) + d(a)m.
O que mostra que DV é uma derivada covariante. O

Esta proposicao nos garante que se um A-médulo admite conexdes deve possuir

derivadas covariantes. O exemplo a seguir ilustra este fato.

7
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Exemplo 1.7. Vimos no exemplo que Vo : A" — Qy/x ®4 A" definida por:
Volai,...,a,) = > da; ® E; é uma conexao em M = A"

Pela proposicao obtemos a derivada covariante DV° : Derg(A) — Homy (M, M)
definida por DV°(9) = (DY°)s = $g o Vo, logo (DV0)g(m) = (d(ar), ..., 0(an)), se m =

(a1, ..., ap).

A seguir mostraremos que nem todo médulo admite conexdes exibindo um A-moédulo
M tal que DC(M) = ().

1.3.1 Nem todo mdédulo admite conexao

Rlz,y]
<zy>"

E facil ver que todo elemento o € A se escreve de forma tinica como:

Considere a R-dlgebra A =

a = ap+zag(x) +yas(y), onde ag € R, ai(z) € R[z] e az(y) € R[y|, desde que

{1,z,....7" ..., ¥, ..., y" ...} é uma base de A como R-espaco vetorial.

Lema 1.6. Sejam 01,0, : A — A definidas por 0;(«) = zay(x) + 22a)(z) e Oz(a) =

yao(y) + y2ah(y), se a = oy + zay(z) + yas(y), onde o) (z) e af(y) denotam a derivada

usual com relagao a x e y, respectivamente. Entao
1. 01,05 € Derg(A).
2. {01,0,} gera Derg(A) como A-mdédulo.
3. 70, = 0 e 70y = 0, em particular {0y, 0} é L.D.

4. @01+ B0, =0 a= a1y e B = (1T, para algum aq, 81 € A.

9
ox

respectivamente, segue-se das definicoes de 0 e J, apds cdlculos explicitos que J; €

Demonstragao. Tendo em consideracao que < e a% definem R-derivagoes em R[z] e R]y],

Derg(A) parai = 1,2. A seguir verificaremos que {0;, 02} gera Derg(A) como A-médulo.
Seja 0 € Derg(A). Logo

0(0) = 0 = 9(zy) = 70(y) + yO(7). (1.1)

Agora assuma que:

(@) = ap +zar(z) +yaz(y) e O(Y) = bo + xbi(x) + yba(y).

Substituindo as expressoes de 9(Z) e d(y) em (|1.1)) obtemos:
0 = by + 2201 () + yap + y2as(y). Logo, xby + 2°b1 () + yao + y2as(y) = v(z, y)zy,
para algum v(z,y) € Rz, y].
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Fazendo y = 0 temos x(by + xby(z)) = 0, portanto by = 0 e by(x) =
Analogamente, fazendo z = 0 concluimos que ap = 0 e as(y) = 0.
Portanto, O(T) = zay(x) e OT) = yba(y).

Mostremos agora que 0 = a1(x)d; + ba(y)0s.

Lembremos que {1,7",7"},>1 é uma base de A como R-espago vetorial. Além disso,
toda derivagio 9 € Derg(A) satisfaz que: 9(1) = 0, 9(z") = nz"'0(T) e O(Y™) =
my™ 10(¥y). Portanto, d é determinada pelos seus valores em T e 7.

Como A(T) = xay(z), O (T) = T e 8o(T) = 0, concluimos que d e a1 (x)dr + by(y)ds

assumem o mesmo valor em 7.

De maneira andloga concluimos que: 9(7) = (a1(z)0 + b2(y)02) (7).

Finalmente, tendo em consideracao que Ty = 0 o item (3) segue da defini¢oes de 9; e
0.

Para o item (4) temos, se ad; + 9, = 0, avaliando em T temos aZ = 0 ou seja a = a1y
para algum a7 € A. Avaliando em 7 concluimos que § = ;T para algum (5, € A.

A implicac@o contraria segue do item (3). O

Lema 1.7. Derg(A) é isomorfo, como A-médulo, a N' = 2, onde N = {(ay,bx) €
A% a,b e A}

Demonstragao. Defina ¢ : A? — Derg(A) por p(a,8) = ad; + B30s. Note que ¢ é um
homomorfismo A-linear. Como Derg(A) é gerado por {0y, 02} ¢ é sobrejetivo. Além disso,
ker(¢) = N pelo item (4) do Lema [1.6] Portanto, existe um tnico ¢ : N' — Derg(A)
isomorfismo A-linear dado por ¢(a+ N, + N) = ady + [0s. ]

O isomorfismo ¢ do Lema é tal que 0, e O, sdo as imagens de N7 = E; + N e
Ny =FEy+N respectivamente portanto N7 e Ny satisfazem as propriedades do Lema [1.06]

Considere agora K = 4-, onde K = {(ay,aT) € A% a € A}, e defina
dl A — A?Q
po— () +K
onde 22, % 50 as derivadas parciais usuais de p.

oz’ By
Verifica-se que d; estd bem definida, e é uma R-derivagao.

Vamos agora verificar que o par (di, K) satisfaz a PUDK.

Sejam M um A-médulo e 9 : A — M uma R-derivagao, mostremos que existe um
tnico homomorfismo de A-médulos ¢ : K — M tal que p ody = 0.

Defina v : A2 — M por ¥(p,q) = pd(T) + q0(y) e observe que

(Y, T) =y0(T) +20(y) = 0(zY) = d:(0) = 0.
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Logo K C kervy. E assim podemos considerar o tinico homomorfismo de A-mddulos
© : K — M tal que ¢((p,q) + K) = pd(x) + gd(y). Denote por K1 = E; + K e
Ko = E5 4+ K os geradores de K.

Note que p o di(T) = p(K1) = 0(T) e p o di(y) = ¢(K2) = 0(y), portanto pod; = 0.
Suponha agora que existe @ : A?Q — M tal que ¢ o d; = 0, entao

P1(K1) = p10di(T) =0(T) = p(K1) e @i1(Ks) = p10di(7) = 0(y) = ¢(Ks)

Portanto, ¢ = ¢, pois coincidem nos geradores.

Logo (d, Q} r) € (di, %2) sao isomorfos como A-médulos.

Lema 1.8. Seja K = %2, onde K = {(ay,ax) € A% a € A}. Considere K1 = E; + K e

Ko = Ey + K seus geradores como A-médulo. Entao
1. gKy # 0 e TKy # 0.
2. ykKy + 7Ky = 0.
3. a1+ By =0 a=a1y e =T, para algum aq € A.

Demonstragao. 1. Se gKy # 0 terfamos yE; = (y,0) € K o que nao ocorre logo

ykCy # 0. Para TK; # 0 a demonstragao é analoga.
2. yE, +TFE, = (y,7) € K. Logo, gK1 + Ty =0

3. aky +BKy =0 = aF, + fE, € K = (a,0) + (0,8) € K = (a,8) € K. Logo
a=a1y e f =T para algum a7 € A. A implicacdo contraria segue do item (2)
m

Observagao 1.1. Além disso como K; = E; + K e Ky = E3 + K sao os geradores de
A% dados por di(T) e di(7)), respectivamente. Temos que §' = d(T) e > = d(7) sdo os
geradores em Q1 /R correspondentes a K; e KCy. Logo 0%, 62 satisfazem as relacoes do lema

L8

Proposicao 1.9. O A-médulo K = %2, onde K = {(ay,az) € A% a € A} nao admite

CONexao.
Demonstracao. Pelo absurdo. Suponha que K possui uma conexao, entao segue-se da
proposicao que existe D derivada covariante em K.

Assim D(0y) = Dy, € Homg(K,K) e temos Dy, (L) ® aky + BK,, para algum
a,3 € A. Além disso, como D é A-linear e Tdy = 0, concluimos que Dzs, = 0, por outro
lado:

0 = Dz, (K1) = 7Dy, (K1) = Taky + TPK,.

10
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Assim pelo lema [1.8| temos que Ta = ay, para algum a@ € A. Portanto se

a = ap + zag(x) + yas(y) entdo Ta = (ag + xay(x))r = ay. Da segunda igualdade con-

cluimos que
(a0 +zay(z))r —ay = y(x,y)ry, para algum v € Rlz,y].

Substituindo y por 0 na igualdade acima, obtemos agy = 0.

Temos também pelo lema [1.§] que 7K, + ZKy = 0, entao
0 = Dy, (WK1 +TK2) = Dp, (TK1) +Da, (TK2) = yDa, (K1) + 02 (9) K1 +TDg, (ko) + 0o (T) KCo.

Tendo em consideragao que TDy, = Dzp, = 0, () = ¥ e O»(T) = 0. Substituindo () na

ultima expressao acima, obtemos:
0 =7(aky + BKs) + YKy = (¥ + ya) K1 + 7BK,.

Usando novamente o lema[1.8] temos:

T+ya =40y e yB =0T, para algum 6 = §y + xd1(x) + ydo(y) € A
Da segunda igualdade concluimos que
yB — (00 + 2d1(2))x = v(z,y)vy, para algum v(z,y) € Rz, y]

Fazendo y = 0 na igualdade acima, obtemos dy = 0.

Da primeira igualdade temos,

y(+ao + yas(y)) = y?da(y)

y((1 + ao) +y(az(y) —yda(y))) = p(z,y), para algum u(z,y) € Rlz,y].

Donde obtemos 14+ay = 0, ou seja g = —1 o0 que contradiz o fato de ag = 0. Portanto

nao existe uma derivada covariante, por conseguinte K nao admite conexoes. ]

No Teorema vimos que um maédulo ser projetivo é condigao suficiente para que ele
possua uma conexao. E no exemplo [1.5| vimos que esta condicao nao é necessaria para
tal. Vimos ainda na proposicao que DC(M) # () é uma condigao necessdria para que
o médulo M admita conexoes, o que sugere a seguinte pergunta: ter derivada covariante
é suficiente para que um maédulo tenha uma conexao?

Vamos ao seguinte lema, que sera usado para provar que a resposta desta pergunta

11
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serd afirmativa, se fizermos certas restricoes a classe de K-algebras a serem estudadas,

como veremos no teorema a Seguir.

Definigao 1.4. Sejam A um anel e M um A-moédulo, M é dito finitamente representado

se existe uma sequencia exata curta da forma
0= kerp— F 3 M —0,

onde ker ¢ é finitamente gerado e F' é livre de posto finito.
Lema 1.10. Seja A uma K-algebra comutativa regular, finitamente gerada. Entao

1. Q} /K é um A-mddulo finitamente representado.
2. Derg(A) é um A-médulo finitamente representado.

Demonstracgao. 1. Sejam {yi, ..., yx} um conjunto de geradores da K-élgebra A, entao
{dyy, ..., dy,} é um conjunto de geradores do A-médulo Q) ., ou seja, Q) é um
A-médulo finitamente gerado. Assim, f : A¥ — QA/K dado por (ay,...,ar)

ardy; + ... + apdy, € um homomorfismo sobrejetivo de A-médulos. Portanto,
0 — ker(f) 5 A" 5 QY — 0.

é uma representagao finita para Q} /K desde que A é noetheriano.

2. Como A é uma K-édlgebra finitamente gerada, entao A = %, onde S = K[z, ..., x,]
é a algebra dos polinomios nas variaveis 1, ..., x, € I é um ideal de S. Assim, por
[, Lema 2.1.2] Derg(A) = Derg(S/I) = {0 € Derx(S) | D(I) C I}/IDerg(S), ou
seja, Derg(A) é um submdédulo de Derg(S)/IDerg(S) = (S/I)* = A™. Portanto,
como A é noetheriano Derg(A) é finitamente gerado como A-mddulo. E conse-
quentemente, como na prova do item [I} concluimos que Derg(A) ¢ finitamente
representado.

[]

Teorema 1.11. Sejam A uma K-dlgebra comutativa reqular finitamente gerada e M um
A-mddulo. Entao DC(M) # 0 se, e somente se, Con(M) # 0.

Demonstracao. Seja D € DC(M). Para cada m € M, defina ¢, : Derg(A) — M por
0 +— Dy(m). Note que, ¢, é A-linear para cada m € M. De fato, dadas 0,0 € Derg(A)

e a € A temos

Gn(0+0) = Dyyp(m) = (By+D)(m) = Dy(m) + Dy(m) = 6(0) + 6 (?).
Om(ad) = Dup(m) = (aDy)(m) = aDy(m) = ap,,(0).

12
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Considere o isomorfismo A-linear ¢ : Derg(A) — Hom(Q} jx:A) dado por 9 — py
como no lema [B.3 e defina:
Q: Qg xM — Homa(Derg(A), M)

—

(w, m) — w®m,

onde w ®@ m(D) = ¢p(w)m. Segue da A-linearidade de ¢p que w ® m é A-linear, estando
assim () bem definida.

Além disso ) é A-bilinear. Esta afirmacao pode ser facilmente verificada tendo em
mente que @p é A-linear.

Portanto pela PUPT exite um tnico homomorfismo A-linear, ¢ : Q4 /K ®4 M —
Hom(Derg(A), M), tal que 1(w ® m) = w® m. Note que, 1 é um isomorfismo se,
e somente se, Yp : (Q}MK ®a M)p — (Homa(Derg(A), M))p é um isomorfismo para
todo ideal primo P C A (veja prop. 3.9, p. 40 em [2]). Vamos mostrar que ¢¥p é um
isomorfismo de Ap-méddulos.

Considere os seguintes isomorfismos:

(Q}MK) ®aM)p = (Q}MK)p ®ap Mp  (ver prop. 3.7, p. 40 em [2]) (
Q,qu/K ®ap Mp  (ver prop. 16.9, p. 397 em [14]) (1.
(
(

I

I

AL @4, Mp  (ver Teo. 8.8, p. 174 em [I§])

=~ Mp", onde np denota a dimensao de Krull de Ap.

Note que para obtermos Q}4P K = A e concluirmos é imprescindivel que A seja
uma K-algebra regular finitamente gerada.

Dessa maneira, fixada a base {d',...,6"?} do Ap-médulo livre th/K e sendo d' a
derivada universal de QhP /K> temos que existem 1nicos ay, ..., an, € Ap tais que d'({) =

np 7
17 a;d', logo

d 2) d .
@om @ Lot e el =@+ ta,s) o

1
(1.4)
= (@1, ey Opp) @

m (L3)
1

Usaremos, no que segue, a PUDK de (Q}L‘P /K d'), e o tnico isomorfismo de A-médulos
I A" — Q) definido por I(E;) = ¢, para i = 1,...,np, onde {E;}[7} é a base
canonica de A"P.

Além disso, fixe {01, ..., 0y, } base do Ap-mdédulo livre Derg(Ap) e denote por ¢; o
unico homomorfismo de Ap-mdédulos que satisfaz @; o d' = 0; para i =1, ...,np.

Como Q) /K é um A-médulo finitamente representado e usando novamente o fato de
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que A é uma K-dlgebra finitamente gerada regular, segue da Prop. 2.10 (p. 68 em [14]),
e do Teo. 8.8 (p. 174 em [I§]) que:

Derg(Ap) = HomAP(QiP/K,Ap) =~ Homa, (AW, Ap) =2 A (1.6)
= (HOmA(Qh/K,A))p > (Derg(A))p, (1.7)

Logo para cada 0; na base de Derg(Ap) temos:

onde §; = ¢; 0 I, logo $;(E;) = ;(67). Denote por v; = (p;(0'), ..., 0;(6"7)), desta ma-

neira, {vy, ..., v, } ¢ uma base para A% desde que {01, ..., 0, } ¢ uma base de Derg(Ap).
Além disso, segue de (|1.6) que:

Homy, (Derg(Ap), Mp) = Homa, (AR, Mp) = (Homa, (Ap, Mp))"? = MSF. (1.8)

Agora usando o fato de que Derg(A) também é um A-médulo finitamente represen-
tado, segue-se novamente da Prop. 2.10, (p. 68 em [14]) e de (1.6)), (1.7) e (1.8) que

(HOmA<D€7"K(A),M))p = HomAP((DerK(A))p, Mp) = HOmAP(DGT'K(AP>,Mp) = M}n)p'

Como p(d'($) ® &) € Homa,(Derg(Ap), Mp), para cada 0; podemos calcular

Q

br(d(H D)) = @ild(7)

m
1 1

m
= (10,[((1151 + ...+ anénP)T

—_

m m
= gpi((sl)alT + ...+ (,Ol'((snp)(lnPT.

Logo, de (1.8) segue que ¥p(d'({) ® ) é enviado em

(i () aif, o 2o np(0%)ai) € M7

Assim como d'(§) ® T = (a3, ..., a,,F) temos que Yp : M"? — M"? é tal que
Vp(ar D, . an, ) = (3005 uia B, . 308 Unpia; ), se denotamos ug; = @;(07). Mais
ainda, dado (", ..., m’fp) € M"? temos

mq My, m; < my
¢P(T, e TP) = (Z Uu‘T, e Z unP’LT)

Ou seja, para cada 5 € M"? temos que as coordenadas de 1p(7) sdo obtidas multi-
plicando as coordenadas de 5 pela matriz X = (u;;) cujas linhas sao as coordenadas dos

elementos da base {v;}.F,, que é exatamente a transposta da matriz de uma mudanga de
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base do Ap-médulo livre A%”. Como a matriz mudanga de base de um mdédulo livre é
inversivel (ver [I, Prop. 14.2.6]), sua transposta X também o é. Consequentemente, ¢p é

inversivel, e tem por inversa o homomorfismo Ap-linear 1/)]31 cujas coordenadas de @b;l(%)

sao obtidas multiplicando as coordenadas de * pela matriz X ~1 para cada Te M.

Portanto 1 é um isomorfismo de A-moédulos e podemos definir

V]D)Z M — Q}4/K®AM
mo— (g,

Vamos verificar que Vp define uma conexao em M.

1. Vp é K-linear.

De fato, sejam m, m; € M e r € K primeiramente note que:
GOmarm, (0) = Da(m+rmy) = Dy(m)+rDy(my) = ¢ (0)+70m, (0), VO € Derk(A).
Assim,

1(¢m+rm1) = @Z)_l(ﬁbm + r¢m1) = ¢_1(¢m) + ¢_1(T¢m1)
1(¢m) + T¢_1<¢m1) = Vp(m) +rVp(m,).

Vp(m+rmy) = o~
— ,lp_

2. Para todo a € A em € M, Vp satisfaz Vp(am) = aVp(m) + da @ m.

Primeiro observe que:

Gam(0) = Dylam) = aDy(m) + d(a)m = ap,,(0) + pa(da)m
= adn(0) + da®m(d), ¥ & € Derg(A).

Logo, ¢um = ady, + d@l. Portanto,

Volam) = ™ (Gum) = ¥ (a0 + da @ m) = ™ (¢m) + ¥ (da @ m)
= aVp(m) + da @ m.

O que mostra que Vp € Con(M).

A reciproca é valida de modo geral, conforme a proposicao [1.5]
m

Corolario 1.12. Sejam A uma K-algebra comutativa regular finitamente gerada e M um
A-médulo. Entao existe uma bijegao entre DC(M) e Con(M).
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1. Conexoes e Derivadas Covariantes em Modulos

Demonstragdo. Dada V € Con(M) e DV a derivada covariante associada a V como na
proposicao . Vamos mostrar que Vpv associada a DV como no teorema é igual a
V. De fato, considere que V(m) = Zle w; ® u;. Assim,

k

k
$m(0) = Dy (m) = @y o V(m) = @a(z w; ® u;) = Z@a(wi)ui-

=1

Portanto, ¢,, = Zle w; @ ;. Assim,

Vv (m) = () = w*l(z Wi Q@ u;) = Z w; ® u; = V(m).

Logo Vpv = V.
A seguir, considere D € DC(M) e seja Vp a conexao associada pelo teorema m
Vamos mostrar que ]D)avm’ = Vs (onde ]DDBVD = @y o Vp ), para todo 0 € Derk(A).
Primeiro note para cada 0 temos ¢,,(9) = Dy(m). Considere ¢ (¢,,) =
Zle w; ® m;, onde w; € 9114/11@ m; € M. Portanto, tendo em mente a linearidade de 1,

temos
k k
Dy(m) = 6w (0) = Y wi@mi(d) =Y polw)m

i=1 i=1

k k
= > Golwi @mi) = oY wi ®@my) = Ga(t ™ (¢m))
i=1 i=1
De onde concluimos que

Dy*(m) = @go Vi(m) = goo ) (¢m) = Do(m).

[]

Note ainda que, as condigoes do teorema sobre o anel A sao indispensaveis para
obtermos tal resultado, pois se A nao for uma K-algebra comutativa regular do tipo
finito, é possivel que existam A-médulo que tenham derivadas covariantes e nao admitam
conexdes. B isso que mostraremos a seguir.

Considere M = Derg(A), onde A = Hi[:yij] Para i = 1,2 defina ¢; : A2 — M por
(a,b) = 0i(a)dr + 9;(b)D2, onde §; sao as derivagoes definidas no lema [1.6] Segue-se da
R-linearidade de 0; e J; que ¢; é R—linear.

Além disso N C ker(¢;). De fato, se tivermos em mente o item 3{ do lema dado

(Oéy, /Bf) em N entao 82@)81 =0e 82@)82 = O, IOgO

16



1. Conexoes e Derivadas Covariantes em Modulos

Logo, ¢; induzem homomorfismos R-lineares de AWQ — M.

Agora, tendo em mente o isomorfismo ¢ : N — M dado no lema [1.7, concluimos
que existem tnicos homomorfismos R-lineares D; : M — M tais que D;(ad; + bdy) =
0;(a)0y + 0;()0s.

Como Dy, D, € Homg(M, M), estd bem definida ¢ : A2 — Homg(M, M) dada por
(a,b) — aDy + bDs. B facil ver que ¢ é A-linear.

Seja (g, fT) € N. Note que ¢(ay, fT) = ayD; + 7Dy é o homomorfismo nulo em
Homg (M, M), desde que yD; = 0 = ZID, (confira definigdo de D; e Lema |1.6]).

Portanto, N C ker(¢). Assim ¢ induz um homomorfismo A-linear de %2 em M.
Agora, tendo em considera¢ao mais uma vez o isomorfismo ¢ : N' — M dado no lema[L.7]
concluimos que existe um tunico homomorfismo A-linear D : Derg(A) — Homg (M, M),
tal que Dyg, 19, = D(ad; 4+ b0y) = alDy + bDs.

Vamos agora mostrar que D satisfaz
Dy(cd') = cDy(d") + 0(c)d’,  para todo d € Derg(A),c € A, 0" € M.
Sejam ¢ € A, 0 = a0y + b0y € Derg(A) e &' =0, + 02 € M entao temos:
Dy(cd') = aDy(cd’) + bDy(cd'). (1.9)

A seguir verificaremos que Dy satisfaz Dy (cd’) = ¢Dy(9')+0:(c)d’, para todo 0 € Derg(A),
ce A0 € M. De fato,

]Dl (08') == Dl (C’y@l + 6582) == 81(0’}/)81 + 81(05)82 (]_]_0)
= 0(81(7)81 + 81((5)82 + 8(0)(781 + 582) = C]Dl(a/) + 81(0)8/. (111)

De maneira analoga verifica-se que:

Dy(cd') = cDy(d') + Da(c)d, para todo d € Derg(A),c € A, 0" € M. (1.12)
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1. Conexoes e Derivadas Covariantes em Modulos

Portanto, substituindo (1.11]) e (1.12)) em (1.9)), obtemos

Dy(cd) = a(cD(d) + 01(c)") + b(cDo () + Da(c)d)
= ¢(aDy(9') + bDy(d)) + (ad:(c) + ba(c))d’
= cDp(d') + ().

Isto mostra que D € DC(M). Portanto temos que DC(M) # (). Nos resta agora
mostrar que Con(M) = (). Pelo absurdo, suponha que Con(M) # (), entdo existe V :
M — Qi‘/R ®4 M uma conexao.

Sabemos que M e /R S80 finitamente gerados e tem por conjuntos de geradores
{01,002} e {0, 6?}, respectivamente. Portanto

{51 ® 01,0' @ 05,0° @ 01,6° ® 02}

é um conjunto de geradores para QY /R ®4 M como A-moddulo.

Assim a imagem de 0; por V é dada por:
V(@l) = a1151 & 81 + a1261 & 62 + a2152 X 81 + a2252 & 82,

onde a1, aia, as1,aze € A. Relembre que 50, = 0, e pela propriedade de conexdes obte-

mos:
V(o) =gV () + 8 © 8 =0 = 10" © 0y + 4o’ © 9+ 62 @ 0 2 0

Além disso, da observacao [1.1 temos que 76! + 7d% = 0, portanto —zd? = 7d'.
Substituindo yd! por —7d? na igualdade () e tendo em consideracao que Td> = 0

obtemos,
a9276% ® Oy + 62 ® 0 = 0. (1.13)

Considere agora o homomorfismo A-linear A : QY 5 @4 () p)* — Homa(Ly 5, Uy )
como na proposicao e o isomorfismo A-linear ¢ : Derg(A4) — (4 )" dada por
0 — vy tal que gy o d = 0 para todo 0 € Derg(A) como no lema .

Como {91, 0>} gera Derg(A) entao o1 = g, € p2 = @p, geram (Q} sr)” como A-médulo
e satisfazem as relagoes do lema [1.6 Além disso ¢1(6') = T, 1(0%) = 0,2(6') =0 e
©2(6%) = 7. De fato,

p1(0') = 9o, (d(@) = (@) =T e ¢1(6%) = v, (d(F)) = 01(7) =0,

18



1. Conexoes e Derivadas Covariantes em Modulos

as outras igualdades seguem de modo analogo.
Novamente por serem 2} /R € (Q /R)* A-médulos finitamente gerados, com conjuntos

de geradores {0',5%} e {1, P2}, respectivamente, temos que
{6' © 01,8 ® 2,0° @ 91,0 @ o}

é um conjunto de geradores para 2} /R @4 (2 /R)* como A-moédulo. A partir do isomor-
fismo ¢ pode-se construir o tinico isomorfismo entre QY 5 ®4 M e Q) 5 @4 ()" tal

que 0" ® 9; — 8" ® ¢, e aplicando tal isomorfismo na equagao (1.13) obtemos

a22y52 (029 Y2 + 52 X Y1 = 0 (114)

A imagem de ((1.14)) por A é dado por G/QQy(S@Q + 5@1 ~0e¢ HomA(QL/K, QZ/K).

Avaliando este homomorfismo em §!, temos:

0 = (@2@5@2 + 5@1)(51) = 022§5@2(51) + 5@1(51)
= a22@¢2(61)52 + @1((51>52 = 5(52,

o que contradiz a observacao [1.1} Portanto M possui uma derivada covariante contudo

nao admite conexoes, como queriamos concluir.
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Capitulo 2

Explorando o conceito de mdédulo

projetivo em exemplos geométricos

Neste capitulo estaremos inspirados no teorema de Swan [31, Teorema 2]. Ele garante
que um CJ-médulo finitamente gerado ¢ projetivo se, e somente se, é isomorfo ao C}-
moédulo das se¢oes continuas sobre um fibrado vetorial de um espaco topoldgico compacto
Hausdorff #4. Assim o teorema garante a existéncia de conexoes para estes médulos
de segoes.

Nosso objetivo serda mais especifico, vamos estudar as segoes do fibrado tangente, e
verificar que, de fato, estes sao Cj°-moddulos. Além disso, vamos explorar de maneria
direta estes médulos de secoes no caso de algumas superficie em R?, e determinar se
estes modulos sao livres ou nao. De fato, verificamos que os exemplos apresentados sao

Cfr-médulos projetivos.

2.1 As secoes do fibrado tangente de uma variedade

diferenciavel

Seja U uma variedade diferenciavel de dimensao n. Considere a estrutura diferenciavel
em U definida pelo atlas {cq }ac-

Assim temos que:

e {U,}acs é uma cobertura aberta de U.

~ aberto

e c,:U,—U, C R"éhomeomorfismoV a € J.

e Asmudancas de coordenadas Xz, = cgoc,' € C™(co(UsNUp), cs(UsNUp)), Vo, B €
J.

20



2. Explorando o conceito de médulo projetivo em exemplos geométricos

Defina a seguinte relacao em C*(R,U).

MT@{ o(0) = 7(0)
(ca00)(0) = (cqao7)(0), paraalgum a € J.

Observe que ~ define uma relacao de equivaléncia em C*(R,U). Denotaremos por Ty o

. . . ~ . C°(RU
conjunto quociente determinado por esta relagao, ou seja, Ty, = CERY),

~

Proposicao 2.1. Se U é uma variedade diferenciavel de dimensao n, entao 713, é uma

variedade diferencidvel de dimensao 2n.

Demonstragao. Seja {c,}acs 0 atlas que define a estrutura diferencidvel em U. Defina

Ty, = {[O’] S Tu|0’(0) € Ua}.

[e3

Note que Ty = |
cobertura aberta de U, entao o(0) € U,, para algum « € J. Logo, [0] € Ty,.

wes Tu,- De fato, seja [o] € Ty Assim ¢(0) € Y. Como {Uq }acs é uma

A seguir definiremos as cartas T, para Ty,

T.,: Ty — U, x R* C R?"
o] = ((ca00)(0),(cao0)(0)).

Mostremos que T, é uma bijecao. De fato,

e T, ¢ injetiva.

Sejam [o], [T] € Ty, tais que T, ([o]) = To([T]).
Assim (¢, 0 0)(0) © (caoT)(0) e (cqo0a)(0) = (cqoT)(0). Como ¢, é bijecao de
(%) temos que o(0) = 7(0). Logo [o] = [7].

e T, é sobrejetiva.

Dado (z,v) € U, x R". Defina 0® : R — U por ¢°(t) = e (co(p) + tv), onde
p = c;'(z). Assim 0%(0) = p € U,, logo [0°] € Ty,. Além disso (cq 0 0)'(0) =
(ca(p) + tv)'(0) = v. Portanto

To([0%]) = ((ca © 0%)(0), (ca 0 0)(0)) = (x,v).

Observagao 2.1. ¢, 00(0) = co(p) € Uy CR" e ¢q 00 : R — R" é tal que

(cao0)(t) € L(R,R"), Vteco '(U,).
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2. Explorando o conceito de médulo projetivo em exemplos geométricos

Vamos mostrar agora que T 0 T, ' € C%(co(Uy NUg) x R™, c5(Uy NUg) x R™), para
todo o, B € J.
Para cada (x,v) € ¢, (U,NUg) x R™ vamos agora determinar (y,w) € cg(U,NUg) x R®
tal que T 0 T, (z,v) = (y, w).
Como
Xpa € C%(ca(Ua NUp), c5(Ua N Up)),

com ¢o(Uy NU) C Uy C R e ¢5(Uy NUg) C Ug C R” séio abertos. Temos que
X5, ca(UsNUs) CR" — L(R",R").

Assim para cada x € co(Us NUp), Xp,(z) € L(R",R™).

Considere [0] € Ty, N Ty, tal que T, ' (z,v) = [0] e Tgl(y,w) = [o]. Assim ¢,(0(0)) =
ca(p) = x e c3(c(0)) = cg(p) = y. Além disso (¢, 00)(0) = v e (cgo0a)(0) =we
o(0) =pe U, NUp.

Note que

y = cs(0(0)) = ca(p) = Xpa().
Por outro lado w = (cg00)'(0) = (cgo (c;' 0cy) 00)(0) = ((cgoc;t) 0cy00)(0) =
(Xpa 0 ca00)(0) = Xp,((ca 00)(0)) 0 (ca00)(0) = Xp,(2)(v).

Portanto,
Ty o T, (z,v) = (Xpa(2), Xjo(2)(v)).

Como as fungoes Xpq ¢ Xp, sdo C*, entao T o T, ' também é de classe C*. Assim
{T,}aes define uma estrutura diferencidvel em Ty,.
Finalmente, note que lja x R™ é um aberto de R?" para todo a € J. Portanto, Ty, é

uma variedade diferenciavel de dimensao 2n. O

Assim faz sentido falar de C* (U, Tj,) que é o ambiente de onde extrairemos o principal
objeto de estudo do presente capitulo, a saber, as secoes do fibrado tangente de U. A
seguir vamos definir este conjunto e verificar que o mesmo é um C*° (U, R)-médulo.

Seja m : Tyy — U dada por [o] — o(0). Note que 7 é continua. De fato, Uy C U é um
aberto, se , e somente se, c,(Uy N U,) é aberto em U,, Va € J. Logo para que 7~ *(Up)
seja um aberto em Ty é suficiente mostrar que Th (7 (Uy) N Ty, ) seja aberto em Uy x R™,
Va € J. Mas

T.(m N Uo) NTy,) = To(Ty, N Ty,) = Ta(Tvynw,) = c(Ug N Uy) x R™,

que ¢ aberto em ﬁa x R™, para todo o € J.
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2. Explorando o conceito de médulo projetivo em exemplos geométricos

Considere agora V € C*(U, Ty) tal que o diagrama a seguir comuta.

u—"-1,

o)
v
Idy

u

Chamaremos V' de segao de T, e denotaremos por I'(Ty) o conjunto formado pelas

secoes de Ty;. Assim
F(Tu) = {V € OOO(U,TL{) | moV = Idu}

Proposigao 2.2. Seja CyF = C*°(U,R). Verifica-se que:
1. I'(Ty) é um Cpr-moédulo.
2. I'(Ty,) ¢ um Cg -mddulo livre de posto n,V a € J.

Demonstragao. Sejam V,W € I'(1,). Assim para cada p € U
V(p) = o], com o(0) =p e W(p) =[], com 7(0) = p.

Suponha que p € U,. Assim [o] e [7] € Ty,. Observe que se ¢,(p) = x entao T,([o]) =

(,v), com v = (ca00)/(0) e Ta([r]) = (2, w), com w = (¢, 07)'(0). Logo podemos definir
(V+W)(p) = T, (Ta (VD) + Ta(W(p)) = T (2, 0) + (z,w)) = T (2,0 + w).
A seguir verificaremos que, se p € U, N Uj entio
TN TL(V(p) + Ta(W(p))) = T3 (Ts(V(p) + Ts(W(p))).
De fato, se cs(p) = 1, entio Tj é tal que

Ts(lo]) = (z1,01), com vy = (cg00)'(0),

Ts([r]) = (z1,w1), com wy = (cgo7)(0).
Logo Xga(z) = 1. Além disso

Xpo(r)(v) =v1 e Xj,(x)(w) =w.
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2. Explorando o conceito de médulo projetivo em exemplos geométricos

Portanto,

TNV (D) + Ta(W(p)) = T5'oTso T (Tu(V(p)) + Tu(W(p))
= Tﬁ_1 oTso T ((z,v) + (z,w))
= T;' oTs0 T, (z,v+ w)
(Xga(7), X (2) (v + 0))
Sy, vy 4+ wy)
((z1,01) + (21, w1))
(Ts(V(p)) + Ts(W(p)))-

A seguir daremos uma estrutura de C;°-médulo para I'(7y).
Sejam V € I'(Ty) e f € C;r. Para cada p € U temos V(p) = [o], com o(0) = p.
Suponha que p € U,. Assim [o] € Tyy,. Observe que se ¢,(p) = x entdao T,([o]) = (z,v),

com v = (¢, 0 0)'(0) vamos definir o produto por escalar da seguinte maneira:

(f - V)p) =T, (f(D)Ta(V(p) = T (z, f(p)v)-

Mostremos agora que esta defini¢ao nao depende da carta 7,. De fato, se p € U, N Uz €

cs(p) = x1, entdo Tp ¢é tal que

Ts([o]) = (x1,v1), com vy = (cg00)(0).

Il
<
i

Logo Xga(z) = 21 € X}, (z)(v)

Portanto,

= T (Xpal(x), Xpo(2)(f(p)V))
= T5'(z1, f(p)v)

= T3 (f(p)(@1,01))

= T;'(f()Ts(V(p))

Verificamos que as operagoes de soma e produto por escalar estao bem definidas.
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2. Explorando o conceito de médulo projetivo em exemplos geométricos

Vamos agora mostrar que com estas operacoes I'(7y,) é um CpP-médulo.

De fatos, dados U, V,W € I'(Ty) e f,g € C;F considerando p € U,, tal que c,(p) = =,
U(p) = [o],V(p) = [7], W(p) = [w], além disso sejam T,([c]) = (z,u), To([7]) = (z,v) e
To([w]) = (z,w).

1.
(U+V)+W)p) = T7HTL(U +V)(p) + Tu(W(p)))

= T, (Tu(T7H ((2,u) + (2,0)) + (2,w)))
= T, (((z,u) + (,0)) + (v, w))
= T, ((z,u) + To(Ty  ((z,0) + (z,0))))
= T, (T((U(p)) + To((V +W)(p)))) = (U + (V +W))(p).

2.

(U +V)(p) =T ((x,u) + (2,0) = T ((2,0) + (2, ) = (V + U)(p).
3. O campo

O: U— Ty
p— [O,], onde Oy(t) =p,VteR,

¢ o elemento neutro de I'(Ty).

De fato, como (co O,)(t) =z, V t € R, temos que
T.(0p) = (ca(0y(0), (ca©0,)(0) = (z,0) € U, x R™.

Portanto,

4. O campo —U € I'(Ty), definido por —U(p) = [o], onde o(t) = o(—t) é tal que
—U+U = 0. De fato, T,(=U(p)) = (z,(ca07)'(0)) = (z, —(ca00)'(0)) = (z, —u).

Assim temos:

(-U+0)p) = T, (2, —u) + (z,u) = T, ((2,0)) = O,.
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2. Explorando o conceito de médulo projetivo em exemplos geométricos

FU+V)p) = To((U+V)(p) = T (f(UTa(TL (2, u+ 0)))

T,
T (D) (@ ut0) =T, ((z, f(p)u) + (2, f(p)v))
= TN Tu(T (@, f(p)w) + Ta(T5 (2, f(p)V)))

T HTL((fU) () + Tal(FV)(P)))

T, (Tu( )+ (Ta(f()(V(p) = (JU + fV)(p)-

(
(

(p

)(P)
Up

(f+9U)p) = =T, ((z, f(p)u) + (z, 9(p)u))
+To(T, (2, g(p)u)))

HTu(fU)(p) + Ta(gU)(p) = (fU + gU)(p).

(f9)U)p) = T 'z, (fo)(p)u) =T, (z, f(p)(g(p)u) = T, (f(p)(z, g(p)u))
= T, (f(0)Ta(Ty (2, 9(p)w)) = T, (f(0)Ta((9U)(p))) = f(gU)) (D).

8. Verifica-se facilmente que 1 € CfF definido por 1(p) = 1 é a unidade de C7P e
11U ="U.

A seguir verificaremos que I'(Ty, ) ¢ um Cg’ -médulo livre de posto n para cada o € J.

Fixe a € J e seja p € U,. Defina:
B (p) = [0a), com ay(t) = ¢5' (ca(p) + tei),

onde {e;} , é a base canonica de R™.

Observe que B € ['(Ty, ) parai = 1,...,n, pois To(E%(p)) = (ca00? (0), (cao0?) (0)) =
(ca(p), €:), isto & Ef(p)) = T5 " (ca(p), €:)-

Vamos mostrar que {Ef*}7; é uma base para I'(Ty, ) como Cg’-médulo.

De fato, seja V € I'(1y,). Assim V(p) = [v,], com 7,(0) = p € U,. Como v =
(ca ©7)'(0) € R™, existem f1(p), ..., fu(p) € R tais que v = > | fi(p)e;.

Assim temos: .
V=> fi-E"
i=1
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2. Explorando o conceito de médulo projetivo em exemplos geométricos

Com efeito,

Q_fi- EN®) = ZT (filp = 215 ) en)

n

= ZT;l(Q:, filp)e;) = Tgl(Z(x, fi(p)ei))

=1

= T;! Zfl e;) =T 2, )

= [vp]ZV(p), Vp e U.

Portanto, { E#} ; gera I'(Ty, ). Mostremos agora que {E¥}, é L.L
Com efeito, sejam fi, ..., f, € CF° tais que )" | fi- E} = O. Logo,

Op = (ZflEza)<p)7 VpeU,
= To(0(p)) = Ta((Zfi-E?)(p)), VpeU,
> 0w = LD GBI = TapZ 17 () @)

= ZT Ifz €z> = a Zfl 61

= (%Zfi(p)e@-), VpelU,

:>Zfi(p)ei = Ope, VpeU,

=1

= filp) = 0, Vi=1,...n, VpeU,.

Portanto, f; =0,Vi=1,...,n. O

2.2 Determinagao de ['(T;/) em exemplos geométricos

Como ja era sabido, pelo teorema de Swan ([31, Teorema 2]), as se¢bes continuas de
um fibrado vetorial formam um CJ-médulo projetivo finitamente gerado. Contudo vamos
olhar especificamente para alguns exemplos geométricos, a saber o plano, o cilindro e a
esfera, com o objetivo determinar se estes médulos sao ou nao livres. E em cada caso

verificaremos que sao Cj°-mdédulos projetivos.
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2. Explorando o conceito de médulo projetivo em exemplos geométricos

2.2.1 Determinacao de I'(T), se { é um plano em R3

Para determinar I'(73,), no caso em que U é um plano em R? vamos provar um resultado
mais geral (Teorema , do qual o plano é apenas um caso particular.

Se U é uma variedade diferencidvel homeomorfa a um aberto U C R" entdo existe um
homeomorfismo ¢ : i — U. Portanto podemos considerar o atlas A = {c} que define uma
estrutura diferenciavel para U. Assim vamos mostrar no teorema a seguir que por este

atlas I'(1y) é, de fato, um C;°-médulo livre de posto n.

Teorema 2.3. Seja U uma variedade diferencidvel de dimensao n que admite um atlas
constituido de wma s6 carta, digamos, ¢ : U — U C R™. Entio {E;}", onde E;(p) =

o], com o(t) = ¢ (c(p) + te;) € uma base de T'(Ty) como C5F-mddulo.

Demonstragao. A demonstragao é andloga a feita no item [2] da proposicao 2.2l Basta
considerar U = U,,. O

Em particular, considere U = {(z,y,2) € R® | ax +by+cz+d = 0}, onde a,b,c,d € R
e ¢ # 0 um plano em R3.

Como
c1: U — R?

(z,y,2) = (2,9)
é um homeomorfismo entre U e R?, o atlas A = [{c;}] define uma estrutura diferencidvel

em U. Logo, o teorema acima nos garante que I'(7,) é um CpP-mddulo livre de posto

2. Observe que U nao é compacto.

2.2.2 Determinacgao de I'(Ty), se U é um cilindro em R?

Seja U = {(cos(0),sen(0),z) € R* | 6 € [0,2m)} um cilindro em R®. Considere
Ui = {(cos(#),sen(8),z) € R* | 0 € (0,27)} e Uy = {(cos(f),sen(h),z) € R® | § €
(—m,7)} uma cobertura aberta de U. Além disso, considere os abertos U, = (0,2m) x R
e Uy = (—m,m) x R de R2,

Verifica-se que U é uma variedade diferenciavel, com as seguintes cartas:

¢ : Uy — U, dada por (cos(f), sen(8), z) — (0, 2)

¢y : Uy — Uy dada por (cos(6), sen(6), z) — (8, z).

Note que Uy NU; = {(z,y,2) € U,z # 1lex # —1}. Assim obtemos as seguintes

mudancas de cartas:
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2. Explorando o conceito de médulo projetivo em exemplos geométricos

X21 : Cl<U1 N UQ) — CQ(Ul N UQ) dada por

(t,z), sete (0,m)
(t+2mz2), sete (—m,0),

X21 (t, Z) = {

e Xig=crocy" (U NUy) — ¢ (U NUs) dada por

Xio(t, 2) = (t,z), sete(0,m)
12\, (t — 2m, Z), set € (—71'7 27r)

Observe que X5 e X9; sao de classe C'™° e tém como derivada a identidade.

Considere agora os campos {V1, V,o} dados por:

Vi(p) = [o1], onde o1(t) = (cos(0 +t), sen(6 + t), z)

Va(p) = [o2], onde o9(t) = (cos(0), sen(h), z +t),

se p = (cos(0), sen(0), z).
Vamos mostrar que {V, Vo} é uma base para o C;P-mdédulo I'(7y).

Considere que p € U; e denote ¢;(p) = x; com i € {1,2}. Note que
T;(Vi(p)) = (ci(p), (ci 0 01)'(0)) = (2, (6 + ¢, 2)") = (i, 1)

Ti(Va(p)) = (ci(p), (ci © 02)'(0)) = (i, (0,2 + 1)) = (wi, e2),

onde {ey, es} é a base canonica de R
Considere V' € T'(Ty). Assim V(p) = [v,], com 7,(0) = p e v = (¢;07,)(0) € R
Entao existem fi(p), fo(p) € R tais que v = Z?Zl fi(p)e;. Assim temos:

2
V:Zfi"/;'
=1

Com efeito,

(fi- Vit fo-Va)(p) = T, Y (Ti(froa(p) + Ti(f2Va(p)))

= T NT(T; s, i(p)er)) + Ti(T; (@i, fa(p)e2)))

= T (s, flp)er) + (24, f2(plea)) = T, (w3, fr(p)er + fa(p)ez))
(

= T7((xv) = bul = V(p), Vpe U

)
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2. Explorando o conceito de médulo projetivo em exemplos geométricos

Portanto, {V;}2_, gera I'(Ty).
Mostremos agora que {V;}?_, é L.I.
Com efeito, sejam f1, fo € Cp° tais que Z?zl fi - Vi = 0. Logo,

Op = (fi-Vi+ fo-Vo)(p) = T {(Ti(iVi(p) + T £2Va(p)))
= T,(0(p) = T(T7H(Ti(HiVi(p) + Ti(fVa(p))) = T AiVi(p) + Ti(f2Va(p)))
= (2,0) = T(T7 ' (x, filp)er)) + T(T (@, fa(p)e2)) = (. fr(p)er + fa(p)es)
=0 = filpes + fa(p)ea, YpeU;
= filp) = 0, Vi=1,2 Vpel,.

Portanto, f; =0, para i = 1,2. E concluimos que I'(73,) é um CfP-mdédulo livre de posto

2, que tem por base {V;,V2}. Observe que U nao é compacto.

2.2.3 Determinagao de I'(Ty), se U é uma esfera em R?

Nesta subsecao estaremos considerando o isomorfismo natural entre R? e C. Assim
usaremos as operacoes de C nos elementos de R? no que segue.

Para determinarmos I'(Ty,), para U = S? usaremos o seguinte modelo para a esfera, a
saber U = R? U {oo}. Uma vez que, U é difeomorfo a S? temos que I'(Ts2) = T'(Ty).

Inicialmente dotaremos I'(T3,) de uma estrutura diferencidvel.

Seja {U;}2_, uma cobertura aberta de U, onde U; = R? e Uy = (R? — {(0,0)}) U {o0}.

Vamos verificar que o atlas A = [{c1, 2} define uma estrutura diferenciavel em U,
onde ¢; = Idp2 € ¢y : Uy — leg(: R?) ¢ dada por:

0, se p =00
ca(p) = “l s p oo
p s €D :

Observe que ¢; e ¢s sdo bijecdes, com inversas ¢; ' = Idge e ¢; ' : Uy — U, dada por
) 1 R 2

1y o0, se z = (0,0)
2 (1) {—1 se x # (0,0).

D Y

Note ainda que: U; N Us = R? — {(0,0)}. Assim temos as seguintes mudangas de cartas

X21 = C2 O Cfl =Cy: Cl(Ul N UQ) — CQ(Ul N UQ)

X12 = 01062_1 262_1 = C9 . CQ(UlmUQ) — Cl(Ul QUQ)
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2. Explorando o conceito de médulo projetivo em exemplos geométricos

que sao de classe C'™ e possuem a mesma derivada, a saber

1
Xip(z)u = X3 (x)u = 2
Vamos agora mostrar que I'(7},) ndo é um mdédulo livre.
De fato, se I'(1) fosse um modulo livre de posto 2, entdo existiriam campos X, Xy €

['(Ts2) tais que {X1(p), X2(p)} é base de T,,5? para todo p € S%. Assim
Xi(p) #0, VpeS?ei=12.

O que é um absurdo, pois todo campo de vetores se anula na esfera (ver [24]).

Portanto, I'(T,) ndo admite uma base, logo nao é um C;P-mddulo livre. Mais ainda,
como I'(Ts2) nao pode ter um campo L.I. ndo possui submédulo livre de posto 1.

Além disso, verifica-se que o fibrado trivial sobre U/, com fibra R? é soma direta de Ty,
e Vy, onde Vi = {(p,v) € U x R® | v € [p]} (é o fibrado normal de U = S?). De onde

concluimos que I'(Ty,) é um C;P-mddulo projetivo.
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Capitulo 3

Conexoes em Moddulos Sobre Anéis

nao Necessariamente Comutativos

Nesta secao K denotard um corpo, e quando nao houver risco de confusao denotaremos

M ®x N por M ® N. As referéncias principais que usaremos sao [17] e [22].

Definicao 3.1. Seja A uma K-algebra possivelmente nao comutativa e M um A-bimédulo.

D : A— M é denominada de K-derivacao ou derivacao sobre K se:
1. D é K-linear
2. D(ab) = aD(b) + D(a)b, ¥ a,b € A.

Definicao 3.2. Seja A uma K-élgebra, definimos Q! := kern C A®A, onden : AQA — A
¢ o mapa de multiplicagao determinado por n(z ® y) = zy,V =,y € A.

Note que, consideraremos A ® A como um A-bimddulo, sendo a multiplicacao pela
esquerda e pela direita, dada pela multiplicacao no fator a esquerda e a direita de A® A,
respectivamente. A seguir observe que 7 ¢ um homomorfismo de A-bimddulos, logo Q! é

um A-bimdédulo.

Proposigao 3.1. Seja A uma K-dlgebra e d : A — Q' definida por: d(a) = 1®a—a®1.

Entao
1. d é uma K-derivacao.
2. {d(a) | a € A} gera Q' como A-bimédulo.
Demonstracao. 1. De fato, sejam a,b € A e a € K quaisquer. Entao

(a) dla+ab)=1® (a+ab) —(a+ab) @1 =1Ra+1Rab— (a@1+ab® 1) =
I®a—a®@l+ab—ab®1l=10a—a®@1+a(1®b—>0®1) = d(a)+ ad(b).
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3. Conexoes em Mdédulos Sobre Anéis nao Necessariamente Comutativos

(b) d(ab) =1®ab—ab®1=10ab—ab®@1+a®@b—a®@b=(1®a)b—a(b®
D+a(l®b)—(a@)b=a(1®b-0®1)+ (1®a—a®1)b=ad(b) + d(a)b.

2.8er e CcA® Aentao z ="  a; ®b;, com n(z) ="  a;b; = 0. Assim,

n n n n

T = Zai@)bi:Z%‘@bi—o@l:Zai@)bi—(zaibi)@l

i=1 =1 i=1 =1
n

=1 =1

i=1
n n

= Zai(l ®b;) —a;(b;®1) = Zai(l ®Rb—b®l)= zn:aid(bi).

=1 i=1

De modo andlogo conclui-se que z = — ", d(a;)b;.

]

Lema 3.2. Seja M um A- médulo e p: A®kg M — M a acao de A sobre M determinada
por a ® m +— am. Entao Q' @4 M = ker(p).

Demonstragao. Como Q! = ker(n) C A® A e n é sobrejetiva, temos a seguinte sequencia
exata curta
00" 5 ARAD A0

Tensorizando a esquerda pelo A-mdédulo M na sequéncia acima, obtemos a sequencia

exata longa (ver [14]).
o= Tor (A, M) — Q' @4 M I (A A) o M "5 A, M — 0,

mas Tor{ (A, M) = 0, pois A é plano sobre A (desde que todo médulo livre é plano). Além
disso considere os seguintes isomorfismos de A-moédulos ¢y : AQa M — M determinado por
a®@m— am, c; : (AQx A)@4 M — ARk (A®4 M) determinado por aQb@m — a@bm
ecy: ARk (A®g M) — A®g M determinado por a ® b ® m +— a ® bm como mostra o

diagrama:

0—>Q1®AMM>(A®A)®AMMA®AM—>O

; ARk (A®qs M) M

o

ARx M
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3. Conexoes em Mdédulos Sobre Anéis nao Necessariamente Comutativos

Assim obtemos a seguinte sequencia exata curta:

0= VoML A ML M —0. (3.1)

Portanto j é injetiva, assim ker(u) = Im(j) = Q! @4 M. O

Observagao 3.1. A partir do diagrama acima concluimos que j : Q7 /K ®A M — Ax M
é determinado por j(da®@m)=1®am —a®@m VY a,b € A;m € M.

Definicao 3.3. Seja A uma K-algebra possivelmente nao comutativa e M um A-mdédulo.
Um homomorfismo K-linear V : M — Q' ® 4 M que satisfaz V(am) = aV(m) + da @ m

Ya € A, m € M é dito uma conexao em M.

Vimos no primeiro capitulo que no caso comutativo todo médulo projetivo admite
conexao, contudo como mostra o exemplo a reciproca nao ¢ verdadeira. O objetivo
deste capitulo é mostrar que no contexto nao comutativo médulos sao projetivos se, e

somente se, admitem conexao segundo a defini¢ao acima, como mostra o seguinte teorema.

Teorema 3.3. Seja A uma K-dlgebra e M um A-mddulo. Entiao Con(M) estd em corres-
pondéncia com S = {s: M — A®@ M | s € A-linear e po s = Idy}, o conjunto dos
splittings A-lineares de pu.

Demonstragao. Seja s : M — A®M um splitting A-linear de u, entdo V* = co(d®Idys)os
é uma conexao em M, onde ¢ : Q'@ M — Q' ®4 M ¢é o homomorfismo A-linear candnico,
ed®Idy : A® M — Q' ® M é o homomorfismo K-linear que envia a ® m +— da @ m.

De fato, primeiramente observe que s e ¢ também sao K-lineares, pois A é uma K-
algebra, entao V* é K-linear, pois é composta de homomorfismo K-lineares.

Vamos verificar agora que V*(am) = aV(m) + d(a) @ m.

De fato, sejam a € A e m € M tal que s(m) = > a; ®m; € A® M, segue da
A-linearidade de s que s(am) = a(s(m)) = >, aa; ® m;. Além disso, de po s(m) =m
temos (Y0, a; © m;) = Y1, am; = m. Portanto, V*(m) = (c o (d ® Idy))(s(m)) =
(co(d® Idn)) (3 iy @i @ my) = (3o, da; @ my) = 31, da; @4 m;.
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3. Conexoes em Mdédulos Sobre Anéis nao Necessariamente Comutativos

Assim

Vé(lam) = co(d® Idy)(s(am)) = c((d® IdM)(Z aa; ® m;))

= C(Z d(aa;) ® m;) = C(Z ad(a;) ® m; + Z d(a)a; ® m;)

= Z clad(a;) ® m;) + Z c(d(a)a; ® my)

= Z ad(a;) @4 m; + Z d(a)a; ®a m;

=1 i=1
= az d(a;) ®a m; + Z d(a) @4 a;m; = aV(m) + d(a) ®4 Z a;m;
=1 =1 =1

= aV_S(m) +d(a) ®4 m._

Seja agora V € Con(M), defina sy : M — A®g M por m — 1 ®@m — j(V(m)).
Mostremos agora que sy € um splitting A-linear.
De fato, como j é A-linear e V é K-linear sy preserva a estrutura aditiva.

Sejam agora a € A e m € M, assim temos:

sy(am) = 1®am — j(V(am)) =1®am — j(aV(m) + da ® m)
= 1®@am—aj(V(im)) —1®am+a®@m
= —aj(V(m))+a®@m = asy(m).

Vamos agora verificar que p o sy = Idy.
Com efeito, seja m € M. Note que, pela exatidao da sequencia (3.1)), poj = 0. Assim

temos:
posy(m) = p(l@m — j(V(m)) = p(1@m) — po j(V(m)) = m.

Vamos agora mostrar que as fungoes ¢ : & — Con(M) dada por s — V*® e ¢ :
Con(M) — § dada por V — sy sao inversas uma da outra. De fato:

Dados s € S, e m € M. Assuma que s(m) = Ele a; ® m;. Como s € § temos que
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3. Conexoes em Mdédulos Sobre Anéis nao Necessariamente Comutativos

pos(m) =3,

P(p(s))(m)

i1 a;m; = m. Assim temos:

Lem—j(e(s)(m)) =1®@m — j(cod® Idy o s(m))
k k
1@m = jlcod® Idy(Y ai®@m;)) =1&m - j(c(D_ da; @ m;))
i=1 i=1
k k
i=1 i=1
k k k
1®m—(1®Zaimi—2ai®mi):1®m—1®m+2a,~®mi
i=1 i=1 i=1
s(m).

Seja agora V € Con(M) e m € M tal que V(m) = 3% d(a;) ® m;, assim temos:

p((V))(m)

cod® Idy oh(V)(m) = (cod® Idy)(1®m — j(V(m)))

(cod® Idy)(1®@m —j()_ d(a;) ®m;))

i=1

k
(cod® Idy)(1®@m — Z(l ® a;m; — a; @ m;))

=1

o(dl @ m) — Z(dl ® aim; — d(a;) @ my)) = Y _ d(a;) @ m; = V(m).

=1 =1

Corolario 3.4. Notagoes como no teorema (3.3, Entao M admite uma conexao se, e

somente se, € projetivo.

Demonstra¢ao. Suponha agora que M é um A-moédulo projetivo. Como p é um homo-

morfismo de A-modulos sobrejetivo, pela proposicao [1.2] existe s € S. Logo, pelo teorema

Con(M) # 0.

Suponha agora que Con(M) # (), assim pelo teorema existe s € §. Como p é

sobrejetivo temos pela proposicao que A ®g M = ker u @ M. Mostremos agora que

A®g M é um A-modulo livre. De fato, como M é um A-médulo e A é uma K-algebra,

M ¢é um K espago vetorial, admitindo assim uma base. Portanto M = & ;K, onde J tem

a cardinalidade da dita base de M. Assim temos:

ARk M =2 ARk (B/K) =2 & Ak K= @ A.
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Portanto, M é um A moédulo projetivo.

37



Apeéendice A

Propriedade Universal do produto
tensorial - PUPT

Estamos considerando mais uma vez todos os anéis comutativos com unidade e K

denotara um corpo.

Definicao A.1. Sejam A um anel comutativo com unidade e X um conjunto nao vazio.

Para cada funcao f : X — A definimos o suporte de f como o seguinte conjunto:

sup(f) ={zr € X | f(x) # 0a}.

Considere L(X) = {f : X — A | sup(f) é um conjunto finito }, o conjunto das

funcoes quase nulas de X em A.

Lema A.1. Sejam A um anel e X um conjunto nao vazio. Entdo L(X) é um A-médulo

livre com as seguintes operagoes:

(f+9)(@)=f(z)+g(x) e (af)(@)=af(z), VfgeL(X)eVaecA
Demonstragao. Seja f € L(X), entao existem z; € X e o € A, com i = 1,...,n tais que

o, sex=uz;, parat=1,..,r,
flz) = ‘
0, sex#uwx;, Vi={l,..,r}

T
Vamos denotar f : X — A pela seguinte soma formal Z QL.
i=1
Note ainda que para cada soma formal Z oz, onde o, # 0 apenas para um nimero

zeX
finito de € X existe uma tnica funcao f € L(x) definida por f(z) = .
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Donde obtemos a seguinte identificacao:

L(X) +— { Z a,x | a, # 0 apenas para um ndmero finito de x € X. } ‘
reX

Assim dados f = Z T, g = Z B € L(X) e a € A temos:

zeX reX

f+g9= Z(O‘x +B)r e af = Z(a%)x.

zeX reX

Vamos agora mostrar que com estas operagoes L(X) é um A-médulo.

Com efeito, sejam

F=our, 9= Bor, h=Y nreL(X) e abe A

zeX reX zeX

1. Assiciatividade da Soma:

(f+g9)+h = Z(az + Be)x + Z%cw = Z((az + Be) + )T

zeX reX reX
= Z(O‘fﬂ + (Be +72))x = Z QT + Z(ﬁz%)x =f4+(g+h).
zeX zeX rzeX

2. Elemento neutro da soma: O = Z 0z é o elemento neutro de L(X), com relagao a

zeX
adigao, pois
O+ f= Z(O—i—ozx)x: Zocxx:f.
zeX zeX

3. Existéncia do inverso aditivo:

—f= Z(—ax)m ¢ o inverso aditivo de f, pois
zeX

f+(=f ZZ(ax—&x)x:ZOx.

zeX zeX

4. Comutatividade da soma:

frag=) (u+B)r=Ff+g=> (Botar)r=g+f

zeX zeX
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5. Distributividade com relagao a soma de A:

(a+0b)f = Z((a—b—b)ax)x = Z(aaz +bo,)r = Z(aam)x—i— Z(bax)x =af+0bf.

reX zeX zeX reX

6. Distributividade com relacao a soma de L(X):

a(f+g) = al} (s +Bo)x) = 3 (alas + Bo)r = 3 (a0, + af,)a

zeX zeX zeX
= Z(aax)a: + Z(aﬁx)x =af +ag.
zeX rzeX

7. Associatividade do produto:

(ab)f =) ((ab)az)z =) “(albon))z = a Y (bag)z = a(bf).

zeX zeX zeX

8. Elemento neutro do produto:

1f = Z(la)xx = Zaxa: = f.

rzeX rzeX

Para mostrar que L(X) é livre basta verificar que {0, },cx é uma base de L(X), onde

para cada x, 9, é definida da seguinte forma:

1, sex=uy;

%(y) = { 0, sex#uy.

Note que para cada x € X, J, se identifica com 1z. Assim, dado f =} _y a,z. Temos

f = ZOQESL’ = Z@zlx = Z@xém

zeX reX reX

que

onde «, # 0 apenas para um numero finito de z € X.

Portanto, {J, }.ex gera L(X).

Considere a seguinte combinacao linear nula: » /| a0, = >y 0x.

E f4cil ver que a; = 0, para todo i = 1,...r. O que mostra que {0 }zex é uma base
para L(X). O

Proposicao A.2. Sejam M, N A-moédulos e ¢ : M — N um homomorfismo de A-
moédulos. Entao para cada A-submddulo My C ker ¢, existe um unico homomorfismo de

M
A-médulos P : T N tal que @(m) = ¢(m), V. m € M.
1
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Demonstracao. De fato, p estd bem definida, pois

my =My = mq—mg € My = mq—my € kerp= @(m; —my) =0

= p(m1) — p(mz) = 0= p(m1) = p(my) = p(Mm1) = P(My).

M
Note que, p é A-linear. Com efeito, sejam a € A e My, my € A entao
1

p(my+amz) = @(mi+ams) = e(my) — ap(ms) = 2(M1) + ap(my).
Além disso, se 9 : Mﬁl — N é um homomorfismo de A-médulos, tal que ¥(m) = p(m),

VY m e M. Entao Iy
Y(m) = p(m) = p(m), Vme .
1

Portanto, v = . O]

Teorema A.3 (Propriedade Universal do Produto Tensorial - PUPT). Sejam A um anel
e M, N A-mddulos. Entao existe um par (M @4 N,t), onde M @4 N é um A-mdédulo e
t: M XN — M®ag N € uma aplicagao A-bilinear, que satisfaz a sequinte propriedade
universal: ¥ A-modulo U e ¥ B : M x N — U aplicacao A-bilinear existe um inico

homomorfismo de A-mddulos ¢ : M @4 N — U tal que p ot = B.

Demonstragao. Considere o A-médulo livre L(X), com X = M x N. Seja S C L(X)
dado por:

S = {6(m+m1,n) - 5(m,n) - 5(m1,n)7 5(m,n+n1) - 6(m,n) - 5(m,n1)7 5(am,n) - CL5(m,n)7 6(m,an) _a'(;(m,n)}a

para m,my € M, n,n; € N e a € A quaisquer.

Seja R o submddulo de L(X) gerado por S. Defina o A-médulo M ®4 N = % e

t: MXN — M®&sN

(m,n) +— m®n,

onde m @ 1 = d(yp)-

Note que:

t(m + amyq, n) = 5(m+am1,n) = 5(m,n) + 5(am1,n) = 6(7”»”) + G(S(ml,n)

= Omm) T W, n) = t(m,n) + at(my, n).

Analogamente, concluimos que t(m,n + any) = t(m,n) + at(m,n;). E Portanto que ¢

é A-bilinear.
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A. Propriedade Universal do produto tensorial - PUPT

Mostremos que o par (M ®4 N, t) satisfaz a PUPT.
Seja B: M x N — U A-bilinear. Desde que L(X) é livre, podemos definir ¥ na base
e estender por linearidade.
v LX) — U
Smm)y +— B(m,n)

Note que 1 é A-linear, por construcao e R C ker, por B ser A-bilinear.
Assim segue da proposicao que existe uma unica ¢ : M ® N — U A-linear tal
que pot = B. [

Corolario A.4. Se (A,s) for outro par que satisfaz a PUPT. Entao existe um tnico

isomorfismo de A-médulos ¥ : M ®4 N — A tal que ¢pot = s.

Demonstragao. Sabemos que (M x N,t) e (A, s) satisfazem a PUPT assim comutam os

diagramas:
MxN-=—sA e Mx N—~ M@y, N,
. o} . O
£ Fe
M &y N A

ou seja, Yot =sepos=t. Logowot=1opos=s. Como no diagrama abaixo existe

uma unica h que satisfaz h o s = s.

como Idy e 1) o ¢ satisfazem esta condigdo temos que 1 o ¢ = Id,y. Analogamente
mostramos que ¢ o1 = Idyg,n. Portanto ¢ : A - M ®4 N é um isomorfismo com

inversa 1. [l

Proposicao A.5. Seja A um anel e M um A-mddulo. Entao existe um isomorfismo de
A-médulos ¥ : A®4 M — M tal que ¢¥(a ® m) = am.

Demonstrac¢ao. Defina s: A x M — M por (a,m) — am.
Dada B : Ax M — U uma aplicagao A-bilinear, defina ¢ : M — U por m — B(1,m).
Note que ¢ é A-linear, pois B é A-bilinear
Além disso,

pos(a,m)=p(am)= B(l,am) = B(a,m) = pos = B.

Suponha que existe uma aplicacao A-linear L : M — U tal que L o s = B, entao como
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A. Propriedade Universal do produto tensorial - PUPT

Lo s(a,m) = L(am) = B(a,m), fazendo a = 14 temos
L(m) = B(1,m) = ¢(m) Ym € M.

Portanto. L = .
Logo, (M, s) satisfaz a PUPT, e o resultado segue do corolério . O

Proposicao A.6. Sejam A um anel M, N A-médulos. Denote por N* = Homa(N, A).

Entao, existe
A:M®N* — Homa(N,M)

—

mef = me f,
homomorfismo A-linear, onde T@ : N — M é dado por n — f(n)m .

Demonstragao. Observe que B : M x N* — Homyu(N, M) definida por B(m, f)(n) =
f(n)m é A-bilinear. Portanto segue da PUPT que existe o homomorfismo A requisitado.
O
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Apendice B

Propriedade Universal dos
diferenciais de Kahler - PUDK

Consideraremos, novamente, todos os anéis comutativos com unidade.

Definigao B.1. Sejam A e R anéis. A é denominado de R-algebra se existe ¢ : R — A

homomorfismo de anéis.

Observagao B.1. Se A é uma R-algebra e M um A-moddulo, entao M é um R-médulo,

com a mesma soma e produto por escalar definido por r - m = ¢(r)m.

Definicao B.2. Seja A uma R-algebra e M um A-médulo. Uma R-derivagao (ou de-

rivagao sobre R) em M é um homomorfismo R-linear 0 : A — M tal que
J(ab) = ad(b) + bd(a),V a,b € A.

Exemplo B.1. Considere a R-dlgebra A = Rlzy,...,2,]. Entdo cada derivada parcial

0 .
usual, 5, ¢ uma R-derivacao em A.
L

Observagao B.2. Seja d : A — M uma R-derivacao, entao d(r) = 0, V r € R. De fato,

basta notar que
1=1>=d(1) =d(1) + d(1) = d(1) = 0.

Portanto se r € R, entao d(r) = rd(1) = 0.

Observacao B.3. Seja Derg(A,M) = {0 : A — M | 0 é uma derivagao}. Quando
M = A, denotaremos Derg(A, A) simplesmente por Derg(A).

Note que Der(A, M) é um A-médulo, com as seguintes operagoes:
(04 01)(a) =0(a)+ 01(a) e «a-0(a)=ad(a), V0,00 € Der(A,M)eV ac A.

44
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Teorema B.1 (Propriedade Universal dos diferenciais de Kéahler - PUDK). Seja R um
anel e A uma R-dlgebra. Entdo existe um par (Q}LX/R?d)J onde QA/R ¢ um A-mddulo, e
d: A — Q}4/R ¢ uma R-derivacao que verifica a sequinte propriedade universal: ¥ M
A-modulo eV 0 : A — M R-derivagao existe um unico homomorfismo g : Qi‘/R - M

A-linear tal que pgod = 0.

Demonstragao. Considere o A-médulo livre L(A) e S C L(A) dado por

S = {dxa—&-ﬁb — by — By, Oy — ady — bd,, Yo, € Re a,b e A}

Seja o submoédulo R =< S >C L(A), e considere QZ/R = %. Defina

d: A — QA/R
a +— d(a) =0,
Vamos verificar que d é uma R-derivacao. De fato, sejam a,b € A e r € R entao
o d(a+1b) = airp = 04 + 16, = d(a) + rd(b).
e d(ab) = 0y = ady + bd, = ad(b) + bd(a).

Mostremos que o par (Qi‘/R, d) satisfaz a PUDK.

Seja 0 : A — M uma R-derivagao. Considere ¢ : L(A) — M o tinico homomorfismo
A-linear tal que ¥(d,) = 9(a), definido pelo fato de L(A) ser livre.

Note que R C ker ), por construcao.

Assim segue da proposicao que existe uma unica @y : Q4 /R M A-linear tal que
ppod=0. [l

Corolario B.2. Se (A, s) for outro par que satisfaz a PUDK. Entao existe um tnico

isomorfismo de A-médulos ¢ : M @4 N — A tal que ¢p ot = s.
Demonstragdo. A prova é andloga a do corolério [A.4] O

Lema B.3. Scja A uma R-élgebra. A funcao ¢ : Derg(A) — Hom(Q}q/R,A) definida
por () = vy, onde py é obtido a partir da PUDK, é um isomorfismo de A-mddulos.

Demonstrag¢ao. Sejam 0,0, € Derg(A). Observe que
Potro, 0 d =0+ 01 = psod+ g od=(ps+ s )od

Portanto, como (s, € a Unica, com essa propriedade, segue que pyi9, = Yo + s, -

Além disso, dados a € A e 0 € Derg(A) temos

Yap 0 d = ad = a(ps o d) = (apy) o d.
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B. Propriedade Universal dos diferenciais de Kahler - PUDK

E mais uma vez, como ¢, é tnica, com essa propriedade, segue que p.9 = apg.

Logo, ¢ é A-linear.

Mostremos agora que ¢ é sobrejetiva.

De fato, dado ¢ € Hom (02} /R,A) defina D = 1) o d. Verifica-se facilmente que
D € Derg(A). Além disso, (D) = ¢p = 1, pois ¢p é o inico homomorfismo A-linear
que satisfaz opod = D.

Note ainda que, se ¢p = 0, entdo para todo a € A D(a) = ¢p o d(a) = 0, assim,
D = 0. Logo ¢ é injetiva.

Portanto ¢ é um isomorfismo. m

Lema B.4. Para cada 0 € Derg(A) seja py € HomA(Qi‘/R,A) 0 unico homomorfismo
de A-médulos tal que pg o d = 9 (como no lema [B.3). Entao existe um tnico @y €
HomA(Q}L‘/R ®4 M, M) tal que @g(u @ m) = py(u)m.

Demonstragao. Para cada 0 € Derg(A) considere By : Q;/K X M — M definida por
(u, m) — pa(u)m.

Observe que By é A-bilinear. Logo segue da PUPT que existe um 1inico homomorfismo
de A-médulos @y : Qi‘/R ®a M — M tal que pg(u ® m) = By(u,m) := pg(u)m.

Em particular, se u = d(a) € 9,14/3 para algum a € A entdo, @s(d(a) ® m) =
wo(d(a))m = d(a)m. O

Observagao B.4. Segue-se da unicidade de @y € HomA(QL/R, A) que:
Po + Po, = Pore, € Pao = apy, Ya€A 0,0, € Derg(A).

Portanto, a funcao ¢ : Derg(A) — Homa(Qa/r ®4 M, M) dada por 0 — @y é um

homomorfismo de A-mddulos.
Lema B.5. Se R é um anel e A, B sao R-algebras entao A ® g B é uma R-algebra.

Demonstracao. Como A e B sao R-mdédulos, entao A ®g B é um R-mddulo, ou seja tem
uma operacgao de adigao.
Vamos dotar A @z B de uma multiplicagao.

Primeiro considere as seguintes aplicagoes.

my: AxXxA — A e mgp: BxB — B
(a,al) —  aaq (b,bl) — bbl

as operacgoes de multiplicacao em A e B, respectivamente. Note que m4 e mp sao R-

bilineares.

46



B. Propriedade Universal dos diferenciais de Kahler - PUDK

Assim segue da PUPT que existem tinicos homomorfismos R-lineares m : AQrA — A
emp: BRrB — B tais que my(a®a;) = aa; e mp(b®by) = bby, Va,a; € Aeb, by € B.
A seguir defina:

h : A@RAXB®RB — A®RB
(o, B) — ma(a) @ mp(B)

Segue da R-linearidade de my e mp que h também é R-bilinear.

Assim, usando mais uma vez a PUPT, existe uma tnica aplicagao R-linear
H: (A®rA)®@r(BR®rB) > A®r B talque H((a®ga1)®g(bR®rb) = aa; @ Dbb;.
Note que existe um tnico isomorfismo de R-mddulos
v : (ARr B)®gr(A®rB) » (A®r A) ®r (B ®g B) tal que
YP((a®@b) @ (a1 ®b1)) = (a®ar) @ (b® b).

Defina entao

(A®RB)X(A®RB) — A®RB
(&) — &= H@(E®n).

Note que (a®b)-(a1®b1) = H@((a®b) @ (a1 ®@b1))) = H{(a®a1) @ (b® b)) = aa; @ bb.
Apés célculos explicitos, verifica-se que A ®g B um anel comutativo com unidade
14,®15.

Considere agora a seguinte aplicacao.

@ . R — A@RB
r = @alr)®1p,

onde @4 : R — A ¢é o homomorfismo que define a estrutura de R-algebra em A.

Note que ¢ ¢ um homomorfismo de anéis. De fato,

o p(z+y)=palz+y) ©1p =pa(z) ®1p+paly) ® 1p = ¢(z) + ¢(y)

o p(ay) = palzy)®1p = pa(x)pa(y) ®1p = (pa(x)®1p) (pa(y) ®1p) = @(z) ¢ (y)
Portanto, A ®g B é uma R-algebra. n

Observagao B.5. Seja A uma R-dlgebra. Entdao, A ®r A é um A-moddulo, isto é, existe

uma operacao * : AX AQr A > A®rAtal que ax (x ®y) = ar ® b.
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De fato, note que az @ y = (a® 1) - (r ® y). Considere a aplicacao R-linear ¢; : A —
A®pr A dado por a+— a ® 14, e defina

ax&:=q(a)-n, ondeacAenec ARgrA.

Portanto, A ® g A é um A-médulo, com este produto.

Observagao B.6. Se J for um ideal em A®pz A entao J é um A-mddulo, com a operagao

J

ax*j=q(a)-jemJ, pois qi(a) € A®r A. Além disso, 7z também é um A-mddulo.

Lema B.6. Se R é um anel e A uma R-algebra. Entao my : A®g A - A é um

homomorfismo de R-algebras.

Demonstracao. De fato, m preserva a estrutura aditiva, pois é um homomorfismo de
R-modulos.

Vamos agora verificar que m 4 preserva a estrutura multiplicativa.

Primeiramente temos que ma(a ® b- ¢ ® d) = ma(ac ® bd) = acbd. Agora sejam
§=2,a:®b,n=>"¢®d; assim -0 =3, :(a; ®b;) - (¢; ®d;). Entao,

o ma(§-n) = mA(Ei,jmi ®b;) - (c;@d;) = E” ma((a; @b;) - (¢; ®d;)) = Zzg a;C;bid;

o Mma(§)ma(n) = ma(2; ai®b)ma(}2;¢;®d;) = (32 malai®b;))(30; malc;@d;)) =
(> aibi)(z]' cjd;) = Zz] a;C;ibid;.

Note ainda que m4 0 @ = @4, onde 4 : R — A é o homomorfismo que define a
estrutura de R-dlgebra em A e ¢ : R — A ®pr A dado por r — pa(r) ® 14 define a
estrutura de R-algebra em A ®p A.

Assim concluimos que m4 é um homomorfismo de R-algebras. O

Lema B.7. Sejam A uma R—élgebra e I = ker(my,), onde my : A® A — A é dado por

a ® b+— ab. Entao
I
2

a — 1y®@a—a®ly

e: A —

¢ uma R— derivacao.

Demonstracao. Observe que e esta bem definida, pois

ﬁlA<1A®a—a®1A):TT”LA<1A®CL>—T7LA(CL®1A):CL—CL:O.
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Sejam r € R e a,a; € A assim temos:

e(ra+a;)) = 1®@(ra+a)—(ra+a;)®1+ I
= 1®ra+1®a; —ra®l—a; @1+ I*
= ra+1l®@a—ra®l—a, 1+ I?
= r(l®a—a®l)+1®a —a1 ®1+I* =re(a) + e(ar).

Portanto, e é R-linear.

Considerando a,b € A temos,

e(ab) =1®ab—ab® 1. (B.1)

Além disso,

ae(b) +be(a) = a(1@b—-Db®1)+b(l1®a—a®1)

—~
0
[\

S~—

= aR®b—abR1+bRa—abR 1.

~—~
©
w

~—

Assim fazendo a diferenga entre os representantes das classes em (B.1)) e (B.3)), obte-

1mos:

IQ@ab—a®@b+ab®1-bRa=(1Ra—a®1)(1®b-bx 1) I
Portanto, e ¢ uma R—derivacao. [

Teorema B.8. Eziste um unico isomorfismo de A—mddulos 1) : Qi‘/R — 1% tal que

Yod=eonded: A— Q}4/R € a derivacao universal.

Demonstra¢ao. Como e é uma R—derivagao segue da PUDK relativa ao par (d, QQ/R)
que existe um tnico homomorfismo de A—mddulos ¢ : Q4 /R ILQ tal que Y od =e.

Considere T := A X Qi}/m cujo conjunto suporte é A x Q}MR e a adicao é definida via
produto direto, isto é, (a,u) + (a1, u1) = (a + a1, u + uy).

Defina a seguinte multiplicacao em T,
(a,u) « (a1,u1) = (aay, auy + aju).
Verifica-se que (T',+,.) é um anel comutativo com unidade (14, 0).

A seguir defina
(:AxA — T

(a,b) — (ab,ad(b))
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Note que ¢ é R—bilinear. De fato,

l(a+ray,b) = ((a+rar)b,(a+ra)dd)) = (ab+ rab, ad(b) 4+ ra,d(b))
= (ab,ad(b)) + (raib,ra,d(b)) = £(a,b) + r(a1b, a1d(b))
= {(a,b) +1rl(a,b), VYreRaa,beA

De maneira analoga verifica-se que:
a,b+rby) =rl(a,b) + l(a,b1), VYreRabb €A.

Portanto, pela PUPT existe uma tnica aplicacao R-linear L : A ®p A — T tal que
a® b (ab,ad(D)).

Verifica-se ainda que L é um homomorfismo de R—4élgebras.

Note que T' é um A-médulo com a operacgao a - (z,u) = (ax, au).

Vamos agora verificar que L : A®r A — T é uma aplicagdo A-linear.

Como L é R-linear preserva a estrutura aditiva.

Além disso, sea € Aeé =), x;@u; em A®r A. Entao

L(af) = L(Z ar; @ y;) = Z L(ar; ® y;) = Z(aﬂfiyu az;d(y;))
= Za(%yi, z;d(yi)) = Q(Z(%yi,%d(yz‘)) = a(z L(z; ® yi)) = aL(§).

)

Como I = ker(ma) C A®g A é um submédulo (portanto um A mdédulo). Entao podemos
considerar o homomorfismo de A-mdédulos Ly = L|; : I — T definida por n — L(n).
Observe que dado n € [ existem ay, ..., ax, f1, ..., 0 € Atal que n = > . a;,(1 ® z; —
r; ®1)
De fato, considere n =), a; ® f; € I C A®p A. Como 7 € I, entao

0 =rma(n) = Za,ﬂi € A.
Assim,
no= D @fi=3 allef)=3 a(lef-fel)+d afel)
= iaiu@ﬁi—lﬁi®1)+(2a:@)®1:Zai(1®@—zﬁi®1)+0®1
= ioz,;(l@ﬁi—ﬁz@l). Z Z

Logo, dadon =), a;(1®x; —x; ® 1) € I, temos que L(n) = (0, . a;dx;).
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De fato,
L) = Y a(L(l®w) — Lz ® 1) = Y ai(( deg) = (2:,0))
_ Zai(O,dasi) = (0, aydx;) = (O,Zaida:i).

()

A seguir considere o € I?. Assim o = Zj 1;7;, onde 7;,7; € I. Logo,
Li(@) = Y La(my) =Y Lnyy) = > Llm) - L(v)
J J J
= > (0,6;)-(0,6)) =) (0,0) = (0,0).

J J

Assim I? C ker(L). Portanto existe um tnico homomorfismo de A-médulos Ly : 5 — T

7
tal que Ly (n + I?) = Li(n) = L(n).
Considere a aplicagao A-linear py : T — QY /g dada por (a,u) — u, e defina a aplicagao
Q: Iiz — QL /g POT @ =p2o L1, que é A-linear, pois é composta de aplicacoes A-lineares.
Finalmente vamos mostrar que 1 o p = Id%2 e pot)=Idy

A/R

De fato, seja n € Iiz Assimn =) .a;(1 ® x; —z; ® 1). Logo,

Yop(m) = Y apop(l@w —z01) =Y ap(p(T@x —z; 1))

= Zai¢(p2(il(1 R, —z;®1))) = Zai¢(p2(L(1 Qx; —; ®1)))

= Zaﬂ/f(m(()» dx;)) = Z aip(dr;) = Zaie(%’) = Zai(l Qx; —x;® 1)

)

= Za,-(l@xi—xi@l):n.

(2

Para mostrar que poy = 1 ko i observemos que, Q} /R é gerado como A-moédulo por

{da},ea, onde da = 0,, desde que {0, }aca dado por

1 b=
5.(b) = , se a
0, se b#a,

gera L(A) como A-médulo como na demonstragao do lema [A.1]

Assim se 7 € QE/K entdo n = Y, a;0,, = Y., a;da;. Entdo como ¢ e 1 sdo A-lineares
precisamos verificar apenas que @ o ¥ (da) = da.

Com efeito, p o 1(da) = ¢(e(a)) = p(1®a—a®1) =da

Entao, ¢ o ¢(n) = 1.
E portanto 1 : Q,14/R — 2% é um isomorfismo tal que ¢ od = e. O
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Exemplo B.2. Determinacao de Q}L‘/C, onde A é a C-dlgebra A = Clxy, ..., x,].

Defina:
e: A — A"
v o

p = (8_1'17...’8.7/'11)7

0 ,
onde 8_p é a derivada parcial usual com relacao a variavel z;. E facil ver que e é C-linear
T
e satisfaz e(pq) = pe(q) + qe(p), V p,q € A.
Vamos mostrar que o par (e, A") satisfaz a PUDK.

Com efeito, dada 0 : A — M uma C-derivacao, defina ¢ : A — M por ¢(ay, ...,a,) =
Z a;0(x;). Assim, 0 = poe.

i
Além disso, se existe 1) : A" — M tal que 9 = Y oe, entao denotando pore;, i =1,...,n

a base canonica de A™ temos

Y(ei) =Y oe(x;) = 0(x:) = poe(r;) = ple),

Logo, ¢ = 1. Portanto o par (e, A™) satisfazem a PUDK.

Portanto, Q4 ic = A" é um A-médulo livre de posto n.

Observagao B.7. Sejam A uma R-algebra, M, M; A-mdédulos, 0 : A — M uma R-

derivacao e h : M — M, A-linear. Entao h o 0 é uma R-derivacao.

Proposigao B.9. Seja ¢ : A — B é um isomorfismo de R-dlgebras. Entao Q} p = Qp p
como A-médulos, se considerarmos a estrutura de A-médulo em Q7 /R induzida pela

(isto 6 a-v="19(a)v, Va€ A, eveEQpy).

Demonstrac¢ao. Sejam dy : A — Q}MR edg: B — Q}B/R as derivagoes universais de A e
B, respectivamente. Defina d : A — Q}B/R por d = dg o). Segue da observacao que
d é uma derivacao em A.

Vamos verificar que o par (d, Q}, / r) satisfaz a PUDK da R-algebra A.

Com efeito, sejam M um A-médulo e 9 : A — M uma R-derivacao, queremos mostrar
que existe um tinico homomorfismo R-linear que satisfaz ¢ od = 0

Considere o seguinte diagrama:

-1
BV A9y
dp
Op/p
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Tendo em mente que M é um B-médulo com o produto b-m = ¢~(b)m, e que Doy~
é uma R-derivacdo em B, a PUDK do par (dB,Q}B/R) garante que 3! L : QE/R — M
B-linear tal que Lodg = dop L.

Note que

L(a-u) = L(d(a)u) = ¥(a) - L(u) = ™ (¢ (a)) L(u) = aL(u), ¥ a € Aeu € Qpp.

Portanto, L. é um homomorfismo de A-mdédulos.

Vamos agora mostrar que L faz o diagrama acima comutar, pois
Lodg=0o0y = Lodgoyy=0=Lod=20.

Além disso L é a unica aplicagao com esta propriedade, com efeito, se T : R M

satisfaz T o d = 0, entao
Tod=0=Todgotp=0=Todg=0019".

Assim T' = L pela unicidade de L, na PUDK no par (dg, QE/R), segundo o diagrama

acima. 0
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