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Resumo

Neste trabalho estudamos o conceito de lineabilidade e suas recentes aplicagoes a alguns
conjuntos de funcoes reais continuas. Esses conjuntos sao formados por funcoes que
atingem o maximo absoluto em um unico ponto de seu dominio. No primeiro capitulo
consideramos a reta e seus intervalos fechados e semifechados como dominios para essas
funcoes. No segundo capitulo estudamos resultados sobre dominios mais gerais que os
do capitulo anterior. No terceiro capitulo apresentamos a teoria de grau de aplicagoes
continuas de S™ em S™ como ferramenta para demonstrarmos o Teorema de Borsuk-Ulam.

Este resultado é usado de modo crucial no Capitulo 2.

Palavras - chave: Lineabilidade, fun¢oes que atingem o maximo em um tnico

ponto, Teorema de Borsuk-Ulam.



Abstract

In this paper we study the concept of lineability and its recent applications to some sets
of continuous real functions. These sets are formed by functions that achieve the absolute
maximum in a single point of its domain. In the first chapter we consider the real line
and its closed and semi-closed domais as intervals for these functions. In the second
chapter we study more general results than those in the previous chapters. In the third
chapter we present the theory of degree of continuous applications of S™ in S™ as a tool

to demonstrate the Borsuk-Ulam theorem. This result is used a crucial tool in Chapter

2.

Keywords: Lineability, functions that reach their maximum at a single point, The-

orem of Borsuk-Ulam.
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Notacoes

Seja X um espaco topolégico. Seja F(X;R) o conjunto das fungdes definidas de X em

R. Para f,g € F(K;R), estabelecemos as seguintes notagoes:

o C(X):={f e F(X;R): f écontinua}
o O(X):={f e C(X): f atinge o méximo em um tinico ponto ¢ € X}
o M(f) = sup (1)

o m(f) := inf f(?)

o My:={teX:f(t)=M(f)}

o myi={teX: f(t)=m(f)}

o [IAll= M) = sup [F (O] = [Ifll

e span{f, g} := Subconjunto de F(X;R) gerado por f e g com coeficientes em R

e #X := Cardinalidade de X

1

o |(z1,...,xn)|2 = <i xf) 2 (Norma Euclidiana)
i=1

e R, ={teR:t>0}

e Rt :={tecR:t>0}

o B":={z eR": x| <1}

e Bla,r):={zx eR": ||z —a|s <1}

e Bla,r):={x eR": ||z —al> <1}



e diam(A) := sup ||z — y|
z,y€A



Introducao

Nos tltimos anos, temos visto um crescente interesse na busca de estruturas algébricas
dentro de determinados subconjuntos de espagos vetoriais. Uma boa forma de investigar
quao “interessante”é um subconjunto é encontrar subespacos vetoriais n-dimensionais
ou de dimensao infinita dentro de tais subconjuntos. Ao estudo de conjuntos com essa

propriedade da-se o nome de lineabilidade.

Um conjunto M em um espago topoldgico X é dito n-linedvel (respectivamente,
linedvel) em X se M U {0} contém um subespaco Y de X tal que dimY = n (respectiva-

mente, dimY = o00).

O termo lineabilidade comegou a ser usado recentemente, aparecendo pela primeira
vez no artigo On lineability of sets of continuous functions de Gurariy e Quarta [4], uma

das referéncias principais desse trabalho.

Dentro do espaco das funcoes continuas da reta na reta, olhemos para aquelas que
atingem um maximo em um tUnico ponto. Sera que este subconjunto contém alguma
estrutura linear? E se pudéssemos provar que esse conjunto unido com a funcao nula
contém um subespaco 2-dimensional? Este é apenas um dos problemas abordados neste

trabalho.

Nosso objetivo é o estudo da lineabilidade de conjuntos de fungoes reais continuas
que atingem o maximo absoluto em um tnico ponto de seu dominio. Tais dominios sao a

reta, intervalos da reta e certos espagos topolégicos munidos de algumas propriedades.

Em 2004, Gurariy e Quarta, no artigo supracitado, provaram que o conjunto das
funcoes continuas de R em R que atingem o méximo em um unico ponto, o qual denota-
remos por C (R), é 2-linedvel dentro do espago C(R). Provaram ainda que se restringirmos

nosso dominio a intervalos semifechados, o conjunto C([a, b)) serd também 2-linedvel, ao
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passo que o conjunto C (la, b)) nao é. Estes resultados serdo estudados no nosso primeiro
capitulo. Ainda no Capitulo 1, veremos que o subconjunto aO(R) C a(R) das funcoes

que tendem para zero no infinito é 2-lineavel, nao podendo ser n-lineavel para n > 3.

Em 2013, Botelho, Cariello, Favaro, Pellegrino e Seoane-Sepilveda em seu artigo On
very non-linear subsets of continuous functions [2] generalizaram os resultados de Gurariy
e Quarta citados inicialmente, considerando funcoes definidas em dominios bem mais
gerais que a reta ou intervalos dela. Nesses novos conjuntos foi investigada a existéncia
de subespagos n-dimensionais em vez de 2-dimensionais. Esses resultados generalizados
serao estudados no segundo capitulo desse trabalho que, além disso, trard um exemplo de

lineabilidade de conjunto em espaco de dimensao infinita.

Para os resultados apresentados no Capitulo 2, Botelho et al abordaram a natureza
topoldgica do problema, em vez do uso das técnicas analiticas, que foram empregadas
por Gurariy e Quarta para obtencao dos seus resultados. Seguindo por este caminho,
faremos uso de um importante teorema de topologia, o Teorema de Borsuk-Ulam, ao qual
dedicaremos o terceiro e tltimo capitulo deste trabalho, que tera por objetivo demonstrar
esse teorema, esbocando a teoria necessaria para isso, tendo por referéncia o livro de J.

Dugundji ([3]).



Capitulo 1

Lineabilidade em conjuntos de

funcoes reais com dominios reais

Este capitulo introduz a teoria de lineabilidade trazendo suas defini¢oes e terminolo-
gias. Aqui veremos essa teoria aplicada a alguns conjuntos de funcoes reais. Esses con-
juntos sao compostos por fungdes com uma caracteristica em comum, atingem o maximo
absoluto apenas uma tnica vez em seu dominio. Os dominios em questao sao a reta e

intervalos dela.

1.1 Lineabilidade

Esta secao é dedicada a teoria de lineabilidade. A seguir, apresentamos as definigoes

que usaremos em todo o trabalho.

Definicao 1.1. Um conjunto M em um espago vetorial topologico X € dito:

(1) n-linedvel em X, se M U {0} contém um subespago vetorial Y, tal que dimY = n.
(2) linedvel em X, se M U {0} contém um subespaco vetorial W, tal que dim W = oo.

Definicao 1.2. Sejam X um espaco vetorial topolégico e M C X um conjunto. O niumero
AM) = max{dimY : Y C M U{0} € subespaco de X'}
¢ chamado de a lineabilidade de M.

13
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Observagio 1.1. E vélido ressaltar que A(M) pode nao existir.
Por exemplo, se P é o espaco vetorial dos polinomios de grau n € N, considere os inteiros
positivos

j1§k1 <j2§k72<"'§km<jm+1§"'

tais que k,, — j,,» = m e o subconjunto de P

km
M:U{Zaixi:aiGR}.

Note que A(M) > n, para todo n € N, mas A(M) # dim(N) pois os subespagos

km
{Zaixi:aieR},

m € N, sao dois a dois disjuntos e finitamente gerados. Assim, M é n-lineavel para todo

n € N, mas nao é linedvel, ou seja, A(M) nao é atingido.

Definicao 1.3. O conjunto M C X ¢€ dito ser totalmente nao-linedvel, ou simplesmente,

ndo-linedvel, se A\(M) < 1.

1.2 A lineabilidade de C[0,27) e C(R)

o~

Aqui, C[0,27) representa o conjunto das fungdes continuas, f : [0,27) — R, que
atingem o maximo em um unico ponto de seu dominio. O préximo teorema demonstrara
a 2-lineabilidade desse conjunto. Como o leitor vera, essa demonstracao tem um aspecto

construtivo, pois esbogaremos a base do subespaco 2-dimensional.

Teorema 1.1. C[0,27) € 2-linedvel.

Demonstracao: Vamos considerar as funcoes trigonométricas senz e cosx definidas no
intervalo semiaberto [0, 27). Note que ambas atingem o valor méximo em um tnico ponto
de [0,27) e sao linearmente independentes. Mostraremos que qualquer combina¢ao nao

trivial, também, atinge o maximo em um 1nico ponto.

Sejam «, 5 € R e acosx + fsenx uma combinagao linear nao trivial. Sabemos que

para qualquer ponto (a, 3) € R?, existe § € [0, 27), tal que

(a, B) = (Va2 + B2 cos B, /a2 + (?send).
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Assim,

acosx + fPsenx = \/mcos 6 cosx + \/msenﬁsenx
= /a2 + (2(cos § cos z + sen fsen z)
= a2 + B2 cos(0 — x)
= /a2 + 32 cos(z — 0).
Uma vez que a fungao cosseno admite um tnico ponto de méximo em [—6, 27 — #), segue
que acosx + fsenx, para quaisquer «, € R, admite um tnico ponto de maximo em
[0,27). Portanto, tomamos span {senz, cosz}\{0} C C[0,27) e concluimos a demons-

tracgao. [

A partir do teorema acima temos a 2-lineabilidade de C [a, b) para quaisquer que sejam

a,b € R, basta compor cada funcio f € C[0,27) com a funcio g : [a,b) — [0,27), g(z) =
21(z — a)
b—a
O préximo teorema nos dara a 2-lineabilidade de C (R), conjunto das fungdes continuas,

f R — R, que atingem o maximo apenas uma vez. Aqui, também exibiremos a base do

subespaco 2-dimensional.

Teorema 1.2. C(R) ¢ 2-lineduvel.

Demonstragao: Considere as fungoes z(t), y(t) definidas por

x(t) := p(t) cos(darctg |t|)

y(t) == p(t)sen (4arctg|t]),
onde p é uma funcao continua definida em R dada por

el, se t<0,

1, se t>0.

T
Note que z(t) e y(t) sdo linearmente independentes. De fato, considere (—5, 5) o intervalo

de definicao da funcao tgx. Sejam o, € R e

h(t) := az(t) + By(t)

uma combinacdo linear nao trivial de z(t) e y(t), para todo t € R. Note que se h = 0
entao

apu(t) cos(darctg [t]) + Bpu(t)sen (darctg |t]) = 0
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ou ainda

w(t)(acos(darctg |t|) + Psen (darctg|t])) = O.

Como p(t) # 0 para todo t € R, segue que
a cos(4arctg |t|) + PBsen (4arctg|t]) = 0.

Mostremos que a = f = 0. Se t = 0, entao

= a cos(4arctg0) + Osen (darctg0)
= acos0 + Fsen0

=a-140

= a.

Set= \/3, entao

0 = fsen (4arctg v/3)

4
= Bsen—W.

3
4
Como sen(?ﬂ) # 0 segue que 5 = 0. Desse modo, z(t) e y(t) sao linearmente indepen-
dentes. Como cos(4arctg|t|) < 1, sen(darctgl|t|) < 1 e u(t) > 0, para todo t € R, segue
que z(t) < p(t) e y(t) < p(t). Sendo p(t) < 1, para todo t € R, as fungoes z(t) e y(t) sdo

limitadas superiormente por 1.
Mostremos que x(t) e y(t) atingem o valor 1 apenas em um tunico ponto. Para ¢ = 0,
x(0) = 1 - cos(4arctg0)
=cos(
=1.
Assim, vemos que t = 0 é ponto de méximo. Para t # 0, 4arctg|t| € (0,27), logo
cos(darctg|t|) < 1. Como pu(t) < 1 segue que z(t) < 1, para todo ¢ # 0. Dai, vemos que
z(t) € C(R). Quanto a y(t), tome t = tgg e note que
Y (tg%) = 1-sen (4arctg (tgg))
=1-sen il
2
=1.

Logo, t = tgg é ponto de méximo. Para t < 0, sen(4arctg|t]) < 1 e u(t) < 1. Logo,
y(t) < 1. Parat > 0, temos u(t) = 1 e 4arctgt € [0,27). Como senx = 1 em [0, 27)
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™ T
apenas quando x = 5> segue que y(t) = sen (darctgt) = 1 somente quando 4arctgt = 5
™
Portanto, pela bijetividade da funcao arctgt, segue que t = tgg ¢ o unico ponto de
méaximo de y(t).
Agora mostremos que qualquer combinagao linear nao trivial de z(t) e y(t) possui

um unico ponto de maximo.

Sejam «a, f € R e az(t) + By(t) uma combinagao linear nao trivial. Ja sabemos que

para qualquer par (o, 3) € R?, existe 6 € [0, 27) tal que

(a, B) = (Va2 + B2 cos b, /a2 + (?send).

Assim,
az(t) + By(t) = Va2 + B2 cos b - 2(t) + /a? + B2send - y(t)
= /a2 + (2 cos O - u(t) cos(darctg [t]) + /a2 + B2send - u(t)sen (darctg [t])
= /a2 + % pu(t) - (cos @ - cos(4arctg [t]) + send - sen (darctg|t]))
=/ a2+ B2 pu(t) - cos(f — darctg|t|)
= a2+ (% u(t) - cos(darctg [t| — 0).
Note que para t > 0, u(t) = 1 e darctgt € [0,27). Uma vez que a func¢ao cos z admite um

tnico ponto de maximo em [—0, 27 — ), segue que
az(t) + Py(t) = / a? + 2 cos(darctgt — 6)
atinge um tnico ponto de méximo quando ¢ > 0. Para ¢t < 0, u(t) = €' < 1, entao
ax(t) + By(t) = u(t) - (acos(darctg|t|) + Bsen (darctg|t]))
< acos(4arctg|t|) + Osen (4arctg|t|)
= ax(—t) + fy(-1),
ou seja, 0 maximo nao é atingido. Portanto, qualquer combinagao néo trivial az(t)+ Sy(t)

pertence a C(R). Isso prova que span{z(t),y(t)} \ {0} € C(R) e com isso conclufmos a

demonstracao. [

1.3 A nao-lineabilidade de C[0, 1]

Nesta secao, estudaremos a lineabilidade de C [0, 1], conjunto das fungdes continuas,

f:10,1] — R, que atingem o valor maximo em um tnico ponto de [0, 1]. Neste estudo,
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usaremos fortemente as nocoes de ignorabilidade e de ponto de barreira introduzidos
por Gurariy e Quarta, em [4]. Antes de apresentar tais conceitos, fixamos as seguintes

notagoes: dado X um espaco topolégico qualquer e f € C'(X), denotamos

o M(f):=sup f(t);

teX

m(f) := inf f(t);

teX

My :={te X : f(t)=M(f)};

my = {te X : f(t) = m(f)}.
Ao longo deste trabalho consideraremos para cada f € C(X) a norma

IfI:= sup [f(£)],
tex

caso necessario definiremos a norma utilizada. Note que de acordo com as notagoes fixadas

acima, ||f|| = M(|f]).

Defini¢ao 1.4. Sejam fi,..., [, € C[0,1]. Um ponto t € [0,1] é dito ignordvel para

J1s o fn s€, para quaisquer vy, ..., € R, £ &€ My ..

Defini¢ao 1.5. Para fi, ..., f, € C[0,1], um ponto t € [0,1] € dito de barreira entre t, e

to em [0,1], set € (t1,t2) et € ignordvel para fi, ..., fn.

Definicao 1.6. Um par de fungoes {f,g} em C[0,1] € dito candnico, se existem t; €
Mgty € My et e (ty,ty) out € (t,,ty) tais que my = {t} ou my, = {t}.

Lema 1.1. Nas condi¢ées da defini¢ao anterior, t € (ts,t,) € ponto de barreira para as

funcoes f e g.

Demonstracgao: Suponhamos que my = {t}. Entao, f(t) < f(t) para todo ¢t € [0,1]\{t},

em particular, f(t) < f(t,). Como t, € M,, segue que

g%%zMwﬁigﬁmﬂ

Dali,

9(t) < g(ty).
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Assim,
af(t) + By(t) < af(ty) + ag(ty).
Logo, para todo «, 8 € R, t & Mygi.. Se my = {t} o resultado é analogo.
n

Um par canonico de fungoes nao pode ser base de um subespago vetorial 2-dimensional

V tal que V' \ {0} C C[0,1]. Para provar isso utilizaremos o préximo lema.

De agora em diante, para uma aplicagao ¢ : [0,1] — C[0,1] denotaremos ¢(z) por

-

Lema 1.2. Se ¢ € uma aplicagao continua de [0,1] em C[0,1] tal que, para todo x € [0, 1],
My, € unitdrio e igual a {t,}, entdo a fun¢do
pr 0,1 — [0,1]
r = o) =t,

é continua.

Demonstracao: Suponhamos que existe (z,,)52; € [0,1] tal que x, — o, mas u(x,) =
te, = tzy = p(xp). Como [0, 1] é compacto, existe uma subsequéncia de (t,, )2, conver-
gindo para um ponto ¢ € [0, 1] que, por economia de notagao, denotaremos pela prépria

sequencia. Note que

|¢:vn (ta:n) - ¢mo <E>| = |¢$n (t:cn) - beo (tzn) + gbxo (txn) - ¢x0 (E)|
< @, (o) = Gag (o, )| 4 [Gao (L) — P ()]
< sup [0, (Y) = Guo (Y)] + |Gag (ta) — P ()]

y€[0,1]
= H¢In - ¢on + |¢x0<t:pn> - beo(ﬂ‘ — 0.
Logo,
G (tay) — Pay(L)

quando z,, — xy, pois ¢ e ¢,, sao continuas. Também pela continuidade de ¢, quando
T, — T, temos

P,y (txn> = M((bwn) — M(Qb:vo) = O (tzo)-

Pela unicidade do limite segue que

Qsmo (f) = 925930 (tmo) = M(¢I0)v
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e como M (¢y,) = {ts,}, temos t = t,,. Portanto, x é continua.

Proposicao 1.1. Para qualquer par canénico de fungoes {f,g} C CI0,1], existem dois

reais positivos « e B tais que a funcao af + Bg tem pelo menos dois pontos de mdximo.

Demonstracao: Suponhamos que existe um par canonico de fungoes {f, g} tal que para

todo (a, B) € R2\ {(0,0)}, My pip, € unitdrio. Consideremos as seguintes aplicagoes

¢: [0,1] — C[0,1]
xr = do=01—-2)f+z9

p: (0,1 — [0,1]
x = ulr)=t,
onde {t,} = M,, . Pelo lema anterior ; é continua, logo assume todos os valores entre
1(0) =to e pu(1) = ¢ onde to = My e t; = M,. Mas isso contraria o Lema[L.1] que afirma
existir um ponto de barreira entre ¢, e t;, isto é, um ponto t € (¢, ;) tal que ¢ M, ;3.

para todo (a, ) € R \ {(0,0)}.

Agora, estamos prontos para analisar a lineabilidade de C [0, 1].

Teorema 1.3. A(C[0,1]) = 1.

Demonstragao: Mostraremos que para qualquer par de fungoes linearmente indepen-
dentes {f, g} C C[0,1], existe (o, 8) € R*\ {(0,0)} tal que a funcao a.f + B¢ admite pelo
menos dois pontos de maximo. Suponhamos o contrario, que existem f,g € C[0, 1] tais
que para todo par (a, 3) € R?\ {(0,0)}, Myyis, é unitério. Como [0, 1] é compacto e
a funcao af + Bg ¢é continua, Myryg, € Mayripy SemMpre existem, e mais, sao unitdrios:
Mf1py € unitdrio por hipdtese e mqypip, € unitdrio por ser igual a M_(,r43g), que €

unitario por hipétese. Definamos
e(f,9) =My UM;UmgUm,.

E facil ver que #e(f,9) <4, pois #M; = #m; = 1, para {i,7} = {f,g}. Consideremos

dois casos:
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(1) Se #€(f,g) > 3, entdo pelo menos um dos quatro pares de funcoes {f, g}, {f, —g},
{=f,g} ou{—f,—g} é canonico. Para ver isso, basta supor que algum desses pares nao é
canonico, pela defini¢ao de par canonico de fungoes e usando o fato de My =m_;, M, =
m_g, M_; =mys e M_, = mgy, segue que algum dos pares restantes sera canonico. Assim,
se por exemplo, {f, g} é canonico, pela Proposigao existem o/, 8" € Ri tais que
My ¢4 4 tém pelo menos dois pontos e isso contradiz o que supusemos inicialmente.

(2) Se #¢€(f,g9) = 2, temos dois casos: My = my e my = M, ou My = M, e my = m,.
Note que nao podemos ter My = my, pois se assim fosse f nao pertenceria a C [0,1]. Se
My =mg e my = My, considerando as mesmas funcoes ¢ e p usadas na demonstragao da
Proposicao encontramos « € (0,1) tal que M(1_q)f+aq ¢ diferente de My e my = M,.
Logo, #e(f, (1 — a)f + ag) > 3 e pelo caso (1), temos uma contradigdo. Para o caso
My = My e my = mgy, em vez de M, e mg, trabalhamos com m_, e M_,. Como
My =m_, e my = M_,, adaptando as fungdes ¢ e p para f e —g, encontramos 5 € (0,1)
tal que M(1_g)f+p(—g) ¢ diferente de My e my = M_, assim, #¢(f,(1—58)f +B(—g)) > 3

e novamente pelo caso (1) temos uma contradigao.

Portanto, sé nos resta #e¢(f,g) = 1. Dal, My = my = m, = M,, logo, f e g sdo

constantes, consequentemente linearmente dependentes, o que é uma contradigao. ]

Também como na secao anterior, segue do teorema acima a nao-lineabilidade de

a[a,b], para quaisquer a,b € R, pois cada funcao f € a[a,b] nada mais é do que a
T—a

composicao de uma funcio g € C[0,1] com a funcio h : [a,b] — [0,1], h(z) = -
—a

1.4 A lineabilidade de Cy(R)

Definigao 1.7. Denotamos por Co(R) o conjunto das fungoes continuas f : R — R tais

que lim f(z)=0.

|z|—o00

Definimos por GO(R) o subconjunto de Cy(R) das fungoes que atingem o maximo em

um unico ponto.

Nesta se¢ao, mostraremos que existe um subespaco vetorial 2-dimensional, F' C
Co(R), tal que F'\ {0} C GO(R). Mostraremos, também, que se n > 2, é impossivel
construir um subespaco n-dimensional com tal propriedade. Iniciemos com algumas de-

finicoes.



22

Definigao 1.8. Sejam P e Q) dois subespagos fechados de um espaco de Banach (X, ||| x)-
A inclinag¢ao de P em @) € definida por

(P,Q) = inf{d(z,Q) : x € P, ||z||x = 1},

onde d(z, Q) := inf{|lz — q||x : ¢ € Q}.

Observacao 1.2. Obviamente, se P = span{z} e () = span{y} onde z e y sao linear-

mente independentes em X, entao (]5,22) e (6,\]3) sao0 estritamente positivos. Além disso,
121l x

se (P.Q)=6>0ex=au+fycoms e PyeQelaly = |yllx =1 entio Ja] < 1=

De fato, se a = 0 ¢é trivial, entao suponhamos a # 0, sendo assim temos

a B
Hﬂx=Wm+wa=m%”—x+—w
o Tl

- )
| |

EMdM{(X J

—x =
o

|
> |o| - inf {d(z,Q) : 7 € Pe ||7|x =1}

X

:yGQ}

X

= |af- (P, Q)
= o] -4,
logo,
ol <l

Definicao 1.9. Seja K um conjunto. Uma funcao f: K — R é dita alternada se existem
t1,ty € K tais que f(t1) < 0 e f(ta) > 0. Um conjunto de fungdes € dito alternado, se

cada fun¢ao nao nula € alternada.

Proposicao 1.2. Nao eziste subespago vetorial 2-dimensional alternado, A C Cy(R), tal

que A\ {0} C (70(]1\2).

Demonstragao: Suponhamos que existem fungoes f,g € Cy(R), linearmente indepen-

dentes, tais que span{f,g} \ {0} C Cy(R) ¢ alternado. Sem perda de generalidade,
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suponhamos || f|| = ||g]| = 1. Consideremos o conjunto

Z:={z=af +Bg: |z =1}

Assim, tomando P = span{f} e @ = span{g}, pela Observagao [L.2] existe § > 0 tal

11 — —
que se z € Z entao a,f € {—5,51 De fato, como (P,Q) =9 > 0e (Q,P) =62 >0
segue que |a| < Héi’l e || < @ Tomemos § = min{dy, d2}, como ||z]| = 1, segue que
1 2
11
Be |- <]
w9 =53]

Definamos para cada z = af + g € Z,

mag = inf{(af + Bg)(t) : t € R}

Mas = sup{(af + Bg)(t) : t € R},

que existem pois z = af + g € Cp(R). Afirmamos que
sup{mas : z =af +Bg € Z} <0.

. . 11
Com efeito, se nao fosse existiriam sequéncias (o), (3,)22, C {——, —}, de modo que

()

para qualquer € > 0, existe ng > 1, tal que
—& < Mg,p, <0, (1.1)

sempre que n > ny. Note que m,, 5, < 0 pois af + Bg ¢é alternada, logo, assume valores
_ 11 - N = [ 117 .
negativos. Sendo ~55 compacto, existem (a,; )32, (Bn;)52, e @, B € 53 tais que

Qip;

— ae By, — E Desse modo, Moy B, — Mgp logo, de 1) temos mgz = 0.
Como mg5 = inf{(af + Eg)(t) .t € R}, segue que z = af + gg ¢ nao-negativa, isso
contraria o fato de Z ser alternada. De forma analoga concluimos que inf{ M,z : af + g €

Z} > 0.
Agora, seja N > 0 tal que, para todo z € Z,
m(z) < =N <0< N < M(2).

Tal N existe devido as desigualdades que acabamos de ver. Como f,g € Cy(R) e para z =
11

af+pg € Z temos a, f € [—5, 5] , existe T' > 0, suficientemente grande, tal que se |t| > T

ez € Z C Cy(R), entao z(t) € [-N, N]. Dai, vemos que para cada t € R tal que |t| > T,
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z(t) # M(z), e portanto, t é ignoravel para z € Z. Entao, restringimos nosso dominio
a [-T,T] e temos Co[-T,T] = {f : [-T.T] = R : f = h|(—7,r com h € Co(R)} contido
em C[—T,T)]. Assim, o subespaco 2-dimensional span { f ll=1,17, 9l[-7.11} estd contido em

6[—T, T] U {0}, o que contradiz o Teorema [1.3|onde diz que A(C[—T,T]) = 1.

O lema a seguir, nos ajudara a provar a préxima proposicao.

Lema 1.3. Seja K um conjunto. Seja V um espaco vetorial, n-dimensional (n > 2),
formado por funcoes f : K — R. FEzxistem n pontos ty,...,t, em K tais que, para toda
matriz (y;;) € R™™, existem n fungoes fi, ..., f, em V', tais que para todosi,j € {1,...,n},

fi(tj) = Yij-

Demonstragao: Claramente, se dim V' = n entao K contém pelo menos n pontos.
Inicialmente, provaremos por inducao que se { X7y, ..., X;,} é uma base de V', entao existem
n pontos ti,....t, € K tais que os n vetores (Xi(t;))7—;, ..., (Xn(t;))j=; sdo linearmente
independentes em R".
Paran = 2. Suponhamos por contradi¢ao, que para cada t1, ty € K os vetores (X (t1), X1 (t2))
e (Xo(t1), X2(t2)) sao linearmente dependentes em R?. Entao, podemos supor que existem
to € K e a € R tais que

Xao(to) = aXi(tog) #0, (1.2)

pois do contrario nada terifamos que provar. Sabemos que dois vetores vy, vy sao linear-
mente dependentes se, e somente se, existe A € R tal que v; = Avy, dessa forma, para

todo t € K existe 5, € R tal que

(B:X1(to), B X1 (1)) = (Xa(to), Xa(t)).

Dada a igualdade das duas primeiras coordenadas, segue de (|1.2)) que para cada t € K,
fb; = a e entao

Xo(t) = aXy(t)

para todo t € K, que contradiz o fato de { X3, X»} ser uma base de V. Por hipétese de
indugao, consideremos a afirmacao valida para n = k > 2 e provemos que também vale
paran = k+ 1. Novamente, por contradi¢cao, suponhamos que para todos t, ..., ;11 € K,

0s vetores (Xl(tj));?ill, o (XkH(tj));?ill sao linearmente dependentes. Por hipdtese de
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inducao, a afirmacao é valida para n = k, entao existem tq,...,t, € K tais que

span {(X1(t;))4y, s (Xe(t))E,} = RE.

Entao, existe uma tinica sequéncia (aj);?:l € R¥ tal que

k k
(Z a,-Xi(tj)> = (Xps1(t)) =1

De fato, como o posto da matriz (X;(t;))F,_, € igual a k, pois suas linhas
(X1(t5))51, o (Xk(t;))5_, sdo linearmente independentes, segue que (a;)j_, é a tnica

solucao do sistema

SiXa(t) +-+ BXi(t) = Xiyi(th)

GiXi(te) 4+ BXi(te) = Xipa(tn).

Note que para todos tq,...,t,t € K os k + 1 vetores

(X ()21 X1(8)), ey (Kiga (8))jmy, Xiaa (1))

sao linearmente dependentes. Entao, para todo t € K existem vy, ..., 7 € R tais que

(Z%txxtj)) ZM = (Xpsa (1)), X (1):

A igualdade das primeiras k coordenadas implica que v;; = 5,7 = 1, ..., k, e entdo, para

todot € K,

Xk:—i—l Z az

o que contradiz o fato de {Xj, ...,Xk,XkH} ser uma base de V. Logo, a afirmacao é

valida para n = k + 1, e assim, concluimos a inducao.

Agora, suponhamos que dimV' = n e seja {Xj,..., X,,} uma base de V. Pelo que

acabamos de provar, existem n pontos ty,...,t, € K tais que os vetores

(X0 ()51, s (Xa(t;))i21

sdo linearmente independentes. Consideremos a matriz (y;;) € R™*"™. Entao, para todo

i€ {1,...,n}, existem a1, ..., € R tais que

Z il ( Xl (yw)



26

n
Portanto, as fungoes Y7, ...,Y,, € V definidas por Y; = Z a; X, sdo tais que Y;(t;) = ;.
1=1
[ ]
Observagao 1.3. Note que, dada uma matriz (y;;) € R™*", m < n, pelo lema anterior
existem n pontos ti,...,t, em K e m funcgoes fi,..., f,, em V, tais que para todos i €
{1,....m} e je{l,..,n}, fi(t;) = yij. Basta olharmos (y;;) € R™*™ como submatriz de

(xl-j) € R™>m,

Proposicao 1.3. Seja K um conjunto. Todo espaco vetorial de funcoes f : K — R,

n-dimensional, n > 2, contém um subespaco alternado, (n — 1)-dimensional.

Demonstragao: Seja V' um espaco vetorial, n-dimensional, n > 2, formado por funcoes

definidas de K em R. Considere o subespago (n — 1)-dimensional
{(xla ...7ajn) S R™ - 1 —l—l‘z + .- +':Cn — O}

Note que, de certa forma, é um subespaco alternado, pois os seus vetores nao nulos tém

coordenadas positivas e negativas.

Seja {(y17)7=1, - (Yn-1);j)j=1} uma base desse subespago de R". Pelo Lema e
Observacao |1.3], existem n pontos tq,....t, € K e n — 1 funcoes Y7, ...,Y,_1 € V tais que

Yi(t;) = vi;. Note que Yi,...,Y,_; sdo linearmente independentes, pois se
ali/l(t) + o+ an—IYn—l(t) =0

para todo t € K, tomamos t = tq, ..., t,, e do sistema

(

aryir ot ap1Ym-r =0
Yz t+t pe1Ym-12 =0

1yttt GaYmotm =0

\
segue que @y = -+ = ap1 = 0, pois (Y1;)j=1, s (Yn-1);)=1 520 linearmente indepen-
dentes. Assim, F' = span{Y;}?"' é um subespaco alternado (n — 1)-dimensional de V.

Agora, ja temos as ferramentas necessarias para provar o resultado principal desta

secao.
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Teorema 1.4. A(Cy(R)) = 2.

Demonstragao: Primeiro, note que span{senz,1 — cosz} \ {0} c C[0,27). De fato, é
facil ver que senz e 1 — cosx atingem o seu maximo em um tnico ponto de [0, 27), senx
em r = g, el —cosx em x = 7. Agora, sejam (o, 3) € R? e asenz + 3(1 — cosz) uma
combinacao nao trivial. Usando o mesmo argumento da demonstracao do Teorema [1.1],
vemos que asenz + (1 — cosz) atinge o maximo em um unico ponto de [0,27). Além

disso, senx e 1 — cosz sao linearmente independentes.

Agora, considere as fungoes

p:R—=R, p(t) = p(t)sen (4arctg|t|)

qg:R—=R, q(t) = p(t)(1 — cos(4arctg |t]))

onde

Considere o subespaco
F = span{p, q}.

Afirmamos que F é 2-dimensional e
F\ {0} C Co(R).
De fato, se o, € R e
a(p(t)sen (darctg |t])) + Bu(t)(1 — cos(darctg|t])) = 0

para todo t € R, sendo as fungoes senz e 1 — cos x linearmente independentes, segue que

a = [ =0, isto é, p e ¢ sdo linearmente independentes. Note que para quaisquer «, § € R

lim ap(t) + Bq(t) = lim asen (4arctg|t]) + B(1 — cos(4arctg|t]))

t——+o0 t——+o00
= asen(4t££noo arctg|t]) + B(1 — cos(4 t£+moo arctg |t]))
= asen (4 - g) + (1 — cos(4 - g))
= asen2m + (1 — cos 27)

=0
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tlim ap(t) + Bq(t) = tlim e'(asen (4arctg|t]) + B(1 — cos(4arctg|t]))
——00 ——00

= 0.
Entao, ap + fq € Cyp(R). Finalmente, se ap + S¢ é uma combinagao nao trivial, sabendo
que span{senz, 1 — cosx} € C [0,27) e usando argumentos semelhantes aos da prova do
Teorema [1.2] temos

ap + g € Co(R).

Para finalizar, provaremos que GO(R) nao é n-lineavel para n > 2. Suponha por

absurdo, que exista um subespaco W, 3-dimensional, tal que
W\ {0} c Co(R). (1.3)

Da Proposigao , W possui um subespago alternado W, de dimensao 2. De (|1.3) segue
que Wy \ {0} € Cy(R), que é um absurdo devido a Proposicio [1.2]

Se em vez de Cy(R), olharmos para o espago das sequéncias convergentes, o resultado
nao é o mesmo, o conjunto ¢y, das sequéncias que convergem para zero e atingem o maximo

em um unico ponto, é nao-linedvel. Mostraremos este fato na préxima proposicao.

Proposicao 1.4. A\(¢)) = 1.

Demonstrag¢ao: Suponhamos por contradi¢ao que existem dois elementos © = (,,)5° e
y = (y,)°2, de ¢y, linearmente independentes, tais que para todo («a, 3) € R*\ {(0,0)}, a
combinagao ax+ By admite um e apenas um valor de méaximo. Sem perda de generalidade,
podemos supor que

nlgealu\lxxi =T, =1, v, =0

e que existe jo # 79 tal que y;, > 0. Seja \j, € R% tal que xj, + A y;, = 1. Tal A\ existe

pois z;, < 1 e y;, > 0. Considere ¢ € R tal que

O<e<

L+,

Como as sequéncias x e y convergem para 0, existe N > jg, tal que para todo i > N,

max{|x;|, v} <e.
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Consideremos
{yin iy € {uihis!

tais que para todo k € {1,...,m}, y;, > 0 e sejam { A}, € R} tais que z;, + A\gy;, = 1.

Assim,
Ao :=min{ A}/, >0,
pois
1z,
A = i >0
Yiy,

para todo k € {1,...,m}. Definamos a sequéncia
z:=T+ \oy.

Note que z é tal que

max z; = max{x; + \oy;
ieN ' ieN {i 0Yi}

= 1.

De fato, para todo ¢ > N sabemos que

max{|zi|, [y} < e
1

< .
1+ A

Suponha sem perda de generalidade que max{|x;|, |y:|} = |y;|. Assim, |y;| < . Dal,

14+ A,
1> yil 4+ Ajo lyil
> |zi| 4+ Ao lyil
> |ai| + Aolyil
> |z + Aoyl
> ;i + Aoy
Logo, para todoi > N, z < 1. Parai € {1,...., N — 1} se i € {iy,...,4,}, onde i} é tal que

zi, + Ay, = 1, segue que x;, + Aoy;, < 1 pois, como vimos Ao = min{\;}}* ;. Nos demais

casos temos necessariamente y; < 0, como x; < 1 para todo 7, segue que

12x1>xz+)\0yz:zz

Agora, note que

Zig = Ljg = 1
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e, para todo k € {1,...,m} tal que A\, = Ao também temos z;, = 1. Entdo, vemos que z

tem pelo menos dois pontos de maximo, o que uma contradicao.
[ ]

A préxima proposigao nos permitird falar sobre a lineabilidade de |[¢||, o conjunto
das sequéncias que convergem para zero e em norma atingem o maximo em um Unico

ponto.

Proposicao 1.5. Seja L C ¢y um subespago tal que dim L = n € N\ {0}. Entdo existe
x €L tal que ||z]] =1 e #{i e N: |z;] = 1} > n.

Demonstragao: Seja {z(), ..., 2™} uma base de L. Usemos inducio sobre a dimensdo
n de L. O caso n = 1 é trivial. Para o caso n = 2 suponhamos, por contradicao, que
para cada (o, 3) € R?\ {(0,0)}, az® + Bz® atinge o valor méximo de sua norma em

um unico ponto. Sem perda de generalidade, podemos supor que

=W =2l =1, 2P =0

10

gi) # 0. Defina \j,, nimero real positivo, tal que o) +

e que existe jo # ig tal que x i

)\joxg-z) = sgnx%) e considere € € R tal que

O<e< .
1+ Aj,

Como as sequéncias () e 2(2) convergem para zero, existe N > j, de modo que para todo
1> N

max{|z{"|, |27 |} < e.

Para i € {1,..., N — 1} tal que x?) # 0, definamos \; € RT de modo que :L‘El) + >\z‘$§2) =

sgnz'®. Consideremos Ag = min{\;} > 0 e a sequéncia w©® =z + Agz®. E f4cil ver

que ||w®|| = 1, basta proceder de modo andlogo ao feito na prova da Proposicao(l.4, Note
que wg(?) = 951(;) =1l eparatodoi € {1,...,N — 1} tal que \; = A temos wgo) = sgan@),
donde vemos que |w£0)| = 1. Entao, w® atinge o seu maximo em norma pelo menos em

dois pontos distintos, que é um contradicao. No caso n = 3 suponha, por contradicao,
que a proposicio é falsa no caso n = 3. Assim, para o w® definido na etapa anterior,
existe somente um i; € N tal que \;, = Ag, pois caso contrario, dada a existéncia de
i, = Ai, = Ao, terfamos ||w(®|| alcancando o méximo em trés pontos, logo, bastarfamos
fazer

w® = 20 4 Az® 0. 2®
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e nao teriamos nada a provar. Sem perda de generalidade podemos supor que

xﬁj’ = xS’) =0

e que existe j; & {ig, 1} tal que xf) # 0. Definamos \;,, o real positivo, tal que

w](-?) + 2,29 = sgn xﬁ’)

J1% g1

e considere € € R tal que

O<e<

L+,
Como as sequéncias w® e (3 convergem para 0, existe N > j; tal que para todo i > N
temos

max{Juw!”], |2} <e.

Parai € {1,..., N — 1} tal que xg?’) # 0, definamos \; € R™ tal que
w§°) + Aixf”’ = sgnxl(g).
Consideremos A; = min{\;} > 0 e a nova sequéncia

w® = w® 4+ Az®,

Como era de se esperar ||wM|| = 1, wl(;) = wg(?) =1, w,fll) = wgf) = sgn:r;g) e para todo
3

i€ {l,..,N — 1} tal que \; = Ay, temos wt = senw, ), dai, vemos que em pelo menos

) %

trés pontos distintos, ||w™| =1, o que uma contradicdo.

Usando a mesma ideia para os casos n > 4, temos o resultado.

A lineabilidade de ||¢y|| é consequéncia direta da proposigao que acabamos de ver.

Corolario 1.1. A\(|[c]]) = 1.

Demonstracao: Suponha A(|[¢y]|) = 2. Pela Proposicao (1.5 temos uma contradi¢ao. =



Capitulo 2

Lineabilidade em conjuntos de
funcoes reais definidas em espacos

topologicos

No capitulo anterior estudamos a lineabilidade dos conjuntos das funcoes reais continuas
que atingem o maximo em um tnico ponto de seu dominio. Esses dominios se restringiam

a reta e intervalos dela. Estudamos os seguintes resultados:

(A) C[0,27) ¢é 2-lincével;
(B) C(R) ¢ 2-lincavel;

(C) 6[0, 1] néo ¢ linedvel.

Este capitulo tem por objetivo estudar tais resultados tomando dominios mais gerais.

Veremos que os resultados de (A), (B) e (C) sdo casos particulares dos que vem a seguir.

2.1 Generalizando a 2-lineabilidade de C[0, 27)

Aqui, o intervalo [0,27) dard lugar a D, espago topolégico que tem uma bije¢ao
continua com a esfera n — 1-dimensional de R™. Mostraremos no préximo teorema que
para todo espago D com essa caracteristica temos a n-lineabilidade de C (D). Nesta segao,

assim como em todo este capitulo, || - || representard a norma euclidiana.

32
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Teorema 2.1. Sejam n > 2 um inteiro positivo e D um espacgo topolégico tal que exista

uma bijegio continua de D para S™'. Entio C(D) € n-linedvel.

Demonstracao: Seja 7; : S"~! — R a projecao sobre a i-ésima coordenada, i = 1, ..., n,
e seja G : D — S™ ! uma bijecio continua. Mostremos inicialmente que as funcoes

i, ¢ = 1,...,n, sao linearmente independentes. De fato, considere uma combinacao linear

qualquer
n

E Qa;T;.

i=1

Se esta combinagao linear é nao trivial, isto é, a; # 0 para algum ¢, segue que

Logo, tomamos

e entao

3
Hl
8
o

aiﬂi(z) = __ .1
; (i af)?

Agora, mostremos que cada combinacao linear nao trivial das funcoes m;,7 =1, ..., n,

n

possui apenas um unico ponto de maximo. Considere Zaﬂri, com a; # 0 para algum
i=1

i=1,...,n,ey € S" ! assim,

S ami(y) = {a.9),
i=1
onde a = (aq, ..., a,). Considere a fungao
f:r R - R
y = {a,y)

Afirmamos que ~—1 atinge seu maximo em z € S™ ! se, e somente se
S P

Inicialmente, note que f(S™1) atinge um valor méximo, pois é imagem de um compacto

por uma funciao continua. Olhemos para S™ ! como imagem inversa do valor reguleuﬂ 1

1Seja f : U — R uma funcao diferencidvel no aberto U C R™. O ntimero real ¢ é um valor regular de

f quando existem pontos criticos de f no nivel ¢, ou seja, se f(x) = ¢ entdo grad f(x) # 0.
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pela funcao
p: R* = R
z = |z
Assim, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (ver [6], pag. 331) p € S"! ¢
ponto critico de f|gn-1 se, e somente se, existe u € R tal que grad f(p) = p - gradp(p).
Como grad f = a e gradp = 2z, fazendo A = 2, segue que

a = A\x.
Como ||z||3 = 1, temos
lall = l|Az]l3
= A7 Jll2
=\
dai
A = =£||al|s.
Desse modo, os pontos criticos de f|gn-1 sdo © = + H;LH2' Facilmente, podemos ver que

z é ponto de méaximo de f|gn-1.

. a
lall2

Agora, considere as composicoes
moG:D—R
para ¢ = 1,...,n. E facil ver que o conjunto

{mioG:i=1,...,n}

n
¢ linearmente independente. Seja h = Z b;(m; o G) combinacao linear nao trivial das

=1
n

funcoes m; o G. Como E b;m; atinge o seu maximo em um unico ponto xy € S" e G é
i=1
uma bijegao, segue que h atinge o seu maximo em um dnico ponto, G~'(x¢). Portanto, o

subespacgo span{m; o G},i = 1,...,n, nos dé a n-lineabilidade de a(D)

~

Corolario 2.1. C0,27) € 2-linedvel.

Demonstragao: Basta mostrarmos que existe uma bijecao continua de [0, 27) para S,
a esfera unitaria de R%2. Com efeito, considere a aplicacao
f: [0,2m) — St

0 —  (cosf,send)
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que é claramente continua e bijetiva. [

2.2 Generalizando a 2-lineabilidade de C(R)

Nessa secao, a reta dard lugar aos espagos vetoriais DD com algumas propriedades
que especificaremos no proximo teorema. Novamente, usaremos a esfera unitaria como

parametro para determinar a n-lineabilidade de C (D).

Teorema 2.2. Sejam n > 2 um inteiro positivo e D um espago topoldgico contendo um
fechado Y tal que exista uma bijecdo continua F : Y — S™ 1 e uma extensao continua de

F, G:D —R", tal que ||G(z)||2 < 1 para todo x € Y. Entio C(D) € n-linedvel.

Demonstracao: O simbolo 7; representa a projecao sobre a i-ésima coordenada de R™.

Note que S™~! C G(D), pois
S =F(Y)=G(Y)cCGD).
Além disso, G(D) C {z € R" : ||z||2 < 1}. Vejamos que qualquer combinagao nao trivial

f=> bm:GD) >R
=1

atinge o maximo em um tnico ponto zyg € G(D) e que esse ponto pertence a S™ L.

n

Restringindo E b a S C G(D), o mesmo argumento usado na prova do teorema
i=1

anterior garante que existe um tinico zg € S"! tal que f|gn-1 atinja o maximo, ou seja,

me(x) < me(xo), (2.1)

para todo x € S"!. Como para qualquer z € S"!, —x € S !, temos

i bimi(—z) < i bimi(o),
i=1 i=1

e dai

— Z bmi(z) < Z bimi (o). (2.2)

De e obtemos
i=1

< Zbﬂi(io) (2.3)
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ara todo = € S !. Agora sé precisamos provar que se y € G(D) \ S™ ! entao
p g b p q Yy )

Z bzﬂ'l(y) < Z bﬂTZ(l'())
=1 =1

O caso y = 0 ¢ trivial, e portanto consideremos y # 0. Como ||y|l2 < 1, usando (2.3,

temos

> bimi(y) <
i=1

= [lyll2-

> bimily)
=1
2 (||y||2 ‘
2 b (Hsz ‘

< z": bimi(o).
i—1

Até aqui provamos que qualquer combinacao nao trivial

<

=1

atinge seu maximo em um unico ponto o € G(D) e que este ponto pertence a S™ 1.

Agora, afirmamos que qualquer combinagao linear nao trivial
hi=> b(rioG):D—>R
i=1

atinge o seu mdximo apenas no ponto F~1(xy) € D. De fato, observe que h atinge o
méaximo num ponto z € D se, e somente se, f atinge o maximo em G(z). Entao, o
tinico ponto de méximo de h é F~1(xy). Como S* ! C G(D) e as fungoes m;,i = 1,...,n,
sao linearmente independentes em S™7!, segue que m; 0 G,i = 1,...,n, sdao linearmente
independentes em D. Portanto, o subespago vetorial dado por span{m; o G,...,m, o G}

completa a prova. [

Corolario 2.2. O conjunto C(R) ¢ 2-linedvel em C(R).

Demonstragao: Para a,b € R? denotamos por |a,b| o segmento de reta aberto em R?
de a até b. Tome o fechado Y = [0, +00) C R, uma bijegao continua de [0, +00) em S,

por exemplo,

F: [0,400) — S!
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e um homeomorfismo

g (—00,0) = |F(0), (0,0)| C R?

tal que
lim g(z) = F(0).

x—0

Defina a seguinte extensao continua de F:

G: R - R?

F(x) se x>0,
r = Gx)=

glx) se x<0.

Note que ||G(x)]|2 < 1 para todo x ¢ Y. De fato, se z € Y entao = € (—o0,0), logo,
G(z) = g(x) € |[F(0),(0,0)] € R?,

Como F(0) = (1,0), temos ||G(z)|] < 1. Portanto, pelo teorema anterior C(R) é 2-

lineavel. ]

2.3 Generalizando a nao-lineabilidade de C [0, 1]

O compacto da reta, [0, 1], dard lugar a compactos K de R™. O resultado principal
desta secao tem por objetivo generalizar o resultado correspondente de Gurariy e Quarta e
mostrar que o conjunto C'(K) ndo é (m+ 1)-linedvel. Antes de provar o teorema principal

desta secao, provaremos alguns lemas técnicos.

Lema 2.1. Sejam n € N e D um espago métrico tal que exista um espago vetorial V' de

funcoes continuas de D em R satisfazendo

(1) dim(V)=n, neN.

(2) Cada 0 # f €V possui um unico ponto de mdzimo.

Seja D' C D o conjunto dos pontos de mdximo das funcoes que pertencem a V. Entao o

espaco vetorial
Vi={flp:feV}

também satisfaz (1) e (2).
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Demonstragao: Inicialmente mostremos que os elementos de V' satisfazem (2). De fato,
observe que cada fungao nao nula f|p € V' possui um tinico ponto de maximo, pois f € V
possui um tnico ponto de méximo. Agora, provemos que dim(V’) = n.

Seja {fi, ..., fn} uma base de V. Se ay, ..., a, € R sdo tais que

n

> aifilp =0,

i=1

entao

- Z aifilpr = 0.
i—1

n

g = Zaifi # 0,

=1

Suponha que

e portanto
—g #0.
Como os pontos de méximo de g e —¢g pertencem a D’, as imagens desses pontos de
maximo sao 0, pois
glpr = —glpr = 0.
Assim, |g| |pr= 0, logo podemos concluir que ¢ = 0. Como o conjunto {fi,..., fn} é
linearmente independente, temos a; = - -- = a,, = 0 e, portanto, { fi|ps, ..., fn|p’} também
é linearmente independente. Para completar a prova, considere a desigualdade dim (V") <
dim(V'), que é obviamente verificada quando olhamos para a fungao
p: V. —- vV
f= flo,
que é claramente sobrejetiva. [ ]
Lema 2.2. Mantendo a terminologia e a notagao do Lema e de sua demonstracao,
considere a func¢ao continua
F: D — R

Seja X := F(D'). Entao

(1) Para cada v € S, a funcgdo
g: X — R
r — (z,v)

possut um unico ponto de mdximo.
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(2) Para cada x € X existe v € S™! tal que x € o tinico ponto de mdximo da fungdo

Go-

(3) Se munirmos D' com a métrica induzida pela métrica de D e X com a métrica

euclidiana do R™, entao

F|D/ZD,—>X

¢ uma bijecao continua.

Demonstragao: (1) Dado v = (a4, ...,a,) € S"™!, considere a fungao
gooF:D —R.

Para cada y € D/,

n

gvo Fly) = (F(y),v) = Zaifi|D’(y)'

i=1
Logo, g, o F € V'. Do Lema 2.1} g, o F : D' — R possui um tinico ponto de mdximo,
d € D'. Portanto,

(F(y),v) < (F(d),v),

para todo y € D’, onde a igualdade é verificada apenas quando y = d. Entao
(z,v) < (F(d),v)

para todo z € X. Assim, F'(d) € X é um ponto de maximo de g,. Mostremos que este
ponto é o tnico de maximo. Suponha que g, tenha outro ponto de méximo, ' € X.

Neste caso, ' = F(d’) para algum d' # d e a fungao
gooF: D — R

possui dois pontos de maximo, o que contraria o fato de g, o F' possuir apenas um.
(2) Para cada € X existe d € D' tal que x = F(d). Mas d é o ponto de méximo de

alguma func¢ao nao-nula
n

h = Zaifib/ D' = R.

i=1

Sem perda de generalidade, podemos supor que

H(CLl, ...,an)||2 =1.
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De fato, se d é ponto de maximo de h, onde (ay,...,a,) ndo é necessariamente unitario,
h

entao d também é ponto de méximo da fungao — .
H(a’h s an)H?

Tomando v := (ay, ..., a,) € S* !, temos
> aifilo(y) = (F(y),v)
i=1

< (F(d), v)
= (z,v)
para todo y € D'. Entao, (z,v) < (z,v) para todo z € X. Do item (1) segue que x é o
unico ponto de maximo de g,.
(3) Como cada fungao coordenada f;|p é continua e X = F(D'), s6 precisamos provar
que F'|pr é injetora. Suponha por absurdo que nao é. Assim, se d} # d, € D’ sdo tais que
F(d}) = F(d,) entao
go 0 F(dy) = (v, F(d}))
= (v, F(dy))
= go 0 F(dy)
para todo v € R". Portanto, nem d| e nem d, podem ser pontos de maximo de g, o F':
D" — R € V’, para qualquer v, pois se fossem deveriamos ter d; = d,. Mas isso contraria

o fato de D’ ser o conjunto dos pontos de maximo das fungdes que pertencem a V. ]

Definicao 2.1. Sejan > 2 e seja X um subconjunto do R™ com #X > 1 satisfazendo as

sequintes condigoes:

1) Para cada v € S™ 1, a funcao
(
g: X — R
r = g(x)=(x,0v)

possui um unico ponto de maxrimo, denotado por x,.

(2) Para cada x € X existe v, € S"! tal que x € o tnico ponto de mdzimo da fungdo

g'Uz'

Defina a funcao
f: St 5 X
v f(v) =,

onde x, € descrito em (1). De (2) seque que f é sobrejetiva.
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Lema 2.3. Sejam X e a funcdo f os mesmos da definicao anterior. Seja K C X um

subcongunto compacto do R™. Entao f~1(K) C S"! é um subconjunto compacto de R".

Demonstragao: Como f~!'(K) C S" ! C R", basta mostrarmos que f~!(K) é fechado.
Seja (v,)°2; uma sequéncia em f~(K). Como f~}(K) C S" ' e S"~1 é compacto, existe
uma subsequéncia convergente

Up, —> U € St
Para cada j, seja x; = f(v,,) € K. Como K ¢é compacto, existe uma subsequéncia
()52, tal que z;, — = € K. Agora, como xj, é o tinico ponto de maximo da funcao
Gon;, M X, temos

(f(v),0n, ) < ()i, vm;,)-

Fazendo k — o0, obtemos

(f(v),v) < (z,v).
Mas f(v) = z, é o tnico ponto de mdximo de g,, entao f(v) =z e v € f~1(K). Assim,

Y K) c S"1 ¢ fechado e, portanto, compacto. n

Lema 2.4. A funcdao f da Definicao € continua se, e somente se, X é compacto.

Demonstragao: Lembre que em X e S" ! estamos considerando a métrica euclidiana
do R™. Suponha que f : S ! — X é continua. Como f é sobrejetiva e S"~! é compacto,
segue que X = f(S™!) é compacto. Para a reciproca, suponha que X é compacto. Seja
B um subconjunto fechado de X. Como X é um espaco métrico compacto, segue que
B também é compacto em R™. Do Lema sabemos que f~'(B) é um subconjunto

compacto de S"~!, em particular fechado. Portanto, f é continua. [

Teorema 2.3. Sejam n > 2 e m > 1 inteiros positivos. Entao m < n se, e somente se,

para todo conjunto compacto K C R™, a(K) nao € n-linedvel.

Demonstragao: Suponha por absurdo que m < n e que existam um compacto K C R™
e um conjunto V C C(K), de modo que VU{0} é um subespago vetorial n-dimensional de
C(K), ou seja, C (K) é n-linedvel. Aqui, o compacto K desempenhard o papel do espago

métrico D dos lemas anteriores.

Seja {fi, ..., fn} uma base de V' U {0} e defina
F: D — R
y = Fly) = (h), - faly))
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como no Lema 2.2l Também, como antes, seja D’ C D o conjunto dos pontos de maximo
das fungoes pertencentes a V' e seja X := F(D’). Como n > 2, segue que dim(VU{0}) > 2,
logo, V' contém fungoes nao constantes. Sendo g € V uma fungao nao constante, é evidente
que g e —g possuem diferentes pontos de mdximo, logo, D’ ndo é unitério. Pelo Lema [2.2]
item (3), a restri¢ao

F|D/ZD/—>X

¢é bijetiva, assim X também nao é unitario. Desse modo, X satisfaz as condigoes da

Defini¢ao Considere a fungao
f:5"t 5 X

da Definigao 2.1} Vamos provar que D’ é fechado em D e, consequentemente, compacto
em R™. Seja (dg)p2, uma sequéncia em D’ convergindo para d. Pela compacidade de D

segue que d € D. Da Definicao 2.1] para cada k,

F(dy) = f(vr)

para algum v, € S,_1, e isso significa que F(dy) é o unico ponto de méximo em X da

funcao
Jo, - X — R

r = gy () = (2, v8).

Da compacidade de S™7!, (v4)72, possui uma subsequéncia convergente
Vg, —> U € Sn_l.

Note que

para todo y € D’. Como os pontos y € D’ sao pontos de méximo das funcoes g, o F' :

D — R, a desigualdade
(Fldy,), ) = (F(2). )

vale para cada z € D. Usando a continuidade de F': D — R"™ temos

(P(d), ) = lim (F(dy,), v
> lim (F(2), vg;)

Jj—00

= (F(2),v),



43

para todo z € D. Assim, d é ponto de maximo da funcao g, o F' : D — R, portanto,
d € D' e assim D' é fechado em D. Pelo Lema item (3), sabemos que a fungao
F : D — X é uma bijecao continua entre o compacto D' e X, que é Hausdorff, logo F’
é um homeomorﬁsmoﬂ Como D' é compacto, segue que X = F(D') é compacto e, pelo
Lema a fungao

f:5"t X

¢ continua. Considerando R™ convenientemente contido em R"7!, visto que m < n, a
funcao

Flof:8"!' 5D cR™CR"!,

¢ continua. Pelo Teorema de Borsuk-Ulam, existe um par de antipodas v, —v € S"~! tal
que

Flof(v)=F"1of(-v).

Da injetividade de F'~! temos f(v) = f(—v) =: z. Como f : S"' — X é definida por
f(v) = x,, onde x, é o tinico ponto de maximo de g, : X = R, g,(z) = (x,v), segue que
g : X > Reg_,: X — R tém x como ponto de maximo. Por outro lado, g_, = —g,
pois
g-v(2) = (z,—0)
= —(z,v)
= —9u(2)
para todo z € X. Logo, —g, e g, atingem o maximo no mesmo ponto, e portanto g, é
constante, o que é uma contradi¢ao, pois X tem mais de um ponto e g, atinge o0 maximo

apenas uma unica vez em X.

A reciproca obtemos por contradicao. Suponha que m > n e tome o compacto
K = S~ ! ¢ R® c R™. Escolhendo, por exemplo, a bijecao Id : K = S"~ ! — §"~1 segue,
pelo Teorema que C(K) é n-linedvel. u

Corolario 2.3. O conjunto Cla,b] ndo é 2-linedvel.

No exemplo que segue, veremos que num espaco de dimensao infinita pode existir

um compacto K, de modo que C (K) é lineéavel.

2Estamos usando o seguinte resultado de topologia: Toda aplicacao f : K — Y, continua e bijetiva,

de um espaco compacto K sobre um espaco de Hausdorff Y é um homeomorfismo.
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Exemplo 2.1. Seja K o seguinte conjunto de /£5:

Qn

K={(2)" @retel@il.<1}.

n

Claramente, vemos que K é um subconjunto do cubo de Hilbert

H {__ _] = (@), € by : an| < }

Como o cubo de Hilbert é compacto (ver [5], pag. 229), para provar que K é compacto,

basta mostrarmos que K ¢é fechado. Seja entao

o= (),

uma sequéncia em K convergindo para
oo
w = (wn)nzl S 62'

Como a convergéncia de uma sequéncia em ¢y implica na convergéncia de suas sequéncias
coordenadas, segue que
J
w, = lim 2.
j—oo N

Assim, nw, = lim v/ para cada n fixado. Para cada k,
]*)OO

k k
> nPlw, P = lim |v]]?
J—00
n=1 n=1
k
= I 3l
8 2 [nl

<
< JILI?O sup Z v |2

n=1

= lim sup [|(v7)72, 15
J]—00
<1

Logo, temos ||(nw,): ]2 < 1, provando que w € K. Portanto, K é um subconjunto

compacto de /5.

Agora, mostremos que C/(K) é linedvel, isto ¢, C(K) U {0} contém um subespaco de

dimensao infinita de C(K'). Considere a fungao

F: K —)fz

<%)ZO=1 - <<%)ZO:1> = ()i
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Seja 7; : {3 — R a projecao sobre a j-ésima coordenada, j € N. Para cada j, a funcao
mioF: K — R

b [e.9]
¢ continua, pois m; o F' = j - m;. Com efeito, dada (—n> €K,
n

n=1
b, \ ™ o
moF{{ )= 75 ((bn)per)
b
_j. U
J

Claramente, as funcoes 7; o F, j € N, sao linearmente independentes. De fato, tome uma

combinagao linear nao trivial qualquer,
n
E aj(mjo F
=1

: . 1
onde a; € R. Considere a sequéncia (c;)32; € fo, tal que ¢; = o e #0,¢; =1se

Cs o0
a; =0ec; =0sej>n. Seja jo € {1,...,n} tal que a;, # 0. Assim, (ﬁ) €
j”(cj)j:IHQ 1

Ke
a; | mjoF IRy E
Z ’ ( ’ (<]H<C])] 1H2) 1)) Z ! JH C])] W3
Qo Jo - Cjo —1—204 N
%0 ]0” CJ j= 1||2 ) ! J” CJ)] 1||2
J#30
1
~ le)zal3
# 0.
Seja

k

f= bi(mjoF
j=1

uma combinagao linear nao trivial dessas fungoes continuas. Tomando b = (b1, ..., b, 0,0, ...

) €
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Como b € 15 = {(a;)2, € l5: a; = 0 para todo i > k} e ||F(x)|]» < 1 para todo = € K,

f(x) = (b, F(x)) < [(b, F(x))]
< [lbllz - 1 E ()]l

< bl
bl
.
- <b’ Hb||2>'
Logo,
F(@) = (b F()) < <b, ﬁ>

b . . . .
sempre que F(x) # W, pois como vimos na demonstragao do Teorema , a funcao
2

h: S — R, h(z) = (b,z), atinge seu maximo apenas em z = Agora, como F é

1o1]2"

uma bijecao entre K e a bola unitaria fechada de /5, existe um tnico ponto y € K tal

que F(y) . Isso mostra que f atinge seu méaximo em y. Note que esse maximo é

b
16112
atingido apenas em g, pois f atinge seu maximo em z € K se, e somente se,

k
g:=>» bim:F(K)—=R
j=1

atinge seu maximo em F'(z), pois F' é bijegdo. Entao, o inico ponto de méaximo de f é

b
F1 ( ) =y.
10]]2

Com isso encerramos o estudo de lineabilidade deste trabalho. Para mais resultados

o leitor podera consultar [I].



Capitulo 3

O Teorema de Borsuk-Ulam

No capitulo anterior, mais precisamente no Teoremal2.3| usamos um resultado classico
em topologia, o Teorema de Borsuk-Ulam. Neste capitulo, apresentamos uma demons-
tracao desse teorema usando o conceito de grau de uma aplicacao de S™ em S™ dado em

[3]. Doravante, || - || representard a norma euclidiana.

3.1 Homotopia

Definicao 3.1. Sejam X e Y dois espacos topoldgicos. Duas aplicagoes continuas f,q :
X — Y sao ditas homotdpicas (se escreve f ~ g) se existe uma aplicagao continua

®: X x[0,1] =Y tal que ®(x,0) = f(x) e P(x,1) = g(z) para cada x € X.

Se f: X — Y ¢é homotdpica a uma fungao constante entao f é chamada de homoto-
picamente nula e escrevemos f ~ 0. Podemos mostrar que homotopia é uma relacao de
equivaléncia. O conjunto das fungoes que sao homotdpicas entre si é chamado de classe

de homotopia dentro do espacgos das fungoes.

Proposicao 3.1. Seja X wum espaco topolégico qualquer. Se f,g : X — S™ sdo duas

aplicagoes continuas tais que para cada x € X, f(x) e g(x) nao sdo pontos antipodas, isto

é, f(x) # —g(x), entao f ~g.

Demonstracao: Com efeito, se f(x) # —g(x) para cada x € X, basta construirmos a
homotopia ® : X x [0, 1] — S™ definida por

_ () + (1= )g(e)
P )+ (= gl
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Note que ® estda bem definida pois o denominador nunca se anula e, além disso, ¢ é

claramente continua. Portanto, f ~ g. ]

Corolario 3.1. Toda aplicacao continua f : X — S™ nao sobrejetora € homotopicamente

nula.

Demonstragao: Sendo f nao sobrejetora, tome ¢ € S™\ f(X) e considere a aplicagdo

constante
g: X — S
r = —c
Note que f e g nao sao antipodais, logo, pela proposicao anterior sao homotépicas. [

3.2 Simplexo Geométrico

A definicao que segue generaliza o conceito de triangulo no espago R™.

Definicao 3.2. Dados n + 1 pontos distintos po, ...,p, em R™, o n-simplexo geométrico

o™ gerado por pg, ...,pn € 0 conjunto

{zn:Aipi : zn:)‘i =1, 0<\N <1, i= 0,...,n},
1=0 i=0

denotado por (po,...,pn). Qualquer o C o™ € chamado de q-face de o™. Os pontos

Do, ---, Pn 8GO0 chamados de vértices de o™.

Um n-simplexo aberto é o interior da envoltéria convexa que os seus vértices geram
no espago euclidiano n-dimensional, ou seja, se 0™ = (py, ..., pn) ¢ aberto o encontramos
fazendo 0 < \; < 1 para ¢ = 0,...,n. Por exemplo, no caso 1-dimensional dados pg,p; €
R, o' é o intervalo aberto (po,p1) C R; jd em R? 0% = (po,p1,p2) ¢ o triangulo de
vértices po,p1 € po exceto a sua fronteira. Os A;, com 7 = 0,...,n, s@o chamadas as

n
coordenadas baricéntricas de x = Z Aip; em ¢”. Fixado n podemos denotar o n-simplexo

=0
simplesmente por o.

Dado {po, ..., Pn+1} 0 conjunto de quaisquer n+2 pontos em R" !, considere o (n+1)-
simplexo geométrico 0 = (po, ..., Pny1). 0 é dito degenerado se, e somente se, os n + 2

vértices estdo em um hiperplano n-dimensional, ou, equivalentemente, que (pg, ..., Dni1)
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tenha volume igual a zero, isto é, se z}, ..., x?“ sao as coordenadas de p;, entao
T SRR e |
det(po, .oy Pry1) == : St =0.
P e

Um (n + 1)-simplexo ordenado é um (n + 1)-simplexo que possui uma ordenagao
bem definida de seus vértices. Por exemplo, o simplexo 0 = (pg, ..., Pry1) que possui a

ordenagao py < - -+ < ppi1, sera escrito da seguinte forma
[U] = [p0> "'7pn+1]-

O sinal do simplexo ordenado [py, ..., pr+1] é dado pelo sinal de det(po, ..., pnt1). Se o
simplexo é degenerado nao temos sinal. Pode-se ver facilmente que uma permutacao par

nao altera o sinal.

Lema 3.1. Sejam [o] = [po, p1, s Put1] € [0'] = [Dh, P1s s Pus1] dois (n + 1)-simplexos
ordenados nao degenerados possuindo a face (py, ..., pnr1) em comum e seja H o hiperplano
n-dimensional que contém esta face. Entao py e pj estao em um mesmo lado de H se, e

somente se, (o] e [0'] possuem o mesmo sinal.

Demonstracgao: Dizer que os pontos estao de um mesmo lado do hiperplano H significa
que o segmento de reta que os une nao intersepta H. Entao, seja App+(1—N)pf, 0 < A < 1,
o segmento de reta que une os pontos py e p. Logo, py e pf, estdo do mesmo de H se, e

somente se, nao existe A € [0, 1] tal que
det[Apo + (1 = A)py, piy s 1] = 0.
Por propriedade de determinante segue que
det[Apo + (1 — N)pg, 1, s Put1] = Adet[o] + (1 — X) det[o”].

Logo, po e p;, estdao do mesmo lado de H se, e somente se, 0 ndo pertence ao intervalo

fechado [det o, det 0'], ou seja, det o - det ¢’ > 0. Portanto, [o] e [0] tém 0 mesmo sinal. m

O lema acima nos mostra que se [o] = [po, p1, .., Pn) tem sinal positivo e py e p; estao
em lados diferentes do hiperplano que contém [py, ..., p,] entdo [0'] = [pf, p1, ..., Pn] tem
sinal negativo. Logo, para orientar [¢0'] de forma positiva permutaremos os seus vértices

uma quantidade fmpar de vezes.

A seguir, definimos um tipo importante de aplicacao entre simplexos geométricos.
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Definicao 3.3. Dados dois simplezos geométricos o1 = (Do, P1y s Pn) € 02 = (G0s G1, - Gn) 5

uma aplicagao baricéntrica entre o, e o9 € uma aplicacdo da sequinte forma
n n

Z Aipi Z i
i=0 i=0

Ou seja, [ associa 0s pontos que possuem coordenadas baricéntricas iguais.

o1 — (op)

3.3 O grau de uma aplicagcao continua f:S' — S!

De maneira informal, o grau de uma aplicacao continua f : S' — S', nada mais é que

o nimero de vezes em i de St d a
que f(z) rotaciona em torno de quando z executa uma rotagao
orientada de S'. Se f(z) executa a rotagao orientada positivamente o grau é positivo do

contréario é negativo.

Para obter o grau vamos proceder da seguinte maneira: inicialmente oriente S* de
modo que exista um sentido de rotacdo definido e divida S! em arcos pequenos de modo
que a imagem por f desses arcos nao possua pontos antipodais, ou seja, tenham diametro
menor que 1. Sejam zq, ..., ,, ,11 = x1 0s pontos da divisao na ordem em que torna a
rotagao positiva. A partir de agora trabalharemos apenas com os pontos f(x1), ..., f(x,).
Para cada ¢ = 1,...,n seja a; o menor arco entre f(z;) e f(x;11), chamamos tal arco de
positivo, se tiver orientado positivamente, e negativo caso contrario. Escolha um ponto
¢ € S' que nao seja um f(z;) e seja P(£) o ntimero de positivos a; que contém & e
N(£) o nimero de negativos «; que contém £. Com a notagao estabelecida acima temos

a seguinte

Definigao 3.4. O nimero P(§) — N(&) € chamado o grau de f.

Mostraremos posteriormente que o nimero definido acima independe da escolha de

&, assim como a maneira que dividimos S* em arcos. Vemos isso claramente na aplicacao

identidade Id : S — S!.
Exemplo 3.1. Para cada n = 0,+1,42, ... a aplicacdao
f. St = St
€i9 — ein@

tem grau n.
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3.4 O grau de uma aplicacao continua f :S" — S"

A partir de agora generalizaremos o conceito de grau para uma aplicacao f : S™ — S",

comn > 1.

Até aqui estudamos as propriedades dos (n + 1)-simplexos em R"*. A partir de

agora vamos estudar os simplexos de S™.

Considere S™ C R"™'. Se {py, ..., pn} é um conjunto qualquer de n + 1 pontos em S™
tais que a distancia entre quaisquer dois pontos seja menor que 1, a sua envoltéria convexa
nao contém a origem, assim, podemos projetd-la radialmente em S™, isto é, normalizar

cada ponto da envoltéria convexa.

Definicao 3.5. Sejam pg, p1, ..., pn pontos distintos em S™ tais que a envoltoria conveza
formada por esses pontos ndao possua a origem. A projecao radial em S™ dessa envoltoria

¢ chamada de n-simplezo esférico o = (pg, ..., Pn)-

O simplexo esférico o é degenerado se, e somente se, os seus n + 1 vértices juntos
com a origem pertencem a um hiperplano n-dimensional, isto é, se o (n + 1)-simplexo
(Do, -+, Pn, 0) é degenerado em R™™!. Assim como antes, um n-simplexo esférico ordenado
é um n-simplexo esférico que possui uma ordenacao definida de seus vértices. O sinal
de um n-simplexo esférico ordenado [py, ..., p,] é definido como sendo o sinal do (n + 1)-

simplexo ordenado [py, ..., Pn, 0] em R L.

Podemos estender o conceito de aplicacao baricéntrica a aplicagoes entre simplexos
esféricos, por associar pontos que possuem as mesmas coordenadas baricéntricas nos sim-

plexos geométricos antes de serem projetados radialmente em S™.

A partir de agora, quando usarmos o termo simplexo (n-simplexo) estaremos nos

referindo aos simplexos (n-simplexos) esféricos de S™.

Definicao 3.6. Uma triangulacio T de S™ € uma decomposicdo da mesma em um niumero
finito de simplexos esféricos nao degenerados e nao sobrepostos tais que cada (n — 1)-face

de um n-simplexo é comum a apenas outro n-simplexo esférico.

Em alguns momentos confundiremos uma triangulacao 7" com o conjunto de seus

vértices.
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Sejam S™ e X" duas esferas n-dimensionais e 7" uma triangulagao de S™. Uma
aplicagao vértice propria ¢ : T — X" é uma aplicagao definida apenas nos vértices de
T e possui a seguinte propriedade: Se py, ..., p, sao vértices de um simplexo de T entao
o conjunto {¢(py), ..., o(pn)} C X" tem didmetro menor que 1, e para cada simplexo
esférico o = (po, ..., pn) € T, existe um tunico simplexo em 3™ que é a envoltdria convexa
do conjunto {¢(po), ..., ©(pn)} projetada em X", denotado por ¢(¢). Se o é um simplexo
ordenado, [o] = [po, ..., Pn], entao ¢lo] := [p(po), ..., p(pn)]. Embora a ordenagao de [o]
determine a de @[o], é ébvio que o sinal de [o] pode ser diferente do sinal de ¢[o], como

podemos ver no proximo exemplo.

Exemplo 3.2. Dada uma triangulagao T de S™, suponha que ¢ : T — X" leva cada

vértice na sua antipoda, assim se (o] = [po, ..., Pn), entdo plo] = [—po, ..., —pnl, logo
—x - =it
det p[o] = _;1 _x:n+1 1 = (—1)"* det]o],
0 -~ 0 1
onde p; = (x}, ..., para cada i = 0,...,n.

Note que o conjunto {¢(c) : 0 € T} pode nao formar uma triangula¢do para 3",

pois poderao existir simplexos sobrepostos ou degenerados.

Seja T uma triangulacao de S™ e ¢ : T' — X" uma aplicagao vértice propria. Ordene
cada n-simplexo de T positivamente e tome £ qualquer ponto do conjunto {¢[c]| : 0 € T}
a menos da fronteira. O simplexo ¢[o]| que contém ¢ serd chamado de positivo se estiver

orientado positivamente, e de negativo se estiver orientado negativamente.

Agora, seja f : S™ — X" uma aplicagdo continua. Como S™ é compacto, podemos
encontrar uma triangulacao 7' de S™ tal que diam (f(0)) < 1, para cada o € T. Isso nos

permitird definir uma aplicagao vértice prépria ¢ associada a f,
ep: T — X"
p = i) = fp),

para cada vértice p de T.

Definicao 3.7. Sejam f : S™ — X" uma aplicacao continua, T' triangulagcdo de S™ e ¢y

a aplicagdo vértice propria associada a f. Sejam P(&, T, ) e N(&,T, @), respectivamente,
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o numero de positivos e negativos p¢(o] contendo £. O nimero inteiro

G(§7T790f) :P(€7T790f)_N<§7T790f>

¢ chamado o grau de f.

Os proximos lemas nos mostrarao que o grau de uma aplicacao f : S™ — X" inde-

pende do ponto £ € X" e da triangulagao T de S™.

Lema 3.2. G(,, T, ¢s) = P(,T,95) — N(&, T, pf) € 0 mesmo para todo £ € X" que nao

pertence a fronteira de nenhum (o).

Demonstracgao: Dividiremos a demonstracao em dois casos:

Caso 1: ¢y[o] ndo é degenerado para todo [o] € T. Sejam & e ¢ dois pontos quaisquer
de ¥™ que nao pertencem a fronteira de nenhum ¢[o| com [o] € T'. Ligue £ a ¢ por uma
curva suave em X" que nao passe por nenhuma face de dimensao menor que n — 1 de
qualquer (o) e facamos & se aproximar de ¢ o longo dessa curva. Claramente, G(&, T, ¢y)
muda apenas quando  atravessa alguma (n — 1)-face de algum ¢y (o), pois isso alteraria
P&, T, pf) ou N(&,T,py). Note que cada (n — 1)-simplexo (pi, ..., p,) em T corresponde
a uma (n — 1)-face de dois n-simplexos, 0 = (po,p1, ..., pn) € 0" = (P4, D1, .., Pn) em T e,

mais importante, [0] e [0’] possuem sinais contrérios devido ao Lema [3.1]

Agora, seja H o hiperplano n-dimensional que passa pela origem e por (¢¢(p1), ..., 0 (Pn)),

a (n — 1)-face a ser atravessada por . Temos duas possibilidades:

1. ¢s(po) e ¢r(py) estdo do mesmo lado de H. Entao £ sai (ou entra) de ¢g(o) e
¢¢(0’) quando atravessa H. De acordo com o Lema orlo] = lespo), s o5(pn)] €
orlo’] = [er(Ph); -, pr(pn)] deveriam possuir o mesmo sinal, no entanto, o sinal de cada
@(0) é determinado pelos simplexos positivos de T, entao se, por exemplo, [o] estd or-
denado positivamente e [¢0'] negativamente, se reordenarmos [0'] de forma a torna-lo po-
sitivo, estaremos fazendo um permutacao impar de seus elementos, que implicard numa
permutagao impar dos elementos de ¢y[o’] alterando o seu sinal. Portanto, quando ¢
atravessa H perde (ou ganha) um simplexo positivo e um simplexo negativo, consequen-
temente G(&, T, ¢y) nao se altera.

2. ©r(po) € pr(p;) estdo em lados opostos de H. Entdo, ¢ sai (digamos) de ¢f(0) e entra
em ¢f(0’). Novamente pelo Lema 3.1 deverfamos ter sinais diferentes para ¢y(o) e ¢s(0”),

mas como o sinal de cada (o) é determinado a partir dos simplexos positivos de T" segue
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que ¢ sai de um simplexo e entra em outro com mesmo sinal. Portanto, G(£, T, ¢f) nao
é alterado. Assim, concluimos a demonstragao para o caso nao degenerado.

Caso 2: (o) é degenerado para algum o € T'. Fixando £ e ¢ em ¥" podemos encontrar
e > 0 e uma aplicacao vértice propria ¢’ : T — X" tal que:

a) ¢'(o) nao é degenerado e ||ps(p) — ¢'(p)|| < € para cada vértice p em T

b) Sempre que ¢(o) é nao degenerado, p¢[o] e ¢'[o] possuem o mesmo sinal.

c) € (e ¢) estd no interior de ¢'(0) se, e somente se, estd no interior de ¢¢(0o).

De fato, para cada o € T tal que (o) é degenerado, tome

e = min{d(¢, ¢¢(0)), d(¢; (o))}

Agora, seja o = (po, ..., p,) um simplexo tal que ¢ ¢(0) = (¢¢(po), ..., p(pn)) € degenerado.
Entao os pontos ¢¢(po), ..., ¢ 7(pn) € 0 pertencem a um hiperplano de dimensao menor que
n — 1. Fixe os ¢s(p;) necessarios pra construir junto com a origem tal hiperplano e
translade sobre ¥" os demais pontos a uma distancia g a fim de construir um simplexo
esférico nao degenerado o € X". Os pontos ¢¢(p;) fixados denotemos por v; e os pontos
obtidos ao transladarmos os ¢y(p;) restantes denotemos por v;, i # j. Juntos, v; e
v; formarao os vértices v, vy, ..., v, do simplexo 7, dessa forma, teremos ¢s(p;) = v; e

lor(p;) — vyl = % Definamos a seguinte aplicagao

o T — X
, vr(0), se ¢f(o) nao é degenerado
o = ¢(o)=
o, se  @f(o) é degenerado.

Podemos ver que o valor de ¢ e a aplicagao ¢’ satisfazem a), b) e c).

Agora, olhando para os positivos e negativos que surgem de ¢ e ¢’ pela triangulagéo
T, temos, pelos itens b) e ¢), P(a,T,¢r) = P(o,T,¢") e N(a,T,¢5) = N(a,T,¢"),

a=¢,(, dal e pelo Caso 1 segue que

G T,pf) =P

éaTﬂOf) - N(£7T7¢f)
£7T7 90/> - N(£7T7 ()0/)

(
(
(€, T,¢") = N(¢, T, ¢)
(
(

CvTaQOf)_N(SaTast)

P
P
_p
G(¢ T, ¢p).
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A partir de agora podemos usar G(T,ps) para denotar o grau de uma aplicagdo

continua f:S" — X",

Os argumentos usados na prova do lema anterior para o caso 2, nos fornecem um

resultado mais geral:

Lema 3.3. Dados quaisquer T, p e &, existe € > 0 tal que sempre que uma aplicagao
vértice propria @' @ T — X" satisfaz ||e(p) — ¢'(p)|| < € para cada vértice p, entio
G T,p) =G TN

Lema 3.4. G(T, yy) independe da triangulagio T' de S™.

Demonstracao: Sejam T e 7" duas triangulagoes de S™ e sejam ¢y e go} as aplicagoes
vértices associadas a f. Considere a triangulacao 7" formada a partir da uniao dos vértices

de T'e T". Mostremos que G(py,T) e G(¢),T") sao iguais a G (o, T").

Como S™ é compacto existe uma quantidade finita de simplexos esféricos em T e
T’, o que implica numa quantidade finita de vértices para tais triangulagdes. Se T e T’
possuem respectivamente p e ¢ vértices, entdo 7" tem no maximo p + ¢ vértices. Como as
funcoes vértice préprias sao definidas apenas nos vértices das triangulagoes, mostraremos
por inducao que inserindo, por exemplo, os ¢ vértices de 7" na triangulacao 7' obtendo
assim a triangulacao T, = T", entdo G(py, T') = G(¢%,T;), onde ¢y e } estao associadas
a f. Paran = 1. Introduzimos v; € 7" em T, criando uma triangulacao 77 que pode ou
nao coincidir com 7'. Mostremos que G(pf,T) = G (go}, T1). Considere a aplicacao vértice
prépria @} : 17 — ¥". Note que f(v1) pertence a (o) sempre que vy pertence a algum
o C T, assim, tomamos o € X" tal que a ¢ ps(0), isso evitard que a pertenga a um novo
positivo ou negativo que surgiu quando consideramos o ponto f(v;) em X". Dessa forma,

para esse a € X" segue que G(a, T, ¢r) = G(a, 11, go}), junto com o Lema temos
G(T7 <Pf) = G<057 T7 @f) = G(Oé, Tl; @}) = G(Th 90})

e isso prova o primeiro passo de inducao. Por hipdétese de inducao, ao introduzirmos
q — 1 vértices, vy, ...,v,-1, de T" em T obtendo a triangulacdo Tj_;, temos G(T,¢s) =

G(T),-1, 30?1), onde gpj’fl : T,—1 — X" é a aplicacao vértice prépria associada a f. Mos-

L Aqui, o stmbolo G(&, T, ¢) nao esta sendo usado para denotar o grau de uma aplicagio continua, mas

apenas a diferenca P(§, T, o) — N(&, T, p).
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tremos que o mesmo acontece quando introduzimos os ¢ vértices. Note que
T" = T, =TU T'=TU {v1,...,v,} = Ty—1 U{v,}.

Entéao, pela hipdtese de indugdo, para mostrar que G(T, pr) = G(1y, gp?) basta mostrar
que G(T}—1, <p‘]1fl) = G(T,, go‘}). Mas isso nada mais é do que a repeti¢cao do primeiro passo
de indugdo, logo G(T', ¢5) = G(T",¢}). Procedendo de modo andlogo, mostramos que ao
introduzir os p vértices de T' em 1" obtendo a triangulagao 7", G(T", ¢;) = G(T", ¢}).

Portando, G(T', py) = G(T", ;) o que encerra a demonstragao do lema. [ |

A partir de agora usaremos G( f) para representar o grau de uma aplicagao continua

[ —= 8"
Exemplo 3.3. Considere a aplicacao identidade Id : S* — S™. E claro que G(Id) = 1.

Exemplo 3.4. Seja g : S* — S" uma aplicacao constante. Calculando G(&, T, ¢,) onde

¢ nao é um ponto de imagem segue que G(g) = 0.

Exemplo 3.5. Seja h : S — S™, h(x) = —=x, a aplicacdo antipodal. Do Exemplo
segue que G(h) = (—1)"L.

Observagao 3.1. Para uma aplicacao f : S° — S° é necessaria uma nova definicao de
grau, pois a que demos acima nao se aplica por nao existirem positivos e negativos. Como
as possiveis funcoes entre SO e SY sdao as dadas nos exemplos anteriores, definiremos
os seus graus da seguinte forma: para Id : S° — S% ¢ : S = S%e h : S° — SO

G(Id) =1,G(g) =0 e G(h) = —1.

Mostraremos no préximo teorema que o grau é um invariante homotopico.

Teorema 3.1. Sejan > 0. Se f,g:S™ — S™ sdo homotdpicas, entio G(f) = G(g).

Demonstragao: Para n = 0 o resultado é evidente, pois cada funcao f : S° — S é
homotdpica apenas a si mesma. Facamos para n > 1. Seja ® : S™ x [0,1] — X" a
homotopia entre f e g. Para cada t € [0, 1] escreva ®(z,t) = fi(z) e considere d a métrica
da soma para S™ x [0,1]. Como S™ x [0,1] é compacto, a aplicacao ® é uniformemente
continua, logo, existe § > 0 tal que se d((x,t),(2',t')) < 0 entdo ||fi(x) — fu(2))] <
1 onde (z,t) e (a/,t') pertencem S™ x [0,1]. Logo, se ||t — /|| < ¢ entao |fi(x) —

fi(2")]] < 1. Considere uma triangulacao T tal que diam (o) < 0 para cada o € T. Dessa



57

forma, diam (f;(c)) < 1 para cada ¢ € T e t € [0,1]. Consideremos a partir de agora
a triangulacao 7. Dado ty € [0,1] e fixando £ € ¥", pelo Lema encontramos € > 0
tal que G(§, T, ¢y, ) ndo muda quando os vértices {¢y, } executam uma translacdo de
raio €. Pela continuidade uniforme de ®, existe d(g) > 0 tal que se |t — ty| < § entdo
| fe(x) = fi,(z)]] < € para cada x € S™, consequentemente, G(f;) = G(f,) sempre que
|t —to| < 6. Como ¢y € [0, 1] é qualquer, segue que G(f;) é constante em [0, 1]. Portanto,

f e g possuem o mesmo grau.
[

Denote a bola unitdria de R"*! por B"*1. A seguir estudaremos o grau de uma classe

de aplicacoes continuas f : B! — Bntl

Definicao 3.8. Uma aplicacdo continua f : Bt — B" ¢ dita uma aplicacdo reqular

de B"1, se f(S™) C S™. Denotaremos tal aplicag¢io por f: (B"1;S") — (B"1; S™).

Como B™™! possui triangulagoes T formadas por (n + 1)-simplexos tais que cada
n-face que nao estd em S™ é face de exatamente dois (n + 1)-simplexos, podemos definir
o grau de aplicacoes regulares de B"™! de maneira andloga ao de aplicacoes de S™ em S™.
Com efeito, dada uma triangulacao T' de B"™!, ¢ : T — B"™! é uma aplicacao vértice
propria regular se:

(i) cada vértice de S™ é levado em um ponto de S™.
(ii) ¢|sn é uma aplicagao vértice prépria.

Entao, se f é uma aplicagao regular de B"™! o grau de f, G,(f), ¢ determinado por
G,(f) = (ntmero de positivos ¢s[o] contendo &)—(ntimero de negativos ¢s[o] contendo &)

onde ¢y : T'— B™"! é uma aplicagao vértice regular associada a f e & € B"*1\ " é um

ponto que nao esta na fronteira de nenhum (n + 1)-simplexo (o).
O sinal de py[o] é determinado a partir dos simplexos positivos [o] de T'.

Usando exatamente os mesmos argumentos das provas dos Lemas a e do
Teorema , podemos mostrar que G,(f) depende somente de f e que duas aplicagdes
regulares possuem o mesmo grau sempre que sao homotopicas e a imagem de S™ por f

permanece em S™ durante a deformacao.

Proposigao 3.2. Seja g : (B!, S™) — (B"™;8") uma aplicagdo regular de B, e
seja f =g |sn: S™ — S™. Entao, G(f) = G,.(g).
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Demonstracao: Inicialmente, estendemos f a F', uma aplicacao regular de B"*!, levando
linearmente o vetor tx,0 < ¢ < 1, no vetor tf(x),0 <t < 1, para cada = € S™. E 6ébvio
que G(f) = G.(F), basta tomar uma triangulagao de B""' com simplexos da forma
D0, P1, -, Pny 0 onde (po, ..., pn) € simplexo de uma triangulagao de S™. Além disso, F' é
homotépica a g de modo que a imagem de S™ permanece fixa durante a deformagao.

Mostramos isso tomando a homotopia

d:. Bt x[0,1] — B!
(x,t) = tF(x) + (1 —t)g(x).

Assim, G.(F) = G,(g), completando a prova da proposicao. [ ]

3.5 T-aproximacao linear

Sejam f : S™ — S™ continua e T uma triangulacao de S™ tal que diam f(o) < 1 para
cada simplexo o € T'. Seja ¢y : T'— S™ a aplicacao vértice prépria associada. Estendemos
@y a aplicacao Ay : 8™ — S™ levando cada n-simplexo o € T baricentricamente em ¢ ().
As é continua se é continua em cada simplexo o e suas definigdes coincidem em cada

(n — 1)-face comum de dois simplexos.

Definicao 3.9. A aplicacao Ay : S — S™ é chamada a T-aprozimacao linear de f.

Mais geralmente, qualquer aplicagao continua A : S™ — S™ que leva cada simplexo
de uma triangulacao de S™ baricentricamente em outro simplexo é chamada de aplicacao
linear por partes. Se T' é uma triangulacao de S™ e f : S™ — S™ é uma aplicagao linear por
partes nos simplexos de T', chamaremos f de uma aplicacao T-linear. Esses conceitos se
estendem para aplicacoes continuas ¢ : B"*1 — B"*! desde que T seja uma triangulacao
de B"! tal que diamg(c) < 1 para cada o0 em T e ¢, : T — B"! seja uma aplicagao
vértice propria regular associada a g. Assim, )\, é uma T-aproximacao linear de g se A,
leva cada (n + 1)-simplexo de T baricentricamente em outro (n + 1)-simplexo de B™*1.

Se A4 é continua, a chamaremos de aplicacao 7-linear.

Proposicao 3.3. Seja f : S™ — S™ uma aplicagao continua. Entao f ~ Ay para cada

T-aproximacao linear Ay de f.
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Demonstragao: Pela Proposicao [3.1] basta provar que Af(x) e f(z) ndo sao antipodas
para cada z € S". Seja x € 0 = (po,...,pn), onde 0 € T. Como f(p;) = A(pi),
para cada ¢ = 0,...,n e diam f(0) < 1, segue que cada Af(p;) estd contido numa bola
B(Af(po),1). Como a bola é convexa e contém cada A¢(p;), deverd conter a envoltéria
convexa formada a partir dos As(p;),7 =0, 1, ..., n, consequentemente contém As(c). Dal,

segue que d(Af(z), Af(po)) < 1 e, consequentemente,

A (@), Ap(@)) < d(f (@), Fp0) + s (po). As(e)) < 2

Portanto, os pontos f(z) e A¢(z) nao sado antipodas. u

3.6 Teorema antipodal de Borsuk

Defini¢ao 3.10. Uma aplica¢ao continua f : S™ — S™ € dita antipodal se f(—x) =
—f(x), para cada x € S™, isto €, f envia cada par de pontos antipodais em um par de

pontos antipodais.

As aplicagoes identidade Id : S™ — S" e a : S™ — S™, a(z) = —x sdo exemplos de
aplicagoes antipodais. Podemos provar que uma aplicagao f : S™ — S™ é antipodal se, e

somente se, foa =ao f.

Observagao 3.2. Se f é uma aplicacao baricéntrica de um n-simplexo geométrico o € R”

e se Int f(0) # 0, entdo para cada y € f(0) existe exatamente um ponto = € o tal que

f(z) =y.

Definicao 3.11. Sejam T e T, triangulacoes de B™. Dizemos que Ty € um refinamento

de Ty, se para todo simplexo oy de T existe um simplexo oo de Ty tal que o1 C 9.

Lema 3.5. Sejam T uma triangulagio de B™ (n > 1) e g : B" — B™ uma aplica¢do
T-linear qualquer tal que a origem nao pertenga a fronteira de nenhum g(o). Seja 7 :
B™\ {0} — 8™ ! a projecao radial e ¢ := wo (g |gn-1) : S*1 — S"7L. Entao, se q é o

numero de pontos levados para a origem por g, temos ¢ = G(¢) mod 2.
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Demonstracgao: Inicialmente, definamos a seguinte aplicacao regular de B"
h: B" — B"
g(2tx) se €S0
tr +— h(tx) = 1
(2—-2t)g(x)+ (2t — )wog(x) se =xe&S" 1, 3
Logo, pela Proposigao é suficiente mostrar que G,(h) = ¢ mod 2. Considere o com-
pacto A = B™\ B(0, %) Como g e 7 sao continuas, segue que h é continua e, portanto,
h(A) é compacto. Note que h(A) nao contém a origem, pois se contivesse teriamos
g(z) = 0 para algum x € S"! logo, z estaria na fronteira de algum simplexo o de
B™. Como g é T-linear implicaria que a origem estaria na fronteira de g(o). Assim, seja
e = d(h(A),0) > 0. Podemos encontrar uma triangulacdo T de B" tal que
(i) diamh(o) < Z para cada o € T;
(ii) T é um refinamento de T’ em m;
(iii) Se h(z) = 0, entdo x ndo estd na fronteira de nenhum n-simplexo de 7.
Seja A\, a T aproximacao linear de h. Entao:
a) Ap(0) ndo contém a origem sempre que o C A.
Com efeito, por (i) diamh(o) < Z para cada o € T, como o C A e d(h(A),0) = ¢ segue
que Ap(0), que é convexo, nao contém a origem. Além disso, como g é T- linear, (ii)
implica que
b) A ’B(O = ¢, como conjunto imagem.
De fato, como cada simplexo de T estd inteiramente contido em um simplexo de T, A\,
nada mais é do que uma restrigdo de g ao simplexo menor. Usando (iii), segue que a
origem nao se encontra na fronteira de nenhum simplexo A\, (o). Portanto, podemos cal-
cular a paridade de G,.(h) contando o nimero de A,(o) contendo a origem. Note que a
observagao garante que a quantidade de simplexos A, (o) que contém a origem cor-
responde ao numero de pontos que serdao levados por A, a origem. Por a) estes pontos
se encontram apenas em W,z) e por b) o conjunto imagem de g coincide com o de

M e

50,1 Portanto7 o numero procurado é exatamente q.

O lema acima nos ajudard a provar o proximo teorema, a ferramenta principal que

usaremos na demonstracao do Teorema de Borsuk-Ulam.

Teorema 3.2 (K. Borsuk). Seja f:S™ — S™ (n > 0) uma aplica¢io antipodal continua.
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Entao G(f) € impar. Em particular, f ndo é homotopicamente nula.

Demonstracao: A demonstracao segue por inducao em n. Para n = 0, o resultado é
6bvio pela Observagao Assumimos o resultado valido para n — 1 e provaremos que é
valido para n. Podemos encontrar uma triangulacao 7" de S™ tal que:

(i) T é levado em si mesmo pela aplicagdo antipodal a(z) = —z, isto é, a(o) € T, para
cadao e T.

(ii) T contém uma triangulagio do equador S"™' = {x € S" : z,,,, = 0}.

(iii) diam f(o) < 1, para cada o € T.

De fato, podemos construir uma triangulagao para S™ a partir de uma triangulacao de
S7=1 exigindo que o conjunto dos vértices seja composto por pares de pontos antipodas,
assim, por simetria, obtemos uma triangulagao que satisfaga (i) e (ii). A continuidade da

f nos permite satisfazer (iii).

Seja Ay a T-aproximagao linear de f. Por (i) segue que Ay é uma aplicac@o antipodal.
Podemos supor também que:
(iv) O polo norte, p;, e o polo sul, p_, ndo se encontram na fronteira de nenhum A;(o),
em particular, A;(S™"!) ndo contém p; nem p_.
Com efeito, podemos alterar ligeiramente os valores de Ay em vértices antipodais para
satisfazer o primeiro quesito de (iv), e a segunda parte de (iv) segue por (ii). Lembremos
que pela Proposicao qualquer pequena deformagao feita em Ay nao altera a sua classe
de homotopia. Como Ay o~ f, basta mostrar que G(As) é impar, e como Ay é linear por
partes, o item (iv) mostra que basta contar o nimero de simplexos A¢(o) contendo py
e, assim, saberemos o nimero de pontos que sao levados em p,. Assim, pela observagao
3.2/ 0 teorema sera provado se mostrarmos que existe um nimero impar de pontos sendo

levados por Ay em p,.

Seja B™ a bola de dimensao n que tem como fronteira o equador S™~!. Seja P :
S™ — B™ a projegao paralela ao eixo ,41 e seja ST = {z € " : x,,41 > 0} o hemisfério
norte. Considere a aplicacao linear por partes

gZ:PO)\f |53_Sﬁ — B".

Note que P |gn: ST — B" nos mostra que S ¢ homeomorfo a B". De (iv), vemos que a

origem nao estd na fronteira de nenhum P o A\¢(o) e que a aplicagao

@ =moPo\s|gn-1: 8" — 5!
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esta bem definida e é continua, pois ¢, P e Ay s@o continuas e a imagem de P o \s |gn-1
nao contém a origem. Sendo Ay antipodal, ¢ é antipodal, logo, a hipétese de indugao
afirma que ¢ tem grau {mpar, e pelo Lema ¢ leva um ntimero impar de pontos de S”

na origem.

Agora, note que g(x) = 0 se, e somente se, A\¢(z) = py ou A\¢(z) = p_, isto é,

{x e ST :glx) =0} ={x e S A\(x) :p+}U{x € ST Ap(x) =p_}.

Como Ay é antipodal, segue que para cada x € ST, A\¢(x) = p_ se, e somente se,

A(=2) = =\s() = —p- =

Assim, por (iv), o nimero de pontos x € S™ tal que A¢(x) = p; é impar, donde concluimos

a indugao. n

Corolario 3.2. Nao existe uma aplicacdo antipodal f : S™ — S™1.

Demonstragao: Suponha que existe uma aplicagao antipodal
f:8"— 8t
Identificando S™~! como o equador de S”, claramente vemos que a aplicacao antipodal
f:98"m—=5"

nao ¢é sobrejetora, logo, pelo Corolério f € homotopicamente nula, o que contraria o

teorema anterior. n
Finalmente estamos preparados para provar o resultado principal deste capitulo que

é o Teorema de Borsuk-Ulam enunciado a seguir:

Teorema 3.3 (Borsuk-Ulam). Seja f : S™ — R"™ uma aplica¢ao continua. Entdo eziste

x em S™ tal que f(x) = f(—x).

Demonstragao: Suponha o contrario, que existe g : S — R” tal que g(—z) # g(x),

para cada x € S™. Defina f : S™ — S"! por

L el-a)— gl
I = T = 9@



Note que f estda bem definida e é antipodal, pois

fl=z) =

X

X

)

g(—(—
g(—(—

X

) —9(=
) —g(=

X

—(9(=2) — g(x))

)l

1= (9(~2) — g(x

= —f(z).
Mas isso contraria o Corolério 3.2

Portanto, fica demonstrado o teorema.

)
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