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Resumo

Neste trabalho estudaremos as equagoes diferenciais parciais de primeira ordem em uma vizi-
nhanga de um zero isolado. Utilizando a classificacao de pontos singulares apresentada por [zumiya
em [27] e [28], estudaremos a multiplicidade de tais equagoes, introduzidas em [15]. Quando a
equacao diferencial parcial de primeira ordem define uma equacao diferencial implicita, a definicao
de multiplicidade coincide com a noc¢ao de multiplicidade introduzida por Bruce e Tari em [21].

Estudaremos também a invariancia dessa multiplicidade por equivaléncia suave.

Palavras-chave: Multiplicidade, equagoes diferencias parciais de primeira ordem, equacoes

diferenciais implicitas.

Abstract

In this work we study the first order partial differential equations on the neighborhood of an
isolated zero. Using the classification of singular points put by Izumiya in [27] and [28], we study
the multiplicity of such equations introduced in [I5]. When the first order partial differential
equation defines an implicit differential equation, the definition of multiplicity coincides with the
notion of multiplicity introduced by Bruce and Tari in [21]. We will also study the invariance of

this multiplicity by smooth equivalence.

Keywords: Multiplicity, first order differential equations, implicity differential equations.
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Introducao

Uma equacao diferencial parcial (EDP) de primeira ordem é uma equagao do tipo

F(z1,... 20y, 01, -, 0n) = 0, (1)

onde F : R?"! — R, com n > 1, é uma funcao suave. Uma solucio cldssica da Equacao é
uma fungao f: R" — R tal que f(z1,...,2,) =yep; = g—i(xl,...,xn) comi=1,...,n. Quando
em um ponto ¢o € R* " F, (q) # 0 para algum ¢ = 1,...,n, a EDP de primeira ordem
define uma familia de solugoes classicas (ver [30]). Em [27] e [28], Izumiya introduz a defini¢ao
de solucao singular de EDPs de primeira ordem e estuda as propriedades genéricas de solucoes de

tais equacoes em pontos m-singulares definido por
Y(F)={qeR*": F=F, =0em q}.

[zumiya mostra que, genericamente, em um ponto m-singular a EDP de primeira ordem nao
tem solugao singular (ver Teorema [3.7). Neste trabalho estudaremos a multiplicidade de uma
EDP de primeira ordem introduzida em [14], que foi motivada pela definigdo de multiplicidade
de uma equagao diferencial implicita (EDI) apresentada por Bruce e Tari em [2I]. Estudaremos
também a invariancia da multiplicidade por equivaléncia suave.

No capitulo 1, introduziremos algumas definicoes e resultados da Teoria das Singularidades de
aplicacoes suaves, campo de vetores, formas diferenciais e multiplicidade de aplicagoes necessarias
para melhor compreensao deste trabalho.

No capitulo 2, estudaremos as equacoes diferenciais implicitas e binarias em uma vizinhanga de

um ponto singular dado, visando definir sua multiplicidade e apresentar alguns resultados sobre a

X



SUMARIO 1

mesma. Com respeito as equacoes diferenciais binarias, iremos dividir nosso estudo em dois casos:
o caso em seus coeficientes se anulam no ponto singular em questao e no caso em que eles nao se
anulam.

No capitulo 3, estudaremos as equacoes diferenciais parciais de primeira ordem em uma vizi-
nhanca de um zero isolado, definiremos a multiplicidade de tal ponto e mostraremos a invariancia

da multiplicidade por equivaléncia suave.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos conceitos e resultados fundamentais usualmente utilizados na
teoria das singularidades de aplicacoes diferencidaveis que serao os pilares deste trabalho tais como:
singularidades de germes de aplicagoes suaves, transversalidade de Thom, indices de campo de
vetores, multiplicidade de 1-formas diferenciais e multiplicidade de aplicagoes suaves. As principais

referencias deste capitulo sao:[I], [2], [5], [7], [8], [16], [24].

1.1 Germe de aplicacoes diferenciaveis

No que segue, a menos de mencao contraria, U C R"™ denotard um subconjunto aberto do
espaco euclideano R” com n > 1. Seja f : U — R™ uma aplicacao, diremos que f é de classe €*,
se as derivadas parciais de f até ordem k sao continuas. Quando f tem derivadas parciais de todas
as ordem continuas diremos que ela é de classe € ou simplesmente que f é suave. Denotaremos
a derivada de f em um ponto x¢ € U por df,, : R® — R™. Diremos que f é um €*-difeomorfismo
se f juntamente com sua inversa f~' sao de classe €% e que é um difeomorfismo se f e f~! sao
suaves.

Dada uma aplicacao suave f : U — R™ podemos associar a cada xq € U a matriz

Jf(zo) = (g”xfz (x0)> ,ondel <i<mel<j<nmn, (1.1)

chamada de matriz jacobiana de f em xy. Quando n = m o determinante da matriz (1.1)) é
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denominado jacobiano de f em xg.

Definicao 1.1. Diremos que xy é um ponto singular de aplicagao f : U C R® — R™ quando a da
matriz jacobiana ([I.1)) em xy ndo tem posto méximo. Caso contrario, diremos que zy é um ponto

reqular de f.

Consideremos o caso de fungoes suaves f : R” — R. Um ponto singular xy € R" é dito ser um

ponto singular nao degenerado de f se o determinante da matriz

32
Hf(xg) = (03:45];(%)) ,L,7€1,....n

¢ diferente de zero. Chamaremos o determinante da matriz H f(zo) de hessiana de f.

Definicao 1.2. Diremos que uma funcao f : R® — R é do tipo Morse se todos os seus pontos

singulares sao nao degenerados.

E imediato da definicao acima que se uma funcao nao tem pontos singulares, ela sera natural-
mente do tipo Morse. Note que a Definicao [1.1| trata de uma propriedade pontual de aplicagoes.
Em quase todo o trabalho estudaremos, sem perda de generalidade, singularidades na origem.

A seguir daremos a definicdo de germe de uma aplicacio suave. Denote por €*(R",R™) o
conjunto de todas as aplicacoes de classe €% de R" em R™ (€°°(R", R™) para as de classe ).
Podemos definir em €>°(R", R™) a seguinte relacao: dadas duas aplicagoes suaves f; : U} — R™,
fo: Uy — R™ e um ponto z € Uy N Us, diremos que f; esta relacionada com fs, e escreveremos
fi ~ fa, se existe uma vizinhanca U C U; N Uy de x tal que fi(q) = f2(q) para todo q € U.

Claramente ~ define uma relagao de equivaléncia.

Definicao 1.3. A classe de equivaléncia dada pela relagao ~ é denominada de germe de aplicagoes

em .

Note que se f; e fo sdo representantes do mesmo germe em z, entdo fi(x) = fo(z) = y. Tendo
em vista esse fato denotemos por f : (U,z) — (R™, y) o germe de uma aplicacao f : U — R™
em z. Além disso, chamaremos x e y de fonte e meta do germe, respectivamente. Observe que a
cada germe em z, f : (U,z) — (R™,y), podemos associar a sua derivada, a qual denotaremos por

df, : R® — R™, definida com sendo a derivada em x de qualquer representante do germe. Note
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que esta definicao nao depende da escolha do representante do germe. Um germe sera invertivel

se, e somente se, sua derivada for invertivel.

Definigao 1.4. O posto de um germe f : (R", x) — (R™,y) é definido como sendo o posto de sua
derivada em z. Quando seu posto for igual a n diremos que o germe é uma imersao e se for igual

a m uma submersao.

Pela definicao acima temos que um germe é invertivel se, e somente se, 0 mesmo for uma uma
imersao e submersao. Um germe que nao for uma imersao nem uma submersao sera chamado de

singular.

Definicao 1.5. Dois germes fi : (U, 1) = (R™, 1) e fo: (Uz,x2) — (R™, y2), sao A-equivalente

se existirem germes invertiveis h : (Uy, z1) — (Us, x2) e k= (R™,y1) — (R™, y9) tais que o diagrama

(U, 1) (R™, 41)
| |
(Us, 22) P (R™, y2)

comuta, isto é, ko f; = fa o k.

Uma consequéncia imediata da definigdo acima é que qualquer germe f : (U,xz) — (R™,y) é
equivalente a algum germe g : (R”,0) — (R™,0).

Introduziremos agora a nocao de jato de uma aplicagao suave. A nogao precisa de espago
JE(R™ R™) dos k-jatos de uma aplicacio suave é dada no capitulo II, §2 de [12]. Para este

trabalho sera suficiente a seguinte identificacao.

Proposigao 1.1. ([12]) Existe uma bijegao entre J*(R™, R™) e o conjunto R™ x R™ x P*(R" R™),
onde P*(R",R") é o espago vetorial das aplicacdes polinomiais de grau < k de R™ em R" sem

termo constante.
Naturalmente J*(R™, R™) tem dimensao finita.

Defini¢ao 1.6. Dada uma aplicacao suave f = (fi,..., fm) € €°(R",R™) e um ponto a € R", a
aplicacao j*f(a) : R* — J*(R™ R™) dada por j*f(a)(x) = (a, f(a), Pi(a),..., P,(a)), onde cada

P;(a) é o polindmio de Taylor de ordem k da funcao f;(x + a) — f;(a) na origem.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 5

A aplicacao j*f(a) é suave e é chamada de k-jato de f em a.

Exemplo 1.1. Considere uma funcao suave f : R — R. Entao, polinomio de Taylor de ordem k

de f(xr 4+ a) — f(a) em 0 tem a forma

" k
e pela identificagao
" k
(o, fta), f@+ T30 Ly @), @), @), @)

§*f(a) pode ser visto como um elemento do espaco euclideano R**2,

Em ¢*°(R",R™) podemos definir uma topologia, chamada de topologia de Whitney. Seja

f € €°°(R",R™), uma base para a topologia de classe €* ¢ dada pelos conjuntos

V(f.0) ={g € €= [R"R™) : |5*f(2) — j*g(x)ll < 6(x)}

onde § : R" — R é uma fungao continua e positiva.

Definigao 1.7. A topologia de classe € em ¢*°(R",R™), tem como base a uniao de todos os

abertos das topologias de classe €* de Whitney, com k > 0.

1.2 Transversalidade

Nesta secao introduziremos a nocao de transversalidade e enunciaremos um dos principais
resultados da teoria das singularidades, o Teorema da Transversalidade de Thom. A nogao de dois
objetos se interceptarem transversalmente é de fundamental importancia no estudo da teoria das
singularidades, e o Teorema da Transversalidade de Thom nos d4a uma bem sucedida classificacao
de uma das ideias fundamentais desta teoria, o conceito de propriedade genérica. Entenderemos
que uma propriedade P é genérica em um conjunto A, se existe uma subconjunto aberto de denso

de A no qual a propriedade P é sempre valida.
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Definicao 1.8. Um subconjunto M C R* é uma variedade suave de dimensdo m, ou simples-
mente uma m-variedade, se para cada ponto x € M existe uma vizinhanca W C R* de z e um
difeomorfismo h : U C R™ — W N M, onde U é um aberto de R™. Denotaremos uma m-variedade

por M™.

A aplicacao h é chamada de parametrizacao de W N M. Note que a parametrizacao nao é
necessariamente tnica. Quando n = 1 diremos que M é uma curva. Definimos também o espaco
tangente de M em x, denotado por T, M, como sendo a imagem da dh, : R™ — R* onde ¢ € U e
h(q) = =. E claro que a definicao de plano tangente independe da escolha da parametrizacao.

Sejam X C R™ e Y C R™. Diremos que uma aplicacao f : X — Y é suave se, para cada
xr € X, existe uma vizinhancga aberta U C R"™ de x e uma aplicacao suave F' : U — R™ tal que
Flunx = flunx. A derivada de uma aplicagao entre variedades suaves f : M — N, em um ponto

r € M, é uma aplicacao linear de T, M em Ty,)N denotada por df,.

Definicao 1.9. Uma aplicacao suave g : M — N ¢é dita ser um imersao se para todo x €
M a aplicacao derivada dg, : T,M — Ty, N ¢ injetora. Além disso, se a aplicacao g ¢ um

homeomorfismo sobre sua imagem, diremos que g é uma mergulho.

No caso em que M C N e a aplicagao inclusao i : M — N for um mergulho, diremos que M

é uma subvariedade de N.

Definicao 1.10. Sejam f : M — N uma aplicacao suave entre variedades suaves, S C N uma
subvariedade e x € M. Diremos que f é transversal a S em x se uma das seguintes condigoes é

satisfeita:
i. f(z) & S ou
1. f(SC) €eSe Tf(m)S + dfx(TxM) = Tf(m)N

Diremos simplesmente que f é transversal a S, se f for transversal a S para todo x € M e

denotaremos por f M S.

Exemplo 1.2. Considere M = R, N = R? S = {(2,0) : € R} C R* e f, : R — R? dada por
fi(x) = (z,2* — 1). Entao temos que f h S. No entanto, se tivermos as mesmas condicoes s6 que

agora fo(z) = (x,2%), temos que f nao é transversal a S em (0,0).



CAPITULO 1. PRELIMINARES 7

flr) = (x,x" — 1) fix) =(r,2?)
Figura 1.1: Intersecao transversal e nao transversal

Seja N uma variedade suave e S C N uma subvariedade. Denotaremos por dim(/N') a dimensao

de N e por cod(S) = dim(N) — dim(S) a codimensdo de S.

Proposicao 1.2. ([12]) Sejam M, N variedades suaves, f : M — N uma aplicagao suave e S

uma subvariedade de N. Se f S e dim(M) < cod(S), entao f(M)NS = 0.

Um dos principais resultados sobre transversalidade sera apresentado agora e ele é devido a

René Frédéric Thom.

Teorema 1.3. ([26]) Seja S C J*(R™,R™) uma subvariedade suave e fechada. Entio o conjunto
de aplicacoes f € €°(R™,R™) tal que j5f M S € aberto e denso em €°°(R™, R™) na topologia de

classe C" de Whitney, para qualquer r > k
Uma consequéncia do teorema [1.3] é o seguinte resultado:

Proposicao 1.4. ([2]) O conjunto das fungdes f : R™ — R do tipo de Morse é aberto e denso em
¢ (R",R).
Existem versoes alternativas para esse mesmo teorema, uma delas que sera 1til neste trabalho

é a seguinte.

Teorema 1.5. ([2]]) Sejam M C R*, N C R™, U C R aberto e G : M x U — R™ uma
aplicacdo suave transversal a N. Entao, existe um conjunto denso A C U tal que as aplicagoes

G : M — R™ dada por G,(x) = G(z,a) sdo transversais a N para todo a € A.
Como aplicacao do Teorema temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.6. ([24]) Sejam M e N variedades suave em R™. Entao existe um conjunto denso
A C R” tal que transladando a M por um vetor a € A a nova variedade transladada M, sera

transversal a V.
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Um dos grandes resultados sobre as singularidades de aplicagoes do plano no plano foi enun-
ciado e demonstrado por Hassler Whitney. Antes de enunciarmos tal resultado precisamos de
alguns conceitos no que diz respeito a aplicacoes do plano no plano. Seja f : U C R? — R2.
O conjunto dos pontos singulares da aplicacao f, isto é, o conjunto dos pontos (z,y) tais que

det(Jf(z,y)) =0, é chamado de conjunto singular de f.

Definigao 1.11. Uma aplicagao suave f € €*(R?,R?) é dita ser boa se o seu conjunto singular é

suave

Observacao 1.1. Note que se f é boa a imagem da aplicacao linear df (p) tem dimensao 2 se p
é regular e tem dimensao 1 se p é um ponto singular. Com isso temos que o conjunto singular de

uma aplicacao boa é uma curva suave plana.

Definigao 1.12. Sejam f : R* — R? uma aplicagdo boa e ¢(t) = (¢1(t), pa(t)) uma parame-
trizagao suave do seu conjunto singular tal que ¢(0) = p, com p ponto singular de f.

i. p é um ponto de dobra de f se L(fo)(0)#0e

ii. péum ponto de cispide se L(fo)(0)=0e j%(f o ©)(0) # 0.

A definicao acima independe da escolha da parametrizacao dos pontos singulares de f.

Teorema 1.7 (Teorema de Whitney). ([2/) O conjunto das aplicagoes suaves f : U C R? — R?

que possuem apenas pontos requlares, singulares de dobra e cispide é aberto e denso em €>°(U, R?).

A seguir enunciaremos um teorema que caracteriza a forma normal de uma aplicacao do plano

no plano em uma vizinhanca de um ponto singular.

Teorema 1.8. ([2]) Dada uma aplicagio suave f € €<(U,R?), onde U C R?* € aberto, e um

ponto p € U temos o sequinte:

i. se p é um ponto de dobra de f, entio o germe f : (U,p) — R? € equivalente ao germe

g9:(U,0) = R? dado por g(z,y) = (z,y°) e

ii. se p € um ponto de cispide de f, entio o germe f : (U p) — R? € equivalente ao germe

g: (U,0) = R? dado por g(z,y) = (z,zy — y°).



CAPITULO 1. PRELIMINARES 9

Uma caracterizacao que serda também util a este trabalho é a seguinte. Dado um germe de

aplicagoes suave f : (R?,0) — (R?0), o coposto do germe f é definido com sendo 2 — rank(df (0)).

Proposigao 1.9. ([11]) Seja f : R? — R? uma aplicacao polinomial de grau < 2 sem termos
constante. Se o germe f : (R%0) — (R%0) tem coposto 1, entao ele serd A-equivalente a
um dos germes g1, 92,93 : (R?,0) — (R?0) dados por gi(z,y) = (z,¥?), g2(z,y) = (z,2y) ou

g3(z,y) = (z,0).

Observagao 1.2. Quando tratamos de germes f : (R* 0) — (R3,0) as singularidades genéricas

sao de dobras, cuspides e calda de andorinha. As formas normais destas singularidade sao:
i. g(z,y,2,t = (x,y, 2% &+ t?) para singularidades de dobra;
ii. g(z,y,2) = (z,y, 2> + vz — t?) para singularidades de cispides e
iii. g(x,y,2) = (z,y, 2 + 22w + 2y £ t?) para singularidade de calda de andorinha.

Para maiores detalhes ver §3.1 de [3].

1.3 Campo de vetores e formas diferenciais

Nesta secao apresentaremos conceitos e resultados béasicos sobre campo de vetores e formas

diferenciaveis que serao relevantes neste trabalho.

Definicao 1.13. Seja M"™ uma variedade suave. Um campo de vetores sobre um aberto U C M

é uma correspondéncia £ que associa a cada ponto p € U um vetor {(p) € T,M.

Observacao 1.3. Note que dada uma parametrizacao x : V. C R® — M de um ponto p € M,

o)
ox;
p

a mesma determina uma base para T, M formada pelos vetores {

}COHI 1 <7 <mn. Dessa

forma, um campo de vetores pode ser escrito como

£(q) = Zaxq% (1.2)

i=1

X(q)’

para todo g € V, onde a; sdo fungoes em x(V'). Uma curva v : (—1,1) — M ¢ dita ser uma curva

integral de £ se v/(t) = £(y(t)) para todo t € (—1,1).
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Definigao 1.14. O campo de vetores £ é suave se as fungoes a;, 1 < i < n, definidas em ({1.2)),

sao suaves.

Quando a variedade suave M = R" podemos identificar o plano tangente T,V como préprio
R™. Nestas condi¢coes um campo de vetores se reduz a uma aplicacao £ : R” — R”.

Considere agora ¢ : R? — R? um campo de vetores. Dado um ponto p € R?, denotemos por
A(p) e T(p) o determinante e o traco da matriz jacobiana de £ em p, respectivamente. Diremos
que um ponto p é um zero do campo de vetores, se {(p) = 0. Um zero do campo de vetores £ é

dito nao degenerado se A(p) # 0, caso contréario p sera degenerado.

Definigao 1.15. Seja £ : R? — R? um campo de vetores em R?. Dado um zero p de £ nao

degenerado, temos as seguintes classificagoes:
i. p é dito ser de sela se 4A(p) < 0;
ii. p é dito ser de nd se T?(p) > 4A(p) >0 e
iii. p é dito ser de foco se 4A(p) > T?%(p) > 0.

Fixemos agora algumas notagoes a fim de definir o que vem a ser formas diferenciais em uma
variedade suave M. Dado um espaco vetorial E, denotemos por A¥(E) o conjunto de todas as

k-formas lineares alternadas ¢ : E X ... X F — R, onde E X ... X F é o produto cartesiano de k

cépias do espaco vetorial E. Sabemos que A*(E) é um espaco vetorial e que dados ¢4, ..., ¢ € E¥,
podemos obter um elemento em @1 A ..., App € A¥(E) definido da seguinte forma

(e1 Ao Ap) (01, . ) = det(@i(vy)), 1 <14,j <Kk, (1.3)
onde v; € E.

Proposigao 1.10. ([7]) O conjunto

{(dxiyy Ao oNdayy) tiy < oo <y, 1 €{1,...,n}},

forma uma base para A*(R"), onde {dx;,} é a base dual do R" associada a base canonica do R".
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Definicao 1.16. Seja M uma variedade suave. Uma k-forma exterior em M é uma aplicagao w

que associa a cada p € M um elemento w(p) € A*(T,M).

Observacao 1.4. Note que pela proposicao [1.10] uma k-forma exterior w em R" pode ser escrita

da seguinte forma

wip)= Y aia(p)(dei, A Adry), 1< i <n, (1.4)

11 <...<ig

onde os a;, 4, sao fungoes em R". Uma forma mais conveniente de escrever a k-forma exterior
w dada pela equacao ((1.4]) é a seguinte: defina a k-upla I = (iy,...,i), com i3 < ... < i} €

1<i;<n. Assim podemos escrever w como

w = E ardxy,
I

onde a; = a;,. ;, de dry = dz;;, N ... Ndz;,.

Se as funcgoes a;, 4, dadas em ((1.4]) forem suaves diremos que w é uma k-forma suave. No que
segue, quando mencionarmos a palavra k-forma estaremos nos referindo a uma k-forma suave.

Denotaremos por QF(R") o conjunto formado por todas as k-formas suaves em R™.

Exemplo 1.3. Note que para o caso em que k = 1, a 1-forma w em R"™ pode ser escrita simples-

mente como
n

wip) = Y ailp)dr,

i=1

e uma 0O-forma em R" é simplesmente uma fungao suave em R".

Definiremos agora duas operacoes entre k-formas em R"™. Sejam

w = Za;dm; eo = Zb;dx[
I

I

duas k-formas em R". Entao a soma w + o é dada por

w+a= Z(al + br)dx;.
1
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Suponha agora que

n:ZadeJ

J

seja uma r-forma em R". Entao o produto exterior w An, que serd uma (s + r)-forma, é dado por

w/\n:ZaIdexj/\de,
IJ

Observacao 1.5. A definicao de produto exterior é de tal forma que se tivermos 1-formas

w1, ..., wk 0 produto exterior destas coincide com a definicao dada pela equagao (|1.3]).

Dada uma aplicacao suave f : R” — R™, uma caracteristica muito importante das k-formas
suaves é a maneira que ela se relaciona com a aplicacao f. A aplicacao f induz uma aplicacao
f*: QFR™) — QF(R"), chamada de pullback, que leva k-formas em R™ em k-formas em R",

definida da seguinte maneira: seja w uma k-forma em R™, definimos o pullback f*(w) como

fr@)p) (v, oe) = w(f()(dfp(vr), - dfp(vr)),
onde vy,...,v € R". Note que se g é uma O-forma em R", entdo f*(g) = g o f. O pullback goza
das seguintes propriedades.
Proposigao 1.11. ([7]) Seja f : R™ — R™ uma aplicacao suave. Entao
L fwta) = W) + £ ()
i fr(gw) = f*(9)f*(w)
i, o Ao Awg) = fS(wi) Ao A (we),

onde w e « sao k-formas em R™, g é uma O-forma sobre R™ e wy, ..., w; sao 1-formas sobre R™.

1.4 Multiplicidade de aplicacoes

Nesta se¢ao daremos a definicao de multiplicidade de um germe de aplicacao suave juntamente
com alguns resultados interessantes para o nosso trabalho. O conjunto de todos os germes de

aplicagoes suaves (R™,0) — (R™,0) serd denotado por &,,,. Quando m = 1, o mesmo serd
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indicado apenas por &,,. Com as operagoes usuais entre fungoes, &, forma um anel local que tem
como unico ideal maximal m,, = {f € &, : f(0) = 0}. Quando tratarmos de aplicagoes analiticas
(C",0) — (C™,0) usaremos a notagoes O, , ¢ 0, quando m = 1. Considere agora um germe de

aplicagoes suave f : (R",0) — (R™,0), o anel local de f é definido por

Q(f) = &n/{f1s- - fn)

onde (fi,..., fn) é o ideal em &, gerado pelas fungoes coordenadas de f. O anel local Q(f)
independe da escolha de coordenadas e da escolha do representante do germe. Além disso, o anel

local de Q(f) pode ser visto como um espago vetorial real.

Definicao 1.17. Dado um germe f : (R",0) — (R",0) a multiplicidade de f é definida como

m(f) = dimg Q(f).

Diremos que o germe f é finito quando dimg Q(f) < oo.

Observagao 1.6. Quando g : (C",0) — (C",0) é um germe analitico, a multiplicidade de g é
definida e denotada por

m(g> - dlm(c ﬁn/<gl7 s Jgn>7

onde (g1,...,g,) é o ideal em 0, gerado pela fungoes coordenadas de g. Diremos que g ¢ finito se

m(g) < oo.

Finitude de um germe é uma propriedade muito interessante. A seguir enunciaremos alguns

resultados sob tal propriedade.

Teorema 1.12. ([5]) Seja f: (R™,0) — (R™,0) um germe finito. Entao, 0 € isolado de f~1(0).
A reciproca do Teorema nao verdadeira.

Proposicao 1.13. ([5]) Seja f : (C*,0) — (C™,0) um germe de aplicagdes. Entao, o germe f é

finito se, e somente se, 0 é isolado em f~1(0).

Observagao 1.7. Quando o germe f : (R",0) — (R™,0) é analitico real temos que m(f) = m(fc),

onde f¢: (C",0) — (C",0) é a complexificacao do germe f (ver [18]).
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Um resultado interessante sobre complexificacao de germes analiticos reais é o seguinte:

Teorema 1.14. ([1§]) Sejam [ = (f1,..., f.) : (R",0) — (R",0) um germe analitico real e
fc = (fics- -, fac) : C* — C™ a complezificacao de f. Se escolhermos D suficientemente pequeno

de modo que fz'(0) N D = {0}, entdo existird uma vizinhanca U de 0 € C" tal que

dimg &,/(f1,.. fa) = D dime 6,/((fer, .+, fon) = dime G/ {fic, .-, fuc),

fe ' (y)nD
para todo y € U.

Corolario 1.15. ([5]) Seja f : (C",0) — (C",0) um germe analitico de multiplicidade finita.
Entao, a multiplicidade do germe f coincide com o nimero de pré-imagens de f em y, onde y é

um valor regular de f.
Proposigao 1.16. ([16]) Seja f : (R",0) — (R™,0) um germe aplicacao finito. Entao:
i. A multiplicidade independe de mudanca de coordenadas;

ii. Escrevendo f = (f1,..., f,) e cada f; = ffi + F;, onde ffi é a parte homogeénea de grau k; e
F s@o os termos de grau superior. Entao m(f) > I k; e m(f) = I, k; se, e somente se,

o sistema ffi =0, com 1 < i < n, tem apenas solucao trivial em C";

iii. Se para algum ¢ € {1,...,n} tivermos que f; = ¢;,¢i,, com g;,(0) = ¢;,(0) = 0, entao

m<f) = m(gl) +m(g2)7 onde g5 = (flv e -fi—l;gijafi-l-la s 7fn> paraj = 172a

iv. Se para algum i € {1,...,n} tivermos que f; = hg;, com h(0) # 0, entdo m(f) = m(g),

onde g = (fh e fi—17gi7fi+1 s 7f'rl)7
v. Seja g : (R™,0) — (R™,0) um germe finito. Entao m(f o g) = m(f)m(g);
A seguinte definigao pode ser encontrada no capitulo 1 secao 1.B de [10].

Definicao 1.18. Seja g = (g1, -, gn-m) : (C*,0) — (C*™,0) um germe analitico. Dizemos que
g~ (0) é uma intersecao completa com singularidades isoladas (ICIS) de dimensao m se g; nao
é um divisor de zero do anel 0,/(g1,...,gj-1), e todo p € g*(0), diferente de zero, é um ponto

regular de g.
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Em [31] J. Montaldi e D. van Straten introduzem a nogao de multiplicidade de 1-formas sobre
uma curva que nao ¢ necessariamente uma interse¢ao completa com singularidade isolada (ICIS).
Esta definicao terd fundamental importancia neste trabalho.

Denotemos por p(a) a multiplicidade da 1-forma a sobre uma curva C C C" na origem intro-

n
duzida em [31]. Note que se a curva C é suave e o = Z a;dx; é uma l-forma sobre C", temos que
i=1

o pullback
(1ox)" () = b(t)dt,

onde i : C — C™ é a aplicacao inclusao e x : (—1,1) — (C,0) é uma parametrizacao de C em uma
vizinhanca da origem. Neste caso, p(«a) coincide com a multiplicidade do germe b : (C,0) — (C,0).

Os itens da proposigao abaixo podem ser vistos com mais detalhes em [31].
Proposigao 1.17. ([31]) Sejam C o germe de uma curva em C" e o uma 1-forma em C". Entao:
i. p(a) é invariante por deformagoes da curva C e deformagoes da 1-forma a.

ii. Sen: (C,0) — (C",0) ¢ a normalizacao de C, entao a multiplicidade do pullback n*(«a) é

dada por p(n*(a)) = p(a) — 20, onde 0 é o d-invariante da curva C.



Capitulo 2

Multiplicidade de equacoes diferenciais

implicitas

Neste capitulo apresentaremos uma breve introducao a teoria qualitativa das equagoes diferen-
ciais implicitas (EDIs), tais como o estudo de pontos singulares, formas normais entre outros, a
fim de definir a nogao de multiplicidade de uma EDI e apresentar alguns resultados. Com respeito
equagoes diferencias bindrias (EDBs) estudaremos separadamente o caso em que seus coeficientes
sao todos nulos no ponto singular e o caso em que eles nao sao todos nulos no ponto singular dado.

As principais referéncia para este capitulo sao: [14], [20], [21], [22], [26].

2.1 Pontos singulares de equacoes diferenciais implicitas

Uma equacao diferencial implicita (EDI) é uma equacao de forma

F(z,y,p) =0, (2.1)

onde p = Zf—i e F' é uma funcao suave em R?. Uma curva integral da EDI 1) ¢ uma curva suave

v = (71,7%) : (=1,1) = R? tal que B(t) = (y(t), 7%8) satisfaz Equagao 1) isto é, F(B(t)) = 0.

!

Se para algum ponto gy = (%o, Yo, po) € R? tivemos F(qg) = 0 e F,(qo) # 0, entdo pelo Teorema da

Func¢ao Implicita, a EDI ({2.1)) pode ser reduzida, em uma vizinhanca de (zg, ), a uma equagao

16
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diferencial ordinéria (EDO) da forma

dy

g(z,y) = e

Neste caso, para cada py € R tal que F'(zo,%0,p0) = 0 e F,(x0,y0,p0) 7 0 obtemos uma curva
integral que passando por (zg,yo). Logo, uma EDI pode ser vista como uma superposi¢ao de
EDOs.

Os pontos de uma EDI tais que F}, # 0 sao estudados com as ferramentas das EDOs. Assim,
os pontos de interesse para o estudo das EDIs sao os pontos tais que F' = F), = 0, isto é, os pontos
em que a EDI nao se reduz a uma EDO. Como o estudo destes pontos é de carater local, é
suficientes estudarmos a EDI apenas em uma vizinhanca de um ponto fixado. Denotaremos

por (F,q) o germe de uma EDI (2.1)), onde ¢ € R? é tal que F(q) = F,(q) = 0.
Definigao 2.1. Um ponto ¢ € R? é dito ser um ponto singular da EDI (2.1)) se F(q) = F,(¢) = 0.

Pelo Teorema de Sard podemos supor, genericamente, que a EDI (2.1) define uma superficie
suave. Seja 7 : R® — R? a aplicagdo projegao dada por m(x,y,p) = (z,y). Considere a aplicacio

restricio da projecao 7 a superficie M = F~1(0), denotada por 7|y;.

Observacao 2.1. (a) Genericamente, os pontos singulares da EDI ({2.1)) correspondem a pontos
criticos da restrigao 7|y Além disso, pontos singulares correspondem a pontos ¢ € M tais

que o plano tangente T, M ¢é perpendicular ao plano R? x 0.

(b) O conjunto de todos os pontos criticos de 7|, é chamado de criminante da EDI, esse conjunto
¢ denotado por C. Tais pontos correspondem a zeros da aplicacao Cr : R® — R? dada por
Cr(q) = (F(q), F,(q)). A aplicagdo Cr é chamada de aplicag¢io criminante. Genericamente,

o conjunto de zeros de C'r formam uma curva suave.

Definigao 2.2. A imagem do criminante pala aplicacao restri¢ao 7|y, é chamada de discriminante

da EDI (2.1).

Pela Definicao os pontos criticos de 7|y, que correspondem a pontos de dobra sao tais que
F,, # 0 e os pontos que correspondem a cuspide sao tais que Fp, = 0 e F,,, # 0. Pelo Teorema

podemos supor que, genericamente 7|y, apenas possui pontos singulares de dobra e ctspide.
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Existem dois métodos para o estudo das EDIs: o método da transformacdo de Legendre (para
mais detalhes ver [22]) e outro é o método de levantamento de linhas a um campo de vetores no
fibrado projetivo. Este tltimo método, que serd o adotado neste trabalho, consiste em desdobrar
uma EDI em uma simples EDO sobre um espaco mais complicado. Tal método utiliza a aplicacao

7|ar para levantar a EDI (22.1)) em uma EDO sobre M. Esta EDO ¢é dada pelo campo vetorial
0 0 0
— F, L 4 pF,— — (F, + pF,)—. 2.9
5 Pax +p Pay ( +p y) @p ( )

que é tangente a M. Denotaremos a aplicagao restricao do campo de vetores & dado por a
superficie suave M = F~1(0) por &|y.

Uma das primeiras propriedades interessantes do campo de vetores £ é que a imagem por 7|y,
das curvas de integrais de £ sobre M, corresponde a curvas integrais da EDI . Também é
de fundamental importancia o estudo dos zeros do campo de vetores £|y;. Considere a 1-forma
w = dy — pdx definida em R3, chamada de forma canénica ou forma de contato. A restricao da

1-forma canodnica w a superficie M é denotada por w|yy;.

Proposigao 2.1. Seja ¢y € R? um ponto singular da EDI (2.1). Entao, gy é um zero da 1-forma

w|ar se, e somente se, g ¢ um zero de &| ;.

Demonstragdo. Seja go = (2o, Yo, po) um zero de w|ys. Defina a transformagao linear T, : R® — R?
dada por Ty, (u,v,w) = (Fz(qo)u + F,(qo)v + F,(qo)w, v — pou). Note que o nicleo de Tj, coincide
com o plano tangente a M em ¢o. Logo o posto de T, tem de ser 1. Portanto F,(q0) = (F, +
pF,)(q0) = 0. Reciprocamente, seja qo = (o, Yo, po) um zero do campo de vetores &|5;. Como g
é um valor regular de F' podemos supor que Fy(qp) # 0. Note que o vetor gradiente de F' em ¢q

tem é dado por

VF(q) = (—poFy(q0), Fy(q0),0).

Logo para todo (u, v, w) no plano tangente a M em ¢y temos que
—pou + v = 0.

O que mostra o resultado. O
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A proposicao acima nos permite ver que o estudo de EDIs também pode ser feito estudando a

1-forma canonica restrita a superficie M.

Definigao 2.3. Um ponto singular ¢ € R? da EDI ([2.1]) é um ponto singular regular se o criminante

C' da EDI (2.1)) é suave e ¢ nao é um zero da 1-forma canonica w|c.

Proposicao 2.2. ([26]) Uma condigao necessaria e suficiente para que um ponto ¢ seja singular

regular da EDI (2.1)) é que

F(q) = Fy,(q) =0 e (F, — pF,)(q)Fpp(q) # 0.

Exemplo 2.1. Considere a equagao F(z,y,p) = p>—z = 0. Note que o criminante de F' é formado
pelos pontos z = p = 0, ou seja o eixo-y. A condigao de regularidade de C' é claramente satisfeita.
Além disso, o vetor (0,y,0) pertence ao plano tangente ao criminante mas w|(0,1,0) = 0. Assim,

todo ponto singular de F' é regular.

Observacao 2.2. Um ponto singular que nao atende as condigoes da Defini¢ao é chamado
de nao reqular, é possivel mostrar que pontos singulares nao regulares correspondem a zeros da
1-forma w|c ou a pontos singulares de C'. Genericamente, os zeros de 1-forma w|c sdo isolados.

Logo, o conjunto de pontos singulares regulares é aberto e denso no criminante C'.
Definigao 2.4. Um ponto singular ¢ € M é uma singularidade de tipo ciuspide da EDI (2.1)) se ¢

é um ponto de ctuspide da projecao 7|y € ¢ ndao é um zero da 1-forma canoénica w|y;.

Proposicao 2.3. ([26]) Uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um ponto ¢ seja uma

singularidade de tipo cuspide é que

F(q) = Fy(q) = Fpp(a) = 0 e [Fu(q) Fiy(q) — Fy(@) Fpa ()] Fppp(@) (Fr + pF)(q) # 0

Definigao 2.5. Dizemos que um ponto g é um zero da EDI (2.1)) se ¢ for um ponto singular nao
regular da EDI (2.1)).

Definigao 2.6. Dados dois germes de EDIs (F, qq) e (G, q1), diremos que eles sdo equivalentes, se
existe um germe de difeomorfismo h : (R?, zg) — (R?, 21) que leva curvas integrais de F' em curvas

integrais de G, onde gy = (20, p0) € ¢1 = (21,p1)-
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Observagao 2.3. Note que se b = (hy,hy) : (R? z5) — (R? 2;) é um germe de difeomorfismo
ep: (R q) — R éum germe de fungao suave tal que p(qy) # 0, entdo o germe de EDI dado

por G(z,y,p) = [p(F o H)](z,y,p) é equivalente ao germe (F,q), onde H : R® — R3 é um

h2z (m,y) +ph2y (-’E,y)

’hlz(z,y)+ph1y(m,y))' Com efeito, se a = (aq,az) :

difeomorfismo definido por H(z,y,p) = (h(z,y)
(—1,1) — R? é uma curva integral de G devemos mostrar que h o a é uma curva integral de F.

Para tanto, observe que

B (hg o @)’
50) = ((hoa)), 2 05)
(o gy, e © (B4 (1) + (hay 0 @) ()i (t)
= (o o)) G S e D T e a) D)
(hae 0 0)(1) + (hay 0 @) (1) 222
= hoa)(t), ; t
e a0 + o )50
B 0

Assim,

F(8(0) = FUtH(a(0). S20) = Glalt), S22 =0,

Também diremos que (F, q) é topologicamente (respectivamente, analiticamente) equivalente
a (G,q) se h é um germe de homeomorfismo (respectivamente, analitico real), que leva curvas

integrais de F' em curvas integrais de G.

2.2 Forma normais de EDIs

Nesta secao faremos um breve estudo sobre formas normais de EDIs, em uma vizinhanca de
um zero da EDI. Para este estudo, o principal resultado desta secao foi obtido por A. A. Davydov
em [20], encontrando as formas normais de uma EDI em uma vizinhanga de um zero de tipo sela,
n6 e foco do campo de vetores (ver Defini¢ao &¢|m dado por . Iremos nos referir a tais

pontos como pontos singulares de tipo sela, né e foco da EDI.



CAPITULO 2. MULTIPLICIDADE DE EQUACOES DIFERENCIAIS IMPLICITAS 21

Figura 2.1: Pontos singularidades de tipo sela, né e foco respectivamente

Observagao 2.4. Se p € M é um ponto nao singular da EDI (2.1), entdo o germe (F,0) é

equivalente ao germe (G, 0), onde G(x,y,p) = p.

Teorema 2.4. ([20]) Seja ¢ um ponto singular regular da EDI (2.1). Entao, (F,q) ¢ equivalente

a um germe de EDI da forma (z — p*,0).

O resultado acima caracteriza as EDIs em pontos singulares regulares. Existe também um

estudo das formas normais em pontos singulares nao regulares.

Definigao 2.7. Seja (F, ¢) um germe de EDI com ¢ ponto singular da EDI que satisfaz as condigoes
Fop(q) =0 e Fop(q)(Fy + pFy)(q) # 0. Entao diremos que:

i. ¢ é uma cuspide eliptica se (FyFy,, — F,F,;)(q) >0 e
ii. ¢ é uma cuspide hiperbolica se (FyF,, — F,F,;)(q) <O.

L. Dara em [20], através do teorema da transversalidade de Thom, estudou os pontos singulares

nao regulares de uma EDI. Enunciaremos agora o principal resultado de L. Dara.

Teorema 2.5. ([26]) O conjunto de todas as fungoes F € € (R? R), tais que os pontos singulares
da EDI

F(x,y,p) =
sao apenas dos seis tipos:
1. requlares;

1. sela, no e foco,
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1. cuspide eliptico e hiperbolico,
¢ um conjunto aberto e denso em €°°(R3,R) com a topologia de classe € de Whitney, com r > 3.
Ainda no mesmo trabalho L. Dara conjecturou as seguintes formas normais:

i. Se ¢ é um ponto singular de tipo sela, né ou foco, entdo o germe (F,q) é equivalente a

(P> +y+ %xQ, 0) para A < 0,0 <A < % ex> i respectivamente;

ii. Se ¢ é um ponto singular de tipo cuspide eliptica, entdo o germe (F,q) é equivalente a

(x —p* +yp,0) e que

iii. Se ¢ é um ponto singular de tipo cuspide hiperbdlico, entdao o germe (F,q) é equivalente a

(z — p* — yp,0)

A. A. Davydov em [20] obteve as formas normais de EDIs em uma vizinhanga de um ponto
singular de tipo sela, n6 ou foco. Entretanto, ainda em [20], Davydov mostrou que em uma
vizinhanga de um ponto singular de tipo cuspide, eliptica ou hiperbdlica, a conjectura de Dara

nao era verdadeira, mesmo no caso topoldgico.

Teorema 2.6. ([20]) Seja q um ponto singular do tipo sela, né ou foco do campo &|p. Entdo o

germe (F,q) é equivalente a (p* +y + %xQ, 0) para A < 0,0 < X < 1 e X\> 1 respectivamente.

2.3 Multiplicidade uma EDI

Nesta secao definiremos a multiplicidade de uma EDI e provaremos alguns resultados. Para

tanto iremos considerar uma EDI dada por

F(z,y,p) =0, (2.3)

onde F' : R® — R é uma funcao analitica real. Como j4 definido iremos considerar a superficie suave
M = F~1(0) e a restrigao da projegao natural 7|y, : M — R? definida por 7|y (z,y,p) = (z,9).
Em [21] é introduzida a defini¢ao de multiplicidade de um germe de EDI, (F,0), da seguinte

forma.
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Definigao 2.8. Seja ¢ € R um zero da EDI (2.3). A multiplicidade do germe de EDI (F,q) é o

nimero maximo de zeros de uma deformagao da EDI ([2.3)) (incluindo os zeros complexos).

Aqui iremos considerar que o criminante é uma singularidade de intersecao completa isolada
(ICIS). Note também que a multiplicidade nao esté definida se a 1-forma candnica w|ys é identi-
camente nula sobre o criminante.

Nossa primeira tarefa serd encontrar condi¢oes necessarias e suficientes para que a multiplici-

dade da 1-forma canodnica restrita ao criminate w|c seja igual a 1.

Proposigao 2.7. Se um ponto sobre o criminante é um ponto de cuspide da projegao, entao a
multiplicidade da 1-forma dy — pdx é genericamente 1, e serd precisamente 1 quando o limite
da direcao tangente ao ponto de cuspide nao estd na mesma direcao que a determinada pelo
valor de p em um ponto de cispide. Se o ponto singular em questao é mais degenerado, entao a
multiplicidade é pelo menos 2. Além disso, em um ponto de cuspide temos multiplicidade 1 se, e

somente se, o campo de vetores £|); é diferente de zero neste ponto.

Demonstragao. Se tivermos uma cuspide na projecao, podemos parametriza-la da forma

v(t) = (x(t) + 2o, y(t) + o, t + po) (2.4)

tal que t = 0 corresponde ao ponto de cispide. Logo F(y(t)) = F,(y(t)) = 0, derivando ambas as

expressoes e avaliando em ¢ = 0 temos o seguinte sistema

F2'(0) + Fu'(0) = 0

F.2'(0) + F,y'(0) = 0

Como o ponto em questao é de ciispide (definigdo temos que 2/(0) = ¢/(0) = 0. E com alguns
célculos temos também que os vetores (”(0), 2" (0)) e (v"(0),y"(0)) s@o linearmente independen-

tes. Agora note que o pullback da 1-forma sobre o criminante

(y/'(t) = (£ + po)a'(t))dt
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terd multiplicidade 1 genericamente. E deduzimos que que sera precisamente 1 quando

y'(t) — ' (t) = (t +po)a”(t)

for diferente de zero em t = 0, ou seja, quando

y"(0) # poz” (0). (2.5)
Note que
' (t
,( ) .
t—=0 Yy (t)
y' (1) —y'(0)
. t —
= Mogeg — P
t
""(0) _
= z//(o) = Do

assim temos que [2.5| é valida se, e somente se, o limite da direcao tangente na cispide no plano
(x,y) nao tem inclinagao py.

Para a segunda parte, temos que se o criminante ¢ singular, entao a multiplicidade do ponto
singular é maior do que 1. Sendo 0 um valor regular de F', podemos supor que Fy(zo, Yo, po) # 0.

Sendo assim ¢ possivel parametrizar M = F~*(0) como

X(x,p) = (x, h(z,p),p), (2.6)

e desta forma, a aplicagao 7|y serd uma aplicagao do plano no plano dada por

7(z,p) = (x, h(z,p)).

Note que o coposto da aplicagao 7|y, serd 1, e pela proposigao o 2-jato de 7 serd equivalente
a uma (z,y*) ou (z,zy). No primeiro caso vemos que o discriminante é suave. No segundo caso,
nao ¢ dificil mostrar que, a menos que tenhamos uma cuspide, o discriminante tem multiplicidade
maior que 2. Para a dltima parte, por simplicidade, assumiremos que py = 0. Como (z”(0), z"(0))
e (y"(0),y"(0)) sao linearmente independentes, segue que z(t) e y(t) tem ordem pelo menos 2 e um

deles tera ordem exatamente 2. Agora derivando F(y(t)) = 0 e usando o fato de que F,(v(t)) =0
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tem-se

F(y(#)2'(t) + F,(v(#)y'(t) = 0.

Derivando mais uma vez e avaliando em ¢t = 0 obtemos que

Foa'(0) + Fyy'(0) = 0,

assim y(t) terd ordem > 2 se , somente se, F,(0,0,0) = 0. Ora, mas essa é a condigdo para o

campo ¢ tenha um zero em (0,0, 0). ]

Proposigao 2.8. Suponha que o criminante C' da EDI ([2.3) é suave. Seja ¢ € R® um ponto de
tipo dobra da EDI (2.3). Entao a multiplicidade da 1-forma w|c em ¢ é 1 se, e somente se, q é

um ponto regular da aplicacao (F, Fy,, —(F, + pFy)).

Demonstracdo. Suponha que ¢ seja um ponto sobre o criminante correspondendo a um zero do
campo de vetores £ de tipo sela, n6 ou foco. Pelo Teorema [2.6] podemos escrever F' na forma

P24yt %x? Assim ,seu criminante C' é dado por p2+y—|—%x2 = 2p = 0 que pode ser parametrizado

na forma (¢,2¢%0). Logo o pullback da 1-forma canonica w|c é (5t)dt e teremos que em zero a

multiplicidade de wl|y; é 1 desde que A # 0. Agora analisaremos a condi¢ao de A # 0. Note que

A

no sistema de coordenadas X (z, p) = (x, —4x* — p?, p) o campo de vetores &[p; ¢ da forma

Assim, seu polinémio caracteristico tera a forma

H1—t) —

| >

(2.7)

Claramente, £|y; terd autovalor igual a zero se, e somente se, A = 0. Ou equivalentemente se

definirmos, a aplicagao

A A
G(Jc,y,p) - (Fv Fp7 _<F:1: +pr)) = <p2 +y + Zx272p7 —(51’ +p))7
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temos que

A
det(JG(0,0,0)) = —5
Portanto, (0,0,0) é um valor regular de G se, e somente se, A # 0. O

Proposicao 2.9. Seja (F,0) um germe de EDI. Entdo existe uma aplicacio suave F : (R?® x

R, (0,0)) — (R, 0) de modo que para todo ¢t em uma vizinhancade 0 € RaEDI F, = F(—,—, —,t) =

0 tem zeros de multiplicidade 1.

Demonstracao. E sempre possivel deformar F' de modo que o criminante seja suave, e pelo teorema
, as Unicas singularidades da projegao 7|y sdo dobras e cuspides. Pela proposigao em um
ponto de cuspide devemos apenas verificar que o limite das diregoes tangentes nao é a mesma
direcao determinada pelo ponto p. Isto pode ser feito apenas transladando a superficie M na
dire¢ao p, mudando o valor de p mas mantendo o criminante e discriminante invaridveis. Usando
agora a proposicao , para obter um conjunto discretos de zeros do campo de vetores &y,
precisamos apenas que (0,0,0) seja um valor regular da aplicacao (F, F,, —(F, + pF),)), o que é

possivel. O

Como o0s germes nesta secao sao analiticos reais, pela observacao a proposicao acima
também serd verdadeira se complexificarmos o germe (F,0).
Agora obteremos uma féormula para a multiplicidade de uma EDI como na definigao de mul-

tiplicidade dada no capitulo 1. No que segue admitiremos que o ponto singular em questao sera

0,0,0).

Proposicao 2.10. Seja (F,0) um germe de EDI. Entao:
(a) Se F,,(0) # 0, entao a multiplicidade do germe (F,0) é dado pela dim¢ O3/ (F, F, F,, +pF,).
(b) Se F,, = 0e&|pm(0) # 0, entao a multiplicidade do germe (F, 0) é dado pela dime 05/ (F, F,,, F,,p).

(c) Se F,, =0 e &y (0) =0, entdo a multiplicidade de tal ponto é dado pela soma dos nimeros

em (a) e (b)

Demonstrag¢ao. Deformando a superficie M, o ponto singular em questao ira se dividir em varios

outros préximos cada um com multiplicidade 1. No caso (a), segue da proposi¢ao que estes
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novos pontos singulares correspondem a zeros do campo £|5;. Para o caso (b), a proposigao
garante que esses novos pontos singulares correspondem a pontos de ciispide. Note agora que os
conjuntos de (a) e (b) sdo formados pelas trés equagoes cada, logo o resultado neste caso, se dao

como em (c). O

Teorema 2.11. A multiplicidade da EDI ¢ finita se, e somente se, os inteiros dados em (a)
e (b) da proposi¢ao sao0 finitos.

Demonstragio. E claro que se os inteiros em (a) e (b) da proposicio sao finitos, entao a
multiplicidade é finita. Por outro lado suponha que a multiplicidade nao seja finita, entao o
criminante tem uma componente parametrizada por () = (x(t),y(t),p(t)), sobre a qual a 1-
forma canodnica w|c se anula. O pullback v*(w|¢) terd a forma (y'(t) — p(t)2’(t))dt. Derivando

F(~(t)) = 0 e usando fato de que F,(7(t)) = 0 tem-se que

E(y(0)'(t) + F,(v())y () = 0,

para todo t e pelo pullback tem-se ainda

(Fa(v(1)) + p() Fy (v (1)) (1) = 0.

Assim conclui-se que ou (F, F,, F,, + pF,) nao é uma aplicacao finita (ver proposicao [1.13) ou
2'(t) = y/'(t) = 0. Este dltimo caso significa que o eixo p é uma uma componente do criminante,

logo (F, F),, F,;,) nao é uma aplicagao finita, o que mostra o resultado. O

Diremos que um conjunto W C ¢*°(R3,R) tem codimensao infinita se para todo z € J"(R3 R)

existe uma funcéo f ¢ W tal que 5" f(0) = 2. (ver [32]).

Teorema 2.12. ([21]) O conjunto formado pelas EDIs que tem multiplicidade infinita tem codi-

mensao infinita no conjunto de todas as EDIs.

Observacio 2.5. (a) E facil ver que se o criminante nao é uma ICIS entdo um dos inteiros na
proposicao [2.10|sao infinitos. Pois se o criminante falha em ser uma ICIS podemos encontrar

uma curva y(t) = (z(t),y(t),p(t)) sobre F' = F, = 0 ao longo da qual dF' A dF, se anula.
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(b)

Isto implica que ou F,, ou ambos F, e F, se anulam ao longo da curva. Logo, (F, F,, F,,)

ou (F, F,, F, + pF,) nao serda uma aplicacao finita.

No caso em que o criminante é uma ICIS entao pode-se calcular a multiplicidade da EDI
diretamente como dimg¢ O3/(F, F,,,0) onde 6 = ((dy — pdz) A (F, F,)*ws)/ws € w; ¢ a forma
volume canonica de C. (para mais detalhes sobre esta afirmagao ver §1 de [31]). Assim 6 é

dado por
F, F, F,
det pr pr Fpp
-p 1 0

Dessa forma o espago vetorial acima se reduz a Os/(F, F,, F,,(F, + pF,)).

A observagao acima nos remete a dois tipos de zeros destingindo-os geometricamente.

Exemplo 2.2. (a) Considere a EDI dada pela equagao F(x,y,p) = p*+ap+sx+y =0. O

criminante da EDI é dado por p3 + 2p + sz +y = 3p? + 2 = 0, que por sua vez, pode
ser parametrizado por y(t) = (—3t%,3st? + 2¢3,t). Assim, o pullback da 1-forma canonica
w|c é dado por v*(w) = 6(st + 2t?)dt. Quando s = 0, multiplicidade da 1-forma canonica
w|c é 2 em t = 0, embora isso implique que a projegdao tenha uma singularidade de tipo
cuspide. Agora quando s # 0 temos dois zeros no pullback que correspondem a um ponto

de cuspide da projegao 7|y (t = 0) e o outro corresponde a um zero do campo de vetores

lar (t = —s/2).

Considere agora a EDI dada pela equagdao F(z,y,p) = p? + 2? = 0. O criminate é dado
por p? + 22 = p = 0, ou seja o criminante é o eixo y. Logo, o criminante nao é uma ICIS,
na verdade, a aplicagdo (F, F),, F, + pF,) é infinita. Analogamente o mesmo ocorre com a

superficie p* + x = 0, s6 que aqui a aplicagao (F, F},, F,) é infinita.

2.4 Equacoes diferenciais binarias

Uma equacao diferencial bindria (EDB) é uma equagao do tipo

E(x,y)|dz, dy] = a(z,y)dy* + 2b(z,y)dydz + c(z,y)dz* = 0, (2.8)
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onde a, b e ¢ sao funcoes suaves de R? em R. As funcoes a,b e ¢ sao chamadas de coeficientes da
EDB. Note que a Equagcao ([2.8)) pode ser vista como uma EDI. De fato, sem perda de generalidade,

podemos supor que dz # 0. Assim, obtemos que a EDB (2.8) é uma EDI da forma

F(x,y,p) = ap® 4+ 2bp + ¢ = 0. (2.9)

Dessa forma o criminante da EDI ¢ dado por ap?+2bp+c = ap+b = 0. A funcao § : R? = R
definida por § = b% — ac é chamada de aplicacdo discriminante, e com um simples calculo podemos
mostrar que o discriminante da EDI é formado pelos zeros da aplicacao 9.

Uma curva integral da EDB é uma curva suave v : (—1,1) — R? tal que E(v(¢))[7'(t)] = 0.
Uma EDB é dita ser positiva se 6(x,y) > 0, e §(z,y) = 0 se, e somente se, a(z,y) = b(z,y) =
c(x,y) = 0. Para mais detalhes sobre EDB positivas ver [25]. EDBs surgem em diferentes ramos

da matemadtica, e em particular na geometria diferencial das superficies em R3.

Exemplo 2.3. (a) As linhas de curvatura de uma superficie em R?, em torno de um ponto

umbilico determina uma EDB positiva definida por
(gF — fGYdy* + (9F — eQ)dzdy + (fE — eF)dx* = 0

onde e, f, g e E, F, G sao os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais da

superficie, respectivamente.

(b) As linhas assintéticas de uma superficie em R? determina uma EDB
edy® + 2fdxdy + gdz® = 0

onde e, f e g sao os coeficientes da primeira forma fundamental da superficie. Neste caso a

EDB nao ¢é necessariamente positiva.

Definigao 2.9. Um ponto zy = (g, yo) é pontos singular da EDB ([2.8)) se existe py € R tal que

(20, po) ¢ um ponto singular da EDI ({2.9)).

Denotaremos por (E, zp) o germe de uma EDB, onde 2z, é um ponto singular da EDB (2.8)).
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Definigao 2.10. Dois germes de EDBs (Fy, 21) e (E2, 22) dados por
B\ (z,y)[dz, dy] = a(z,y)dy* + 2b(z, y)dxdy + c(z,y)dr* = 0

Ey(x,y)[dx, dy] = A(z,y)dy* + 2B(z, y)dxdy + C(x, y)dy* = 0

sao equivalentes se existem um germe de funcio p : (R?,z;) — R nao nulo em z; e um germe de
difeomorfismo h = (hy, hs) : (R?, 2z1) — (R?, 23) tais que

T

£ B plaoh) p(boh) ¢6) _(AB | (2.10)

v o« p(boh) p(coh) 7« B

1 . 1 . 2 . 2 . ~ . . . ~
onde h, = a, hy, = 8, hy = e hy, = § sao as derivadas parciais das fungoes coordenadas do germe

h.

Uma propriedade importante do germe h é que ele leva curvas integrais de (Es, z3) em curvas
integrais de (E1, z1). Com relacao a equivaléncia acima, a classificacao de EDBs apresenta infinitas
formas normais, neste caso diremos que a EDB apresenta moduli. Todavia, é possivel definir uma

relacao de equivaléncia mais fraca e que é a seguinte.

Definigao 2.11. Dois germes de EDB (FE1, 1) e (Es, 29) sao topologicamente equivalentes se existe
um germe de homeomorfismo h : (R?, 21) — (R?, 25) que leva curvas integrais de (E}, z;) em curvas

integrais de (Es, 23).

2.5 Multiplicidade de EDBs

Seja (F£,0) um germe de EDB dado por . Se fixarmos um ponto (zg, o) € R? veremos
que a equacio a(zg, yo)p® + 2b(xo, yo)p + c(x0,%0) = 0 terd 0, 1, 2 ou infinitas solucdes, o ultimo
caso ocorre quando a(xo, yo) = b(xo, Yo) = (0, y0) = 0.

Quando os coeficientes da EDB ([2.8]) nao sao todos nulos em (o, yo), podemos supor sem perda
de generalidade que a(zg,yo) # 0, pois se a(zo,yo) = c(xo,yo) = 0 e b(xg,yo) # 0 uma mudanca

de coordenadas do tipo X = x + vy, Y = = — y nos remete a uma nova EDB A(X,Y)dY? +
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2B(X,Y)dXdY + C(X,Y)dX? = 0, onde o coeficiente

X+Y X-Y X+Y X-V X+Y X-V
A(X,Y)za( i )—Qb( i )—i—c( i )

2 72 2 2 2 72

¢ claramente nao nulo em (xg, o). Se (zo,yo) é¢ um ponto singular da EDB (2.8]) e a(xo,y0) # 0,

b(0,Y0)

entao (o, Yo, po) ¢ um ponto singular da EDI ({2.9)), onde py = — 2o

Definigao 2.12. Seja (F, (zo,y0)) um germe de EDB (2.8) com coeficiente a(zg,yo) # 0. A

multiplicidade do germe (E, (zg,v0)) é definida como M (FE, (xo,y0)) = M(F, (xo,Yyo,p0)), onde

(F, (20,0, p0)) é 0 germe de EDI dado por |) e py = —M

(w0,50) °

Proposigao 2.13. Seja (F,0) um germe de EDB com a(0,0) # 0 e py = —%. Entao:

(a) (0,0,pp) é um ponto de dobra da projegao 7|s;

(b) (0,0,p0) é um zero do campo de vetores £|5; se, e somente se,

ay(0,0)p3 + (a.(0,0) + 2b,(0,0))pa + (2b,(0,0) + ¢,(0,0))po + c,(0,0) =0;  (2.11)

(c) A multiplicidade do germe (£,0) é dado por M (E,0) = dimré&s/(0, a(z,y)d, — b(x,y)d,)
Demonstragao. (a) Note que F,(0,0,pg) = 2a(0,0)po + b(0,0) =0 e F,,(0,0,po) = 2a(0,0) # 0.
(b) O resultado segue direto da Equacao ((2.9).

(¢c) Pelo item (a) da proposigao temos que M(E,0) = dimg &3/(F, F,, F, + pF,), onde
(F,(0,0,p0)) é o germe de EDI dado por . Mas com alguns célculos simples podemos
mostrar que F(0,0,po) = F,(0,0,p0) = (Fi + pFy)(0,0,p9) = 0 se, e somente se, §(0,0) =
a(0,0)6,(0,0) — b(0,0)0,(0,0) = 0. Assim,

dimg &/(F, Fy, F,, + pF,) = dimg &/ (0, ad, — bd,).
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Proposigao 2.14. Seja (E,0) um germe de EDB com coeficientes nao nulos em 0 € R%. Entao

(E,0) é equivalente a um germe (L, 0) dado por

L([E,y, [dl‘,dy]) - dy2 + f(%y)dﬁ = 0.

Demonstrag¢ao. Suponha que a(0,0) # 0. Agora encontraremos uma mudanga de coordenadas da
forma r = X ey = ¢(X,Y), onde ¢ : R? — R é uma fungao suave. Dessa forma dr = dX e
dy = ¢xdX + ¢ydY, por vezes omitiremos o ponto (X,Y). Usando a mudanga de coordenadas

descrita acima obtemos uma EDB da forma

A(X,Y)dY? + B(X,Y)dXdY + C(X,Y)dX? =0, (2.12)

onde A(X,Y) = a(X,9)¢%, B(X,Y) = 2a(X, 9)dxdy + 2b(X,d)py e C(X,Y) = a(X, d)p% +
2b(X, 9)px + (X, ¢). Agora queremos que o coeficiente B(X,Y) = 0. Em outras palavras,

procuramos solucao da equacao diferencial parcial

a(X> ¢)¢X¢Y + b(X, ¢)¢Y =0.

Podemos supor que ¢y (0,0) # 0. Assim,

by = — . (2.13)

Uma vez fixado Y, a Equacao se torna uma EDO para a qual ¢ é uma solucao. Se impor-
mos a condigao inicial de que ¢(0,Y) = Y, entdo obteremos uma tnica solugdo que dependera
suavemente do valor inicial Y. Além disso, note que ¢y (0,0) = 1. Logo temos uma verdadeira
mudanca de coordenadas. Como o coeficiente A(X,Y) é ndo nulo em (0,0) obtemos a forma

normal desejada. O]

Note que a proposicao acima nos diz que para uma EDB com coeficientes nao nulos alem de

supor que a(0,0) # 0 também é possivel supor que b(0,0) = 0.

Observagao 2.6. A superficie dada pela EDI F(z,y, p) = p*>— f(x,y) = 0 tem um ponto singular
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em (0,0,0) se (0,0) é um ponto singular de f. Esta singularidade é do mesmo tipo de f, seu
criminante serd dado por p* + f(z,y) = p = 0, ou seja, sdo os zeros de f e a 1-forma canonica
w|c se reduzird apenas a dy. E claro que a multiplicidade nao estara definida se o pullback da
1-forma canonica se anula sobre uma componente do criminante, ou seja, isso ocorrera quando

y' = 0 (equivalentemente quando y = 0 for uma componente de f(z,y) = 0).

Agora estudaremos os germes de EDBs (E, 0) com coeficientes todos nulos em (0,0). Note que
tais equagoes sao bem diferentes da EDIs, pois sempre temos que Fj,r (0,0, p) = 0 para qualquer 7.
Logo o estudo feito até agora sobre multiplicidade de EDIs nao podera ser aplicado diretamente
neste tipo de germe. Entretanto, podemos deformar tais germes, dentro do conjuntos das EDBs,
de modo que os pontos singulares sejam de tipo dobra. Para encontrar essa deformacao podemos

seguir os argumento da prova da proposigao 2.9 Segue entao o seguinte resultado.

Proposigao 2.15. Seja F : (C* x C?,(0,0)) — (C,0) uma aplicacao dada por F(x,y,p,q) =
a(z,y)p* + 2b(x,y)pq + c(z,y)¢> = 0 que determina uma EDB. Entao podemos encontrar uma
familia de aplicagdes analiticas F : (C? x C? x C,(0,0,0)) — (C,0), da forma F(z,y,p,q,t) =
a(x,y, t)p? + blx,y,t)pg + c(z,y,t)¢?, tal que Fy = F(—,—,—,0) = F e com a propriedade de
que para todo t em uma vizinhanca de 0 € C a equacdo dada por F; = F(—, —, —,t) = 0 tenha
criminante suave, discriminante com ramos suaves e pontos singulares de multiplicidade 1 na

vizinhanca de 0 x C2.

Definicao 2.13. Seja (E, (zo, %)) um germe de EDB. Diremos que um ponto (zg, yp) ¢ um ponto
singular nao degenerado se 6(xo,y0) = (ady — bdy)(z0,y0) = 0 e (z9,y0) ¢ um ponto regular da

aplicagao (9, ad, — bdy).

Definigao 2.14. Seja (F,0) um germe de EDB com coeficientes nulos em (0, 0). A multiplicidade
do germe (E,0) é definido como sendo o niimero de pontos singulares nao degenerados da EDB

perturbada dada na proposigao [2.15

Exemplo 2.4. Considere a EDB dada por

E(z,y, [dz,dy]) = xdy® + 2ydydz + zdz® = 0. (2.14)
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Note que o discriminate 6(z, y) = y*—x? é do tipo Morse (Deﬁni(;éo. Mas adiante mostraremos

um resultado que ird garantir que essa equacao tem multiplicidade 3. Entretanto, se deformarmos

a EDB ([2.14) da forma
F'(z,y,p) =tp"™> + ap” +2yp+ x = 0,

temos que a equacao F! = Flf = Flfp = 0 tem multiplicidade n em zero. Assim, de acordo com a

andlise feita na segao [2.3| e pela arbitrariedade de n a multiplicidade desta EDI ¢ infinita.

Agora encontraremos uma féormula para a multiplicidade em termos dos coeficientes a,b e ¢
da EDB ([2.8]). Para tanto, usaremos uma caracterizagao geométrica de pontos singulares, isto ¢,
aqueles pontos do discriminante para os quais a tnica direcao definida pela equagao é tangente
ao discriminante. Equivalentemente, a direcao tangente ao discriminante é solucao da EDB .

Assim, os pontos singulares da EDB ({2.8]) irdo satisfazer o sistema

6 =0

a(d,)? — 2b6,6, + c(5,)* = 0.

Note que em pontos singulares nao degenerados a segunda equagao se torna um quadrado perfeito,
de modo que o nimero se solugoes do sistema acima é contado em dobro. Isto nos leva a inferir

que a multiplicidade da EDB ¢é dada por
1
M(E,0) = 5 dim Oy /{5, a(,)? — 2b6,6, + c(d,)?). (2.15)

Para concluir que o inteiro M(FE,0) é de fato a multiplicidade da EDB primeiro mostraremos o

seguinte resultado:

Proposigao 2.16. Sejam (E,0) e (G,0) germes de EDBs. Se o germe (E,0) é equivalente a
(G,0), entao M(E,0) = M(G,0).

Demonstracao. Escrevendo

E(z,y)[dz, dy] = a(z,y)dy® + 2b(z, y)dzdy + c(z, y)da?
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G(z,y)[dz, dy] = Az, y)dy* + 2B(z,y)dzdy + C(z, y)da?,

temos, pela defini¢ao existem um germe de fungoes suaves p : (R3,0) — R, com p(0) # 0, e

um germe de difeomorfismo h = (h', h?) : (R%0) — (R? 0) tais que

A = plaoh)+28p(boh)+ Fp(coh)
B = &yplaoh)+ap(boh)+ Byp(boh)+afp(coh)

C = *plach)+2ayp(boh)+a’p(coh),

onde a(z,y) = hy(z,y), B(x,y) = hy(x,y), y(x,y) = h2(z,y) e &(x,y) = hi(z,y), apenas por
questao de notagao omitiremos o ponto (z,y). Com alguns célculos, usando as expressoes de A, B

e (' acima podemos mostrar que
B?* — AC = p(det dh)*(5 o h).

Visto que h é um difeomorfismo temos que det dh # 0 na origem. Denote agora A = B?— AC como
sendo a fungdo discriminante do germe (G, 0). Assim, A = p(det h)?- 6o h. Derivando esta tltima

igualdade e usando as expressoes de A, B, e C' em termos de a, b e ¢ podemos mostra que os ideais

(A, A(Ax)* —2BAx Ay + C(Ay)?) e (d,a(6,)* — 20,0, + ¢(d,)?) tem a mesma codimensao. [

Proposicao 2.17. Seja (F,0) um germe de EDB dado por (2.8). Entao, a multiplicidade do
germe (F,0) é dada pelo inteiro M (E,0) definido em ({2.15)).

Demonstragdo. Seja F, um deformacdo da EDI associada ao germe (E,0) como na proposicio
2.15. Com isso garantimos que o criminante é suave e o discriminante nao tem cuspides. Pelo
teorema [2.6| existe apenas uma quantidade finita de pontos singulares nao degenerados, onde
localmente a equacao pode ser reduzida a forma normal F' = p? —y — A\x? = 0. Neste caso temos

que § = —y — Ax?. Além disso,

M(E,0) = % dime O,/ (6, a(8,)* + 26,0, + c(8,)?)

1
= 5 dime O,/ (Ax® 4y, A\(4X — 1)2* — y)
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M(E,0) = 1.
Donde segue o resultado.

O proximo lema simplifica o calculo da multiplicidade de uma EDB.

Lema 2.18. Seja (E,0) um germe de EDB. Entao,
M(E,0) = m(d, ad, — bd,) —m(a,b) = m(d,bd — cd,) +m(b, c).
Demonstracao. Usando a proposicao temos que

2m(b* — ac,ad, — bs,) = m(b* — ac,ad, — bd,) + m(b* — ac, ad, — bs,)
= m(V* — ac, [ad, — b5,)?)
= m(b* — ac,alad — 2b6,6, + cb7))
= m(b* — ac,a) + m(b* — ac, ad; — 2b6,6, + cb7)

= 2m(b,a) + 2M(E,0),

0 que mostra a primeira igualdade. A segunda igualdade segue analogamente.
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Capitulo 3

Equacoes diferenciais parciais de

primeira ordem

Neste capitulo estudaremos as equagoes diferenciais parciais (EDP) de primeira ordem sobre o
ponto de vista da teoria das singularidades, com intuito de expandir os conceitos e resultados de
multiplicidade, apresentados no capitulo anterior, a equacoes mais gerais. As principais referéncias

deste capitulo sao [15], [27], [28].

3.1 EDPs de primeira Ordem

Nesta secao iremos descrever algumas propriedades genéricas das equacoes diferenciais parciais

de primeira ordem. Uma EDP de primeira ordem é uma equacao da forma

F(xla"'axnayapla"'apn>:()7 (31)

onde F : R — R é uma fungao suave. Uma solucdo cldssica da EDP de primeira ordem (3.1

¢ uma funcdo suave f : R" — R tal que y = f(z1,...,2,) e p; = %(ml, ..., Ty,). Por simplicidade
usaremos a notagao x = (x1,...,2,) e p= (p1,-..,Pn), & MeNOS que seja necessario explicitar as
coordenadas destes vetores. Se F),(qo) # 0, com go € R*"™ para algum i =1...,n, entdo a EDP

de primeira ordem (3.1]) define uma familia de solugoes classicas em uma vizinhanga de go (ver

130]).

37
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Definicao 3.1. Dada uma EDP de primeira ordem ({3.1)), o conjunto
Dr = {(v,y) e R"" : F(x,y,p) = F,,(z,y,p) = 0 parai=1,...,n para algum p € R"}

¢ chamado de discriminante da EDP de primeira ordem.

Denote por X(F) o conjunto dos pontos gy € R*"*! tais que F(qy) = F},(q) = 0 para todo
1=1...,n.
O método que iremos empregar para o estudo das EDP de primeira ordem sera o método de

Lie, que consiste em estudar o seguinte sistema

F(z,y,p) = 0

dy—i:pidwi = 0,
=1

a 1-forma em R?"*! no sistema acima é denotada por w.
Vamos agora descrever um pouco das estruturas que estao conectadas com as EDPs de primeira

ordem. Seja 7 : R — R™*! a projecao natural definida por 7(x,y,p) = (x,y).

Observagao 3.1. Note que qualquer subvariedade M C R?"*! tal que dim M = 2n, pode ser

vista como uma EDP de primeira ordem.

Definigao 3.2. Diremos que um conjunto L C R***! é uma subvariedade de Legendre se dim L = n

e o pullback i*w = 0, onde 7 : L — R?***! ¢ um mergulho.

Dada uma funcao suave f : R® — R, a aplicagao j'f : R* — JY(R" R) (ver definigao
¢ um mergulho legendriano, isto é, a imagem de j'f é uma subvariedade de Legendre. Através

deste fato podemos definir a no¢ao de solu¢ao de uma EDP de primeira ordem.

Definicao 3.3. Uma subvariedade de legendre L C R?**! é uma solucio da EDP de primeira

ordem (3.1)) se L C F~1(0).

Definicao 3.4. Seja L C R?"*! uma subvariedade de Legendre. Diremos que um ponto q € L é
um ponto singular legendriano, se ¢ ¢ um ponto singular da composicdo 7 o i, onde ¢ : L — R?"+1

¢ a aplicagao inclusao.
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A restricao da projeciao natural ao conjunto F~1(0) serd denotada por 7|z-1g

Definicao 3.5. Dados uma EDP de primeira ordem ({3.1)) tal que 0 é um valor regular de F' e

q € F~1(0). Diremos que:
i. ¢ é um ponto de contato singular se w|p-1(0)(q) =0
ii. ¢ é um ponto m-singular se ¢ for um ponto singular de 7|p-1(g),
O conjunto dos pontos m-singulares serd denotado por X(7|p-1(g))-

Definigao 3.6. Se o conjunto X(7|p-1(g)) for uma subvariedade de Legendre, diremos entao que

(7| p-1(0y) ¢ uma solugdo singular da EDP de primeira ordem ({3.1)).

Como as caracterizagoes acima sdo intrinsecas a F~'(0), elas ndo serdo muito tteis ao nosso

propdsito. Escreveremos agora estas defini¢oes através de equagoes extrinsecas.

Proposigao 3.1. Seja F : (R*"™! ¢y) — (R,0) um germe de fungoes suaves com VF(qq) # 0,

onde qo = (9, Yo, po). Entdo temos que

(a) qo é um ponto de contato singular se, e somente se, gy ¢ um zero do campo

n

0
5 ZFZ sz pZ Z(sz +pz’Fy)a_pi

i=1
(b) go ¢ um ponto m-singular se, e somente se, F' = F, =...=F, =0 em qo.

Demonstragao. (a) Por definigao w| r10)(q) =0. E isso acontece se, e somente se, w A dF =0
em qo. Uma vez que dF = Z F,.dz; + F.dz + Z F,,dp;, temos que o produto exterior

. 3 i=1 i=1
acima é nulo se

em qop.

(b) Podemos supor, sem perda de generalidade, que F, # 0 em ¢o. Assim é possivel parametrizar
F~1(0) na forma X(z,p) = (x, h(x,p),p), em uma vizinhanca de go. Logo os pontos singu-
lares de mo X correspondem exatamente a pontos onde F(qy) = F},,(q0) = ... = F}, (q) = 0.

]
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Note que a imagem de X(7|p-1(9)) pela aplicacao 7 coincide com o discriminante da EDP de
primeira ordem (i3.1).

Como uma solucio N C R?"*! da EDP ¢ uma subvariedade de Legendre, também ¢é
necessario caracterizar os pontos tais que w|y(¢) = 0 em termos das equagdes que definem N.
Tais pontos sao chamados de isotrdpicos. O préximo lema nos permite ter uma caracterizagao

para solucgao singular.

Lema 3.2. ([27]) Seja N uma subvariedade n-dimensional de R*"™! dada pelas equagoes
fl=.. = =o

Entao, N é isotrépica em ¢y € N se, e somente se, o posto da matriz

1 1 n+1 n+1
o Ty o ST Sy
1 1 +1 +1
xn+pnfy S +pnfg7
1 . n+1
P I
n+1 .. n+1
Pn Pn

(%)

¢ menor que n + 1 em gy, onde (x) é a matriz (ppfi — pifi ) de ordem "% x (n + 1), com

1<l<k<n.

Corolario 3.3. Suponha que X(F') seja uma subvariedade n-dimensional em R?"*! em ¢q. Entao,

Y (F) é isotrépica em qq se, e somente se, o posto da matriz
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Foy +0iFy  Fypoy +01Fpy 0 Fpey + 011,y
Foy + 02y Fpay +p2Fpy -+ Fpuoy + 020,y
Fo, 00y Fpw, +00Fpy - Fppz, + Pakpuy
0 Fp1p1 e Fpnpl
0 szm e Fpnpz
0 Fpnpl e Fpnpn
A B
tem posto menor n + 1 em ¢y, onde A = (pF,, — prF,) é uma matriz de ordem —”("2_1) x1e
B = (piFpu, — PeFpix;) é uma matriz de ordem @ xn,coml<Il<k<n.

3.2 Singularidades de EDPs de primeira ordem

Nesta segao estudaremos os pontos singulares da EDP de primeira ordem ({3.1)) em um conjunto
aberto e denso. Para tanto, comecaremos assumindo que 0 seja um valor regular de EDP de

primeira ordem (i3.1]).

Definigao 3.7. Um ponto gy € X(F') é um ponto de dobra da projecao 7|p-1() se o det([,,,,) # 0,

onde 1 <17,7 <n, em qo.

Definicao 3.8. Diremos que uma EDP de primeira ordem (3.1)) é uma equagiao de tipo geral se

Y (F') ¢ uma variedade suave tal que os pontos de dobra de 7|p-1(g) sdo densos em X(F).
[remos agora estudar a generalidade da propriedade acima.
Teorema 3.4. Genericamente, EDPs de primeira ordem sdo do tipo geral.

Demonstra¢ao. Considere o conjunto

Y= {ij(a:,y,p) cf=fu=0em (z,y,p)i=1,...,n} C J2(R2”+1,R).
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Observe que X é um subespago vetorial de J2(R?" ™! R) de codimensao n + 1. Considere também

o conjunto

Y = {*f(z,y,p) : det(fp,p;) = 0} C J2 (R R).

Observe que ¥; é um subconjunto algébrico proprio de ¥ de codimensao 1. Por isso, > — ¥
é aberto e denso em Y. Seja F : (R*! ¢y) — (R,0) que determina uma EDP de primeira
ordem F = 0. Note que o conjunto j2F~1(X — 31) consiste dos pontos de dobra de F. Assim, se
J2F M (¥ —X), entdao F é do tipo geral. Mas pelo teorema da transversalidade isso genericamente

é satisfeito. n

No que segue (F,qg) denotard um germe de EDP de primeira ordem, onde ¢y é um ponto

singular.
Lema 3.5. Seja (F, go) um germe de EDP de primeira ordem de tipo geral com solucao singular.
Entao,

F=F,=F,+pF,=0,i=1,...,n (3.2)

em X(F).

Demonstragdo. Em pontos de dobra da projecao 7|p-1(o) a matriz

Fmi —i—piFy *

0 F (3.3)

pipj

plFa:k - pk:F:vl *

tem posto maior ou igual a n. Por outro lado, o corolario 3.3 nos garante que o posto da matriz

(3.3) é menor que n + 1. Assim, o posto da matriz (3.3)) é n, isto é,
F,, +pily =0, parai=1,...,n.

Pela densidade dos pontos de dobra sobre X(F) estas igualdades sao satisfeitas sobre todos os

pontos de X(F). O
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Corolario 3.6. Seja (F,qo) um germe de EDP de primeira ordem de tipo geral com solugao

singular. Entao, F,(qo) # 0.

Teorema 3.7. Genericamente EDPs de primeira ordem nao tem solugoes singulares e o conjunto

de pontos m-singulares consiste de pontos singulares de Legendre exceto no ponto qq.

Demonstracao. Primeiramente definamos o conjunto

A= {jlf(l’,y,p) : f = fpi = fxl +plfy =0em (‘Tayap) i = 17"'7n} C Jl(RQn—H?R)'

Note que A é uma subvariedade suave de codimensao 2n + 1. Considere uma EDP de primeira
ordem de tipo geral tal que j'F seja transversal a A (isto é sempre possivel pelo teorema .
Assim, dim(J'F)~*(A) = 0. Logo, segue que a imagem de j'F e A ndo podem ter intersegoes
que nao sejam de pontos discretos. Pelo lema [3.5] tais ponto sdo apenas pontos sobre o qual
Y (F) é isotrépico. Logo, o conjunto X(F') nao pode ser uma subvariedade de Legendre. Para a
segunda parte, suponha que X(F) ndo seja isotrépico em ¢ = (z,y, p). Neste caso, existe um vetor
v e T,5(F) tal que w|sr)(q)(v) # 0. Seja L C F~1(0) uma subvariedade de Legendre através de
q. Por defini¢ao v nao pertence a T,L + ker(dr), pois caso contrario v anularia a 1-forma w|s ).
Suponha que ¢ seja um ponto regular de 7|;. Entdo dim(dn(7,L)) = n. Como X(F) e L sao
subvariedades de F'~*(0), entao (v) + T, L é subespago vetorial de T,F~'(0). Agora aplicando dm

nos espacos vetoriais acima temos entao que
dﬂ'(Tqul(O)) =R

o que contradiz o fato de que ¢ € ¥(F'). Portanto, ¢ é um ponto singular de 7|. ]

Observagao 3.2. Pelo teorema podemos concluir a seguinte afirmagao. Se B C J?(R*"1 R)

¢ um conjunto definido por

B={j*f(z,y,p) : f = fp, = fo, +0ify = det(fpp,) =0em (z,y,p)i=1,...,n}.

Entao B é um subconjunto algébrico de codimensao 2n + 2. Logo, genericamente podemos evitar

tais conjuntos. Portanto, existe um conjunto aberto e denso A C € (R**1 R) tal que se F € A,
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entao
(a) F71(0) e X(F) sao subvariedades suaves de R*"+1.
(b) X(F') nao é uma solucao singular da EDP de primeira ordem.
(c) O conjunto de pontos de dobra de 7|p-1(g) é denso em 3(F).
(d) O conjunto de pontos de contato singular sao isolados.

(e) Se g € R**! é um ponto de tipo cuspide de 7|p-1(g), entdo ¢ é um ponto de contato singular.

3.3 Multiplicidade de uma EDP de primeira ordem

Nesta segao, motivado pela definigdo de multiplicidade dada na se¢ao [2.3] iremos definir a
multiplicidade de uma EDP de primeira ordem e provar a sua invariancia por equivaléncia
suave. O conjunto dos pontos criticos de 7|s(p) serd denotado por X*(F'). Tal conjunto ¢ dado
por

22<F) ={(z,y,p) € R** . F = Fp, = det(FPin) =0em (z,y,p) 1 <i,j <n}

Definigao 3.9. Um ponto gy € R*"™ é dito ser um zero da EDP de primeira ordem (3.1)), se qo

¢ um ponto de contato singular ou um zero da 1-forma w2 ().

Note que esta definicao coincide com a definicao [2.5| para o caso em que a EDP de primeira
ordem ¢ uma EDI, isto é, quando n = 1. Note que por definicao os pontos singulares da EDP de
primeira ordem (3.1) encontram-se sobre o criminate de F'. Motivado pela definicdo de multipli-

cidade de uma EDI dada em [2.8| temos o seguinte.

Definicao 3.10. Seja (F,qg) um germe analitico de EDP de primeira ordem (3.1)). A multiplici-
dade de (F,qo) é definida como o nimero maximo de zeros que pode surgir em uma deformagao

da equacdo F' = 0 (incluindo zeros complexos).

Note que a multiplicidade nao esta definida se a 1-forma w é identicamente nula em ambos
Y2(F) e M = F7*0). A fim de encontrarmos uma férmula para multiplicidade da EDP de

primeira ordem (3.1)) em termos F~1(0) e X?(F) temos a seguinte definigao (ver [19]).
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Definigao 3.11. Sejam § uma 1-forma sobre R” e f : (R*,0) — (R¥,0) suave. Defina I(f~(0),8)

como o ideal gerado pelas fungoes coordenas f1,..., f¥ de f e os menores (k + 1) x (k + 1) da
matriz
1 1
PO
5 (3.4)
k k
AR
a; ... Qp

onde f; = of

T
Note que, por defini¢ao se A : (R™,0) — R é um germe de fungoes suaves com A(0) # 0 temos

que

I(f71(0),0) = I(f7(0), A0)

Lema 3.8. Sejam f e € como na defini¢ao[3.11} e 0 um valor regular de f. Entao um ponto 2, € R”

é um zero da 1-forma 6 sobre f~1(0) se, e somente se, g(zy) = 0 para todo g € I(f~1(0),6).

Demonstracao. Denote por A a matriz . Suponha que zy € R" seja um zero de @ sobre f~1(0).
Entao dim(kerA) > n — k. Como n = dim(kerA) + rank(A), obtemos que k > rank(A). Assim,
g(zo) = 0 para todo g € I(f71(0),0). Reciprocamente, se para todo g € I(f~*(0),6) tivermos
g(xo) = 0, entdo rank(A) < k. Logo, o vetor (ay,...,a,) pode ser escrito como combinagao linear

de Vf1 ..., Vf*. Portanto, 79 é um zero da 1-forma sobre f~1(0). O

Definimos I(f71(0),0) = (g1, ..., q), e denote g = (g1, ..., q).

Lema 3.9. ([15]) Seja 0 um zero isolado da 1-forma 6 sobre f~1(0). Sel = n, entao dim &/(I(f~1(0),6)) =

1 se, e somente se, 0 é um valor regular de g.
Denotaremos por &7 o anel dos germes de funcoes suaves sobre R" em p.

Lema 3.10. Seja (F,0) um germe de EDP de primeira ordem. Suponha que o ideal I(X?(F),w)
seja gerado por 2n + 1 elementos. Entdo, existe uma familia de funcées F, : R — R, com

teRe Fy=F tal que

dimp &2, /1(S*(Fy,w) = 1 e dimg &, /I(F, (0),w) =1
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para t # 0 suficientemente préximo de zero, onde p; e ¢; sao zeros isolados da 1-forma w sobre

Y%(F;) e F(0) respectivamente.

Demonstragdo. Note que [(F~1(0),w) = (F, Fp,,..., F,,, Fy, Fo, +D1Fy, ..., Fy, + Do F), ou seja,
é gerado por 2n+1 elementos. Sabemos que é sempre possivel encontrar uma familia de aplicagoes
F, com Fy = F tal que 0 seja um valor regular de (F, Ftpl, e ,Ftpn,Fty,le —I—plfty, oo Frp +
pnFty,). Agora pelo lema obtemos dim &%, /I(F, 1(0),w) = 1, para t # 0 suficientemente

proximo de 0. Analogamente, podemos concluir a segunda igualdade. O]
Usando os lemas podemos demonstrar o seguinte resultado

Proposigao 3.11. Seja (F,0) um germe analitico de EDPs de primeira ordem. Se I(X?(F),w) é

gerado por 2n + 1 elementos, segue tem-se:

(a) Se det(F},,,) # 0, entdo a multiplicidade do germe do EDP de primeira ordem (F,0) é dada
por M (F,0) = dimg &,,11/1(F~(0),w);

(b) Se 0 nao é um ponto de contato singular, entao a multiplicidade do germe (F),0) é dado por

MQ(F, 0) = dll’Il]R anJrl/[(Zz(F), w),

(c) Se 0 é um ponto de singular de contato e det(F),,,) = 0 entdo a multiplicidade do germe

(F,0) é dado pela soma dos inteiros dados em (a) e (b).

Demonstracao. Os Lemas e também sao validos para o caso analitico complexo. Logo, o
resultado é completamente provado complexificando as dlgebras &, 1 /I(F1(0),w) e &py1 /I(XZ*(F), w).
m

Pela proposicao acima vemos que a multiplicidade é invariante por deformacoes complexas de

F'. No entanto, o mesmo nao é verdade para deformacoes reais de F.

Definigao 3.12. Seja h : (R (zo,40)) — (R™™ (z1,91)) um germe de difeomorfismo. Um
germe de difeomorfismo £ (R* 1 qo) — (R*"1 qp) é dito ser um levantamento candnico de

contato de h quando h*(w) Aw =0¢ hor =7 o h.
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Observacao 3.3. Note que se h é um levantamento de contato candnico de h, entao existe um

germe de funcao A : (R o) — R, com A(gy) # 0 tal que h*(w) = Aw. Usando esta igualdade

e o fato de que hom = ﬂoﬁ, temos que para cadai=1,...,n
Ohpsr  ~~  Ohy
(9—1’1- - Z hn+1+ja—xz = —Ap;
j=1
i z”:A Oh;
T N iy gt = A
dy dy
O
=0
Opi
ondes=1,....n+1e Bl, e ,lAzgnH sao as fungoes coordenadas de h.

Definigao 3.13. Diremos que dois germes (Fy, qo) e (F1,q1) sdo equivalentes se existe um germe
de difeomorfismos h : (R"™ 7(qy)) — (R™™, 7(q1)) e um germe de funcao v : (R*"™! q0) — R,

com (qo) # 0, tal que F =~(G o/};).

Teorema 3.12. ([15]) Sejam f,g : (R",0) — R* germes de aplicagoes suaves, h : (R™,0) —
(R™,0) um germe de difeomorfismos e C' : (R",0) — GLk(R) um germe de aplicagio suave, com

C(goh™) = f. Se 0 ¢ uma 1-forma sobre R", entdo

R(I(f71(0)),0) = I(g~'(0), h*(9))-

Observagao 3.4. Sejam (F,0) e (G,0) germes de EDPs de primeira ordem equivalentes. Entao

existe um germe de difeomorfismo A : (R"*1 0) — (R"™! 0) e um germe de fungao v : (R***1 0) —

R tais que
F=~(Goh).
Derivando a igualdade acima com relagao a p; e usando o fato de que g—gf =0,comz=1,...,ne
s=1,...,n+ 1 (ver observacao obtemos
7 Ohn Ohan
I, 1 Gp oh sz e %
= (Foh)+~ (3.5)
T Ohn Ohan
Fy., “Vpn Gp, oh T:Q e #
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Pela observacao , segue que o jacobiano de h é dado por

o /};n 7
det(Jh) = det(Jh) det (a REs ) .
apj

Proposicao 3.13. Sejam (F,0) e (G,0) germes de EDP de primeira ordem. Se (F,0) e (G,0) sao
equivalentes, entdao Ms(F,0) = My(G,0) e M1(F,0) = M;(G,0).

Demonstracao. Denotemos por N = det <M> Derivando a equacao |) com relagao a p;,

Op;
com j =1,...,n, podemos escrever
det<Fpipj> =go(Goh) + ZQS(GPS oh)+ 7N2 [det(Gpipj) o hl, (3.6)
s=1
onde g; sao funcoes suaves em R?"*! com [ = 0,...,n, que surgem na expressao acima resultante

da regra do produto para derivadas. Juntando as equagoes (3.5)) e (3.6 teremos um sistema dado

por
~ o ... 0 0 Goh
Ohy, Shan 7
Vp1 ’}/Tf . ’}/% 0 Gpl oh Fpl
Vpn 7% e 7% 0 Gp, © h Ep,
9o 91 s Gn 7N2 det(sz‘pj) oh det(Fpipj)

Como h*(w) = Aw, onde A é nao nula em 0 (observagao , segue que (ﬁ_l)*(w) = jw. Agora

pelo teorema temos

(Y I (F),w) = I(ZX(G), <w)

Sendo A um difeomorfismo segue que My(F) = My(G).

Como F =~(Goh) e (h~1)(w) = Tw, obtemos pelo teorema [3.12| que
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— [(G7Y0),w).

Sendo 7 um difeomorfismo segue que M, (F) = M(G). O

Note que quando n = 1 a multiplicidade de um germe (F,0) de EDP de primeira ordem, é dado
M,(F,0) = dimg &3/(F, F,, F;, +pF,) no caso em que F,,(0) # 0 e My(F,0) = dimg &3/(F, F,,, F,,)
no caso em [,,(0) = 0 e 0 ndo é um zero da 1-forma canoénica. Mostrando que a multiplicidade
do germe (F,0) coincide com a multiplicidade introduzida na segao [2.3|

Agora quando n = 2 podemos mostrar que a multiplicidade de um germ (F,0) de EDP de

primeira ordem, é dado por
M,(F,0) = dimg &3/(F, F,,, F},,, Fuy +p1Fy, Foy + 02 Fy),
no caso em que det(F,,, (0)) #0,1<4d,j<2,e
My(F,0) = dimg & /(F, F,,, F,,, det(F,p,), det(A))

onde A é matriz

Fey +p1Fy Fey + p2Fy 0 0
Fpioy + P1Fpy  Fpioy +02Fpy Fpip Fipo
Foguy T P1Fpyy  Fpywy + D2Fpyy Foop: Fops
0 0 (det(Fpip,))py  (det(Fpp;))p,

Teorema 3.14. ([15]) Seja (F,0) um germe analitico de EDP de primeira ordem (3.1). Sen =2
e 0 nao € um zero da 1-forma canonica w|sry, entao a multiplicidade do germe (F,0) € o niimero

mdzimo de pontos caldas de andorinha que surgem sobre deformagées da proje¢io natural 7|p-1(g).
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