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Desigualdade de Carleman e Controlabilidade Nula para uma EDP com

Coeficientes complexos

Resumo

No presente trabalho, estudaremos resultados de controlabilidade para dois pro-
blemas da teoria das equagoes diferenciais parciais. Por meio de estimativas globais
de Carleman, mostraremos detalhadamente a controlabilidade nula para a equagao
do calor e para uma equacao diferencial parcial com parte principal complexa. Ob-

teremos o controle de norma minima resolvendo um problema dual de minimizagao.

Palavras-chave: Controlabilidade Nula, Desigualdade de Carleman, Equacao

do Calor.

vi



Carleman Inequality and null controllability for a PDE with complex

coefficients

Abstract

In the present work, we study controllability results for two problems on the
theory of the partial differential equations. We use global Carleman inequalities
to show the null controllability for the heat equation and for a PDE with complex
principal part. We obtain the control of minimal norm solving a dual minimization

problem.

Keywords: Null Controllability, Carleman Inequality, Heat equation.
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Introducao

A palavra controlar tem um significado duplo. Primeiramente, controlar um
sistema pode ser simplesmente entendido como testar ou checar se um determinado
comportamento é satisfatorio. Em um sentido mais profundo, o ato de controlar é
agir de modo a garatir que um sistema se comporte da forma desejada.

Relembrando um pouco a histéria, encontramos que os Romanos utilizaram al-
guns elementos de controle para a construcao de seus arquedutos. Mais precisa-
mente, sistemas engenhosos regulavam valvulas de modo a manter um nivel de agua
constante.

Algumas pessoas afirmam que na antiga mesopotamia, mais de 2000 anos antes
de cristo, o sistema de controle de irrigacao também era uma arte conhecida.

O trabalho de Ch. Huygens e R. Hooke ao final do século XVII sobre oscilacao
do péndulo é um dos modelos mais modernos do desenvolvimento da teoria do
controle. O objetivo deles era alcancar uma medida precisa de tempo e localizagao,
tao preciosos na navegacao. Estes trabalhos futuramente foram adaptados para
regular a velocidade de moinhos de vento. O principal mecanismo era baseado em
sistemas de esferas girando em torno de um eixo com velocidade proporcional a
velocidade do moinho de vento. Quando a velocidade rotacional aumentava, as
esferas se afastavem do eixo, agindo nas asas do moinho por meio de um mecanismo
apropriado.

J. Watt adaptou este modelo em seu motor a vapor que constituiu um mecanismo
importantissimo na revolucao industrial. Neste mecanismo, quando a velocidade das
esferas aumentava, uma ou véarias esferas destapavam algumas valvulas diminuindo
a pressao e reduzindo a velocidade, consequentemente as esferas voltavam a tapar
as valvulas novamente de modo a velocidade aumentar. Este mecanismo tinha o

objetivo de controlar a velocidade de forma a ficar aproximadamente constante.



O astronomo britanico G. Airy foi o primeiro a analizar matematicamente o
sistema regulador apresentado por Watt. Porém a primeira descricao matematica
definitiva foi dada apenas no trabalho de J. C. Maxwell, em 1868, em que alguns
comportamentos indesejados encontrados no motor a vapor foram descritos e alguns
mecanismos de controle foram propostos.

Com o passar dos anos, as ideias centrais da teoria de controle sofreram um
impacto notavel. Em meados de 1920, os engenheiros ja estavam preferindo usar
processamento continuo usando técnicas de controle automéatico ou semi automatico.
Assim, a engenharia de controle germinou e ganhou o reconhecimento de uma area
independente.

Durante a segunda guerra mundial e os anos seguintes, engenheiros e cientistas
melhoraram suas experiéncias com mecanismos de controle de rastreamento , misseis
balisticos e modelagem de esquadroes aéreos.

Depois dos anos 60, os métodos e teorias mencionados acima passaram a ser
considerados como parte da teoria ”classica”’do controle. A segunda guerra mundial
serviu para perceber que os modelos considerados até o momento nao eram sufici-
entes para descrever a complexidade do mundo real. Na verdade, ja se sabia que
os verdadeiros sistemas eram nao lineares ou indeterminaveis, desde que estes sao
afetados por alguma ”pertubacao”.

As contribugoes de R. Bellman no contexto de programacao dinamica, R. Kal-
man nas técnicas de filtragem e aproximagoes algébricas a sistemas lineares e L.
Pontryagin com o principio do méximo para problemas de controle 6ptimo nao li-
near, estabeleceram a base para a teoria do controle moderna. Tal teoria ganhou
um formalismo ou uma representacao matematica de modo a conseguirmos usar as
ferramentas mateméaticas que temos para solucionarmos tais problemas de controle.

Analisando o ponto de vista tedrico, para compreendermos um problema de
controle, iremos supor que queremos um bom comportamento para o sitema fisico

governado pela equacao estado

Neste caso, y denota o estado, a variavel do sistema que planejamos controlar e
) )
que pertence a um espaco vetorial Y e v é o controle. Tal controle pertencera ao

conjunto U,,; que chamaremos de conjunto dos estados admissiveis.



Vamos assumir que A : D(A) CY — Y e f : U,q — Y sdo aplicagdes lineares, ou
nao lineares, arbitrarias. O operador A determina a equacao que deve ser satisfeita
pelo estado de acordo com as leis da fisica. A funcao f indica a forma que o controle
v age no sistema governado pelo estado. Dessa forma, um problema de controle, é
encotrar um elemento em U,4, de modo que o seu estado atinja, em algum sentido,
o resultado desejado.

No caso de dimensao finita, ou seja, sistemas modelados por EDO’s, existem
resultados devidos a R. E. Kalman que nos fornece uma resposta completa a pro-
blemas de controlabilidade exata. Kalman mostrou, neste caso, que a dependéncia
do controle da variavel tempo ¢ irrelevante.

Para sistemas modelados por EDP’s; existem muitos trabalhos que tratam varios
tipos de controlabilidade para diversos sistemas que modelam fendmenos que apa-
recem na natureza. Podemos citar aqui o cldssico trabalho de Russel [21] em que foi
relatado os progressos e os resultados mais relevantes obtidos neste campo. Posteri-
ormente J.-L. Lions (ver [18] e [19]) introduziu um método sistematico e construtivo
conhecido como HUM (Hilbert Uniqueness Method). O HUM constitui em reduzir a
controlabilidade de sistemas lineares em um resultado de continugao tnica, que por
sua vez pode ser obtida como consequéncia de uma desigualdade inversa, também
denominada por Ho (ver [13]), desigualdade de observabilidade. A partir do HUM
muitas descobertas importantes foram feitas neste campo. Para leitores mais in-
teressados em aspectos histéricos e resultados recentes sobre a controlabilidade de
sistemas governados por equagoes diferenciais, indicamos os trabalhos [8], [10], [17]
e [25].

Nesta dissertagao, analizaremos resultados de controlabilidade para dois sistemas
governados por equagoes diferenciais parciais. O primeiro problema esta associado

a conhecida equagao do calor:

v — Ay =vl, em Q= (0,T) x Q,
y=0 em X = (0,7) x 09, (1)
y(0) = 1o em €2,

em que Q C RY é um dominio limitado de classe C? e w é um subconjunto aberto

e nao vazio de 2. Temos também que T" > 0 é um tempo dado, e 1, é a fungao

caracteristica de w. Para este problema, ha varias nocoes de controlabilidade que



devem ser distinguidas.

Controlabilidade exata: Dado y' € L*(Q), queremos encontrar uma fungio v €
L*(O x (0,T)) tal que a solugao y do problema (1) seja tal que y(T) = y*.

O conceito de controlabilidade exata é, em alguns casos, muito forte de modo
que dependendo da natureza do problema seja impossivel obter tal resultado de
controlabilidade. Por este motivo outros conceitos surgem naturalmente, tais como

Controlabilidade aprorimada: Dados y' € L*(Q2) e ¢ > 0, existe uma fungao
controle v € L*() tal que a solugao y, do problema (1), associada ao controle v

satisfaz
(1) —y'| <e.

Controlabilidade exata para as trajetorias: Se z é uma trajetoria, ou seja, z é

solucao do problema
zz—Az=0 em Q,

z=0 sobre X3, (2)
2(0) = 2° em (2,
em que z° é um dado em L?(2), entdo existe um controle v € L?(O x (0,T)) tal que
a solugao de (1) satisfaz y(T) = 2(7T).

O conceito de controlabilidade exata para as trajetorias foi proposto por Fursikov
e Imanuvilov [12] para problemas do tipo (3) ou qualquer problema com efeito
regularizante. Veremos mais detalhes no Capitulo 2.

Controlabilidade nula: Queremos encontrar uma fungao v € L*(O x (0,T))) tal
que a solugao y do problema (1) seja tal que y(7') = 0.

Os primeiros resultados sobre controlabilidade nula para (1) aparecem em [21].
Posteriormente, Lebeau e Robbiano [15] provaram, via estimativa de Carleman, a
controlabilidade nula sem nenhuma restricao ao aberto w em que o controle atua, e
com coeficientes dependendo apenas da varidvel espacial. Resultados similares, mas
num contexto bem mais geral, incluindo a dependéncia do tempo para os coeficientes,
foram provados por Fursikov e Imanuvilov [11] utilizando estimativa de Carleman
global para a equagao do calor.

Neste trabalho, estudaremos a controlabilidade nula para (1) tomando como
base o artigo de Fernandez-Cara e Guerrero [12], onde além de ter sido feito um

estudo da estimativa de Carleman para o problema acima, aplica-se tal estimativas



para problemas envolvendo termos de primeira ordem, problemas semilineares, entre
outros.
No segundo problema, generalizaremos o resultado obtido para o problema (1),

considerando a seguinte EDP linear de segunda ordem com parte principal complexa:

(a+1ib)y, — Ay =vl, em Q,
=0 em X, (3)
y(0) = o em ().

Neste caso tomamos como base o trabalho de X. Fu [11], em que se encontra a
estimativa de Carleman para um problema de segunda ordem com parte principal
complexa em que o operador é fortemente eliptico.

Sea=1eb=0, o problema acima é um sistema desacoplado formado por duas
equacoes do calor, e assim, poderemos utilizar os resultado obtidos no caso real.

Se a =0 e b =1, recaimos na equacao de Schrodinger onde temos uma vasta
literatura a disposicao e muitos problemas em aberto. Essa equagao nao sera o foco
do trabalho, entretanto faremos alguns comentarios na Secao 2.3.

O trabalho esta dividido em 2 capitulos:

No Capitulo 1 iremos expor alguns resultados de andlise funcional, apresen-
tando alguns resultados bésicos que necessitaremos durante o trabalho. Veremos
alguns resultados da teoria de semigrupos com o objetivo de garantir a existéncia e
unicidade de solu¢ao fraca para os problemas considerados acima.

No Capitulo 2 veremos o conceito de controlabilidade nula para a equacao
do calor. Apresentaremos a desigualdade de observabilidade e a desigualdade de
Carleman. Mostraremos que por meio da desigualdade de Carleman, podemos obter
a desigualdade de observavilidade, que implicara na controlabilidade nula pra a
equacao do calor. Posteriormente, buscaremos controlabilidade nula para o sistema
(3), com argumentos similares aos do caso real. Neste capitulo (veja a Secao 2.3),
faremos algumas consideracoes finais sobre os problemas estudados e apresentaremos

alguns problemas em aberto relacionados ao tema.



Capitulo 1

Resultados preliminares

No intuito de deixar o texto mais autosuficiente, vamos definir alguns conceitos

bésicos e apresentar alguns resultados que serao necessarios posteriormente.

1.1 Espacos funcionais

1.1.1 Distribuicoes e derivada fraca

Dados 2 C R™ um aberto e uma funcao continua f : {2 — K, em que K denota
R ou C, define-se o suporte de f e denota-se por supp(f), o fecho em €2 do conjunto
{z € Q; f(x) # 0}. Pela continuidade de f, supp(f) é um subconjunto fechado de
Q.

Uma n-upla de inteiros nao negativos a = (aq, ..., a,,) é denominada multi-indice
e sua ordem ¢ definida por |o| = a3 + ... + ay,.

Representa-se por D* o operador de derivagao de ordem |a/], isto é,

olal
DY = —.
ot ...0om

Para a = (0,0, ...,0), define-se D%u = u, para toda fungao wu.
Por C§°(€2) denota-se o espago vetorial, com as operagdes usuais, das fungoes
infinitamente diferenciaveis e com suporte compacto em (2.

Um exemplo de uma fungao de C§°(€2) é dado por

Exemplo 1.1. Seja Q@ C R™ um aberto tal que B1(0) € Q em que B1(0) = {z €

R™; ||z||gn < 1}, € 0 simbolo €@ denota que By(0) C 2. Consideremos f : Q — R,



tal que

1
sy = ¢ T el <1

7
0, se || z]lgn > 1

1
em que T = (X1, ..., x,) € ||z]|gn = o1, 27)2 € a norma euclidiana de x. Temos

que [ € C®(Q) e supp(f) = B1(0) é compacto, isto €, f € C().

Seja 2 um subconjunto aberto de RY. Uma sequéncia {¢,} de funcoes per-
tencendo a C§°(Q2) é dita convergente no sentido do espago D(2) a uma fungao

¢ € C°(Q) se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
i. Existe K € Q tal que Supp(¢, — ¢) C K para todo n, e
ii. lim, oo D%¢p(x) = D*¢(x)

O espago C§°(£2), munido com a convergéncia acima definida, serd denotado por

D(2) e denominado o espago das fungoes teste sobre 2.

Observacgao 1.1. E possivel definir em D(S) uma topologia de forma que a nogao

de convergéncia nessa topologia coincida com a dada acima (veja [22]).

Uma distribuicdo escalar sobre €2 é todo funcional linear continuo sobre D(f2).
Mais precisamente, uma distribuigao sobre €2 é um funcional 7" : D(Q2) — K satisfa-

zendo as seguintes condigoes:

i. T(ap+ BY) = aT(p) + BT (W) Yo, B € K e ¥ip, 1) € D(S),

ii. T é continua, isto é, se (¢n)nen converge para ¢, em D(Q), entdao (T'(¢n))nen

converge para T(p) em R.

Denotaremos o espaco das distribuigoes por D'(€2) a qual é espago vetorial mu-

nido das operagoes:

(S+T)(¢) =5(¢) +T(¢), ¢ € D),
(cT)(¢) = cT'(¢), c€K,p e D).

Uma funcao u definida quase sempre em ) é dita localmente integrdvel em () se
u € L'(A) para todo A € Q (A C Q), neste caso dizemos que u € L} (). Para
cada u € L}, .(Q) definindo

T.(6) = /Q w(@)p()dz, &< D),

7



podemos mostrar que 7}, ¢ linear e continuo(ver [1] p.20), ou seja, T, € D'(Q2) . Isto

nos permite identificar L} () com um subconjunto (préprio) de D’'(2).

Exemplo 1.2. Consideremos 0 € Q e o funcional 6y : D(2) — R, definido por

Em [1] p.20-21, vé-se que &y € uma distribuicao sobre Q2. Além disso, mostra-se que

8o nao pode ser definido por uma fungao de Lk, .(€2).

Seja u € C1(Q) e ¢ € D(Q). Como ¢ se anula fora de um compacto de €,

obtemos por integragao por partes na variavel x;

0 0
/Q (o)) = = / (o) ol

Similarmente, itegrando por parte |a| vezes teremos

/Q (D u())d(x)dx = (1) / u(x) D*o(x)d,

Q
seu € C1°1(Q). Isto motiva a seguinte definicao da derivada DT de uma distribuicéo
T eD ()

(D°T)(¢) = (=1)"'T(D*(9)). (1.1)

Observacgao 1.2. Por (1.1), notamos que T possui derivada de todas as ordem.

Observacao 1.3. Pode-se mostrar que D* € uma aplicacdo linear e continua defi-

nida em D(RY) e, portanto, D* € D'() (ver [1] p.21).

1.1.2 Espacos de Sobolev

Definiremos os espacos de Sobolev e vamos expor algumas propriedades bésicas.
Tais espacos sao definidos sobre um dominio 2 € RY e sdo subespacos vetoriais de
vérios espagos LP(12).

No que segue, | - | e (;) representarao, respectivamente, a norma e o produto
interno em L?(Q). Todas as derivadas utilizadas nesta secdo, sao derivadas fracas
ou derivadas no sentido das distribuigoes definida em (1.1).

Dado um numero inteiro m > 0, por WP ()) representa-se o espago de Sobolev

de ordem m, as (classes de) funcoes u € LP()) tais que D*u € LP(S2), para todo



multi-indice o com || < m. W™P() é um espago vetorial qualquer que seja

1 < p < oo. Munindo das normas

by = {1 ciagem 1D} s 1< p < o0,

2] 1m,00 = MaX1<jaj<m [ DUloo,

(1.2)

os espagos de Sobolev W™ sao espagos de Banach (veja [1] p.60). Pode-se mostrar
Wm™P(Q) é um espago de Banach reflexivo, para 1 < p < oo, e uniformemente
convexo, para 1 < p < oo. Particularmente temos que W™2(Q) é um espaco de

Hilbert separavel com o produto interno

(U, V) = Z (D%u, D).

0<al<m
Denotaremos o espaco dual de WP () por W~""?((2). Em particular, quando
p = 2 denotaremos W™2(Q) = H™(Q) e seu dual W—™2(Q) = H™(Q).
Definiremos agora o espago Wy"*(2), 1 < p < oo como sendo o fecho de C§°(2)
em W™P(Q). WgP(Q2) é, também, um espago de sobolev e valem as seguintes

imersoes continuas:

WP (Q) < WP (Q) — LP(Q).

Seja €2 um dominio limitado, e seja 0€) a fronteira de ). Temos a seguinte

caracterizagao do espaco Hj(€2) onde a prova pode ser encontrada em [1] p.165.

Teorema 1.1. Seja p € H'(Q), entio ¢ € H} () se, e somente se, u = 0 sobre
0.

1.1.3 Os espacgos C([0,7]; X) e LP(0,T; X)

Dado um espago de Banach X, denotaremos por C([0,7]; X ), o espago de Banach
das fungoes u, definidas em [0, 7], com valores em X que sdo continuas em [0, 7.
Definimos em tal espaco a norma

[uflsc = sup [Ju(t)]|x-
te[0,7)

De forma andloga, dado um espago de Banach X, denotaremos por L? (0,7 X)),

1 < p < o0, 0 espago de Banach das (classes de) fungoes u, definidas em (0,7") com



valores em X, que sdo fortemente mensurdveis e |lu (t)|/% é integrdvel a Lebesgue

em |0,7[, com a norma

T :
T —— ( [ o dt)

Por L*> (0,T; X) representa-se o espago de Banach das (classes de) fungoes u, defi-
nidas em |0, 7’| com valores em X, que sao fortemente mensurdveis e |lu (t)||y possui

supremo essencial finito em |0, 7', com a norma

[ ()| Lo o,7x) = sup ess [Ju (£)] x -
t€]0,T'[

Observagao 1.4. Quando p =2 e X é um espago de Hilbert, o espago L* (0,T; X)

¢ um espacgo de Hilbert, cujo produto interno € dado por

(4, 0) ooy = / (u(t), v () dt.

1.2 Alguns resultados utilizados

Teorema 1.2. Seja E um espacgo de Banach reflexivo, A C E um convezo fechado,
nao vazio e J : A — (—00, +00] uma fungao convexa, semi continua inferiormente,p %
oo tal que

lim J(z) = +o0.
x € A

llzll g — oo
Entao J possui um minimo sobre A, isto €, existe xq tal que p(xo) = miny .

Prova: Veja [3, p. 46]. n

Observagao 1.5. Caso J seja estritamente convexa, o minimo xqy obtido no Teo-

rema 1.2 € unico. De fato, seja 1y outro minimo para o funcional p. Dessa forma,
o que contradiz o fato de xy ser minimo do funcional J.

Teorema 1.3. (Banach-Alaoglu-Bourbaki) O conjunto Bp = {f € E';||f||lp < 1}

¢ compacto pela topologia fraca * o(E', E), em que E é um espago de Banach.
Prova: veja [3,p. 42-43]. u
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Teorema 1.4. (Desigualdade de Poincaré) Seja 2 C R™ limitado em alguma dire¢do

x;. Entao existe uma constante K > 0 tal que

2

Oy
<K
p]® < ’3@

para todo ¢ € H} (D).
Prova: Veja [19, p. 36]. n
Observacao 1.6. Se Q2 € um dominio limitado, entdo

o < K[Vl

para todo p € Hy(Q). A aplicagio || - || gy = |V - | define um norma em Hg(S)
a qual, pela desigualdade acima, € equivalente a norma de H*(). Assim, podemos

definir em Hg(2) a norma || - || gaq) que denotaremos simplesmente por || - ||.

Teorema 1.5. (Laz-Milgram) Seja H um espago de Hilbert e B(u,v) uma forma
bilinear, continua e conerciva. Entao para todo ¢ € H' existe um unico u € H tal
que

B(u,v) = (¢,v) Yv € H,

em que (-, ) denota o produto interno em H.
Prova: Veja [3, p. 84]. u

Teorema 1.6. (Gauss-Green) Se u € C*(Q), entdo

/umidac = /uyidF
Q r

em que V' € a i-ésima componente do vetor normal a fronteira, parai=1,...,n.

Prova: Ver [6]. u

1.3 Teoria de semigrupos

A teoria de semigrupos constitui uma ferramenta bastante poderosa para garantir
existéncia e unicidade de solugoes para diversos problemas lineares e nao lineares.

Para isso, precisamos fazer um estudo do operador que constitui a equagao de modo
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a estabelecer condigoes para que o problema em questao tenha solucao. Em outras

palavras, a teoria de semigrupos nos fornece condi¢oes para que o problema problema
u — Au = f(t, u(t)), (1.3)

tenha solucao.
A teoria aqui apresentada serd direcionada a garantir existéncia e unicidade de
solugao para o problema (3). Para um estudo mais detalhado de tal teoria, veja [4].

Observando a seguinte equagao diferencial ordinéria

dx
— —ax =0, em que a é uma constante,

dt

temos que sua solugao é dada por

vemos que

e, portanto,

Neste caso, sempre consideraremos um espaco de Banach X, e o operador A :
D(A) € X — X nao necessariamente limitado, D(A) representando o dominio do
operador A.

Para iniciar a teoria necessitaremos das seguintes definigoes.
Definicao 1.1. Um operador A em X € dissipativo se
lu — Mulx > |u|x
para todo u € D(A) e A > 0.
Definicao 1.2. Um operador A € m-dissipativo se

12



i. A € dissipativo
ii. Para todo A >0 e f € X, existe u € D(A) tal que u — NAu = f.

Observemos que se um operador A é m-dissipativo, entao o operador I — \A é
bijetor e, portanto, existe sua inversa Jy = (I —\)™!, que paracada f € X, \f = u
em que u ¢ a solucao do problema u — AAu = f.

Na realidade, veremos que nao é necessério verificar a condigao (ii.) para todo

A, como vemos ha seguinte

Proposicao 1.1. Seja A um operador dissipativo em X . As sequintes propriedades

sao equivalentes
i. A € m-dissipativo em X;

ii. Eziste Ao > 0 tal que para todo f € X, existe uma solugio u € D(A) de
u— AAu = f.

Prova: Veja [4, p. 19]. [ ]

1.3.1 Operadores nao limitados em espacos de Hilbert
Definimos o grafico do operador A por
GA) ={(u,f) e X x X;ue D(A) e f=Au}.

Suponhamos que X seja um espago de Hilbert e denotemos por (,)x seu produto

interno. Se A é um operador linear em X com dominio denso, entao
G(AY) ={(v,9) € X x X;(p,u)x = (v, f)x para todo (u,f) € G(A)},
define o operador linear A*. O dominio de A* é dado por
D(A*) = {v e X,3C < o0, |(Au,v)x| < Clulx,Yu € D(A)},

e A* satisfaz

(A*v,u)x = (v, Au) x,Vu € D(A).

Com base nisto, podemos deduzir o seguinte resultado
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Proposicao 1.2. A ¢é dissipativo em X se, e somente se, (Au,u)x < 0, para todo

ue D(A).
Prova: veja [4, p. 22]. n
Definicao 1.3. Dizemos que um operador A € auto-adjunto se A* = A .

As propriedades dos operadores auto-adjuntos nos permitem verificar de uma
maneira bem mais eficiente se um dado operador A é m-dissipativo, como vemos

por meio do

Teorema 1.7. Se A é um operador auto-adjunto em X, e se (Au,u)x <0 entio A

¢ m-dissipativo.
Prova: veja [4, p. 24]. n

Teorema 1.8. Seja A um operador linear em X com dominio denso, tal que G(A) C

G(A*) e (Au,u) < 0. Entao A é m-dissipativo se, e somente se, A € auto-adjunto.
Prova: Veja [4, p. 24]. u

Observacao 1.7. Hd outra classe de operadores das quais podemos extrair diversas
propriedades interessantes, sao 0s chamados operadores skew adjuntos. Tais Opera-
dores tem a propriedade que A* = —A. Observemos que se A € auto adjunto, entdo

(1A)* = —iA*, ou seja, iA € um operador skew adjunto. Para mais detalhes, veja

[4]

1.3.2 Espacos de Hilbert complexos

Nesta secao teremos X sendo um espaco de Hilbert complexo. Lembremos que se
X éum espago de Hilbert complexo, entao exite um forma R-bilinear b : X x X — C

satisfazendo as seguintes propriedades
b(iu,v) = ib(u,v), Vu,v e X x X,
b(v,u) =b(u,v), Yu,veX xX,
b(u,u) = |ul%, Vu e X.

Neste caso (u,v) = re(b(u,v)) é um produto interno real que torna X um espagco de
Hilbert.

Facamos agora alguns exemplos para ilustrar o que foi exposto até agora.
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Exemplo 1.3. Seja Q C RY, ¢ seja X = L*(Q). Definiremos o operador linear B
em X por
D(B) = {u e H}(Q); Au € L*(Q)},
B(u) = Au Yu € D(B).
Neste caso, queremos mostrar que B € m-dissipativo com dominio denso. Mais
precisamente, B € auto adjunto e (Bu,u)x <0 para todo u € D(A).

Primeiramente, D(Q2) C D(B) e assim, D(B) é denso em X. Pelos Teoremas
(1.1) e (1.6),
(Bu,u) = / Avudr = —/ Vul? <0
Q Q

e, assim, B € dissipativo. A aplicacdo bilinear
b(u,v) = /(uv + Vu - Vv)dz,
Q

¢ continua e coerciva em H}(Q). Entdo, pelo Teorema 1.5, para toda f € L*(2)

existe u € HY () tal que

/(uv + Vu - Vo)dr = / fvdx Yv € H(Q).
Q Q

Obtemos entao que u — Au = [ no sentido das distribuicoes. Como u € Hj(Q)
e f € L*Q), temos Au € L*(Q) e, portanto, u € D(B). Por consequinte, B ¢
m-dissipativo.

E facil ver que

(Bu,v) = (u, Bv).
Logo G(B) C G(B*) e, pelo Teorema 1.8, seque que B € auto-adjunto.
Exemplo 1.4. Consideremos agora X = L*(Q;C) e o operador

D(C) = {H}(Q;C),Au € X}
C(u) = (¢c+id)Au , Yu € D(B) ,c¢>0.

Vejamos que B é m-dissipativo com dominio denso. Com efeito,

(Cu,u) = Re ( /Q (c+z’d)Auﬂd;r:) — _Re ( /Q (c+id)|Vu|2da:>

= —c/\Vu|2dx
0
0.
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Dessa forma, C € dissipativo. Acima percebemos a necessidade de considerarmos
c> 0.
Definindo a forma bilinear d : H}(Q;C) x H}(€;C) — C por
d(u,v) = / ((c+id)Vu - VU + uv) dz,
Q
d € claramente continua, e ainda
|d(u, u)| > (Jef* + |d]*) = [[u]]*.
Portanto, pelo Teorema 1.5, para cada f € L*(Q;C) existe & € Hy(%;C) tal que
f(u) =d(&,u), Yue€ Hi(Q;C).

Em outros termos,

/ fudz = /((c +1id)VENVu + u)de,
0 Q
ou ainda,
Er— (c+id) A& =f  em D'(Q;C).
Como &5 € Hy(Q,C) e f € L*(Q;C) teremos que A&y € L*(Q2;C) e assim & € D(C)

e assim C' € m-dissipativo.

1.3.3 O semigrupo gerado por um operador m-dissipativo

Seja A um operador m-dissipativo, podemos definir Ay = AJ,, recordemos que

Jy = (I — MA)~L. Considerando T)(t) = e temos o seguinte

Teorema 1.9. Para todo v € X, a sequéncia uy(t) = Th\(t)x converge uniforme-
mente em intervalos limitados [0,T] a uma fungao u € C([0,00); X), quando A ] 0.

FEscreveremos T(t)x = u(t), para todo x € X et > 0. Entao
Tt)e LX) e|T|| <1, t>0,
T(0) =1, (1.4)
T(t+s)=T(t)T(s) Vs, t > 0.
Mais ainda, para todo x € D(A), u(t) = T(t)(z) € a dnica solu¢ao do problema
u € C([0,00); D(A)) N C([0,00); X),
' (t) = Au(t) t >0, (1.5)
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Prova: veja [4, p. 33]. n

Observacgao 1.8. No caso em que A € auto adjunto, teremos um resultado similar
ao Teorema 1.9. Mais precisamente, se x € X e A € auto adjunto entdo u(t) = T(t)x

satisfaz

u € C([0,00); X) N C((0, 00); D(A)) N C((0, 00); D(A)),

Observemos que para o caso auto adjunto, consequimos que a solu¢ao seja mais
reqular que o dado inicial. FEste fenomeno € chamado de efeito reqularizante do

operador auto adjunto.

Definigao 1.4. Seja (T(t))i>0 uma familia de aplicag¢oes de um parametro, dizemos
que L definido por

T(h) — I

D(L) = {x € X, )Tx possui limite em X quando h | O} ,

T(h)—1
Lz = lim Lx, Vo € D(L),
h10 h

¢ dito gerador da familia (T(t)):>0-

Definicao 1.5. Dizemos que a familia (T'(t))i>0 € um semigrupo de contragdo se

satisfaz as propriedades (1.4) para todo t > 0.

Teorema 1.10 (Teorema de Hille-Yosida-Philips). Um operador linear A é o gera-
dor de um semigrupo de contracdao em X se, e somente se, A € m-dissipativo e com

dominio denso.
Prova: Veja [4, p. 40]. n

Proposigao 1.3. Seja A um operador m-dissipativo com dominio denso. Suponha

z

que A € o gerador de um semigrupo de contra¢ao (S(t))i>0. Entdo (S(t))i>0 € 0

semigrupo correspondente a A no Teorema 1.9.
Prova: Veja [4, p. 41]. n

Observagao 1.9. A proposi¢ao 1.3 nos permite concluir a unicidade do semigrupo

gerado por um dado operador m-dissipativo.
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Observacao 1.10. O Teorema 1.3 e o Teorema 1.10 nos diz que, para sabermos
se o problama (1.5) possui uma unica solugcio (x € D(A)), basta verificarmos que
o operador A € m-dissipativo com dominio denso, ou entdo que o semigrupo gerado

por A € de contracgao.

Observacgao 1.11. Como foi mostrado, os operadores B e C definidos nos exemplos
1.3 e 1.4 sao m-dissipativos com dominio denso e, se x € D(A), existe solugdo para
o problema (1.5) para tais operadores. Como B é auto-adjunto, garantimos solu¢do

para x € X.

1.3.4 O problema nao homogéneo

SejaT >0e f:[0,T] = X, nosso objetivo é determinar existéncia e unicidade

de solucao pra problemas da forma

u(t) = Au(t) + f(t) ,Vt >0,
u(0) = x.

(1.6)

Definicao 1.6. Seja A o gerador de um semigrupo (T'(t));>o de contragdo e seja

reXefeLY(0,T);X). A funcao u € C([0,T]; X) dada por

t
u(t) =T(t)x + / T(t—s)f(s)ds, (1.7)
0
¢ chamada solugao generalizada do problema (1.6).
Temos agora o seguinte

Lema 1.1. Seja x € D(A) e f € C([0,T]; X). Se u € solugdao de (1.6), entdo (1.7)
vale para todo t € [0,T.

Prova: Veja [4, p. 50]. n

Proposicao 1.4. Sejax € D(A) e f € C([0,T]; X). Se além disso f € L*((0,T); D(A))
ou f € WH((0,T); X), entdo u dada por (1.7) é solugao de (1.6).

Prova: Veja [4, p. 51]. u
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1.4 Existéncia e unicidade de solucao fraca

Vamos agora garantir a existéncia de uma tnica solu¢do fraca para o problema

(3). Definimos o conceito de solugao fraca como segue.

Definigao 1.7. Seja yo € L*(Q) e f € L*(Q) o lado direito de (3),. Dizemos que
y:Q — C € solucao fraca de (3) se

y € C([0,T]; L*(; C)) N L*(0,T; HY (22, C)), (1.8)

it 2(0) - | (0. @)ds = (o, 7(0)) — / ((c+id)Vy, V@)ds + / ' @)ds, (19)
com y(0) = yo.

Teorema 1.11. Seja y° € L*(;C) e f € LY((0,7); L*(Q;C)) entao existe uma
tinica y € C([0,T), L*(Q;C)) N L2((0,T); H(Q; C)) solugdo fraca para o problema

y=Cly)+/f emQ,
y =0, sobre X2,
y(0) =", em €,

em que C' € o operador definido no FExemplo 1.4.

Prova: Sejam (y2),en € (fn)nen sequéncias em C§°(€2; C) e C°°(Q; C), respectiva-

mente, tal que
yp = y° em L*(2;C),

fo— f em L*(Q;C).

Como C' é m-dissipativo e D(C) é denso em L*(Q; C), temos que C' gera um semi-

(1.10)

grupo de contracao e y, ¢ solugao do problema
yn € C([0,T7; D(A)) N CY([0,T7; X),
Yn(t) = Cyn(t) + fult) ,VE =0, (1.11)
Yn(0) = 3/2-

Multiplicando (1.11)5 por ¥, integrando em € x (0,t) e, em seguida, considerando

a parte real, temos

1a [ T T
——/ /]yn]2dxdt—i—c/ /|Vyn\2dxdt:Re/ /fnyndxdt. (1.12)
2dt Jo Jao o Jo o Jo

1
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Usando a desigualdade de Young e em seguida a desigualdade de Gronwall obtemos

diretamente que

¢ T
|y, ()2 —i—/ |Vyn(s)|?ds < C(/ / | fo|?dxdt +/ 14°|2dx), C independe de m e t.
0 o Ja 0

Pela linearidade do problema temos em particular que

t T
9 (8)— g ()P / V4 ()~ V() 2 < C / / fumfoPddtt / 52—y, )

Logo (y,) é de Cauchy em C([0,T7; L*(©2)) N L*(0,T; H}(©)) e portanto é conver-
gente. Como, em particular, y,, é solugao de (1.9) podemos passar o limite e concluir

o resultado. m

Observagao 1.12. Para o problema nao homogéneo envolvendo o operador B (veja

Ezemplo 1.4), temos que dado y° € L*(Q), existe uma tinica fungdo y na classe
C([0,T]; L*(€2)) N L*(0, T; Hy (%)),
tal que

(1), (1)) — / (v, &')ds = (50, 5(0)) — / (Vy, V)ds + / (/. )ds.

com y(0) = y°. Notemos que a solucio tem um cardter mais reqular que o dado
wmacial e a parte nao homogénea, o que caracteriza o efeito reqularizante da equac¢ao

do calor.
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Capitulo 2

Controlabilidade nula

2.1 Controlabilidade nula no caso real

Nas observagbes a seguir, veremos porque a controlabilidade nula para (1) é o

resultado importante a ser estudado.

Observagao 2.1. Devido ao efeito reqularizante da equagdo do calor (veja Ob-
servagao 1.12), nao esperamos alcancar controlabilidade exata para (1). De fato, se
y' € L2(Q) \ H} () temos que para qualquer fungao controle v € L*(O x (0,T)),
y(T) € HY(Q2\ @). Dessa forma nao poderemos ter y(T) = y'.

Observacao 2.2. Podemos ver, devido a linearidade do problema, que controlabi-
lidade exata para as trajetorias é equivalente a controlabilidade nula. De fato, su-
ponhamos controlabilidade nula. Seja z uma trajetoria (ver (2)). Temos que existe

um controle v tal que a solucao do problema

Yy — Ay =vlp emQ,
y =0, em X,
y(0) =19 =2 em Q.

satisfaz y(T') = 0. Pela linearidade do problema, a fun¢io w =y + z satisfaz

wy — Aw =vlp em Q,

w =70 sobre 33,
w(0) = 5° em €2,
e ainda w(T) = z(T). Reciprocamente, se z for a trajetoria nula, temos, por
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hipotese, que existe um controle v tal que a solugcao y associada ao controle v €

tal que y(T) = 2(T) = 0.

2.1.1 Observabilidade

Mostraremos que a a controlabilidade nula de (1) pode ser obtida por meio de
uma desigualdade de observabilidade do sistema adjunto associado.

Para cada ¢° € L*(QQ), consideremos o seguinte sistema adjunto:

—Ap=0 em Q,
¢ =0 sobre X, (2.1)
o(T) = ¢° em ).
Observagao 2.3. De forma inteiramente andloga a que foi mostrada no primeiro

capitulo, podemos assequrar a eristéncia e unicidade da solugao fraca para (2.1).

Teorema 2.1. A controlabilidade nula de (1) € equivalente a sequinte desigualdade:

0 < C’// |lo|?dxdt. (2.2)
Ox(0,T)

Observagao 2.4. A desigualdade (2.2) € conhecida como desigualdade de obser-

vabilidade, e a constante C' € conhecida como constante de observabilidade.

Prova: Por simplicidade, dividiremos a prova em trés passos. No primeiro passo,
obteremos um controle v, por meio da miniminzagao de um funcional. No segundo
passo obteremos a controlabilidade aproximada para o problema (1), ou seja, mos-

traremos que a solucao y. associadas ao controle aproximado v, satisfaz

ye(T)| < e (2.3)

No terceiro passo,combinando a controlabilidade aproximada com a limitacao do

controle, poderemos concluir a controlabilidade nula.

Passo 1: Minimizagao do funcional. Dados y° € L*(Q) e ¢ > 0, consideremos

o funcional J, : L*(©2) — R definido por:

1
5[ [ lePdsardl+ 0, @)
Ox(0,T)

em que ¢ ¢é a solucio de (2.1) com dado ¢°. Mostraremos que o controle

aproximado v, que procuramos estd relacionado com o minimo do funcional
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J.. Para garantir a existéncia de tal minimo, faremos uso do Teorema 1.2.

Devemos mostrar que J, é estritamente convexo, continuo e coercivo.
a. J. é estritamente convexo. Sendo a fungao ¢ \@]%Q(OX(O 7)) estrita-
mente convexa, temos imediatamente a convexidade estrita de J.

b. J. é continuo.  Multiplicando (2.1) por ¢ e integrando em Q x (¢,7T)

obtemos

T
LNW+/HM%MZWW,WGMH
t

// lp|2dxdt < // lpPdzdt < T)¢°. (2.5)
Ox(0,1) Qx(0,7)

Por (2.2) e (2.5) temos

Assim,

(0(0), %) < le(0)l1y°] < |y°]1¢"] (2.6)

Sejam ¢ e 1) solugoes de (2.1) com dados ¢° e 1° respectivamente. Pela
linearidade do problema, ¢ — é solugao para o problema (2.1) com dado

@Y — %, Assim, por (2.5) e (2.6) teremos que
[Je(e” = U") < (T + [y + e)le” — 4°P,

o que ¢é suficiente para concluirmos a continuidade de J..

c. J. é coercivo. Para ¢y # 0, temos por (2.4) que

Je(¢°) 1 // 2 1 0
= lp|“dzdt + € + —(¢(0), y°). (2.7)
|0 21°1 S Joxom |0

Se
liminf — ( // lo|2dzdt + (¢(0),y )) 0,
[0l =00 [ 0x(0,T)

entdo existe K > 0 tal que |¢°| > K implica

1
5 [ [ lerdsits (o(0.) <0,
2 Ox(0,T)

Assim, por (2.2)

// lo|*dxdt
Ox(0,T)

—((0),5%)

< el

1
x (0,1
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Logo,

1
(// \90|2d37dt> < C|y°], paratodo |¢°| > K. (2.8)
Ox(0,T)

Fixado ¢ tal que |¢°] > K, temos que |ng°| > K para todo n > K.

Pela linearidade do problema e por (2.8) teremos

1
2 C
(// |g0|2dxdt) < —[y°, para todo |¢°| > K,
Ox(0,T)

donde concluimos que

3

// |o|*dxdt = 0 sempre que |¢°] > K.
Ox(0,T)

Pela desigualdade de observabilidade (2.2), temos também que ¢(0) = 0
e, portanto, (¢(0),y°) = 0. Dessa forma, segue por (2.7)

Caso

1 1
lim inf — (—// lo|Pdzdt + (go(O),yO)) >0,
0l=o0 [©°] \2J Jox(om)

teremos diretamente, por (2.7), que

0
lim inf Je(f )
0] =00 |0

> €

Y

0 que nos permite conluir que J, é coercivo.

Das propriedades a, b, ¢ provadas acima e pelo Teorema 1.2, segue

que o funcional J, possui um minimo que denotaremos ¢°.

Passo 2: Controlabilidade aproximada. Consideremos v, = ¢, € por y.

a solucao do problema (1) com controle v,.

Se ¢? = 0, entdo sua solucao correspondente . é a solugao nula e,

portanto, J.(¢?) = 0. Como ¢? é o minimo do funcional J, temos
Je(t"
lim (tso )

t10

o
= el@’| + (ye(T), ¢°) > lim ;Je(sog) =0 Ve’ € L*(Q),

e, dessa forma,
(Ye(T), ¢°) < el " € L*(Q).
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Sabendo que
ye(T)| = inf{k > 0; (y(T), ") < kl¢’| V¢’ € L2(Q)},

concluimos (2.3).

Caso ¢? # 0, podemos diferenciar o funcional J. em ¢? obtendo

0
/ / pepdadt + (75 )+ (p(0),49) =0, (29)
Ox(0,T) 2|

para todo ¢° € L?(2). Como os sistemas (1) e (2.1) estao em dualidade,
¢ valido
/ / pepdudt = (u(T), ") — (L, 9(0).  (2.10)
Ox(0,T)
Substituindo (2.10) em (2.9) deduzimos (2.3).

Passo 3: Controlabilidade nula. Considerando ¢° = ¢? em (2.9), e utili-

zando a desigualdade de observabilidade (2.2) temos

|Ue ’%Q(Ox(QT)) < _(QOE(O)v yo)
< e(0)]1y°]
< (cf [ da:dt) )
Ox(0,7)
donde concluimos que
Vel 20 (0,7)) < VCly, (2.11)

em que C ¢ a constante de observabilidade em (2.2).

Multiplicando (1) por y. e integrando em €2 x (0,7) obtemos, por proce-

dimentos padroes, a seguinte desigualdade de energia
T
OF + [ 10 < C (WP + oronory) - (212
Por (2.11) e (2.12) temos que
(v¢) é limitada em L*(O x (0,T)), (2.13)
(y.) é limitada em L*(0,T; Hy(€2)). (2.14)
Pelo Teorema 1.3,

ve = vem L*O x (0,7)),

(2.15)
ye =y em L*(0,T; Hj ().
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Como vy, ¢é solugao fraca de (1)

T T
- / (5e(5), /() ds = — / (Vye, Vio)ds + / / vepdads,
0 0 Ox(0,T)

e pelas convergencias 2.15 temos que

[ wersens = [ @n o [ [ o

ou seja, y é solugao de (1) com fungdo controle v.

Pela limitacao (2.14) concluimos que
(Ay,) é limitada em L*(0,T; H '()). (2.16)

Por (2.13) e (2.16), e sendo y. solucao de (1), segue que (y.) ¢ limitada
em L?(0,T; H *(Q)), e assim

y. =%y em L*(0,T; H (). (2.17)

Seja v € D(Q) e § € C*0,T], tal que #(0) =0 e 6(T) = 1. Temos que

T T

D)) = [ 08w+ [ (w0 O

0 0

Pelas convergéncias (2.15)2 e (2.17) concluimos que
(ye(T),v) = (y(T),v), para todo v € D().

Como L?(Q) é reflexivo, teremos que

ye(T) — y(T) em L*(Q)

e, por (2.3) obtemos
ly(T)| < liminf |y.(T")| = 0.

Reciprocamente, vamos supor controlabilidade nula para (1). Suponhamos também
que o controle seja limitado, ou seja, para cada y° € L*(2) se v € L?(Q) é o controle

que conduz a solucao de (1) a zero com dado y°, entdo

V] L2(0x(0,1)) < \/ayo‘-
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Dessa forma, podemos garantir que a desigualdade de observabilidade é véalida. De

fato, por dualidade temos

1, (0) = — / /O (OT)vsodxdt

|U|L2(0x(o,T)) |<P|L2(0x(o,T))

VOl (// \g0|2d$dt> :
Ox(0,T)

p(0)] < VC (/ /<9x(o,T) |g0\2da:dt)é.

Devemos entao mostrar que a desigualdade (2.2) é valida. Com esse objetivo fare-

IN

IN

Nessas condigoes,

mos uso de uma desigualdade de Carleman para (2.1). Estimativas do tipo Carleman
para problemas de controlabilidade foram idealizadas por Fursikov e Imanuvilov em

[12]. Faremos a prova dessa desigualdade com detalhes na segao seguinte.

2.1.2 Estimativa de Carleman

Para iniciar o estudo da estimativa Carleman para a equacao do calor, pre-

cisaremos inicialmente do seguinte resultado cuja prova pode ser encontrado em

12].

Lema 2.1. Sejaw € Q um subconjunto aberto e ndao vazio. Entdo existe n° € C?(Q)

tal que n° >0 em Q, n° = 0 sobre 9N e [Vn°| >0 em Q \ w.

Tendo em posse o Lema 2.1, definamos as seguintes funcoes peso:

e2mlnloe _ AmlIn®lloo+7°())

alz,t) = ’
t(r—t
e)‘(m<77000+77)0(93)) (218)
{(z,t) = T

em que (z,t) € Q e m > 1 um nimero real. Denominamos essas fungoes por fungdes
peso. As fungoes definidas em (2.18) foram inicialmente introduzidas por Imanuvilov
em [12].

Vamos agora ao principal resultado.
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Lema 2.2. Eziste uma constante A\ = \(Q,0) > 1, s; = C(Q,0)(T +T?) e
C1(22,0) tal que, para qualquer X > X\ e qualquer s > sy, a sequinte desiqualdade é

valida:

s1>\1//628a§1(|qt|2—|—|Aq|2)dxdt+s)\2//e25a£|Vq|2)dxdt

Q Q

+83)\4// e~ 23 q|?dxdt < C (// e~ %% q; + Aq|*dwdt (2.19)
Q Q

—|—83)\4// 536_28a|q|2dl‘dt)7
wx(0,7)

para toda ¢ € C*(Q) com g =0 em X.

No que segue, C' = C(£2, O) ou simplesmente C' denotard uma constante genérica
que depende apenas de 2 e O.
Antes de provarmos o Lema 2.2, deduziremos por meio do mesmo, a desigualdade

de observabilidade (2.2) e, consequentemente, teremos controlabilidade nula para

(1).
Por densidade, podemos supor que (2.19) é vélida para a solu¢do do problema

(2.1). Entao, fixando A = A;, obtemos
/ / e~2043(T _ )3 o 2dadt < C / / e=2043(T _ )73 2dudt, (2.20)
Ox(0,T)
para todo s > s;. Utilizandos (2.20) e as desigualdades
e 21 =3(T — )73 > e‘QC(H%)% em () X (%, %),

g2 =3(T — )3 < 6—0(1+%)%6 em ) x (0,7,

// lo|?dxdt < K// lo|2dxdt, (2.21)
ax(£,3L) Qx(0,7)

em que a constante K = K (Q, O, T) = ¢“Utr

obtemos

Multiplicando (2.1) por ¢ e integrando em Q x (0,t) obtemos

[(0)* < Jeo(t)*. (2.22)

Integrando (2.22) em (£, 2L) segue que

PO <7 [, et (2.23)



Assim, combinando (2.21) e (2.23) conluimos a desigualdade de observabilidade
(2.2).

Passemos agora para a demonstracao do Lema 2.2.
Prova do Lema 3.2: Tomemos ¢ € C?(Q) tal que ¢ = 0 sobre ¥. Consideremos a

mudanca de variavel
Y =e ou q=eY.
Consideremos também a seguinte funcao
_ s«
g =€ f’

onde f = ¢; + Aq. Observemos que

g = se’“ o) + ey,

Aq = e**Arp + 25e**Va - Vi + s2e5|Va|*) + se** Aarp.
Assim,

[ =€ (sap + vy + A+ 2sVa - Vi + §°|Val*yh + sAar)) .

S

Multiplicando a expressao acima por e~ ** obtemos

g = souh + by + Arp + 25Va - Vi + s |Val*y + sAaa).

Como
Va = —&\Vn°,
e
Aa = =N¢Vn°)? — XA,
segue que

g = st + 9+ A — 20V - Vb + SNE VI — sAZEVR’ [ — AEAR ).

Considerando

Mip = —2sN2VnP|2&) — 2sAEVRY - Vb + 9y,

(2.24)
Myp = SNV Y + Ay + saud,
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temos que

My + Mot = g5, (2.25)

onde
gsr = g + SAAN &Y — sN?| VP&

Para simplificar a notac@o, denotaremos (M;1);(i = 1,2;j = 1,2,3) o j-ésimo
termo da expressao M,y dado em (2.24).

Com a notagao anterior, temos por (2.25) que

3
M+ |Math]” +2 Y (Mi9h))s, (Mah) ) = |gsnl*. (2.26)
ij=1
Observacao 2.5. A primeira vista, parece mnatural por o termo (M), do lado
direito de (2.25), entretando decidimos manté-lo na esquerda pois ajudard a produ-
zir o sequndo termo do lado esquerdo de (2.19) (Isto serd melhor esclarecido mais

adiante quando calcularmos o produto escalar ((My1)))1, (Mav)2)12(@))-

O proximo passo € desenvolver os nove termos que surgem do produto interno
em (2.26). Com esta finalidade, faremos integracao por partes varias vezes e, na-

turalmente, as derivadas das funcoes peso aparecerao. Portanto precisaremos das

estimativas
e2dm[n°llee _ pA(mlI1°]|loo+n° ()
a; = —(T — 2t) AT 1) < CTE, (2.28)

A 1ltima desigualdade segue do fato que
e2Amln’llee < 2Mmln°lloo 1) o Q. (2.29)

Primeiramente temos

(Myy)1, (May)y) = —233>\4//Q ’V7}0|4§3|¢|2dxdt = A (2.30)
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Temos também
(M), (Map)) = —26°N° / / VR PE(T® - Vib)dads
Q
— 350 / / VP 13 2t
Q
It / / A VP [263 |4 2t (2.31)
Q

N
+25°\% Z // 0’0 O’ [P ddt
Q

1,j=1

= DBy + By + Bs,

onde B; (i = 1,2, 3), representa o i-ésimo termo do lado direito de (2.31). Claramente

temos que A + B; é um numero positivo e, pelo Lema 2.1, temos

T
A+ B = s / /Q VA Pddt > s*AY / /m|vn°|4§3|1/z|2dxdt
0 w

T
> COs*A\! / &P dadt (2.32)
0 Jao\w
T
= 033A4//53|w12da:dt—053A4/ /53W|2dxdt
Q 0 w
p— g_é.

Como 7° € C?(Q), teremos

T
By, > —Os3>\3/0 /Q§3|¢|2da:dt, (2.33)

T
By > —053)\3/ / E Y dadt. (2.34)
0 J@Q
Dessa forma, se K < C' é um numero real, considerando A > % segue que
A+ By+B; > 6’33)\4// | Pdadt — 083)\3// |2 dadt (2.35)
Q Q

> (C— K)s*\* // E Y2 drdt = Cs3\* // E3|*dwdt,
Q Q
em que C' é uma constante positiva. Assim, podemos observar que B, e B3 foram
absorvidas por A. Tsto foi possivel pois as poténcias de s e A de By e B3 sao menores
que a ordem s3\*.

Notemos agora que

(My)s, (Ma)y) = X2 / / VP Pebpdadr,
Q
= —32)\2// VP Pe& | P dadt. (2.36)
Q
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Como
T — 2t

HT — 1)

& =—¢ < CT¢?, (2.37)

deduzimos que

[(Mya))s, (May)y)| < 082/\2T//Q§3|¢|2dxdt,

que também podera ser absorvido como no caso anterior, bastando considerar A > 1

e s > C'T. Consequentemente

(M, (Map)1) 2y = (Miwh)y + (Mywp)g + (Myah)s, (Marh)1) 12
Cs3>\4// E | dadt (2.38)

—033)\4/ /53]w|2da¢dt,
0 w

para qualquer A > C e s > CT.

Vv

Por outro lado,

(My)y, (Mah)a)r2(q) = —2sA? / /Q IV PEAYdadt
PR / / VP 26|V [Pt

+4s)\22 / / A 0n Ed;pdrdt  (2.39)

i,j=1

+2s)\? / / IVn° 26 (V- V)dadt
Q
- Cl + CQ + 037

em que C; (i = 1,2, 3) representa o i-ésimo termo do lado direito de (2.39). Obtemos

as seguintes estimativas para Cy e Cs:

|Cy SCS/\4//§]w|2dxdt+03//§|vw|2dxdt (2.40)
Q Q

|C3] SC’S2/\4//§|¢\2da:dt+C)\2// (V|2 dxdt. (2.41)
Q

Como & > ; temos que T2¢2 > €. Assim,

«T—t)’

Csnt / / ¢l Pdadt < CT2s)\} / / 2[v[2dwdt. (2.42)
Q Q
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Dessa forma,
Ci+Cy+Cs > 25)\2// Vi’ 2|V |Pdadt (2.43)
Q

—OSA‘*//Qg?wF—C//Q(35+A2)|w|2dxdt.

Sendo ¢ = 0 sobre X, obtemos 0;1) = g—fni e, portanto,

(My)2, (Math)a) 12 = —2sA / /Q E(Vn° - Vo) Avdodt

- [ [

2
—| dxdt
N
+250 ) / / D1 ED b0 ddt
Q

on
i =1

—1—23)\2//Q£\V770-V¢\2d:cdt (2.44)

—i—S)\// £V’ - V|V |Pdodt
Q
= Di+ Dy + D3+ Dy,

onde D; (i = 1,...,4) corresponde ao i-ésimo termo do lado direito de (2.44). Ob-

servemos que D3 é um termo positivo, e

|Dy| < CsA// £V dadt. (2.45)
Q
Apo6s alguns célculos, obtemos
0 2 on° |9 ’
D, = sA EVn” - V|V |“dxdt = s\ E— |=—| dxdt
Q N 3n (9n

—s/\2// |V7)0|2§\V¢|2dxdt—s)\2//An0§|Vw]2da:dt (2.46)
Q Q
= Dy + Dyz + Dys.

Observacao 2.6. Como mencionamos na observacao 3.6, € importante salientar
nesse ponto a importancia de termos preservado, na decomposicio (2.25), o termo

sAN2|VnP)2& em My e em gs . Caso ndo o tivessemos feito, teriamos

M) = —3A2|Vn0|2§1/) — 25AEVY - Vb + 4y,

Gsx = g+ sAAR°EY.
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Logo,
(Myap)1, (Ma))a)r2(g) = —8)\2//|V770\2€Awwdxdt
Q

= SAQ//|VUO|2§|V@/J|2d$dt
Q

N
+23)\QZ//Oinoaijn0§8j1/zwdxdt
Q

,j=1

+sA? / / (VP 2E(Vn° - Vp)pdadt
Q
== Cl -+ 02 -+ Cg.

Assim Cy + D4 = 0 e, portanto, perderemos o termo que nos fonece a integral em

Q envolvendo |V|? que necessitaremos que fique do lado esquerdo.

Notemos que, sendo n° uma funcao positiva que se anula na fronteira, existe uma

. . . Ve . 0 7
vizinhanca para cada ponto dessa fronteira, tal que n° é decrescente. Assim, %in é

negativa e, por este motivo, D; + Dy; > 0. Temos ainda que Dy3 pode ser limitado

da mesma forma que D,. Portanto,

Di+Dy+Ds+Dy > —s\2 / / VP 2|V Pt (2.47)
Q

—Cs\ / /Q ¢V 2dadt.

Novamente, como ¢ = 0 sobre ¥ temos

(Myah)s, (Math)s) 12y = / /Q b Avdadt = 0. (2.48)

Assim, combinando (2.39), (2.43), (2.44), (2.47) e (2.48) concluimos

(M, (Map)a) 2y = ((Miyo)r + (Myap)a + (Maah)s, (Ma1))2)
A2 VP |2¢ |V Pdadt
o [ /Q V1 2 Vo e

—Cs*\ / / E2|Y|?dxdt (2.49)
Q

—O//(sAg+A2)|w|2dxdt
Q
- Fl + F2 + F37

v

para A > 1e s > CT? em que F; (i = 1,2, 3) corresponde ao i-ésimo termo do lado
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direito de (2.49). Notemos que

T
Fy > Cs\? / EIVY P dadt
0 Q\w

T T
= Cs)?/ /g\w|2dxdt—osA2/ /ﬂvw?dxdt, (2.50)
0 Q 0 w
e ainda
| | gcsA//avwddeCTQA?// V| ddt. (2.51)
Q Q

Como em (2.51) as poténcias de s e A sao menores que a ordem s\?, estes termos

podem, como anteriormente, ser absorvidos. Dessa forma,

(Myy), (Math)2)r2(q) > C’SAZ//Q£|V1p|2dxdt

—Csz)\4//£2\w]2da;dt (2.52)
Q
—C's\? / / EIVY|Pdadt,
wx(0,T)
para A > C e s> CT?.
Por (2.28) temos
(My)1, (Ma1))3)r2q) = —232)\2// IV Pou| | *dadt
Q
< CNT / / | 2dwdt, (2.53)
Q

que é absorvido por g, bastando tomar A > 1e s > CT.

Observemos que

(Myap)a, (Ma))3)r2(q) = —252>\//Qat§(V770'V1p)wdazdt
= SQAQ//&t]Vn(]]QfW\zdxdt (2.54)
Q
+52\ / / Vay - Vi €|y dadt
Q

—|—52)\//OztA770§|¢|2dxdt.
Q
Por (2.28)

Vo, = =\ anO.

(T —2t)
HT — 1)

Assim,

52)\//QVat-V7)O§W]2dxdt' = 82)\2//@ ))

< 032A2T//53|¢\2dxdt. (2.55)
Q

EIVn° Py dedt

(T —2t
HT —t
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Por raciocinio analogo, podemos mostrar que os outros dois termos do lado direito

de (2.54), também sdo limitados, em médulo, por Cs?A*T [ [, &[> dzdt (A > 1).

Entao,
(Miv)g, (Ma1))3) r2(q) > —CSZAZT// E Y dadt. (2.56)
Q
Finalmente,
(M), (May))3)12(q) = S/A&twtiﬁdaﬁdt (2.57)
1 2 2 30,12
= — = tt dxd ~ C T d d’
28//Qa b dudt < Cs //wa vt
visto que
oy < CE(14T2%€) < OT?¢. (2.58)

Por (2.53), (2.54), (2.55), (2.56) e (2.57) concluimos

(Myh, (Mah)z)r2q) = ((Mio)r + (Mywh)s + (M13))s, (Ma))3) 12(q)
> —(CsP\? 3192 dxdt, 2.59
> —osx | /Q & |da (2.59)

paraA>Ces>CT.
Por (2.38), (2.52) e (2.59) temos

My, M) oy > / /Q (sNEV[ + NE [ drdt (2.60)
_ 2 2 4 S3\43112) dod
C//wx(o,n(“ VO + X dodt,

para qualquer A\ > C e s > C(T +T?).
Aplicando (2.60) em (2.26) obtemos

MoP Mo + / / (SN2E|VHP + SNE P ) ddt
Q
< C(!gs,APJr /] (sAQSIVW+83A4€3!w|2)d0dt)
wx (0,77
250 f2dadt + 5°X! 2| 2drd 2.61
gc(//ge FPdadt + s //waxt (2.61)
2 2 314 ¢3 2
+//WX(O’T)(SA VP + ALy )dadt).

A integral em @ envolvendo o termo ||, que se encontra do lado direito de (2.61),

pode ser facilmente absorvida pelos termos do lado esquerdo, bastando considerar
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s > 2C. Dal

|Myp2 + yM2w|2+//(SA%\VW+53A4§3yw\2)dxdt
Q

< C’<//e2s"‘|f|2dxdt+// SANKE|VPdodt (2.62)
Q wx(0,T)

+ / / 53A4§3\¢12dadt) .
wx(0,T)

Nosso objetivo agora é acrescentar as integrais dos termos |Ay|? e |¢|* no lado
esquerdo de (2.62).
Por (2.24) vemos que

s—l//Qg—lwczxdt < C<5A2//Q§|w|2da;dt (2.63)

Lo / / €[ 2 + !MW)
Q

—1 —1 2 34 3 2
s //Qg Apdzdt < C(s)\ //ng dadt (2.64)

+sT2//§3|w|2dxdt+|M2¢|2),
Q

para s > CT?. Logo, combinando (2.62), (2.63) e (2.64) segue que

/ / SEN (P + |AYP)drdt + / / (sNE|VYP + SN ) dudt
Q Q

< C(//e‘25°‘|f|2dxdt+// SAXE| VP dadt
Q wx(0,T)

+ / / 33)\4§3|¢|2d:vdt> , (2.65)
wx (0,71

para qualquer A > C' e s > C(T + T?).
O intuito agora é eliminar a segunda integral do lado direito de (2.65). Para este

fim, consideremos 0 = () tal que

0 € C20), =1 em w, 0<6<1. (2.66)
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Assim

sv// EIVYPdedt < sA2// 0¢| Vo |*dadt
wx(0,T) 0x(0,T)
= —s)\? / / 0¢ Aynpdadt
0x(0,T)
—s)\? / / E(VO - V)pdadt
Ox(0,T)

—s)\3 / / 06(Vn° - Vo )dadt
Ox(0,T)
= G+ Gy +Gs,

em que G; (i = 1,2,3) representa o i-ésimo termo do lado direito de (2.67).

Pela desigualdade de Young,

Gi = —s\2 / / 0 Aybdadt
Ox(0,7)

15—1 / / 0~ Av|*dwdt
2 Ox(0,T)

253\t / / 0¢3 |2 dxdt.
Ox(0,T)

IN

Temos também que

= —s)\? 0 - dxd
Go SA //OXOT)f(V Vi)pdxdt

2
_ s // (V0 - V]| dxdt
Ox( OT)
)\3
= // (V0 - Vi) || dudt
Ox(0,T)
2
43 / / Q| [2dadt
0x(0,T)

A // |y Pdadt,
0x(0,T)

IN
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e que

G; = —s\3 / / 0 (V" - V) dadt
Ox(0,T)

)\3
= -Z // £(Vi° - V| duwdt
Ox(0,T)
3
_ / / £(Vi° - V)| dxdt
Ox(0,T)
s/\4
/ / 06V o Pt
Ox(0,T)

3
43 / / 0 An° | 2dwdt
Ox(0,T)

4
< sA //OX . ElpPdadt. (2.70)

Logo, combinando (2.67)-(2.70)

)\2// €IVeldedt < %s_l// | Ay Pdadt
wx(0,T) 0x(0,T)
C<S3A4// EPdzdt  (2.71)
Ox(0,T)
+s)\4// §|w|2d:1:dt>.
Ox(0,T)

A desigualdade (2.71) é suficiente para removermos a integral em w x (0,7") do

termo |V |? no lado direito de (2.65). Assim, concluimos que

/ / (TN + JAYR) + SNV + SNE[R) dudt (2.72)
Q

< C<//ezs°‘]f\2dxdt+53)\4// 53\w|2d:1;dt),
Q 0Ox(0,T)

para A > C e s > C(T + T?).
Finalmente voltaremos para nossa funcao original q. Sendo ¢ = e’*, segue

diretamente por (2.72) que

//(s—lg—l(w + JAYP) + sAEIVYP + s°Ae g dadt (2.73)
Q

< C (// e 2| f P dxdt + 33)\4// 6_250‘§3|q|2dxdt> :
Q Ox(0,T)

Vg = (Vi) — sAVR &),

Pelo fato que
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obtemos

sA\? / / e 2| VqPdadt < Cs)\? / / ¢V Pdadt (2.74)
Q Q
+C’83)\4//6_25“§3|q|2d$dt.
Q

Por (2.73) e (2.74) obtemos

//(slgl(wt\? +  JAYP) + sA¥E|Vq? + P Alem % g)?) dadt (2.75)
Q

< C (// e28a]f|2dxdt+s3)\4// 62”§3|q|2dxdt>.
Q Ox(0,T)

Consideremos agora a seguinte identidade:
A = e (Aq + sAAR Eq + sA|VnP|2Eq + 2s0EVR° - Vg + s° 22|V 2€%¢).

Assim

3_1//6_25a§_1|Aq|2dxdt < C’(s‘l//6_250‘5_1|A@ZJ|2d$dt+3)\2//6_2S“§|q|2d:pdt
Q Q Q
—I—s)\4//6_2”§|q\2dxdt+s/\2//e_2so‘§|Vq|2dxdt
Q Q
+ s\ / / 6_25a§3|q|2dwdt). (2.76)
Q

Temos também que

G = sauq + €1y, (2.77)

e, portanto,

3_1//6_25a§_1|qt|2dxdt < C(s_l//e_2$a§_1|¢t|2dxdt
Q Q

+ oT? / / 6_25“§3|q|2dxdt). (2.78)
Q

Tomando A > 1, s > C(T +T?) e combinando (2.75)-(2.78), obtemos a desigual-
dade (2.19). u

2.2 Controlabilidade nula no caso complexo

O objetivo desta segao é o estudo da controlabilidade nula para o problema (3).

De maneira inteiramete analoga ao que fizemos na secao anterior, podemos afirmar
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que, para obtermos um resultado de controlabilidade nula para este problema, é
suficiente obtermos uma desigualdade de observabilidade para o sistema adjunto de
(3). Mais uma vez obteremos a observabilidade como consequéncia da desigualdade
de Carleman. Assim, a obten¢ao dessa desigualdade nos levard a atingir nossa
principal meta.
Somos levados a pensar que nosso problema seja talvez seja uma simples adaptacao

do caso real, mas infelizmente o caso complexo é, sem trocadilhos, de fato mais com-
plexo.

Consideremos o seguinte sistema adjunto de (3):

(—a+ib)pr —Ap =0 em Q,
=0 sobre Y, (2.79)

©(0) = g em ().

Vamos agora ao principal resultado do nosso trabalho.

Teorema 2.2. Seja a,b € R com a > 0, entdao existe um A\g > 0, sqg > 0 tal que

para todo A > \g e s > Sy temos
3_1)\_1// 6_28“5_1(]90t|2+\Agp]z)dxdt—l—s)\Q// e~ 2 V| dudt
Q Q
—1—33)\4// e~ 263 p|Pdwdt < C (// e > (—a + ib)p: + Ap[’dxdt  (2.80)
Q Q
+ 53)\4// §36230‘|g0|2dmdt) :
wx(0,T)
em que @ € solug¢ao do problema (2.79).

Prova: Tomemos ¢ € C?(Q, C) tal que ¢ = 0 sobre ¥. Consideremos a mudanca de

variavel
v =e" ou q=e**P.
Consideremos também a seguinte fungao
g=e"F,
em que f = (—a+ ib)g; — Ag. Observemos que

¢ = se’“ o) + e’y

Aq = e**Arp + 25e**Va - Vi + s2e5|Va|*) + se** Aar.
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Assim,
f=e((—a+ib)sap + (—a+ b}ty + AY + 2sVa - Vi + 5°|Val*y + sAay) .
Multiplicando a expressao acima por e ** obtemos
g = (—a+ib)yy; + (—a + ib)sayt) + Ah + 25V - Vip + 52 |Val?y + sAarp.

Considerando

1Y = iy — asagh + A + 2| Val?y,
Iy) = —ayh; + ibsayt) + 2sVa - Vip + sAarp,

(2.81)

temos que

|11¢|2+|12¢|2+// (LT + Liplnp) dudt = |g)*. (2.82)
Q

Como no caso real, nosso objetivo agora é obter uma estimativa para o termo
I 0 (LI + L Ire) dedt. Multiplicando diretamente termo a termo e em se-

guida considerando a parte real, obtemos a seguinte identidade:

Ly + Tl = iab(Vhe — Yeby) + U scu(veh + )
—ib2s[(Va - V) = (Va - V)] = ibsAa(vy) — )
+a?say (Y, + i) — iabs®|au*(J0]* — [9f)
—2as’ax[y)(Var - Vi) + 9(Va - V)] — as’ e Aa(y) + d)
—a(Av, + Adiyy) — ibsoy (M) — Ay)) (2.83)
+25[AY(Va - V) + A (Va - V)] + sAa( Ay + A
—as* |V’ (Y, + i) — ibs | Val*([¢]* — [¢]*)
+25°|Val’[p(Va - V) + 9 (Va - V)]
+5°[Val?Aa(yd + 9y)

16
= E T,
J=1

em que T (j = 1,...,16) representa o j-ésimo termo de (2.83). Observemos que

T1:T6:T14:0.
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Tentaremos agora obter uma nova identidade, similar a identidade (2.83), com-

binando os termos da mesma. Por meio desta nova identidade, poderemos obter a

estimativa desejada para o termo [11Ix) + L1 1s.

Analizando T; temos que

Ty = bsa(h + 00) = b sou(|Y]),
= bZS(Oét|¢‘2)t — b2804tt|1/)|2.

Observemos que

L sy (@(Vaw) — ¢u(VaD))

2
tibs (Vi - Vagp — Vi, - Vaip)
+ibsAa(P) — i)
- Ll + L2 - T47

(2.84)

(2.85)

em que L; (i = 1,2) corresponde ao i-ésimo elemento do lado direito de (2.85). E,

ainda temos,
Ly = ibs(Vi, Vo) — Vi - Vay)
= ibs (V¢ - Va)y — (V¢ - Va)o),

—ibs (Vi - Vo)t — (Vi - Vay)y)
T3
—
Combinando (2.85) e (2.86) obtemos,

T3+Ty = —ibsV- (¢, (Vay) — v (Vay))

+ibs (V- Va)y — (Vo - Vayu),

+ibsVay - (Vpih — V).
Para o termo T3 segue que

T5 = aQSat(Wt + Wt) = a2504t(1¢|2)t
= a®s(u|Y*) — a®sayly]*.

Observemos agora que

% = —2as’V - (;Va|y]?)
+2as” (Vay - Valy]?)
T
_?7 - T87
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e, portanto,

T;+Ty = —2as’V - (Valy]?)
+2as® (Va, - Valy]?) .

Ainda temos que

Ty = —a(AY, + Anfy)
= —aV - (Vi + Vi) + a(VYVi, + ViVip),

Ty = —ibsay(AYy) — Agy)

= —ibsV - (a(V) — VYp)) + ibsVay - (Vb — V).

Para 171, segue que

T = 2s(AY(Va- V) + Ay(Va - Vi)

= sV (VY(Va-Vy) + Vi(Va - Vi) — 2s(Aa)| V|2

Para Ty, e Ti3 deduzimos,

Ty = sAa(AYy + Agy)
= sV - ((Aa) (VY9 + Vi) — sV(Aa) - (Vi + Vi)
—2s(Aa) VY[

Tiy = —as?|Val*(¢d, + Pr) = —as*|[Valy?
= —as*(|Val*[]?); + 2as*Va - Vag|h]?.

Para finalizar,

T
L 25°V - (|Val’Valy]?)

—25* (V|Val* - Valy|?)

By
9 16,

donde

Tis+Tie = 25°V- (|VO./|2VO{|77/J|2)
—25° (V|Val* - Va|v?) .
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Por (2.84)-(2.95), obtemos a seguinte identidade:

Lylp + LIy = V- [—ibsVa(yh, — ) — 2as’a,Valy|?
—a(V, + Vi) — ibsa, (Vi — Vi)
+s(Vi(Va - Vi) + Vi(Va - VY) + Aa(Vi + Vi)
+2 5°|Val*Valy|?]
+ [P sau|y? + ibs (Va - V) — (Va - Vb))
+ a’say|y]? — as’|Val’|y]?], (2.96)
—b?say|Y)? 4 2ibsVay - (Vrh — V)
—a?say|]? + 4as*(Va, - Va) Y2 + a(VV, + ViVi,)
—4s(Aa)|VY|* — sV(Aa) - (V) + Vi)
—25°(V[Val|*- Va)ly|?,

em que simplesmente escreveremos
(LvLy + hhy) = V- H + (Ha),

8
+Y K, (2.97)
j=1

em que H; representa todos os termos em que a divergéncia esta aplicada, Hy todos
os termos que a derivagao com respeito ao tempo esta aplicada, e K; representa o

j-ésimo termo seguinte. Por (2.58) segue que

|Ky| < CT?s& ). (2.98)
Para K5, temos que
. — — LT =2t 0 — _
Consequentemente
K| < CTIME V|| < CsAE VY[ + Car ]2, (2.100)
Novamente por (2.58),
|K3| < OT?sE3 ). (2.101)
Para o termo K, obtemos
242 2 2e2y2 1 — 2t 012],/,12
K4 = —2as 5 (Vat ' Va)|v| = 2as g >\ t(T—t)|VT/ | |¢| )
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concluindo que

|Ky| < CsN°T3E3 )2 (2.102)

Analizando Kg temos

Ko = —4s(Aa)|[VU? = 4sX2|Vi° PEIVOP + 4sAAn%E Vol
= K¢ + Keo.

Notemos que Kg nos forenecera a integral em @Q de |Vi|? que se encontra do lado

esquerdo da desigualdade (2.80). Por outro lado

| Kgo| = 4sAAR°E|V[* < CsAE| V|2, (2.103)
Para K7 obtemos
K; = —sV(Aa)- (VY + Vi)
= AV PV - (Vg + Viy)
+sAZEV VY2 - (Vo) + V) (2.104)

FSAEV (AR - (Vi) + Vi)
+sN2EAVC - (Vipih + Vi)

e para A > 1, obtemos que

[K7| < CsN¢|Vy||y] < ON VY[ + Cs* MNP |
< ONT2E|VY|? + CT?s A |y (2.105)

Finalmente, para o termo Kg temos

Ky = —25*(V|Val - Va)ly|?
= ANV + 28 NETIT| - Vil

= Kg1 + Ks». (2.106)

Notemos que Kg; nos forenecerd a integral em Q de [¢|* que se encontra do lado

esquerdo da desigualdade (2.80), mais ainda

| Kgo| < O3 ]2 (2.107)
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Integrando (2.96) em () obtemos

/ /Q (L + LYLy) dedt > s / / (Vo(Va - Vi) + Vi(Va - Vi) - vdS
b))
+ F (2.108)

em que
Fyp=>Y_ / Kdxdt.
j=1"@
Por (2.98)-(2.107), e utilizando o fato que
d 2
Ksdzdt = a | —|Vi|°dxdt = 0,

obtemos, por procedimento inteiramente analoago ao do caso real, que

2\ 2dxd 3ANE3 2 dad )
Py > //Q £V xt+//Qs £y 2dudt (2.100)

- // 8A2§|V¢|2dxdt—// PN P dadt.
wx (0,T) wx(0,T)

Considerando (2.108) temos, pelo mesmo arugmento usado para obter (2.47),

que g—qf; < 0 e, portanto

T\ YT o | 0w’
s (Vo(Va - Vi) + Vi(Va - Vi) -vdS = —2s) — &=L dY
b s On”|0n
> 0. (2.110)
Assim, por (2.108),(2.109) e (2.110) conseguimos obter
Lol + Lo + //3A25|w|2dxdt+//33A4g3|¢|2dxdt (2.111)
Q Q

< C(// 3A2§|V¢|2dxdt+// 33A453|¢|2dmt+|g|2).
wx(0,T) wx(0,T)

De forma inteiramente analoga ao caso real, podemos acrescentar as integrais em
Q dos termos |14]* e |Ay|?, remover o termo local de |[V1)|? e ainda voltar a variavel

original. ]

2.3 Consideracoes finais e problemas em aberto

Em se tratando do caso complexo, existem interessantes problemas que podemos
tratar de maneira similar ao que fizemos na secao anterior e outros que ainda nao

possuem uma resposta.
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Sistema Parabdlico Geral Linear: Usando as mesmas técnicas de [9], é possivel

encontrar uma estimativa Carleman para o seguinte sistema:

—(a —ib)py — Ap — B(x,t) - Vo +a(z,t)p =0 em Q,
©=0 sobre X,
p(T) = ¢ em ,

com a € L*(Q) e B € L>*(Q)". Isto nos permite obter uma desigualdade de

observabilidade e, portanto, controlabilidade nula para o problema

(a+ib)yy — Ay + V- (yB(z,t)) + a(z, t)y = vlp em Q,
y=20 sobre 3,
y(0) =1¢° em 2.

Condigoes de Fronteira: Seria possivel obter controlabilidade nula para o pro-

blema
(a+1ib)y, — Ay =vl, em Q,
g—’z +a(x,t)y=0 sobre X,
y(0) = yo em ©,

em que a € L*(X) e ¢y € L*(Q,C)? Esta é uma questao em aberto.

Controle na Fronteira: Outra questao interessante e ainda sem resposta é sobre

a controlabilidade do seguinte sistema:

(a+ib)yy — Ay =0 em Q,

y =vl, sobre X2,

y(0) = yo em 2,
em que o controle atua na fronteira (ou em parte dela).

Importante salientar que para o caso real,todos estes resultados ja sao conhe-

cidos (ver [9]).

Equacao de Schrodinger: Em ([16]) Lebeau provou que para estudarmos a con-
trolabilidade exata para a equacao de Schrodinger, uma condi¢cao geométrica
é requirida. Tal condi¢ao pode ser formulada exigindo que os raios que se

propagam dentro de §2 que rebatem em sua fronteira atingem w em um tempo

T finito.
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E possivel obter uma versao da desigualdade de Carleman dada por

Lema 2.3. Existe um \g > 0, sg > 0 tal que para todo X\ > \g € s > sg temos,

a sequinte desigualdade é valida:

s)\//6_25¢|Vq\2)dxdt+s3)\4//6_23¢|q\2da:dt

Q Q

<C (// e 2?iq, + Aq|*dwdt + 33)\4// 6_25°‘9|@|2d0dt>
Q FOX((]:T) al/

para toda ¢ € C*(Q,C) com g =0 em X.

No lema acima temos que
_ oM(2) ()
. Wat)= ,
T —t)(T+1) (T —t)(T +t)

p(z,t) = (

e ainda existe g € R", tal que I'g D {z € 0 : (xr —xp-v > 0)}. Com esta

desigualdade, é possivel obter controlabilidade nula para o problema

1wy — Ay =0 em @,

y =vl, sobre X, (2.112)

y(0) = o em ).
Em outros termos, para o caso da equagao de Schrodinger, é possivel obter uma
desigualdade de Carleman que resulte em controlabilidade nula com controle
na fronteira. Entretanto, este resultado de controlabilidade nos garante uma

controlabilidade com controle distribuido, ou seja, considerando o problema

1y — Ay =vl, em Q,
y=0 sobre ¥, (2.113)
y(0) = wo em (,
em que w é um aberto que satisfaz uma condigao geométrica que mencionamos
acima. Consideremos €2; um novo dominio de tal forma que 9Q; Nw # 0 e

que exista 1 € R" tal que {z € R": (z — ) - v > 0} C 021 Nw.
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Alguns célculos sao necessarios, mas a idéia é controlar nesse pedago da fron-
teira de €2 contido em w e depois estender a solucao para todo o 2 obtendo
assim um controle distribuido que garante a controlabilidade nula (pela re-
gularidade da equacao de Schrodinger, esse controle nao serd uma fungao em
L*(O x (0,7T))). Da mesma forma feita no trabalho, poderfamos pensar em
obter uma desigualdade global de Carleman distribuida de modo a obtermos
a controlabilidade nula por meio dela, entretanto o fato que na equacao de
Schrodinger o coeficiente é um niimero imaginario puro realmente gera muita
dificuldade técnica. Podemos ser levados a pensar que na demostragao da de-
sigualdade de Carleman para o problema complexo que fizemos, poderiamos
ter simplesmente ter considerado a = 0 nos célculos que tudo se comportaria
da mesma forma. No entanto se observarmos a decomposi¢ao (2.81), se con-
siderarmos a = 0 teriamos que adicionar os termos envolverdo [¢4]* e |A|?
apenas com a equacao [11 o que nao ¢ possivel. Na verdade, esta desigualdade

para a equacao de Schrodinger é um problema em aberto.
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