Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de P6s—Graduagao em Matematica
Mestrado em Matematica

Equacoes de Schrodinger Semilineares
com Potencial Nao-Regular no Infinito

Eudes Leite de Lima

JOAO PEssoA — PB
JUNHO DE 2013


http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?metodo=apresentar&id=K4453503D3

Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de P6s—Graduagao em Matematica
Mestrado em Matematica

Equacoes de Schrodinger Semilineares
com Potencial Nao-Regular no Infinito

por
FEudes Leite de Lima

sob a orientacao do

Prof. Dr. Uberlandio Batista Severo

Joao Pessoa — PB
Junho de 2013


http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?metodo=apresentar&id=K4453503D3
http://buscatextual.cnpq.br/buscatextual/visualizacv.do?metodo=apresentar&id=K4790013H2

L732e Lima, Eudes Leite de.
Equacoes de Schrédinger semilineares com potencial ndo-
regular no infinito / Eudes Leite de Lima.-- Jodo Pessoa, 2013.
79f.

Orientador: Uberlandio Batista Severo

Dissertacdo (Mestrado) — UFPB/CCEN

1. Matematica. 2. Equacéo de Schodinger. 3. Teorema de
Linking. 4. Principio da Criticalidade Simétrico.

UFPB/BC CDU: 51(043)




Equacoes de Schrodinger Semilineares
com Potencial Nao-Regular no Infinito

por

Eudes Leite de Lima

Dissertacao apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pdos—Graduagao em Matematica da
Universidade Federal da Paraiba como requisito parcial para a obtencao do titulo de Mestre em
Matematica.

Aprovada em 14 de junho de 2013.

Banca Examinadora:

“\)/W

Prof. Dr. erlclndloﬁiltlbt’i Severo — UFPE

Orientador)

Prof. D ._i'J' fferson Abrantes\dos Santos — UFCG

(Examinador Externe-

e N W .

Prof. Dr. Everaldo Souto de \C[Cd&ﬂ'()b - UFPB

(Examinador Interno)

L




Aos meus pais



Agradecimentos

A Deus.

Aos meus pais, por estarem incondicionalmente ao meu lado.

Ao professor Uberlandio, por toda a valiosa ajuda e pelas palavras de sabedoria. Aos profes-
sores Everaldo Medeiros e Jefferson dos Santos por participarem da banca, e a todos os outros
professores do departamento, pelo incentivo durante essa etapa da minha formacao académica.

Aos meus colegas, pelos momentos compartilhados.



Resumo

Neste trabalho, estudamos questoes relacionadas a existéncia, nao-existéncia e regularidade de

solucoes para equagoes de Schrodinger semilineares do tipo
—Au+ a(z)u = |[ulP"*u, u € H'(RY),

onde N >2,p>2se N=2e2<p<2N/(N —2)se N >3 e o potencial a(x) é uma funcao
positiva que pertence a L>(RY). Para obtencao dos resultados, usamos um Teorema de Linking

e o Principio da Criticalidade Simétrica.

Palavras-chave: Equacgao de Schrodinger, Teorema de Linking, Principio da Criticalidade Simétrica.



Abstract

In this work, we study issues related the existence, nonexistence and regularity of solutions to

semilinear Schrodinger equations of type
—Au+ a(z)u = |[ulP"*u, u € H'(RY),

where N > 2, p > 2if N =2and 2 < p < 2N/(N —2) if N > 3 and the potential a(x) is a
positive function that belongs to L>(R"). To obtain the results, we use a Linking Theorem and

the Principle of Symmetric Criticality.

Keywords: Schrodinger equation, Linking Theorem, Principle of Symmetric Criticality.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas na dissertacao.

e X denota um espaco de Banach;

e X’ denota o dual topolégico de um espaco de Banach X;

e id denota a aplicacao identidade;

o (', (1, (s, ... denotam constantes positivas, possivelmente deferentes;
e [ denota o final de uma demonstracao;

e | - | denota a norma euclidiana em RY;

— denota convergéncia fraca em um espaco normado;

e z, = o(1) denota que z,, — 0;

x4 denota a funcao caracteristica de um conjunto A C RY;

e supp(u) denota o suporte da funcao u;

e ut =max{u,0} e v~ = max{—wu,0};
0 0

o Vu = —u, ey g denota o gradiente da funcao u;
0xy oxn

0

N 9%y

e Au = E —+— denota o laplaciano da fungao u;
€T=
=1 i

o [P(Q)) = {U:Q—>R;/|u|pdx<oo}, em que 1 < p < ooeQ CRYéum conjunto
Q



mensuravel, com norma dada por

1/p
ol = [ s}
RN

Em particular, quando Q = R", denotamos |u|s@y) = |uly;

e 1>°(Q)) denota o conjunto das fungdes mensuraveis que sao limitadas quase sempre em (2

com norma dada por
[u| oo () = inf{C' > 0 ; |u(z)] < C quase sempre em Q}.
Em particular, quando € = RY, denotamos |u Loo®N) = [Uoo;

e C(£2) denota o espaco das fungdes continuas em 2 e Cy(§2) denota o espaco das fungdes

continuas de suporte compacto;

e C*(€), com k > 1 inteiro, denota o espago das fungoes k vezes continuamente diferencidveis
em 2 e C*(Q2) = mk21 CH(Q);

o C5o () = C=(2) N Co(9);
e Para 1 < p < o0,
Existem g¢1,...,9, € LP(Q) tais que

WP(Q) = u e LP(Q o) ,
(©) ! ) /uagoz—/gigp Vo e Cgo (), Vi=1,...,n
o 0% Q

com a norma dada por

1/p
|ullwiv) = (/Q(!VuP +u2)d:c) .

Quando = RN, escrevemos ||ullyio®yy = [[ufl1p;

e Param > 2 inteiro e 1 < p < o0,

ou
8xi

WmP(Q) = {u e W hr(Q) ; € W™ bP(Q) para todo i = 1,..., N} )

com a norma dada por
lullwmo@) =Y |[D*|Lr-

0<|ar|<m

Em particular, quando Q = RY, escrevemos ||u|yyms@yy = [[t/|mp-

X1



Introducao

Neste trabalho, seguindo idéias de Cerami e Molle em [7], estudamos questoes relacionadas a

existéncia, nao-existéncia e regularidade de solugoes para a equacgao de Schrodinger semilinear

—Au+ a(r)u = |u[P~2u em RY
{ (P)

u € H'(RY),

onde N >2 2<p<oose N=2e2<p<2N/(N—-2)se N > 3. O potencial a(z) é uma
fungao positiva pertencente a L°°(R") com infimo positivo, mas que nao é requerido ter um limite
no infinito.
O interesse em problemas do tipo (P) é essencialmente devido a duas razdes: primeiro, o fato
de que tais problemas surgem naturalmente em vérios ramos da Fisica Matematica e, segundo, a
perda de compacidade, obstaculo desafiador para o uso de métodos variacionais usuais.
Equagdes do tipo (P), com

lim a(z) = ax > 0,
|| =00

foram extensivamente estudadas nas ultimas décadas por diferentes autores, veja, por exemplo,
8], [14] e suas referéncias.
Esse tipo de problema é motivado também, por exemplo, na busca de solugoes estacionarias

da equacao de Klein-Gordon nao-linear
v — Av + v = f(v),

onde v é uma fungio complexa definida em RY x (0, 00), o é uma constante real e f é uma fungao
dada que satisfaz

f(Be”) = f(B)e”, B,0 € R.

Por uma solucao estacionéria, entendemos uma fungiao v(z,t) = e“'u(z), em que w € R, u :
RY — R, t € Rex € RY. Por exemplo, considerando f(v) = |v|P"'v vemos facilmente que

[ satisfaz a condigao acima. Neste caso, se v(z,t) = e“'u(r) é uma solugdo da equagao de



Klein-Gordon, temos
—w?e™ () — e Au(r) + o?e™tu(r) = | u(x) [P e u(z).
Logo, u : RY — R deve satisfazer
—Au+ (® — wu(x) = |u(x) [P u(z).
Fazendo ag = o? — w?, segue que u deve satisfazer a seguinte equacao
—Au + agu(z) = |u(z) P u(z),

que é do tipo considerado em nosso trabalho.

No estudo de solugoes estacionarias dois tipos de questoes surgem de maneira natural.

(i) Existem solugoes estaciondrias, isto é, a equacao acima admite solugdo nao trivial? Se sim,
que tipo de propriedades para estas solucoes podemos mostrar, isto é, qual a sua regularidade, qual
seu decaimento no infinito. Podemos encontrar caracteristicas variacionais para algumas destas
solucoes?

(ii) Se solugoes estacionérias existem, sdo elas estaveis? Se nao sdo estdveis, qual é a natureza
da instabilidade?

O primeiro tipo de questao é relacionado ao estudo de solugoes para problemas elipticos se-
milineares. Os métodos usados neste contexto sao as vezes de natureza vairacional e solugoes
sao obtidas por minimizacao sobre restricoes ou argumentos do tipo minimax. O segundo tipo
diz respeito a dinamica da equacao de evolucao. Todavia, ambos os problemas sao intimamente
relacionados. De fato, informacoes de natureza variacional de solugoes estacionarias sao essenciais
para obtencao de resultados de estabilidade ou instabilidade.

Como veremos, o problema (P) tem uma estrutura variacional bem formulada. Mais precisa-

mente, suas solugoes correspondem a pontos criticos do funcional energia
E(u) = / (|Vul® + a(z)u?)dz, ue H'(RY),
RN

restrito a variedade
M= {u € H'(RY) / ufPdz = 1} |
]RN

Observe que M nao é fracamente fechada na topologia de H'(RY) (ver [9], pag. 59) Portanto,
métodos minimax e minimizacao nao podem ser aplicados diretamente. Para obtencao dos resul-
tados, usamos um Teorema de Linking e argumentos de minimizacao.

Nosso trabalho, esta dividido em trés capitulos e dois apéndices.

No Capitulo 1, estudamos resultados basicos que servirao de suporte para o desenvolvimento



da dissertagao. Além disso, fazemos uma exposicao do problema que sera abordado nos capitulos
subsequentes.

O Capitulo 2 ¢é dedicado aos resultados de regularidade e nao-existéncia de solugdo para o
problema (P). Mais precisamente, veremos que toda solu¢ao de (P) é suave e decai exponencial-
mente no infinito. Além disso, para uma classe significativa de potenciais a(z), mostramos que o
problema (P) nao admite solugao nao-trivial.

No Capitulo 3, estudamos dois resultados de existéncia de solugdo para o problema (P). O
primeiro deles, é uma situagao mais simples onde (P) pode ser resolvido por minimizagao. Preci-

samente, provamos o seguinte resultado:

Teorema 0.1. Suponha que para todo n € (0,liminf|y . a(z) —infg~ a(z)), exista um raio p, >0

suficientemente grande tal que

sup a(z) < liminfa(z) —n, para algum z, € RY. (1)

B(zn,py) 2| =00
Entao, o problema (P) tem pelo menos uma solugao positiva.

O segundo teorema de existéncia para (P), o principal resultado da dissertagao, analisa uma
situagao topoldgica mais complicada, na qual (P) nao pode ser resolvido por minimizagao. De

fato, provamos o seguinte teorema:

Teorema 0.2. Suponha que o potencial a(x) tem infimo positivo satisfaz as sequinte hipdteses:
(Hy) lim a(pey) = lim a(—pey) == 0, onde e; = (1,0,...,0).

(Hs) hm sup a(po) —> @ quando o — ey e 0 — —ey.
p—r00
(Hg) (:1:1,..., Tiy. ., on) = a(xy, ..., —, ..., oN), Vi=2,...,N, v € RV,
1 >0, VIGRN 1 CL_@LOORN < (2% —1)e.
(

Em‘ao, 0 problema (P) tem pelo menos uma solugao positiva.

Nosso roteiro para provar o Teorema é o seguinte: primeiro, usando o Principio da Critica-
lida Simétrica, vemos que é suficiente olhar para pontos criticos de F restrita a uma subvariedade
de M adequada. Em seguida, provamos que F restrito a esta subvariedade satisfaz a condicao de
Palais-Smale em um determinado intervalo de energia. Por fim, uma aplicagao de um Teorema de
Linking, juntamente com o uso de uma aplicagao do tipo baricentro adequada, permite concluir a
existéncia de solugdo para o problema (P) e, com uma estimativa de sua energia concluimos que
tal solugao é positiva.

Finalmente, o Apéndice A é dedicado a diversos resultados utilizados ao longo dos Capitulos
1, 2 e 3. No Apéndice B, fazemos um estudo detalhado da aplicagao baricentro, ferramenta

importante na prova do Teorema



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, provamos trés resultados importantes que servem de base para o desenvolvi-
mento da nossa dissertacao, a saber: o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, um Teorema de
Linking e o Principio da Criticalidade Simétrica. Faremos também uma exposicao sucinta do pro-
blema que sera abordado nos capitulos subsequentes e as principais ferramentas necessarias para

isto. Além disso, estabelecemos as notagoes necessarias para o bom entendimento do trabalho.

1.1 Teorema dos Multiplicadores de Lagrange

Nesta segao, apresentamos o importante Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (ja adap-
tado ao nosso contexto) e a definigdo da condi¢ao de Palais-Smale para um funcional restrito a
uma subvariedade de um espaco de Banach. As idéias aqui abordadas podem ser encontradas

m [14]. Sejam X um espaco de Banach e J : X — R um funcional de classe C?. Considere a

subvariedade de X definida por
M={ueX; Ju)=1}

e suponha que J'(u) # 0 para todo u € M. Nesta situacao, considere:

Definicao 1.1. O espaco tangente de M em u é definido por
T.M :={veX; J(uv=0}.

Sejam I : X — R um funcional de classe C' e u € M. A norma da derivada da restricio de I
a M em u € definida por
I (w)||« := sup I'(u)v. (1.1)
e

O ponto u € ponto critico da restrigao de I a M se a restricao de I'(u) a T,M ¢é igual a 0.
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Para prosseguirmos, precisaremos do seguinte lema:

Lema 1.1. Se f,g € X', entdo

sup f(v) = min ||f — Ag]].
g(v)=0 Ak
Joll=1

Demonstracao. Note primeiro que, para todo A € R, temos

sup f(v) = sup (f(v) = Ag(v)) < sup (f = Ag)(v) = |[f = Agll;

g(v)=0 9(v)=0 floll=1
floll=1 [[vll=1

ou seja,

sup (o) < inf [If = Agl|.
9(v)=0 AR
foll=1

Mostremos que existe A\g € R tal que vale a igualdade acima. Seja fy a restricao de f ao ntcleo
de ¢g. Entao, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe um funcional linear continuo f; definido em
X tal que fi(z) = fo(z) = f(z) para todo x € Ker g e

LAl = 1l foll = Supof(v)-

g(v)=
flv][=1

Como Ker g € Ker (f — f1), usando argumentos de Algebra Linear (Ver [11], Pag. 110), existe
Ao € R tal que f — f1 = A\og, ou seja, f1 = f — A\pg. Portanto,

sup f(v) = [lAll = [[f — Agll

g(v)=0
llv]l=1

o que prova o resultado. O
A préxima proposicao segue imediatamente do Lema [1.1

Proposicao 1.2. (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange) Sejam [ : X — R um

funcional de classe C* e uw € M. Entao,
1 ()l = min [[7°(u) = AT ()]
€R
Em particular, u € ponto critico de 1|y se, e somente se, existe X € R tal que
I'(u) = NJ'(u).

Finalizamos esta se¢ao com uma importante defini¢ao.
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Definigao 1.2. Dizemos que |y satisfaz a condigao de Palais-Smale no nivel ¢ € R, se toda
sequéncia (u,) C M, tal que

I(un) = ¢ e ||[I'(uy)]]« — 0,

possui subsequéncia convergente.

1.2 Principio da Criticalidade Simétrica

Antes de introduzirmos o Principio da Criticalidade Simétrica, algumas defini¢oes sdao ne-

cessarias.

Definicao 1.3. Um grupo topoléogico G é um grupo munido de uma topologia tal que a aplica¢ao

GxG — @G
(g,h) — gh™!

¢ continua, quando se considera G X G com a topologia produto.

Definicao 1.4. Sejam G um grupo topologico e H um espaco normado. Uma acdo de G em H ¢é

uma aplicacao continua
GxH — H

(9,u) — gu
tal que
(i) 1g - uw = u, para todo u € H.
(i1) (gh)u = g(hu), para todo g,h € G eu € H.

(111) A aplica¢ao w — gu € linear para cada g € G.

Definicao 1.5. Considere a acao de uma grupo topologico G sobre um espacgo vetorial normado
H.
(1) O espago de pontos invariantes desta agdo € o subespaco fechado de H definido por

Fiz(G) ={ue H; gu=u, Vg€ G}.

(11) Um conjunto A C H é G-invariante se g(A) = A, para todo g € G.
(i1i) Um funcional J : H — R é G-invariante se J o g = J, para todo g € G.
(iv) Uma aplicagao f: H — H é G-invariante se fog=go f, para todo g € G.

(v) A agdo € dita isométrica se ||gu||p = ||u||g para todo g € G e u € H.
Agora, estamos em condicgoes de provar o Principio da Criticalidade Simétrica.

Teorema 1.3. (Principio da Criticalidade Simétrica) Suponha que a a¢ao de um grupo

topoldgico G sobre uma espaco de Hilbert (H, (-,-)) seja isométrica. Seja I : H — R um funcional

6
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de classe C' G-invariante. Se u é um ponto critico de I restrito a Fix(G), entdo u é um ponto

critico de I em H.
Demonstracao. Note que, para cada g € G e u € H,

I(gu +tv) — I(gu) I(g(u+tg~'v)) — I(gu)

I'(gu)v = lim = lim ,VYveH,
t—0 t t—0 t
e desde que [ é G-invariante, temos
I tg~tv) =1
I (gu)y = tim 2D =1 o1 v e B (1.2)

t—0 t

Pelo Teorema da Representacao de Riesz, podemos definir VI : H — H por
(I'(u),v) = (VI(u),v) e [[I'(u)]| = [|[Vul s
Logo, por (1.2)), segue que
(VI(gu),v) = I'(gu)v = I'(u) (g~ v) = (VI(u),g "), Yv € H. (1.3)
Afirmamos que VI é G-invariante, isto é,
goVI=VIog, VgeQG.
De fato, temos que
IVI(w) + g~ ol = VIl +2(VI(w), g7 v) + lg~"v]1%
e como a relagao é isométrica, obtemos
IVI(w) + g~ ol = VIl +2(VI(w), g~ v) + [lv][F, Vv e H. (1.4)

Por outro lado, temos

lgVI(uw)+olf = [gVIWll +2(gVI(u),v) + ol
= [IVI(u)|F +2(gVI(w),v) +||v]l3, Vv € H. (1.5)
Observando que
lgVI(w) +olf = [lgVI(u)+g(g~ )l

= ||VI(u)+g 0|5, Vve H
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tem-se de (1.4)) e (1.5) que
(VI(u),g™"v) = (gVI(u),v).

Por
(VI(gu),v) = (¢VI(u),v), Vv € H,

donde segue que
Vi(gu) = gVI(u). (1.6)

Agora, vamos mostrar que u é ponto critico de I em H. Como u € Fiz(G), gu = u, para todo

g € G. De
VI(u) € Fiz(G).

Como u é ponto critico de [ restrito a Fiz(G), temos

(VI(u),v) =I'(u)v =0, Vv € Fiz(G),

ou seja,
VI(u) € Fiz(G)*.
Portanto,
VI(u) € Fiz(G) N Fiz(G)*
mostrando que VI(u) = 0 em H, donde segue que u é um ponto critico de I em H. O

1.3 Teorema de Linking

Vamos, agora, estudar um Teorema de Linking. Para tanto, comegamos introduzindo algumas
definigoes e resultados. Seguiremos as idéias de [13]. Sejam X um espago de Banache I : X — R

um funcional de classe C! definido em X. Dado ¢ € R, definimos

I. = {ueX; I(u) <c},
K. = {ueX; I(u)=c¢,I'(u) =0},

isto é, K. é o conjunto de todos os pontos criticos de I com energia c.
A principal ferramenta para demonstrar o Teorema de Linking é o Lema da Deformagao que

enunciamos a seguir.

Lema 1.4. (Lema da Deformacgao) Suponha que I : X — R é um funcional de classe C*
satisfazendo a condi¢ao de Palais-Smale no nivel ¢ € R. Sejam € > 0 dado e N uma vizinhanca
qualquer de K.. Entdo, existe um nimero € € (0,2) e uma familia a 1-parametro continua de

homeomorfismos W(-,t) de X, 0 <t < oo, com as sequintes propriedades:

8
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(1) U(u,t) =u, set =0, ouI'(u) =0, ou |I(u) —c| >E.
(11) I(V(u,t)) € nao-crescente em t para qualquer u € X.
(iii) V(1. \N,1) C I,_. e (I 4o, 1) C I,_. UN.
Além disso, ¥ : X x [0,00) — X satisfaz V(-,t) o U(-,t) = V(-,s + t), para todo s,t > 0. A

aplicagao V € chamada de fluzo pseudo-gradiente.
Demonstragao. Ver [13], pag. 83. ]
Definiremos agora a nocao topologica de ”link”.

Definigao 1.6. Sejam S um subconjunto fechado de um espaco de Banach X e Q uma subvarie-
dade de X com fronteira relativa Q). Dizemos que S e 0Q “link” se

(i) SNIQ =0, e

(ii) Para qualquer aplicagao h € C(X, X) tal que hlog = id, entao h(Q) NS # 0.

Mais geralmente, se S e QQ sao como acima e I' € um subconjunto de C(X, X), dizemos que S

e 0Q link”com respeito a I', se satisfazem (i) e (ii) para qualquer h € T'.

Vejamos alguns exemplos de "link”. Para tanto, utilizaremos argumentos de Teoria do Grau

de Brouwer (Ver, por exemplo, [10], Pags. 16 e 17, Teorema 3.1)

Exemplo 1.1. Seja X um espaco de Banach e suponha que X admite uma decomposicao em
soma direta de subespagos fechados X; e X5, com dimX, < oo, ou seja, X = X; ® Xs. Definimos

S =X;e@=Bx,(0,R), com R > 0, a bola de centro 0 e raio R em Xs.

b} xi=3

s =

aQ

Figura 1.1: scale = 0.75

Afirmamos que S e 9@ "link”. De fato, comece observando que a fronteira relativa de @) é

dada por
0Q ={u € Xo; [lul| = R}.

Defina agora 7 : X — X5 a projecao de X em X5. Sabemos que 7 e continua. Seja h: X — X

uma aplicagao continua tal que h|sg = id. Considere a seguinte aplicacao: h: 0,1] x Xy — X,
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definida por

h(t,u) = tw(h(u)) + (1 — t)u.
E claro que h estd bem definida e, para cada ¢ € 0, 1], a aplicacao h(t,-) : X; — X, é continua.

Note também que

h0,)=id e h(l,:)=moh.
Logo, h define uma homotopia entre id e 7 o h. Além disso, se u € dQ, entdo

h(t,u) =tn(h(u)) + (1 —t)u = tr(u) + (1 — t)u = u, (1.7)

ou seja, h(t, )|ag = id. Segue que o grau topoldgico deg(h(t,-),Q,0) estéd bem definido para todo

t € [0, 1]. Pela invariancia homotépica e normaliza¢ao do grau de Brouwer, podemos concluir que
deg(moh,Q,0) = deg(id,Q,0) = 1. (1.8)

Assim, 0 € w(h(Q)) (ver [10], pag. 16, propriedade (d4) no Teorema 3.1). Mas, isto significa dizer
que existe z € @ tal que

t(h(z)) =0 = h(z)€Xs=S = h(Q)NS#D, (1.9)

como queriamos.

Exemplo 1.2. Seja X um espaco de Banach e suponha que X admite uma decomposi¢ao em
soma direta de subespagos fechados X; e X, com dimXy < co. Considere u; € Xi, com |Juy|| = 1,

e Ry, Ry, p > 0 tais que p < R;. Defina

S={ueXy; |ull =p}
Q = {)\'Ll,l + Ug ) 0 S A S Rl,u2 € XQ,HUQH S RQ}

Provemos que S e 9@ ”link”. Primeiramente, observe que
8@ = {)\ul + ug € Q ; A E {O, Rl} ou ”UQH = RQ}

Como no exemplo anterior, sejam 7 : X — X5 a projegao sobre X5 e h: X — X uma aplicacao

continua tal que hlgg = id. Defina agora h : [0,1] x R x Xy — R x X por

h(t, A uz) = (t[h(u) = w(h(w))[| + (1 = A = p,tr(h(uw)) + (1 = t)uz),
onde u = Auy + us. Observe que h estd bem definida e, para cada t € [0, 1], a aplicacao B(t, o)

10
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U1

Figura 1.2: scale = 0.60
R x X9 — R x X, é continua. Note também que
ho(A,ug) = h(0, A, us) = (A=p,uz) e ha(Aus) = h(1, A ug) = (|h(u) =7 (h(w))|| = p, w(h(w))).

Logo, h define uma homotopia de h(0, X, us) com A(1, X, up). Além disso, se u = \uy 4 uy € Q,

temos

h(t, \,uz) = (tl|lu—wus| + (1 =)A= p,uz)
= (tAw] + (1 =)A= p,u2)

Assim, se identificarmos () com um subconjunto de R x X5 via a decomposicao u = Auq + usg, 0

grau topoldgico deg(h(t,-,-), @Q,0) esta bem definido e, pela invariancia homotépica, temos

deg(iLhQ70) = d@g(iLo,Q,O) =1

Segue entao que existe u = Auy + ug € () tal que

hi(s,us) = h(u) =0,

ou seja,

m(h(u)) =0 e [h(u)|=p = huw)eXi e [A(u)]=p
Portanto, h(u) € S e, consequentemente, h(Q) NS # (), como desejado.

Agora, provemos o Teorema de Linking.

11
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Teorema 1.5. (Teorema de Linking) Seja I : X — R um funcional de classe C*. Considere
um subconjunto fechado S C X e uma subvariedade QQ C X com fronteira relativa 0Q. Suponha
que

(i) S e 0Q "link”,

(11) o = inf I(u) > sup I(u) = .

u€esS uedQ
Seja
I'= {h c C(X,X) ; h‘aQ = Zd}

Suponha que I satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale no nivel

¢ = inf sup I'(h(u)).

hel ueQ
Entao, ¢ > o e ¢ € um valor critico de I.

Demonstragao. Primeiramente, seja h € I'. Como S e 0Q "link”, segue que h(Q) NS # (). Logo,

> =1 > .
31618 I(h(u)) > 11Lrelgl(u) = c }lrelﬁ 21618 I(h(u)) > «

Para provar a segunda parte, suponha, por contradicao, que K, = (). Paraz = a—ay > 0e N = (),
sejame > 0e ¥ : X x [0,1] — X o fluxo pseudo-gradiente dado pelo Lema da Deformagao. Pela
escolha de g, temos que ¥(-,t)|sq = id para todo ¢, pois se u € 0Q, entao

Iu)—c<I(u)—a<ay—a=-¢ = |I[(u)—c >¢

Escolha h € I" tal que I(h(u)) < c+e¢ paratodo u € Q, ouseja, h(u) € I... Defina hy = U(-,1)oh.
Entao, hy € I, pois se u € Q) temos

hi(u) = V(h(u),1) = ¥(u,1) = u.
Além disso, pelo item (iii) do Lema da Deformacao, segue que
U(h(u),1) € e—c = hi(u) € Le-e = I(M(u)) <c—¢,

contradizendo a definicao de c¢. Portanto, ¢ é um valor critico de 1. O

Observacao 1.1. Observe que a demonstracao do Teorema de Linking depende exclusivamente
da existéncia do fluxo pseudo-gradiente para o funcional I, dado pelo Lema da Deformacgao. Como
o fluxo pseudo-gradiente existe para funcionais I € C'(M) (ver [13], pag. 87), onde M é uma
subvariedade de X, satisfazendo a condicao de Palais-Smale em um certo nivel ¢ € R, o Teorema

de Linking continua valido para funcionais definidos em M desde que S,Q C M.

12



1. Preliminares

1.4 O Problema

No que segue, apresentamos o problema que iremos abordar em nosso trabalho e a nocao

de solucao fraca para o mesmo. Mais especificamente, vamos considerar o seguinte problema

semilinear:
—Au+ a(z)u = [uP"2u em RY ()
u € HY(RY),
onde 2 < p <oose N >2 e2<p<2 :=2% se N >3 O potencial a(z) ¢ uma funcao
satisfazendo
ac L®RY) e qao:= inf a(x)>0. (1.10)
zERN

Note que o potencial a(x) pode nao ter um limite no infinito.
Antes de definirmos o que entendemos por solugao fraca para , estabeleceremos algumas

notagoes. Sempre que a(z) for um potencial satisfazendo (|1.10]), definimos:

[ :=liminfa(x) e L :=limsupa(z).

Aqui, vamos considerar o espago de Sobolev H'(RY) como sendo o fecho de C§°(RY) com respeito

ul| = VRN(WUF + lu2)dx] g

Além disso, considerando em Cg°(RY) a norma

a norma

1
2

fulli= | [ 090+ ateyet)as]

e lembrando que estamos supondo as condi¢oes em , entao é simples concluirmos que as
normas || - || e || - || s@0 equivalentes. Portanto, se tomarmos o fecho de C§°(R”Y) com respeito a
norma || - ||, em vez de || - ||, obtemos o mesmo espaco (topolégico) H*(RY).

Voltemos para a nociao de solugao fraca para (P)). Diremos que uma funcio u € H'(RY) é

uma solucao fraca do problema se

/ (VuVov + a(x)uv)dx — / lu[P"2uvdr =0, Vo € HY(RY).
RN

RN

A idéia, agora, é associar solugoes fracas do problema (P) a pontos criticos de um funcional
apropriado, definido em H!'(RY). Considere o funcional E : H*(RY) — R definido por

E(u) = /RN(|VU|2 + a(z)u?)dw.

13
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E claro que E é um funcional de classe C! e sua derivada em u € H'(RV) é dada por
E'(u)v =2 /N(VUVU + a(z)uww)dr, Vv € H(RY).
R
Daqui em diante, denotaremos por M a subvariedade de H'(RY) definida por
M={ue H'RY); J(u) =1},

onde J : H*(RY) — R é o funcional dado por

J(u) = /RN |ulPdz.

(1.11)

Note que J é um funcional de classe C? (Ver, [14], pag. 9). Afirmamos que, a partir de um ponto

critico de F restrito a subvariedade M, obtemos uma solucao fraca de . De fato, seja u € M

um ponto critico de E restrito a M. Entao, pela Proposicao (1.2} existe \g € R tal que

2/ (VuVv + a(x)uv)dr = )\op/ lulP?uvdz, ¥ v e H'(RY).
RN R

N

A
Fazendo A = ?O, podemos escrever a igualdade acima da seguinte maneira
/ (VuVo + a(x)uv)dr = )\p/ lulP?uvde, ¥ v e H'(RY).
RN RN

Em particular, se v = u, temos

Ap=|ul? = X>0.

Considere @ = (/\]0)1’712 u € H'(RY). Assim,

U
u= —
(Ap)7=2
e por ([1.12)), obtemos
1 _ _ Ap —p—2- 1N
- (VaVo + a(x)av)dr| = ———— |a|P~*avdz, Vv € H (R™).
(Ap)7=2 L/r¥ Ap (Ap)e=2 JrN
Consequentemente,

/ (VaVou + a(x)uv)dr — / u|P*uvdr =0, Vv € H'(RY).
RN

RN

(1.12)

Portanto, « € H'(RY) é uma solucio fraca de com o mesmo sinal de u. Concluimos, dos

14
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argumentos acima, que para encontrar uma solugao fraca do problema ({P)), é suficiente derterminar
um ponto critico do funcional E restrito a subvariedade M.

Finalmente, para finalizar esta secao, definamos os ntimeros

m := inf {/ (|Vul* + lu?)dx ; u € M} = inf [jul/? (1.13)
RN ueM
mg := inf {/ (|Vul® + a(z)u?)dx ; u € M} = inf E(u) (1.14)
RN ueM

e consideremos a seguinte proposic¢ao:

Proposicao 1.6. O infimo

m = inf{/ (|Vul® + lu®)dz ; u € M}
RN

¢ atingido por uma funcgdo positiva w de classe C*(RN) que € vinica, médulo translagdo, radialmente

simétrica e verifica
‘1|im ]Djw(a:)H:L’]%e‘ﬁ]x\ =d; >0, para j=1,2.
xTr|—00
Além disso, para qualquer outro ponto critico v de || ||* restrito a M, vale a sequinte desigualdade

[v]]? > 2!*/Pm.

Demonstracao. Ver [I], [§] e suas referéncias. O
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Capitulo 2

Regularidade e Nao-Existéncia de

Solugao para o Problema (P)

Neste capitulo, estudamos resultados de regularidade, comportamento assintético e nao-existéncia
de solugao para o problema (P):

—Au + a(r)u = JulP~?u em RY
{ (P)

u € H'(RY),

2N
onde2 <p<oose N>2 e2<p<2:= N o se N > 3 e o potencial a(x) satisfaz (1.10]).

2.1 Resultado de Regularidade

Nesta se¢ao, estudamos um resultado de regularidade para o problema . Mais precisamente,
provamos que toda solucao fraca do problema é uma funcao suave com decaimento exponencial

no infinito.

Teorema 2.1. Sejam a(xz) um potencial satisfazendo (1.10) e u wma solugao fraca de (P). Entdo,
existem ¢ > 0 e § > 0 tais que
lu(z)] < ce™l Vo e RY (2.1)

|Vu| € LIRY), Vg >1, e lllim |Vu| = 0. (2.2)
xT|—00
Demonstracao. Fazemos a demonstracao em duas etapas. Primeiro, provamos que

u(z) — 0 quando |z| — oo,

e, em seguida, mostramos o decaimento exponencial e a somabilidade das derivadas.
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Ftapa 1. Comece observando que podemos escrever a equagao em como
~Au+u=[uf?u+(1-a(z))u, em RN
Agora, considere os seguintes problemas:
—Aup +u; = (1 —a(x))u, em RY, (2.3)

— Aug +uy = [ufP2u, em RY. (2.4)

Segue do Teorema da Representacio de Riesz que existem tinicos u; e us em H(RY) solugoes de

(2.3) e (2.4), respectivamente. Logo, u; + us é solu¢ao do problema
—A(uy +ug) + (ug +ug) = |[ulP?u+ (1 —a(x))u, em RY.

Assim,
—Auy +ug) + (ug +ug) = —Au+u, em RY,

ou ainda,
~Auy +uy —u) + (ug +uy —u) =0, em RN

Como a funcao identicamente nula é a tnica solu¢ao do problema acima, concluimos que
U = Uy + Usg.

Suponha inicialmente N > 3. Entao,

_2N—0’

N o bara algum o € (0,4).

2<p<2=:py = p
Pelo mergulho HY(RY) — LH(RY), temos u € L2(RY) N LP(RY) e, como a € L>®°(RY), obtemos

(1—a(z))u € L*RY)NLPRY) e |uff2uec LT (RY), onde ¢ = o~ Do-

p—1
Pela Proposicao [A.1(ii) (ver Apéndice [A]), segue que
u; € WHH(RYN) n W2 (RY) (2.5)
uy € WA (RY), (2.6)

Counsideremos dois casos:
(Z) 2(]1 > N.

17
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Entao, como py > q1, obtemos 2pg > 2q; > N, donde segue que

1 1 1 <1 N 1 2<O 1 2<0
— < = —_ = — e — — — )
2q, N 2po N q1 N Po N

Pelo Teorema (ver Apéndice [A]), concluimos que u;,us € L®(RY) e
|ui|L°O(RN\W) S OHuiHWQaﬂ(]RN\W)a Vi= 1727 Vo> 07

onde C' e uma constante independente do dominio. Tomando o limite quando r — co na desi-
gualdade acima, segue do Teorema da Convergéncia Dominada (ver Teorema , Apéndice
de Lebesgue que l‘lin u;(z) = 0, o que conclui a primeira etapa neste caso.
(ii) 2q1 < N. h
Neste caso,
2

1
20 <N = ———2>0.
! qQ1 N

Novamente, pelo Teorema, , segue de (2.6)) e (2.5) que

(/1 2\' (N+2-0 2\' 2N > o)
w N IN N) T N_2_g P

Uy € Lpl(]RN), onde p; = { 5 2q1 < N;

p1 > po, de modo que 2% > N, se2q; =N
p_

\

L2\ Mmoo (> p1) Mo < N
- _ - se
u; € A(RYYN LY (RY), onde s, = po N N —2p, PV P
$1 > p1, se 2pg > N.

Usando interpolagao (ver Proposigao , Apéndice para u;, temos que u; € LP*(RY). Como
uy € LP1(RY), obtemos u € LP*(RY), de onde segue que

u € L*(RY) N LPY(RY).
Assim, aplicando mais uma vez a Proposicao [A.1fii) a (2.3) e (2.4)), vemos que
uy € W22 WA (RY)

uy € WH2(RY), onde ¢, = p—ll > q.
p —
Note que p; > ¢o. Assim, se 2¢g; > N podemos usar o mesmo argumento de (i) e concluir o

resultado nesta situagao. Caso contrario, ou seja, 2qgs < N, repetimos o argumento acima e,
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definindo p = p — 1, obtemos que

2N (> p1) 240 < N
- P1), S€ 42
uy € LP*(RY), onde py = (N=2)=(1~-po P
p2 > p1, demodo que 2= > N, se 2¢ =N
p

Np
———(>p2), se 2p1 < N
u; € F(RYYN L2(RY), onde sy = N — 21?1( P2) n
S3 > P2, se 2pg > N.

Logo, por interpolagao, segue que u € L2(RY) N LP2(RY).

Interagindo esse procedimento, encontramos nimeros g e py tais que

Pk
Gk > Qk—1, Dk > Dk—1 € Qry1 = %(=> Dk > Qrt1)-

Além disso,

u € L*(RY) N LPe(RY)
u; € W22(RY) 0 W2ee(RY)

Uy € W27‘Ik+1(RN)
N—-2g (N=2)=(1+p+--+p Yo
2N N -2
Qk+1 = — 1 . .
(N=2)—(1+p+---+p-1l)o N+2—0
Em particular, (2.7) implica que

Pr = (2.7)

sinal(N — 2q;) = sinal[(N —2) — (1 +p 4 --- + p" 1o,
Como p=p—1> 1, existe k € N tal que
(N=2)—=(1+p+-- 47 o <0,

ou seja,

N —-2¢; <0 = N <2¢.

Podemos entao repetir o argumento de (i) e concluir a demonstragao da etapa 1 no caso N > 3.
Para o caso N = 2, o mesmo argumento do caso N > 3, agora com o mergulho de W?(R?) em

L4(R?) para todo q > 2, conclui esta etapa.

Ftapa 2. Escrevendo u = u™ + u~, vemos que é suficiente mostrar o resultado para u™ e u~.

Provamos apenas para u™. O argumento para v~ é andlogo. Primeiro, note que u™* é solucao fraca
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do problema

—Au + éu = P! — <a(ac) — 1) u, em QF

2 (2.8)

ue HY(QY),

onde QF = {z € RY ; u(z) > 0}, pois

/ VquVv—l—/ u+v—/ \uﬂp%ﬁv:/ VquXQ++/ uvY o+ —/ [ulP2uvyor =0
O+ O+ O+ RN RN RN

para toda v € Hg(Q"). Se Q* for limitado, o resultado é trivial. Suponhamos que QT seja
l
ilimitado. Pela defini¢ao de [, existe r; > 0 tal que a(x) > 5 e |z| > ry. Da etapa 1, u™(x) — 0

quando |z| — co. Logo, podemos escolher r > r; tal que

[
(a(ﬁc) — §> ut — (WP >0, Vee QP n{z e RY; |z| > r}.

Denote por v(r) = v(]z|) a solugado fundamental radial de

l
—Av+§v:0, em {zeRY; |z|>r}
v(F) = Tnlaxuf

Entao (ver [0], pag. 84, Teorema 4.6),
7(7")|7"|¥€\/gr — Cy >0, quando |r| — oc.

Logo, 7 tem um decaimento exponencial no infinito. Além disso, segue de (2.8) e (2.9) que

w(x) :=y(x) — ut(x) é solugao do problema

I I
—Aw+ jw = <“(f€) - 5) ut =@t em QYN {z eRY; |z >}

Pelo Principio do Maximo Fraco (ver [3], pag. 179, Teorema 8.1), obtemos que

inf w > inf >0,
Qtn{zeRN ; |z[>r} AOQN{zeRN ; |z|>r})

ou seja,

0 <u'(z) <v(x), quando |z|>r.

Desta forma, concluimos que u* tem decaimento exponencial.
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Finalmente, observe que u é solucao fraca de

—Av+Lv=femRY
v € HYRY),

onde f = |ulP"%u+ (L — a(x))u, e que f € LIY(RY) para todo q € [1,00). Logo, pela Proposicao
(A1), segue que u € W24(RY) para todo ¢ € [1,00), o que prova (2.2)) e conclui a demonstragao

do Teorema. O

2.2 Resultado de Nao-Existéncia

Vamos, agora, provar um resultado de nao-existéncia de solu¢ao para (P)). De fato, mostrare-
mos que para uma significativa classe de potenciais a(x) o problema (P]) nao possui solu¢ao nao

trivial. Mais precisamente, provaremos que:

Teorema 2.2. Seja a(x) um potencial satisfazendo (1.10) tal que g—g existe para alguma dire¢dao
o€ SN 8 >0, com %2 H£0, ed2 e L¥RYN). Seue H'(RY) € uma solugio fraca de (P),

devemos ter u = 0.

Demonstragdo. Suponha, sem perda de generalidade, que o = e; e seja u € H'(RY) uma solugao
do problema ({P)). Pelo Teorema , u é uma solucao cléssica de (), ou seja,

—Au(z) = |u(2) P ?u(z) — a(z)u(z), V2 € RY.
Calculando a derivada parcial com respeito a x; na igualdade acima, deduzimos que

“Aug, + 2% @yt ale)ua, = (p— Dlaf e,
81‘1

no sentido fraco. Multiplicando a igualdade acima por u e integrando, obtemos

VuVu,, dr + O

RN RN 0.171

(z)u’dzx +/ a(x)uug, dr = (p — 1)/ |ulP~2uty, .
RN RN

Por outro lado, multiplicando por u,, e integrando, temos

VuVug, dx + /

RN

a(x)uuxldx—/ |ulP~ 2unt,, dx.

RN RN

Subtraindo as duas tultimas igualdades uma da outra, segue-se que

o

p=2 [ Oup
RN axl .

p gy 0Ty

(@hide=(p-2)

|ulP~2unt,, do =
RN
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Note que

P +oo P
/ Md$:/ / Ol o des . de.
RN 8.1'1 RN-1 J_ o 81’1

Segue do decaimento exponencial de u que

8x1 A—o0

/m Ol s — T (u(A) — u(—A)) =0

—00

Logo,
da 9
—(x)u“de =0
R

N 81’1

e, consequentemente,

Oa

8_111<x)U2 =0, (2.10)

da
pois, — > 0. Suponha, por contradicao, que u # 0. Considere os conjuntos

8;1:1

QO = {zcRY; u(z) >0},
QY = {2 eRY; u(x) =0},
Q" = {zeRY; u(x) <0}

E claro que 90T U I~ C Q°. Mais ainda, afirmamos que 9927 U 99~ = Q° pois, caso contrario,

existiriam y € Q° e € > 0 tais que
B(y,e) Q" e B(y,e)N(@QtUoN) = 0. (2.11)
Seja r > 0 o maior raio satisfazendo
B(y,7) € Q°, B(y,r)n(0QtuoQ) =10 (2.12)

e o fecho da bola B(y,r) intersecta 9Q* ou 9Q2~. Suponha, sem perda de generalidade, que o
fecho da bola B(y,r) intersecta primeiro 927. Escolha xy nessa intersec¢ao. Por um lado, como
O satisfaz a condi¢ao da bola interior em 1z, segue do Lema de Hopf (ver Teorema Apéndice

que %(a:o) < 0, onde v é a normal unitéria exterior a o em Q*. Por outro lado, um célculo

direto mostra que %(JJO) = 0, o que caracteriza uma contradicao e prova que 90T U 9Q~ = Q°.
Assim, se v € Q°, podemos, novamente, aplicar o Lema de Hopf e concluir que %(m) < 0,

ou seja, 0 é um valor regular de u. Logo, Q° é uma superficie n — 1-dimensional em RY e,

consequentemente, tem medida de Lebesgue nula em RY (Ver [5], Pag. 358). Segue de (2.10]) que

da

P () = 0 quase sempre em RY, o que contradiz a hipétese do teorema. Portanto, u = 0. O
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Capitulo 3

Resultados de Existéncia de Solucao

para o Problema (P

Neste capitulo, provamos dois resultados de existéncia de solugao para o problema . O
primeiro deles, é uma situacao mais simples, na qual pode ser resolvido por minimizagao. O
segundo, e o principal resultado da dissertacao, considera um caso topolégico mais complicado,
em que ([P]) ndo pode ser resolvido por minimizagao. Mais precisamente, usaremos um Teorema

de Linking para mostrar a existéncia de solugao positiva para o problema .

3.1 Primeiro Resultado de Existéncia

Esta secao ¢ dedicada ao nosso primeiro teorema de existéncia de solucao para o problema

(P). Mais precisamente, provaremos o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Seja a(x) um potencial satisfazendo (1.10]). Suponha que para todo n € (0,1 — ay),

existe um raio p, > 0 suficientemente grande tal que

sup a(z) <1—mn, para algum z, € RY. (3.1)
B(zn,py)

Entao, o problema tem pelo menos uma solucao positiva.

Para demonstrar este teorema, precisamos de dois lemas técnicos, que apresentamos agora.

Antes, lembremos que

m := inf {/ (|Vul* + lu*)dz ; u € M}
RN

mg := inf {/ (|Vul* + a(x)u?)dr ; u € M}
RN
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Lema 3.2. Suponha que a(z) satisfaz (1.10) e seja n € (0,1 — ap). Entao, existe r, > 0 tal que

/ (IVel? + lw?)dz +/ (IVwI? + [a]we?)dz < m + n/ G, (32)
B(0,r) RN\ B(0,r) B(0,r)

para todo r > 1y, onde w € a fungao dada pela Proposigao (1.6|

Demonstracao. Pela Proposicao temos que

/ (Vo] + )z = m,
RN

a qual podemos reescrever como

/ (|Vw|? + lw?)dz + / \Vul*dz = m — lw?dx
B(0,r) RN\ B(0,r) RN\B(0,r)
para r > 0. Entao, somando o termo / ]a|oow2dx em ambos os lados da igualdade acima,
RN\B(0,r)
obtemos
/ (IVol? + lu?)dz +/ (Va2 + |alww?)dz = m +/ 0] oo?da
B(0,r) RN\B(0,r) RN\B(0,r)

—/ lw?dx
RN\ B(0,r)
m+/ |a| ow?dz
RN\ B(0,r)
= m+77/ de:c—n/ w?dx
B(O,T) B(O,’I‘)

+ / |a]sow?da. (3.3)
RN\ B(0,r)

Note que, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, quando » — oo temos

/ |a|sow?dz — 0 e
RN\ B(0,r)

77/ de:c—>77/ wdx > 0.
B(0,r) RN

IN

Logo, existe r, > 0 tal que

/ |a|sow?dr — n/ widr < 0,
RN\ B(0,r) B(0,r)
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para todo r > r,. Portanto, por (3.3) obtemos que

/ (IVw|* + lw?)dz +/ (|Vw|? + |a|sew?)dz < m + 77/ widz,
B(0,r) RN\ B(0,r) B(0,r)

para todo r > r,, o que prova o lema. O

Vejamos o segundo lema.
Lema 3.3. Seja a(x) satisfazendo (1.10)) e (3.1). Entao,

My < M.

Demonstracao. De fato, seja w dada pela Proposicao e suponha p, > r,, onde 1, é¢ dado no
Lema Entao, por (3.1)), temos

Ploa =) = [ (Ve =) + alo)e?a = ,))ds

I
5
<]
£
=
|
S
N
—
_l_
2
=
S~—
&
=
=
|
&
N
=
g

(zn:0n)

/ (|Vw(x — 3777)‘2 + a(z)w?(z — z,))dx
]RN\B(:(:,,,p,,)

+

(IVw(z — 2] + (I = mw?(z — 2y))dz

(zn,pn)

/ (IVe(e — ) + lalocte(& — 2))da
RN\B(mnan)

IA
.

_I_

= ([Vw(z — z,)|* + lw*(x — z,))dx — 7]/ w*(r — x,)dx

B(xn,pn) B(xn,pn)

+

/ (19l — ) +laloot(z — 2,))d.
RN\B(szn)
Usando o Teorema da Mudanca de Variaveis na ultima igualdade, segue que

Ew(x —z,)) < / (]Vw|2+lw2)d:z;—n/ widx

B(Ovpn) B(Oapn)
+/ (V]2 + |a]oe?)de. (3.4)
RN\B(0,pn)
Pelo Lema [3.2]
E(w(z —x,)) < m,
o que permite concluir o que querfamos. O

Finalmente, estamos aptos a demonstrar nosso primeiro resultado de existéncia de solucao para
o problema (P)).
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Demonstracao do Teorema . Para mostrar a existéncia de solugdo para o problema (P)), é
suficiente provar a existéncia de um ponto critico para o funcional E restrito a subvariedade M.

Para tanto, seja (u,) C M uma sequéncia minimizante para (3.1]), isto é,

{ a) u, € H'(RN), Jun |, =1 (3.5)

b) E(u,) = ma + o(1).

Pelo Principio Variacional de Ekeland (ver Teorema , Apéndice , podemos supor sem perda

de generalidade que VE|p(u,) = o(1). Assim, pelo Teorema da Representacao de Riesz,
1" () || = IV E|p () || = o(1),
onde | - ||+ é definido em ([.1)). Pela Proposi¢ao [1.2]
1E" (un) = A" (un) || = o(1),
onde J é dado por e A\, € R. Mas, isto significa que

E' (up)w — A\ J' (up)w = o(1)||w||, ¥V w € HY(RY),

ou seja,
/ (Vu,Vw + a(x)u,w)dx — )\n/ [un [P 2upwde = o(1)||w||, ¥V w € HY(RY), (3.6)
RN RN
para certos A\, € R. Por outro lado, como as normas || - || e || - || s@0 equivalentes, existe uma

constante C' > 0 tal que
[unl < Cllunla-

Por (3.5)(b), segue-se que (u,) é limitada em H'(RY). Consequentemente, existe uy € H'(R")

tal que, para alguma subsequéncia de (u,,), que também denotaremos por (u,), temos

a) u, — ug fracamente em H'(RY) e em LP(RY), 2 <p < 2%
b) u,(z) — ue(z) para quase todo x € RY; (3.7)
c) up — ug em LY (RY) 1< p< 2%,

loc
Além disso, se considerarmos w = u,, em (3.6)), obtemos

E(un) — Ay = o(D)||un]] = ma + 0o(1) — o(1)||un|] = An = mq + 0(1) = A,.. (3.8)

Logo, pela Proposicao que provaremos na sequéncia, segue de (3.5)), (3.7) e (3.8) que ug é
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3. Resultados de Existéncia de Solugao para o Problema ((P))

solucao fraca do problema
— Au+ a(x)u = mg|ulP"*u, em RY. (3.9)

Afim de concluirmos a existéncia de solugao para ({P]), vamos mostrar a seguinte afirmagao:
Afirmacao 3.1. |yg|, = 1.

De fato, como |u,|, = 1 para todo n € N e u,, — ug em LP(R"), segue da semicontinuidade

fraca da norma em LP(RY) que
luol, < liminf |u,|, = 1. (3.10)
n—oo

Para provar que vale a igualdade em ([3.10]), vamos mostrar dois fatos:
Fato 1. ug # 0.

Suponha, por contradi¢do, que ug = 0 e defina a(z) := min{0, a(z) — [}. Entao,

E(u,) = /RN(|Vun|2 + a(x)ul)d
= /RN(|Vun|2 + lu2)dx + /RN(OL(DS) — Dupda

> m+/ a(r)uidr
RN

= m—l—/ oz(x)uidx—i—/ ar)uidr, (3.11)
B(0,p) RN\B(0,p)

para todo p > 0. Por (3.7)(c) a primeira integral em (3.11)) converge para zero quando n — oo,
ou seja,

/ a(r)uidr = o(1). (3.12)
B(0,p)

Para a segunda integral em (3.11)), lembre que pela defini¢ao de liminf, dado £ > 0, existe p > 0

tal que, se |z| > p entdo
l—e<a(x)= —<c<a(z)—1l=—c<alx) <0

Assim,

/ a(r)uidr > —5/ uidr > —5/ udz. (3.13)
RN\B(0,p) RN\B(0,p) RN

Logo, por (3.12) e (3.13) temos

E(u,) > m+/ a(x)uidx—l—/ a(r)uldr
B(0,p) RN\B(0,p)
> m+0(1)—5/ uldz. (3.14)
RN

27
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Fazendo ¢ — 0 em , deduzimos que
E(u,) >m+o(1).
Segue do Lema e da desigualdade acima que
mq +0(1) = E(u,) > m+o(1) = mg > m,

o que é uma contradigao.
Fato 2. |ugl, = 1.

Suponha, novamente, o contrario, ou seja, |ug|, # 1. Entao, e o Fato 1 implicam que
0 < |uplp, < 1. Defina v,, = u,, — ug. Por , obtemos

a) v, — 0 fracamente em H'(RY) e em LP(RY), 2 <p < 2%
b) v,(z) — 0 para quase todo x € R"; (3.15)
¢) v, = 0em L (RY), 1<p<2%

Além disso, pelo Lema de Brézis-Lieb (Teorema , Apéndice |A]) temos

[Un|b = |vn|b — |uolh = o(1) = |vn[b =1 — uolb + o(1). (3.16)
Entao,
E(u,) = Euy+uv,)
= Eu)+ E(v,) + 2/ (Vug Vo, + a(z)ugvy,)dx
]RN
vy — 0 9 U 2 Un
= B (1) e () +ol)
P |u0’p P ’Un’p

donde segue-se da definicao de m, que

(
( (1= ol + 0(1))” + (1)
= ma (Juol?)? +ma (1 — |ugl?)” + mao(1) + o(1)
[ + (Iudi)g] +o(1)

Il
&

Como a fungao f : (0,1) — R definida por f(z) = (1 — )" + ', com 0 < ¢t < 1, é estritamente
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3. Resultados de Existéncia de Solugao para o Problema ((P))

maior que 1 (para ver isto basta calcular a derivada de f), temos que
E(uy,) > m, + o(1),

contradizendo (3.5)), o que prova o Fato 2 e, consequentemente, a Afirmagao.

Vamos agora continuar com a prova do teorema. Como ug é solucdo fraca de (3.9)), temos

E'(ug)v = / (VugVo + a(x)ugv)dr = ma/ luo [P 2ugudr = J'(ug)v, Vv € HY(RY).
RN R

N

Segue da Proposigao que ug ¢ um ponto critico de E restrito a M, o que prova a existéncia de
solugao para .

Provemos, agora, que ug € positiva. Para tanto, comece observando que se v € M é um minimo

de E, entao u tem sinal constante. De fato, se u mudasse de sinal, teriamos

E(u) = Eu"™—u")
= E@")+E()

ut u-
= |[uTPE ( ) + [u”|2E ( — )
P ‘uﬂp P |u ’p

> m, (|u+\§ + |u_|12))

= ma [(utR)? + ()]

= ma [(W )P+ (ju— )
= o [(uF )7 + (julp = | 2) 7]
= (W) (o)

> my,

o que é uma contradi¢ao. Segue que u tem sinal constante, como queriamos.

Para finalizar, seja v € M um minimo de E restriro a M. Entao, u é ponto critico de F restrito
a M. Logo, u gera uma solucao u, com o mesmo sinal, para o problema . Trocando u por
—1u, se necessario, podemos supor que % > 0. Finalmente, afirmamos que u é positiva. De fato,
suponha que exista xo € RY tal que i(zy) = 0. Considere a bola aberta B(zg,r), onde r > 0.
Como u > 0 em B(zo,7), segue que o é um ponto de minimo para @ em B(z, 7). Logo, como @ é
uma solucao classica, pelo Principio do Méximo Forte concluimos que @ é constante em B(zg, ).
Assim, u(x) = 0 para todo x € B(xzg, 1), pois @(zg) = 0. Desde que r > 0 é arbitrério, u(z) = 0
para todo z € RY, o que é um absurdo, j4 que @ ¢ nao trivial. Isto conclui a demonstracdo do

teorema. O

N4 préxima proposi¢ao, vamos provar que ug ¢ solugdo fraca de (3.9)), fato importante na
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demosntragao do nosso primeiro teorema de existéncia de solugdo para o problema ({P)).

Proposicao 3.4. Suponha que vale as condigoes (3.5)), (3.7) e (3.8). Entao, ug € solucao fraca
do problema

—Au + a(2)u = mg|ulP2u, em RN,

Demonstracao. Devemos provar que

/RN(VUOVU + a(z)ugv)dr —m, /

luo|P2uvdr = 0, Vv € H(RY).
RN

Primeiramente, afirmamos que se v € Cg°(RY), entao

/RN(VuanjLa(:c)unv)da:—ma/

]un]p2unvdx—>/ (VuOVv—l—a(x)uov)dx—ma/ |uo|P~2uvdz.
RN RN R

N

De fato, é claro que

/ (Vu,Vou + a(z)u,v)de — (VuoVo + a(x)ugv)de,
RN

RN

p
loc

pois u, — ug em HY(RY) e, como u, — ug em LY (RY), segue que
Up, — ug em LP(supp(v))
de onde deduzimos que, a menos de subsequéncia,

(1) |un(x)| < h(x) quase sempre, com h € LP(supp(v)), para todon € N e

(1) |tn(2) [P 2w, (2)v(z) = |uo(2)|P~*up(x)v(x) para quase todo x € RY.
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

ma/ | P 2uvds = ma/ | [P 2uvde — ma/ |uo [P 2ugvde = ma/ |uo [P 2uguda.
RN supp(v) supp(v) RN

Por densidade, obtemos

/(Vuan+a(x)unv)d:p—ma/ | [P 2 upvde — (VUOVv+a(x)uov)dx—ma/ |uo|P~ 2uvde,
RN

RN RN RN
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para toda v € H'(R"), o que conclui a afirmagao. Por outro lado, se v € H*(RY), temos

/ (Vuan+a(x)unv)dx—ma/ u, [P 2upvde = )\n/ | [P~ 2w, vd
RN RN RN
- ma/ | |P2upvde + o(1)||v]]
RN
_ ()\n—ma)/ fun P~ 2unvdz + o(1)][0]
RN

= o(1) /]RN |, [P 2 upvd + o(1)]|v]]
= o(1),

ou seja,
/ (Vu,Vou + a(x)u,v)dr — ma/ |, [P 2uvda — 0.
RN RN
Portanto,
/ (VugVo + a(x)ugv)dz — ma/ |[uo|P~2ugvdx = 0,
RN RN
para toda v € H'(R"), o que prova a proposicao. O

3.2 Segundo Resultado de Existéncia

No que segue, vamos demonstrar nosso segundo resultado de existéncia de solucao para o
problema ({P)), o principal resultado da dissertacdo. Mais precisamente, vamos provar o seguinte

teoremas:

Teorema 3.5. Seja a(x) um potencial satisfazendo (1.10). Além disso, suponha que
(Hy) lim a(pel) = lim a(—pel) =0, onde e; = (1,0,...,0).

(H )hmsupa(pa)—>@ quando 0 — e e 0 — —ey.

p—r00
(H3) a(zy,..., 25 ...,2n) =alzy,...,—24...,25), Vi=2,...,N, € RV,
(Hy) i) a(z) > O, VxERN i) \a—@]Loo(RN < (217%r —1)O.

Entao, o problema (P|) tem pelo menos uma solugdo positiva.

Para demonstrar o Teorema comecamos mostrando como o Principio da Criticalidade
Simétrica pode nos ajudar a determinar solugdes para o problema . De fato, com o auxilio
da hipétese (Hs), provaremos que basta olharmos para pontos criticos do funcional E restrito a
subvariedade de M consistindo de todas as fungdes que satisfazem a hipdtese de simetria (Hs).
O proximo passo é encontrar um intervalo de energia no qual o funcional E satisfaga a condicao
de Palais-Smale. Feito isso, uma aplicacdo do Teorema de Linking (Teorema , envolvendo

também o uso de uma aplicagdo baricentro adequada (Ver Apéndice B), permite demonstrar
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a existéncia de uma solugao nao-trivial para . Finalmente, uma estimativa de sua energia
possibilita concluirmos que tal solucao ¢é positiva.

Antes, no entanto, provaremos uma proposi¢ao que explicita a nao-existéncia, na mesma si-
tuagao do Teorema [3.5] de um minimo de £ em M ou em uma subvariedade consistindo das
fungoes que satisfazem a hipdtese de simetria (H3). Precisamente falando, vamos mostrar o se-

guinte resultado:

Proposicao 3.6. Seja a(z) um potencial satisfazendo (1.10). Suponha que valem (Hy), (Hs),
(H)(i) e a(z) £ ©. Considere a subvariedade de H'(RY) definida por

My:={ueM; ux,.. 2. . ¢on8)=u(xy,...,—2...,¢5), Vi=2...,N,z € RV}

Entao,

M M ueM

Mg :=inf E =inf E=min [ (|Vul* + Ou?)dz = m,
RN
e 0s infimos nao sao atingidos.
A fim de provar esta proposicao, facamos primeiro um lema técnico.

Lema 3.7. (i) Suponha que valem as hipéteses (Hy) e (Hy)(i). Entao,

[ :=liminfa(x) = O.
|x|—o00
(11) Suponha que valem as hipéteses (Hy) e (Hs). Entdo, existe uma sequéncia (p,) C R, com
pn >0 e p, = 00, tal que
1
sup a(z) — O] < -
B(pnei,n) 2

Demonstracao. (i) Por (Hy), é claro que [ < ©. Pela definigao de [, existe uma sequéncia (z,,) C
RY tal que |x,| — oo e a(x,) — . Por (Hy)(i), temos que a(x,) > O para todo n € N. Logo,
[ > ©. Portanto,

[=06.

(ii) Defina g : RY — R por
g(o) = limsup a(po).

p—00

Note que g é bem definida, pois a € L®(RY). Além disso, por (H;), g(e;) = ©. Por (Hs), se
(0,) C RY é tal que o, — €1, entdo g(o,) — © = g(e;), ou seja, g é continua em e;. Seja e > 0

arbitrario. Logo, existe d > 0 tal que

lo—el| <0 = |g(0)—@|<2
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Sejam p > 0 e z € B(pey, pd). Entao, x = po para algum o € B(eq,0). Escolha p suficientemente
grande de modo que
€
lalpo) = g(o)l < 7.
Assim,

a(@) = O] < [a(pa) — g(0)] +1g() — O] < 5, Y € Blper, pb).

Logo,

sup |a(x) — 06| < ‘<.
B(pe1,pd) 2

Em particular, podemos construir uma sequéncia (p,,) C R, com p,, — oo, tal que

1
sup fa(z) — O] < .
Blpnern) 2

Provemos, agora, a Proposicao [3.6]
Demonstragao da Proposicao [3.6. Como M, C M, temos que m, < mi,. Por outro lado, segue da

hipétese (Hy)(i) que m < m,. Com efeito, se u € M, entao

/ (|Vul* + Ouy)dr < / (|Vul* + a(z)u*)dr = m < m,.
RN

RN

Logo, valem as desigualdades m < m, < m,. Para provar as desigualdades contrarias, é suficiente
mostrar que m, < m, o que faremos agora. Pelo Lema , existe uma sequéncia (p,) C R, com

pn > 0 para todo n € N e p, — oo, tal que

1
sup Ja(z) — O] < —, (3.17)
Blpnern) 2

ou seja, a(x) = © + o(1) dentro de uma bola B(p,e1,n) para n suficientemente grande. Considere

a sequéncia (u,) C H*(RY) definida por

un () = w( — ppe1),
onde w é dada na Proposi¢ao . Como |w|, =1, pelo Teorema da Mudanca de Variaveis,

[Uplp = |w(- —pne1)lp=wl,=1,VneN = wu,e M, VneN
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Além disso, como w é radialmente simétrica, segue que, para todo i =2,..., N, vale
Un(T1y o Ty oo XN) = W(T1 = Pryeeey Tiyeo oy TN)
= w(T1 —Pny-- oy —Tiy. .., TN)
= Up(T1,...,—T4...,TN), (3.18)

ou seja, u, € M para todo n € N. Logo, m, < E(u,) para todo n € N. Assim, basta mostrar
que
lim E(u,) = lim E(w(z — per)) = m. (3.19)

n—oo n—o0

Facamos isso. Primeiro, note que

E(un) = E(w(z = pne1))

= RN(]Vw(x — pne1)]? + a(x)w?(z — per))de

= [ (Vele - g+ ala)u(a ~ paci))da
B(pne1,n)

—i—/ (|Vw(z — puer))? + a(z)w?(z — per))dz. (3.20)
RN\B(pne1,n)

Analisemos a segunda integral da ltima igualdade acima. Por (1.10]) e pelo Teorema da Mudanga

de Variaveis, temos

/ (V@ — puer)P + a(@)e?(@ — puer))de <
RN\B(pne1,n)
/ (V@ — puer)? + [aloctw?(@ — poer))da
RN\B(pne1,n)

_ / (Vo (@)[? + |a|ww?(2))de. (3.21)
RN\ B(0,n)
Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, aplicado em (3.21)), que
/ (|Vw(z — puer))? + a(z)w?(z — pper))dz = o(1). (3.22)
RN\B(pne1,n)

Por outro lado, aplicando (3.17) e o Teorema da Mudanga de Varidveis na primeira integral em
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(13.20)), obtemos

/ (|Vw(z — pue)))? + a(x)w?(x — pner))dr =
B(pnei,n)
[ 9le = g+ O+ o)l — pocr))i
B(pnei,n)
= / (|Vw(z — pner)|? + Ow?(z — pner))dr +
B(pnei,n)
+ 0(1)/ wi(z — ppey))de
B(pne1,n)
= / (|Vw(z)|* + Ow?(x))dx + o(1) / w?(z)dx
B(0,n)

B(0,n)

= / (|Vw(z)|* + Ow?(x))dz + o(1) (3.23)
B(0,n)
Logo, por (3.22)) e (3.23)), podemos escrever (3.20]) como
E(u,) = / (|Vw(z)]* + Ow?(z))dz + o(1). (3.24)
B(0,n)
Novamente, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, aplicado em (3.24]), concluimos

que
E(u,) — (|Vw(x)|? + 0w?(z))dr = m,

RN
como queriamos. Finalmente, para provar a segunda parte da nossa proposi¢ao, suponha por

contradicdo, que existe u € M tal que E(u) = m, ou seja,
/ (|Vul* + a(x)u?)dz = m.

RN
Por outro lado, pela Proposicao [I.6] temos

m §/ (|Vul* + lu?)dx.

RN
Como © =1 e a(z) # O, segue que
m < / (|Vul* + lu*)dz < / (|Vul* + a(x)u?)dr = m,
RN RN

o que é um absurdo. Portanto, o resultado esta provado. 0
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3.2.1 Aplicando o Principio da Criticalidade Simétrica

Vamos mostrar, nesta se¢do, que para encontrar solugdo do problema (P), é suficiente olhar
para pontos criticos do funcional E restrito a subvariedade M. Para tanto, faremos uso do
Principio da Criticalidade Simétrica de Palais (Veja Teorema [1.3|do Capitulo 1).

Considere o grupo G = {1, —1} com a operagao de produto usual e defina a seguinte agao em
HY(RN):

ol Gx HIRY) — HY(RYN)
(1, u) — u(ry,xe.. ., 2N)

(—1,u) — u(ry, —x9...,TN)

Note que o funcional F é G-invariante. De fato, basta mostrarmos que
E(U(.Tl,iﬁg, cee axN)) = E(U(l’l, —T2, ... 7$N))7 Vue Hl(RN)
Por (Hj), observe que a(xy, s, ..., zN) = a(xry, —22,...,2xN). Logo,

E(u(xy, —x9,...,2y)) = / (|Vu(xy, =2, ..., on)|* + alzy, 2o, . .., 2n)u? (21, =22, . .., 2N))dT
]RN

= [ (Vo= o)l )
]RN

= / (|VU(Z’1,I‘2,...,ZL’N)|2+a(l’1,£l}2,...7I‘N)U2($171’2,...,.IN))de
RN

= E(u(xl,ﬁz, cee axN))

como queriamos. Além disso, a acao é claramente isométrica e o espaco de pontos invariantes

desta agao é dado por
Hy = Fiz(G) = {u € H'(RY) ; u(wy,,29,...,2x5) = u(z), —T2,...,7N5)}.

Como H, é um espaco de Hilbert, podemos repetir o mesmo argumento acima feito com H*(RY)

para Hs. Defina a seguinte acao em Hs:

2. G xHy —> Ho
(Lu) +— wu(zy,22,73...,2N)
(—Lu) — u(xy,x9,—x3...,2N)

. , . S : .
Novamente, é claro que esta acao é isométrica e o mesmo argumento feito para a acdo ' mostra
que o funcional F restrito a Hs, é G-invariante. Mais ainda, o espaco dos pontos invariantes por

esta acao é dado por
Hs := Fix(G) = {u € Hay ; u(xy,x9,23,...,2x5) = u(r1,22, —23,...,2N)}
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3. Resultados de Existéncia de Solugao para o Problema ((P))

Observe ainda que
Hy ={uec HRY); ulxy, ...,z .., 08) =u(ey, ..., —24...,05), Vi=23}.

Repetindo esse mesmo argumento até o passo N — 1, temos a agao isométrica

oV 1. G x Hy_1 — Hn-1
(1,u) — u(zy, ..., xN)
(—Lu) +— wu(zy,...,—xN)

e o funcional E restrito a Hy_; é G-invariante. Além disso, o espaco de Hilbert dos pontos

invariantes da acao =1 é dado por
Hy = Fiz(G) ={u € Hy_1; u(xy,...,zn) = u(xy,...,—N).
Mais ainda, é facil ver que
Hy = {uc H'(RY) ; w(zy,... 2. .. 2n) =u(zy, ..., —24 ..., 25), Vi=2,...,N}.

Logo, a subvariedade M ¢é igual a

Ms:{uEHN; / |u|pdx:1}.
RN

Proposicao 3.8. Suponha que u € M, seja um ponto critico de E restrito a M. Entdo, existe
u € H'(RY) solugao fraca nao-trivial de (P).

Demonstracao. De fato, seja u € M, um ponto critico de E restrito a M. Entao, pelo Teorema

dos Multiplicadores de Lagrange, existe A\g € R tal que

2/ (VuVv + a(z)uv)dx = )\Op/ lulP*uvdr, Vv € Hy.
RN RN

Ao : :
Fazendo \ = 5 podemos escrever a igualdade acima como

/ (VuVou + a(x)uv)dx = /\p/ lulP?uvdr, Vv € Hy. (3.25)
RN

RN

Em particular, se v = u, temos

Ap=lul? = A>0.
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3. Resultados de Existéncia de Solugao para o Problema ((P))

Considere u = (/\]0)1’712 u € Hy. Assim,

U
u= —
(Ap)r=2
Logo, por (3.25]), obtemos
1 _ _ Ap _1p—2_
Op) ; (VaVou + a(x)uv)dz | = ﬁ |a|P"*uvdz, Vv € Hy,
Ap)r—2 RN Ap (Ap)r—2 JRN

e, consequentemente,

/ (VuVo + a(x)uv)dr — / [ulP*uvdr =0, Vo € Hy,
RN

RN

ou seja, @ € Hy é um ponto critico do funcional I : HY(RY) — R, restrito a Hy, definido por

1 1 1 1
I(u) = =E(u) — —/ luPdx = —/ (|Vul* + a(x)u?)dx — —/ |ulPdz.
2 D JrN 2 RN D JrN
Como FE é de classe C' e G-invariante por todas as acoes o', ... V~! segue que o funcional I é

.N—l

de classe C! e G-invariante por todas as acoes o', ..., . Assim, podemos aplicar o Principio

da Criticalidade Simétrica N — 1 vezes e concluir que @ é um ponto critico de I. Portanto, u é
uma solucao fraca do problema . O]

3.2.2 A Condicao de Palais-Smale

O nosso proximo passo para provar o Teorema [3.5(é encontrar um intervalo de energia no qual

alguma compacidade é preservada. Para este fim, provaremos o seguinte resultado:

Proposicao 3.9. Suponha que as hipoteses do Teorema|3.5| sao satisfeitas. Entao, o funcional E
restrito a M satisfaz a condi¢do de Palais-Smale no intervalo (m,2'=%Pm), ou seja, se (u,) C M,
€ tal que

E(u,) = c € (m,2"2Pm) e || E'(un)|« — 0,

entao (u,) admite subsequéncia convergindo forte em H(RY).
A fim de demonstrarmos esta proposicao, comecamos provando o seguinte lema:

Lema 3.10. Seja (u,) C My tal que
E(u,) = ¢ € (m,2""%Pm) e || E'(un)|« — 0. (3.26)

Entdo, (u,) € limitada em HY(RN). Em particular, existe ug € HY(RY) tal que, a menos de
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3. Resultados de Existéncia de Solugao para o Problema ((P))

subsequéncia,

a) u, — ug fracamente em HY(RY) e em LP(RY), 2 <p < 2%
b) u, — ug em LT (RY), 1 <p< 2% (3.27)

loc

¢) un(x) — up(x) para quase todo x € RY.
Além disso, ug € solugdao fraca do problema
— Aug + a(z)up = c|ug|Puo. (3.28)

Mais ainda, se ug # 0, entdo
1
m p—2
oy = ()7
c

Demonstragao. Dizer que (u,) C M, satisfaz (3.26) significa, pela Proposigao e pelo mesmo
argumento usado para obter ({3.6]), que

(
a) |unlp = Liup(x1, ... xiy . oN) = Up(T1, ..o, =24, ..., TN), PATA T =2,..., N,
b) lim E(u,) = c € (m,2"%Pm),
e (3.29)
c) / (Vu,Vw + a(z)u,w)dxr — /Ln/ | [P 2uwde = o(1)||w||, YVw € HY(RY),
RN RN

para certos u, € R.

Por (3.29))(b), existe uma constante C' > 0 tal que
[Eun)| <C = Juallz < C.

Como as normas || - || e || - ||o s@o equivalentes, segue que existe uma outra constante C; > 0 tal

que
|un|> < C1 = (uy,) é limitada em H*(RY).

Logo, existe ug € H'(RY) satisfazendo (3.27). Além disso, considerando w = u, em ([3.29)(c)

temos

[ 050+ oty = o [P+ o(0) il = -+ 0(0) ]
RN RN

Desde que (u,) é limitida em H'(RY), obtemos por (3.29)(b) que
c+o(l) = E(u,) = / (|Vun|* + a(z)u)dz = u, + o(1),
RN

de onde segue que

lim p, =c.
n—oo

Logo, o mesmo argumento usado para demonstrar a Proposi¢ao prova que uy € HY(RY) é
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3. Resultados de Existéncia de Solugao para o Problema ((P))

solugao fraca do problema (3.28]). Finalmente, suponha que uy # 0. Por (3.28)), temos

/ (VugVo + a(x)ugv)dr = c/ |uo [P 2ugvdr, ¥ v € H'(RY).
RN

RN

Em particular, se v = ug, entao

ol = cluolp.

Como a(x) > © e |l = O, segue que

Juall = [ (Vuf? + e < [ (1900 + afe)udhde = [l = clual
ou seja,
luol* < cluol,.
Por outro lado, como ug # 0, temos

U

|u0|p

Juol|” = /N(WU0|2 + lug)de = ’U0|;2: /N(W’ao‘2 + lag)dz, com gy =
R R
> mluol2,
isto é,
mluo|? < [|uol|*.

Portanto, por (3.30)) e (3.31) concluimos que

_ m m\ »—z
miuwol? < cluolf = uols™ = T = fuol, > (Z) 77

0 que prova o lema.

(3.30)

(3.31)

]

Devido a demonstracao da Proposicao ser longa, vamos dividi-la em duas etapas. Para

provarmos a primeira delas, obteremos, inicialmente, alguns resultados auxiliares na intencao de

torna mais explicativa a demonstracao. Tais resultados complementarao, de maneira satisfatéria,

a demonstracao da primeira etapa da proposi¢ao acima.

Na sequeéncia, continuamos com as mesmas notacgoes do lema anterior.

Lema 3.11. Suponha que valem as hipdteses do Teorema[3.5], do Lema[3.10] e u,, /4 uq fortemente

em HY(RY). Entao, eristem sequéncias (v,) C HY(RY) e (y,) C RY, com |y,| — oo, tais que,

definindo v,(z) = v,(x + yn), existe vy € H'(RYN) satisfazendo

a) v, — vy fracamente em H*(RY) e em LP(RY), 2 <p < 2%
b) v, — vg em LY (RY), 1<p< 2%

loc

¢) Op(x) = vo(x) para quase todo x € RY.
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3. Resultados de Existéncia de Solugao para o Problema ((P))

Mais ainda, vy # 0.

Demonstragdo. Observe primeiro que, como u, # ug em H'(RY) e H*(RY) é uniformemente
convexo, temos ||u,|| /4 ||uo||. Pela equivaléncia das normas, ||uy, || 7 ||uol|e. Defina v, := u, —uo
e mostremos que (v,), a menos de subsequéncia, tem as propriedades desejadas. Note que, pelo
Lema de Brezis-Lieb,

0ul2 = a2~ Juol? + (1), (3.33)

Por outro lado, tomando w = u,, em (3.29))(c) e levando em conta que p,, — ¢, obtemos

1

lunlle = clunly +0(1) = funlf = —lluallg + o(1). (3.34)
Como ug ¢é solugao fraca de (3.28)), temos
2 P p 1 2
luolla = cluoly = luoly = —luolla: (3.35)

Por (3.33)), (3.34) e (3.35]) deduzimos que existe uma constante Cy > 0 tal que

1
[only = E(HunHZ = [luoll?) + o(1) > Cs, (3.36)

pois [|unll 7 [[uol3. Defina

d := limsup sup/ v, [Pdz | .
n—oo  \ yeRN JB(y,1)

Note que § > 0, pois, caso contrario, teriamos

lim sup sup / |v,|Pdz = 0 = liminf sup / |vp[Pdz = sup / v [Pdz — 0
B(y1) B(y,1) B(y;1)

n—oo  yeRN N0 yeRN yeRN

o que implicaria, pelo Lema de Lions (Teorema , Apéndice , que v, — 0 em LP(RY), ou
seja, |vy|h — 0 contradizendo (3.36). Continuando, existe, por definigio, uma subsequéncia de
On 1= SUD,crN fB(y N |v,|Pdz, também denotada por 6, tal que §,, — §. Logo, dado ¢ = /2 > 0,

existe ng € N tal que

|0, — 0| <&, Vn>ny = —ec4+d6<d,<e+d, Vn>ng

)
= 2 < Op, V> ny
)
= — < sup |va|Pdx, ¥Y'n > ng
2 yeRN J B(y,1)
o
= para cada n > ng, existe y, € RY tal que = < / |, |Pd,
2 I
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3. Resultados de Existéncia de Solugao para o Problema ((P))

ou seja, podemos construir uma sequéncia (y,) C RY tal que

J
=< / |v, [Pda = / |vn (2 + yn) [Pde, (3.37)
2 B(yn,1) B(0,1)

onde a tltima igualdade segue do Teorema da Mudanga de Varidveis. Mais ainda, |y,| — oo, pois,

caso contrario, existiria C' > 0 tal que |y,| < C o que implicaria em

5
0< =< / v, [Pdx < / |vp[Pdz — 0, quando n — oo,
2 JB@n1) B(0,C+1)

p
loc

pois v, — 0 em LF (RY), o que seria uma contradigdo. Finalmente, definindo 0, (z) = v,(z + y»),

temos, pelo Teorema da Mudanca de Variaveis, que

il = [ (95.@F + 15 @)

_ / (Vou(z + )2 + 102 (x + yo))da
]RN

ou seja, a sequéncia (7,) ¢ limitida em H'(RY) e, consequentemente, a menos de subsequéncia,
existe vy € H*(RY) satisfazendo (3.32). Em particular,

/ |@n|de%/ woPdz = / \Un(x+yn)\pdx—>/ (v [Pdz.
B(0,1) B(0,1) B(0,1) B(0,1)

Tomando o limite em (3.37]), obtemos

5
/ ol > 2,
B(0,1) 2

mostrando que vg # 0. Portanto, o lema esta provado. O]

Novamente, a seguir, continuamos com as notagoes dos lemas anteriores. Vejamos o proximo

lema:

Lema 3.12. Sob as hipdteses do Teorema (3.5 e do Lema |3.10|, valem as sequintes convergéncias:

lim Vu,(x + y,)Vug(x)de = / |Vo|*da (3.38)
n—o0 RN RN
lim |un(x + yn)|p_2un(x + yn)vo(z)dx = / |vo|Pdzx. (3.39)
n—oo RN RN
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3. Resultados de Existéncia de Solugao para o Problema ((P))

Demonstragdo. Note que, como v,(1) = u,(z) — up(x) e Up(x) = v,(x + yn), onde (y,) C RN é
dada pelo Lema anterior, temos que 0,(x) = u,(z + yn) — wo(z + y,), ou ainda, u,(z + y,) =
U () + up( + yn). Provemos primeiro (3.38). Observe que

/RN Vi, (z + yn)Vug(x)de = / Vi, (x)Vug(x)dx + Vuo(x + yn) Voo (x)da.

RN RN
Como ¥, — vy fracamente em H'(RY), temos
/ Vo, Voydr — |Vvol2dz.
RN RN
Logo, para obtermos (3.38)) devemos provar que
Vuo(x + yn)Vug(z)dx — 0.

RN

Lembrando que ug ¢ solugao do problema (3.28]), segue que uy ¢ uma fungao suave decaindo para

zero no infinito. Em particular,
—Aug(@ + yn) + a(z + y)uo(r +yn) = cluo(@ + ya) " uo (2 + ya)

para todo n € N. Multiplicando a expressao acima por v, e integrando, obtemos

Vug(x+y,) Vg (z)dr = c/

RN |U0(l’+yn)|p_2uo(l“+yn)vo($)dx_/ a(T+Yn)uo(T+Yn)vo(z)d.

RN RN

Segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que as duas integrais do lado direito da
igualdade acima convergem para zero, o que prova (3.38). Finalmente, usando os comentdrios do
inicio da demonstragao do lema, (3.39) segue diretamente do Teorema da Convergéncia Dominada

de Lebesgue. n

Lema 3.13. Sob as hipdteses do Teorema[3.5] e do Lema eviste A € [©, L] tal que

lim a(x + yp)un(x + yp)vo(x)de = )\/ v3 (z)dx. (3.40)

n—oo RN RN

Demonstragdo. Tomando wy(x) = vo(r — y,) em (3.29)(c) e usando o Teorema da Mudanca de

Variaveis, temos que

Vun(x + yn)Vue(z)dr + / a(x 4 yp)un(z + yn)vo(x)dx

RN RN

= fn /RN [tn (@ + o) P~ (2 + yn)vo(x)dz + o(1) [[vo]l, (3.41)
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3. Resultados de Existéncia de Solugao para o Problema ((P))

ou ainda,

/RN a(x + yp)un (T + yp)vo(x)dx = p, /RN | (2 4 ) [P 2 (2 + Y )vo(7)d

- Vu,(x + yn)Vog(x)dx 4+ o(1)||ve]].  (3.42)

RN
Tomando o limite na igualdade acima e usando (3.38)), (3.39)) e o fato de u,, — ¢, deduzimos que
o limite do lado esquerdo em ([3.40)) existe. Por outro lado, como no Lema [3.12, podemos provar

que
/ U (T + yp)vo(x)dr — vg (z)d.
RN

RN
Além disso, pela hipétese (Hy)(7), © < a(x+y,) para todo n € N e, passando a uma subsequéncia

se necessario, temos que lim a(z + y,) < L. Logo,
n—oo

0 /RN vg(z)dx + o(1) < /RN a(T + Yn)n (T + Yp)vo(x)dr < L/ vg(z)dx + o(1),

RN

ou ainda,
I]RN a(x + Yn)Un (T + yn)vo(z)dx

Jan V3 (x)dz

©+ o1 < L+o(1)

Portanto, existe A € [0, L] satisfazendo

fRN a(@ + Yn)un(x + yn)vo(z)dx

n—>oo fRN UO( )d;p

donde segue que
lim a(x + Yn)un (T + yn)vo(x)dr = /\/ vg (z)d,

n—oo RN RN

o que prova ([3.40)). ]

Lema 3.14. Sob as hipdteses do Teorema e do Lema temos

1
m\ p—2
= ()"

Demonstragao. Tomando o limite em (3.41]) e usando o Lema [3.13] (3.38), (3.39) e o fato que

by, — €, Obtemos

/ (|Vvo)? + Avg)dx = c/ [volPdx = clug?.
RN

RN
Como X € [©, L], temos

||v0\|2:/ (|Vv0|2+@v§)dx§/ (IVo0f? + NeB)dzx = clugl?.
RN RN
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Além disso, como
mluvols < Jlvol?,
segue que
mpu2 < cluoly = folp = 2 = fuly > (5)77

0 que prova o lema. O

De posse destes resultados, estamos prontos para comecarmos a demonstrar a Proposicao (3.9}

Primeira Parte da Demonstracao da Proposicao [3.9 Para provar a proposicao, devemos mos-

trar que se (u,) C M, é uma sequéncia tal que
E(uy) — ¢ € (m,2"7Pm) e |E' (uy,)]« — 0, (3.43)

entao (u,) admite subsequéncia convergindo forte em H'(RY). Relembremos que, como vimos no

Lema [3.10 dizer que (u,) C M, satisfaz (3.43)), segnifica que

( a) |unlp = 1, up(z1, ... 20y 2N) = Up(21, ..., =24, ..., ZN), Parai=2,..., N,
b) lim E(u,) = c € (m,2'"%Pm),
i (3.44)
c) / (Vu,Vw + a(x)u,w)dx — un/ [P P upwde = o(1)|Jwl], Vw € H'(RY)
RN RN
e para certos p, € R.

Nestas condigoes, existe uy € H'(RY) satisfazendo as conclusdes do Lema|3.10} Para esta primeira
etapa, vamos supor ug # 0. Entao, pelo Lema [3.10 temos que

1

m\ p—2
by = ()

Suponha, por contradicio, que u, 4 ug em H'(RY). Logo, existe uma sequéncia (v,) C H'(RY),
Vp = Uy, — Ug, satisfazendo as conclusoes do Lema [3.11} Além disso, existe vy € H'(RY), vy # 0,
satisfazendo as conclusoes dos Lemas e|3.14, Note que

lon +woll* = lual® = Nwall* +2 | (VUaVuo + lvaug)de + [Juoll* = [[un]?
RN

= ||vn||2 = ||un||2 — ||u0||2 — Q/N(anVuo + lvyug)dz
R

= [oall® = llunll* = [luol® + o(1), (3.45)
pois u, — ug em HY(RY), ou seja, v, — 0. Logo,
E(un) > [lun]® = Jluoll* + [lva]l* + o(1).
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Tomando o liminf na desigualdade acima e usando que |[vp|| < liminf ||7,] = liminf ||v,]||, pois
Up, — vy em HY(RY), segue do Lema que

c = liminf E(u,) > |luol® + [|vol)?
n—oo
> m (|u0\§ + |v0|227)
> 2m (@)1)22 ;
c
ou seja,
m\ 7z
c>2m (—) o> 21_2/pm,
c
o que contradiz (3.44)(c). Portanto, u, — ug fortemente em H'(RY). O

Fica claro entao, que a segunda etapa da demonstracao é provar que ug # 0. Para tanto, pro-
varemos alguns resultados preliminares que ajudarao na demonstracao desta etapa. Como antes,

continuamos com as mesmas notacoes das demonstracgoes acima.

Lema 3.15. Suponha que valem as hipoteses do Teorema (3.5) e do Lema |3.10l Se ug = 0, entao

eziste uma sequéncia (x,) C RY, com |z,| — oo, e uma fungdo v; € H*(RY) tal que vy #0 e

a) un(- + x,) — vy fracamente em H'(RN) e em LP(RY), 2 <p < 2%
b) up(- +x,) — vy em LY (RY), 1<p<2% (3.46)

loc

¢) up(z + 1,) — vi(x) para quase todo x € RY.

Além disso, para toda w € HY(RYN), vale

Vu,(z + z,)Vw(z)de + / a(z + zp)up(x + xp)w(z)de

RN RN

. /R a0 P2+ ()i + o(1) ], (3.47)

com by, — C.

Demonstragao. Note primeiro que, como E(u,) — ¢ e as normas || - || e || - || s@0 equivalentes,
temos
lunlle = ¢ = lunlla 20 = llunlla A0 = Jluall £ 0.

Além disso, é claro que |u,|, # 0. Logo, podemos repetir o argumento usado no Lema e
concluir que existe uma sequéncia (z,,) € RV, com |z, — oo, e uma funcao v; € H*(RY), com
v1 # 0, satisfazendo (3.46). Por fim, a igualdade em (3.47) segue do Teorema da Mudanga de

Varidveis aplicado em ({3.44))(c), o que prova o lema. ]
No que segue, definimos
Ty,
— = by,.
||
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3. Resultados de Existéncia de Solugao para o Problema ((P))

Entao, podemos supor que, a menos de subsequeéncia,
by = beRY e |b| = 1.

Na sequéncia, mantemos as notacos do lema anterior. Vejamos mais dois resultados:

Lema 3.16. Suponha que as hipoteses do Teorema 3.5 e do Lema |3.10] sao satisfeitas, ug = 0
e b = +e,. Entdo, existem sequéncias (w,) C HY(RY) e (t,) C RN, com |t,| — oo, tais que,

definindo W, (1) = w,(x +t,), eviste wg € HY(RY), com wy # 0, satisfazendo

a) W, — wy fracamente em H'(RN) e em LP(RY), 2 <p < 2%
b) w, — wo em L (RYN), 1<p<2% (3.48)

loc

¢) Wy (x) — wo(x) para quase todo x € RV,

Além disso,
1
m\ p—2
wolp > ()

Demonstragdo. Suponha que b = e; e observe que x, = |r,|b,. Logo, para cada x € RY,

a(z + 20) = a(z + |za)bn) = a (|xn| (i + bn>> .

||

Por (H,) e pelo fato de b, — ey, segue que

limsupa | |z, i+bn =0 =liminfa ( |z, i+bn ,
n—00 |$n| n—oo ‘xn‘

ou seja, a(x + x,) — ©. De maneira inteiramente andloga vemos que a(x + x,) — © se b =

—eq. Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e pela convergéncia fraca em
L*(RY), temos

lim a(z + zp)u(zr + x,)w(z)de = @/ vy (z)w(z)de, Vw € H'(RY).

n—o0 RN RN

Usando ([3.47)) e o limite acima, o mesmo argumento para provar a Proposigao , mostra que v,

¢ uma solugao fraca nao-trivial do problema

— Avy + Ovy = c|vi|P %y, (3.49)
ou seja,
/ (Vo Vw + Ouw)dr = c/ |o1 [P~ ?vywdx, Y w € HY(RY). (3.50)
RN RN
Em particular, para w = vy, temos
1|1 = clo . (3.51)
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Afirmamos agora que
Un (- 4 ) # vy fortemente em H'(RY). (3.52)

De fato, se ocorresse o contrario, terfamos que u, (- + z,) — v; fortemente em LP(RY), o que
implicaria em 1 = |u,|, — |v1]p, ou seja, |vi], = 1. Assim, por (3.51), ||v1||* = ¢. Além disso,
usando (3.50) e a Proposicdo [1.2] vemos que v; é um ponto critico de | - ||? restrito a M. Segue
da Proposicao que

(i) ||v1]|* = m = ¢ = m, uma contradicdo ;

(i7) ou ||Jvy||* > 2"¥Pm = ¢ > 27%Pm, o que também caracteriza uma contradicdo,

provando a afirmacao. Logo, ||u,| # ||v1]] . Defina, w,(z) = u,(x + x,) — vi(x) e observe que,

Pelo Lema de Brezis-Lieb, temos
[wn |5 = [unlh — |vi]h + o(1). (3.53)

Escolhendo w = w,, em (3.44]), vemos que

1
ul? = — [ (|Vua|* + a(z)u;)dz + o(1)
Hn JrN

v

1
—|[Jun||* + o(1), pois a(z) > © =1
Lin
1
= —||lun|* + o(1), pois p, — c.
c
Por (3.51)), (3.53) e a desigualdade acima, obtemos

[walp > = (l[unll* = [lv1*) + o(1) > Cy > 0,

Q-

pois ||u,|| # ||v1]|. Desta forma, podemos repetir o argumento usado no Lema e concluir que
existe uma sequéncia (t,,) C RY, com [t,| — oo, tal que, definindo 1w, (z) = wy(x + t,), existe
uma fungao wy € HY(RY), com wy # 0, satisfazendo (3.48)). Além disso, a mesma demonstragao

do Lema pode ser aplicada aqui para concluirmos que

1
m\ »—2
|w0|p Z (?)F ’ ’

0 que prova o lema. O]

Lema 3.17. Suponha que as hipotese do Teorema |3.5] e do Lema [3.10| sao satisfeitas, ug = 0 e
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3. Resultados de Existéncia de Solugao para o Problema ((P))

b +# +ey. Entdo existe uma sequéncia (z,) C H'(RY) tal que

a) z, — vy fracamente em HY(RY) e em LP(RY), 2 <p < 2%
b) Z, — vy em L (RN), 1<p<2%

loc

¢) Zo(x) — vi(z) para quase todo v € RN,

onde vy € dada polo Lema|3.15 Além disso,

1
m\ =5
o1, > (—) ) (3.54)
c
Demonstragdo. Para cada x = (z1, 29, ...,2x) € RY, defina & = (21, —29,...,—zy) € RY. Como

u, € M, para todo n € N, segue que u,(z) = u,(2) para todo x € RY. Seja w € H*(RY) e denote

por &, = (Tn1, —Tpna, ..., —Tpn). Notemos que

(1) /RN(VU,L(x + Zp)Vw(x) + luy(z + Tp)w(z))dx

(Vi (2 + z,) V() + lu, (2 + z,)w(x)de

Wé\‘

(Vu, (2)Vw(z — z,) + lup (2)w(x — x,))dx

N

(Vu,(2)Vw(z — ) + lu, (z)w(x — x,))dz

I
%\ﬁé\%\

(Vup(x + x,)Vw(x) + lu,(z + z,)w(z))de

N

(i4) /R ot + 20) = (o) = / (3 + ) — 1 ()P

RN

= / lun (z + x,) — v1(x)|Pdx.
RN
Segue-se de (i) e (ii) que

a) Un (- + &,) — vy fracamente em H'(RY) e em LP(RY), 2 <p < 2%
b) un(- + &) — v1 em L (RY), 1 <p< 2%

loc

¢) un(z + ,) — v1(x) para quase todo z € RY.

Argumentando como na prova do Lema (3.16), temos que u(- + z,) # vy em HY(RY). Seja

2n(x) = up(x + x,) — v1(x) e defina Z,(z) = z(x + &, — x,), ou seja,

Zo(x) = up(x + 2) — v1(x 4+ Ty — ).
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Observe que

Ty — T = (0, =220, ..., =22, N).

Como b = (by,...,by) # *ey, existe i € {2,..., N} tal que b; # 0 e, por hipétese,

bni = L b;,
|0

em que b, = (by1,..., b, n). Lembrando que |z,| — oo, segue que |z, ;| — 00 e, consequentemente

|, — x,| — oo. Portanto,

a) Z, — vy fracamente em H!(RY) e em LP(RY), 2 <p < 2%
b) Z, = vy em LI (RY), 1<p< 2%

loc

!

c) Zp(x) — vi(z) para quase todo z € RV,

Além disso, a mesma demonstracao do Lema pode ser aplicada aqui para concluirmos que

1
m\ p—2
> ()7

0 que prova o lema. O

Finalmente, estamos prontos para concluir a demonstracao da Proposicao |3.9, ou seja, provar
que ug # 0.
Segunda Parte da Demonstrag¢ao da Proposi¢ao|3.9. Faremos a demonstragao por contradigao, ou

seja, suponha que uy = 0. Entdo, existe uma sequéncia (x,) C RY, com |z,| — oo, e uma funcio

niao nula v; € H(RY) satisfazendo as conclusdes do Lema [3.15, Definindo |:c_n’ = b, podemos
Tn

supor que b, — b € R com |b| = 1. Temos agora dois casos a analisar:
Caso 1. b= e,
Neste caso, vamos aplicar o Lema m Primeiramente, observe que por (3.51f), temos

1
™M\ p—2
mpoif2 < flor2 = ey = oy > (5)7 (3.55)
Além disso, como em ([3.45]), podemos obter
[wall® = lJunl® = Jual* + o(1).

Logo,
E(up) 2 [lunl® = [[wal* + [Joo]|* + o(1).
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Tomando o liminf na desigualdade acima e aplicando o Lema segue que

c=liminf E(u,) > |wol|*+ ||v1|?

n—oo
> m(|woly + [vif;)

2m <T>pT2 ,
c

v

ou seja,
2

c>2m <@>ﬁ = >y

caracterizando uma contradicao.
Caso 2. b # +e;

Neste caso, vamos considerar o Lema[3.17| e argumentar como no Caso 1. Comece observando
que

lzall® = lluall® = flox]*.

Logo,
E(up) 2 [luall® = [lzall* + [Jo1]]* + o(1).

Como no Caso 1, obtemos

c> 2172y,

o que é uma contradi¢ao. Portanto, a proposi¢ao estd provada. O

3.2.3 Resultados Envolvendo a Aplicacao Baricentro

No que segue, provaremos dois lemas que serao utéis na demonstracao do Teorema [3.5, Para
tanto, faremos uso da aplicagao baricentro, estudada em detalhes no Apéndice [B] Vejamos rapi-

damente a construcao da aplicacao baricentro. Para u € M, seja

1 1
i(0)i= o [ )y = o [ )y, o e R
|B([L’, 1>| B(z,1) ‘B(07 1)| B(z,1)
e considere
A i IR N
u(z) = [u(x) - 51%%}{“@)] , Ve e R".

Defina a aplicagao baricentro como

1 1
Bu) = W/]RN zu(x)Pdr = Tl (/]RN ru(z)Pde, . . .’/]RN :L'Na(x)pdac>
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e denote por 1 a projecao de  na direcao de ey, isto é,

Bi(u) = (B(u),e1).

Observe que, pela definicao de M,, [, é a unica componente nao nula de S. Além disso, f; :
M; — R estd bem definida e é continua (Veja Apéndice B).
Defina
B =inf{E(u); ue M e B1(u) = 0}.

Nos proximos dois lemas, vamos supor que a(z) # ©.

Lema 3.18. Suponha que as hipoteses do Teorema 3.5 sao satisfeitas. Entao,
B> m.

Demonstracao. Segue da Proposicao que B > m. Para provar que a desigualdade é estrita,

argumentamos por contradigdo. Suponha, por absurdo, que B = m. Entao, existe (u,) C M; tal
que B1(u,) =0e
m = lim E(u,) = lim (|Vun|* + a(z)ul)dx.

n—00 n—oo JpN

Como a(x) > ©, temos

m < Jlug|® < E(up) = m+o(1),

ou seja, ||u,||> — m. Pelo Teorema (ver Apéndice [4), existe uma sequéncia (y,) C RY
tal que, a menos de subsequéncia, a sequéncia v,(z) = u,(x + y,) converge para uma fungao
v € HYRYM). Segue da Proposicao que v(z) = w(r — y), para algum y € RY. Defina
On(z) = vp(x — yn) — v(x — y,). Entao,

6@l = [ (Fona)l + 162(w)do
= |lva(e = y) I* + [lo(z — ya)|I”
- 2 /]RN (Vup (@ — yp)v(x — yn) + lop (2 — yn)v(z — yy) )dx
= |l (@)[I* + llo(@)[I* — Q/RN(VUn(l”)U(l”) + lon(z)o(z))de.
Logo, ¢, — 0 em H'(RY) e

un () = w(x — z,) + dp(x), onde x, =y, + y.

Além disso, pela Proposicao , como m nao é atingido, temos que (z,) é ilimitada, ou seja,

|x,| — 0o. Como f; = 0 para todo i = 2,..., N, podemos supor que x,, = T,e1, onde (1,) C R e
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Tn — 00. Assim, fazendo uma translacao, podemos escrever
Up (T + Ther) = w(x) + gn(x + Theq).

Calculando (8; em ambos os termos da igualdade acima, temos, por um lado, que

1
Bilun(a+ 7)) = Ty /RN 21 (in (1 + o) VPl
1
= o [ e m )
1 1
- = /R APz = r /R (in(2)rd
= Bi(up) —Th = —Ty. (3.56)

Por outro lado, como ¢,, — 0 e pela continuidade da aplicacao (1, segue que

B1(w(x) + dn(x 4+ Ther)) = Pr(w(x)) + o(1) = o(1),

pois, como w ¢ radialmente simétrica, f(w(z)) = 0. Portanto, como 7, — o0, temos uma

contradicao, provando o lema. O

Agora, defina o operador ® : R — M, por
O(7) =w(- —Teq). (3.57)

Como w é radialmente simétrica, segue que ® esta bem definido e, pelo Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue, ® é continuo. Além disso, o mesmo argumento usado em (3.56) mostra

que

Bio®(7) = fi(w(z —Ter)) =T

Vejamos mais um resultado.

Lema 3.19. Suponha que as hipoteses do Teorema|3.5| sao satisfeitas. Entao, existe a > 0 tal que

max{E(®(«a)), E(®(—a))} < B (3.58)

max{E(®(7)) ; 7 € [~a,a]} < 217/Pm. (3.59)

Demonstra¢ao. Argumentando como na prova de (3.19)), podemos mostrar que

lim E(®(7)) = lim E(w(zr —Te) =m.

T—+00 T—+00
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Assim, dado € > 0, existem R; e Ry nimeros positivos tais que

T > R = |E®()—m|<e = E@())<e+m
—7 > Ry = |E(®(1))—m|<e = E(@(1)) <e+m.

Escolhendo R = max{R;, R»}, temos

T > R = E®()<e+m
-7 > R = E(®(r)) <e+m.

Pelo Lema [3.18, ¢ = B —m > 0. Logo, da desigualdade acima, obtemos

T > R = E®((r)<B
-7 > R = E(®(1)) <B.

Do argumento acima, escolhendo a > R segue que
E®(a))<B e E(®(—a))<B = max{E(®(a)),E(®(—a))} < B.
Por outro lado, como para todo 7 € R vale

E(®(1)) = E(w(x—rTey))

N(|VW(1’ —7e1)]? + a(z)w?(x — Te1))dx

= /RN(|VW(ZL‘ —7e1)|? + Ow?(x — Tey))dx + /RN(a(x) — O)w(x — Tey)dw
= m+ /RN(a(x) — O)w*(x — Tey))dx

< m+|a— @|oo/ Wiz — Te1))dw
RN

I
T

= m+|a— @|oo/ wide,
RN
segue da hipdtese (Hy)(ii) que

E(®(t)) < m+ (7P -10 [ idx

RN
= m+ (217 — 1)/ Ow?dx
RN
< m427P —1)m
— 2172/pm’
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para todo 7 € R. Desde que E e ® sao continuos e [—«, o] é compacto, concluimos que
max{E(®(7)) ; 7 € [~a, a]} < 2P,

0 que prova o lema. O

3.2.4 Demonstragao do Teorema

Finalmente, estamos aptos a demonstrar o Teorema [3.5] A demonstragao consiste em aplicar
um Teorema de Linking (Ver Capitulo 1) para garantir a existéncia de um ponto critico do funci-

onal F restrito a subvariedade M. Entao, a Proposicao |3.8 garante a existéncia de uma solucao

para ([P).
Demonstra¢ao do Teorema [3.5 Comece observando que o caso a(z) = © é considerado na Pro-
posicao . Logo, podemos supor a(z) # ©. Considere o subconjunto fechado S C M; e a

subvariedade ) C M, definidos, respectivamente, por
S={uveM; fi(u) =0} e Q=(~a,a]),

onde (1 é a projecao da aplicagao baricentro 3 na direcao de e, ¢ é definida em e a é dado
pelo Lema [3.19, Provemos primeiro que S e 9@ ”link”, ou seja, S e 9@ satisfazem a Defini¢ao
1.0l

(1) SNOQ =0, pois, se existisse u € S N IQ, terfamos

Ola)=uouP(—a)=u = a=7(P«a)=7F/u)=00u —a=7(P() =75 =0

o que é uma contradicao, ja que a > 0.

(17) Precisamos mostrar, agora, que
RQ)NS#0,VheT,

onde
= {heC(Q M,); hlog =id).

Seja h € T' e defina a aplicagao T, : [—«, a] — R por

Tr(x) = B1 0o ho®(x).
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Como 7T, é a composta de aplicagdes continuas, temos que 7, é uma aplicacdo continua. Além

disso, como ®(+a) € IQ, temos

Tu(a) = froho®(a) = B1(P(a) =a >0
Th(—a) = Brohod(—a) = Bi(P(—a)) = —a < 0.

Logo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe o € (—a,«) tal que Tp(xy) = 0. Mas isto
significa que £y (h(P(xg))) = 0, ou seja, h(P(xg)) € S. Segue-se que h(Q)NS # B, como queriamos.
Note agora que, por (3.58]), temos

I%%XE = max{E(P(a)), B(P(—a))} < B= irslf E,

ou seja, vale a segunda condicao do Teorema de Linking. Desde que o funcional E restrito a
M; satisfaz a condigdo de Palais-Smale no intervalo (m, 21-2/ Pm), basta mostrarmos que o nivel
minimax

¢ ey PO = I e POCD) = e, B #()

pertence ao intervalo (m,2'~2/Pm), para podermos aplicar o Teorema de Linking e garantir a
existéncia de um ponto critico de E restrito a M e, consequentemente, pela Proposigao (3.8) a

existéncia de uma solucao para o problem . Facamos isto. Escolha h = id € I". Entao, por

(3.59), temos

max E(h(®(z))) = max FE(®(z)) <2'"%Pm = c< 2%y,

z€[—a,al z€[—a,a]

Por outro lado, como h(Q) NS # () para toda h € T', temos

max F(h(u)) > B.
nax E(h(w) >
Tomando o infimo na desigualdade acima e usando o Lema (3.18) temos ¢ > m. Portanto,
c € (m,2'7%/Pm) e a primeira parte do teorema estd demonstrada.

Para completar a demonstracao, mostraremos que se v é um ponto critico de E no nivel ¢,
entao u tem sinal constante e, portanto, pelo Principio Maximo u > 0. Vamos argumentar por

contradi¢ao. Suponha, por contradicao que
u=u"—u", com u"#0 e u #O0.
Como u é solugao do problema

—Au+ a(z)u = clulP?u,
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temos que
/ (VuVou + a(x)uv)dx = c/ lu[P2uvdz, Y v € HY(RY).
RN

RN

Em particular, quando v = u™ e v = u~, obtemos

/RN(\VU+|2 +a(z)(u)?)dz = C/ e

RN

/RN(\VuP +a(z)(u”)?)de = c/ = Pda

RN

ou seja, E(u®) = c|u®[E. Por outro lado, vale
E(u®) =z [[u*|* = mu*[.

Logo,

1
m\ p—2
o= ()7

Assim, concluimos que
_1
¢ = B(u) = Bt) + B(uw) 2 Jut |2+ - |2 = mllut 2+ o) = 2m (2)77

o que implica que ¢ > 2'2/Pm,, caracterizando uma contradicdo. Portanto, o teorema esté provado,

como queriamos. O

3.2.5 Observacoes a Respeito do Teorema

Esta secao é dedicada a algumas observacoes sobre as hipéteses do Teorema (3.5 De fato,
veremos que algumas de suas hipoteses podem ser enfraquecidas de modo que ainda nos permitam
concluir a existéncia de solugao positiva para .

Primeiramente, observe que, em (H;) o vetor unitdrio e; pode ser substituido por qualquer
outro vetor unitario, mudando de acordo com este as hipéteses (Hy) e (Hsz). Por exemplo, se
considerarmos es = (0,1,0,...,0) em vez de e;, substituimos as hipdteses (H;), (Hz) e (Hs),
respectivamente, por:

(H) lim a(pey) = lim a(—pes2) := O, onde e, = (1,0,...,0).

p—+00 p—oo

(H)) limsup a(po) — O, quando 0 — ey € 0 — —es.
p—00

(HY) a(xy, ..., 2. .. on) =a(zy, ..., —Tiy...,2n), Vi=1,3,...,N, x € RV,
Outro ponto importante é a hipdtese (Hy)(ii). Note que ela implica uma condi¢ao de pequenez

na imagem do potencial a(x) que nao é necessaria. De fato, a oscilacao de a(z) pode ser arbitra-

riamente grande em R, pois para provar o Teorema é suficiente que a(z) satisfaga a seguinte
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condigao: existe R > 0 tal que

o) |w|22 ) _ (2—2/17 _2—1)m
(H,)(id) PHECR) ™ a — O oo ) (3.60)
b) |CL - @|Loo(CR) < (2—2/;0 - 2_1)@,

onde

N
CR: {(l'l,xg,...,l‘]v) GRN’ Zx12<R2}

=2
e w é dada pela Proposicao [1.6| Para ver isto, comece observando que o tinico momento em que

a hip6tese (Hy)(it) é requerida é no Lema [3.19, Assim, basta provarmos o seguinte resultado:

Proposicao 3.20. Suponha que as hipdteses do Teorema[3.5 sdo satisfeitas, com (H})(ii) em vez
de (Hy)(i1). Entao, vale a mesma afirmagio do Lema ou seja, existe o > 0 tal que

max{E(®(«a)), E(P(—a))} < B (3.61)

max{E(®(7)) ; 7 € [~a,a]} < 27Pm. (3.62)

Demonstragao. Note que a demonstragao de (3.61)) ndo depende da hipétese (Hy)(ii). Logo, basta
provar que vale (3.62). Para tanto, observe que para todo R > 0, temos

E(®(1)) = /RN(|Vw(93—761)|2+a(x)w2(x—7'el))d$
— /RN(Ww(:c —7e1)]? + 0w (x — Tep))dx + /RN(a(:c) — O)w?(x — Tey))dx
= m+ /RN(a(x) — O)w?(z — 7ey))dx
= m+ /RN\CR(a(x) — O)w(z — Tey))dx +/C (a(x) — O)w*(x — Tey))dx

R

= m+|a— O] @y / w’(z — Te1)dr + |a — O (o) / Wiz — Tey)dx
RN

R Cr

= m+|a— @lLoo(RN\CR)/ w?(x)dz + |a — @|Loo(CR)/ w?(x)dz

RM\Cg Cr
= m+ |a = O|e@n\cpWliz@ncpy + 10 = Ol (ep WlLzicoy
< m+ (277 —2"m+ (2777 = 2710w|F ¢
< m4 (27 =2 m+ (27 - 27H)0lwl7 2@y
< m+ 272 Y)m 4+ (27— 27 )m
= m+2027%"-27m
= 2172/, (3.63)
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ou seja, dado R > 0 vale
E(®(1)) < 217%Pm, V1 € R.

Pela continuidade do funcional F, da aplicagao ® e a compacidade do intervalo [—«, «], concluimos
que
max{E(®(7)) ; 7 € [~a, a]} < 217¥Pm,

0 que prova a proposicao. O

Para finalizar, é facil observar que a hipétese (Hs) pode ser substiuida pela seguinte condigao
mais fraca:

(HY) Para todo g,7 > 0, exitem t* > 0, t~ < 0 tais que

|a(x) — @|Loo(B(t+el’T)) <€ e |a(x) — @|Loo(B(tfel’T)) < €.
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Apeéendice A
Resultados Basicos

Para tornar a leitura do trabalho independente, apresentamos alguns resultados bésicos (e

referéncias onde estes sao provados) que sao usados ao longo do texto.

Proposicao A.1. Seja h uma distribuicdo temperada no RN e considere a equacdo

Au+Au+h=0 (A1)

no sentido das distribuicoes para A < 0. Entao,
(i) Existe uma nica distribuicao temperada satisfazendo (A.1).
(i) Se h € LP(RYN) para algum 1 < p < oo, entdo a solugao u € LP(RY) e |M|ul, < |h|,. Além

disso, se 1 < p < 0o, entdo u € W2P(RY) ¢

||U||2,p < C()\,p)|h|p.

(11i) Se h > 0, com h # 0, no sentido das distribuicdes, entao

we W2P(RY), paral <p <

loc N—1"
Demonstracao. Ver [2], Proposigao 4.3. O]
Teorema A.2. Sejam m > 1 um inteiro e p € [1,4+00). Entao,
Wme(RN) c LY(RY),  onde L se 1_m >0 (A.2)
¢ p N p N
1
Wme(RN) ¢ LYRN), Vg € [p,o0), se - — % =0, (A.3)
p
N N L m
WwmP(RY) C L®(RY), se - — v < 0, (A4)
p
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. L , N . L .
e todas as inclusoes sao continuas. Além disso, se m — — > 0 nao € um inteiro, seja k a parte
p

N N
inteira dem — — >0 e =m—— — k(0 <60 <1). Entio, para toda u € W™P(RY),
p p

|1 D%\ < C|t]|myp, para todo multi-indice o com |a| < k,
onde C' € uma constante dependendo apenas dep e N, e
|Du(x) — Du(y)| < C||ullmyplz —y|°, quase sempre em RN, ¥ o com |a| = k.

Em particular, W™P(RN) C C*(RY), em que esta inclusio é no sentido de que podemos escolher

um representante continuo.
Demonstragao. Ver [9], Teorema 9.9, Corolario 9.11, Teorema 9.12 e Corolério 9.13. O

Proposicao A.3. (Desigualdade de Interpolagao) Sejam 1 < p < g < oo e suponha que
f € LP(RYN) N LYRY). Entao, f € L"(RY) para todo r, com p <r < q. Além disso,

1 o'
flr <IfIpIFle onde —=—+ , 0<a<l.
r p q

Demonstragao. Ver [9], pag. 93. ]

Teorema A.4. (Lema de Hopf - Refinamento) Sejam U C RY wum subconjunto aberto,
u€ C*U) ece L*(U). Suponha que

—Au+c(x)u>0emU (A5)
u>0, em U
eu # 0. Entao,
(1) Se xyg € OU € tal que u(xy) =0 e U satisfaz a condi¢do da bola interior, vale
ou
5(1‘0) < 0.
(i1) Além disso,
u>0, emU.
Demonstragao. Ver [12], pag. 519. ]

Teorema A.5. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,,) uma sequéncia
de funcoes em L'(Q) e suponha que
(1) fu(x) = f(x) quase sempre em );
(ii) Eziste uma funcao g € L'(Q) tal que para todo n € N, |f.(z)| < g(z) quase sempre em Q.
Entao, f € L'(Q) e |fo — flor@ — 0
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Demonstragao. Ver [9], pag. 90. O

Teorema A.6. (Principio Variacional de Ekeland) Seja H um espago de Hilbert, I : H — R
um funcional de classe C* e M = {u € E ; J(u) = 0}, onde J € C'(H,R) e VJ(u) # 0 para
todo u € M. Suponha que I e limitado inferiormente em M e seja (u,) C M uma sequéncia

minimizante para I|yr. Entao, existe uma outra sequéncia minimizante (v,) C M tal que

I(vn) < I(un),

|vn — un|| — 0

IV (L] ar) (vn)]| =0,
quando n — oo.
Demonstracao. Ver [4], pag. 128. O]

Teorema A.7. (Lema de Brézis-Lieb) Sejam Q um subconjunto aberto do R e (u,) C LP(Q),
com 1 < p < oo, tal que

(1) (u,) € limitada em LP(Q2);

(11) un(x) — u(z) quase sempre em S).
Entao, uw € LP(Q2) e

i ([unf} — [t — uf2) = [uf?

Demonstracao. Ver [14], pag. 21. ]

Teorema A.8. (Lema de Lions) Sejamr > 0 e2 < q < 2*. Seja (u,) C H'(RY) uma sequéncia

limitada. Suponha que

lim sup / |un]? = 0.
N0 yeRN J B(y,r)
Entdo, u, — 0 fortemente em LP(RY), 2 < p < 2.

Demonstragao. Ver [14], pag. 16. ]

Teorema A.9. (P. L. Lions, 1984) Seja (u,) C H'(RY) uma sequéncia minimizante de (3.1)).
Entao, existe uma sequéncia (y,) C RY tal que a sequéncia v, (z) = u,(z+y,) possui subsequéncia

convergente em H(RYN).

Demonstragao. Ver [14], pag. 22. ]
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Apeéendice B
Aplicacao Tipo Baricentro

Neste apéndice, vamos definir uma aplicacao do tipo baricentro e provar os principais resultados
relativos a esta aplicacao, que foi imprescindivel no Capitulo 3 do nosso trabalho. Comecemos

relembrando que
My={ueM;ulxy,.. ... ,¢8)=ulxy,...,—24...,25), Vi=2,...,N,oz € RV}

Seja u € M, e defina

i(r) = ———— d— )|d RY,

Note que @ : RY — R estd bem definida, ou seja, @(r) € R para todo z € RY. De fato, como

|B(0,1)] é constante, basta mostrar que

/ lu(y)|dy < oo, para cada z € RY.
B(z,1)

Para cada € R temos, pela Desigualdade de Hélder, que

1 1 1
[wttars ([ 1) ([ wwpa) = 1s00f ([ k) <,
B(z,1) B(z,1) B(z,1) B(z,1)

(B.1)

[N

pois u € L2 (RY). Além disso, é claro que @(x) > 0 para todo x € RY.

No que segue, a fim de mostrar que @ € H'(R"), provaremos duas afirmagoes.
Afirmagao B.1. @ € L*(RY).

Demonstracao. Com efeito,

/RN [l de = /RN (]B 0.1 ’/ e )|dy>2d$ = m - (/B(m) Iu(y)]dy)zdx. (B.2)
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Por (B.1), segue de (B.2), que

u|dr < dydzx.
G |Bm|/RN/xl> v)lFdy

Aplicando o Teorema da Mudanga de Varidveis a integral do lado direito acima, temos

dydx——/ / u(z + x)|°dzdx.
01|/RN/M) o)l BOD] Jew S U

/ |ﬂ|2dx<;/ / lu(z + z)2dzdx.

RN B0, )] Jr~ B0

Pelo Teorema de Fubini, segue que

1
ﬁde<—/ / u(z + x)|?dxdz.
o 5 g g o )

Usando, novamente o Teorema da Mudanca de Variaveis, na integral do lado direito acima, con-

al?dx < / / dwdz.
/]RN| | 0 1) | B(0,1) JRN ’

1
i) ?de < —/ lu|2dz = |ul? < oo,
éN 1B(0,1)] Sy ?

0 que prova a afirmacao. O

Logo,

cluimos que

Portanto,

Afirmacao B.2. @ possui derivadas fracas, a saber,

ou Olu(y)
— = d ., N.
dx; (@) = B(0,1 |/ B(z,1) dyi ) Vi 7

Y e L*(RY). Em particular, . € HY(RY).

%

Além disso,

Demonstragdo. Note primeiramente que, como u € HY(RY), entdo |u| € H'(RY). Logo,

[ it @an = [ 2w, v e open) (B.3)

sdo as derivadas fracas de |u|. Seja agora ¢ € C5°(RY) e observe que

[ i war= b [ 22 ([ i) e

Aplicando o Teorema da Mudanca de Varidveis a integral dentro dos parénteses do lado direito

onde
L
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acima, temos que

AN&(x)gi(x)dx _ % RNS—Z( )(/3(01)1 (Z+J;)|dz)
= 01|/RN/01 u(z + )| gxz( )dzdx
_ m /B » /R uz +2) axi(x)dxdz. (BA)

onde a tltima igualdade é dada pelo Teorema de Fubini. Dado z € RY, defina ¢(z) = ¢(z — 2).
Entéo, ¢ € C°(RY) e

O
8%

Segue que podemos escrever ([B.4) como

Oy _ 1 %4
/RN u(w)a$Z (x)dx = BO.D] /B(O,l) /]RN lu(z + $)|8xz (z 4+ z)dxdz.

Por (B.3)), temos

0y / / O|u( z+x)|
u(x r)dx = ———(z+ z)dxdz
| @5t @i = mo 01| R
= / / 8|u z+x o(x)dxdz
B(0,1) | B(0,1) JRN T
= / / 8|u 4 )l o(x)dzdz
0 1 | RN JB(0,1) Oz;

Olu(z + x)|
= x ———dzdz,
| (O D] Jew ol /B(O 1) O;

40 = ZE ).

onde a antepeniltima igualdade é dada pelo Teorema de Fubini. Novamente, pelo Teorema da

Mudanga de Variaveis aplicado a iltima igualdade acima, obtemos

0 B 1 Olu(w)|
AN“(x)axi<x)dx BREIE y/RN /m 3wZ wdx
Olu(w
B / (‘BOl‘/ml) awz )dx’

0 que mostra a primeira parte da afirmacao. Além disso, o mesmo argumento usado para mostrar

que @ € L*(RY), pode ser aplicado aqui para provar que

ou / Olu(y) 2 N
—(x) = d e L“(R™).

8l’i ( 3%
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Concluimos das afirmagoes (B.1)) e (B.2) que @ € H'(RY). Defina agora

1 +
a(z) ;= |u(z) — = maxa(z)| ,VzeRY, (B.5)
2 RN
Note que @ : RY — R estd bem definida, ou seja, 4(x) € R para todo € RY. De fato, é claro
que se max @(r) < oo, entdo G(x) < oo para cada z € RY. Por outro lado, se for max u(z) = oo,
R R
entdo 4(z) = 0 para todo x € RY, o que mostra que @ estd bem definida. Além disso, @(z) > 0

para todo z € RY e

1
+ 0, se t(z) < = maxu(x)
(z) = lﬂ(x) — max ﬁ(x)} ={ 1 2~ RY ) 1 i
R u(zx) — 5 r%%xu(:v), se u(x) > 5 r%%xu(x).

Afirmacgao B.3. Se 2 < p < 2* entao 4 € LP(RY).

Demonstragao. Considere o conjunto

X = {x cRY; a(x) > %maxﬂ(x)}.

RN

Entao,

/RN a(z)P = /X () — §%%xa(x)rdx

X L RN RN
_1 »
= / —maxﬁ(x)} dx
x |2 RN

< / li[Pde < 00 = 0 € LP(RY).
RN

Vamos, agora, definir a aplicacao baricentro. Para cada u € My, defina

1 1
Bu) == A—/ xu(z)Pdr = — / rru(z)Pde, . .. ,/ ryu(x)Pdx |,
|afp Jew |afp \Jen RN

onde # foi definida em (B.5)). Mostremos que 3 : My — RY est4 bem definida, ou seja, para cada
r e RY

/ ziu(r)Pdr < oo, Vi=1,...,N.
RN
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Para tanto, considere a seguinte afirmacao:
Afirmagao B.4. i(x) — 0 quando |z| — co.

Demonstracao. Relembre que

i) = ——— u : u(y))?
0) = iy o, P00y < 1B ([ )

Tomando o limsup na igualdade acima, segue, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Le-

1
2

besgue, que

N

limsupu(z) < |B(0, 1)|% lim sup </ |u(y)|2dy>
B(z,1)

=

_ B0, 1))} limsup ( / |u<y>|2x3<m,1><y>dy)
]RN

|z| =00

= 0 (B.6)

Como @(x) > 0 para todo x € RY, concluimos que liminf @(x) = 0, o que prova a afirmacao.

|z|—0
]
Note agora que
1
supp & =< x € RV ; a(z) > = maxu(x
pp { () 2 5 maxa )}
é compacto, pois, caso contréario, terfamos uma sequéncia (x,) C supp « tal que |z,| — oo e
i(en) > - maxi(z), Vo € N= 0= lim a(z,) > > maxa(z) = @=0
tu(x,) > —maxu(x), Vn = lim @(x,) > - maxa(x U=
2 RN n—00 2 RN
o que é uma contradicao. Logo, para cada i =1,..., N, temos
/ ziu(z)Pdr = / ziu(z)Pdr < C’/ u(z)Pdx < oo,
RN supp supp
pois @ € LP(RY), provando que 3 estd bem definida.
Para cadat=1,..., N, seja 3; : My — R a projecao de 3 na direcao de e;, isto é,
Bi(u) = (B(u), ).
Prova-se que, se i = 2,..., N, entao (;(u) = 0 para toda u € M;. Além disso, temos a seguinte

proposicao:

Proposicao B.1. 5, : My, — R € continua.
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Demonstragdo. Seja (u,) C M, tal que u,, — v em H'(RY). Entao, u, — v em LP(RY) e em
LP

P (RY). Além disso, como na demonstracio da Afirmagao , podemos obter uma constante

C > 0 tal que

i, — ) < Cluy —ulb = G, —a em LP(RY).

Mais ainda, como a aplicacao u — u™ é continua, segue, da definicao de 4, que
Up, — u em LP.
Assim, existem uma subsequéncia (u,, ) de (u,) e uma fungao h € LP(RY) tal que

(1) i, (v) — 4(z) quase sempre em RY

(i) |in, ()] < h(x) quase sempre em RY.
Pelo do Teorema da Convergéencia Dominada de Lebesgue concluimos que

/RN 21 (U, (z))Pde — x1(u(x))Pdz,

RN

ou seja,

B1(tn,) = Bi(u) = [ é continua .
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