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Resumo

Neste trabalho, estudamos o sistema de equacoes de Navier-Stokes em R?

%—VAU—F(U-V)U—FVP:]CGIHQX [0, 4+00),

divu =V -u=0em Q x [0, +00),
u = 0 sobre 092 x [0, +00),

u(+,0) = up em €,
\

em dominios ilimitados sob os quais vale a desigualdade de Poincaré, isto é, existe uma

constante A\; > 0 tal que
1
/ P*dr < —/ |V¢|*dz, para todo ¢ € Hy ().
0 A Ja

Provamos a existéncia de atrator global no espaco de fases natural para este sistema

explorando a equagao de energia do problema.

Palavras-chave: Atrator global; dominios ilimitados; equagoes de Navier-Stokes; de-

sigualdade de Poincaré.



Abstract

In this work, we study the Navier-Stokes flow in R?

%—VAu—F(u-V)u—l—Vp—femQx[O,+oo),

divu =V -u=0em Q x [0, +00),
u = 0 sobre 092 x [0, 400),

u(-,0) = up em €,
\

in an unbounded domain such that the Poincaré’s inequality is holds, i.e., there is a

constant A; > 0 such that we have the following inequality
1
/ p*dx < —/ IVo|?dx, for all ¢ € Hy(R).
0 A1 Ja

We show the existence of global attractor in the natural phases spaces for this system

exploring the energy equation of the problem.

Keywords: Global attractor; unbounded domains; Navier-Stokes system; Poincaré’s

inequality.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e X’ denota o dual topolégico de um espaco de Banach X;

sup ess denota o supremo essencial;

C, C4, Cy, ... denotam constantes positivas, possivelmente diferentes;

* ~ . : *
— denota a convergéncia na topologia fraca*;

— denota convergéncia fraca em um espac¢o normado;

— denota imersao continua;

(& . ~
— denota imersao compacta;

e supp(u) denota o suporte da funcao u;



Introducao

O objetivo deste trabalho é, tendo como base o artido do autor R. Rosa [14], fazer
o estudo das equacoes de Navier?-Stokes®, as quais regem escoamentos de fluidos in-
compressiveis tais como liquidos e gases. Aqui, nao trataremos da modelagem de tal
fenomeno via equacoes diferenciais, no entanto para situar fisicamente o problema, fa-
remos inicialmente algumas colocagoes de carater geral para depois analisar as questoes
técnicas envolvidas e discutidas no presente trabalho.

Recordemos que, na teoria classica da Mecanica dos Meios Continuos, o comporta-
mento fisico dos materiais deve obedecer a trés principios basicos de balanco, conforme
descrito por Boldrini [4], o de massa, o de momento linear e o de energia, sendo o ba-
lanco de momento angular geralmente levado em conta pela hipétese de que nao exis-
tem fontes microscopicas de momento angular; conclui-se entao que o tensor tensao é
simétrico, o que, por sua vez, implica que o balanco de momento angular é consequéncia
do balanco do momento linear. Além disso, em muitas situacoes fisicamente importan-
tes, nos quais estamos interessados apenas no comportamento estritamente mecanico,
e nao energético do material, é possivel desacoplar as equagoes que correspondem aos
balancos de massa e momento linear da equagao que corresponde ao balanco de ener-
gia. Se esta ¢ a situacao, e se o material estudado corresponde a um fluido Newtoniano
com dissipagao do tipo viscoso, somos levados ao estudo das chamadas equacgoes de
Navier-Stokes.

Se supusermos, além das hipdteses anteriores, o fato de que o fluido é incompressivel
e homogéneo (densidade constante), somos levados as equagoes classicas de Navier-
Stokes

poa—:f —vAu+ po(u- V)u+ Vp = pof em Q2 x [0, +00),

divu =V -u=0em Q x [0,+00),
u = 0 sobre 02 x [0, +00),

u(-,0) = up em Q,

\

2Claude Louis Marie Henri Navier (Dijon, 10 de fevereiro de 1785 - Paris, 21 de agosto de 1836)
3Sir George Gabriel Stokes (Skreen, Condando de Sligo, 13 de Agosto de 1819 - Cambridge, 1 de
Fevereiro de 1903)



onde  (regidao de escoamento do fluido) é um dominio (aberto e conexo) do RN, N > 2,
com fronteira 02, ndo necessariamente limitado, u = u(z,t) é o campo de velocidades
do fluido em um ponto z € 2 do espaco e instante ¢ > 0; py > 0 é a densidade
(constante) do fluido; v > 0 é o coeficiente de viscosidade cinemadtica (constante), a
viscosidade desempenha nos fluidos o mesmo papel que o atrito nos sélidos; f = f(x)
é a densidade de forgas externas por unidade de massa (assumiremos ser independente
do tempo); V e A e div, representam os operadores gradientes, laplaciano e divergente,
respectivamente; u - Vu indica o operador de conveccao, cuja i-ésima componente em

coordenadas cartesianas é dado por

N

ou;
[(UV)U]Z :jzluja—%7 1 = 1,2,...,N,

onde u; indica a k—ésima componente da velocidade u em coordenadas cartesianas, e

p = p(x,t) é a pressao hidrostatica. A equagao
divu =V -u=0, em 2 x [0,+00), (2)

indica que o fluido é incompressivel (neste caso, o balango de massa também é au-
tomético). A condigao
u = 0 sobre 02 x [0, +00), (3)

indica que o fluido adere as paredes da regiao §2 que é considerado em repouso;
u(+,0) = up em Q

é a velocidade inicial do fluido.

Vale notar que o caso N = 1 é trivial, pois neste caso a condigao (2) juntamento
com (3), implica que u(x,t) = 0.

Por razoes técnicas, consideramos somente o caso em que py = 1 e a dimensao
especial N = 2.

A anédlise matematica de (1) foi introduzida na literatura por Leray em 1934 [9], de-
pois ela foi sistematicamente investigada por O. Ladyzhenskaya® [8], Lions [11], Temam
[18], Tartar [17] e vérios outros matemadticos.

E comumente aceito que a compreensao completa do comportamento assintotico
dos fluidos de Navier-Stokes é essencial em vérios aspectos. No contexto da teoria

de atratores globais, os primeiros a provarem a existéncia do atrator global para as

40lga Aleksandrovna Ladyzhenskaya (Kologriv, 7 de marco de 1922 - Sdo Petersburgo, 12 de
janeiro de 2004)



equagoes de Navier-Stokes em dominios suaves (dominios com fronteira regular, por
exemplo, de classe C?) e limitados do R? foram Ladyzhenskaya [8] e C. Foias e R.
Temam [6], os resultados de C. Foias e R. Temam permite-nos concluir que quando o
dominio é um subconjunto suave e limitado do R?, o sistema dinamico associado as
equagoes de Navier-Stokes possuem um atrator global de dimensao fractal finita; em
outras palavras, o comportamento assintético de tal sistema é “determinado” por um
objeto finito-dimensional.

Nesta dissertacao estamos interessados no caso de dominios ilimitados, e acredita-
mos que os primeiros a tratarem deste caso foram F. Abergel [1] e A. V. Babin [3] onde
é exigido que o termo forcante f pertenca a algum espaco de Sobolev com peso.

Para melhor compreensao desta dissertacao, a seguir resumimos os capitulos que a
compoem.

No primeiro capitulo relembramos alguns resultados essenciais a continuidade do
trabalho. Primeiro, apresentamos um breve compéndido sobre a teoria dos espagos LPs
e espacos de Sobolev. Em seguida, sera feita uma enumeracao dos resultados a serem
utilizados no decorrer do texto. Basicamente, faremos neste capitulo algumas defini¢oes
e conceitos basicos, resultados sobre teoria das distribuicoes e andlise funcional, veja
por exemplo, H. Brézis [5], R. Adams [2]. A leitura deste capitulo pode ser omitida, se
o leitor estiver familiaridade com estes assuntos.

O segundo capitulo é dedicado a teoria de atratores globais para semigrupos nao li-
neares, relembramos a definicito de semigrupos nao lineares, semidistancia de
Hausdorff, conjuntos absorventes e atratores globais para semigrupos nao lineares. Por
fim, apresentamos resultados classicos que apresenta condig¢oes necessarias e suficientes
para a existéncia de atratores globais, para maiores detalhes veja J. K. Hale® [7] e
R. Temam [18]; a leitura deste capitulo também pode ser omitida, se o leitor estiver
familiaridade com estes assuntos.

Supondo que ) seja um dominio ndo necessariamente limitado do R? sobre o qual

vale a desigualdade de Poincaré, isto é, existe uma constante A\; > 0 tal que
1
/ P*dx < —/ |V¢|*dx, para todo ¢ € Hy (),
0 At Ja

por exemplo, ) pode ser um dominio limitado do R? com projecao limitada em alguma
coordenada.

Esta condigao é bastante utilizada em R. Rosa [14] de modo que se possa contornar
a falta de compacidade nas imersoes sem que seja necessario o uso de espacos de Sobolev

com peso.

5Jack Kenneth Hale (Dudley, Kentucky, 3 de outubro de 1928 - Atlanta, Georgia, 9 de dezembro
2009)



Também, supomos que a nao linearidade f pertence ao espaco dual V', onde o

espago V ¢ definido como sendo o fecho do espaco V em Hj(Q2) x Hg (), dado por
V:={veDQ) xD();V-v=0em Q}.

No terceiro capitulo dissertamos sobre a existéncia de atrator global para o problema
(1) em H, onde este espago é definido com sendo o fecho do espago V em L?(2) x L*(2).

A prova possui basicamente duas etapas cruciais:

e Etapa 1. Prova da existéncia de um conjunto absorvente em H, conforme Teo-

rema 3.8, e a ideia central foi explorar a equacao da energia 3.35;

e Etapa 2. Prova da compacidade assintética em H do semigrupo gerado pelo
problema (1), conforme o Teorema 3.12, e a ideia central foi explorar a equagao

da energia e o Lema 3.11.

A nossa principal referéncia neste capitulo da dissertacao foi o artigo do R. Rosa
[14] que trata da existéncia de atrator global para o problema (1) em H e de estimativas
para a dimensao fractal e dimensao de Hausdorff do atrator.

Finalmente, no quarto capitulo faremos breves consideragoes finais sobre o trabalho.
Apresentamos algumas motivagoes ao considerar o texto do R. Rosa [14], e alguns
problemas a cerca do sistema de Navier-Stokes a serem abordados com a mesma anélise

matematica aqui utilizada.



Capitulo 1

Resultados e conceitos preliminares

Neste capitulo, assim como no capitulo 2, serao abordados resultados e conceitos

que serao utilizados no decorrer do trabalho.

1.1 Espacos funcionais

Dados 2 C R™ um aberto e uma funcao continua f : 2 — R, define-se suporte
de f, e denota-se por supp(f), o fecho em Q do conjunto {z € Q; f () # 0}. Assim,
supp(f) é um subconjunto fechado de .

Uma n-upla de inteiros nao negativos a = (ay, ..., a;,) é denominado de multi-indice
e sua ordem é definida por |a| = a5 + ... + a,.

Representa-se por D® o operador derivagao de ordem |« , isto é,

ol

DY = ——.
a1 n
0x{'...0xY

Para a = (0,0, ...,0), define-se D°u = u, para toda fungao u.
Por C§° (£2) denota-se o espago vetorial, com as operagdes usuais, das fungoes defi-
nidas sobre 2, infinitamente diferenciaveis e com suporte compacto, em §2.

Um exemplo cldssico de uma funcao de C§° (§2) é dado por:

Exemplo 1.1. Seja Q@ C R™ um aberto tal que By (0) = {x € R™; ||z|| < 1} compac-

tamente contido em €. Consideremos f:Q — R, tal que

1
flz) = ellel*=1 " se |lz|| < 1

0, se ||z]| > 1,

onde © = (x1,x, ... a norma euclidiana de x. Temos que

B
2
aQ
8
I
< N
=
)
=N
N———
o=



Resultados e conceitos preliminares Capitulo 1

feC>®(Q) esupp(f) = By (0) é compacto, isto é f € CF° ().

Definigao 1.1. Diz-se que uma sequéncia (¢n),cn em Cg° () converge para ¢ em

Ce (), quando forem satisfeitas as sequintes condigoes:
(1) Existe um compacto K de € tal que supp(¢) C K e supp(p,) C K,V n €N,
(ii) D*p, — D% uniformemente em K, para todo multi-indice a.

Observacio 1.1. E possivel (ver Schwartz [13]) dotar CS° () com uma topologia de
forma que a nog¢ao de convergéncia nessa topologia coincida com a dada pela Definicao

1.1.

O espago C§° (2), munido da convergéncia acima definida, serd denotado por D (€2)
e denominado de espacgo das funcoes testes sobre €.

Uma distribui¢do (escalar) sobre € ¢é todo funcional linear continuo sobre D ().
Mais precisamente, uma distribui¢ao sobre  é um funcional 7' : D (2) — R satisfa-

zendo as seguintes condigoes:

(1) T(ap +B¢) = ol (p) + 5T (), Va, feReVp, ¢ eD(Q),

(i) T é continua, isto é, se (¢y,), oy converge para ¢, em D (Q2), entao (T (¢n)),en

converge para T (¢), em R.

E comum denotar o valor da distribuicdo 7' em ¢ por (T, ).

O conjunto de todas as distribuicoes sobre {2 com as operacoes usuais é um espago
vetorial, o qual representa-se por D’ (2).

Os seguintes exemplos de distribuicoes escalares desempenham um papel funda-

mental na teoria de espacos funcionais.

Exemplo 1.2. Sejau € L}, (). O funcional T, : D (Q) — R, definido por

loc

(T o) = / u () o (x) da,

¢ uma distribui¢ao sobre Q univocamente determinada por u (ver Medeiros-Miranda [12]).
Por esta razao, identifica-se u com a distribuicao T, por ela definida e, desta forma,

Ll

loc

(Q) serd identificado como uma parte (propria) de D' (2).

Exemplo 1.3. Consideremos 0 € Q e o funcional &y : D () — R, definido por

(60, ) = ¢ (0).

Em [12], vé-se que 0y € uma distribui¢ao sobre Q). Além disso, mostra-se que 6y nao
definido por uma funcao de L} . ().

loc
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Definigao 1.2. Diz-se que uma sequéncia (1,),.n em D' (Q) converge para T em
D' (), quando a sequéncia numérica ((Ty,¢)),cn convergir para (T,¢) em R, para
toda p € D(Q).

Definicao 1.3. Sejam T uma distribuicdo sobre Q2 e a um multi-indice. A derivada
DT (no sentido das distribuicoes) de ordem |a| de T € o funcional definido em D (Q)
por

<DaT> 90> = (_1)|a| <T’ Da(tp> ) VQO €D (Q) :

Observagao 1.2. Decorre da Definicio 1.3 que cada distribuicao T sobre ) possui

derivadas de todas as ordens.

Observagao 1.3. DT é uma distribui¢ao sobre €2, onde T € D' (). De fato, vé-
se facilmente que DT ¢ linear. Agora, para a continuidade, consideremos (¢n), ey

convergindo para ¢ em D (). Assim,
(DT on) = (DT, )| < (T, D%pn = D) = 0,

quando n — 0.

Observacgao 1.4. Vé-se em Medeiros-Rivera [15] que a aplicacao D* : D' (Q2) — D' (Q)

tal que T — D*T € linear e continua no sentido da convergéncia definida em D' (Q).

Dado um nimero inteiro m > 0, por W™P (), 1 < p < 00, representa-se o0 espago
de Sobolev de ordem m, sobre (2, formado pelas (classes de) fungoes u € L (£2) tais
que D*u € LP (Q2), para todo multi-indice a, com || < m. O conjunto W™P (£2) é um
espago vetorial, para qualquer que seja 1 < p < .

Munido das normas

[llyymp iy = Z / |D% (x)[Pdx | , quando 1 < p < 0o
Q

laj<m

[wll oo ) = Z sup gss |D% ()], quando p = oo,
jal<m €

os espagos de sobolev W™P () sao espagos de Banach (vide Medeiros-Rivera [13]).
Observagao 1.5. Quando p = 2, o espago W™ (Q) ¢ denotado por H™ (), o qual

munido do produto interno

(U V) gy = Z /QDau () D% (x) dx

laf<m
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€ um espaco de Hilbert.

Dado um espago de Banach X, denotaremos por L? (0,7 X), 1 < p < 00, 0 espago
de Banach das (classes de) funcoes u, definidas em |0, 7] com valores em X, que sao

fortemente mensurdveis e ||u (¢)|% é integrével a Lebesgue em 0, T[, com a norma

T , H
Hmmmfxf:(£|wamxﬁ)

Por L> (0, T; X) representa-se o espaco de Banach das (classes de) fungoes u, definidas
em |0, T com valores em X, que sao fortemente mensuraveis e ||u (t)|| y possui supremo

essencial finito em |0, 7', com a norma
[l oo fo.75x) = sup ess [Ju (£)]] x -
te)o,T

Observagao 1.6. Quando p =2 e X € um espago de Hilbert, o espaco L*(0,T;X) ¢é

um espaco de Hilbert, cujo produto interno dado por

() = [ (@(0) 0 (O)x .

Consideremos o espago L? (0,7;X), 1 < p < oo, com X sendo Hilbert separdvel,

entao podemos fazer a seguinte identificagao
[L7 (0, T; X)) ~ L7 (0, T X) ,
onde (1/p) + (1/q) = 1. Quando p = 1, faremos a identifica¢ao
(L (0,75 X)] ~ L (0,T; X').

Essas identificagoes encontram-se detalhadamente em Lions [11].
O espaco vetorial das aplicagoes lineares e continuas de D (0, 7") em X é denominado

de espago das distribuigoes vetoriais sobre ]0,7[ com valores em X e denotado por
D'(0,T;X).

Definigao 1.4. Dada S € D' (0,T; X), define-se a derivada de ordem n como sendo a

distribuicao vetorial sobre |0, T com valores em X dada por
ars d"p
—_— =(-1)"(S,— ),V D(0,T).
(Ge) =0 (8.55), voenn)

Exemplo 1.4. Dadas v € L?(0,7;X), 1 < p < o0, e ¢ € D(0,T) a aplicagao

8
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T.:D(0,T) — X, definida por

integral de Bochner em X, € linear e continua no sentido da convergéncia de D (0,T),

logo uma distribuicdo vetorial. A aplicacao u — T, € injetiva, de modo que podemos
identificar u com T, e, neste sentido, temos L? (0,7;X) C D' (0,T; X).

Consideremos o espago
WP (0,T;X) = {ue LP(0,T;X); u¥ € LP (0, T; X), j=1,...,m},

onde ul) representa a j-sima derivada de u no sentido das distribuicoes vetoriais.

Equipado com a norma

D=

lullwmoorx) = (Z Hu(j)HI;P(O,T;X)> ’

=0
WP (0,T; X) é um espago de Banach (vide Adams [2]).

Observacao 1.7. Quando p =2 e X é um espago de Hilbert, o espago W™P (0,T; X)

serd denotado por H™ (0,T; X), o qual, munido do produto interno

m
(UUHmOTX E : 7 L20TX)
Jj=0

¢ um espago de Hilbert. Denota-se por HJ* (0,T;X) o fecho, em H™ (0,T;X), de
D(0,7;X) e por H™(0,T; X) o dual topoldgico de HJ" (0,T; X).
1.2 Principais resultados utilizados

Lema 1.1 (Imersoes de Sobolev). Seja Q um aberto limitado do R™ com fronteira T’

reqular.

n—2m

(i) Se n > 2m, entao H™ () — LP (§2), onde p € [1, 2n } :
(i1) Se n = 2m, entao H™ () — LP(Q), onde p € [1, +0o0].
(17i) Senm=1em > 1, entdao H™ () — L> ().

Aqui o simbolo < denota imersao continua.

Prova.Ver Brezis [5].
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Lema 1.2 (Rellich-Kondrachov). Seja 2 um aberto limitado do R™ com fronteira T’

reqular.

c 2n
) S 2 tao H™ (Q2 L? (Q d 1 )
(1) Se n > 2m, entao (Q) — (),onepe[,n_Qm{

(i1) Se n = 2m, entdo H™ (Q) < L* (Q), onde p € [1, +o0].

(iii) Se 2m > n entdao H™ () < C* (Q), onde k é um inteiro ndo negativo tal que
kE<m—(n/2) <k+1.

. , c . ~
Aqui o simbolo < denota imersao compacta.

Prova. Ver Brezis [5].

Teorema 1.3 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Seja E um espago de Banach, o conjunto
Be ={f € E';||f|| <1} € compacto na topologia fraca* o (E', E).

Prova. Ver Brezis [5].

Lema 1.4 (Du Bois Raymond). Seja u € L}, (). Entdo

loc

/Qu(a:)@(:z:)d:z: =0, Vv € D(Q),

se, e somente se, u =0 quase sempre em ).
Prova. Ver Medeiros-Rivera [13].

Lema 1.5 (Desigualdade de Poincaré). Seja 1 < p < oo e Q2 C R™ um aberto limitado.

Entao existe uma constante C' que depende apenas de 2 e p tal que
17
HU’HLP(Q) <C HquLp(Q) , Vu € WyP(9). (1.1)
Em particular, a expressao ||[Vul|,qy € uma norma em WyP(Q), que por sua vez é
equivalente a norma usual.

Observacgao 1.8. A desigualdade de Poincaré permanece vdlida se €2 tem medida finita

e também se ) tem projecao limitada em uma das coordenadas.
Prova. Ver Adams [2] ou Brezis [5].
Lema 1.6 (Desigualdade de Young). Sejam a,b constantes positivas, 1 < p < oo e

1 <q < oo, tats que — + — =1, entao
p q

ab b
ab < —+ —.
p q

10
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Prova. Ver Brezis [5].

Lema 1.7 (Desigualdade de Hélder). Sejam f € LP (2) e g € L7 (2), com 1 < p < o0

1 1
e—+—=1, entio fg € L' (Q) e
P q

1ol ney = / 19l < 11w 19 e -

Prova. Ver Brezis [5].

Proposicao 1.8. Seja €2 um aberto limitado do R™, com fronteira I' bem reqular. Entao
a aplicacao

v = [|Av|| 2
define em H?*(Q) N Hy () uma norma equivalente d norma em H?(S).
Prova. Ver Medeiros-Miranda [12].
Definicao 1.5. Uma forma bilinear b: H x H — R € dita

(i) Continua se existe uma constante C' tal que

|b(u,v)| < Clullv|, Yu,v e H;

(ii) Coerciva se existe uma constante o > 0 tal que

b(v,v) > alv|?, Vv e H.

Teorema 1.9 (Lax-Milgram). Sejam H um espago de Banach e a: H x H — R uma

forma bilinear, continua e coerciva. Para toda ¢ € H' existe um inico uw € H tal que
a(u, v)={(p, v), VveH.

Além disso, se a € simétrica, u se caracteriza pela propriedade

wueH e %a(u, w) — (i, u>:Mm{%a(v, V) — (g, v>}.

veEH
Prova. Ver Brezis [5].

Teorema 1.10. Sejam X e Y espagos de Hilbert tal que X — Y e p € LP(0,T,X),
W€ LP0,T;Y), 1 <p< oo, entio p € CO0,T];Y).

Prova. Ver Brezis [5].

11



Resultados e conceitos preliminares Capitulo 1

Teorema 1.11 (Compacidade Aubin-Lions). Suponha X C B C Y com imersao
compacta X < B onde X,Y e B sao espacos de Banach e 1 < p < oo, 1 <r < co.

Seja F limitado em LP(0,T,X) NW*"(0,T,Y), onde s >0 ser > p e onde s > * — }D

ser < p. Entdo F relativamente compacto em LP(0,T, B) (e em C(0,T, B) sep = o0).
Prova. Ver Simon [16].

Definicao 1.6. Seja N um espago normado e N’ o seu dual, dizemos que uma sequéncia

Tntn C N converge fraco para x € N, denotamos por x, — x, se
{zn} g p p
flx,) — f(x), n— oo,

para todo f € N'.

Definigao 1.7. Dizemos que uma sequéncia {f,}n C N’ converge fraco* para f € N’,
denotamos por f, — f, se

Z(fn) = Z(f), n = oo,

para todo T € N C N".

Teorema 1.12. Sejam E um espago de Banach, E' seu dual e (f,) uma sequéncia de
E'. Se f,— [ fraco* em E', entao || f,]| < C e ||f]| < lm || f.] -

Prova. Ver Brezis [5].

Teorema 1.13 (Banach-Steinhaus). Sejam E e F' dois espagos de Banach. Seja (T),)
uma sequéncia de operadores lineares continuos de E em F tais que para cada x € F,

T,x converge, quando n — 0o, a um limite que denotamos por Tx. Entao tem-se:

(2) Sup 1Tl 2.1y < 00

(i) T € L(E,F),
(@) Tl g,y < M| Tl -
Prova. Ver Brezis [5].

Teorema 1.14 (Gauss-Green). Se u € C*(Q), entdo

ou
Q 0,

d:p:/uyidf, 1=1,2,...,n.
r

Prova. Ver Brezis [5].

12



Resultados e conceitos preliminares Capitulo 1

Teorema 1.15 (Férmulas de Green ). (i) Se vy € H*(Q), entao
22l 1
Vv - Vudr = — | uAydr + | —uds, Yu € H (Q).
Q (9] Fal/

(ii) Se u,y € H*Q), entao

/uA’y — yAudr = /u@ — V@ds.
v v

Q o0
Prova. Ver Brezis [5].

Teorema 1.16. Sejam X e Y espacos de Banach tais que Y S X eG um conjunto
de funcoes em LY(R;Y) N LP(R; X), p > 1, satisfazendo as condicies:

1. G é limitado em LP(R; X) e L'(R;Y);

2. a convergéncia

T—a
/ lg(a+s) —g(s)[5ds — 0, a—0, (1.2)
0

¢ uniforme em g € G;

3. o suporte das fungoes g € G estd contido num compacto firo de R; digamos
[—L,+L].

Entao G € relativamente compacto em LP(0,T; X).
Prova. Ver Temam [19] pg. 97.

Proposigao 1.17. Seja B um espago de Banach uniformemente convexo. Seja {x, }nen

uma sequéncia em B tal que x,, — x, fraco, e
lim sup |12 < 1]

Entao x, — x, forte em B.

Prova. Ver Brezis [5] pg. 78.

13



Capitulo 2

Teoria de atratores globais para

semigrupos nao lineares

2.1 Nocoes basicas

Nesta secao introduziremos a nocao de atrator global para semigrupos nao
lineares (sistemas dinamicos autonomos) dissipativos. No que segue (X, d) é um espaco

métrico e C(X) é o conjunto das aplicagoes continuas de X em si préprio.

Definigao 2.1. Um semigrupo ndo linear (sistema dinamico auténomo) em C(X) €
uma familia de aplicagoes {S(t)}i>0 em C(X) que verifica as propriedades:

(i) S(0) = I, onde I denota o operador identidade em X ;

(ii) S(t + s) = S(t)S(s) para todos t,s > 0;

(tii) A aplicacao [0,4+00) X X > (t,z) — S(t)x € X € continua.

Exemplo 2.1. Consideremos o sequinte problema de valor inicial:

d
%x(t) = —azx(t) + f(x), t > 0;

x(0) = xo,

(2.1)

onde f é uma fungdo (nao necessariamente linear). Queremos encontrar x : [0, +00) —
R que satisfaz (2.1). Pelo teorema de existéncia e unicidade para equagoes diferenciais

ordindrias o problema acima possui uma unica solugdo para cada dado inicial z(0) = xg.

14
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Para cada t > 0 definimos

St):R — R

t
Ty e_“tx0+/ e f(x(s))ds.
0

A familia {S(t)}+>0 ¢ o semigrupo nao linear associado ao problema de valor inicial
(2.1).

No que segue apresentamos a definicao de orbita.

Definigao 2.2. Por um ponto x em X, define-se a drbita positiva v+ (x) por x como
sendo y*(x) = {S(t)x; t > 0}. Além disso, para s > 0 denotaremos v} (x) :=

{S(t)x; t > s} a drbita positiva por x no instante s.

Uma solugdo para trds por x € X é uma aplicagdo continua ¢ : (—oo,0] — X tal
que ¢(0) = z e, para cada t < 0 vale S(s)¢(t) = ¢(s +t) para todo 0 < s < —t. Uma
solugao global por x € X é uma funcao continua ¢ : R — X tal que ¢(0) = x e para
cada t € R, S(s)o(t) = ¢(s +t) para todo s > 0.

Caso X seja um espago de Banach de dimensao infinita e S(t) seja linear, solugoes
para tras ou globais, em geral, nao existem e sua existéncia esté condicionada a escolha
de z. Além disso, quando uma solu¢ao para tras existe, ela pode nao ser unica, isto

ocorre, pois S(t) ndo é necessariamente injetivo para todo ¢ > 0.

Definicao 2.3. Se existir uma solugao para trds por v € X, entdo definimos a orbita

negativa por x como sendo

7_(33) = U H(tv x)?

>0
onde
H(t,x) ={y € X; existe uma solugdo para trds por x, definida por ¢ : (—o0,0] —
X com
¢(0) =z e o(—t) =y}
Além disso, para s > 0 denotaremos 7, (v) := ;5 H(t, z) a drbita negativa por x

no wstante s.

Defini¢ao 2.4. A érbita completa por x (se existir drbita negativa por z) € definida

por y(z) ==~y (x) Uy~ (x).

Para um subconjunto B de X, definamos as orbitas positiva, negativa e completa

por B (se existir a drbita negativa para cada x € B), respectivamente, como sendo

vHB) = @), vB) =@ e wB) =]

zeB reB z€EB

15
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Fixado s > 0, também usaremos as notacgoes

7 (B) = (@) e v (B) =] ().

zeB z€EB

Definicao 2.5. Um semigrupo {S(t)}i>o € dito limitado, se v (B) for limitada sempre

que B for um subconjunto limitado de X.

Definicao 2.6. Seja B um subconjunto de X. Definimos os conjuntos w—limite e

a—Ilimite de B, respectivamente, como sendo

w(B):= (% (B)' ¢ aB):=()(B)

520 s>0

Em particular, os conjuntos w—Ilimite e a—limite de um ponto v € X, respectiva-

mente, sao dados por

wia) = () e al)={)r ().

s>0 s>0

Os conjuntos a—limite e w—limite de um ponto constituem as regides do espago
onde ‘“nascem” e “morrem” as orbitas deste ponto, respectivamente.

Vale notar a seguinte caracterizagao do conjunto w—Ilimite de um subconjunto B
de X,

w(B) = {y € X; existem sequéncias {t,} em [0, +00), t, —— 00 e {z,} em B,
n—oo
com y = lim S(t,)z,}.
n—o0
Agora, abordaremos as nocoes de atracao, absorcao e invariancia sob a acao de

um semigrupo. Para isto, recordemos a definicao da semi-distancia de Hausdorff,
dist(A, B), entre dois subconjuntos A e B de X. A saber

dist(A, B) :=sup inf d(a,b).

acA beB

Notemos que a semi-distancia de Hausdorff mede o quanto o conjunto A esta contido

no conjunto B. Além disso se A e B sao subconjuntos limitados de X, entao

dist(A,B) =0« AC B.

1Se © é um subconjunto de X, entdo Q denota o seu fecho em X.

16



Teoria de atratores globais para semigrupos nao lineares Capitulo 2

De fato, por um lado dado a € A, como dist(A, B) = 0 temos que

. < . _
;glf; d(a,b) < ilelg ;gjg d(a,b) =0,
logo infyep d(a,b) = d(a,B) = 0, consequentemente, a € B. Reciprocamente, se

A C B, temos que d(a, B) = 0, para cada a € A, dai
inf d(a,b) = 0, Ya € A,
beB

portanto
sup inf d(a,b) = dist(A, B) = 0.

acAbeB
Observacao 2.1. dist(-,-) ndo € simétrica e a igualdade dist(A, B) = 0 nao implica
que A = B. Se A € um subconjunto de B em X, entao dist(A, B) = 0. A distincia
simétrica de Hausdorff , distg(A, B), entre dois subconjuntos A e B de X ¢é definida
por
disty (A, B) := dist(A, B) + dist(B, A).

Definicao 2.7. Sejam A e B subconjuntos de X. Diremos que A atrai B sob o semi-
grupo {S(t)}+>0 quando

tlim dist(S(t)B, A) = 0,

—00

ou equivalentemente, para cada € > 0 existe T = T'(¢, B) > 0 tal que S(t)B estd contido
em
O(A) :==Ugea{z € X; d(z,z) < €} para todo t > T.

Se ezistir um to > 0 tal que S(t)B C A para todo t > tg, entdao diremos que A absorve

B sob o semigrupo.

Em particular, pela Observagao 2.1, se A absorve B, entao A atrai B. A reciproca

nem sempre ¢é valida, para isso consideremos o exemplo a seguir.

Exemplo 2.2. Consideremos o semigrupo {S(t)}i>0 gerado pelo problema de valor

inicial (2.1) com f identicamente nula e os conjuntos A = {0} e B = (0,1]. Notemos

17
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que A atrai B sob agdo do semigrupo {S(t) >0 pois

lim dist(S(¢)B,A) = lim sup inf |z —y|

t—o00 t—o0 yeS(t)B €A
= lim sup inf |z — S(¢)xo|
t—00 z0E€EB €A

at

= lim sup inf |z — e x|

=00 2 cB TE€EA

= lim sup [0 — e

LL’()’
t—00 20€EB

= lime * =0.
t—o0

Notemos que no exemplo anterior, A nao absorve B sob a¢ao de {S(t)}¢>0, visto

que para cada xg € B = (0, 1]
S(t)wg = e xg £ 0, Vt > 0.

Portanto
St)B ¢ A, vt >0.

Definigao 2.8. Seja X um espag¢o métrico dizemos que By C X é um conjunto ab-
sorvente para o semigrupo {S(t)}i>o se para cada B C X limitado, existe tg > 0 tal
que

S(t)B C By, Vt > tg.

Definigao 2.9. Diremos que um subconjunto A de X é invariante (ou positivamente in-
variante ou negativamente invariante) com relagao ao semigrupo {S(t); t > 0} quando
para qualquer x € A, existir uma drbita completa vy(x) por x tal que y(x) C A (ou tal

que vyt (z) C A ou tal que vy~ (z) C A).

Observagao 2.2. Um subconjunto A de X € invariante sob o semigrupo {S(t)}+>o0 se,
e somente se, S(t)A = A para todo t > 0.

Exemplo 2.3. Os conjuntos w e a—limites de um subconjunto de X sao invariantes.

Defini¢ao 2.10. Um equilibrio (ponto de equilibrio) para o semigrupo {S(t); t > 0} €
um ponto x* € X tal que S(t)x* = z* para todo t > 0. A aplicagio t € R— z* € X é

dita uma solucao estaciondria ou solucao de equilibrio para o semigrupo.

Lema 2.1. Sejam K um subconjunto compacto de X e {x,} uma sequéncia em X
com lim,, o d(z,, K) = 0. Entao, {x,} possui uma subsequéncia convergente. Se um

conjunto compacto K atrai um conjunto compacto Ky sob o semigrupo {S(t)}i>0, entdo

yH(Ky) é compacto e ) # w(K;) C K.

18
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Prova. Para cada n € N, vale d(z,, K) = d(z,,c,) para algum ¢, € K. Como K
€ compacto existe uma subsequéncia {cnj} C {cn} com ¢y = lim;_,o Cn;, Para algum

co € K. Além disso, lim;_, d(x,,, K) =0, onde
d(xn,, K) = d(xn,,c,;) para todo j € N,
Logo, lim;_,o. x,; = cg, pois para todo j € N, vale
d(xn,,co) < d(Tn;, cn;) + d(cn,, co) = d(zn;, K) + d(cn,, co).

Quanto a sequnda afirmagao, tome {y,} C v (K1), onde y, = S(t,)xn, v, € K;.
Pela compacidade de K, eviste {x,,} C {x,}, com lim; o x,, = 7, € K.
Se existir {t,,} C {tn}, com

lim ¢, =t,
j—o0

entao
lim S(ty,)zn, = S(t)z,

j—00

o que implica que yn, = S(tn,;)x,, converge para S(t)x quando j tende ao infinito. Por

outro lado, se t, — 00, entao usamos a primeira afirmacao e concluimos que toda
sequéncia em vy (Ky) possui uma subsequéncia convergente.

A compacidade de v+(Ky) implica que w(K,) € ndo vazio. Além disso, seja x €

w(Ky), entao existem {t,}, com t, — oo quando n — oo e {x,} em Kj tal que

x = lim, o S(ty,)x,. Como K, € atraido por K e
d(z, K) < d(z,S(tn)zn) + d(S(tn)xn, K) para todo n € N,

concluimos que x € K.

Lema 2.2. Seja B um subconjunto de X tal que w(B) seja compacto e w(B) atrai B,
entao w(B) € invariante. Além disso, se B é conexo, entio w(B) € conexo. Quanto ao
conjunto a—limite, se a(B) for compacto e dist(H(t, B),a(B)) — 0 quando t — oo,
entdo a(B) serd invariante. Além disso, se H(t,B) for conexo para cada t, entdo

assim serd o(B).

Prova. Caso w(B) # 0, da continuidade de S(t) e a da caracteriza¢io apresentada
ao conjunto w—limite, temos S(t)w(B) C w(B). Resta-nos observar que w(B) C
S(t)w(B). Seja x € w(B), entdo existem sequéncias {t,} em [0,+o0) e {x,} em B
tal que x = lim, o, S(t,)x,. Ora, como t, — oo, para cada t > 0 existe ng € N
tal que t, > t para todo n > ng. Com isso, para n > ng, * = lim, o S(t,)z, =

lim,, o S(t)S(t, — t)x, e pela atra¢ao de B pelo compacto w(B), o Lema 2.1 assequra
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que S(t,—t)x, admite uma subsequéncia convergente (ainda denotada por S(t,—t)x,),
isto €, erxiste y € w(B) tal que y = lim, o, S(t, — )z, 0 que implica, x = S(t)y, isto
é, v e S(t)w(B).

Agora, suponhamos que B seja conexo. Se w(B) fosse desconexo, entao poderiamos
escrever w(B) como a uniao de dois compactos disjuntos. Sejam Ky e Ky compactos,
nao vazios e disjuntos tais que w(B) = K1 U Ky. Como w(B) atrai B, para cada € > 0

suficientemente pequeno, existe M > 0 tal que
S(t)B C O(w(B)) para todo t > M.

Uma vez que, O(w(B)) = O(K;) U O(Ks) com O(K;) N O(K3) = 0, temos
S(t)B C O.(K;) para algum i € {1,2} para todo t > M. Ora, como

w(B) = Nsz07 (B) C 7 (B),
concluimos que w(B) C O(K;). Logo, w(B) C K;, ou seja, K; (j # i em {1,2}) €
Vaz10.

Lema 2.3. Se B ¢ um subconjunto ndo vazio de X tal que v} (B) € compacto para

algum so > 0, entdo w(B) € ndo vazio, compacto, invariante e atrai B. Se para algum

s0 > 0, 75, (B) € nao vazio e vy, (B) ¢ compacto, entdo a(B) € ndo vazio, compacto e
nvariante.

Prova. A familia {vf(B); s > so} € formada por conjuntos compactos, nao vazios e
verifica a propriedade da intersec¢ao finita, entao w(B) € nao vazio e compacto. Suponha
que w(B) nao atraia B, entdo existem € > 0 e sequéncias {x,} em B e t, — oo tais
que

d(S(tp)xn,w(B)) > € para todo n € N.

Como v (B) € compacto e {S(tn)rn; n > ni} C vE(B) para algum ny € N,

existem subsequéncias {t,;} C {tn} € {Tn;} C {xn} tais que S(tn,)wn; converge para

algum y € v (B). Veja que y € w(B). Logo, existe jo € N tal que
d(S(tn,;)rn,,w(B)) <€ para todo j > je,

o que € absurdo.
Lema 2.4. Suponha que x € X tal que exista uma solugao para trds ¢ : (—oo,0] = X

por x e tal que ¢((—o00,0]) seja compacto. Defina

ay(r) ={v € X; existe uma sequéncia t, — oo tal que ¢(—t,) —— v}.
n—oo

n—oo
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Entao, ay(z) € ndo vazio, compacto e invariante.

Prova. Note que ay(x) = Nisod((—00, —t]), disto seque que ay(x) € ndo vazio e com-
pacto. Além disso, se x € ay(z), entdo existem sequéncias t, — oo e ¢(—t,) — .
Com isso, pela continuidade de S(t), obtemos ¢(—t, +t) = S(t)p(—t,) — S(t)x, e
portanto, S(t)x € ag(x). Por outro lado, sejam t > 0 e y € ay(x), entao existe
uma sequéncia t, — oo (suponha que t, >t para todo n € N) tal que ¢(—t,) — y.
Como {¢(—t, —t); t > 0} ¢é relativamente compacto, passando para subsequéncia se
necessdrio, existe v € X tal que ¢(—t, —t) — x, e portanto, x € ag(x). O que implica

St)r =y.

Definicao 2.11. Um semigrupo {S(t) }+>0 € dito assintoticamente suave, se para cada
fechado, limitado e nao vazio B C X com S(t)B C B, existe um conjunto compacto
K = K(B) C B que atrai B.

Lema 2.5. Sejam {S(t)}:>o assintoticamente suave e B um subconjunto de X ndo
vazio tal que v} (B) € limitada para algum sy > 0. Entdo, w(B) € ndao vazio, compacto,

variante e atrai B.

Prova. Como S(t)v} (B) C v (B) para todo t > 0, da continuidade de S(t) : X — X,
temos w(B) C S(t)vE(B) C 74 (B). Como S(t) € assintoticamente suave, existe um

compacto K C W que atrai v (B), a fortiori, atrai vj(B). Portanto, existem
sequéncias €, — 0 e t, — oo tais que S(t)’y—jo(B) C O.,(K) para todo t > t,. Assim,
w(B) C K. Como w(B) € fechado e K ¢é compacto, temos a compacidade de w(B).
Suponha que w(B) ndo atraia B, entdo existem € > 0 e sequéncias {x,} em B e
t, — oo tais que dist(S(t,),w(B)) > €. Seque da compacidade de K e do Lema 2.1 que
existem subsequéncias {Ty;} e ty, T tais que S(t,;)Tn, o ? € w(B), o que é
uma contradi¢ao. Por consequinte, w(B) € ndo vazio, compacto e atrai B, e usando o

Lema 2.2 concluimos a invariancia.

Definigao 2.12. Um semigrupo {S(t)}i>o € dito condicionalmente eventualmente com-
pacto, se para qualquer conjunto limitado B em X tal que S(t)B € limitado para algum
t >0, temos S(t)B compacto. Um semigrupo {S(t)}1>o € dito eventualmente compacto
se ele € condicionalmente eventualmente compacto e para cada conjunto limitado B em

X, eziste t > 0 tal que S(t)B é um congunto limitado.

Teorema 2.6. Todo semigrupo condicionalmente eventualmente compacto é assintoti-

camente suave.

Prova. Seja B C X um subconjunto nao vazio, fechado e limitado tal que S(t)B C B.

Como {S(t)}i>0 condicionalmente eventualmente compacto, temos v+ (B) compacto
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para todo s > 0. Assim, seque do Lema 2.3 que w(B) C B € nao vazio, compacto e

atrar B.

Defini¢ao 2.13. Um semigrupo {S(t)}i>o € dito ponto dissipativo (limitado dissipa-
tiwo, compacto dissipativo, localmente compacto dissipativo) se existe um subconjunto
limitado B em X que atrai pontos (subconjuntos limitados, comjuntos compactos, vi-

zinhangas de conjuntos compactos) de X.

2.2 Atrator global

Nesta secao apresentamos a defini¢ao de atrator global para semigrupos nao lineares

e alguns resultados que caracterizam os semigrupos que possuem atratores globais.

Defini¢ao 2.14. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo. Um subconjunto A de X ¢é dito um
atrator global para o semigrupo {S(t)}i>0, se ele é compacto, invariante, e atrai sub-

conguntos limitados de X .

Observacao 2.3. Um atrator global se encontra dentro de um conjunto atraente B, e
em geral, ¢ muito menor que B e descreve o comportamento assintotico das solugoes
de uma maneira mais precisa. Um subconjunto B de X € dito atraente se ele é capaz
de atrair todo subconjunto limitado de X sob o semigrupo em questdo. Um atrator A
para {S(t) }+>0 € o conjunto mazximal limitado invariante para {S(t)}i>o, isto significa
que, se C' € limitado e S(t)C = C para todo t > 0 entio C C A, isto implica em
particular que o atrator global para {S(t)}+>¢ se existir € unico.

A compacidade implica que o atrator é um subconjunto topologicamente pequeno de
X. A propriedade de atrair subconjuntos limitados significa que todo o comportamento
assintotico do sistema acontece perto de A e nao so dentro de B como na propriedade
de atracao. Finalmente a invariancia é determinante, jd que diz que toda a dinamica

sobre o atrator A € invariante, isto é, A atua como um objeto dinamico independente.

Observagao 2.4. Seja {S(t)}1>0 um semigrupo. Suponha que {S(t)}i>0 possui um
atrator global A. Segue da definicao de atrator que através de cada ponto x € A
ezxiste uma solucao global limitada ¢, : R — X. Reciprocamente, toda solu¢ao global
limitada para o semigrupo {S(t)}i>0 possui seu trago contido no atrator global A para

o semigrupo. Tendo dito isto, concluimos que
A ={x € X; existe uma solugao global limitada por x}.

Lema 2.7. Seja {S(t) }+>0 um semigrupo ponto dissipativo e assintoticamente suave.
Suponha que para cada subconjunto compacto B de X existe um sp > 0 tal que v, (B)

¢ limitado. Entao, o semigrupo {S(t)}i>0 € compacto dissipativo.
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Prova. Como {S(t)}t>0 € ponto dissipativo, existe um conjunto B ndo vazio, fechado
e limitado que absorve pontos de X. Seja U = {z € B; v*(x) C B}. Como U absorve
pontos, temos U ndo vazio. Claramente, v (U) C U, e portanto, é limitado e absorve

pontos.

Também, sabemos que S(t)yT(U) C y+(U) e que {S(t) }+>0 € assintoticamente com-
pacto. Portanto, existe um conjunto compacto K, com K C W = U, tal que K
atrai U, e portanto, K atrai pontos de X. O conjunto K atrai a si proprio (pois ele atrai
U e K CU), e portanto, seque do Lema 2.1 que W ¢ compacto e ) # w(K) C K.
O Lema 2.3 implica que w(K) € nao vazio, compacto, invariante e atrai K. Portanto,
w(K) atrai K que atrai pontos de X e, por consequinte, w(K) atrai pontos de X .

No que segque, mostraremos que eziste uma vizinhanga V- de w(K) tal que v (V)
¢ limitado para algum s > 0. Se este nao € o caso, existem sequéncias {x,} C X,
com x, — y, onde y € w(K) et, — 0o tais que {S(t,)x,; n € N} € nao limitado.
Considere A = {x,; n € N}, portanto A é compacto e vF(A) é ndo limitado para cada
s > 0. Isto contradiz a hipotese de que existe um ta tal que vy, (A) € limitado.

Sejam V' uma vizinhanga de w(K) e ty € R tais que . (V) é limitado. Como
w(K) atrai pontos de X e S(t) € continua, para todo x € X, existe uma vizinhang¢a
O, de x e s, > 0 tais que S(t)O, C v (V) para s > s,, isto €~ (V) absorve uma
vizinhanc¢a de x para todo x € X. Com isso, seque que 7;‘“/ (V') absorve subconjuntos

compactos de X e que {S(t)}1>0 € compacto dissipativo.

Lema 2.8. Sejam {S(t)}+>0 um semigrupo em X e K subconjunto compacto de X . Se
K atrai a si préprio sob o semigrupo {S(t); t > 0}, entdo w(K) = N0S(t) K.

Prova. Sejay € Mi>0S(t)K. Para cadan € N, tome t,, > n tal que y € S(t,)K. Logo,
existe ©, € K tal que y = S(t,)x,. Com esta escolha, temos t, — oo e {z,} em K
tal que y = lim,, oo S(tn)Tn, ou seja, y € w(K). Por outro lado, sejam y € w(K) e
t > 0, entao existem sequéncias {x,} em B e t, — oo tais que y = lim, o S(t,)x,.
Pela compacidade de K, existe {x,,} C {x,}, com z,, — x, v € K. Com isso, temos

S(tn;)r — S(t)x, e usando o fato de que
d(y,S(t)x) < d(y, S(tn,)rn;) + d(S(tn,)Tn,, K) + d(S(ty, )2, K) 4+ d(S(t,; )z, S(t)r).

Podemos concluir que y = S(t)x, de onde concluimos que y € S(t)K.

Definicao 2.15. Um semigrupo {S(t)}i>0 € dito eventualmente limitado, se para cada

subconjunto limitado B de X existe sg > 0 tal que 7;,;(3) um subconjunto limitado de

X.

O préximo Teorema caracteriza os semigrupos que possuem atrator global.
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Teorema 2.9. Um semigrupo {S(t)}i>0 € eventualmente limitado, ponto dissipativo e

assintoticamente suave se, e somente se, {S(t) }s>0 possui um atrator global A.

Prova. Segue do fato de que {S(t)}1>0 € eventualmente limitado, ponto dissipativo,
assintoticamente suave e do Lema 2.7 que o semigrupo é compacto dissipativo. Seja
C um conjunto limitado que absorve subconjuntos compactos de X. Considere B =
{x € C; vT(x) C C}. Entdo, S(t)B C B e, como {S(t)}>0 € assintoticamente suave,
entao existe um conjunto compacto K C B que atrai B e consequentemente K atrai
subconjuntos compactos de X. O conjunto A = w(K) é nao vazio, compacto, invariante
e atrai subconjuntos compactos de X.

Seja B um subconjunto limitado de X, como {S(t)}4>0 € eventualmente limitado e
assintoticamente suave, seque do Lema 2.5 que w(B) € nao vazio, compacto, invariante
e atrai B. Como w(B) é compacto e invariante, temos w(B) C A, por consequinte, A
atrai B.

Nao € dificil ver que, se {S(t)}i>0 possui um atrator global, entdo o semigrupo é

limitado, ponto dissipativo e assintoticamente suave.

Defini¢ao 2.16. Um semigrupo {S(t)}i>0 € dito assintoticamente compacto em um
espago métrico X se para toda sequéncia limitada {x, }nen, {S(tn)Tn tnen possui sub-

sequéncia convergente sempre que t, — 0.

Teorema 2.10. Seja X um espago métrico e seja {S(t) }1>0 um semigrupo de operado-
res em X. Se {S(t) }+>0 possui um conjunto absorvente B em X e € assintoticamente
compacto em X entdo {S(t)}i>o possui um atrator global A = w(B). E mais, se B é

conexo em X, entao A € conexo em X.

Prova. Notemos que dado um conjunto fechado, limitado e nao vazio B C X com
S(t)B C B, o conjunto w(B) C B € compacto e atrai B, ja que o semigrupo é assin-
toticamente compacto, e portanto o semigrupo em questao € assintoticamente suave.
Agora, usando o fato de que o semigrupo em questdo possui um conjunto absorvente,
ele € ponto dissipativo e eventualmente limitado, por fim usando o Teorema 2.9, con-

cluimos que o semigrupo possui um atrator global.
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Capitulo 3

Equacoes de Navier-Stokes sobre

alguns dominios ilimitados em R?

3.1 O sistema de equacoes de Navier-Stokes em R?

Consideremos o fluxo de um fluido viscoso incompressivel de densidade constante
contido em uma regiao Q C R2, com fronteira rigida 00 e regido pelas equacoes de

Navier-Stokes

(0
a—?;—VAu—I—(u-V)u—I—Vp:f em € x [0,4+00),
V-u=0 em Qx][0,4+00), (3.1)

u=0 sobre 09 x [0,+00),

| u(,0)=up em £,

onde u(x,t) = (ui(z,t),us(z,t)) € R* e p(z,t) € R representam a velocidade e a
pressao, respectivamente, do fluido no ponto z € € no tempot > 0, v > 0 é a
viscosidade cinematica do fluido e f = f(z) € R? sdo as forgas externas do meio. Além

disso, denotamos

Au = (Aug, Auy);

0 0
(u-Vu = (Ula—xlu1,u2a—xzu2) ;
0

Veu = —u + —uy = div u.

81’1 8x2

O dominio 2 pode ser um aberto limitado ou ilimitado do R? sem qualquer regularidade

assumida na fronteira 02, sobre o qual vale a desigualdade de Poincaré, isto é, exite
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A1 > 0 tal que

/¢2d:c < i/ |Vo|*dz, ¥V ¢ € Hy(9). (3.2)
Q At Jo

A equacao

divu =V -u=0, em Q x [0, +00),

indica que o fluido é incompressivel (neste caso, o balanco de massa também é au-
tomético). A condigao
u = 0 sobre 02 x [0, +00),

indica que o fluido adere as paredes da regiao €2 que ¢é considerado em repouso e ug € a
velocidade inicial do fluido. A estrutura matemadtica de (3.1) é agora classica: primeiro
sejam os espagos L2(Q2) = (L?(Q2))? e H}(Q2) = (HL(9))?, com seus respectivos produtos

internos

(u,v) = /uvdx
Q
2

= Z/ uvidz, ¥ u = (ug,uy), v = (v1,v5) € L*()

((u,v)) = (Vu, Vo)

2
_ / > VU Vogde, ¥ u = (ur,us), v = (01, 02) € H(S).
Q53

Entao as normas induzidas por estes produtos internos em L2(2) e H} () sdo

respectivamente |- || = ()2, || - || = ().

O fato de ser vélida a desigualdade (3.2) faz com que a norma || - || = ((-,-))2 e
a norma usual em Hj(2) sejam equivalentes em HJ(Q2). Antes de iniciarmos a prova,
consideremos algumas notagoes; denotemos por || - || g1(q) a norma usual de Hy(9) (de
modo andlogo denotamos por || - ||u () a norma usual de H(2)) e por || - || a norma

induzida pelo produto interno do L*(2) (ou L?(Q)).

Lema 3.1 (Caso Hj(Q)). Se (3.2) ¢ satisfeita, entdo as normas || - ||gaq) e || - || sdo

equivalentes em HJ(2), com Q C R

Prova. Por um lado, dado u € H} () temos que

[ull = [Vulrz@) < [Vulrzq) + |ulr2@) = l|ull g )
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Por outro lado temos que

1
lull gy = Tulz@) + [Vulixgy < 3= [Vulig + [ Vulzg

1 1
(Al + ) [V (Al + ) il

Teorema 3.2 (Caso H(S2)). Se (3.2) € satisfeita, entdo as normas || - lmq) € || - |

sao equivalentes em H (), com Q C R?.

Prova. A norma usual de H}(Q) a ser considerada é

el = /Nl + el (3:3)

para cada u = (uy,uy) € HY(Q),onde uy € uy sao elementos de Hy(2).

Aplicando o Lema 3.1 em (3.3) obtemos

lulliye) = ¢||u1||zé+||uz||zé

_ +1 wuluunw—( )Hun. (3.4

Por outro lado, temos
Jull = /lua]]? + fluel]?,

onde novamente pelo Lema 3.1 consequimos que

< Tl + el = Il (35)
Assim, de (3.4) e (3.5) concluimos a demonstragao.

Consideremos agora os seguintes espagos

V = {ve (D)% V-v=0em Q},
V = fechode V em H(Q),
H = fechode V em L*(Q),

com H e V munidos com o produto interno e norma de IL?(2) e H}(2), respectivamente.
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Segue de (3.2) que

1
1
= )\—1HU||%/» VueV. (3.6)

Definamos em V', a seguinte forma trilinear:

b:VxVxV —= R

2
3vj
(u,v,w) > Z/Quia—xiwjdx, (3.7)

1,j=1

onde u = (uy, uz), v = (v1,v2) € w = (wy, ws) pertencem a V.

Consideremos também o seguinte operador bilinear

B:VxV — V/
(u,v) = blu,v,), (3.8)

onde (B(u,v),w) = b(u,v,w), para todo w € V, em particular B(u) = B(u,u) € V',
para todo u € V. Notemos entdo que {(u.V)u,v) = b(u,u,v) = (B(u),v) para cada
v € V. No que segue, provaremos algumas propriedades a respeito da forma trilinear

b e da forma bilinear B.

Lema 3.3. Seja Q um aberto de R? sobre o qual € satisfeita a desigualdade (3.2), entdo

[ulfs) < CQ)lullayolulr ), ¥ u € Hy(Q).

Prova. Dado u € H}(Q), definimos a aplicacio @ : R?* — R de tal forma que u(x,y) =
u(z,y), se (z,y) € Q e u(x,y) = 0, caso contrario. Sob essas condi¢des temos que
@ € H}(R?). Consideremos apenas o caso em que i € D(R?), visto que D(R?) € denso
em H}(R?). Notemos que

(o) = [ o Gs.)ds = [ 2a(s.) 5] (as.0)) ds

—0o0 —00

logo
+00

iz ) <2 / (s, y)|

—00

S| ds = o). 39)
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De modo andlogo temos que

+o00

e ) < 2 / iz, )|

—00

ou

&( ds = g(z). (3.10)

x,s)

Multiplicando (3.9) por (3.10), membro a membro, obtemos

a(z,y)|* < g(x)g(y),

integrando em R? a expressdo acima chegamos que

[tatetasr < [ [ atwgasay

= /:O 9(y) (/:Og(a:)dw> dy = /:O g(x)dx /:O 9(y)dy,

1sto €,

oo pheo Dii
sty <a [ [ Tjateol| e

oo oo o
st [ [ jats.) \%@,y)\dsdy,

@
R2
dat,
ou ou
l 4d<4/~—d-/~—d 3.11
[ tatta<a | |52 - [ gl 5 (311)
usando a desiqualdade de Schwarz em (3.11) obtemos
. N ou . ou
/ |U(l‘,y)|4d2§4|u|L2(R2) a— |U|L2(R2) - s (312)
R2 L1 | 12(R2) L2 | 12(Rr2)

aplicando a desigualdade de Young, sequida da desigualdade de Poincaré em (3.12)

temos que
1(loal]* |ou
/RQ la(z,y)[*dz < 4|a|§2§ (‘8_3:1 Rarr L2>

= 2afi: |Vl

< 20(R) a2l g,
ou seja,

0] g2y < C(R?) || g2 ey ] 2 2).

Assim

[ulfs0) < COQ)lulluyoulr ), ¥ u € Hy(Q).
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Lema 3.4. A forma trilinear b(-,-,-) € continua em V x V x V.

Prova. De fato, dados u, v, w € V pela desigualdade triangular
ov;
Z / uj aijzalac

i,7=1
/ (%l
3893

>y
< ZZ/Iu]wl

i=1 j=1
=1 j=1

[b(u, v, W) =

IN

dx

(91)1

(3.13)

Usando a desigualdade de Hélder, temos que, para cada i,j € {1,2}

/|ujwl iz < </ ;0] dx)é (/Q

aplicando a desigualdade de Hélder novamente, seque de (3.14) que

() (o)) (1

81)1‘ 2
8x]~

da:) § : (3.14)

2 3
dx)

8vi

v\ .
al'j

/Q|ijz'! 5

IN

1 : o 12\ 2
= (/ ]uj|4d:1:) (/ ]wi\4dx) / Y de
Q Q o |0x;
(%Z-
= |uj|za)|wilLag) (3.15)
’ O L2(Q)
Como em nosso caso n =2 = p, ou seja
1 1
S — )
p n
pelo Lema 1.1 temos que
HLQ) C L9(Q), ¥ g € [1,+00), (3.16)
em particular H} () C LY(Q). Segue entdo de (3.15) que
dv; ov;
i |2 de < Ol ) d , 3.17
o g e < Clllgenlidgn 57| (317)
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substituindo (3.17) em ( 3.13) obtemos que

61}1

€

b(u, v, w)| < ZZCH%HHI

=1 j=1

Jwill a2 ) (3.18)
L2(Q)

Finalmente, aplicando a desigualdade de Hélder (para somas) em (3.18) chegamos que

81)' é
7
al‘j [2(9)> O( )

[b(u, v, w)|

IA

2 2 % 2
ey (zuujuzm) (z
i=1 \j=1

j=1

2
= CZ [[ullv |VUi|L2(Q) ||wz‘||H3(Q)
i=1

2
= Cllullv X loillmllwill m o
= 1 1
2 37 /2 2
< Cllully (Z ||Uz‘||%15> (Z ||w¢||§15)
i=1 i=1
= Cllullvlvilvllwly.
Lema 3.5. Para todos u,v € V temos que
b(u,v,v) = 0.

Prova. De fato, dados u,v € V, tais que u = (uy,uz) e v = (v1,v3), temos que

b(u,v,v) = Z/ujgzzvzdx (3.19)
j

i,7=1

= ZZ/UJSUZ vidx, (3.20)

=1 j5=1

notemos que para cada i € {1,2} e j € {1,2}

ov; 0 [v?
Ty — = 21
[2“]0$jvl LUJa$j (2) ’ (3 )

integrando por partes (3.21) e usando o fato de v; =0 e u; =0 em 9(S2), obtemos que

(%Z- . 1 auj 2
/Qu] axjvl = 2/Q (8xj) (v;)*dzx. (3.22)
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Assim, seque de (3.22) e (3.20) que

b(u,v,v) = ZZ/uj%vidx
— §

Observacao 3.1. Tomando v = v+w no Lema 3.5 concluimos também que b(u,v,w) =

—b(u, w,v), Y u,v,w V.
Lema 3.6. Se u,v € L*(0,T; V)N L>(0,T; H) entio B(u,v) € L*(0,T;V")

Prova. Como B :V xV = V', pela desigualdade de Young, temos

C
B, 0)lv: < Cllullvllvllv < 5 (luly + [I0]7),

T C T T
/ | B(u,v)|ydt < 3 (/ ||u||%/dt +/ ||U||%/dt) < 00,
0 0 0

ou seja, B(u,v) € L*(0,T;V"). Provemos agora que B(u,v) € L*(0,T;V").
De fato, dado w € V' pela Observacao 3.1 temos que

entao

(B(u,v),w) = b(u,v,w) = —b(u, w,v),
dai pela desigualdade (3.15) do Lema 3.4 obtemos

(9wi
837]'

2 2
[(B(u,v), w)| = [b(u,w,v)] < D> fulpaelvil @

i=1 j=1

2 2
= Z |UZ'|L4(Q) (Z |uj|L4(Q)

i=1 j=1

LX)

Ou; . (3.23)
12@)

3xj
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e aplicando a desigualdade de Hélder em (3.23) temos

ﬁwi
0a:j

1
2 )
LQ(Q))

[(Bu,v),w)| < > |uilwso <Z|“j|%4<m> (Z

i=1 j=1 j=1

2 2 %
= Y il (Z |Uj’%4(n)> [V
i=1 =1
2 2 %
= (Z |U1|L4(Q)|sz'|) (Z |Uj’2L4(Q)>

i=1 j=1

2 3 2 3 2 2
(Z |Ui|%4(sz)> (Z ||wi‘|§{3(9)> ( |uj|%4(ﬂ)>
i=1 i=1 =1
1
2

1
2 2 2
= |w|v (Z \w@(g)) (Z ’uj|%4(9)>

i=1 j=1

VAN

= |wllv|ulLs@|vLs - (3.24)

Logo

1B (w, v) ||y < |ulp@)lvlLe)-

Notemos entao que
IBu, 0)ll5 < |ulfalvlis

2 2
- <Z|Ui’i4(n)> <Z|Uj|%4(g)>- (3.25)
=1 j=1

Aplicando o Lema 3.3 em (3.25) e, em sequida, usando a desigualdade de Holder ob-

temos

2 2
HB(U,U)H%W < C(Z‘Ui|L2(Q)HUi||Hé(Q)> (ZWHL?(Q)H%HH&@))
=1 i—1
1 ’ 1 1
2 2 2 2 2 2 2
< C (Z ‘Ui|%2(9)> (Z Hvi|’12qg(9)> (Z ’Uj’%%m) (Z ”“Jﬂif&(@)
i=1 i=1 j=1 j=1

= Clulul[ulllo]zllv]],

2

ou seja, dados u,v € L*(0,T;V)N L>(0,T; H), eriste C > 0 tal que

1B(u(t), o) < Clu®)]ullu@llv@®)]allv@®)ll, ¥t €[0,1].
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Dai, para quase todo t € [0,T],

1B (u(t), o)l < C’(SUP@SQU(QIH> (Supesﬂv(ﬂLH>|hdtﬂHW(UH

te[0,T] te[0,7
SCHMMW®H (3.26)
g<%<mom+W@%»

Portanto,

A\BM&(DMW<9€ (@)% + @) de < oo,

Uma outra forma bilinear que devemos considerar é a seguinte:

A:VxV — ]R

Z / ou; 31}1
Oz, 83:]

2,7=1

isto ¢, A(u,v) = ((u,v)), para cada u, v € V. Entdo usando a desigualdade de

Cauchy-Schwarz temos
[A(u, v)| < vlullv], Vu, veV,

logo A é continua. Também temos
Au,u) = Ju’, Yu €V,

ou seja, A também é coerciva.
Considerando o sistema de equacoes de Navier-Stokes o objetivo passa a ser encon-

trar uma funcao
u: ) xRT — R

e uma aplicacao
p: QxR =R,

tal que para cada T > 0, considerando @ = Q x [0, T, vale

( Ou

o7 ~VAut(u-V)ju+Vp=[ em Q;

V-ou=0 em Q; (3.27)
u=0 em 0Q;

u(z,0) = ug(x) em Q.

\
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No que segue, buscamos a formulagao fraca de (3.27). Dado v € V, multiplicando
(3.27) por v no sentido de L*(€2) obtemos

/ (le—?v — v(Au)v + (u - V)uv + (Vp) ) dr = / fudz,

dai

/—vdx—/ (Au)vdm—i—/Qiui%vdx—l—/Q(Vp)vdx
i=1 !
:/vadx, (3.28)

aplicando a identidade de Green no segundo termo do primeiro membro da soma (3.28)

e o teorema da representacao de Riesz no lado direito da igualdade temos

d

EW’U) —v((u,v)) + b(u, u,v) + /Q(Vp)vdx = (f,v), (3.29)

a identidade (3.29) estd no sentido de D’'(0,7"), assim temos

/Q(Vp)vdx =— / p(V -v)dr =0, (3.30)

Q

pois v € Ve V-v=0. Entao de (3.30) e (3.29) obtemos que

%(u, v) — v((u,v)) + b(u, u,v) = {f,v), no sentido de D'(0,T), Vv e V. (3.31)

Na expressao acima, todas as aplicagoes sao continuas, e o fato de V ser denso em
V' nos leva a concluir que (3.31) ¢é satisfeita para todo v € V. Isso sugere a seguinte

formulagao fraca para (3.27):

Problema 3.1. Dados f € V' e ug € H, encontrar v € L*(0,T;V) N L>(0,T; H),
para todo T > 0, tal que

d
dt(u v) —v((u,v)) + blu,u,v) = (f,v), YVvoeV, V>0,

u(0) = up.

(3.32)

A existéncia de uma unica solugao para o Problema (3.32) é garantida pelo teorema

seguinte.

Teorema 3.7. Sejam f € V' e ug € H, entio existe uma unica aplica¢ao
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u: QxRY — R? tal que

((we L0, T; V)N L®(R*; H), VT >0,

ueC(RY H),
ou 5 ,
EGL 0, 7;V", VT >0,

%(u(t),v) +v((u(t),v)) + b(u(t), u(t),v) = (f,v), no sentido de D'(0,T),
VvelV,
u(0) = wo.

\

Prova. Veja o Teorema 1.1, pdgina 255 e observacao da pagina 265 em Temam [18].
Com isso, podemos definir um semigrupo nao linear {S(¢)};>o em H dado por
S(t)ug = u(t,ug) = u(t),

para todo t > 0, onde ug € H e u é a unica solucao do problema 3.32.

3.2 Existéncia de um conjunto absorvente

Nesta se¢ao mostraremos que o problema (3.32) é dissipativo, isto é, provamos a
existéncia de um conjunto absorvente para o semigrupo gerado pelo problema (3.32)

usando uma equacao da energia associada ao mesmo.

Teorema 3.8. O subconjunto de H

1 2
5= {veH; v sz;\/x||f||v,}, (3.33)

¢ um conjunto absorvente para o semigrupo {S(t)}i>o0, isto €, B absorve os conjuntos

limitados de H sob a¢ao do semigrupo {S(t)}+>o.

Prova. Seja u € L>®(R™; H) N L*(0,T;V) uma solugao do problema (3.1) dada pelo
Teorema 3.7, para cada t > 0, tomando v = u(t) em (3.32) obtemos

5 @+ v((u(t), u(t))) + blu(t), u(t), u(t)) = (f, u(t)) . (3.34)
Do Lema 3.5 temos que

blu(t), u(t), u(t)) = 0, ¥V t >0,
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logo, seque de (3.34) que

1d

2 2
S luP vl = (), ¥t >0,

ou seja, temos a equacao da energia associada ao problema (3.32)

d, 2

E|u| + 2v||ul|* =2 (f,u), V>0, (3.35)
no sentido das distribui¢oes em RT. Além disso, de (3.35) obtemos que

d
—lul®  2wlfu® = 2(f,w) < 20 fllv el

dai
d
Il + 20ulP < 20l L2 (3.36)
Usando a desigualdade de Young em (3.36) temos
d, o 2 LIS 1
- < L 1 i
gl < 2 (G Sy
— ||fHV + H ”2 (337)
logo, por (3.87)
d, 2 o IfIR
Sl 4l < BV (3.3%)
donde, aplicando a desigualdade (3.6) chegamos que
d 2
£|u|2 + vAful? < HfVHV : (3.39)
Multiplicando (3.89) por e*** temos
d ’u|2 V/\lt—l—V)\ |u’2 z/)\lt HfHV’ z/)\lt
v
1sto €,
d ooy < I o
_ v < VAl . .
dt(|u|e ) < — , V>0 (3.40)

Entao, dado t > 0, integrando (3.40) de 0 a t obtemos

t d t 2/
/ —<|U’2€V)\15)d8 S / HfHV 6’/)\18(15,
o ds 0o vV
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dai

t 2
|u(t)|2€u)\1t o |u0|2 S / Hf”\//ew\lsd& V¢ Z 07
0 14

e como [ nao depende de s

2 t
‘u(t)‘Zez/)\lt_’uOP < Hf”v’/oeu)\lsds

v
AR e
B v 28 v\

B e
- v v\
Assim )
@ ~ lwofe s < L2 >0 (.41)

Agora, seja B um subconjunto limitado qualquer de H, existe C' > 0 tal que
lu| < C, YueB, (3.42)

escolhamos entdo tg > 0 de tal modo que

C? 1
< V_)\leH%//’ YVt >tg, (3.43)

61/)\1t —

e provemos que, com essa condi¢ao,
S(t)BC B, Vt>tg.
Para isto, dado t > tp, tomemos um elemento arbitrdrio S(t)uy = u(t) tal que

S(tyug € S(t)B = {S(t)ug; ug € B}

u(t); ug € B},

{
{

e mostremos que S(t)ug € B.
Pela estimativa (3.41) temos

W@ < fugfterit 4 L
N VQ)\l
21
ot Ty Ml (3.44)
(3.42)
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por outro lado temos, de (3.43), que

21,2
Wi o / < — 2/.
elzz\lt + V2)\1 ||f||V = V)\l ||f||V

Comparando (3.44) e (3.45) chegamos que

2
DI < 2,
lu(t)]” < V%Hf\lv

isto €,
1 2
< — /
u®)] < 54 Ml

logo S(t)ug € B, o que nos leva a concluir que

SHBCB, Vt>tg.

(3.45)

Portanto o conjunto B C H absorve todos os conjuntos limitados de H sob agdo do

semigrupo {S(t) }+>o-

3.3 A compacidade assintética do semigrupo

Nosso objetivo nessa se¢ao é provar que o semigrupo {S(t)}+>0 ¢ assintoticamente

compacto em H, para isso é necessario demonstrar um resultado de continuidade.

Lema 3.9. Sejam ug € H e f € V', entdo
1 2 luol® I £l
- ds < 1ol= Vv gy o g,
t/o Ju(s)]?ds < 10 4 1R

Prova. Dado t > 0, integrando (3.38) de 0 a t obtemos

/t i]u(s)|2d8 + /tVHu(s)Hst < /t mds
o ds 0 —J v ’

t t 2
lu(t)]* — |u0|2+1//0 l|lu(s)||*ds §/0 st.

Sendo f independente de s, seque que

ou seja,

t 2
@+ [ o) Pas < ool + L2 - 0),
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logo
t 2
o [ utlids < fuol? + 121 (3.47)
0

Finalmente, multiplicando (3.47) por (1/vt) concluimos que
L/ 2, o lwl IR
— ds < — 4+ ——+—, Vt>0.
7 utsas < ek 20

Lema 3.10. Se {u,}nen € uma sequéncia limitada em L*°(RY; H) N L*(0,T;V), a

sequéncia

Oy
{ Y } ¢ limitada em L*(0,T;V"), para todo T > 0.
ot neN

Prova. De fato, sabemos que f € V' e Bu, € V', além disso, a aplicagao bilinear
AV xV — R definida anteriormente também pode ser interpretada da sequinte

forma

AV — vV
v ((0,0)),

onde para cada v €'V fixado
(Av,u) = ((v,u) < |vllvllully, YueV,

logo Au,, € V', para todo n € N e ||Au,||? = ((un, un)) = ||un|*. Como

t
8“55 ) Aun(t) = Bun(t), VnEN, Yt >0
temos que
ouy,
o || = I/ = vAu, = Buglly: < [|fllv: + vl Aunllv: + [ Buallv,
V/
dat
ou,, 2 2
5 || < Ufllve+ vl Aunllv: + | Bug[lv-)”. (3.48)
V/

Desenvolvendo o lado direito da desigualdade (3.48) e, em sequida, aplicando a desi-
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gualdade de Young chegamos em algo da forma

fazendo uso do argumento (3.26) no terceiro termo da soma acima obtemos que

para cada T > 0. Finalmente, integrando (3.50) de 0 a T e usando a hipdtese con-

2

< CillfIV + CovllAun [V + Cs[| Bua |y
V/

ou,,
ot

< Cillf I + Covllunlly + Csl| Bually, (3.49)

2

Oy (t)
ot

< CillfIV + Callun®)V5 g5 em [0,T7, (3.50)

\%

cluimos que

{au”} ¢ limitada em L*(0,T;V"), ¥ T > 0. (3.51)
at neN

Lema 3.11. Seja {ug,fneny uma sequéncia em H convergindo fracamente para um

elemento ug € H. Entao

S(t)ugn, — S(t)ug em H, para todo t > 0, (3.52)

S(Yugn — S()ug em L*(0,T;V), para todo T > 0. (3.53)

Prova. Sejam u,(t) = S(t)uon € u(t) = S(t)ug, para cada t > 0. Tomando o supremo

essencial na estimativa (3.41) temos

1 1
sup ess|u(t)|? < supess <|u0|2 + ||f||%/,> < (4, (3.54)

At 2
teR+ teR+ erit 29N

onde C7 nao depende de t. Além disso, para cada T > 0, a estimativa (3.46) nos

fornece que
’ 2 Lo T
[u(s)[IPds < —fuo|” + = [ [l < Ca. (3.55)
0 v v
Seque entdo de (3.54) e (3.55) que
{tp Ynen € limitada em L*°(RY: H)N L*(0,T;V), para todo T > 0. (3.56)

Temos pelo Lema 3.10 que, para todov € V,a>0et >0 tal que0) <t <t4+a <T,
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com T >0,

t+a aun(s) > /t+a d
, U ds = —(up(s),v)gds
[ () [ )0

(un(t+a),v)g — (uy(t),v)y
(un(t + a) — up(t),v)m,

onde (-, )vv denota a dualidade V', V. Logo,

(unlt +a) — un(t), V) = / <a“n 7>st

8un
< / lollyds
5
2 t+a %
< 3“” ds </ ||v\|2vds>
\vd t
an % t+a %
< "2m@)” 4 (et [ 1as)
0 at \l t
< epa|olly, (3.57)
~~

Lema 3.10

onde ¢y > 0 nao depende de n € N. Em particular tomando v = u,(t + a) — u,(t), que

pertence a V' para cada t € (0,T — a), encontramos de (3.57) o sequinte
[, (t + a) — u, (8)]> < cra? llun(t + a) — u,(t)||v. (3.58)
Notemos que

lun(t +a) =Dy = (wnlt +a) = un(t), un(t + a) — ua(t)))v
= [ua(t + a)lI* = 2((un(t + a), un(t))) + [Jun (B[
< Mt + a)l* + 2l (t + @) @) + [Jua ()1
= (lualt + @) + lua(O])*, (3.59)

seque entao de (3.58) e (3.59) que

U (t 4 a) — u, (B)]* < 2cra? (lun(t+ a)|| + |Jun(®)|), Y E€[0,T — a (3.60)

42



Equacoes de Navier-Stokes sobre alguns dominios ilimitados em R? Capitulo 3

Integrando (3.60) de 0 a T — a obtemos por (3.56) que

/0_a|un(t+a)—un(t)|2dt < cm%/O Ut + @) + un (8)]]) dt

.1
< c¢ra?; VnéeN,

pois L*(Q) — LY(Q). Temos entio que

T—a
sup/ [, (4 @) — u, () dt < craz,
neN Jo

consequentemente,

T—a
lim sup/ | (t + a) — u, (t)|3dt = 0.
0

a—0 peN

(3.61)

Dado r > 0, restringindo o dominio  ao dominio 2, = QN B(0,7), onde B(0,r) =

{x € R?; |z| < r} obtemos de (3.61) que

T—a
lim sup/ |un(t + @) — un(t)[F2(q,)dt =0, V7 >0,
0

a—0 peN

além disso, de (3.56)
{unlo, tnen € limitada em L2(07T§ HI(QT)) N L>(0,T; L2(9r>)a Vor>0.
Para cada r > 0 en € N definamos a aplicacao

Uy 1 [0,T] X Q. — R
|z

(t,z) - 7 (%) un(t, ),
onde 7 € CY(R") € tal que

1, se a€]0,1],
T(a) =1 ¢(a), se a€ll,2],
0, se ac€l2,+00);

com ¢ € CY([1,2]) de modo que ¢(1) =1, ¢(2) =0

(3.62)

(3.63)
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Notemos que

T—a
: o 2
timsp [ (¢ +.0) = 0, Ol
T—a 2 2 2
= lim sup/ T <|x_l> up(t +a,z) — 7 <@) un(t, x) dt
a—0 neN Jo T T ]LQ(Q2T)
T—a ‘LL’|2 2
= lim sup/ T (—2> (un(t + a, ) — un(t, x)) dt
a—0 neN Jo T LQ(QQT)
T—a 9
< i —
= lllli%ilé—g/ov ||O(un(t+a7$) un(tax»HL?(Qgr) dt
T—a
— C2limsup / N (tn(t + @, ) = () 2o (3.64)
a—0 neN Jo "

onde C' = max 7

1sto €,

lim sup
a—0 peN

r€Q2y,

IN

| 2

(\x_) Usando (3.62) com 2r no lugar de r, obtemos de (3.64) que

r2

T—a
lim sup / an,r (t =+ a) — Unyr (t) ”%ﬁ(ﬂm)dt
0

a—0 peN

T—a
C? lim S.up/0 | (un(t + a, ) — un(t, x)) H%}(det

a—0 peN

0, VT >0, Vr>0,

T—a
/ lmr(t + @) — v (8) 2oy = 0, ¥ T > 0, ¥ 1> 0.
0

Em outras palavras temos que, para cada T >0 er >0

ou ainda,

lim
a—0 0

T—a
||UR,T<t + CL) - Uﬂ,T(t)Hﬂ%Q(Qgr)dt - 07 v Unyr € {Un,r}neI\h
T—a
tim [ ot @) = 00 (0 o, =0, (3.65)

uniformemente em {vy, , }nen. Além disso, para cada r > 0

T ) T |$|2 2
[ ettty = [ e (B )uten) - ar
H (Qa,)
T
< [ Clutt oo, (3.66)
< o0, VT >0, (3.67)
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(E)

< C (sup QSSHU(t,.x)HLQ(QzT)) , VT >0, (3.68)

sup ess||vp, (t)||L2(,) = supess

te[0,7] t€[0,7] L2(Q2,)

te[0,7
usando (3.63) com 2r no lugar de r temos de (3.67) e (3.68) que

{Vprtnen € limitada em L*(0, T;HG(Qs,)) N L0, T;1L2(Qy,)), VT >0,
V>0, (3.69)

podemos entdo aplicar o Teorema 1.16, com X = L*(Qy,), Y = H{ () e p = 2,

obtendo que
{Vnr}nen € relativamente compacto em L*(0,T;1L*(Qy,)), VT >0, V r > 0,

1sto €,
{0nrtnen

¢ compacto em L*(0,T;1L*(Qsy,)), para todo T >0 er > 0. Em particular

{Unﬂ“|Qr}n€N = {u"‘ﬂr}neN (370)

¢ compacto em L*(0,T;1L2(,)), para todos T >0 er > 0.
Tomando, em particular, r € N e T' > 0 fizo, para r = 1, {uy|q, },cy € compacto,

logo eziste uma subsequéncia {uq, |o, }nen de {un|q, }nen convergente, isto €,
uy, o, — Ula,, em L*(0,T;L*()).
Por sua vez, a sequéncia {uy,|q, fnen estd contida em {u,|q,}

nens que € compacto, logo

também possui uma subsequéncia {us, |0, tnen tal que

s, |, — Ula,, em L*(0,T;1L%(y)).
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Continuando o processo, chegamos que, para cada T > 0

u11|Q1’ u12|917 u13|Q1 e a|Q1 em Lz(oaT;LQ(Ql))
u21’92? u22‘927 u23’92 — ﬂ|92 em Lz(O,T;L2(Qz))
%

u31’937 u32‘937 u33’93 mQS em LQ(OvT;H“Q(QC’»))' (371)

Tomando em (3.71) a sequéncia diagonal
{tp brren = {u,, ug,, usy, gy, -+ - }, estendida a todo o €,
notamos que {u, }pen € uma subsequéncia de {uy, }nen tal que

Uy — U forte em L7 (RT:L*(,)), ¥ r > 0. (3.72)

loc

Além disso, de (3.56) e o teorema de Banach Alaoglu, considerando uma subsequéncia

se mecessario, podemos admitir também que

Uy — U fraco® em L¥(R*; H), (3.73)
fraco em L7 (RT;V), (3.74)

loc

onde u € L*(RT; H)N L}

loc

(RT; V). Notemos que para cadav € V C H e 0 € D(0,T)

temos da convergéncia (3.73) que
T d T
/ (—un/(t),v> 6(t)dt = / (e (£), )0 (t)dt —
o \dt 0

[t = [ (La.e) s

Além disso pela continuidade das transformagoes B -V xV = V' e A:V — V'

podemos fazer n' — oo em

d

E(un/(t),v) — V((up (t),0)) + 0w (), up (t),v) = (f,v), Yo eV, Vtel0,T],

obtendo que
%(ﬂ(t),v) —v((u(t),v)) + b(u(t),u(t),v) = (f,v), Voe V,Vtel[0,T].

Temos também que u € C°([0,T], V"), visto que u € L*(0,T;V) e %ﬂ e L*(0,T; V"),
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entdo faz sentido calcular u(0). Da convergéncia (3.73) seque que

/OT(Z( (1), dt—>/ O(t)dt, ¥V 6 € L'(0,T), (3.75)

em particular tomando 0 € C'([0,T]) tal que 6(0) = 1 e §(T) = 0, visto que t

(u(t), w;) € continua, podemos integrar (3.75) obtendo

. {(unr(O),v) + /0 T(un/(t),v)ﬁ/(t)dt} o {(ﬂ(O),v) + /0 T(ﬂ(t),v)@’(t)dt} . (3.76)

Visto que v0' € C°([0,T];V) C L*(0,T; H) temos novamente pelo fato de u, — U em

L°(R*; H) que
T T
—/0 (s (t),0)0' (t)dt — —/0 (u(t),v)d (t)dt. (3.77)

De (3.76) e (3.77) deduzimos que

(un (0),v) — (u(0),v), Vv eV, (3.78)
por outro lado temos por hipotese que u,g — ug em H, dai

(un (0),v) = (ug,v), Yv eV, (3.79)
pois V — H. De (3.78) e (3.79) obtemos que

(w(0),v) = (ug,v), Yv eV,

logo,
6(0) = U,

que, pela unicidade de solugdes, nos leva a concluir que w = u. Para provar (3.53)

usaremos um argumento de contradigdo. Supomos que ndo vale a convergéncia sequinte
u, —u em L*(0,T;V), VT >0,

entdo existe alguma subsequéncia {uy, tn,en de {u,nen que ndo possui subsequéncia
convergindo fraco para u em L*(0,T;V). Para essa sequéncia repetimos todo processo
realizado desde o inicio da demonstracao. Chegamos entao que existe uma subsequéncia
{tn Ynren, que converge para um certo uy, no sentido de (3.72)-(3.74). Novamente,

tomando u = u,; em (3.32) e fazendo nj — oo chegamos que uy € solugdo de (3.1)
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com uy(0) = ug. O fato da solugdo ser tinica nos garante que Uy, = u, 1090 {ty }n en
converge para u no sentido de (3.73), que é uma contradi¢ao.

Provaremos agora 3.52. Para cadat >0 ev € V temos por (3.56) que
1 1
|(n(t), 0)| < llua@®)lIvllvllv < Sllun@) + S vl <

onde C' > 0 independe de n € N, logo a sequéncia {(u,(t),v)}nen € equilimitada.
Notemos também que a sequéncia {(u,(t),v)}nen € equicontinua. De fato, dado
v eV, se|v|| =0 a equicontinuidade € direta de (3.57), se por outro lado ||v|| > 0,

dado € > 0, tomando

52

(crloll)*

para todos t,t + a € [0,T] tais que
|(t+a) —t] = la] <4,
seque por (3.57) que
(tn(t +0),0) = (ua(t),0)| < erflolla® < erflo]d* =e.

Usando o teorema de Arzeld-Ascoli temos que existe uma subsequéncia {(uy (t),v) bnen
tal que
(up (t),v) = (u(t),v), Vt R, Vove,

onde novamente por um argumento de contradi¢ao deduzimos que
(un(t),v) = (u(t),v), VteRT, Vv e V.

Finalmente usando o fato de )V ser denso em H concluimos que
(un(t),v) = (u(t),v), Vt e R", Vv e H,

ou seja,
un(t) = u(t), em H, V't >0,
1sto €,
S(t)ug, — S(t)ug, em H, ¥Vt > 0.
A seguir, provaremos um resultado importante para garantir a existéncia de um

atrator global, a compacidade assintética do semigrupo obtido pelas solugoes do sistema

de Navier-Stokes.
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Teorema 3.12. O semigrupo nao linear {S(t)}i>o0 € assintoticamente compacto em H.

Prova. A principio, consideremos a sequinte aplicacdo bilinear

[,]:VxV = R
A
(u,v) — v((u,v)) — l/El(u, v). (3.80)
Notemos que [-,-] : V x V — R define um produto interno em V' pois:

e [0,0] =0;

o seu eV —{0} seque por (3.6) que

A 1 A
) = v (|l = SHul?) = v(5lul? = FHul?) + S ul? > S ul? > 0
e para cada u, v, vo €V ek € R
)\1 )\1
[, v1 + kva] = v((u, v1 + kvg)) — V;(U, vy + kva) = v((u,v1)) — V?(u,vl)
A
+ kv((u,v9)) — k:u?l(u,vg) = [u, v1] + k[u, v].
Além disso pela desigualdade (3.6), dado u € V', temos
Va2 2 _ Vo2 2 ALy 2 2
Slull” = vllull” = Sllull® < viull” = v—|ul” = [u, u] = [u]" < vljul,
2 2 2
1sto €,
Sllull? < [ < vijul®, ¥ ue V. (3.81)
Entao [-, -] define um produto interno em V' que induz uma norma [-] = [+, ~]% equivalente
a norma || - ||lv. Somando e subtraindo vA;|u|* na equacao da energia (3.35) obtemos
d, o 2 2 2
Sl + 2vlull” = vAdul® + vhiful” = 2(f,w)
dat,

d
Slul? + 2 [ul” + vAdlul? = 2, u),
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1sto €,
d 2 2 2
EM +viful® =2 ((f,u) — [W]"), ¥V u(t) = S(t)uo, uo € H. (3.82)
Multiplicando (3.82) pelo fator integrante e**1* obtemos
d 2 vt 2 vAit 2\ vt
%]u\ e v fulPe™ =2 ((f,u) — [u]”) e,
entao
(3.83)

d 2 vty __ 2\ vt
L (jufer) = 2 ((f.0) = [uf?) e

Para cada t > 0, integrando (3.83) de 0 a t, temos

W@WJM“ﬂwF=2Ae“”ﬂﬁﬂﬁ%ﬁwﬁﬁd&

ou ainda,

1S (t)ug|*e” Mt = |ug|? + Q/t evhs ((f,S(s)u0> — [S(s)uo]z) ds, Y uy € H, t > 0(3.84)
0

Seja {un fnen uma sequéncia limitada em H e {t,}nen, tn > 0 convergindo para o

infinito, tomemos entao um conjunto limitado B C H tal que {uy,}nen C B. Visto que

o conjunto B € absorvente, existe um tempo Tg > 0 tal que

S()BC B, Vt>Tg,

entao
t,>1Tg = S(tn)un € B.

Pelo teorema de Banach-Alaoglu existe uma subsequéncia {S(t,)un tnen tal que

S(ty)u, —w em H, n e N/ (3.85)

onde w € B, pois B é convezo e fechado na topologia fraca, uma vez que, um espaco de

Banach € fechado e convexo na topologia fraca se, e somente se, € fechado na topologia

forte. Além disso, para cada T > 0, temos que

S(tn — T)un € B, (3.86)

sempre que t, — T > Tg. Entdo para cada T > 0 o teorema de Banach Alaoglu nos
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garante que existe um subconjunto de indices Ny C N tal que
S(t, — T)u, — wr em H, quando n — +oo em Np

e wr € B. Tomemos em particular T" € N e facamos o sequinte processo, para T = 1

consideremos o conjunto de indices
Ny ={neN; t,—1>Tg},

notemos que por (3.86)
{S(tn — Duntneny C B,

logo existe um subconjunto de indices Ny C N} tal que
S(t, — 1)u, = wy; em H, quando n — +oo em Ny
ewy € B. Para T = 2 consideremos o conjunto de indices
Ny ={neNy; t,—2>Tg},

por (8.86) obtemos que
{S(tn — 1)un}neN3 C B,

logo existe um subconjunto de indices Ny C NZ tal que
S(tp — 2)u, — wy em H, quando n — +o0o em Ny
e wy € B. Continuando o processo temos
---N3c Ny, CN; CN.

Tomando o conjunto de indices
N*= (] Nr,
T=1

e denotando seu elementos por n', chegamos que a subsequéncia {S(t, )y }n € tal que

Sty — Ty — wr, em H VT €N, (3.87)
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com wr € B. Notemos entao que

w = lHm St )uy = Hm S(T =T+t )uyy =1Hm S(T)S(ty — 1)ty
Hy Hy Hy
= S(T) 1}{1;1 Sty — Tuy = S(T)wyp, YT € N, (3.88)
Lema 3.11

onde lli{m denota o limite tomado na topologia fraca de H, com n' — oo. Logo
s
w=S(T)wr, YT eN.

Por (3.85) e usando o fato da func¢ao norma ser fracamente semicontinua inferiormente

temos que

lw| < lirr}l/inf |S (tn )t (3.89)
provemos agora que

lim§up |S (tn ) un | < |wl. (3.90)
Dado T € N e t,y > T temos por (3.84) que

1S(tw)uwl® = [S(T)S(tw — T)uw|?
1 T 1
= 10ty = Tyl +2 | g (S8 = Thu) =

—[S(5)S (tp — T)un]*)ds. (3.91)
Por (3.86) temos que
Oy 2
y—T)—==| < p?
‘S(tn ) | <P
logo
5 1
hmsup o T]S( Tun|> ) < p T (3.92)

Aplicando o Lema 3.11 em (3.87) obtemos que

S()S(tn — Ty — S(Hwp em L*(0,T;V). (3.93)
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Além disso a aplicacao

¢: Qx0T - R

(01) = /@) (3.94)

estd em L*(0,T; V"), visto que

i

Entao por (3.93) obtemos também que

2

1 T
@) < [t <er

el/)xl(T—t

\%

(0,5()S(tw = Tyun) = (&, S(-)wr)

ou seja,

hm/ ot (£, (5) St ﬂ%mmzéfwf (F, S(s)wr)ds.  (3.95)

Notemos que como

1
O < el’)\l(T*S) S el’)\lT S 17 v S E [O,T]

temos por (3.81) que

T
v 2 B 1 V. oo
sorlliory = [ Fllds
T
1 2
/0 T [u]”ds
T
1 2
< AEEEQMMM

Aﬁﬂ%s

= V”“H%%O,T;V)? Vue L*0,T;V).

IN

Logo a aplicacao

w:L*(0,T;V) — R

T 1 9 %
u (/0 =) [u] ds) ,

define uma norma (ndo € dificil verificar que satisfaz a definicao de norma) em L*(0,T;V)
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equivalente @ norma usual. Seque entdo de (3.93) que

o o

771/

Assim, usando algumas propriedades de limite do supremo obtemos

S|
lim sup (—2/0 T [S(5)S (tw — T)up]? ds)

n/

. |
= — 1111’71Ll11’1f (2/0 m [S(S)S(tn/ — T)un,]2 dS)
T 1 )
(3.96)

As desigualdades (3.92), (3.95) e (3.97) nos permite passar o limsup em (3.91), ob-

tendo

lim sup | S (tn )un|* < p2eV11T +2/O ew\ll ((f S(s)wr) — [S(s)wr]*)ds. (3.98)

n/

Por outro lado, tomando S(T)wr = w em (3.84) obtemos que

= Srplen +2 [ s (S — SG@er)as. (.99

De (3.98) e (3.99) chegamos que

lirgsgp\s(tn/)uw <P onr el = S5glerf?
1
2 | 2

< |wP+ 95, VT EN, (3.100)

Fazendo T — oo em (3.100) obtemos finalmente que
lim sup | S (tp )t |? < |w]? (3.101)

n’eN
Portanto, seque de (3.89) e (3.101) que

Sty )up — w forte em H. (3.102)
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Combinando Teorema 3.12, Teorema 3.33 e Teorema 2.10, obtemos o resultado

principal deste trabalho:

Teorema 3.13. Seja Q2 um aberto que satisfaz (3.2). Assumav >0 e f € V'. Entao,
o semigrupo {S(t) }+>0 associado a equacao (3.1) possui um atrator global em H, isto é,
um compacto A em H invariante sob a¢cao do semigrupo que atrai todos os conjuntos

limitados de H. E mais, A € conexo em H.
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Capitulo 4
Consideracoes finais

Uma das motivagoes em considerar o problema de provar a existéncia de atrator
global para o sistema de equacoes de Navier-Stokes sobre dominios ilimitados em R2,
conforme R. Rosa em [14], reside na falta da compacidade nas imersoes de Sobolev, o
que torna a analise matematica desses problemas mais interessante. Aqui, chamamos
a atencao do leitor para o fato de que nao usamos espacos de Sobolev com peso que
¢ uma das principais técnicas usadas para contornar a falta de compacidade para as
imersoes. O argumento usado aqui é assumir que o dominio espacial embora ilimitado
seja tal que sobre ele vale a desigualdade de Poincaré. Num primeiro momento notamos
a importancia de considerar que vale a desigualdade de Poincaré sobre o dominio
2 (ndo necessariamente limitado) quando se pretende demonstrar a equivaléncia das
normas, como obtido no Teorema 3.2 e, consequentemente, nos espacos H e V. A
desigualdade de Poincaré também ¢é importante na obtencao de algumas propriedade
da forma trilinear b onde usamos apenas as imersoes continuas de Sobolev. A obtencao
das estimativas 3.41 e 3.46, também consequéncias da desigualdade de Poincaré, sao
de fundamental importancia para a prova da existéncia de um conjunto absorvente e a
compacidade assintotica do semigrupo estudado, garantindo assim a existéncia de um
atrator global para o mesmo. Um dos motivos usado para usar este framework se da
pelo de que embora F. Abergel [1] e A. V. Babin [3] tenham assumido que o termo
forcante pertence a espags de Sobolev com peso para provar a existéncia do atrator,
eles também obtiveram estimativas sobre a sua dimensao, e estas estimativas eram
independentes na norma ponderada do termo forcante.

A presente dissertacao nos motiva a considerar as seguintes questao em futuros

trabalhos.

(Q1) Estudar estimativas da dimensao fractal e da dimensao de Hausdorff do atrator

global, para mais detalhes veja [14];

(Q2) Considerar o termo forcante como funcao de ¢, e condicao f € L2 (R, V');

loc
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(Q3) Considerar a viscosidade como fungao de t, por exemplo substituir a viscosidade

constade v em (1) pela expressao vy + v ||u(t)||?, como foi considerado por [10] e

outros.
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