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Autor: José Naéliton Marques da Silva

T́ıtulo: Sobre o Complexo de Koszul

Depto.: Matemática
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C.1 Álgebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
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Resumo

O complexo de Koszul é uma ferramenta de vital importância na Álgebra Comutativa. Ele nos

permitirá definir alguns invariantes que nos dão informações refinadas acerca de um determinado

módulo. Entre eles podemos ressaltar a profundidade e a multiplicidade de tal módulo em relação

à um ideal. A primeira mede o comprimento da maior M-sequência formada por elementos do anel

e a segunda nos dá informações assintóticas acerca do comprimento de módulos quocientes.

Palavras-Chave: Complexo de Koszul, Álgebra exterior, Multiplicidade, profundi-

dade, Caracteŕıstica de Euler-Poincaré.
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Introdução

O complexo de Koszul foi introduzido por Jean-Louis Koszul e apresentou-se como uma das

ferramentas mais importantes da Álgebra Comutativa, tendo aplicações em inúmeros campos da

matemática, tais como Geometria Algébrica, Álgebra de Lie e Teoria dos operadores. Tal complexo

tem sua importância não apenas pelo fato de ser encontrado em vários campos da matemática,

mas também por ter uma estrutura de Álgebra intŕınseca e por dar uma aplicação direta à Álgebra

de Grassmann.

Na presente dissertação pretendemos construir tal complexo e demonstrar suas propriedades

mais básicas de forma mais rigorosamente posśıvel. Para isso utilizaremos como pré-requisito

apenas o livro introdutório em Álgebra Comutativa do Atiyah-MacDonald e a partir dáı toda

teoria necessária para tal feito será posta nos apêndices.

Entre muitas posśıveis aplicações do complexo de Koszul, escolhemos sua conexão com a teoria

da profundidade que correlaciona três invariantes de natureza completamente distinta, a saber, a

profundidade de um módulo relativo a um ideal J, o comprimento de uma M-sequência maximal

formada por elementos de J e o menor inteiro tal que a homologia do complexo de Koszul rela-

cionado à uma famı́lia de geradores de J é não nulo. Quando o anel é noetheriano e o módulo

finitamente gerado, veremos que tais inteiros são iguais.

Outra aplicação que abordaremos será a relação entre o śımbolo de multiplicidade de um módulo

relativo à uma sequência de elementos do anel e a caracteŕıstica de Euler-Poincaré do módulo de

homologia do complexo de Koszul associado à mesma sequência. Relação esta, que no caso do anel

noetheriano e do módulo finitamente gerado se mostrará ser de igualdade.

Finalizaremos com o teorema de Lech que nos dará, a partir do śımbolo de multiplicidade,

informações assintóticas sobre o comprimento de determinados módulos.

Todos os anéis considerados nessa dissertação serão comutativos com unidade.

vi



Caṕıtulo 1

Complexos de Koszul

1.1 Definições e Propriedades Básicas

Sejam I um conjunto e u : A(I) −→ A um homomorfismo de A-módulos. Para cada m ≥ 2

considere a aplicação:

ϕm : (A(I))m −→
m−1∧

(A(I))

tal que ϕm(y1, y2, ..., ym) =

m∑
i=1

(−1)i+1u(yi)y1 ∧ y2 ∧ ...∧ ŷi ∧ ...∧ ym, onde ŷi denota a omissão do

elemento que está na posição i.

Afirmação: ϕm é uma aplicação m-linear alternada.

De fato, temos que:

ϕm(y1, ..., yj + ay′j , ..., ym) =

m∑
i=1

(−1)i+1u(yi)y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ ŷi ∧ ... ∧ ym =

(−1)j+1u(yj + ay′j)y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ ŷj ∧ ... ∧ ym+

∑
i6=j

(−1)i+1u(yi)y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ (yj + ay′j) ∧ ... ∧ ŷi ∧ ... ∧ ym =

(−1)j+1u(yj)y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ ŷj ∧ ... ∧ ym+

a(−1)j+1u(y′j)y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ ŷj ∧ ... ∧ ym+
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∑
i 6=j

(−1)i+1u(yi)y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ yj ∧ ... ∧ ŷi ∧ ... ∧ ym+

a
∑
i6=j

(−1)i+1u(yi)y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ y′j ∧ ... ∧ ŷi ∧ ... ∧ ym =

[(−1)j+1u(yj)y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ ŷj ∧ ... ∧ ym+

∑
i 6=j

(−1)i+1u(yi)y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ yj ∧ ... ∧ ŷi ∧ ... ∧ ym]+

a[(−1)j+1u(y′j)y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ ŷj ∧ ... ∧ ym+

∑
i6=j

(−1)i+1u(yi)y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ y′j ∧ ... ∧ ŷi ∧ ... ∧ ym] =

ϕm(y1, ..., yj , ..., ym) + aϕm(y1, ..., y
′
j , ..., ym)

Se i 6= j e yi = yj = z, então:

ϕm(y1, ..., yi−1, z, yi+1, ..., yj−1, z, yj+1, ..., ym) =

(−1)j+1u(z)y1 ∧ ... ∧ yi−1 ∧ z ∧ yi+1 ∧ ... ∧ yj−1 ∧ ŷj ∧ yj+1 ∧ ... ∧ ym+

(−1)i+1u(z)y1 ∧ ... ∧ yi−1 ∧ ŷi ∧ yi+1 ∧ ... ∧ yj−1 ∧ z ∧ yj+1 ∧ ... ∧ ym+

∑
k 6=i,j

(−1)k+1u(yk)y1 ∧ ... ∧ yi−1 ∧ z ∧ yi+1 ∧ ... ∧ yj−1 ∧ z ∧ yj+1 ∧ ... ∧ ŷk ∧ ... ∧ ym =

(−1)j+1u(z)y1 ∧ ... ∧ yi−1 ∧ z ∧ yi+1 ∧ ... ∧ yj−1 ∧ ŷj ∧ yj+1 ∧ ... ∧ ym+

(−1)i+1u(z)y1 ∧ ... ∧ yi−1 ∧ ŷi ∧ yi+1 ∧ ... ∧ yj−1 ∧ z ∧ yj+1 ∧ ... ∧ ym =

(−1)j+1(−1)j−i−1u(z)y1 ∧ ... ∧ yi−1 ∧ ŷi ∧ yi+1 ∧ ... ∧ yj−1 ∧ z ∧ yj+1 ∧ ... ∧ ym+

(−1)i+1u(z)y1 ∧ ... ∧ yi−1 ∧ ŷi ∧ yi+1 ∧ ... ∧ yj−1 ∧ z ∧ yj+1 ∧ ... ∧ ym =

(−1)iu(z)y1 ∧ ... ∧ yi−1 ∧ ŷi ∧ yi+1 ∧ ... ∧ yj−1 ∧ z ∧ yj+1 ∧ ... ∧ ym+
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(−1)i+1u(z)y1 ∧ ... ∧ yi−1 ∧ ŷi ∧ yi+1 ∧ ... ∧ yj−1 ∧ z ∧ yj+1 ∧ ... ∧ ym = 0

Assim sendo, para cada m ≥ 2, podemos definir uma aplicação A-linear:

dm :

m∧
(A(I)) −→

m−1∧
(A(I))

tal que dm(y1 ∧ y2 ∧ .... ∧ ym) =

m∑
i=1

(−1)i+1u(yi)y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ ŷi ∧ ... ∧ ym.

Proposição 1.1.1. O par (
⊕
i∈Z

Ci,⊕dn), onde Ci =
∧i

(A(I)), se i ∈ N, Ci = 0, se i ≤ 0 e d1 = u,

define um complexo.

Demonstração:

Sejam m ≥ 2 e x1, x2, ..., xm+1 ∈ A(I), temos que:

dm ◦ dm+1(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xm+1) = dm(

m+1∑
i=1

(−1)i+1u(xi)x1 ∧ ... ∧ x̂i ∧ ... ∧ xm+1) =

m+1∑
i=1

(−1)i+1u(xi)dm(x1 ∧ ... ∧ x̂i ∧ ... ∧ xm+1) = R

Definindo yk = xk, se k < i e yk = xk+1, se k ≥ i, temos:

R =

m+1∑
i=1

(−1)i+1u(xi)dm(y1 ∧ ... ∧ ym) =

m+1∑
i=1

(−1)i+1u(xi)

m∑
j=1

(−1)j+1u(yj)y1 ∧ ... ∧ ŷj ∧ ... ∧ ym

=

m+1∑
i=1

m∑
j=1
j<i

(−1)i+ju(xi)u(yj)y1 ∧ ... ∧ ŷj ∧ ... ∧ ym+

m+1∑
i=1

m∑
j=1
j≥i

(−1)i+ju(xi)u(yj)y1 ∧ ... ∧ ŷj ∧ ... ∧ ym

=

m+1∑
i=2

m∑
j=1
j<i

(−1)i+ju(xi)u(xj)x1 ∧ ... ∧ x̂j ∧ ... ∧ x̂i ∧ ... ∧ xm+1+
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m∑
i=1

m∑
j=1
j>i

(−1)i+ju(xi)u(xj+1)x1 ∧ ... ∧ x̂i ∧ ... ∧ x̂j+1 ∧ ... ∧ xm+1 =

m+1∑
i=2

m∑
j=1
j<i

(−1)i+ju(xi)u(xj)x1 ∧ ... ∧ x̂j ∧ ... ∧ x̂i ∧ ... ∧ xm+1+

m∑
i=1

m+1∑
j=2
j>i

(−1)i+j−1u(xi)u(xj)x1 ∧ ... ∧ x̂i ∧ ... ∧ x̂j ∧ ... ∧ xm+1 =

m+1∑
i=2

m∑
j=1
j<i

(−1)i+ju(xi)u(xj)x1 ∧ ... ∧ x̂j ∧ ... ∧ x̂i ∧ ... ∧ xm+1+

m∑
j=1

m+1∑
i=2
j<i

(−1)i+j−1u(xi)u(xj)x1 ∧ ... ∧ x̂j ∧ ... ∧ x̂i ∧ ... ∧ xm+1 = 0

Além do mais:

d1 ◦ d2(x1 ∧ x2) = d1(u(x1)x2 − u(x2)x1) = u(x1)d1(x2)− u(x2)d1(x1) =

u(x1)u(x2)− u(x2)u(x1) = 0

Q.E.D.

O complexo definido na proposição 1.1.1 é dito associado ao homomorfismo u e será denotado

por K(u).

Definição 1.1.1. Sejam I um conjunto, u : A(I) −→ A uma forma linear e M um A-módulo.

Ao complexo K∗(u;M) = K(u) ⊗A M chamamos de complexo de Koszul descendente, ou com-

plexo descendente da álgebra exterior, associado à forma linear u e ao A-módulo M. Ao complexo

K∗(u;M) = HomgrA(K(u),M) chamaremos de complexo de Koszul ascendente, ou complexo

ascendente da álgebra exterior, associado à forma linear u e ao A-módulo M.

Observe que dar uma forma linear u : A(I) −→ A é equivalente a dar uma famı́lia {xα}α∈I
de elementos de A. De fato, basta tomar xi = u(ei), onde ei ∈ A(I), i ∈ I, é a base canônica.

Assim sendo, falaremos do complexo de Koszul ascendente (resp. descendente) associado à famı́lia

{xα}α∈I e ao A-módulo M como sendo o associado à forma linear u e ao A-módulo M e o

denotaremos por K∗({xα}α∈I ;M)(resp. K∗({xα}α∈I ;M)). Observe também que K∗(u;A) não

passa de K(u). No que segue, denotaremos (K∗(u;M))i (resp. (K∗(u;M))i) por Ki(u;M) (resp.

Ki(u;M)).
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Sejam ϕ : K0(u;M) = A ⊗A M −→ M (resp. ϕ′ : K0(u;M) = HomA(A,M) −→ M)

e ψ : K1(u;M) = A(I) ⊗A M −→ M (I) (resp. ψ′ : K1(u;M) = HomA(A(I),M) −→ M I)

os isomorfismos canônicos. Definiremos um complexo a partir do complexo de Koszul K∗(u;M)

(resp. K∗(u;M)), fazendo o seguinte diagrama:

...
dm+1 // Km(u;M)

��

dm // ... d2 // K1(u;M)

ψ

��

d1 // K0(u;M)

ϕ

��

// 0

��

// ...

...
d′m+1

// Km(u;M)
d′m

// ...
d′2

// M (I)
d′1

// M // 0 // ...

(resp.

... // 0

��

// K0(u;M)

ϕ′

��

d0 // K1(u;M)

ψ′

��

d1 // ... d
m−1

// Km(u;M)
dm //

��

...

... // 0 // M
d
′′0

// M I

d
′′1

// ...
d
′′m−1

// Km(u;M)
d
′′m

// ...

) onde os homomorfismos que não aparecem são as identidades, comutar. Com tal definição, tais

complexos são claramente isomorfos. Os identificaremos a partir de tal isomorfismo.

Proposição 1.1.2. Sejam I um conjunto, {Mi}i∈I uma famı́lia de A-módulos e u : A(I) −→ A

uma forma linear. Se K∗(u;
⊕
i∈I

Mi) (resp. K∗(u;Mi)) denota o complexo de koszul descendente

associado à forma linear u e ao A-módulo
⊕
i∈I

Mi (resp. Mi), então existe um isomorfismo de

complexos:

K∗(u;
⊕
i∈I

Mi) '
⊕
i∈I

K∗(u;Mi)

Demonstração:

Segue direto da proposição B.3.2

Q.E.D.

Proposição 1.1.3. Sejam I um conjunto, {Mi}i∈I uma famı́lia de A-módulos e u : A(I) −→ A

uma forma linear. Se K∗(u;
∏
i∈I

Mi) (resp. K∗(u;Mi)) denota o complexo de koszul ascendente

associado à forma linear u e ao A-módulo
∏
i∈I

Mi (resp. Mi), então existe um isomorfismo de

complexos:

K∗(u;
∏
i∈I

Mi) '
∏
i∈I

K∗(u;Mi)
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Demonstração:

Segue direto da proposição B.4.1

Q.E.D.

Proposição 1.1.4. Sejam I um conjunto e M,N A-módulos. Se K∗(u;M) (resp. K∗(u;N),

K∗(u;M ⊗A N), K∗(u;N ⊗A M)) denota o complexo de Koszul descendente associado à forma

linear u : A(I) −→ A e ao A-módulo M (resp. N, M ⊗AN , N ⊗AM), então existem isomorfismos

de Complexos:

K∗(u;M ⊗A N) ' K∗(u;M)⊗A N ' K∗(u;N)⊗AM ' K∗(u;N ⊗AM)

Demonstração:

Segue da proposição B.3.3, os isomorfismos de complexos:

K∗(u;M ⊗A N) = K(u)⊗A (M ⊗A N) ' (k(u)⊗AM)⊗A N = K∗(u;M)⊗A N

e

K∗(u;N ⊗AM) = K(u)⊗A (N ⊗AM) ' (k(u)⊗A N)⊗AM = K∗(u;N)⊗AM

E da proposição B.3.1 (observando que se ϕ : C −→ C ′ é um isomorfismo de complexos, então

1C′′ ⊗ ϕ : C ′′ ⊗A C −→ C ′′ ⊗A C ′ é um isomorfismo de complexos, afirmação 4 do teorema B.3.1

e proposição B.3.1) o isomorfismo (de complexos):

K∗(u;N ⊗AM) = K(u)⊗A (N ⊗AM) ' K(u)⊗A (M ⊗A N) = K∗(u;M ⊗A N)

Q.E.D.

Proposição 1.1.5. Sejam J um conjunto e K∗(u;M) o complexo de koszul descendente associado

à forma linear u : A(J) −→ A e ao A-módulo M. Se K∗(u;M) é aćıclico em grau positivo, ou

seja, Hp(K∗(u;M)) = 0, ∀p ≥ 1, então (K∗(u;M), h), onde h0 : M −→ M
IM é o homomorfismo

canônico e I = im(u), é uma resolução à esquerda de M
IM .

Demonstração:

Desde que Hp(K∗(u;M)) = 0, ∀p ≥ 1, é suficiente demonstrar que d′1(M (J)) = IM . Se

y ∈ d1(M (J)), então y = d′1({xi}i∈J), com xi ∈ M e a famı́lia {xi}i∈J de suporte finito. Assim

sendo, temos:
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y = d′1 ◦ ψ(
∑
i∈J

ei ⊗ xi) = ϕ ◦ d1(
∑
i∈J

ei ⊗ xi) =
∑
i∈J

ϕ ◦ d1(ei ⊗ xi) =

∑
i∈J

ϕ(u(ei)⊗A xi) =
∑
i∈J

u(ei)xi ∈ IM

Seja x ∈M , temos que u(ei)x = d′1(ji(x)), onde ji : M −→M (J) é a injeção canônica e {ei}i∈J
a base canônica de A(J). Como a famı́lia {u(ei)x}(i,x)∈J×M gera o A-módulo IM e u(A(J)) é um

submódulo de M, segue que IM ⊆ u(A(J)).

Q.E.D.

Proposição 1.1.6. Sejam J um conjunto e K∗(u;M) o complexo de koszul ascendente associado

à forma linear u : A(J) −→ A e ao A-módulo M. Se K∗(u;M) é aćıclico em grau positivo, então

(K∗(u;M), h), onde h0 : HomA(AI ,M) −→ M é tal que h0(f) = f(1) e I = im(u), é uma

resolução à direita de HomA(AI ,M).

Demonstração:

Observe que h0 é injetiva. De fato,

h0(g) = 0⇒ g(1) = 0⇒ ag(1) = 0,∀a ∈ A⇒ g(a) = 0,∀a ∈ A⇒ g = 0

Além do mais, se denotarmos por d a diferencial de K∗(u;M), temos que:

d
′′

0 ◦ h0(g) = d
′′

0 (g(1)) = {−u(ei)g(1)}i∈J = {−g(u(ei))}i∈J = 0

Se y ∈ Ker(d0), então

−{u(ei)y}i∈J = d
′′

0 (y) = 0⇒ u(ei)y = 0,∀i ∈ J ⇒ I ⊆ Ann(y)

Dessa forma, podemos definir a aplicação A-linear:

ηy : A
I −→ M tal que ηy(a) = ay. Assim sendo, temos que y = h0(ηy). O resto do resultado

segue do fato de Hp(K∗(u;M)) = 0, ∀p ∈ N∗.

Q.E.D.

Proposição 1.1.7. Sejam I um conjunto e K∗({xα}α∈I ;M) o complexo de Koszul descendente

associado à famı́lia {xα}α∈I de elementos de A e ao A-módulo M. Se M é livre (resp. projetivo),

então Kp({xα}α∈I ;M) é livre (resp. projetivo) para todo inteiro p. Em particular, K∗({xα}α∈I ;M)

é livre (resp. projetivo).
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Demonstração:

Como A(I) é livre (resp. projetivo), temos que
∧p

(A(I)) é livre (resp. projetivo) para todo

p ∈ N e também o são Kp({xα}α∈I ;M) =
∧p

(A(I)) ⊗A M , ∀p ∈ N, como produto tensorial de

módulos livres (resp. projetivo). O fato de K∗({xα}α∈I ;M) ser livre (resp. projetivo), segue de

tal A-módulo ser a soma direta de A-módulos livres (projetivos).

Q.E.D.

Corolário 1.1.1. Sob as hipóteses da proposição 1.1.5, se M é livre, então (K∗(u;M), h) é uma

resolução livre de M
IM .

Demonstração:

Claro a partir das proposições 1.1.5 e 1.1.7.

Q.E.D.

Corolário 1.1.2. Sob as hipóteses da proposição 1.1.5, se M é projetivo, então (K∗(u;M), h) é

uma resolução projetiva de M
IM .

Demonstração:

Claro a partir das proposições 1.1.5 e 1.1.7.

Corolário 1.1.3. Sejam I um conjunto e K({xα}α∈I) o complexo de Koszul associado à famı́lia

{xα}α∈I de elementos de A. Se K({xα}α∈I) é aćıclico em grau positivo, então:

Hp(K∗({xα}α∈I ;M)) ' TorAp (
A

I
,M)

onde I =< {xα}α∈I >, para todo A-módulo M e para todo inteiro p.

Demonstração:

O resultado segue do fato de K({xα}α∈I) ' K∗({xα}α∈I ;A), como complexos, e do corolário

anterior.

Q.E.D.

Corolário 1.1.4. Sejam I um conjunto e K({xα}α∈I) o complexo associado à famı́lia {xα}α∈I de

elementos de A. Se K({xα}α∈I) é aćıclico em grau positivo, então:

Hp(K∗({xα}α∈I ;M)) ' Extp(A
I
,M)

onde I =< {xα}α∈I >, para todo A-módulo M e para todo inteiro p.

Demonstração:

O resultado segue do fato de K({xα}α∈I) ser uma resolução livre (e portanto projetiva) de A
I

e K∗({xα}α∈I ;M) = HomgrA(K({xα}α∈I),M).
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Q.E.D.

Proposição 1.1.8. Sejam n ∈ N∗ e K∗(x1, x2, ..., xn;M) o complexo de Koszul ascendente associ-

ado à sequência {x1, x2, ..., xn} de elementos de A e ao A-módulo M. Se M é livre (resp. projetivo,

plano), então Kp({x1, x2, ..., xn};M) é livre (resp. projetivo, plano) para todo inteiro p. Em

particular, K∗({x1, x2, ..., xn};M) é livre (resp. projetivo, plano).

Demonstração:

Como Kp({x1, x2, ..., xn};M) = HomA(
∧p

(An),M), o resultado segue do fato de
∧p

(An) ser

livre e finitamente gerado (proposições A.1.8 e A.3.3). Além do mais, K∗({x1, x2, ..., xn};M) é

livre (resp. projetivo, plano) por ser soma direta de A-módulos livres (resp. projetivos, planos).

Q.E.D.

Proposição 1.1.9. Sejam n ∈ N∗ e K∗(x1, x2, ..., xn;M) o complexo de Koszul ascendente as-

sociado à sequência {x1, x2, ..., xn} de elementos de A e ao A-módulo M. Se M é injetivo, então

Kp(x1, x2, ..., xn;M) é injetivo para todo inteiro p. Além do mais, K∗(x1, x2, ..., xn;M) é injetivo.

Demonstração:

Como An é livre e possui uma base finita, segue que Kp(x1, x2, ..., xn) =
∧p

(An) é livre de base

finita (caso p < 0 é trivialmente verdadeiro). Desde que M é injetivo, segue que:

Kp(x1, x2, ..., xn;M) = HomA(Kp(x1, x2, ..., xn),M)

é injetivo (corolário A.2.1). Além do mais, desde que An é gerado por n elementos, temos que∧r
(An) = 0, ∀r > n e dessa forma:

Kr(x1, x2, ..., xn;M) = HomA(

r∧
(An),M) = 0,∀r > n

Como:

Ks(x1, x2, ..., xn;M) = 0,∀s < 0

temos que:

K∗(x1, x2, ..., xn;M) '

K1(x1, x2, ..., xn;M)×K2(x1, x2, ..., xn;M)× ...×Km(x1, x2, ..., xn;M)

para algum m ≤ n. Assim sendo, o resultado segue do fato de K∗(x1, x2, ..., xn;M) ser isomorfo

ao produto de módulos injetivos.

Q.E.D.

9



Proposição 1.1.10. Sejam n ∈ N∗ e K∗(x1, x2, ..., xn;M) o complexo de Koszul descendente

associado à sequência {x1, x2, ..., xn} de elementos de A e ao A-módulo M. Para todo inteiro p

existe um isomorfismo de A-módulos:

Kp(x1, x2, ..., xn;M) ' HomA(Kp(x1, x2, ..., xn),M)

Demonstração:

Seja {ei}mi=1, onde m =

(
n

p

)
, a base canônica de

∧p
(An). Defina a seguinte aplicação:

ϕp : HomA(

p∧
(An),M) −→

p∧
(An)⊗AM

tal que ϕp(f) =

m∑
i=1

ei ⊗ f(ei). Claramente ϕ é A-linear. Da mesma forma, defina:

ψp :

p∧
(An)×M −→ HomA(

p∧
(An),M)

tal que ψp(

m∑
i=1

aiei, x)(

m∑
j=1

bjej) =

m∑
j=1

ajbjx. Claramente vemos que ψp está bem definida e é

A-bilinear. Dessa forma, podemos definir a aplicação A-linear:

ηp :

p∧
(An)⊗AM −→ HomA(

p∧
(An),M)

tal que ηp((

m∑
i=1

aiei ⊗ x)(

m∑
j=1

bjej) =

m∑
j=1

ajbjej. Observe que:

ηp ◦ ϕp(f)(

m∑
j=1

bjej) =

ηp(ei ⊗ (

m∑
i=1

f(ei)))(

m∑
j=1

bjej) = ηp(

m∑
i=1

(

m∑
k=1

δikek)⊗ (f(ei)))(

m∑
j=1

bjej) =

m∑
i=1

ηp((

m∑
k=1

δikek)⊗ (f(ei)))(

m∑
j=1

bjej) =

m∑
i=1

m∑
j=1

bjδijf(ei) =

m∑
i=1

bif(ei) = f(

m∑
i=1

biei)

onde δii = 1 e δij = 0, se i 6= j. Por outro lado:

ϕp ◦ ηp(
m∑
i=1

aiei ⊗ x) =
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m∑
j=1

ej ⊗ (ηp(

m∑
i=1

aiei ⊗ x)(ej)) =

m∑
j=1

ej ⊗ (ηp(

m∑
i=1

aiei ⊗ x)(

m∑
k=1

δkjek)) =

m∑
j=1

ej ⊗ (

m∑
k=1

akδkjx) =

m∑
j=1

ej ⊗ (ajx) = (

m∑
j=1

ajej)⊗ x

Q.E.D.

Corolário 1.1.5. Sejam n ∈ N∗ e K∗(x1, x2, ..., xn;M) o complexo de Koszul descendente as-

sociado à sequência {x1, x2, ..., xn} de elementos de A e ao A-módulo M. Se M é plano, então

Kp(x1, x2, ..., xn;M) é plano para todo inteiro p. Em particular, K∗(x1, x2, ..., xn;M) é plano.

Demonstração:

Temos que Kp(x1, x2, ..., xn) é livre para todo inteiro p. Como M é plano, segue que

Kp(x1, x2, ..., xn;M) ' HomA(Kp(x1, x2, ..., xn),M) é plano (proposição A.3.3). O fato de

K∗(x1, x2, ..., xn;M) ser plano, segue do fato de ser soma direta de A-módulos planos.

Q.E.D.

Corolário 1.1.6. Sejam n ∈ N∗ e K∗(x1, x2, ..., xn;M) o complexo de Koszul descendente asso-

ciado à sequência {x1, x2, ..., xn} de elementos de A e ao A-módulo M. Se M é injetivo, então

Kp(x1, x2, ..., xn;M) é injetivo para todo inteiro p. Além do mais, K∗(x1, x2, ..., xn;M) é injetivo.

Demonstração:

Como An é livre e possui uma base finita, segue que Kp(x1, x2, ..., xn) =
∧p

(An) é livre de base

finita (caso p < 0 é trivialmente verdadeiro). Desde que M é injetivo, segue que Kp(x1, x2, ..., xn;M)

' HomA(Kp(x1, x2, ..., xn),M) é injetivo (corolário A.2.1). Além do mais, desde que An é ger-

ado por n elementos, temos que
∧r

(An) = 0, ∀r > n e dessa forma Kr(x1, x2, ..., xn;M) =∧r
(An) ⊗A M = 0, ∀r > n. Como temos também, Ks(x1, x2, ..., xn;M) = 0, ∀s < 0, temos que

K∗(x1, x2, ..., xn;M) ' K1(x1, x2, ..., xn;M) × K2(x1, x2, ..., xn;M) × ... × Km(x1, x2, ..., xn;M),

para algum m ≤ n. Assim sendo, o resultado segue do fato de K∗(x1, x2, ..., xn;M) ser isomorfo

ao produto de módulos injetivos.

Q.E.D.

Proposição 1.1.11. Sejam u : A(I) −→ A e v : A(J) −→ A duas formas lineares. Se u e v são

tais que v(A(J)) ⊆ u(A(I)), então existe um morfismo de complexos ω : K(v) −→ K(u).

Demonstração:

Seja H = u(A(I)). Desde que v(A(J)) ⊆ u(A(I)), temos a seguinte situação:
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A(J)

v

��
A(I)

u
// H // 0

Uma vez que A(J) é projetivo, existe um homomorfismo γ que faz o diagrama:

A(J)

v

��

γ

||xx
xx

xx
xx

A(I)
u

// A

comutar. Seja ω :
∧

(A(J)) −→
∧

(A(I)) a extensão de γ. Se d e d′ denotam as diferenciais de

K(u) e K(v), respectivamente, teremos:

ωm ◦ dm+1(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xm+1) = ωm(

m+1∑
i=1

u(xi)x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ x̂i ∧ ... ∧ xm+1) =

m+1∑
i=1

u(xi)ωm(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ x̂i ∧ ... ∧ xm+1) =

m+1∑
i=1

u(xi)(γ(x1)) ∧ (γ(x2)) ∧ ... ∧ (γ(xi−1)) ∧ x̂i ∧ (γ(xi+1)) ∧ ... ∧ (γ(xm+1))) =

m+1∑
i=1

v(γ(xi))(γ(x1)) ∧ (γ(x2)) ∧ ... ∧ (γ(xi−1)) ∧ x̂i ∧ (γ(xi+1)) ∧ ... ∧ (γ(xm+1))) =

d′m+1(γ(x1)) ∧ (γ(x2)) ∧ ... ∧ (γ(xm+1))) = d′m+1 ◦ ωm+1(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xm+1)

Q.E.D.

Corolário 1.1.7. Com as hipóteses da proposição, o morfismo ω define um isomorfismo de com-

plexos entre k(u) e k(v), se, e somente se, γ é um isomorfismo.

Demonstração:

Se ω é um isomorfismo de complexos, então ωp é um isomorfismo para todo inteiro p. Em

particular, ω1 = γ é um isomorfismo. Reciprocamente, temos que ρ a extensão de γ−1 é a inversa

de ω.
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Q.E.D.

Corolário 1.1.8. Sejam {xα}α∈I uma famı́lia de elementos de A e σ : I −→ I uma bijeção.

Existe um isomorfismo de complexos:

K({xα}α∈I) ' K({xσ(α)}α∈I)

Demonstração:

De fato, o homomorfismo γ da proposição é dado pelo isomorfismo eα 7→ eσ(α), onde {eα}α∈I
denota a base canônica de A(I).

Q.E.D.

Corolário 1.1.9. Sejam u : A(I) −→ A e v : A(J) −→ A duas formas lineares. Se u e v são tais

que v(A(J)) ⊆ u(A(I)), então existe um morfismo de complexos:

η : K∗(v;M) −→ K∗(u;M)

Demonstração:

Pela proposição existe um morfismo de complexos ω : K(u) −→ K(v). Para cada inteiro p,

seja ηp = ωp ⊗ 1M .

Afirmação: η = ⊕ηp é um morfismo de complexos.

Sejam D, D′, d e d′ as diferenciais de K∗(u;M), K∗(v;M), K(u) e K(v), respectivamente.

Temos que:

(ωp−1 ⊗ 1M ) ◦Dp(x⊗ y) = (ωp−1 ⊗ 1M )(dp(x)⊗ y) = (ωp−1 ◦ dp(x))⊗ y =

(d′p ◦ ωp(x))⊗ y = D′p(ωp(x)⊗ y) = D′p ◦ (ωp ⊗ 1M )(x⊗ y)

Q.E.D.

Corolário 1.1.10. Sejam M um A-módulo, {xα}α∈I uma famı́lia de elementos de A e σ : I −→ I

uma bijeção. Existe um isomorfismo de complexos:

K∗({xα}α∈I ;M) ' K∗({xσ(α)}α∈I ;M)
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Demonstração:

Temos pelo corolário 1.1.8 que existe um isomorfismo de complexos:

ϕ : K({xα}α∈I) −→ K({xσ(α)}α∈I)

Do corolário anterior, sabemos que:

ϕ⊗ 1M : K∗({xα}α∈I ;M) −→ K∗({xσ(α)}α∈I ;M)

é um morfismo de complexos. Mas tal aplicação é bijetiva, como produto tensorial de isomorfismos

(de A-módulos).

Q.E.D.

Corolário 1.1.11. Sejam u : A(I) −→ A e v : A(J) −→ A duas formas lineares. Se u e v são tais

que v(A(J)) ⊆ u(A(I)), então existe um morfismo de complexos:

β : K∗(u;M) −→ K∗(v;M)

Demonstração:

Pela proposição existe um morfismo de complexos ω : K(u) −→ K(v). Para cada inteiro p,

seja βp = Hom(ωp, 1M ).

Afirmação: β = ⊕βp é um morfismo de complexos.

Sejam D∗, D∗∗, d e d′ as diferenciais de K∗(v;M), K∗(u;M), K(u) e K(v), respectivamente.

Temos que:

Hom(ωp+1, 1M ) ◦Dp
∗(f) = Hom(ωp+1, 1M )((−1)p+1f ◦ d′p+1) = (−1)p+1f ◦ d′p+1 ◦ ωp+1 =

(−1)p+1f ◦ ωp ◦ dp+1 = Dp
∗∗(f ◦ ωp) = Dp

∗∗ ◦Hom(ωp, 1M )(f)

Q.E.D.

Corolário 1.1.12. Sejam M um A-módulo, {xα}α∈I uma famı́lia de elementos de A e σ : I −→ I

uma bijeção. Existe um isomorfismo de complexos:

K∗({xα}α∈I ;M) ' K∗({xσ(α)}α∈I ;M)
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Demonstração:

Demonstração totalmente análoga a do corolário 1.1.10, observando que uma vez que:

ϕ : K({xα}α∈I) −→ K({xσ(α)}α∈I)

é um isomorfismo, então:

Hom(ϕ, 1M ) : K∗({xα}α∈I ;M) −→ K∗({xσ(α)}α∈I ;M)

também o é.

Q.E.D.

Lema 1.1.1. Sejam K(u) o complexo associado à forma linear u : A(I) −→ A e d sua diferencial.

Se x ∈ Kp(u) e y ∈ Kq(u), então:

dp+q(x ∧ y) = dp(x) ∧ y + (−1)px ∧ dq(y)

Demonstração:

Se p = 0, então x ∈ A (resp. y ∈ A). Dessa forma, x ∧ z = xz, ∀z ∈
∧

(A(I)). Assim sendo,

temos:

d0+q(x ∧ y) = dq(xy) = (−1)0xdq(y) = (−1)0x ∧ dq(y) = d0(x) ∧ y + (−1)0x ∧ dq(y)

o caso q = 0 é totalmente análogo. Suponha que p > 0 e q > 0. Podemos escrever x =
∑
i∈R

aiei e y =∑
j∈K

bje
′
j, onde {ei}i∈R e {e′j}j∈K são as bases canônicas de

∧p
(A(I)) e

∧q
(A(I)), respectivamente.

Assim sendo, temos por um lado:

dp+q(x ∧ y) = dp+q((
∑
i∈R

aiei) ∧ (
∑
j∈K

bje
′
j)) =

∑
i∈R

∑
j∈K

bjaidp+q(ei ∧ e′j)

e por outro:

dp(
∑
i∈R

aiei) ∧ (
∑
j∈K

bje
′
j) + (−1)p(

∑
i∈R

aiei) ∧ dq(
∑
j∈K

bje
′
j) =

∑
i∈R

∑
j∈K

bjai[dp(ei) ∧ e′j + (−1)pei ∧ dq(e′j)]
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Dessa forma, é suficiente demonstrar o resultado no caso em que x = x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xp e

y = y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ yq, com xi, yj ∈ M . Assim sendo, defina zi = xi, 1 ≤ i ≤ p e zj+p = yj,

1 ≤ j ≤ q. Temos que:

dp+q(x ∧ y) = dp+q(z1 ∧ z2 ∧ ... ∧ zp+q) =

p+q∑
i=1

(−1)i+1u(zi)z1 ∧ z2 ∧ ... ∧ ẑi ∧ ... ∧ zp+q =

p∑
i=1

(−1)i+1u(zi)(z1 ∧ ... ∧ ẑi ∧ ... ∧ zp) ∧ (zp+1 ∧ ... ∧ zp+q)+

p+q∑
i=p+1

(−1)i+1u(zi)(z1 ∧ ... ∧ zp) ∧ (zp+1 ∧ ... ∧ ẑi ∧ ... ∧ zp+q) =

(

p∑
i=1

(−1)i+1u(xi)x1 ∧ ... ∧ x̂i ∧ ... ∧ xp) ∧ (y1 ∧ ... ∧ yq)+

(x1 ∧ ... ∧ xp) ∧ (

p+q∑
i=p+1

(−1)i+1u(yi−p)y1 ∧ ... ∧ ŷi−p ∧ ... ∧ yq) =

dp(x) ∧ y + x ∧ (

q∑
j=1

(−1)j+p+1u(yj)y1 ∧ ... ∧ ŷj ∧ ... ∧ yq) =

dp(x) ∧ y + (−1)px ∧ (

q∑
j=1

(−1)j+1u(yj)y1 ∧ ... ∧ ŷj ∧ ... ∧ yq) = dp(x) ∧ y + (−1)px ∧ dq(y)

Q.E.D.

Lema 1.1.2. Sejam I um conjunto, K(u) o complexo associado à forma linear u : A(I) −→ A e d

sua diferencial. Se x ∈ A(I), então:

d(x ∧ y) + x ∧ d(y) = u(x)y

∀y ∈ K(u).

Demonstração:

Escrevamos y =
∑
p∈Z

yp, onde yp ∈ Kp(u). Por um lado, temos:

d(x ∧ y) + x ∧ d(y) = d(x ∧ (
∑
p∈Z

yp)) + x ∧ d(
∑
p∈Z

yp) =
∑
p∈Z

[d(x ∧ yp) + x ∧ d(yp)]
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e por outro:

u(x)y = u(x)(
∑
p∈Z

yp) =
∑
p∈Z

u(x)yp

Dessa forma, é suficiente demonstrar o resultado para y ∈ Kp(u), p ∈ N. Assim sendo, temos:

d(x ∧ y) + x ∧ d(y) = dp+1(x ∧ y) + x ∧ dp(y) = d1(x) ∧ y + (−1)1x ∧ dp(y) + x ∧ dp(y) =

d1(x) ∧ y = u(x) ∧ y = u(x)y

A segunda igualdade sendo derivada do lema anterior, enquanto que a última segue da definição

do produto em
∧

(A(I)).

Q.E.D.

Proposição 1.1.12. Sejam I um conjunto e K∗({xα}α∈I ;M) o complexo de Koszul descendente

associado a famı́lia {xα}α∈I de elementos de A e ao A-módulo M. Se J =< {xα}α∈I >, então:

J +Ann(M) ⊆ Ann(H(K∗({xα}α∈I ;M)))

Demonstração:

Ann(M) anula Kp({xα}α∈I)⊗AM para todo p ∈ Z. Dessa forma, Ann(M) anula

K∗({xα}α∈I ;M), portanto anula Z(K∗({xα}α∈I ;M)) e a posteriori anula H(K∗({xα}α∈I ;M)).

Logo Ann(M) ⊆ Ann(H(K∗({xα}α∈I ;M))).

Sejam h =
∑
j∈J

yj ⊗ zj ∈ Z(K∗({xα}α∈I ;M)), d a diferencial de K({xα}α∈I) e D a de

K∗({xα}α∈I ;M). Lembrando que à famı́lia {xα}α∈I está associada a uma forma linear

u : A(I) −→ A, tal que u(ei) = xi, onde {ei}i∈I é a base canônica de A(I), de acordo com o lema

1.1.2, temos que:

xih =
∑
j∈J

(xiyj)⊗ zj =
∑
j∈J

(d(ei ∧ yj) + (ei ∧ d(yj)))⊗ zj =

∑
j∈J

d(ei ∧ yj)⊗ zj +
∑
j∈J

(ei ∧ d(yj))⊗ zj =

D(
∑
j∈J

(ei ∧ yj)⊗ zj) +
∑
j∈J

(εei ⊗ 1M )(d(yj)⊗ zj) =
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D(
∑
j∈J

(ei ∧ yj)⊗ zj) + (εei ⊗ 1M ) ◦D(
∑
j∈J

yj ⊗ zj) =

D(
∑
j∈J

(ei ∧ yj)⊗ zj) + (εei ⊗ 1M ) ◦D(h) = D(
∑
j∈J

(ei ∧ yj)⊗ zj)

onde εei : K({xα}α∈I) −→ K({xα}α∈I) é a homotetia com relação a ei, ou seja, εei(y) = ei ∧ y.

Dessa forma, xi ∈ Ann(H(K∗({xα}α∈I ;M))), i ∈ J e portanto J ⊆ Ann(H(K∗({xα}α∈I ;M))).

Como Ann(M), J ⊆ Ann(H(K∗({xα}α∈I ;M))), segue o resultado.

Q.E.D.

Corolário 1.1.13. Sejam I um conjunto e K({xα}α∈I) o complexo associado à famı́lia

{{xα}α∈I}.Temos que

J ⊆ Ann(H(K({xα}α∈I)))

Demonstração:

O resultado segue do fato de K({xα}α∈I) ' K∗({xα}α∈I ;A), aplicando a proposição.

Q.E.D.

Proposição 1.1.13. Sejam I um conjunto e K∗({xα}α∈I ;M) o complexo de Koszul ascendente

associado à famı́lia {xα}α∈I de elementos de A e ao A-módulo M. Se J =< {xα}α∈I >, então:

J +Ann(M) ⊆ Ann(H(K∗({xα}α∈I ;M)))

Demonstração:

Temos que Ann(M) anula HomA(Kp({xα}α∈I),M) para todo inteiro p. Dessa forma, Ann(M)

anula K∗({xα}α∈I), portanto anula Z(K∗({xα}α∈I ;M)) e a posteriori anula H(K∗({xα}α∈I ;M)).

Logo Ann(M) ⊆ Ann(H(K∗({xα}α∈I ;M))). Sejam f ∈ Z(K∗({xα}α∈I ;M)), d a diferencial

de K({xα}α∈I) e D′ a de K∗({xα}α∈I ;M). De acordo com o lema 1.1.2, temos que:

(xif)(y) = f(xiy) = f(d(ei ∧ y) + ei ∧ d(y)) = f(d(ei ∧ y)) + f(ei ∧ d(y)) = f(ei ∧ d(y)) =

f ◦ εei ◦ d(y) = D′((−1)n+1f ◦ εei)(y)⇒ xif = D′((−1)n+1f ◦ εei)

onde εei : K({xα}α∈I) −→ K({xα}α∈I) é a homotetia com relação a ei. Dessa forma, xi ∈
Ann(H(K∗({xα}α∈I ;M))), i ∈ J e portanto J ⊆ Ann(H(K∗({xα}α∈I ;M))). Como Ann(M), J ⊆
Ann(H(K∗({xα}α∈I ;M))), segue o resultado.

Q.E.D.
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Teorema 1.1.1. Sejam n ∈ N∗, K(x1, x2, ..., xn) o complexo associado à sequência {x1, x2, ..., xn}
e K(xi) o associado ao elemento xi, i ∈ {1, 2, ..., n}. Existe um isomorfismo:

K(x1)⊗A K(x2)⊗A ...⊗A K(xn) ' K(x1, x2, ..., xn)

de complexos.

Demonstração:

O caso n = 1 é trivial. Suponha que n = 2 e sejam ϕ : (K(x1)) ⊗A (K(x2)) −→ K(x1, x2)

o isomorfismo de A-módulos, tal que ϕ(x ⊗ y) = x ∧ y (proposição C.3.4), D, D∗, d e d′ as

diferenciais de K(x1) ⊗A K(x2), K(x1, x2), K(x1) e K(x2), respectivamente. Se zi ∈ Ki(x1) e

yj ∈ Kj(x2), então:

ϕ(zi ⊗ yj) = zi ∧ yj ∈ Ki+j(x1, x2)

Segue por linearidade que ϕ é um isomorfismo de A-módulos graduados. Além do mais, se

i+ j = p+ 1, temos:

ϕp ◦Dp+1(zi ⊗ yj) = ϕp(di(zi)⊗ yj + (−1)izi ⊗ d′j(yj)) =

ϕp(di(zi)⊗ yj) + (−1)iϕp(zi ⊗ d′j(yj)) = D∗i (zi) ∧ yj + (−1)izi ∧D∗j (yj) =

D∗p+1(zi ∧ yj) = D∗p+1 ◦ ϕp+1(zi ⊗ yj)

O resultado segue por linearidade das aplicações consideradas. Para n > 2, temos os seguintes

isomorfismos de complexos:

K(x1)⊗A K(x2)⊗A ...⊗A K(xn) '

[K(x1)⊗A K(x2)⊗A ...⊗A K(xn−1)]⊗A K(xn) '

K(x1, ..., xn−1)⊗A K(xn) ' K(x1, x2, ..., xn)

onde o penúltimo isomorfismo segue da hipótese de indução e o último define-se (e demonstra-se)

de forma totalmente análoga ao caso n = 2.

Q.E.D.
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Corolário 1.1.14. Sejam n,m ∈ N∗ e K(x1, ..., xn), K(y1, ..., ym) os complexos associados às

sequências {x1, x2, ..., xn} e {y1, y2, ..., ym}, respectivamente. Existe um isomorfismo:

K(x1, ..., xn)⊗A K(y1, ..., ym) ' K(x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., ym)

de complexos.

Demonstração:

Temos os seguintes isomorfismos de complexos:

K(x1, ..., xn)⊗A K(y1, ..., ym) '

[K(x1)⊗A K(x2)⊗A ...⊗A K(xn)]⊗A [K(y1)⊗A K(y2)⊗A ...⊗A K(yn)] '

K(x1)⊗A K(x2)⊗A ...⊗A K(xn)⊗A K(y1)⊗A K(y2)⊗A ...⊗A K(yn) '

K(x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., ym)

Q.E.D.

Corolário 1.1.15. Sejam n,m ∈ N∗ e K∗(x1, ..., xn;M), K∗(y1, ..., ym;N) os complexos de Koszul

descendentes associados às sequências {x1, x2, ..., xn} e {y1, y2, ..., ym} e aos A-módulos M e N,

respectivamente. Existe um isomorfismo:

K∗(x1, ..., xn;M)⊗A K∗(y1, ..., ym;N) ' K∗(x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., ym;M ⊗A N)

de complexos.

Demonstração:

O resultado segue dos isomorfismos de complexos (Apêndice B):

K∗(x1, ..., xn;M)⊗A K∗(y1, ..., ym;N) = [K(x1, ..., xn)⊗AM ]⊗A [K(y1, ..., ym)⊗A N ] '

K(x1, ..., xn)⊗A [M ⊗A K(y1, ..., ym)]⊗A N '

K(x1, ..., xn)⊗A [K(y1, ..., ym)⊗AM ]⊗A N '
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[K(x1, ..., xn)⊗A K(y1, ..., ym)]⊗A [M ⊗A N ] '

K(x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., ym)⊗A [M ⊗A N ] =

K∗(x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., ym;M ⊗A N)

Corolário 1.1.16. Sejam n,m ∈ N∗ e K∗(x1, ..., xn;M), K∗(y1, ..., ym;N) os complexos de Koszul

descendente e ascendente (respectivamente) associados às sequências {x1, x2, ..., xn} e

{y1, y2, ..., ym}, respectivamente. Existe um isomorfismo:

HomgrA(K∗(x1, ..., xn;M),K∗(y1, ..., ym;N)) '

K∗(x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., ym;HomA(M,N))

de complexos.

Demonstração:

O resultado segue dos isomorfismos de complexos (Apêndice B):

HomgrA(K∗(x1, ..., xn;M),K∗(y1, ..., ym;N)) =

HomgrA(K(x1, ..., xn)⊗AM ;HomgrA(K(y1, ..., ym);N)) '

HomgrA((K(x1, ..., xn)⊗AM)⊗A K(y1, ..., ym);N) '

HomgrA((K(x1, ..., xn)⊗A K(y1, ..., ym))⊗AM ;N) '

HomgrA(K(x1, ..., xn, y1, ..., ym);Hom(M,N)) =

K∗(x1, x2, ..., xn, y1, y2, ..., ym;HomA(M,N))

Q.E.D.

Proposição 1.1.14. Sejam A, B anéis, ρ : A −→ B um homomorfismo não nulo, N um B-módulo

e {xα}α∈I uma famı́lia de elementos de A. Se K∗A({xα}α∈I ;N) denota o complexo (de A-módulos)

de Koszul ascendente associado à famı́lia {xα}α∈I e K∗B({ρ(xα)}α∈I ;N) denota o complexo (de

B-módulos) de Koszul ascendente associado à famı́lia {ρ(xα)}α∈I , então existe um isomorfismo:

K∗B({ρ(xα)}α∈I ;N) ' K∗A({xα}α∈I ;N)

de Z-complexos.
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Demonstração:

Sejam ψ : A(I) −→ B(I) o homomorfismo de Z-módulos tal que ψ({ai}i∈I) = {ρ(ai)}i∈I e

ϕ :
∧

(A(I)) −→
∧

(B(I)) o prolongamento de ψ. A aplicação Hom(ϕ, 1N ) é claramente um

morfismo de Z-complexos. Se Hom(ϕ, 1N )(f) = 0, então:

f ◦ ϕ = 0⇒ f ◦ ϕ(ei) = 0⇒ f(e′i) = 0,∀i ∈ I ⇒ f = 0

onde {ei}i∈J (resp. {e′i}i∈J) é a base canônica de
∧

(A(I)) (resp.
∧

(B(I))).

Observe que ϕ é uma bijeção do conjunto {ei}i∈J no conjunto {e′i}i∈J tal que ψ(ei) = e′i,

∀i ∈ I. Sejam η : {e′i}i∈J −→ {ei}i∈J a bijeção oposta e g ∈ HomA(
∧

(A(I)), N). Defina:

γ :
∧

(B(I)) −→ N

tal que γ(
∑
i∈J

bie
′
i) =

∑
i∈J

big ◦ η(e′i) =
∑
i∈J

big(ei). Como {e′i}i∈J é uma base do B-módulo
∧

(B(I)),

a aplicação γ está bem definida e claramente é B-linear. Além do mais, temos que:

γ ◦ ϕ(
∑
i∈J

aiei) = γ(
∑
i∈J

ρ(ai)ϕ(ei)) =
∑
i∈J

ρ(ai)g ◦ η(ϕ(ei)) =
∑
i∈J

aig(ei) = g(
∑
i∈J

aiei)

onde a penúltima igualdade segue da estrutura de A-módulo de N, ou seja, ax := ρ(a)x. E segue

que g = Hom(ϕ, 1N )(γ).

Q.E.D.

1.2 Conexão com teoria da profundidade

Proposição 1.2.1. Seja:

0 // M0
ϕ0 // M1

ϕ1 // M2
ϕ2 // ... ϕn−2 // Mn−1

ϕn−1 // Mn
// 0

uma sequência exata. Se K∗({xα}α∈I ;Mi) denota o complexo de Koszul descendente associado à

famı́lia {xα}α∈I e ao A-módulo Mi, então existe uma sequência exata:

0 // K∗({xα}α∈I ;M0) // K∗({xα}α∈I ;M1) // ... // K∗({xα}α∈I ;Mn) // 0

de complexos e morfismos.

Demonstração:

Uma vez que K({xα}α∈I) é um A-módulo plano, temos que a sequência de A-módulos e homo-

morfismos:
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0 // K({xα}α∈I)⊗AM0
1⊗ϕ0 // K({xα}α∈I)⊗AM1

1⊗ϕ1 // K({xα}α∈I)⊗AM2
1⊗ϕ2 // ...

// ... 1⊗ϕn−2 // K({xα}α∈I)⊗AMn−1

1⊗ϕn−1 // K({xα}α∈I)⊗AMn
// 0

é exata. O resultado segue do fato de 1⊗ ϕi serem claramente morfismos de complexos.

Q.E.D.

Corolário 1.2.1. Sejam M um A-módulo e {a1, a2, ..., an} uma M-sequência. Se

Mi = M
<a1,a2,...,ai>M

, 1 ≤ i ≤ n e M0 = M , então temos uma sequência exata:

0 // K∗({xα}α∈I ;M) // K∗({xα}α∈I ;M0) // ... // K∗({xα}α∈I ;Mn) // 0

de morfismos e complexos.

Demonstração:

De fato, segue da proposição D.1.3 a existência de uma sequência exata:

0 // M // M0
// M1

// ... // Mn−1
// Mn

// 0

Dessa forma, o resultado segue direto da proposição.

Q.E.D.

Corolário 1.2.2. Com as hipóteses da proposição, suponha que ∃n0 ∈ N tal que

Hi(K({xα}α∈I ;M)) = 0, ∀i ≥ n0, então Hj(K({xα}α∈I ;Mn)) = 0, ∀j > m+ n0.

Demonstração:

Temos que {a1} é uma sequência M-regular. Logo, temos uma sequência exata de complexos e

morfismos:

0 // K∗({xα}α∈I ;M) // K∗({xα}α∈I ;M0) // K∗({xα}α∈I ;M1) // 0

Do corolário B.1.1, segue a sequência exata de módulos e homomorfismos:

... // Hi+r+1(K∗(M1) // Hi+r(K∗(M)) //

Hi+r(K∗(M)) // Hi+r(K∗(M1)) // Hi+r−1(K∗(M)) // ...

onde K∗(M) = K∗({xα}α∈I ;M). Dessa forma, temos que Hi+r(K∗({xα}α∈I ;M1)) = 0, ∀i ≥
1. O resultado segue por indução, observando que {a2, a3, ..., an} é uma M1-sequência.
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Q.E.D.

Corolário 1.2.3. Com as hipóteses da proposição, temos que Hi(K∗(a1, a2, ..., an;M)) = 0,

∀i ≥ 1.

Demonstração:

Como An é gerado por n elementos, temos que
∧i

(An) = 0, ∀i ≥ n+ 1. Portanto,

Hi(K∗(a1, a2, ..., an;Mn)) = 0, ∀i ≥ n + 1. Suponha que demonstramos que Hi(im(1 ⊗ ϕj)) = 0,

∀i ≥ j + 2 e j < n. Considere a sequência exata:

0 // Ker(1⊗ ϕj) // K∗(a1, a2, ..., an;Mj) // im(1⊗ ϕj) // 0

de morfismos e complexos. Pelo corolário B.1.1 temos que:

Hi(Ker(1⊗ ϕj)) ' Hi(K∗(a1, a2, ..., an;Mj)),∀i ≥ j + 2

Mas Ker(1⊗ ϕj) = im(1⊗ ϕj−1). Assim sendo, todo elemento de Hi(Ker(1⊗ ϕj)),
∀i ∈ N, é da forma aj(1⊗ ψj)(x), com x ∈ K∗(a1, a2, ..., an;Mj−1) e ψj : Mj−1 −→ Mj sendo o

homomorfismo canônico. Assim sendo, temos pelo corolário B.1.1 que o homomorfismo:

η : Hj+1(Ker(1⊗ ϕj+1)) −→ Hj+1(K∗(a1, a2, ..., an;Mj))

tal que η(x) = x̂, é injetivo. Mas, x = aj(1⊗ ψj)(y), com y ∈ K∗(a1, a2, ..., an;Mj−1). Dessa

forma, temos pela proposição 1.1.12 que η(x) = 0 e portanto Hj+1(Ker(1⊗ ϕj)) = 0. Novamente

pelo corolário B.1.1, temos que o homomorfismo:

ζ : Hj+1(K∗(a1, a2, ..., an;Mj)) −→ Hj+1(im(1⊗ ϕj))

tal que ζ(x) = (1⊗ ϕj)(x) = aj+1(1⊗ ψj+1)(x) = (1⊗ ψj+1)(aj+1x)=(1⊗ ψj+1)(aj+1x). Segue

novamente da proposição 1.1.12 que ζ(x) = 0 e portanto Hj+1(K∗(a1, a2, ..., an;Mj)) = 0. O

resultado segue por indução decrescente, levando-se em conta que Ker(1⊗ ϕj) = im(1⊗ ϕj−1).

Q.E.D.

Proposição 1.2.2. Sejam M um A-módulo e {γ1, γ2, ..., γn} uma sequência de elementos de A.

Se {γn} é M-regular, então para todo m ∈ Z existe um isomorfismo:

Hm(K∗(γ1, γ2, ..., γn−1;
M

γnM
)) ' Hm(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M))
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Demonstração:

Desde An é livre temos que
∧m

(An) (m ≤ n) é livre e tem por base {eJ}J∈Fm(n), sendo

eJ = eλJ1 ∧ eλJ2 ∧ ... ∧ eλJm , J = {λJ1 < λJ2 < ... < λJm} e Fm(n) = {J ⊆ {1, 2, ..., n}/#J = m}
(proposição C.3.5). Se m ≤ n, então defina os homomorfismos:

ϕm :

m∧
(An) −→

m−1∧
(An−1)

tal que:

{
ϕm(eJ) = e′J−{n}, se J 6⊆ {1, 2, ..., n− 1}
ϕm(eJ) = 0, se J ⊆ {1, 2, ..., n− 1}

onde {e′J}J∈Fm−1(n−1) denota a base canônica de
∧m−1

(An−1) e

ψm = ϕm ⊗ η :

m∧
(An)⊗AM −→

m−1∧
(An−1)⊗A

M

γnM

onde η : M −→ M
γnM

denota a aplicação canônica. A aplicação ψm é claramente sobrejetiva.

Afirmação 1: A sequência:

0 // ∧m(An)⊗AM
ζm // ∧m(An)⊗AM

ψm // ∧m−1
(An−1)⊗A M

γnM
// 0

onde:

ζm = ξm ⊗M :

m∧
(An)⊗AM −→

m∧
(An)⊗AM

e ξm :
∧m

(An) −→
∧m

(An) é o homomorfismo tal que:

{
ξm(eJ) = γneJ , se J 6⊆ {1, 2, ..., n− 1}
ξm(eJ) = eJ , se J ⊆ {1, 2, ..., n− 1}

é exata.

Claramente ψm ◦ ζm = 0. Se ψm(
∑

J∈Fm(n)

aJeJ ⊗ xJ) = 0, então:

∑
J∈Fm−1(n−1)

aJ∪{n}e
′
J ⊗ xJ∪{n} = 0⇒ {aJ∪{n}xJ∪{n}}J∈Fm−1(n−1) = 0⇒

25



aJ∪{n}xJ∪{n} = γnyJ∪{n},∀J ∈ Fm−1(n− 1)

onde acima utilizamos o isomorfismo canônico
∧m

(An)⊗A M
γnM

' [ M
γnM

](Fm−1(n−1)). Assim sendo,

temos que:

∑
J∈Fm(n)

aJeJ ⊗ xJ =
∑

J∈Fm(n)
n∈J

aJeJ ⊗ xJ +
∑

J∈Fm(n)
n 6∈J

aJeJ ⊗ xJ =

∑
J∈Fm(n)
n∈J

eJ ⊗ (γnyJ) +
∑

J∈Fm(n)
n6∈J

aJeJ ⊗ xJ =

∑
J∈Fm(n)
n∈J

(γneJ)⊗ yJ +
∑

J∈Fm(n)
n6∈J

aJeJ ⊗ xJ ∈ im(ζm)

Além do mais, se ζm(
∑

J∈Fm(n)

aJeJ ⊗ xJ) = 0, então:

∑
J∈Fm(n)
n∈J

aJ(γneJ)⊗ xJ +
∑

J∈Fm(n)
n 6∈J

aJeJ ⊗ xJ = 0⇒
∑

J∈Fm(n)
n∈J

jJ(γnaJxJ) +
∑

J∈Fm(n)
n6∈J

jJ(aJxJ) = 0⇒

{
γn(aJxJ) = 0, se J 6⊆ {1, 2, ..., n− 1}
aJxJ = 0, se J ⊆ {1, 2, ..., n− 1}

⇒ aJxJ = 0,∀J ∈ Fm(n)⇒

∑
J∈Fm(n)

aJeJ ⊗ xJ = 0

Afirmação 2: A sequência:

0 // K∗(γ1, ..., γn;M)
ζ // K∗(γ1, ..., γn−1, 1;M)

ψ // K∗(γ1, ..., γn−1; M
γnM

)(−1) // 0

onde ζ = ⊕ζm (resp. ψ = ⊕ψm) e ζm = 0 (resp. ψm = 0) se m < 0 ou m > n, é uma sequência

exata de morfismos e complexos.

De acordo com a afirmação 1 é suficiente demonstrar que ζ (resp. ψ) é um morfismo. De-

notemos por d (resp. d′, d′′) a diferencial de K∗(γ1, ..., γn;M) (resp. K∗(γ1, ..., γn−1, 1;M),

K∗(γ1, ..., γn−1;M)(−1)). Assim sendo, temos que:

dm ◦ ζm(
∑

J∈Fm(n)

aJeJ ⊗ xJ) =
∑

J∈Fm(n)
n∈J

aJdm((γneJ)⊗ xJ) +
∑

J∈Fm(n)
n6∈J

aJdm(eJ ⊗ xJ) =

26



∑
J∈Fm(n)
n∈J

m−1∑
i=1

(−1)i+1γiγnaJ(eλJ1 ∧ eλJ2 ∧ ... ∧ êλJi ∧ .... ∧ eλJm)⊗ xJ+

∑
J∈Fm(n)
n∈J

(−1)m+1γn1aJ(eλJ1 ∧ eλJ2 ∧ ... ∧ eλJm−1
)⊗ xJ+

∑
J∈Fm(n)
n6∈J

m∑
i=1

(−1)i+1γiaJ(eλJ1 ∧ eλJ2 ∧ ... ∧ êλJi ∧ .... ∧ eλJm)⊗ xJ

e

ζm−1 ◦ d′m(
∑

J∈Fm(n)

aJeJ ⊗ xJ) =

∑
J∈Fm(n)
n∈J

aJζm−1 ◦ d′m(eJ ⊗ xJ) +
∑

J∈Fm(n)
n6∈J

aJζm−1 ◦ d′m(eJ ⊗ xJ) =

∑
J∈Fm(n)
n∈J

m−1∑
i=1

(−1)i+1γiaJζm−1((eλJ1 ∧ eλJ2 ∧ ... ∧ êλJi ∧ .... ∧ eλJm)⊗ xJ)+

∑
J∈Fm(n)
n∈J

(−1)m+1γnaJζm−1((eλJ1 ∧ eλJ2 ∧ ... ∧ eλJm−1
)⊗ xJ)+

∑
J∈Fm(n)
n 6∈J

m∑
i=1

(−1)i+1γiaJζm−1((eλJ1 ∧ eλJ2 ∧ ... ∧ êλJi ∧ .... ∧ eλJm)⊗ xJ) =

∑
J∈Fm(n)
n∈J

m−1∑
i=1

(−1)i+1γnγiaJ((eλJ1 ∧ eλJ2 ∧ ... ∧ êλJi ∧ .... ∧ eλJm)⊗ xJ)+

∑
J∈Fm(n)
n∈J

(−1)m+1γn1aJ((eλJ1 ∧ eλJ2 ∧ ... ∧ eλJm−1
)⊗ xJ)+

∑
J∈Fm(n)
n6∈J

m∑
i=1

(−1)i+1γiaJ((eλJ1 ∧ eλJ2 ∧ ... ∧ êλJi ∧ .... ∧ eλJm)⊗ xJ)
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Temos ainda que:

d′′m ◦ ψm(
∑

J∈Fm(n)

aJeJ ⊗ xJ) =
∑

J∈Fm(n)
n∈J

aJd
′′
m(e′J−{n} ⊗ xJ) =

∑
J∈Fm(n)
n∈J

m−1∑
i=1

(−1)i+1γiaJ((eλJ1 ∧ eλJ2 ∧ ... ∧ êλJi ∧ .... ∧ eλJm−1
)⊗ xJ)

e

ψm−1 ◦ d′m(
∑

J∈Fm(n)

aJeJ ⊗ xJ) =
∑

J∈Fm(n)
n∈J

aJψm−1 ◦ d′m(eJ ⊗ xJ)+

∑
J∈Fm(n)
n6∈J

aJψm−1 ◦ dm(eJ ⊗ xJ) =
∑

J∈Fm(n)
n∈J

aJψm−1 ◦ dm(eJ ⊗ xJ) =

∑
J∈Fm(n)
n∈J

m−1∑
i=1

(−1)i+1γiaJψm−1((eλJ1 ∧ eλJ2 ∧ ... ∧ êλJi ∧ .... ∧ eλJm−1
∧ en)⊗ xJ)+

∑
J∈Fm(n)
n∈J

(−1)m+1γnaJψm−1((eλJ1 ∧ eλJ2 ∧ ... ∧ eλJm−1
)⊗ xJ) =

∑
J∈Fm(n)
n∈J

m−1∑
i=1

(−1)i+1γiaJψm−1((eλJ1 ∧ eλJ2 ∧ ... ∧ êλJi ∧ .... ∧ eλJm−1
∧ en)⊗ xJ) =

∑
J∈Fm(n)
n∈J

m−1∑
i=1

(−1)i+1γiaJ((eλJ1 ∧ eλJ2 ∧ ... ∧ êλJi ∧ .... ∧ eλJm−1
)⊗ xJ)

Da afirmação 2 e do corolário B.1.1, segue a existência de uma sequência exata:

... // Hm(K∗(γ1, γ2, ..., γn−1, 1;M)) // Hm(K∗(γ1, γ2, ..., γn−1; M
γnM

)(−1)) //

// Hm−1(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M)) // Hm−1(K∗(γ1, γ2, ..., γn−1, 1;M)) // ...

Da proposição 1.1.12 sabemos que:

A =< γ1, γ2, ..., γn−1, 1 >⊆ Ann(Hm(K∗(γ1, γ2, ..., γn−1, 1;M))),∀m ∈ Z
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Dessa forma, temos que Hm(K∗(γ1, γ2, ..., γn−1, 1;M)) = 0, ∀m ∈ Z e portanto:

Hm(K∗(γ1, γ2, ..., γn−1;
M

γnM
)(−1)) ' Hm−1(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M))⇒

Hm(K∗(γ1, γ2, ..., γn−1;
M

γnM
)) ' Hm(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M)),∀m ∈ Z

Uma vez que Hm−1(K∗(γ1, γ2, ..., γn−1; M
γnM

)) = Hm(K∗(γ1, γ2, ..., γn−1; M
γnM

)(−1)).

Q.E.D.

Corolário 1.2.4. Sejam M um A-módulo noetheriano e {γ1, γ2, ..., γn} uma sequência de elemen-

tos de A contida no radical de Jacobson. Se H1(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M)) = 0, então {γ1, γ2, ..., γn} é

uma M-sequência.

Demonstração:

Se n = 1, então:

(0 :M x1) = H1(K∗(γ1;M)) = 0

onde (0 :M γ1) é o núcleo da aplicação x 7→ γ1x.

Afirmação: Se H1(K∗(γ1, γ2, ..., γn, γn+1;M)) = 0, então H1(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M)) = 0.

De fato, do corolário 1.1.15 temos que:

K∗(γ1, γ2, ..., γn, γn+1;M) ' K(γn+1)⊗A K∗(γ1, ..., γn−1, γn;M)

Desde que K(γn+1) é o complexo tal que K0(γn+1) = K1(γn+1) = A, Ki(γn+1) = 0, ∀i 6= 0, 1,

e sua diferencial é definida por d1(a) = γn+1a, o complexo K∗(γ1, γ2, ..., γn, γn+1;M) se identifica

ao complexo (C, d′) tal que Ci = Ki(γ1, ..., γn−1, γn;M) ⊕ Ki−1(γ1, ..., γn−1, γn;M) e d′i(x, y) =

(di(x) + γn+1y,−di−1(y)), onde d é a diferencial de K∗(γ1, ..., γn−1, γn;M). Assim sendo, temos

a seguinte sequência exata:

0 // Ki(γ1, ..., γn−1, γn;M)
ji // Ci

πi−1 // Ki−1(γ1, ..., γn−1, γn;M) // 0

onde ji é a i-esima injeção e πi a i-esima projeção. Observe que:

d′i ◦ ji(x) = d′i(x, 0) = (di(x), 0) = ji−1 ◦ di(x)
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e

−di−1 ◦ πi−1(x, y) = −di−1(y) = πi−2(di(x) + γn+1y,−di−1(y)) = πi−2 ◦ d′i(x, y)

Dessa forma, temos uma sequência exata de de complexos:

0 // K∗(γ1, ..., γn−1, γn;M)
j // C

π // K∗(γ1, ..., γn−1, γn;M)(−1) // 0

onde j = ⊕ji e π = ⊕πi.
Pelo corolário B.1.1 temos uma sequência exata:

... // H2(C) // H2(K∗(−1))
∆ // H1(K∗) // H1(C) // ...

onde K∗ = K∗(γ1, ..., γn−1, γn;M).

Agora observe que ∆ é tal que:

x 7→ x 7→ (0, x) 7→ (γn+1x,−d(x)) = (γn+1x, 0) 7→ γn+1x 7→ γn+1x

Desde de que H1(C) = H1(K∗(γ1, γ2, ..., γn, γn+1;M)) = 0, segue que:

H1(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M)) = γn+1H1(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M))

Do lema de Nakayama conclúımos que H1(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M)) = 0.

Da afirmação e da hipótese de indução, temos que {γ1, γ2, ..., γn} é uma M-sequência. Dessa

forma, segue da proposição (por indução) que:

H1(K∗(γ1, γ2, ..., γn, γn+1;M)) =

H1(K∗(γn+1, γ1, γ2, ..., γn;M)) ' H1(γn+1;
M

< γ1, γ2, ..., γn > M
)

E o resultado segue da primeira parte do argumento.

Q.E.D.

Scholium 1.2.1. Segue da afirmação do corolário anterior que se {γ1, γ2, ..., γn} é uma sequência

de elementos de A e M um A-módulo, então existe uma sequência exata:

... // Hi+1(C) // Hi(K∗)
∆ // Hi(K∗) // Hi(C) // ...

onde K∗ = K∗(γ1, ..., γn−2, γn−1;M), C = K∗(γ1, ..., γn−1, γn;M) e ∆(x̄) = γnx̄.
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Proposição 1.2.3. Seja:

0 // M0
ϕ0 // M1

ϕ1 // M2
ϕ2 // ... ϕn−2 // Mn−1

ϕn−1 // Mn
// 0

uma sequência exata. Se K∗({xα}α∈I ;Mi) denota o complexo de Koszul ascendente associado à

famı́lia {xα}α∈I e ao A-módulo Mi, então existe uma sequência exata:

0 // K∗({xα}α∈I ;M0) // K∗({xα}α∈I ;M1) // ... // K∗({xα}α∈I ;Mn) // 0

de complexos e morfismos.

Demonstração:

Desde que A(I) é livre, segue que
∧

(A(I)) é livre (e portanto projetivo). O resultado segue da

proposição B.4.4.

Q.E.D.

Corolário 1.2.5. Sejam M um A-módulo e {a1, a2, ..., an} uma M-sequência. Se M0 = M ,

Mi = M
<a1,a2,...,ai>M

, 1 ≤ i ≤ n e K∗({xα}α∈I ;Mi) denota o complexo de Koszul ascendente

associado à famı́lia {xα}α∈I e ao A-módulo Mi, então existe uma sequência exata:

0 // K∗({xα}α∈I ;M) // K∗({xα}α∈I ;M0) // ... // K∗({xα}α∈I ;Mn) // 0

de complexos e morfismos.

Demonstração:

De fato, o resultado segue da proposição D.1.3 e da anterior.

Q.E.D.

Lema 1.2.1. Sejam M um A-módulo, J ⊆ A um ideal. Se K∗({xα}α∈I ;M) denota o complexo

de Koszul ascendente associado à famı́lia {xα}α∈I e ao A-módulo M, então:

prof(J ;Ki({xα}α∈I ;M)) = prof(J ;M),∀i ≥ 0

Demonstração:

Temos que Ki({xα}α∈I ;M) = HomA(
∧i

(A(I)),M). Mas sabemos pela proposição C.3.5 que∧i
(AI) ' A(Fi(I)), onde Fi(I) = {K ⊆ I/#K = i}. Dessa forma, segue da proposição B.4.1 e do

lema A.1.1 que Ki({xα}α∈I ;M) 'MFi(I). O resultado segue da proposição D.1.5.

Q.E.D.

31



Teorema 1.2.1. Sejam M um A-módulo, J ⊆ A um ideal. Se K∗(J ;M) denota o complexo de

Koszul ascendente associado à famı́lia {xα}α∈I , onde J =< {xα}α∈I >, e ao A-módulo M, então:

prof(J ;M) = inf{n ∈ N ∪ {∞}/Hn(K∗(J ;M)) 6= 0}

Em particular tal inteiro independe da escolha da famı́lia geradora de J.

Demonstração:

Sejam p = prof(J ;M) e q = inf{n ∈ N/Hn(K∗(J ;M)) 6= 0}. Se p ou q é nulo, então o

resultado é trivialmente verdadeiro, pois Ext0A(AJ ,M) = HomA(AJ ,M) ' H0(K∗(J ;M)) (lema

D.1.4). É suficiente demonstrar o caso em que ambos são não nulos. Para todo i < q temos que

Hi(K∗(J ;M)) = 0, portanto Zi(K∗(J ;M)) = Bi(K∗(J ;M)). Dessa forma, podemos considerar

a sequência exata de módulos e homomorfismos:

0 // Bi(K∗(J ;M))
ji // Ki(J ;M)

δi // Bi+1(K∗(J ;M)) // 0

onde o ji é a injeção canônica e δi é o homomorfismo que tem por gráfico o mesmo da diferencial

di de K∗(J ;M), 0 ≤ i ≤ q − 1. Pelo teorema B.4.3 temos uma sequência exata:

0 // HomA(AJ , B
i) // HomA(AJ ,K

i(J ;M)) // HomA(AJ , B
i+1) //

... // ExtnA(AJ ,K
i(J ;M)) // ExtnA(AJ , B

i+1) // Extn+1
A (AJ , B

i) // ...

(1.1)

onde os homomorfismos são como em tal teorema. Do lema 1.2.1 conclúımos que ExtnA(AJ , B
i+1) '

Extn+1
A (AJ , B

i), ∀n ≤ p− 2.

Afirmação: prof(J ;Zi(K∗(J ;M))) > 0, ∀i ∈ N.

De fato, tal resultado segue da sequência exata:

0 // Zi(K∗(J ;M)) // Ki(J ;M) // Bi(K∗(J ;M)) // 0

e do fato de prof(J ;Ki(J ;M)) > 0 (Lema 1.2.1)

(Caso q = ∞, suponha que existe r ∈ N/Hr(K∗(J ;M)) = 0 e no que segue substitua q por r)

Considere a sequência exata:

0 // Bq(K∗(J ;M))
jq // Zq(K∗(J ;M))

δq // Hq(K∗(J ;M)) // 0

Do teorema B.4.3 temos a sequência exata:
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0 // HomA(AJ , B
q) // HomA(AJ , Z

q) // HomA(AJ , H
q) //

... // ExtnA(AJ , Z
q) // ExtnA(AJ , H

q) // Extn+1
A (AJ , B

q) // ...

Da afirmação e da sequência exata acima, segue que prof(J ;Bq) > 0. Como Hq 6= 0 e J ⊆
Ann(Hq), conclúımos (pelo lema D.1.4) que HomA(AJ , Hq) 6= 0. Dessa forma, segue pela sequência

acima que Ext1A(AJ , B
q) 6= 0, ou seja, prof(J ;Bq) = 1. Segue (por indução) da afirmação e dos

isomorfismos ExtnA(AJ , B
i+1) ' Extn+1

A (AJ , B
i), ∀n ≤ p− 2, ∀i ≤ q− 1 que prof(J ;Bq−i) = i+ 1,

0 ≤ i < q. Da sequência 1.1, temos a sequência exata:

Extq−1
A (AJ , B

1) // ExtqA(AJ , B
0) // ExtqA(AJ ,M) // ExtqA(AJ , B

1)

Como B1 ' M e prof(J ;B1) = q (no caso q = ∞, conclúımos que prof(AJ ;M) = r < ∞.

Absurdo!), segue o resultado.

Q.E.D.

Corolário 1.2.6. Sejam M, N A-módulos e {xα}α∈I uma famı́lia de geradores do ideal J ⊆ A.

Se o A-módulo N é livre, então:

prof(J ;M) = prof(J,M ⊗A N)

Demonstração:

Como N é plano, segue da afirmação 3 do teorema B.3.1 o isomorfismo de A-módulos:

Hn(K∗({xα}α∈I ;M))⊗A N ' Hn(K∗({xα}α∈I ;M ⊗A N))

Se Hn(K∗({xα}α∈I ;M)) = 0, então claramente Hn(K∗({xα}α∈I ;M ⊗A N)) = 0. Além do

mais, temos que:

Hn(K∗({xα}α∈I ;M ⊗A N)) = 0⇒ Hn(K∗({xα}α∈I ;M))⊗A N = 0⇒

Hn(K∗({xα}α∈I ;M))⊗A A(I′) = 0⇒ [Hn(K∗({xα}α∈I ;M))](I
′) = 0⇒

Hn(K∗({xα}α∈I ;M)) = 0

onde N ' A(I′). O resultado segue da proposição.
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Q.E.D.

Teorema 1.2.2. Sejam A, B anéis, ρ : A −→ B um homomorfismo não nulo, N um A-módulo e

{xα}α∈I uma famı́lia de geradores do ideal J ⊆ A. Se o A-módulo B é livre, então:

profA(J ;N) = profB(JB;N ⊗A B)

Demonstração:

Do corolário 1.2.6, temos que profA(J ;N) = profA(J ;N ⊗A B). Seguem da proposição 1.1.14

os isomorfismos de Z-módulos:

Hn(K∗B({ρ(xα)}α∈I ;N ⊗A B)) ' Hn(K∗A({xα}α∈I ;N ⊗A B))

Assim sendo, temos pelo teorema 1.2.1 que profB(JB;N ⊗A B) = profA(J ;N ⊗A B).

Corolário 1.2.7. Sejam M um A-módulo J ⊆ A um ideal e I um conjunto. Temos a seguinte

igualdade:

profA(J ;M) = profA[(Xi)i∈I ](JA[(Xi)i∈I ];M ⊗A A[(Xi)i∈I ])

Demonstração:

Segue direto do teorema.

Q.E.D.

Proposição 1.2.4. Sejam M um A-módulo e J ⊆ A um ideal. Se J é finitamente gerado, então:

prof∞(J ;M) = prof(J ;M)

Demonstração:

Do corolário 1.2.7 e da proposição D.1.7 segue que prof∞(J ;M) ≤ prof(J ;M). Suponha que

prof∞(J ;M) < prof(J ;M). Sejam I um conjunto e {γ1, γ2, ..., γn} ⊆ JA[(Xi)i∈I ] uma

M ⊗A A[(Xi)i∈I ]-sequência tal que n = prof∞(J ;M) (como prof∞(J ;M) < prof(J ;M), n não

pode ser infinito). Se Mn = M⊗AA[(Xi)i∈I ]
<γ1,γ2,...,γn>M⊗AA[(Xi)i∈I ] , então segue da proposição D.1.7 e corolário

1.2.7 que profA[(Xi)i∈I ](JA[(Xi)i∈I ];Mn) > 0. Seja P(I) o conjunto das partes de I e considere I

contido em P(I) pela aplicação x 7→ {x}. Pelo corolário D.1.2, conclúımos que {γ1, γ2, ..., γn} ⊆
JA[(Xi)i∈P(I)] é uma M⊗A′A[(Xi)i∈P(I)]-sequência, onde A′ = A[(Xi)i∈I ]. Além do mais, temos
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pela proposição D.1.8 que existe um elemento γn+1 ∈ JA[(Xi)i∈P(I)] tal que a multiplicação por

γn+1 em Mn ⊗A′ A[(Xi)i∈P(I)] é injetiva. Mas da afirmação da proposição D.1.9 temos que:

Mn ⊗A′ A[(Xi)i∈P(I)] '
M ⊗A A[(Xi)i∈P(I)]

< γ1, γ2, ..., γn > M ⊗A A[(Xi)i∈P(I)]

como A[(Xi)i∈P(I)]-módulos. Dessa forma, segue que {γ1, γ2, ..., γn, γn+1} ⊆ JA[(Xi)i∈P(I)] é uma

M ⊗A A[(Xi)i∈P(I)]-sequência. O que, pela definição de prof∞(J ;M), é um absurdo!

Q.E.D.

Corolário 1.2.8. Sejam M um A-módulo e J ⊆ A um ideal. Se F(J) denota o conjunto dos ideais

de A contidos em J que são finitamente gerados, então:

prof∞(J ;M) = sup{prof(J ′;M)/J ′ ∈ F(J)}

Demonstração:

Suponha que prof∞(J ;M) < ∞. Sejam I um conjunto e {γ1, γ2, ..., γn} ⊆ JA[(Xi)i∈I ] uma

M ⊗A A[(Xi)i∈I ]-sequência tal que n = prof∞(J ;M). Se {aij}rij=1 denota o conjunto dos coefi-

cientes não nulos do polinômio γi, então {γ1, γ2, ..., γn} ⊆ J ′A[(Xi)i∈I ], onde

J ′ =

n∑
i=1

< {aij}rij=1 >. Dessa forma, temos que prof∞(J ;M) ≤ prof∞(J ′;M). Como J ′ é

finitamente gerado, segue da proposição que:

prof∞(J ;M) ≤ prof(J ′;M) ≤ sup{prof(J ′;M)/J ′ ∈ F(J)}

Por outro lado, desde que J ′ ⊆ J para todo J ′ ∈ F(J), temos pelo corolário D.1.2 que:

prof(J ′;M) = prof∞(J ′;M) ≤ prof∞(J ;M)

para todo J ′ ∈ F(J). Portanto:

sup{prof(J ′;M)/J ′ ∈ F(J)} ≤ prof∞(J ;M)

Suponha agora que prof∞(J ;M) = ∞. Dessa forma, existe um conjunto I e uma sequência

infinita {γi}i∈N ⊆ JA[(Xi)i∈I ] que é uma M ⊗A A[(Xi)i∈I ]-sequência. Para cada i ∈ N seja

{aij}rij=1 o conjunto dos coeficientes não nulos do polinômio γi. Se J ′i =

s∑
i=1

< {aij}rij=1 >,

então {γ1, γ2, ..., γi} ⊆ J ′iA[(Xi)i∈I ] e i ≤ prof∞(J ′i ;M). Como J ′i é finitamente gerado, segue da

proposição que prof∞(J ′i ;M) = prof(J ′i ;M). Assim sendo, temos que

i ≤ prof(J ′i ;M) ≤ sup{prof(J ′;M)/J ′ ∈ F(J)},∀i ∈ N

Portanto sup{prof(J ′;M)/J ′ ∈ F(J)} =∞.
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Q.E.D.

Teorema 1.2.3. Sejam M um A-módulo e J ⊆ A um ideal. Temos a seguinte cadeia de desigual-

dades:

profφ(J ;M) ≤ ... ≤ sup{prof(J ′;M)/J ′ ∈ F(J)} ≤ inf{n ∈ N ∪ {∞}/Hn(K∗(J ;M)) 6= 0}

onde profφ(J ;M) denota o comprimento da maior M-sequência formada por elementos de J,

F(J) = {J ′ ⊆ J/#J ′ < ∞} e a reticência é ”formada”pelos inteiros prof I(J ;M) (definição

D.1.3) que têm a a seguinte propriedade: Se I ′ ⊆ I, então prof I
′
(J ;M) ≤ prof I(J ;M).

Demonstração:

Esse teorema não passa da coleção dos resultados: Teorema 1.2.1, Corolários 1.2.7 e 1.2.8,

Proposições D.1.9 e D.1.7 e Definição D.1.3

Q.E.D.

Corolário 1.2.9. Sejam M um A-módulo e J ⊆ A um ideal. Se A é noetheriano e M finitamente

gerado, então todos os inteiros no teorema são iguais a prof(J ;M).

Demonstração:

Tal resultado segue do teorema 1.2.1 e do teorema D.1.1.

Q.E.D.

1.3 Conexão com teoria de multiplicidade

Lema 1.3.1. Seja A um anel noetheriano e M um A-módulo finitamente gerado. Se {γ1, γ2, ..., γn}
é um sistema de multiplicidade sobre M, então Hi(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M)) tem comprimento finito

para todo inteiro i ∈ Z.

Demonstração:

Observe que cada Ki(γ1, γ2, ..., γn;M) é isomorfo a Mni , para algum ni ∈ N e portanto

Ki(γ1, γ2, ..., γn;M) é noetheriano.

Afirmação: {γ1, γ2, ..., γn} é um sistema de multiplicidade sobre Mn, ∀n ∈ N.

De fato, considere a sequência exata:

0 // Mn−1 // Mn // M // 0
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A afirmação segue de tal sequência (por indução) aplicando-se o corolário D.2.4.

Da afirmação, segue que {γ1, γ2, ..., γn} é um sistema de multiplicidade sobre cada

Ki(γ1, γ2, ..., γn;M). Considerando a sequência exata:

0 // Zi(K∗(γ1, .., γn;M)) // Ki(γ1, ..., γn;M) // Bi−1(K∗(γ1, ..., γn;M)) // 0

vemos que {γ1, γ2, ..., γn} é um sistema de multiplicidade sobre cada Zi(K∗(γ1, .., γn;M)). Agora,

segue da sequência exata:

0 // Bi(K∗(M)) // Zi(K∗(M)) // Hi(K∗(M)) // 0

onde Hi(K∗(M)) = Hi(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M) (resp. Zi(K∗(M)) = Zi(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M),

Bi(K∗(M)) = Bi(K∗(γ1, γ1, ..., γn;M) ), que {γ1, γ2, ..., γn} é um sistema de multiplicidade sobre

cada Hi(K∗(γ1, ..., γn;M)), ou seja,

l(
Hi(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M))

< γ1, γ2, ..., γn > Hi(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M))
) <∞

Mas da proposição 1.1.12 sabemos que < γ1, γ2, ..., γn > Hi(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M)) = 0 e por-

tanto Hi(K∗(γ1,γ2,...,γn;M))
<γ1,γ2,...,γn>Hi(K∗(γ1,γ2,...,γn;M)) ' Hi(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M)).

Q.E.D.

Desde que Ki(γ1, γ2, ..., γn;M) = 0, ∀i < 0 e ∀i > n, segue do lema 1.3.1 que podemos definir

a caracteŕıstica de Euler-Poincaré do módulo de homologia do complexo de Koszul descendente

associado à famı́lia {γ1, γ2, ..., γn} e ao A-módulo M. A denotaremos por χ(γ1, γ2, ..., γn;M).

Proposição 1.3.1. A aplicação:

χ(γ1, γ2, ..., γn; .) : C(γ1, γ2, ..., γn) −→ Z

onde C(γ1, γ2, ..., γn) é a classe dos módulos finitamente gerados sobre o anel noetheriano A que

tem {γ1, γ2, ..., γn} por sistema de multiplicidade e χ(γ1, γ2, ..., γn; .)(M) = χ(γ1, γ2, ..., γn;M), é

aditiva.

Demonstração:

Seja:

0 // M ′ // M // M ′′ // 0
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uma sequência exata formada por elementos de C(γ1, γ2, ..., γn). Da proposição 1.2.1 sabemos que

existe uma sequência exata de morfismos e complexos:

0 // K∗(γ1, ..., γn;M ′) // K∗(γ1, ..., γn;M) // K∗(γ1, ..., γn;M ′′) // 0

Do corolário B.1.1 segue a existência de uma sequência exata:

... // Hm(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M ′)) // Hm(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M)) //

// Hm(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M ′′)) // Hm−1(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M ′)) // ...

Agora, desde que Hm(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M ′)) = 0 (resp. Hm(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M)) = 0,

Hm(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M ′′)) = 0), ∀m < 0 e ∀m > n, temos pela proposição D.2.1 que:

−
∑
p∈Z

(−1)3pl(Hp(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M ′))) +
∑
q∈Z

(−1)3ql(Hq(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M)))−

∑
n∈Z

(−1)3nl(Hn(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M ′′))) = 0⇒
∑
p∈Z

(−1)pl(Hp(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M ′)))−

∑
q∈Z

(−1)ql(Hq(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M))) +
∑
n∈Z

(−1)nl(Hn(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M ′′))) = 0

Q.E.D.

Corolário 1.3.1. Sejam A um anel noetheriano, M um A-módulo finitamente gerado e

{γ1, γ2, ..., γn} um sistema de multiplicidade sobre M. Se γn ∈
√
Ann(M), então:

χ(γ1, γ2, ..., γn;M) = 0

Demonstração:

É suficiente demonstrar que se γmn M = 0 para algum inteiro m ∈ N, então χ(γ1, γ2, ..., γn;M) =

0. Faremos indução sobre m. Se m = 1, então:

M

< γ1, γ2, ..., γn > M
=

M

< γ1, γ2, ..., γn−1 > M

Dessa forma, {γ1, γ2, ..., γn−1} é um sistema de multiplicidade sobre M. Desde que γnM = 0,

temos que o complexo K(γn) é a diferencial nula. E dessa forma, segue pela definição de produto
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tensorial de complexos e do teorema 1.1.1 (utilizando o isomorfismo M⊗AA 'M) que o complexo

K(γ1, γ2, ..., γn;M) é isomorfo ao complexo (C, d′) tal que:

Ci = Ki(γ1, γ2, ..., γn−1;M)⊕Ki−1(γ1, γ2, ..., γn−1;M), d′(x, y) = (d(x), d(y))

onde d é a diferencial de K∗(γ1, γ2, ..., γn−1;M). Assim sendo, temos que:

K∗(γ1, γ2, ..., γn;M) ' [K∗(γ1, γ2, ..., γn−1;M)]⊕ [K∗(γ1, γ2, ..., γn−1;M)(−1)]

Da proposição B.1.2 segue:

H(K∗(γ1, γ2, ..., γn;M)) ' [H(K∗(γ1, γ2, ..., γn−1;M))]⊕ [H(K∗(γ1, γ2, ..., γn−1;M)(−1))] =

H([K∗(γ1, γ2, ..., γn−1;M)])⊕ [H(K∗(γ1, γ2, ..., γn−1;M))(−1)]

Agora, da sequência exata:

0 // H(K∗) // [H(K∗)]⊕ [H(K∗)(−1)] // H(K∗)(−1) // 0

onde K∗ = K∗(γ1, γ2, ..., γn−1;M), e da afirmação do corolário D.2.1, temos que:

χ(γ1, γ2, ..., γn;M) = χ(H(K∗(γ1, γ2, ..., γn−1;M))) + χ(H(K∗(γ1, γ2, ..., γn−1;M))(−1)) =

χ(γ1, γ2, ..., γn−1;M)− χ(γ1, γ2, ..., γn−1;M) = 0

Suponha que o resultado foi demonstrado para o inteiro m ∈ N e qualquer que seja o A-módulo

N tal que γmn N = 0 e {γ1, γ2, ..., γn} é um sistema de multiplicidade sobre N. Suponha ainda que

γm+1
n M = 0 e considere a sequência exata:

0 // γnM // M // M
γnM

// 0

Desde que {γ1, γ2, ..., γn} é um sistema de multiplicidade sobre M, segue do corolário D.2.4 que

{γ1, γ2, ..., γn} é um sistema de multiplicidade sobre γnM e sobre M
γnM

. Dessa forma, segue da

proposição que:

χ(γ1, γ2, ..., γn;M) = χ(γ1, γ2, ..., γn; γnM) + χ(γ1, γ2, ..., γn;
M

γnM
)

Como γmn (γnM) = 0 e γmn
M
γnM

= 0, o resultado segue por indução.
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Q.E.D.

Teorema 1.3.1 (Auslander-Buchsbaum). Sejam A um anel noetheriano, M um A-módulo finita-

mente gerado e {γ1, γ2, ..., γn} uma sequência de elementos de A. Se {γ1, γ2, ..., γn} é um sistema

de multiplicidade sobre M, então:

χ(γ1, γ2, ..., γn;M) = e(γ1, γ2, ..., γn;M)

onde e(γ1, γ2, ..., γn;M) denota o śımbolo de multiplicidade do A-módulo M com relação à famı́lia

{γ1, γ2, ..., γn} (definição D.2.4).

Demonstração:

Suponha que n = 1. Temos que K∗(γ1;M) é isomorfo ao complexo:

... // 0 // 0 // ... // 0 // 0 // M
d1 // M // 0 // 0 // ....

onde d1 é a multiplicação por γ1 em M. Dessa forma, temos que:

χ(γ1;M) = l(H0(K∗(γ1;M)))− l(H1(K∗(γ1;M))) =

l(
M

γ1M
)− l((0 :M γ1)) = e(γ1;M)

Suponha que demonstramos o resultado para qualquer sequência {γ1, γ2, ..., γn} de n elementos

e qualquer A-módulo finitamente gerado N que tem {γ1, γ2, ..., γn} como sistema de multiplicidade.

Seja {γ1, γ2, ..., γn+1} um sistema de multiplicidade sobre M. Desde que M é noetheriano temos

que existe m0 ∈ N tal que (0 :M γmn+1) = (0 :M γm0
n+1), ∀m ≥ m0. Considere a sequência exata:

0 // (0 :M γmn+1) // M // M
(0:Mγmn+1)

// 0

∀m ≥ m0. Segue do corolário D.2.4 que {γ1, γ2, ..., γn+1} é um sistema de multiplicidade sobre

(0 :M γmn+1) e sobre M
(0:Mγmn+1) . Dessa forma, segue da proposição 1.3.1 que:

χ(γ1, γ2, ..., γn+1;M) = χ(γ1, γ2, ..., γn+1;
M

(0 :M γmn+1)
) + χ(γ1, γ2, ..., γn+1; (0 :M γmn+1))

∀m ≥ m0.

Agora, desde que γmn+1(0 :M γmn+1) = 0, temos pelo corolário 1.3.1, que:

χ(γ1, γ2, ..., γn+1;M) = χ(γ1, γ2, ..., γn+1;
M

(0 :M γmn+1)
)
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Observando que se γn+1x = 0 ∈ M
(0:Mγmn+1) , então:

γn+1x = 0⇒ γnx ∈ (0 :M γmn+1)⇒ γm+1
n+1 x = 0⇒ x ∈ (0 :M γm+1

n+1 ) = (0 :M γmn+1)⇒ x = 0

Dessa forma, segue da proposição 1.2.2 que:

χ(γ1, γ2, ..., γn+1;M) = χ(γ1, γ2, ..., γn+1;
M

(0 :M γmn+1)
) =

∑
p∈Z

(−1)pl(Hp(K∗(γ1, γ2, ..., γn+1;
M

(0 :M γmn+1)
))) =

∑
p∈Z

(−1)pl(Hp(K∗(γ1, γ2, ..., γn;
Fm

γn+1Fm
)))

= χ(γ1, γ2, ..., γn;
Fm

γn+1Fm
)

onde Fm = M
(0:Mγmn+1) , qualquer que seja o inteiro m ≥ m0.

Da proposição D.2.12 sabemos que existe m1 ∈ N tal que:

e(γ1, γ2, ..., γn+1;M) = e(γ1, γ2, ..., γn;
Fm

γn+1Fm
)

∀m ≥ m1. Se m é tal que m0 ≤ m e m1 ≤ m, então:

χ(γ1, γ2, ..., γn+1;M) = χ(γ1, γ2, ..., γn;
Fm

γn+1Fm
) =

e(γ1, γ2, ..., γn;
Fm

γn+1Fm
) = e(γ1, γ2, ..., γn+1;M)

Q.E.D.

Corolário 1.3.2. Sejam A um anel noetheriano, M um A-módulo finitamente gerado e

{γ1, γ2, ..., γn} um sistema de multiplicidade sobre M. Se σ : {1, 2, ..., n} −→ {1, 2, ..., n} é uma

permutação, então:

e(γ1, γ2, ..., γn;M) = e(γσ(1), γσ(2), ..., γσ(n);M)
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Demonstração:

Segue direto do teorema aplicando-se o corolário 1.1.10.

Q.E.D.

Corolário 1.3.3. Sejam A um anel noetheriano, M um A-módulo finitamente gerado e

{γ1, γ2, ..., γn} um sistema de multiplicidade sobre M. Para toda n-nupla (m1,m2, ...,mn) ∈ Nn,

temos que:

χ(γm1
1 , γm2

2 , ..., γmnn ;M) = m1m2...mnχ(γ1, γ2, ..., γn;M)

Demonstração:

Segue direto do corolário anterior aplicando-se o teorema e o corolário D.2.5.

Q.E.D.

Lema 1.3.2. Sejam A um anel noetheriano, M um A-módulo finitamente gerado e {γ1, γ2, ..., γn}
um sistema de multiplicidade sobre M. Para toda n-nupla (m1,m2, ...,mn) ∈ Nn, temos que:

l(
M

< γm1
1 , γm2

2 , ..., γmnn > M
) =

n∑
i=1

χ(γ1, γ2, ..., γi; (0 :Mi γ
mi+1

i+1 ))

i∏
k=1

mk

onde Mi = M

<γ
mi+2
i+2 ,γ

mi+3
i+3 ,...,γmnn >M

, (0 :Mn γ
mn+1

n+1 ) = M .

Demonstração:

Do teorema 1.3.1 e do corolário 1.3.3 segue que:

χ(γm1
1 , γm2

2 , ..., γmnn ;M) = m1m2...mnχ(γ1, γ2, ..., γn;M)

Suponha que demonstramos que:

χ(γm1
1 , γm2

2 , ..., γ
mj
j ;

M

< γ
mj+1

j+1 , γ
mj+2

j+2 , ..., γmnn > M
) =

n∑
i=j

χ(γ1, γ2, ..., γi; (0 :Mj γ
mi+1

i+1 ))

i∏
k=1

mk
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2 ≤ j ≤ n. Temos pelo teorema 1.3.1 e pelo corolário 1.3.3 que:

χ(γm1
1 , γm2

2 , ..., γ
mj−1

j−1 ;
M

< γ
mj
j , γ

mj+1

j+1 , ..., γmnn > M
)−

χ(γm1
1 , γm2

2 , ..., γ
mj−1

j−1 ; (0 :Mj−1 γ
mj
j )) =

n∑
i=j

χ(γ1, γ2, ..., γi; (0 :Mj γ
mi+1

i+1 )

i∏
k=1

mk ⇒

χ(γm1
1 , γm2

2 , ..., γ
mj−1

j−1 ;
M

< γ
mj
j , γ

mj+1

j+1 , ..., γmnn > M
) =

n∑
i=j

χ(γ1, γ2, ..., γi; (0 :Mj γ
mi+1

i+1 )

i∏
k=1

mk+

χ(γ1, γ2, ..., γj−1; (0 :Mj−1
γ
mj
j ))

j−1∏
s=1

ms ⇒

χ(γm1
1 , γm2

2 , ..., γ
mj−1

j−1 ;
M

< γ
mj
j , γ

mj+1

j+1 , ..., γmnn > M
) =

n∑
i=j−1

χ(γ1, γ2, ..., γi; (0 :Mj
γ
mi+1

i+1 )
i∏

k=1

mk

E assim, o resultado segue por indução decrescente.

Q.E.D.

Teorema 1.3.2 (Lech). Sejam A um anel noetheriano e M um A-módulo finitamente gerado. Se

{γ1, γ2, ..., γn} é um sistema de multiplicidade sobre M, então:

χ(γ1, γ2, ..., γn;M) = lim
mj→∞

l( M

<γ
m1
1 ,γ

m2
2 ,...,γ

mj
j ,...,γmnn >M

)

m1m2...mj ...mn

j ∈ {1, 2, ..., n}.
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Demonstração:

Suponha que j = n. Desde que M é noetheriano, temos que existe m0
n ∈ N tal que:

(< γ
mi+2

i+2 , γ
mi+3

i+3 , ..., γmnn > M : γ
mi+1

i+1 ) = (< γ
mi+2

i+2 , γ
mi+3

i+3 , ..., γ
m0
n

n > M : γ
mi+1

i+1 )

∀mn ≥ m0
n e 0 ≤ i < n (notação como no lema 1.3.2). Assim sendo,

(< γ
mi+2

i+2 , γ
mi+3

i+3 , ..., γmnn > M : γ
mi+1

i+1 ) independem de mn para todo mn ≥ m0
n e 0 ≤ i < n.

Como (0 :Mi γ
mj+1

i+1 ) é a imagem de < γ
mi+2

i+2 , γ
mi+3

i+3 , ..., γmnn > M : γ
mi+1

i+1 ) em Mi, pela aplicação

canônica, segue que os inteiros:

χ(γ1, γ2, ..., γi; 0 :Mi
γ
mi+1

i+1 ))

independem de mn para todo mn ≥ m0
n e 0 ≤ i < n. Segue do lema 1.3.2 que:

χ(γ1, γ2, ..., γn;M) = lim
mn→∞

l( M
<γ

m1
1 ,γ

m2
2 ,...,γmnn >M

)

m1m2...mn

. Para o caso geral, temos pelo corolário 1.1.10 que:

χ(γ1, γ2, ..., γn;M) = χ(γ1, γ2, ..., γj−1, γn, γj+1, ..., γj ;M) =

lim
mj→∞

l( M

<γ
m1
1 ,γ

m2
2 ,...,γ

mj−1
j−1 ,γmnn ,γ

mj+1
j+1 ,...,γ

mn−1
n−1 ,γ

mj
j >M

)

m1m2...mj−1mnmj+1...mn−1mj
=

lim
mj→∞

l( M
<γ

m1
1 ,γ

m2
2 ,...,γmnn >M

)

m1m2...mj ...mn

j ∈ {1, 2, ..., n}.

Q.E.D.

Corolário 1.3.4. Sejam A um anel noetheriano e M um A-módulo finitamente gerado. Se

{γ1, γ2, ..., γn} é um sistema de multiplicidade sobre M, então:

0 ≤ χ(γ1, γ2, ..., γn;M) ≤ l( M

< γ1, γ2, ..., γn > M
)

Demonstração:

Desde que:

0 ≤
l( M
<γ

m1
1 ,γ

m2
2 ,...,γmnn >M

)

m1m2...mj ...mn
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para toda n-upla (m1,m2, ...,mn) ∈ Nn, segue diretamente do teorema que 0 ≤ χ(γ1, γ2, ..., γn;M).

Agora observe que:

χ(γ1;
M

< γ2, γ3, ..., γn > M
) = l(

M

< γ1, γ2, ..., γn > M
)− l((0 :M1

γ1))⇒

χ(γ1;
M

< γ2, γ3, ..., γn > M
) ≤ l( M

< γ1, γ2, ..., γn > M
)

onde M1 = M
<γ2,γ3,...,γn>M

. Suponha que demonstramos que:

χ(γ1, γ2, ..., γi;
M

< γi+1, γi+2, ..., γn > M
) ≤ l( M

< γ1, γ2, ..., γn > M
)

1 ≤ i < n. Assim sendo, temos que:

χ(γ1, γ2, ..., γi+1;
M

< γi+2, γi+3, ..., γn > M
) =

χ(γ1, γ2, ..., γi;
M

< γi+1, γi+2, ..., γn > M
)− χ(γ1, γ2, ..., γi; (0 :Mi+1 γi+1))⇒

χ(γ1, γ2, ..., γi+1;
M

< γi+2, γi+3, ..., γn > M
) ≤ χ(γ1, γ2, ..., γi;

M

< γi+1, γi+2, ..., γn > M
)⇒

χ(γ1, γ2, ..., γi+1;
M

< γi+2, γi+3, ..., γn > M
) ≤ l( M

< γ1, γ2, ..., γn > M
)

onde Mi+1 = M
<γi+2,γi+3,...,γn>M

. Segue por indução que:

χ(γ1, γ2, ..., γn−1;
M

γnM
) ≤ l( M

< γ1, γ2, ..., γn > M
)

Portanto, temos que:

χ(γ1, γ2, ..., γn;M) = χ(γ1, γ2, ..., γn−1;
M

γnM
)− χ(γ1, γ2, ..., γn−1; (0 :M γn))⇒

χ(γ1, γ2, ..., γn;M) ≤ χ(γ1, γ2, ..., γn−1;
M

γnM
)⇒

χ(γ1, γ2, ..., γn;M) ≤ l( M

< γ1, γ2, ..., γn > M
)

Q.E.D.
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Apêndice A

Generalidades Sobre A-módulos

A.1 Módulos Projetivos

Seja {Mi}i∈I uma famı́lia de A-módulos, define-se uma estrutura de A-módulo sobre

o produto
∏
i∈I

Mi de maneira natural, ou seja, soma e produto por escalar feitos coordenada à

coordenada. Quando todos os A-módulos Mi são iguais a um A-módulo M, denotaremos seu

produto simplesmente por M I .

Proposição A.1.1. Seja {Mi}i∈I uma famı́lia de A-módulos. Se N é um A-módulo e para cada

i existe um homomorfismo fi : N −→ Mi, então existe um único homomorfismo
∏
fi, tal que o

diagrama:

N
fi //

∏
fi

��

Mi

∏
i∈I

Mi

pri

>>||||||||

onde pri é a i-ésima projeção, é comutativo, para cada i.

Demonstração:

Defina
∏
fi de tal forma que (

∏
fi)(x) = {fi(x)}i∈I . Claramente

∏
fi satisfaz as condições

desejadas. Seja g outro homomorfismo que faz tal diagrama comutar. Temos que:

g(x) = {yi}i∈I ⇒ yi = pri ◦ g(x) = fi(x)⇒ g(x) = {fi(x)}i∈I = (
∏

fi)(x)

Q.E.D.
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Corolário A.1.1. Sejam {Mi}i∈I e {Ni}i∈I duas famı́lia de A-módulos, tendo o mesmo conjunto

de ı́ndices. Se para cada i existe um homomorfismo fi : Ni −→ Mi, então existe um único

homomorfismo
∏
fi, tal que o seguinte diagrama:

∏
i∈I

Ni
∏
fi //

pr′i

��

∏
i∈I

Mi

pri

��
Ni

fi

// Mi

seja comutativo.

Demonstração:

Basta tomar na proposição N como sendo
∏
i∈I

Ni e ”fi como sendo fi ◦ pr′i”.

Q.E.D.

Corolário A.1.2. A sequência:

M ′i
fi // Mi

gi // M ′′i

é exata para cada i ∈ I, se, e somente se, a sequência:

∏
i∈I

M ′i
∏
fi //
∏
i∈I

Mi

∏
gi //
∏
i∈I

M ′′i

é exata.

Demonstração:

Temos que:

(
∏

gi) ◦ (
∏

fi)({xi}i∈I) = (
∏

gi)({fi(xi)}i∈I) = {gi ◦ fi(xi)}i∈I = {0}i∈I = 0

(
∏

gi)({yi}i∈I) = 0⇒ {gi(yi)}i∈I = 0⇒ gi(yi) = 0,∀i ∈ I ⇒

∀i ∈ I, ∃xi ∈M ′i/fi(xi) = yi ⇒ {yi}i∈I = {fi(xi)}i∈I = (
∏

fi)({xi}i∈I)

Por outro lado, dado xi ∈ M ′i , considere a famı́lia {yj}j∈I ∈
∏
j∈I

M ′j, tal que yi = xi e yj = 0,

se j 6= i. Assim sendo, temos:
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(
∏

gj) ◦ (
∏

fj)({yj}j∈I) = 0⇒ {gj ◦ fj(yj)}j∈I = 0⇒

gj ◦ fj(yj) = 0,∀j ∈ I ⇒ gi ◦ fi(xi) = 0

Se xi ∈ Ker(gi) e {yj}j∈I ∈
∏
j∈I

Mi, é tal que yi = xi e yj = 0, se j 6= i, então:

(
∏

gj)({yj}j∈I) = {gj(yj)}j∈I = 0⇒ {yj}j∈I ∈ Ker(
∏

gi) = im(
∏

fi)⇒

∃{zj}j∈I ∈
∏
j∈I

M ′i/{yj}j∈I = (
∏

fi)({zj}j∈I) = {fj(zj)}j∈I ⇒

yj = fj(zj),∀j ∈ I ⇒ xi = fi(zi)

Q.E.D.

Se {Xi}i∈I é uma famı́lia de monóides, definimos o suporte da famı́lia {yi}i∈I ∈
∏
i∈I

Xi como

sendo o conjunto Sup({yi}i∈I) = {i ∈ I/yi 6= 0}. Seja {Mi}i∈I uma famı́lia da A-módulos,

definiremos a soma direta desses A-módulos como sendo o conjunto:⊕
i∈I

Mi = {{xi}i∈I ∈
∏
i∈I

Mi/#Sup({xi}i∈I) <∞}

A soma direta de uma famı́lia de A-módulos é claramente um submódulo do produto dessa

famı́lia. Para cada i definiremos o homomorfismo ji : Mi −→
⊕
i∈I

Mi, tal que ji leva o elemento

xi ∈Mi na famı́lia que tem por elemento de ı́ndice i o próprio xi e os demais elementos zero. ji é

claramente um homomorfismo injetivo e será dito canônico. Observe, que se y = {yi}i∈I ∈
⊕
i∈I

Mi

então podemos escrever y =
∑
i∈I

ji(yi), onde a soma é definida sobre o suporte de tal famı́lia, que

é finito (se Sup(xii∈I) = φ, então defina
∑
i∈I

xi = 0). Quando todos os A-módulos Mi são iguais

a um A-módulo M, denotamos sua soma direta simplesmente por M (I).

Proposição A.1.2. Seja {Mi}i∈I uma famı́lia de A-módulos. Se N é um A-módulo e para cada

i ∈ I existe um homomorfismo fi : Mi −→ N , então existe um único homomorfismo ⊕fi, tal que

o diagrama:

Mi
fi //

ji

��

N

⊕
i∈I

Mi

⊕fi

>>}}}}}}}}
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é comutativo.

Demonstração:

Defina ⊕fi, tal que
∑
i∈I

ji(xi) 7→
∑
i∈I

fi(xi). Observe que tal função está bem definida, pois

∑
i∈I

ji(xi) =
∑
i∈I

ji(yi)⇒ {xi}i∈I = {yi}i∈I ⇒ xi = yi,∀i ∈ I ⇒ fi(xi) = fi(yi),∀i ∈ I ⇒

∑
i∈I

fi(xi) =
∑
i∈I

fi(yi)⇒ (⊕fi)(
∑
i∈I

ji(xi)) = (⊕fi)(
∑
i∈I

ji(yi))

A função ⊕fi claramente é um homomorfismo e faz tal diagrama comutar. Seja g outro homo-

morfismo que satisfaz as hipóteses, temos que:

g(
∑
i∈I

ji(xi)) =
∑
i∈I

g ◦ ji(xi) =
∑
i∈I

fi(xi) = (⊕fi)(
∑
i∈I

ji(xi))

Q.E.D.

Corolário A.1.3. Sejam {Mi}i∈I e {Ni}i∈I duas famı́lia de A-módulos, tendo o mesmo conjunto

de ı́ndices. Se para cada i existe um homomorfismo fi : Mi −→ Ni, então existe um único

homomorfismo ⊕fi, tal que o seguinte diagrama:

Mi
fi //

ji

��

Ni

j′i
��⊕

i∈I
Mi

⊕fi
//
⊕
i∈I

Ni

é comutativo.

Demonstração:

Basta tomar na proposição A.1.2, N como sendo
⊕
i∈I

Ni e ”fi como sendo j′i ◦ fi”.

Q.E.D.

Corolário A.1.4. Para cada i ∈ I, a sequência:

M ′i
fi // Mi

gi // M ′′i

é exata, se, e somente se, a sequência:

⊕
i∈I

M ′i
⊕fi //

⊕
i∈I

Mi
⊕gi //

⊕
i∈I

M ′′i

é exata.
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Demonstração:

Temos que:

(⊕gi) ◦ (⊕fi)(
∑
i∈I

j′i(xi)) = (⊕gi)(
∑
i∈I

ji ◦ fi(xi)) =
∑
i∈I

j′′i ◦ gi ◦ fi(xi) = 0

(⊕gi)(
∑
i∈I

ji(xi)) = 0⇒
∑
i∈I

j′′i ◦ gi(xi) = 0⇒ {gi(xi)}i∈I = 0⇒ gi(xi) = 0,∀i ∈ I ⇒

∀i ∈ Sup({xi}i∈I),∃z′i ∈M ′i/xi = fi(z
′
i)⇒

∑
i∈I

ji(xi) =
∑
i∈I

ji ◦ fi(z′i) = (⊕fi)(
∑
i∈I

j′i(z
′
i))

onde zi = 0 se i 6∈ Sup({xi}i∈I). Reciprocamente:

xi ∈M ′i ⇒ j′i(xi) ∈
⊕
i∈I

M ′i ⇒ (⊕gi) ◦ (⊕fi) ◦ j′i(xi) = 0⇒

j′′i ◦ gi ◦ fi(xi) = 0⇒ gi ◦ fi(xi) = 0

xi ∈ Ker(gi)⇒ gi(xi) = 0⇒ j′′i ◦ gi(xi) = 0⇒ (⊕gi) ◦ ji(xi) = 0⇒

ji(xi) ∈ Ker(⊕gi) = im(⊕fi)⇒ ∃{zk}k∈I ∈
⊕
k∈I

M ′k/ji(xi) =

(⊕fk)({zk}k∈I) = {fk(zk)}k∈I ⇒ xi = fi(zi)

Q.E.D.

Sejam M um A-módulo e x ∈ M , a translação εx : A −→ M , tal que εx(a) = ax, define um

homomorfismo entre A e M. Se {xi}i∈I é uma famı́lia de elementos de M, a proposição A.1.2

garante a existência de um único homomorfismo ε, tal que o diagrama:

Ai
εxi //

ji

��

M

A(I)

ε

=={{{{{{{{

onde para cada i, Ai = A, é comutativo.
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Definição A.1.1. Sejam M um A-módulo e {xi}i∈I uma famı́lia de elementos de M. A famı́lia

{xi}i∈I é dita livre, um conjunto de geradores de M, uma base de M, conforme o homomorfismo ε

definido acima, seja injetivo, sobrejetivo, bijetivo, respectivamente. Um A-módulo que possui uma

base é dito livre.

Proposição A.1.3. Sejam M um A-módulo e {xi}i∈I uma famı́lia de elementos de M. A famı́lia

{xi}i∈I é livre, se, e somente se, dada uma famı́lia {ai}i∈I de elementos de A, de suporte finito,

tal que
∑
i∈I

aixi = 0, temos ai = 0, ∀i ∈ I.

Demonstração:

Seja {ai}i∈I ∈ A(I), tal que
∑
i∈I

aixi = 0. Temos que:

∑
i∈I

aixi = 0⇒
∑
i∈I

aiεxi(1) = 0⇒
∑
i∈I

aiε ◦ ji(1) = 0⇒ ε(
∑
i∈I

aiji(1)) = 0⇒

∑
i∈I

aiji(1) = 0⇒ {ai}i∈I = 0⇒ ai = 0,∀i ∈ I

Reciprocamente, seja {ai}i∈I ∈ A(I), tal que ε({ai}i∈I) = 0. Temos que:

ε({ai}i∈I) = 0⇒ ε(
∑
i∈I

aiji(1)) = 0⇒
∑
i∈I

aiε(ji(1)) = 0⇒
∑
i∈I

aiεxi(1) = 0⇒

∑
i∈I

aixi = 0⇒ ai = 0,∀i ∈ I ⇒ {ai}i∈I = 0

Q.E.D.

Proposição A.1.4. Sejam M um A-módulo e {xi}i∈I uma famı́lia de elementos de M. A famı́lia

{xi}i∈I é um conjunto de geradores do A-módulo M, se, e somente se, para cada z ∈ M , existe

uma famı́lia {ai}i∈I de elementos de A, de suporte finito (obviamente, tal famı́lia depende de z),

tal que z =
∑
i∈I

aixi.

Demonstração:

Suponha ε sobrejetivo, dado z ∈M , temos:

∃{ai}i∈I ∈ A(I)/z = ε({ai}i∈I)⇒ z = ε(
∑
i∈I

aiji(1))⇒

z =
∑
i∈I

aiε(ji(1))⇒ z =
∑
i∈I

aiεxi(1)⇒ z =
∑
i∈I

aixi
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Reciprocamente, se para todo z em M, temos z =
∑
i∈I

aixi para alguma famı́lia {ai}i∈I de

elementos de A, de suporte finito, então:

z =
∑
i∈I

aiεxi(1)⇒ z =
∑
i∈I

aiε ◦ ji(1)⇒ z = ε(
∑
i∈I

aiji(1))⇒ z = ε({ai}i∈I)

Q.E.D.

Corolário A.1.5. Se {Mi}i∈I é uma famı́lia de A-módulos livres, então sua soma direta
⊕
i∈I

Mi

é um A-módulo livre.

Demonstração:

Seja {eij}j∈Ji uma base de Mi. Se y ∈
⊕
i∈I

Mi, então y =
∑
i∈I

ji(xi), com xi ∈ Mi. Uma

vez que {eij}j∈Ji é uma famı́lia de geradores de Mi, segue da proposição A.1.4 que existe uma

famı́lia {aij}j∈Ji de elementos de A, de suporte finito, tal que xi =
∑
j∈Ji

aijeij. Desde que a famı́lia

{xi}i∈I tem suporte finito, temos que a famı́lia {aij}(i,j)∈I×J , onde J =
⋃
i∈I

Ji, tem suporte finito

(para k 6∈ Sup({xi}i∈I) escolha {akj}j∈Jk como sendo a famı́lia nula). Assim sendo, temos que

y =
∑
i∈I

∑
j∈J

aijji(eij), segue da proposição A.1.4 que a famı́lia {eij}(i,j)∈I×J é uma famı́lia de

geradores do A-módulo
⊕
i∈I

Mi.

Seja {aij}(i,j)∈I×J , onde J =
⋃
i∈I

Ji, uma famı́lia de suporte finito, tal que
∑

(i,j)∈I×J

aijeij = 0.

Temos que:

∑
(i,j)∈I×J

aijji(eij) =
∑
i∈I

(
∑
j∈J

aij)ji(eij) = 0⇒
∑
i∈I

aijeij = 0
∑
j∈J

aijeij = 0,∀i ∈ I

Como a famı́lia {eij}j∈Ji é livre para todo i em I, segue da proposição A.1.3 que aij = 0 ∀j ∈ J ,

∀i ∈ I. Segue da proposição A.1.3 que a famı́lia {eij}(i,j)∈I×J é livre.

Q.E.D.

Proposição A.1.5. Todo A-módulo é isomorfo a um quociente de um A-módulo livre.

Demonstração:

Seja M um A-módulo. Desde que x = 1.x, ∀x ∈M , segue da proposição anterior que a famı́lia

{x}x∈M é um conjunto gerador de M. Dessa forma, a aplicação ε : A(M) −→ M é sobrejetiva.

Pelo teorema do isomorfismo, segue que M ' A(M)

Ker(ε) .

Q.E.D.
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Sejam M e N A-módulos o conjunto Hom(M,N) dos homomorfismo de M em N, tem uma

estrutura de A-módulo canônica, a saber, se f, g ∈ Hom(M,N) e a ∈ A, então f+g é o homomor-

fismo tal que (f + g)(x) = f(x) + g(x) e (af)(x) = f(ax). Sejam M, M ′, N, N ′ A-módulos. Se

u : M −→M ′ e v : N ′ −→ N são homomorfismo, então a aplicação:

Hom(u, v) : Hom(M ′, N ′) −→ Hom(M,N)

tal que Hom(u, v)(f) = v ◦f ◦u é claramente um homomorfismo. Além do mais, se h : M ′′ −→M

e r : N −→ N ′′ são homomorfismos entre A-módulos, temos Hom(h, r) ◦Hom(u, v) =

Hom(u ◦ h, r ◦ v).

Definição A.1.2. Dado um A-módulo P, se para toda sequência:

M ′
u // M

v // M ′′

exata, de A-módulos e homomorfismos, a sequência:

Hom(P,M ′)
Hom(1P ,u) // Hom(P,M)

Hom(1P ,v) // Hom(P,M ′′)

é exata, então dizemos que P é projetivo.

Lema A.1.1. Se M é um A-módulo, então o A-módulo Hom(A,M) se identifica com M.

Demonstração:

A aplicação ϕ : Hom(A,M) −→ M , tal que ϕ(f) = f(1) é um homomorfismo. De fato,

ϕ(f + ag) = (f + ag)(1) = f(1) + (ag)(1) = f(1) + g(a) = f(1) + ag(1) = ϕ(f) + aϕ(g).

Temos ainda que:

ϕ(f) = 0⇒ f(1) = 0⇒ af(1) = 0, ∀a ∈ A⇒ f(a) = 0, ∀a ∈ A⇒ f = 0.

Se x ∈M , então x = εx(1)⇒ x = ϕ(εx). Onde εx : A −→M é a translação por x.

Q.E.D.

Proposição A.1.6. O A-módulo A é projetivo.

Demonstração:

Seja:

M ′
u // M

v // M ′′

uma sequência exata de A-módulos e homomorfismos. Temos que:

Hom(1A, v) ◦Hom(1A, u)(f) = v ◦ u ◦ f = 0
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Afirmação: O diagrama:

Hom(A,M ′)
Hom(1A,u) //

ϕ′

��

Hom(A,M)
Hom(1A,v) //

ϕ

��

Hom(A,M ′′)

ϕ′′

��
M ′

u // M
v // M ′′

onde os homomorfismo verticais são dados pelo lema A.1.1, é comutativo.

De fato,

ϕ ◦Hom(1A, u)(f) = ϕ(u ◦ f) = u(f(1)) = u(ϕ′(f))

A segunda parte do diagrama demonstra-se de forma análoga. Seja g ∈ Ker(Hom(1A, v)),

temos que:

H(1A, v)(g) = 0⇒ ϕ′′ ◦H(1A, v)(g) = 0⇒ v ◦ ϕ(g) = 0⇒ ϕ(g) ∈ Ker(v) = im(u)⇒

∃x ∈ M ′/ϕ(g) = u(x) ⇒ ϕ(g) = u(ϕ′(εx)) ⇒ ϕ(g) = ϕ(Hom(1A, u)(εx)) ⇒ g = Hom(1A, u)(εx).

onde εx : A −→M é a translação por x.

Q.E.D.

Lema A.1.2. Sejam {Mα}α∈I e {Nβ}β∈J duas famı́lias de A módulos. Se para todos α ∈ I

e β ∈ J , jα : Mα −→
⊕
α∈I

Mα e prβ :
∏
β∈J

Nβ −→ Nβ, são a injeção e a projeção canônicas,

respectivamente, então o homomorfismo:∏
αβ

Hom(jα, prβ) : Hom(
⊕
α∈I

Mα,
∏
β

Nβ) −→
∏

(α,β)∈I×J

Hom(Mα, Nβ)

é um isomorfismo.

Demonstração:

(
∏
αβ

Hom(jα, prβ))(f) = 0⇒ {prβ ◦ f ◦ jα}αβ = 0⇒ prβ ◦ f ◦ jα = 0,∀(α, β) ∈ I × J ⇒

prβ ◦ f ◦ jα(xα) = 0,∀(α, β) ∈ I × J, ∀xα ∈Mα

f(
∑
α

jα(xα)) = {yβ}β∈B ⇒ yβ = prβ ◦ f(
∑
α

jα(xα))⇒ yβ =
∑
α

prβ ◦ f(jα(xα)) = 0⇒
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f(
∑
α

jα(xα)) = 0⇒ f = 0

Seja {fαβ}αβ ∈
∏
αβ

Hom(Mα, Nβ). Para cada β ∈ B, seja j′β : Nβ −→
⊕
β

Nβ ↪→
∏
β

Nβ a

injeção canônica. Pela proposição A.1.2, existe um homomorfismo f, tal que, para todo α ∈ I o

diagrama:

Mα

j′β◦fαβ //

jα

��

∏
β

Nβ

⊕
α

Mα

f

==||||||||

é comutativo. Assim sendo, temos:

(
∏
αβ

Hom(jα, prβ))(f) = {prβ ◦ f ◦ jα}αβ = {prβ ◦ j′β ◦ fαβ}αβ = {fαβ}αβ

Q.E.D.

Lema A.1.3. Se o seguinte diagrama:

M ′
f //

u
����

M� _

v

��
N ′

g // N

de módulos e homomorfismos é comutativo, então u(Ker(f)) = ker(g) e v(im(f)) = im(g).

Demonstração:

y ∈ u(Ker(f))⇔ ∃x ∈ Ker(f)/y = u(x)⇒ g(y) = g ◦ u(x)⇒

g(y) = v ◦ f(x) = v(0) = 0⇒ y ∈ Ker(g)

y ∈ Ker(g)⇒ g(y) = 0⇒ g ◦ u(x) = 0/y = u(x), x ∈M ′ ⇒

v ◦ f(x) = 0⇒ f(x) = 0⇒ x ∈ Ker(f)⇒ y ∈ u(Ker(f))
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y ∈ v(im(f))⇒ y = v(z)/z ∈ im(f)⇒ y = v ◦ f(x)/x ∈M ′ ⇒

y = g ◦ u(x)⇒ y ∈ im(g)

y ∈ im(g)⇒ y = g(z)/z ∈ N ′ ⇒ y = g ◦ u(x)/z = u(x), x ∈M ′ ⇒

y = v ◦ f(x)⇒ y ∈ v(im(f))

Q.E.D.

Scholium A.1.1. Fica claro que se supusermos no lema anterior apenas u sobrejetivo, então

teremos u(Ker(f)) = Ker(g).

Proposição A.1.7. Seja {Pi}i∈I uma famı́lia de A-módulos.
⊕
i∈I

Pi é um A-módulo projetivo se,

e somente se, Pi é projetivo ı ∈ I.

Demonstração:

Seja

M ′
u // M

v // M ′′

uma sequência exata de A-módulos e homomorfismos. Sabemos pelo corolário A.1.2 que a sequência:

Hom(Pi,M
′)

Hom(1Pi ,u)
// Hom(Pi,M)

Hom(1Pi ,v)
// Hom(Pi,M

′′)

é exata para cada i se, e somente se, a sequência:

∏
i∈I

Hom(Pi,M
′)

∏
Hom(1Pi ,u)

//
∏
i∈I

Hom(Pi,M)
∏
Hom(1Pi ,v)

//
∏
i∈I

Hom(Pi,M
′′)

é exata.

Afirmação: O diagrama:

Hom(
⊕
i∈I

Pi,M
′) Hom(1P ,u) //

∏
Hom(ji,1M′ )

��

Hom(
⊕
i∈I

Pi,M) Hom(1P ,v) //

∏
Hom(ji,1M )

��

Hom(
⊕
i∈I

Pi,M
′′)

∏
Hom(ji,1M′′ )

��∏
i∈I

Hom(Pi,M
′)

∏
Hom(1Pi ,u)

//
∏
i∈I

Hom(Pi,M)
∏
Hom(1Pi ,v)

//
∏
i∈I

Hom(Pi,M
′′)
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onde P =
⊕
i∈I

Pi, é comutativo.

De fato, temos:

(
∏

Hom(1Pi , u)) ◦ (
∏

Hom(ji, 1M ′))(f) = (
∏

Hom(1Pi , u))({f ◦ ji}i∈I) =

{Hom(1Pi , u))(f ◦ ji)}i∈I = {u ◦ f ◦ ji}i∈I = (
∏

Hom(ji, 1M ))(u ◦ f) =

(
∏

Hom(ji, 1M )) ◦Hom(1P , u)(f)

A comutatividade da segunda parte do diagrama se demonstra de forma análoga. A proposição

segue dos lema A.1.2 e A.1.3 aplicados a tal diagrama.

Q.E.D.

Corolário A.1.6. Todo A-módulo livre é projetivo.

Demonstração:

Todo A-módulo livre é isomorfo a alguma soma direta do A-módulo projetivo A.

Q.E.D.

Proposição A.1.8. Seja M um A-módulo livre com uma base finita, se o A-módulo N é livre

(resp. projetivo), então o A-módulo HomA(M,N) é livre (resp. projetivo).

Demonstração:

Como M é livre com base fitita, temos que existe um conjunto I, tal que #I <∞ e M ' A(I).

Dessa forma, temos que:

HomA(M,N) ' Hom(A(I), N) ' (HomA(A,N))(I) ' N (I)

Os dois últimos isomorfismos saindo dos lemas A.1.2 e A.1.1. O resultado segue do corolário

A.1.5 (resp. da proposição A.1.7).

Q.E.D.

Proposição A.1.9. Seja P um A-módulo. As seguintes condições são equivalentes:

i) P é projetivo.

ii) Para toda sequência exata:

0 // M ′
u // M

v // M ′′ // 0
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a sequência:

0 // Hom(P,M ′)
Hom(1P ,u) // Hom(P,M)

Hom(1P ,v) // Hom(P,M ′′) // 0

é exata.

iii) Seja f : M −→M ′′ um homomorfismo sobrejetivo, para todo homomorfismo g : P −→M ′′,

existe um homomorfismo h, tal que o diagrama:

P
h

}}zz
zz

zz
zz

g

��
M

f // M ′′ // 0

é comutativo.

iv) Existem Q A-módulo e I conjunto, tais que A(I) ' P ⊕Q.

Demonstração:

i)⇒ ii)

Desde que P é projetivo, é suficiente demonstrar que Hom(1P , u) é injetivo e que Hom(1P , v)

é sobrejetivo.

Hom(1P , u)(f) = 0⇒ u ◦ f = 0⇒ u(f(x)) = 0,∀x ∈ P ⇒ f(x) = 0,∀x ∈ P ⇒ f = 0

Considere a sequência exata:

M
v // M ′′ // 0

Desde que P é projetivo, temos que a sequência:

Hom(P,M)
Hom(1P ,v) // Hom(P,M ′′) // 0

é exata, e portanto Hom(1P , v) é sobrejetivo.

ii)⇒ iii)

Considere a sequência exata:

0 // Ker(f)
i // M

f // M ′′ // 0
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onde i é a injeção canônica. Por hipótese, temos que a sequência:

0 // Hom(P,Ker(f))
Hom(1P ,i) // Hom(P,M)

Hom(1P ,f) // Hom(P,M ′′) // 0

é exata. Assim sendo, temos que Hom(1P , f) é sobrejetivo. Desde que, g ∈ Hom(P,M ′′), temos

que existe h ∈ Hom(P,M) /g = Hom(1P , f)(h)⇒ g = f ◦ h.

iii)⇒ iv)

Sabemos que existe um homomorfismo sobrejetivo ϕ : A(P ) −→ P . Por hipótese, existe um

homomorfismo ψ, que faz o diagrama:

P
ψ

}}zz
zz

zz
zz

1P

��
A(P )

ϕ
// P // 0

comutar. Seja z ∈ A(P ), temos que:

ϕ(z) = t = ϕ ◦ ψ(t)⇒ ∃r ∈ Ker(ϕ)/z = ψ(t) + r

Assim sendo, temos que todo elemento de A(P ) se escreve como uma soma de elementos de

Ker(ϕ) e de im(ψ). Defina a função:

η : A(P ) −→ im(ψ)⊕Ker(ϕ)

tal que x+y 7→ (x, y), sendo y ∈ Ker(ϕ) e x ∈ im(ψ). Observe que tal aplicação está bem definida,

pois se x1 + y1 = x2 + y2, com y1, y2 ∈ Ker(ϕ); x1, x2 ∈ im(ψ) e x1 = ψ(t1), ψ(t2) = x2, então

temos:

x1 − x2 = y2 − y1 ⇒ ψ(t1 − t2) = y2 − y1 ⇒ ϕ ◦ ψ(t1 − t2) = 0⇒ t1 − t2 = 0⇒

x1 = ψ(t1) = ψ(t2) = x2 ⇒ y2 − y1 = x1 − x2 = 0⇒ (x1, y1) = (x2, y2)

Claramente η é um homomorfismo. η(x+ y) = 0⇒ (x, y) = 0⇒ x = y = x+ y = 0, logo η é

injetiva. Se (x, y) ∈ im(ψ)⊕Ker(ϕ), então (x, y) = η(x+y) e dessa forma η é um isomorfismo. A

restrição ϕ′ de ϕ a im(ψ) define um isomorfismo sobre P, pois ϕ′ ◦ψ = ϕ ◦ψ = 1P é o mesmo que

dizer que ψ é injetiva, mas ela também é sobrejetiva sobre sua imagem, como a inversa é única,

segue que ϕ′ = (ψ)−1. Assim sendo, a aplicação ϕ′ ⊕ 1Ker(ϕ) define, de acordo com o corolário
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A.1.4, um isomorfismo de im(ψ)⊕Ker(ϕ) em P ⊕Ker(ϕ). Compondo ϕ′⊕1Ker(ϕ) com η, temos

que A(P ) ' P ⊕Ker(ϕ). Basta tomar Q = Ker(ϕ) e I = P .

iv)⇒ i)

Seja:

M ′
u // M

v // M ′′

uma sequência exata. Desde que todo A-módulo livre é projetivo, temos que a sequência:

Hom(P ⊕Q,M ′)
Hom(1P⊕Q,u) // Hom(P ⊕Q,M)

Hom(1P⊕Q,v)// Hom(P ⊕Q,M ′′)

é exata. Pela afirmação da proposição A.1.7, temos que o diagrama:

Hom(P ⊕Q,M ′)

��

Hom(1,u) // Hom(P ⊕Q,M)

��

Hom(1,v) // Hom(P ⊕Q,M ′′)

��
Hom(P,M ′)×Hom(Q,M ′) // Hom(P,M)×Hom(Q,M) // Hom(P,M ′′)×Hom(Q,M ′′)

onde os homomorfismos que estão faltando são como em tal afirmação, é comutativo. Como a

primeira linha desse diagrama é exata e os homomorfismos verticais são isomorfismos, segue do

lema A.1.3 que a segunda linha é exata.

Afirmação: O diagrama:

Hom(P,M ′)×Hom(Q,M ′) //

pr′1
��

Hom(P,M)×Hom(Q,M) //

pr1

��

Hom(P,M ′′)×Hom(Q,M ′′)

pr′′1
��

Hom(P,M ′)
Hom(1P ,u)

// Hom(P,M)
Hom(1P ,v)

// Hom(P,M ′′)

onde pr1 é a primeira projeção e os homomorfismos na primeira linha são dados pelo diagrama

acima, é comutativo.

De fato,

pr1 ◦ (Hom(1P , u)×Hom(1Q, u))(f, g) = p1(Hom(1P , u)(f), Hom(1Q, u)(g)) =

pr1(u ◦ f, u ◦ g) = u ◦ f = Hom(1P , u)(f) = Hom(1P , u) ◦ pr′1((f, g))

A comutatividade da segunda parte se demonstra de for análoga. Seja f ∈ Ker(Hom(1P , v)),

temos que:
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Hom(1P , v)(f) = 0⇒ Hom(1P , v) ◦ pr1(f, 0) = 0⇒

pr′′1 ◦ (Hom(1P , v)×Hom(1Q, v))((f, 0)) = 0

Agora observe que sendo pr′′2 : Hom(P,M ′′) × Hom(Q,M ′′) −→ Hom(Q,M ′′) a segunda

projeção canônica, temos:

pr′′2 ◦ (Hom(1P , v)×Hom(1Q, v))((f, 0)) = Hom(1Q, v)(0) = 0

Assim, temos que (f, 0) ∈ Ker(Hom(1P , v)×Hom(1Q, v)) = im(Hom(1P , u)×Hom(1Q, u)).

Dessa forma,

∃(g, h) ∈ Hom(P,M ′)×Hom(Q,M ′)/(f, 0) =

(Hom(1P , u)×Hom(1Q, u))(g, h) = (Hom(1P , u)(g), Hom(1Q, u)(h))⇒ f = Hom(1P , u)(g)

Por outro lado, temos que Hom(1P , v) ◦Hom(1P , u)(h) = v ◦ u ◦ h = 0.

Q.E.D.

A.2 Módulos Injetivos

Definição A.2.1. Seja E um A-módulo. Se para toda sequência exata:

M ′
u // M

v // M ′′

de A-módulos e homomorfismos, a sequência:

Hom(M ′′, E)
Hom(v,1E) // Hom(M,E)

Hom(u,1E) // Hom(M ′, E)

é exata, então dizemos que E é um A-módulo injetivo.

Proposição A.2.1. Seja {Ei}i∈I uma famı́lia de A-módulos. Cada Ei é injetivo se, e somente

se,
∏
i∈I

Ei é injetivo.
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Demonstração:

Seja:

M ′
u // M

v // M ′′

uma sequência exata. Sabemos pelo corolário A.1.2 que a sequência:

Hom(M ′′, Ei)
Hom(v,1Ei ) // Hom(M,Ei)

Hom(u,1Ei ) // Hom(M ′, Ei)

é exata para cada i se, e somente se, a sequência:

∏
i∈I

Hom(M ′′, Ei)
∏
Hom(v,1Ei ) //

∏
i∈I

Hom(M,Ei)
∏
Hom(u,1Ei )//

∏
i∈I

Hom(M ′, Ei)

é exata.

Afirmação: O diagrama:

∏
i∈I

Hom(M ′′, Ei)

ϕ′′

��

∏
Hom(v,1Ei ) //

∏
i∈I

Hom(M,Ei)

ϕ

��

∏
Hom(u,1Ei )//

∏
i∈I

Hom(M ′, Ei)

ϕ′

��
Hom(M ′′,

∏
i

Ei)
Hom(v,1(

∏
Ei)

)
// Hom(M,

∏
i

Ei)
Hom(u,1(

∏
Ei)

)
// Hom(M ′,

∏
i

Ei)

onde os homomorfismos verticais são dados pela inversa do isomorfismo do lema A.1.2, é comu-

tativo.

De fato,

(
∏

Hom(u, 1Ei)) ◦ ϕ−1(f) = (
∏

Hom(u, 1Ei)) ◦ (
∏

Hom(1M , pri))(f) =

(
∏

Hom(u, 1Ei))({pri ◦ f}i∈I) = {Hom(u, 1Ei)(pri ◦ f)}i∈I =

{pri ◦ f ◦ u}i∈I = {Hom(1M ′ , pri)(f ◦ u)}i∈I =

(
∏

Hom(1M ′ , pri))({f ◦ u}i∈I) = (
∏

Hom(1M ′ , pri))({Hom(u, 1∏Ei)(f)}i∈I) =

(
∏

Hom(1M ′ , pri)) ◦ (
∏

Hom(u, 1∏Ei))(f) = ϕ′−1 ◦ (
∏

Hom(u, 1∏Ei))(f)

A comutatividade da primeira parte do diagrama se demonstra de forma análoga. A conclusão

da proposição segue do lema A.1.3 aplicado ao diagrama da afirmação.
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Q.E.D.

Corolário A.2.1. Seja M um A-módulo livre com base finita, se o A-módulo N é injetivo, então

o A-módulo HomA(M,N) é injetivo.

Demonstração:

Como M é livre de base finita, temos que existe um inteiro n, tal que M ' An. Dessa forma,

temos que:

HomA(M,N) ' Hom(An, N) ' (HomA(A,N))n ' Nn

Os dois últimos isomorfismos saindo dos lemas A.1.2 e A.1.1. O resultado segue da proposição

A.2.1.

Q.E.D.

Proposição A.2.2. Seja E um A-módulo. As seguintes condições são equivalentes:

i) E é injetivo.

ii) Para toda sequência exata

0 // M ′
u // M

v // M ′′ // 0

a sequência:

0 // Hom(M ′′, E)
Hom(v,1E) // Hom(M,E)

Hom(u,1E) // Hom(M ′, E) // 0

é exata.

iii) Seja f : M ′ −→ M um homomorfismo injetivo. Para todo homomorfismo g : M ′ −→ E,

existe um homomorfismo h, que faz o diagrama:

0 // M ′

g

��

f // M

h}}{{
{{

{{
{{

E

comutativo.

Demonstração:

i)⇒ ii)

Desde que E é injetivo, é suficiente demonstrar que Hom(v, 1E) é injetivo e Hom(u, 1E) é

sobrejetivo. Seja f ∈ Ker(Hom(v, 1E)). Temos que:

Hom(v, 1E)(f) = 0⇒ f ◦ v = 0⇒ f ◦ v(x) = 0,∀x ∈M ⇒ f(y) = 0,∀y ∈M ′′ ⇒ f = 0
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pois v é sobrejetivo. Considere a sequência exata:

0 // M ′
u // M

Desde que E é injetivo, segue que a sequência:

Hom(M,E)
Hom(u,1E) // Hom(M ′, E) // 0

é exata, e portanto Hom(u, 1E) é sobrejetiva.

ii)⇒ iii)

Considere a sequência exata:

0 // M ′
f // M

π // Coker(f) // 0

a onde π é o homomorfismo canônico. Temos por hipótese, que a sequência:

0 // Hom(Coker(f), E)
Hom(π,1E) // Hom(M,E)

Hom(f,1E) // Hom(M ′, E) // 0

é exata, e portanto Hom(f, 1E) é sobrejetivo. Uma vez que g ∈ Hom(M ′, E), temos que existe

h ∈ Hom(M,E) tal que g = Hom(f, 1E)(h) = h ◦ f .

iii)⇒ i)

Seja:

M ′
u // M

v // M ′′

uma sequência exata. Temos que Hom(u, 1E) ◦ Hom(v, 1E)(f) = f ◦ v ◦ u = 0. Seja f ∈
Ker(Hom(u, 1E)). Temos que:

Hom(u, 1E)(f) = 0⇒ f ◦ u = 0⇒ Ker(v) = im(u) ⊆ Ker(f)

Dessa forma, podemos definir um homomorfismo f̄ de tal forma que o diagrama:

M
f //

ϕ

��

E

M
Ker(v)

f

<<zzzzzzzz

onde ϕ é o homomorfismo canônico, seja comutativo. Por hipótese, existe h ∈ Hom(M ′′, E) que

faz o diagrama:
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0 // M
Ker(v)

v //

f

��

M ′′

h
{{xx

xx
xx

xx
xx

E

onde v̄ é o homomorfismo induzido por v, comutar. Assim sendo, temos:

Hom(v, 1E)(h) = h ◦ v = h ◦ v ◦ ϕ = f ◦ ϕ = f

.

Q.E.D.

Corolário A.2.2. Sejam u : M ′ −→ M e v : M ′ −→ E homomorfismos entre A-módulos, tais

que Ker(u) ⊆ Ker(v). Se E é injetivo, então existe um homomorfismo h, que faz o diagrama:

M ′
u //

v

��

M

h}}{{
{{

{{
{{

E

comutar.

Demonstração:

Vide parte iii)⇒ i) da proposição acima.

Q.E.D.

Lema A.2.1. O Z módulo Q
Z é injetivo.

Demonstração:

Pela proposição A.2.2 iii, é suficiente demonstrar que sempre que definirmos um homomorfismo

u de um submódulo M’ de um Z-módulo M em Q
Z , podemos estender esse homomorfismo para o

Z-módulo todo. Seja P o conjunto dos pares (N,v), tais que M ′ ⊆ N ⊆ M e v restrito a M ′ é

igual a u. A relação (N ′, v′) � (N, v)⇔ N ′ ⊆ N e v restrito a N ′ é igual a v′ é claramente uma

relação de ordem parcial sobre P. Seja {(Ni, vi)}i∈I uma cadeia de elementos de P. Defina sobre

N ′ =
⋃
i∈I

Ni a função v’, tal que restrita a cada Ni é igual a vi. Observe que v’ está bem definida,

pois x, y ∈ N ′ e x = y então x ∈ Ni e y ∈ Nj para algum (i, j) ∈ I × I. Desde que {(Ni, vi)}i∈I
é uma cadeia, segue por exemplo que (Ni, vi) � (Nj , vj) e assim, vj restrito a Ni é igual a vi,

como y = x ∈ Ni, temos que vj(y) = vi(y) = vi(x). Desde que M ′ ⊆ Ni ⊆ M , ∀i ∈ I, segue que

M ′ ⊆ N ′ ⊆ M , como cada vi estende u, temos que v’ também estende u, e assim (N ′, v′) ∈ P .

Como (M ′, u) ∈ P temos, pelo lema de Zorn, que P possui um elemento (N, v) maximal. Suponha

que N é diferente de M e seja x um elemento que esteja em M e não esteja em N.
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Afirmação:N ∩ Zx = 0

Se não, seja r o menor inteiro positivo, tal que rx ∈ N . Se mx ∈ N e m = rp+s, com 0 ≤ s <
m (lembre-se que mx ∈ N ⇔ −mx ∈ N , pois N é um grupo), então mx = (rp)x+ sx = p(rx) + sx

e sx ∈ N , pela minimalidade de r, segue que s = 0. Defina a aplicação f : N + Zx −→ Q
Z , por

f(y+mx) = v(y)+mv(rx)
r , com y ∈ N . Observe que f está bem definida, pois y1+m1x = y2+m2x⇒

(m1 −m2)x = y2 − y1 ∈ N . Pelo que foi argumentado acima, temos m1 −m2 = rp, p ∈ Z, (se

m1 −m2 < 0 faça o argumento com m2 −m1). Assim, temos

v(y2)− v(y1) = v((m1 −m2)x) = v(p(rx)) = pv(rx) = pr
v(rx)

r
= (m1 −m2)

v(rx)

r
⇒

v(y1) +m1
v(rx)

r
= v(y2) +m2

v(rx)

r

Dessa forma, f estende v e portanto u, mas isso é absurdo pela maximalidade de (N, v).

Seja nZ o núcleo do homomorfismo ϕ : Z −→ Zx, tal que ϕ(1) = x. Defina a aplicação:

g : N + Zx −→ Q
Z

tal que g(y+mx) = v(y) + (mn ), com y ∈ N (se n=0, defina g por g(y+mx) = v(y) +m). Observe

que g está bem definida, pois

y1 +m1x = y2 +m2x⇒ y1 − y2 = (m2 −m1)x⇒ y1 − y2 = (m2 −m1)x = 0⇒

∃p ∈ Z/m2 −m1 = np⇒ m2

n
− m1

n
∈ Z⇒ (

m1

n
) = (

m2

n
)⇒ (

m1

n
) + v(y1) = (

m2

n
) + v(y2)

(resp.

y1 − y2 = (m2 −m1)x = 0⇒ m1 = m2 ⇒ m1 = m2 ⇒ m1 + v(y1) = m2 + v(y2)

)

Dessa forma, g estende v e portanto u, mas isso é absurdo pela maximalidade de (N, v). Assim

sendo, temos N = M .

Q.E.D.

Lema A.2.2. Se M é um A-módulo e F é um Z-módulo, então existe um isomorfismo:

HomA(M,HomZ(A,F )) ' HomZ(M,F )

de Z-módulos.
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Demonstração:

Defina:

ϕ : HomA(M,HomZ(A,F )) −→ HomZ(M,F )

tal que (ϕ(f))(x) = (f(x))(1). ϕ é um homomorfismo, pois

ϕ(f + g)(x) = ((f + g)(x))(1) = (f(x) + g(x))(1) =

f(x)(1) + g(x)(1) = ϕ(f)(x) + ϕ(g)(x) = (ϕ(f) + ϕ(g))(x)

Observe que:

ϕ(f) = 0⇒ ϕ(f)(x) = 0,∀x ∈M ⇒ f(x)(1) = 0,∀x ∈M

Dessa forma, (lembrando que a estrutura de A-módulo de HomZ(A,F ) é tal que (ah)(x)=h(ax))

temos:

f(x)(a) = (af(x))(1) = (f(ax))(1) = 0⇒ f(x) = 0,∀x ∈M ⇒ f = 0

e assim ϕ é injetiva.

Se h ∈ HomZ(M,F ), então defina f : M −→ HomZ(A,F ), tal que (f(x))(a) = h(ax). Observe

que para cada x, f(x) é de fato um homomorfismo, pois f(x)(a+b) = h((a+b)x) = h(ax)+h(bx) =

(f(x))(a)+(f(x))(b) e f é um homomorfismo, pois (f(x+by))(a) = h(a(x+by)) = h(ax+(ab)y) =

(f(x))(a) + (f(y))(ba) = (f(x))(a) + (bf(y))(a) = (f(x) + bf(y))(a).

Claramente, ϕ(f) = h e portanto ϕ é sobrejetivo.

Q.E.D.

Proposição A.2.3. O A-módulo HomZ(A, QZ ) é injetivo.

Demonstração:

Seja:

M ′
u // M

v // M ′′

uma sequência exata de A-módulos e homomorfismos.

Afirmação: O diagrama:
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HomZ(M ′′, QZ )
Hom(v,1) //

ϕ′′

��

HomZ(M, QZ )
Hom(u,1) //

ϕ

��

HomZ(M ′, QZ )

ϕ′

��
HomA(M ′′, HomZ(A, QZ ))

Hom(v,1)) // HomA(M,HomZ(A, QZ ))
Hom(u,1) // HomA(M ′, H

onde H = HomZ(A, QZ )) e os homomorfismos verticais são as inversas dos isomorfismos do lema

A.2.2, é comutativo.

De fato, temos que:

Hom(v, 1 Q
Z
) ◦ ϕ′′−1(f) = Hom(v, 1 Q

Z
)((f())(1)) = ((f())(1)) ◦ v = ((f ◦ v)())(1)

onde (f())(1) denota a aplicação x 7→ (f(x))(1). Por outro lado, temos:

ϕ−1 ◦Hom(v, 1HomZ(A, QZ ))(f) = ϕ−1(f ◦ v) = ((f ◦ v)())(1)

A comutatividade da segunda parte do diagrama, se demonstra de forma análoga. Desde que
Q
Z é um Z módulo injetivo, temos que a primeira linha do diagrama é uma sequência exata de

Z-módulos e homomorfismos. Aplicando o lema A.1.3 a tal diagrama, vemos que a segunda linha

é uma sequência exata de Z-módulos e homomorfismos, mas se tal sequência é exata como Z-

módulos, também é exata como A-módulos. Dessa forma, segue a proposição.

Q.E.D.

Proposição A.2.4. Todo A-módulo M é isomorfo a um submódulo de um A-módulo injetivo.

Demonstração:

Pelas proposições A.2.1 e A.2.3, temos que E
HomA(M,EA)
A , onde EA = HomZ(A, QZ ), é um

A-módulo injetivo. Defina a função:

eM : M −→ E
HomA(M,EA)
A

tal que eM (x) = {ϕ(x)}ϕ∈HomA(M,EA). eM é claramente um homomorfismo de A-módulos. Seja

x ∈ M , tal que eM (x) = 0. Isso que dizer que ϕ(x) = 0, ∀ϕ ∈ HomA(M,EA). Se f ∈
HomZ(M, QZ ), então, pelo lema A.2.2, existe ϕ ∈ HomA(M,EA), tal que f(x) = (ϕ(x))(1) = 0,

portanto, x anula todo elemento de HomZ(M, QZ ).

Afirmação: x=0.

Caso contrário, seja nZ o núcleo do homomorfismo Z −→ Zx, tal que m 7→ mx. Defina a

função:

η : Zx −→ Q
Z
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tal que mx 7→ (mn ) (se n=0, faça η(mx) = (m2 )). η está bem definida, pois m1x = m2x ⇒
(m1−m2)x = 0⇒ ∃p ∈ Z, /m1−m2 = pn⇒ m1

n −
m2

n ∈ Z⇒ (m1

n ) = (m2

n ) (resp. m1x = m2x⇒
(m1−m2)x = 0⇒ m1−m2 = 0⇒ m1

2 = m2

2 ⇒ (m1

2 ) = (m2

2 )). η é claramente um homomorfismo

de Z-módulos e η(x) = ( 1
n ) 6= 0 (resp. η(x) = ( 1

2 ) 6= 0), pois como x 6= 0, temos n 6= 1. Uma vez

que Q
Z é um Z-módulo injetivo, podemos estender η a um Z homomorfismo η′ de M em Q

Z . Assim

sendo, temos η′(x) = η(x) 6= 0, o que é um absurdo, pois x anula todo Z homomorfismo de M em
Q
Z .

Q.E.D.

A.3 Módulos Planos

Definição A.3.1. Dizemos que um A-módulo à esquerda P é plano, se para toda sequência exata:

M ′
u // M

v // M ′′

de A-módulos à direita e homomorfismos, a sequência:

M ′ ⊗A P
u⊗1P // M ⊗A P

v⊗1P // M ′′ ⊗A P

é exata.

Proposição A.3.1. Seja P um A-módulo à esquerda. As seguintes condições são equivalentes:

i) P é plano.

ii) Para toda sequência exata:

0 // M ′
u // M

v // M ′′ // 0

de A-módulos à direita e homomorfismos, a sequência:

0 // M ′ ⊗A P
u⊗1P // M ⊗A P

v⊗1P // M ′′ ⊗A P // 0

é exata.

iii) Para todo homomorfismo injetivo u : M ′ −→M de A-módulos à direita o homomorfismo

u⊗ 1P : M ′ ⊗A P −→M ⊗A P é injetivo.

Demonstração:

i)⇒ ii)

Desde que P é plano, é suficiente demonstrar que u⊗ 1P é injetiva e v⊗ 1P é sobrejetiva. Seja∑
i∈I

xi ⊗ yi ∈M ′′ ⊗A P . Uma vez que v é sobrejetivo, temos que para cada i existe zi ∈M tal que

xi = v(zi). Assim sendo, temos:∑
i∈I

xi ⊗ yi =
∑
i∈I

v(zi)⊗ yi =
∑
i∈I

(v ⊗ 1P )(zi ⊗ yi) = (v ⊗ 1P )(
∑
i∈I

zi ⊗ yi)

69



.

Considere a sequência exata:

0 // M ′
u // M

como P é plano, temos que a sequência:

0⊗A P = 0 // M ⊗A P
u⊗1P // M

é exata e portanto u⊗A 1P é injetivo.

ii)⇒ iii)

Considere a sequência exata:

0 // M ′
u // M

π // Coker(u) // 0

onde π é o homomorfismo canônico. Por hipótese, temos que a sequência:

0 // M ′ ⊗A P
u⊗1P // M ⊗A P

π⊗1P // Coker(u)⊗A P // 0

é exata. Dessa forma, segue que u⊗ 1P é injetivo.

iii)⇒ i)

Seja:

M ′
u // M

v // M ′′

uma sequência exata de A-módulos à direita. Temos que (v ⊗ 1P ) ◦ (u⊗ 1P ) = (v ◦ u)⊗ 1P = 0.

Reciprocamente, considere a sequência exata:

0 // Ker(v)
i // M

v′ // im(v) // 0

onde i é a injeção canônica e v′ é o homomorfismo que tem por gráfico o mesmo de v. Temos que

a sequência:

Ker(v)⊗A P
i⊗1P // M ⊗A P

v′⊗1P // im(v)⊗A P // 0

é exata (isso é verdade independentemente de hipótese sobre P). Conclúımos pela hipótese que a

sequência:

0 // Ker(v)⊗A P
i⊗1P // M ⊗A P

v′⊗1P // im(v)⊗A P // 0
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também é exata. Seja z ∈ Ker(v ⊗ 1P ), temos (v ⊗ 1P )(z) = 0. Uma vez que, por hipótese,

i′ ⊗ 1P , sendo i′ : im(v) −→M ′′ a injeção canônica, é injetiva, segue que (v′ ⊗ 1P )(z) = 0. Dessa

forma, z ∈ im(i ⊗ 1P ), ou seja, existe uma famı́lia de elementos xi ∈ Ker(v) = im(u), tal que

z =
∑
i∈I

xi ⊗ yi, onde {xi ⊗ yi}i∈I tem suporte finito. Assim sendo, para cada i existe ti ∈M ′, tal

que z =
∑
i∈i

u(ti)⊗ yi = (u⊗ 1P )(
∑
i∈I

ti ⊗ yi).

Q.E.D.

Corolário A.3.1. O A-módulo A é plano.

Demonstração:

De acordo com a condição iii) da proposição anterior, basta demonstrar que para todo homo-

morfismo injetivo u : M ′ −→M , de A-módulos à direita, o homomorfismo u⊗ 1P : M ′ ⊗A P −→
M ⊗A P é injetivo.

Afirmação: O diagrama:

M ′
u //

ϕ′

��

M

ϕ

��
M ′ ⊗A A u⊗1A

// M ⊗A A

onde os homomorfismos verticais são dados pelos isomorfismos x 7→ x⊗A 1, é comutativo.

(u⊗ 1A) ◦ ϕ′(x) = (u⊗ 1A)(x⊗A 1) = (u(x))⊗ 1 = ϕ(u(x))

A proposição segue do lema A.1.3 aplicado a afirmação acima.

Q.E.D.

Lema A.3.1. Sejam {Mi}i∈I e {Nk}k∈K duas famı́lias de A-módulos. Existe um isomorfismo:⊕
(i,k)∈I×K

(Mi ⊗A Nk) ' (
⊕
i∈I

Mi)⊗A (
⊕
k∈K

Nk)

de A-módulos.

Demonstração:

Sejam ji : Mi −→
⊕
i∈I

Mi e j′k : Nk −→
⊕
k∈K

Nk as injeções canônicas. Temos que:

ji ⊗ j′k : Mi ⊗A Nk −→ (
⊕
i∈I

Mi)⊗A (
⊕
k∈K

Nk)
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define um homomorfismo. Pela proposição A.1.2, existe um único homomorfismo

h :
⊕

(i,k)∈I×K

(Mi ⊗A Nk) −→ (
⊕
i∈I

Mi)⊗A (
⊕
k∈K

Nk)

tal que o diagrama:

Mi ⊗A Nk
ji⊗j′k //

j′′ik

��

(
⊕
i∈I

Mi)⊗A (
⊕
k∈K

Nk)

⊕
(i,k)∈I×K

(Mi ⊗A Nk)

h

66mmmmmmmmmmmm

onde j′′iké a injeção canônica, é comutativo.

Defina a função:

f : (
⊕
i∈I

Mi)× (
⊕
k∈K

Nk) −→
⊕

(i,k)∈I×K

(Mi ⊗A Nk)

tal que f({xi}i∈I , {yk}k∈K) = {xi ⊗ yk}(i,k)∈I×K .

Afirmação: f é A-bilinear.

Demonstremos, por exemplo que f é A-linear na primeira coordenada.

f({xi}i∈I + a{x′i}i∈I , {yk}k∈K) = f({xi + ax′i}i∈I , {yk}k∈K) = {(xi + ax′i)⊗ yk}(i,k)∈I×K =

{xi ⊗ yk + a(x′i ⊗ yk)}(i,k)∈I×K = {xi ⊗ yk}(i,k)∈I×K + a{x′i ⊗ yk}(i,k)∈I×K =

f({xi}i∈I , {yk}k∈K) + af({x′i}i∈I , {yk}k∈K)

Pela propriedade universal do produto tensorial, podemos definir um homomorfismo g, tal que

o diagrama:

(
⊕
i∈I

Mi)× (
⊕
k∈K

Nk) f //

ϕ

��

⊕
(i,k)∈I×K

(Mi ⊗A Nk)

(
⊕
i∈I

Mi)⊗A (
⊕
k∈K

Nk)

g

66mmmmmmmmmmmm
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onde ϕ é o homomorfismo ({xi}i∈I , {yk}k∈K) 7→ {xi}i∈I ⊗{yk}k∈K , seja comutativo. Observe que

g e h são inversas uma da outra. De fato,

h ◦ g({xi}i∈I ⊗ {yk}k∈K) = h({xi ⊗ yk}(i,k)∈I×K) =
∑

(i,k)∈I×K

ji(xi)⊗ j′k(yk) =

(
∑
i∈I

ji(xi))⊗ (
∑
k∈K

j′k(yk)) = {xi}i∈I ⊗ {yk}k∈K

Por outro lado,

g ◦ h({xi ⊗ yk}(i,k)∈I×K) = g(
∑

(i,k)∈I×K

ji(xi)⊗ j′k(yk)) =
∑

(i,k)∈I×K

g(ji(xi)⊗ j′k(yk)) =

∑
(i,k)∈I×K

j′′ik(xi ⊗ yk) = {xi ⊗ yk}(i,k)∈I×K

Q.E.D.

Proposição A.3.2. Seja {Pi}i∈I uma famı́lia de A-módulos à esquerda. Para cada i, Pi é plano

se, e somente se,
⊕
i∈I

Pi é plano.

Demonstração:

Seja u : M ′ −→M um homomorfismo injetivo de A-módulos à direita.

Afirmação: O diagrama:

⊕
i∈I

(M ′ ⊗A Pi) ⊕(u⊗1Pi ) //

η′

��

⊕
i∈I

(M ⊗A Pi)

η

��
M ′ ⊗A (

⊕
i∈I

Pi)
u⊗1(⊕Pi)

// M ⊗A (
⊕
i∈I

Pi)

onde os homomorfismos verticais são dados pelas inversas dos isomorfismos

x⊗ {yi}i∈I 7→ {x⊗ yi}i∈I , é comutativo.

η−1 ◦ (u⊗ 1(⊕Pi))(x⊗ {yi}i∈I) = η−1(u(x)⊗ {yj}i∈I) =

{u(x)⊗ yi}i∈I = {(u⊗ 1Pi)(x⊗ yi)}i∈I = (⊕(u⊗ 1Pi))({x⊗ yi}i∈I) =
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(⊕(u⊗ 1Pi)) ◦ η′−1(x⊗ {yi}i∈I)

Pela proposição A.3.1, temos que para cada i o homomorfismo u ⊗ 1Pi é injetivo. Segue do

corolário A.1.4 que ⊕(u⊗ 1Pi) é injetivo se, e somente se u⊗ 1Pi o é. Assim sendo, A proposição

seque do lema A.1.3 aplicado ao diagrama da afirmação.

Q.E.D.

Proposição A.3.3. Seja M um A-módulo livre com base finita, se o A-módulo N plano, então o

A-módulo

HomA(M,N) é plano.

Demonstração:

Totalmente análoga a da proposição A.1.8.

Q.E.D.

Corolário A.3.2. Todo A-módulo livre é plano.

Demonstração:

De fato, todo A-módulo livre é isomorfo a uma soma direta do A-módulo plano A.

Q.E.D.

Corolário A.3.3. Todo A-módulo projetivo é plano.

Demonstração:

Sejam P um A-módulo projetivo e u : M ′ −→ M um homomorfismo injetivo de A-módulos

à direita. Pela proposição A.1.9, temos que existe um conjunto I e um A-módulo Q, tal que

A(I) ' P ⊕Q. Pela afirmação da proposição A.3.2, temos que o diagrama:

M ′ ⊗A (P ⊕Q)
u⊗1(P⊕Q) //

η′−1

��

M ⊗A (P ⊕Q)

η−1

��
(M ′ ⊗A P )⊕ (M ′ ⊗A Q)

(u⊗1P )⊕(u⊗1Q)// (M ⊗A P )⊕ (M ⊗A Q)

é comutativo. Do corolário anterior, temos que a primeira linha (vertical) desse diagrama é inje-

tiva. Segue do lema A.1.3 que a segunda também é.

Afirmação: O diagrama:
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(M ′ ⊗A P )⊕ (M ′ ⊗A Q)

pr′1
��

(u⊗1P )⊕(u⊗1Q)// (M ⊗A P )⊕ (M ⊗A Q)

pr1

��
M ′ ⊗A P u⊗1P

// M ⊗A P

onde os homomorfismos verticais são dados pelas projeções canônicas, é comutativo.

De fato,

(u⊗ 1P ) ◦ pr′1(x⊗ z, y ⊗A t) = (u⊗ 1P )(x⊗A z) = (u(x))⊗ z = pr1((u(x))⊗ z, (u(y))⊗ t) =

pr1 ◦ ((u⊗ 1P )⊕ (u⊗ 1Q))(x⊗ z, y ⊗ t)

A comutatividade de tal diagrama, segue por linearidade. O Resultado segue da proposição

A.3.1, aplicando o scholium A.1.1 a tal diagrama.

Q.E.D.

A.4 Módulos Graduados

Definição A.4.1. Sejam G um grupo e ∆ um conjunto, uma graduação de tipo ∆ sobre G, é uma

famı́lia {Gδ}δ∈∆ de subgrupos de G, tal que o homomorfismo ⊕iδ :
⊕
δ∈∆

Gδ −→ G, definido pela

proposição A.1.2 a partir das injeções canônicas iδ : Gδ −→ G (vendo Gδ e G como Z-módulos),

é bijetivo. Ao par (G, {Gδ}δ∈∆), chamamos de grupo graduado de tipo ∆.

Um elemento x ∈ Gδ, será dito homogêneo de grau δ. No que segue, identificaremos
⊕
δ∈∆

Gδ

e G por meio do isomorfismo ⊕iδ, observe que, com essa identificação, todo elemento de G pode

ser escrito de forma única como soma de elementos homogêneos (de graus distintos). Por abuso

de linguagem, quando nos referirmos ao grupo graduado G =
⊕
δ∈∆

Gδ (ou apenas G, se nenhuma

confusão puder ser causada), estaremos nos referindo a (G, {Gδ}δ∈∆).

Definição A.4.2. Sejam ∆ um monóide comutativo, A um anel e {Aδ}δ∈∆ uma graduação de

tipo ∆ sobre o grupo aditivo A. Dizemos que {Aδ}δ∈∆ é compat́ıvel com a estrutura de anel de A,

se para todo (λ, µ) ∈ ∆×∆, temos:

AλAµ ⊆ Aλ+µ

Ao par (A, {Aδ}δ∈∆), formado por um anel A e uma graduação de tipo ∆, compat́ıvel com a

estrutura de anel de A, chamamos de anel graduado de tipo ∆.
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Proposição A.4.1. Se A =
⊕
δ∈∆

Aδ é um anel graduado e todo elemento de ∆ é regular, então

A0, onde 0 é o elemento neutro do monóide ∆, é um subanel de A.

Demonstração:

Desde que A0 é um subgrupo de A e A0A0 ⊆ A0+0 = A0, é suficiente demonstrar que 1 ∈ A0.

Escrevamos 1 =
∑
δ∈∆

eδ, tal que eδ ∈ Aδ. Temos que:

∑
η∈∆

eη = 1 = 1.1 =
∑
µ∈∆

eµ
∑
δ∈∆

eδ =
∑
δ∈∆

∑
µ∈∆

eδeµ =
∑
η∈∆

(
∑

δ+µ=η

eµeδ)

Desde que todo elemento de A é escrito de modo único como soma de elementos homogêneos,

temos que:

eη =
∑

µ+δ=η

eµeδ

para todo η ∈ ∆. Fazendo η = δ, temos que µ = 0, pois µ é regular. Dessa forma, segue que

eδ = e0eδ, ∀δ ∈ ∆. Assim sendo, segue que:

1 =
∑
δ∈∆

eδ =
∑
δ∈∆

e0eδ = e0

∑
δ∈∆

eδ = e0.1 = e0 ∈ A0

Q.E.D.

Definição A.4.3. Sejam ∆ um monóide comutativo, A um anel (comutativo) graduado de tipo

∆ e M um A-módulo à esquerda. Uma graduação {Mδ}δ∈∆, de tipo ∆ sobre o grupo aditivo M é

dita compat́ıvel com a estrutura de A-módulo de M, se ∀(λ, µ) ∈ ∆×∆, temos:

AδMµ ⊆Mδ+µ

Ao par (M, {Mδ}δ∈∆), formado pelo A-módulo à esquerda M e por uma graduação compat́ıvel com

a estrutura de A-módulo de M, chamamos de A-módulo à esquerda graduado.

De maneira totalmente análoga se define um A-módulo à direita graduado. Por abuso de

linguagem, quando falarmos simplesmente de A-módulo graduado, estaremos nos referindo a A-

módulo à esquerda graduado.

Exemplo A.4.1. Sejam ∆ um monóide comutativo e A =
⊕
δ∈∆

Aδ um anel (comutativo) graduado.

Se munirmos A0 da graduação trivial, ou seja, A0 =
⊕
δ∈∆

A′δ, tal que A′0 = A0 e A′δ = 0, ∀δ 6= 0,

então, de acordo com a proposição A.4.1, A é um A0-módulo graduado.

Definição A.4.4. Sejam A =
⊕
δ∈∆

Aδ e A′ =
⊕
µ∈∆

A′µ dois anéis graduados sobre um monóide

comutativo ∆. Um homomorfismo h entre esses dois anéis é dito graduado se h(Aδ) ⊆ A′δ, ∀δ ∈
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∆. Se M =
⊕
δ∈∆

Mδ e M ′ =
⊕
µ∈∆

M ′µ são A-módulos graduados, ambos de tipo ∆, então um

homomorfismo f entre esses A-módulos é dito graduado de grau δ ∈ ∆, se para todo µ ∈ ∆, nós

tivermos f(Mµ) ⊆M ′µ+δ. f é dito um isomorfismo entre esses dois A-módulos graduados se é um

homomorfismo de grau zero, bijetivo.

Proposição A.4.2. Sejam M =
⊕
δ∈∆

Mδ e M ′ =
⊕
µ∈∆

M ′µ dois módulos graduados sobre o anel

graduado A =
⊕
λ∈∆

Aλ. Se h : M ′ −→ M é um isomorfismo entre esses A-módulos graduados,

então para todo δ ∈ ∆, a restrição hδ de h a M ′δ é um isomorfismo de grupos. Reciprocamente,

se h é um homomorfismo de A-módulos, tal que sua restrição hδ a M ′δ é um isomorfismo entre os

grupos M ′δ e Mδ, para todo δ ∈ ∆, então h é um isomorfismo de A-módulos graduados.

Demonstração:

Desde que hδ(M
′
δ) = h(M ′δ) ⊆ Mδ para todo δ ∈ ∆ e h é injetivo, é suficiente demonstrar que

hδ(M
′
δ) = Mδ, ∀δ ∈ ∆. Seja yδ ∈Mδ. Desde que h é bijetiva, temos que existe x =

∑
µ∈∆

xµ ∈M ′,

tal que xµ ∈ M ′µ, ∀µ ∈ ∆ e yδ = h(x) = h(
∑
µ∈∆

xµ) =
∑
µ∈∆

h(xµ). Uma vez que h(xµ) ∈ Mµ,

∀µ ∈ ∆ e cada elemento de M é escrito de maneira única como soma de elementos homogêneos,

segue que yδ = h(xδ) = hδ(xδ).

Para demonstrar a rećıproca, é suficiente demonstrar que h é bijetiva. Seja h(
∑
µ∈∆

xµ) =

h(
∑
δ∈∆

yδ), temos que:

∑
µ∈∆

h(xµ) =
∑
δ∈∆

h(yδ)⇒
∑
µ∈∆

hµ(xµ) =
∑
δ∈∆

hδ(yδ)⇒ hδ(xδ) = hδ(yδ),∀δ ∈ ∆⇒

xδ = yδ,∀δ ∈ ∆⇒
∑
µ∈∆

xµ =
∑
δ∈∆

yδ

Seja agora y ∈ M . Escrevamos y =
∑
δ∈∆

yδ, onde yδ ∈ Mδ, ∀δ ∈ ∆. Por hipótese, temos que

para cada δ, existe xδ ∈ M ′δ, tal que yδ = hδ(xδ) (se γ 6∈ Sup({yi}δ∈∆) tome xγ = 0). Assim

sendo, temos que:

y =
∑
δ∈∆

yδ =
∑
δ∈∆

hδ(xδ) =
∑
δ∈∆

h(xδ) = h(
∑
δ∈∆

xδ)

Q.E.D.

Observe que se A possui a graduação trivial, então para todo δ ∈ ∆, temos que AMδ = A0Mδ ⊆
M0+δ = Mδ e dessa forma, cada Mδ é um submódulo de M. Assim sendo, podemos trocar na

proposição anterior, isomorfismo de grupos por isomorfismo de A-módulos.
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Sejam ∆ um grupo comutativo e M =
⊕
δ∈∆

Mδ um A =
⊕
µ∈∆

Aµ módulo graduado, de tipo ∆.

Dado λ ∈ ∆, construiremos um A-módulo graduado M(λ), como segue:

M(λ) =
⊕
δ∈∆

M ′δ

tal que M ′δ = Mδ+λ. Observe que tal graduação é de fato compat́ıvel com a estrutura de A-módulo

de M, pois AµM
′
δ = AµMδ+λ ⊆ Mµ+δ+λ = M ′µ+δ. No mais, {M ′δ}δ∈∆, é de fato uma graduação

de tipo ∆, pois sendo ∆ um grupo e fazendo µ = δ + λ, quando µ varia sobre ∆, δ assume todos

os valores posśıveis e vice versa. Assim sendo, temos
⊕
δ∈∆

M ′δ =
⊕
δ∈∆

Mδ+λ =
⊕
µ∈∆

M(µ−λ)+λ =⊕
µ∈∆

Mµ = M . A graduação {M ′δ}δ∈∆ é dita obtida da graduação {Mµ}µ∈∆ por deslocamento de

grau λ.

Sejam {xi}i∈I uma famı́lia de elementos homogêneos do A-módulo graduado M, sobre o grupo

comutativo ∆ e λi o grau de xi, para cada i ∈ I. Para cada (δ, i) ∈ ∆× I, defina o homomorfismo

de Z-módulos ηiδ : Aδ−λi −→Mδ, tal que ηiδ(aδ−λi) = aδ−λixi. Observe que ηiδ está bem definido,

pois Aδ−λiMλi ⊆Mδ.

Pela proposição A.1.2, existe um único homomorfismo de Z-módulo ηδ, tal que o diagrama:

Aδ−λi
ηiδ //

jδi

��

Mδ

⊕
i∈I

Aδ−λi

ηδ

<<yyyyyyyy

onde jδi é a injeção canônica, é comutativo. Pelo corolário A.1.3, existe um único homomorfismo

de Z-módulos η, tal que o diagrama:

Lδ
ηδ //

jδ

��

Mδ

j′δ
��⊕

δ∈∆

Lδ
η

//
⊕
δ∈∆

Mδ

onde os homomorfismos verticais são as injeções canônicas e Lδ =
⊕
i∈I

Aδ−λi , é comutativo.

Proposição A.4.3. A graduação {Lδ}δ∈∆ do A-módulo L =
⊕
δ∈∆

Lδ é compat́ıvel com sua estru-

tura de A-módulo e o homomorfismo η é um A-homomorfismo graduado de grau zero.

Demonstração:
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Sejam aµ ∈ Aµ e yδ = {xδ−λi}i∈I ∈ Lδ, tal que xδ−λi ∈ Aδ−λi . Temos que aµyδ =

aµ{xδ−λi}i∈I = {aµxδ−λi}i∈I . Desde que A é um anel graduado, temos que aµxδ−λi ∈ Aµ+δ−λi ,

∀i ∈ I. Dessa forma, segue que aµyδ ∈
⊕
i∈I

Aµ+δ−λi = Lµ+δ.

η(aµjδ(yδ)) = η(jµ+δ(aµyδ)) = j′µ+δ ◦ ηµ+δ(aµyδ) = j′µ+δ ◦ ηµ+δ(aµ
∑
i∈I

jδi(xδ−λi)) =

j′µ+δ ◦ ηµ+δ(
∑
i∈I

aµjδi(xδ−λi)) =
∑
i∈I

j′µ+δ ◦ ηµ+δ(jµ+δ,i(aµxδ−λi)) =

∑
i∈I

j′µ+δ ◦ ηi,µ+δ(aµxδ−λi) =
∑
i∈I

j′µ+δ(aµxδ−λiei) =
∑
i∈I

aµj
′
δ(xδ−λiei) =

aµj
′
δ(
∑
i∈I

xδ−λiei) = aµj
′
δ(
∑
i∈I

ηiδ(xδ−λi)) = aµj
′
δ(
∑
i∈I

ηδ ◦ jδi(xδ−λi)) =

aµj
′
δ ◦ ηδ(

∑
i∈I

jδi(xδ−λi)) = aµη(jδ(yδ))

onde ηiδ(bδ−λi) = ei. Como todo elemento de L pode ser escrito como soma de jδ(yδ), δ ∈ ∆

e todo elemento de A como soma de aµ, µ ∈ ∆, o fato de η ser A-linear, segue da Z-linearidade

das aplicações consideradas. Que η é graduada de grau zero, segue por construção.

Q.E.D.

Definição A.4.5. Seja M um A-módulo graduado. Dizemos que M é um A-módulo graduado livre,

se para alguma famı́lia {ei}i∈I de elementos homogêneos de M, o homomorfismo η, associado a

essa famı́lia, é um isomorfismo de A-módulos graduados.

Proposição A.4.4. Um A-módulo graduado M sobre um grupo comutativo ∆ é um A-módulo

graduado livre se, e somente se, ele é um A-módulo livre com uma base formada por elementos

homogêneos.

Demonstração:

Sejam {ei}i∈I uma famı́lia de elementos homogêneos de M que faz o homomorfismo η bijetivo

e {ai}i∈I uma famı́lia de elementos de A de suporte finito, tal que
∑
i∈I

aiei = 0. Escrevamos para

cada i, ai =
∑
µ∈∆

aµ,i, onde aµ,i ∈ Aµ, ∀µ ∈ ∆. Observe que fazendo δ = µ+ λi, onde para cada i,

λi é o grau de ei, quando µ percorre ∆, δ assume todos os valores posśıveis e vice versa, pois ∆ é

um grupo. Assim sendo, temos ai =
∑
µ∈∆

aµ,i =
∑
δ∈∆

aδ−λi,i, para cada i ∈ I. Dessa forma, temos:
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∑
i∈I

(
∑
δ∈∆

aδ−λi,i)ei = 0⇒
∑
i∈I

∑
δ∈∆

ηi,δ(aδ−λi,i) = 0⇒
∑
δ∈∆

∑
i∈I

ηi,δ(aδ−λi,i) = 0⇒

∑
δ∈∆

ηδ(
∑
i∈I

jδ,i(aδ−λi,i)) = 0⇒ ηδ(
∑
i∈I

jδ,i(aδ−λi,i)) = 0,∀δ ∈ ∆⇒

j′δ ◦ ηδ(
∑
i∈I

jδ,i(aδ−λi,i)) = 0,∀δ ∈ ∆⇒ η(jδ(
∑
i∈I

jδ,i(aδ−λi,i))) = 0,∀δ ∈ ∆⇒

jδ(
∑
i∈I

jδ,i(aδ−λi,i)) = 0,∀δ ∈ ∆⇒
∑
i∈I

jδ,i(aδ−λi,i)) = 0,∀δ ∈ ∆⇒

{aδ−λi,i}(i,δ)∈I×∆ = 0⇒ aδ−λi,i = 0,∀i ∈ I, ∀δ ∈ ∆⇒

aµ,i = 0,∀(i, µ) ∈ I ×∆⇒ ai = 0,∀i ∈ I

Seja y =
∑
δ∈∆

yδ ∈ M , com yδ ∈ Mδ, ∀δ ∈ ∆. Desde que η é bijetivo, existe x =
∑
δ∈∆

jδ(xδ),

com xδ ∈ Lδ, ∀δ ∈ ∆, tal que
∑
δ∈∆

j′δ(yδ) = η(x). Assim sendo, temos:

∑
δ∈∆

j′δ(yδ) = η(
∑
δ∈∆

jδ(xδ)) =
∑
δ∈∆

η(jδ(xδ)) =
∑
δ∈∆

j′δ ◦ ηδ(xδ)

Escrevendo xδ =
∑
i∈I

jδi(aδ−λi), temos:

∑
δ∈∆

j′δ(yδ) =
∑
δ∈∆

j′δ ◦ ηδ(
∑
i∈I

jδi(aδ−λi)) =
∑
δ∈∆

∑
i∈I

j′δ ◦ ηδ(jδi(aδ−λi)) =

∑
δ∈∆

∑
i∈I

j′δ ◦ ηi,δ(aδ−λi) =
∑
δ∈∆

∑
i∈I

j′δ(aδ−λiei) =
∑
δ∈∆

j′δ(
∑
i∈I

aδ−λiei)⇒

j′δ(yδ) = j′δ(
∑
i∈I

aδ−λiei),∀δ ∈ ∆⇒ yδ =
∑
i∈I

aδ−λiei,∀δ ∈ ∆⇒

y =
∑
δ∈∆

∑
i∈I

aδ−λiei ⇒ y =
∑
i∈I

(
∑
δ∈∆

aδ−λi)ei
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Segue das proposições A.1.3 e A.1.4 que {ei}i∈I é uma base de M.

Reciprocamente, seja {ei}i∈I uma base de M formada de elementos homogêneos. Seja

{xδ}δ∈∆ ∈ L, tal que η({xδ}δ∈∆) = 0, temos que:

η(
∑
δ∈∆

jδ(xδ)) = 0⇒
∑
δ∈∆

η(jδ(xδ)) = 0⇒
∑
δ∈∆

j′δ ◦ ηδ(xδ) = 0

Escrevendo xδ =
∑
i∈I

jδi(aδ−λi), temos:

∑
δ∈∆

j′δ ◦ ηδ(
∑
i∈I

jδi(aδ−λi)) = 0⇒
∑
δ∈∆

j′δ(
∑
i∈I

ηδ ◦ jδi(aδ−λi)) = 0⇒

∑
δ∈∆

j′δ(
∑
i∈I

ηiδ(aδ−λi)) = 0⇒
∑
δ∈∆

j′δ(
∑
i∈I

aδ−λiei) = 0⇒

j′δ(
∑
i∈I

aδ−λiei) = 0,∀δ ∈ ∆⇒
∑
i∈I

aδ−λiei = 0,∀δ ∈ ∆⇒

aδ−λi = 0,∀(i, δ) ∈ I ×∆⇒ xδ = 0,∀δ ∈ ∆⇒ {xδ}δ∈∆ = 0

Seja y =
∑
δ∈∆

j′δ(yδ) ∈
⊕
δ∈∆

Mδ, temos que existe uma famı́lia {ai}i∈I de elementos de A, de

suporte finito, tal que
∑
δ∈∆

yδ =
∑
i∈I

aiei. Se para cada i ∈ I, nós escrevermos ai =
∑
δ∈∆

aδ−λi,i, com

aδ−λi,i ∈ Aδ−λi , então temos:

∑
δ∈∆

yδ =
∑
i∈I

∑
δ∈∆

aδ−λi,iei =
∑
i∈I

∑
δ∈∆

ηiδ(aδ−λi,i) =
∑
δ∈∆

∑
i∈I

ηδ ◦ jδ,i(aδ−λi,i)⇒

yδ =
∑
i∈I

ηδ ◦ jδ,i(aδ−λi,i),∀δ ∈ ∆⇒ j′δ(yδ) = j′δ(
∑
i∈I

ηδ ◦ jδ,i(aδ−λi,i)),∀δ ∈ ∆⇒

j′δ(yδ) =
∑
i∈I

j′δ(ηδ ◦ jδ,i(aδ−λi,i)),∀δ ∈ ∆⇒ j′δ(yδ) =
∑
i∈I

η(jδ ◦ jδ,i(aδ−λi,i)),∀δ ∈ ∆⇒

j′δ(yδ) = η(
∑
i∈I

jδ ◦ jδ,i(aδ−λi,i)),∀δ ∈ ∆⇒ y =
∑
δ∈∆

η(
∑
i∈I

jδ ◦ jδ,i(aδ−λi,i))⇒

y = η(
∑
δ∈∆

∑
i∈I

jδ ◦ jδ,i(aδ−λi,i))
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Q.E.D.

Definição A.4.6. Sejam M um A-módulo graduado de tipo ∆, com graduação {Mδ}δ∈∆ e N um

submódulo de M. Dizemos que N é um submódulo graduado de M se a famı́lia {N ∩Mδ}δ∈∆ define

uma graduação sobre N.

Proposição A.4.5. Sejam M =
⊕
δ∈∆

Mδ um A-módulo graduado e N um submódulo de M. As

seguintes condições são equivalentes:

i) N é um submódulo graduado de M.

ii) Toda componente homogênea de um elemento de N pertence a N.

iii) N é gerado por elementos homogêneos.

Demonstração:

i)⇒ ii)

Seja y ∈ N escrevamos y =
∑
δ∈∆

yδ, tal que yδ ∈Mδ. Desde que N =
⊕
δ∈∆

(N ∩Mδ), existe uma

famı́lia {xδ}δ∈∆ de suporte finito, tal que xδ ∈ N ∩Mδ, ∀δ ∈ ∆ e y =
∑
δ∈∆

xδ. Como todo elemento

de M é escrito de maneira única como soma de elementos homogêneos, segue que yδ = xδ ∈ N ,

∀δ ∈ ∆.

ii)⇒ iii)

Seja {ei}i∈I a famı́lia das componentes homogêneas dos elementos de N. Por hipótese, cada ei

pertence a N e claramente tal famı́lia gera N.

iii)⇒ i)

Desde que Aµ(N ∩Mδ) ⊆ N , pois N é um submódulo e Aµ(N ∩Mδ) ⊆ AµMδ ⊆ Mµ+δ, é

suficiente demonstrar que N =
⊕
δ∈∆

(N ∩Mδ), ou seja, cada elemento de N se escreve de modo

único como soma de elementos xδ ∈ N ∩Mδ. Seja y ∈ N , por hipótese y =
∑
δ∈∆

yδ, com yδ ∈ N

homogêneo, ou seja, yδ ∈ N ∩Mδ, ∀δ ∈ ∆. Seja agora y =
∑
δ∈∆

xδ, com xδ ∈ N ∩Mδ. Desde

que tanto os xδ quanto os yδ são elementos homogêneos de M e y se escreve como soma dos dois,

segue que xδ = yδ, ∀δ ∈ ∆.

Q.E.D.

Sejam M =
⊕
δ∈∆

Mδ um A-módulo graduado e N um submódulo graduado de M. Denote Nδ =

N ∩Mδ. Pelo corolário A.1.4, temos que M
N =

⊕
δ∈∆

Mδ⊕
δ∈∆

Nδ
'
⊕
δ∈∆

Mδ

Nδ
. Identificaremos esses dois

módulos via esse isomorfismo. A graduação {Mδ

Nδ
}δ∈∆ é compat́ıvel com a estrutura de A-módulo
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de M
N . De fato, temos que Mδ

Nδ
= Mδ

N∩Mδ
' N+Mδ

N . Sejam aµ ∈ Aµ, y + xδ ∈ N+Mδ

N , com y ∈ N
e xδ ∈ Mδ. Temos que aµ(y + xδ) = aµy + aµxδ, como aµy ∈ N e aµxδ ∈ Mδ+µ, segue que

aµy + aµxδ ∈ N+Mδ+µ

N . Uma vez que o isomorfismo Mδ

N∩Mδ
' N+Mδ

N associa classe em classe,

segue o resultado.

Definição A.4.7. Sejam M um A módulo graduado e N um submódulo graduado de M. A

graduação

{Mδ

Nδ
}δ∈∆ é chamada graduação quociente de M por N.

Proposição A.4.6. Seja f : M −→ N um homomorfismo graduado de grau δ ∈ ∆ entre os

A-módulos graduados M e N. Temos que:

i) Im(f) é um submódulo graduado de N.

ii) Se δ é regular, então Ker(f) é um submódulo graduado de M.

Demonstração:

i)

Seja {ei}i∈I a famı́lia dos elementos homogêneos de M. Desde que f é graduado, segue que

{f(ei)}i∈I é uma famı́lia de elementos homogêneos de N. Seja y = f(x) ∈ im(f). Escrevamos x

como soma de elementos homogêneos x =
∑
µ∈∆

xµ. Assim sendo, temos:

y = f(x) = f(
∑
µ∈∆

xµ) =
∑
µ∈∆

f(xµ)

Portanto, a famı́lia {f(ei)}i∈I gera im(f).

ii)

Seja y ∈ Ker(f) e escrevamos y =
∑
µ∈∆

yµ, como soma de elementos homogêneos. Temos que:

0 = f(y) = f(
∑
µ∈∆

yµ) =
∑
µ∈∆

f(yµ)

Agora observe que f(yµ) tem grau δ+µ, se f(yη) tem grau δ+µ, então δ+µ = δ+η ⇒ µ = η,

pois δ é regular. Assim sendo, se µ 6= η, então os graus de f(yδ) e f(yη) são distintos, como todo

elemento é escrito de maneira única como soma de elementos homogêneos (distintos), segue que

f(yµ) = 0, ∀µ ∈ ∆. Dessa forma, segue que yµ ∈ Ker(f), ∀µ ∈ ∆.

Q.E.D.

Segue da proposição acima que se o grau de f é zero, então M
Ker(f) e im(f) são dois A-módulos

graduados isomorfos.
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Apêndice B

Álgebra Homológica

B.1 Complexos de A-módulos

Definição B.1.1. Um complexo à esquerda de A-módulos é um par (C,d), formado de um A-

módulo à esquerda graduado de tipo Z e um endomorfismo de grau -1, tal que d ◦ d = 0. O

endomorfismo d é dito ser a diferencial do complexo (C,d).

Por abuso de linguagem, quando nos referirmos ao complexo C de diferencial d estaremos

falando sobre o complexo (C,d), em muitos casos omitiremos a diferencial d. De modo total-

mente análogo se define um complexo à direita de A-módulos. Quando falarmos de um complexo

(resp. módulo) sem nenhuma especificação, estaremos nos referindo a complexo (resp. módulo)

à esquerda. No que se segue, a graduação do anel A será a trivial. Segue da definição que um

complexo é equivalente a uma famı́lia {dn : Cn → Cn−1}n∈Z de homomorfismos, entre módulos,

tais que Im(dn) ⊆ Ker(dn−1). Tal famı́lia será representada por:

...
dn+2 // Cn+1

dn+1 // Cn
dn // Cn−1

dn−1 // ...

Exemplo B.1.1. Se C é qualquer A-módulo graduado e d é o endomorfismo nulo, C é um com-

plexo.

Diremos que um complexo é livre, projetivo, injetivo, etc. se cada Cn assim o for.

Definição B.1.2. Um morfismo entre dois complexos (C,d) e (C’, d’) é um um homomorfismo

graduado u : C −→ C ′ de grau zero, tal que d′ ◦ u = u ◦ d. Se, além disso, u é um isomorfismo

entre esses módulos graduados, diremos que u é um isomorfismo entre esses complexos.

Observe que o conjunto Mor(C;C ′), dos morfismos de C em C ′ é um submódulo de

Hom(C;C ′). De fato, sejam f, g ∈Mor(C;C ′) e a ∈ A, temos que:

d′ ◦ (f + ag) = d′ ◦ f + d′ ◦ ag = d′ ◦ f + ad′ ◦ g = f ◦ d+ ag ◦ d = (f + ag) ◦ d
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como 0 ∈Mor(C;C ′), segue o resultado.

Exemplo B.1.2. Se C e C’são dois complexos cujas diferenciais são nulas, então todo homomor-

fismo de grau zero entre tais módulos é um morfismo entre esses complexos.

Seja Z(C)=ker(d), como todo elemento de Z é regular, segue que Z(C) é um submódulo graduado

de C, podemos pensar no complexo (Z(C),d), onde d é a restrição da primeira diferencial (que não

passa do endomorfismo nulo). Os elementos de Z(C) serão chamados ciclos. Da mesma forma,

podemos pensar nos complexos (B(C),d) e (H(C),d̄), onde B(C)=Im(d), H(C)=Z(C)
B(C) (levando-se

em conta o fato que B(C) ⊆ Z(C), pois d ◦ d = 0) e d, d̄ são respectivamente a restrição e

a induzida por d (que novamente não passam da diferencial nula). Os complexos B(C) e H(C)

são chamados, respectivamente, complexo de bordos e de homologia do complexo C. Observe que

teremos Zn(C) = Ker(dn), Bn(C) = im(dn−1) e Hn(C) = Ker(dn)
im(dn−1) .

Proposição B.1.1. Um morfismo entre os complexos (C,d) e (C’,d’) induz três morfismos

B(u) : B(C) −→ B(C ′), Z(u) : Z(C) −→ Z(C ′) e H(u) : H(C) −→ H(C ′)

Demonstração:

y ∈ B(C)⇒ ∃x ∈ C /y = d(x)⇒ u(y) = u ◦ d(x)⇒ u(y) = d′ ◦ u(x)⇒ u(y) ∈ B(C ′)

Defina B(u) como sendo o homomorfismo:

B(u) : B(C) −→ B(C ′)

que tem por gráfico o mesmo da restrição de u a B(C). Assim sendo, temos que:

y ∈ Z(C)⇒ d(y) = 0⇒ u ◦ d(y) = 0⇒ d′ ◦ u(y) = 0⇒ u(y) ∈ Z(C ′)

Defina Z(u) como sendo o homomorfismo:

Z(u) : Z(C) −→ Z(C ′)

que tem por gráfico o mesmo da restrição de u a Z(C).

Denotando ϕ : Z(C) −→ H(C) e ϕ′ : Z(C ′) −→ H(C ′) como sendo os homomorfismos

canônicos, temos:

ϕ(x) = ϕ(x)⇒ x− y ∈ B(C)⇒ Z(u)(x− y) = u(x− y) =

B(u)(x− y) ∈ B(C ′)⇒ ϕ′(Z(u)(x)) = ϕ′(Z(u)(y))

Defina H(u) como sendo o homomorfismo induzido por Z(u).

Q.E.D.
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Observe que se (C ′′, d′′) é um terceiro complexo e v : C ′ −→ C ′′ é um morfismo de complexos,

os morfismos induzidos satisfazem a seguinte relação:

B(v) ◦B(u) = B(v ◦ u), Z(v) ◦ Z(u) = Z(v ◦ u) e H(v) ◦H(u) = H(v ◦ u)

Além do mais, se considerarmos o morfismo identidade de C, teremos B(1C) = 1B(C), Z(1C) =

1Z(C) e H(1C) = 1H(C). Assim sendo, se u é um isomorfismo de complexos, então os três homo-

morfismos induzidos são isomorfismos. Para ver isso, basta considerar v = u−1.

Seja {(Ci, di)}i∈I uma famı́lia de complexos, definiremos o complexo produto,
∏
i∈I
{(Ci, di)}i∈I ,

da seguinte forma:

Para cada i ∈ I, temos Ci =
⊕
n∈Z

Ci,n, faremos
∏
i∈I
{(Ci, di)}i∈I =

⊕
n∈Z

(
∏
i∈I

Ci,n), a diferencial

será o homomorfismo: ∏
di :

⊕
n∈Z

(
∏
i∈I

Ci,n) −→
⊕
n∈Z

(
∏
i∈I

Ci,n)

tal que
∏
di({{xi,n}i∈I}n∈Z) = {{di,n(xi,n)}i∈I}n∈Z, onde di,n é a restrição de di a Ci,n. Definire-

mos o complexo soma direta dessa famı́lia, como
⊕
i∈I
{(Ci, di)}i∈I =

⊕
n∈Z

(
⊕
i∈I

Ci,n) a diferencial

sendo o homomorfismo: ⊕
di :

⊕
n∈Z

(
⊕
i∈I

Ci,n) −→
⊕
n∈Z

(
⊕
i∈I

Ci,n)

tal que
⊕
di({{xi,n}i∈I}n∈Z) = {{di,n(xi,n)}i∈I}n∈Z, observe que tal definição faz sentido, uma

vez que existe apenas uma quantidade finita de pares (i,n) tais que xi,n é não nulo. Claramente

esses dois módulos com as respectivas diferenciais são complexos.

Proposição B.1.2. Seja {(Ci, di)}i∈I uma famı́lia de complexos, existem dois isomorfismos:

ψ : H(
∏
i∈I
{(Ci, di)}i∈I) −→

∏
i∈I
{(H(Ci), 0)}i∈I e ϕ :

⊕
i∈I
{(H(Ci), 0}i∈I −→ H(

⊕
i∈I
{(Ci, di)}i∈I)

ditos canônicos.

Demonstração:

Seja

pr(i,n) :
∏
i∈I

Ci,n −→ Ci,n

a (i,n)-ésima projeção. Essa famı́lia de homomorfismos, nos permite definir o homomorfismo

(
⊕
n

pr(i,n)) :
⊕
n∈Z

(
∏
i∈I

Ci,n) −→
⊕
n∈Z

Ci,n

tal que (
⊕
n

pr(i,n))(
∑
n∈Z
{xi,n}i∈I) =

∑
n∈Z

pr(i,n)({xi,n}i∈I) =
∑
n∈Z

xi,n. onde acima, estamos identi-

ficando Mi com um submódulo de
⊕
n∈Z

Mi por meio da injeção canônica.
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Afirmação:(
⊕
n

pr(i,n)) é um morfismo de complexos.

De fato

di ◦ (
⊕
n

pr(i,n))(
∑
n∈Z
{xi,n}i∈I) = di(

∑
n∈Z

xi,n) =
∑
n∈Z

di(xi,n) =

∑
n∈Z

pr(i,n)({di(xi,n)}i∈I) = (
⊕
n

pr(i,n))(
∑
n∈Z
{di(xi,n)}i∈I) =

(
⊕
n

pr(i,n))(
∑
n∈Z

(
∏
i

di){(xi,n)}i∈I) = (
⊕
n

pr(i,n)) ◦ (
∏
i

di)(
∑
n∈Z
{(xi,n)}i∈I)

Isso nos permite definir:

ψi : H(
∏
i∈I

Ci,n) −→ H(Ci,n)

tal que ψi = H(
⊕
n

pr(i,n)). Finalmente, definimos ψ como o homomorfismo, tal que ψ(x) =

{ψi(x)}i∈I . A sobrejetividade de ψ, segue da sobrejetividade dos pr(i,n). Sejam:

ξ :
∏
i∈I
{(Ci, di)}i∈I −→ H(

∏
i∈I
{(Ci, di)}i∈I)

e

ηi : Ci −→ H(Ci)

os homomorfismos canônicos.

ψ(ξ(
∑
n∈Z
{xi,n}i∈I)) = 0⇒ ψi(ξ(

∑
n∈Z
{xi,n}i∈I)) = 0,∀i ∈ I ⇒

ηi((
⊕
n

pr(i,n))(
∑
n∈Z
{xi,n}i∈I)) = 0,∀i ∈ I ⇒ ηi(

∑
n∈Z

pr(i,n)({xi,n}i∈I)) = 0,∀i ∈ I ⇒

ηi(
∑
n∈Z

xi,n) = 0,∀i ∈ I ⇒ ∀i ∈ I, ∃yi ∈ Ci/
∑
n∈Z

xi,n = di(yi)⇒

{
∑
n∈Z

xi,n}i∈I = {di(yi)}i∈I ⇒
∑
n∈Z
{xi,n}i∈I = (

∏
i

di)({yi}i∈I)⇒

ξ(
∑
n∈Z
{xi,n}i∈I) = 0

A demonstração para o caso da soma direta é análoga, e faz-se a partir da injeção canônica

j(i,n) : Ci,n −→
⊕
i∈I

Ci,n
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Q.E.D.

Definição B.1.3. Uma sequência C ′
u // C

v // C ′′ de morfismos e complexos é dita uma

sequência exata, se tal sequência vista no sentido de módulos e homomorfismos é exata.

Teorema B.1.1. Dada uma sequência exata:

0 // C ′
u // C

v // C ′′ // 0

de morfismos e complexos, existe um homomorfismo graduado:

∂(u, v) : H(C ′′) −→ H(C)

de grau -1.

Demonstração:

Uma sequência dessa forma é equivalente ao seguinte diagrama:

...

d′n+2

��

...

dn+2

��

...

d′′n+2

��
0 // C ′n+1

d′n+1

��

un+1 // Cn+1

dn+1

��

vn+1 // C ′′n+1
//

d′′n+1

��

0

0 // C ′n

d′n
��

un // Cn

dn

��

vn // C ′′n

d′′n
��

// 0

0 // C ′n−1

d′n−1

��

un−1 // Cn−1

dn−1

��

vn−1 // C ′′n−1

d′′n−1

��

// 0

0 // C ′n−2

d′n−2

��

un−2 // Cn−2

dn−2

��

vn−2 // C ′′n−2

d′′n−2

��

// 0

...
...

...

comutativo, com as linhas exatas e as colunas formadas pelas diferenciais. Seja:

x̄ ∈ Hn(C ′′)⇒ x ∈ Zn(C ′′)

Desde que vn é sobrejetivo, ∃t ∈ Cn /x = vn(t). Seja h = dn(t), temos que:

vn−1(h) = vn−1 ◦ dn(t) = d′′n ◦ vn(t) = d′′n(x) = 0⇒

h ∈ Ker(vn−1) = im(un−1)⇒ ∃s ∈ C ′n−1/h = un−1(s)
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Observe ainda que:

un−2 ◦ d′n−1(s) = dn−1 ◦ un−1(s) = dn−1(h) =

dn−1 ◦ dn(t) = 0⇒ d′n−1(s) = 0⇒ s ∈ Zn−1(C ′)

Definiremos a função:

∂n(u, v) : Hn(C ′′) −→ Hn−1(C ′)

tal que ∂n(u, v)(x̄) = s̃, onde s̃ denota a classe de s. Da forma que ∂n(u, v) foi constrúıda, foram

feitas três escolhas arbitrárias, a saber, x na classe de x, t e s. Mostremos que ∂n(u, v) independe

dessas escolhas. Seguiremos os três seguintes passos:

• Suporemos que uma vez escolhido um representante de x̄, s̃ independe da escolha de t e de s

e demonstraremos que também independe da escolha desse representante de x̄.

• Escolheremos um representante arbitrário de x̄, suporemos que uma vez escolhido um t, s̃

independe da escolha de s e demonstraremos que também independe da escolha de t. Por (1)

segue que também independe da escolha do representante de x̄.

• Escolheremos um representante arbitrário de x̄ e um t arbitrário e mostraremos que s̃ inde-

pende da escolha de s. Concluindo por (1) e (2) que ∂n(u, v) independe de qualquer escolha

arbitrária.

1. Seja x̄ = ȳ ⇒ x − y ∈ Bn(C ′′). Se x = vn(t1) e y = vn(t2) então x − y = vn(t1 − t2).

Por hipótese, podemos escolher o t relativo a x-y como sendo t1 − t2 (nesta primeira parte,

manteremos a notação: sem ı́ndice relativo a x-y, ı́ndice 1 relativo a x e ı́ndice dois a y).

Assim:

h = dn(t) = dn(t1 − t2) = dn(t1)− (t2) = h1 − h2

Se h1 = un−1(s1) e h2 = un−1(s2), então:

h = h1 − h2 = un−1(s1)− un−1(s2) = un−1(s1 − s2)

Novamente por hipótese, segue que s̃ = ˜(s1 − s2) = s̃1-s̃2.

Por outro lado:

x− y ∈ Bn(C ′′)⇒ ∃r ∈ C ′′n+1/x− y = d′′n+1(r)

Como vn+1 é sobrejetiva, segue que:

∃a ∈ Cn+1/x− y = d′′n+1 ◦ vn+1(a)⇒ x− y = vn ◦ dn+1(a)
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Por hipótese, teremos t = dn+1(a). Assim:

h = dn(t) = dn ◦ dn+1(a) = 0 = un−1(0)

Novamente por hipótese, teremos s̃ = 0̃. Conclui-se então que s̃1 = s̃2.

2. Seja x̄ ∈ Hn(C ′′). Escolha o representante x ∈ Zn(C ′′). Se x = vn(t1) = vn(t2), então:

t1 − t2 ∈ Ker(vn) = im(un)⇒ ∃a ∈ C ′n/t1 − t2 = un(a)

Se h1 = dn(t1) e h2 = dn(t2), então:

h1 − h2 = dn(t1 − t2) = dn ◦ un(a) = un−1 ◦ d′n(a)

onde h1 = un−1(s1) e h2 = un−1(s2). Dessa forma, temos que:

un−1 ◦ d′n(a) = h1 − h2 = un−1(s1 − s2)

Da injetividade de un−1, segue que s1 − s2 = d′n(a) e portanto s̃1 = s̃2.

3. Seja x̄ ∈ Hn(C ′′). Escolha o representante x ∈ Zn(C ′′). Escolha t ∈ Cn /x = vn(t). Seja

h = dn(t). Se h = un−1(s1) = un−1(s2), então, de acordo com a injetividade de un−1,

teremos s1 = s2 ⇒ s̃1 = s̃2.

Afirmação: ∂n(u, v) é um homomorfismo.

De fato, observando que ∂n(u, v)(x+ ay) = ∂n(u, v)(x̄ + aȳ) independe das escolhas feitas no

meio do caminho e usando a notação de (1), temos:

x+ ay = vn(t1) + avn(t2) = vn(t1 + at2)⇒ t = t1 + at2 ⇒ h = dn(t) = dn(t1 + at2) =

dn(t1) + adn(t2) = h1 + ah2 ⇒ un−1(s) = h = h1 + ah2 = un−1(s1) + aun−1(s2) =

un−1(s1 + as2)⇒ ∂n(u, v)(x+ ay) = s̃ = ˜(s1 + as2) = s̃1 + as̃2 = ∂n(u, v)(x̄) + a∂n(u, v)(ȳ)

Defina:

∂(u, v) : H(C ′′) −→ H(C)

como o homomorfismo
⊕
n∈Z

∂n(u, v), ou seja:

∂(u, v)(
∑
n∈Z

x̄n) =
∑
n∈Z

∂n(u, v)(x̄n)
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Q.E.D.

Corolário B.1.1. Se

0 // C ′
u // C

v // C ′′ // 0

é uma sequência exata de complexos e morfismos, então a sequência:

· · ·
∂n+1// Hn(C ′)

Hn(u) // Hn(C)
Hn(v)// Hn(C ′′)

∂n // Hn−1(C ′)
Hn−1(u)// Hn−1(C)

Hn−1(v) // · · ·

de módulos e homomorfismos é exata.

Demonstração:

sejam ϕ′ : C ′ −→ Hn(C ′), ϕ : C −→ Hn(C), ϕ′′ : C ′′ −→ Hn(C ′′), os homomorfismos

canônicos e ϕ′(x) ∈ Hn(C ′), temos:

Hn(v)(Hn(u)(ϕ′(x))) = Hn(v)(ϕ(un(x))) = ϕ′′(vn ◦ un(x)) = ϕ′′(0) = 0

Por outro lado:

ϕ(y) ∈ ker(Hn(v))⇒ Hn(v)(ϕ(y)) = 0⇒

ϕ′′(vn(y)) = 0 ∈ Hn(C ′′)⇒ ∃a ∈ C ′′n+1/vn(y) = d′′n+1(a)

Como vn+1 é sobrejetiva, segue que:

∃b ∈ Cn+1/vn(y) = d′′n+1 ◦ vn+1(b)⇒ vn(y) = vn ◦ dn+1(b)⇒

y − dn+1(b) ∈ Ker(vn) = im(un)⇒ ∃c ∈ C ′n/y − dn+1(b) = un(c)

Observe que, uma vez que y ∈ Zn(C), temos:

0 = dn(y)− dn ◦ dn+1(b) = dn ◦ un(c)⇒ un−1 ◦ d′n(c) = 0

Como un−1 é injetiva, segue que:

d′n(c) = 0⇒ c ∈ Zn(C ′)⇒ ϕ(y) = ϕ(un(c)) = Hn(u)(ϕ′(c))

Seja ϕ(x) ∈ Hn(C), temos que:

∂n(u, v)(Hn(v)(ϕ(x))) = ∂n(u, v)(ϕ′′(vn(x)))

Se escolhermos vn(x) como representante de ϕ′′(vn(x)), podemos escolher x na imagem inversa

de vn(veja a construção de ∂n(u, v) no teorema anterior.). Uma vez que x ∈ Zn(C), segue que

0 = dn(x) = un−1(s). Como un−1 é injetiva, temos que s=0, logo:

0 = ϕ′(0) = ϕ′(s) = ∂n(u, v)(Hn(v)(ϕ(x)))
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Seja ϕ′′(y) ∈ Ker(∂n(u, v)), procedamos igual ao teorema, fazendo y = vn(t);h = dn(t) e

h = un−1(s), então teremos:

ϕ′(s) = ϕ′(0) ∈ Hn−1(C ′)⇒ ∃a ∈ C ′n/s = d′n(a)⇒

dn(t) = un−1 ◦ d′n(a)⇒ dn(t) = dn ◦ un(a)⇒ t− un(a) ∈ Zn(C)⇒

Hn(v)(ϕ(t− un(a))) = ϕ′′(vn(t− un(a))) = ϕ′′(vn(t)) = ϕ′′(y)

Seja ϕ′′(y) ∈ Hn(C ′′), se vn(t) = x, h = dn(t) e un−1(s) = h (como no teorema), então:

Hn−1(u)(∂(u, v)(ϕ′′(y))) = Hn−1(u)(ϕ′(s)) = ϕ(un−1(s)) = ϕ(h) = ϕ(dn(t)) = 0

Sendo agora ϕ′(x) ∈ ker(Hn−1(u)), temos então:

Hn−1(u)(ϕ′(x)) = 0⇒ ϕ(un−1(x)) = 0⇒ ∃a ∈ Cn/un−1(x) = dn(a)

Observe que:

d′′n ◦ vn(a) = vn−1 ◦ dn(a) = vn−1 ◦ un−1(x) = 0

Dessa forma vn(a) ∈ Zn(C ′′), observando que se tomarmos y = vn(a), então h = dn(a) e

un−1(x) = h, com x ∈ Zn−1(C ′). Pelo teorema, segue que ∂n(u, v)(ϕ′′(vn(a))) = ϕ′(x).

Q.E.D.

B.2 Resoluções

Definição B.2.1. Sejam (C,d) e (C’,d’) dois complexos. Dois morfismos f e g, são ditos homo-

topes, se existe um homomorfismo s : C −→ C ′ de grau 1 tal que f − g = d′ ◦ s+ s ◦ d.

Observe que a relação f ∼ g ⇔ f e g são homotopes é uma relação de equivalência sobre o

A-módulo Mor(C;C’). De fato, a reflexividade e a simetria são evidentes. Quanto a transitividade,

sejam f ∼ g e g ∼ h⇒ f − g = d′ ◦ s+ s ◦ d e g − h = d′ ◦ s1 + s1 ◦ d, com s e s1 homomorfismos

de grau 1. Somando termo a termo essa equações, temos f − h = d′ ◦ (s+ s1) + (s+ s1) ◦ d, como

s+ s1 é de grau 1, segue o resultado.

Proposição B.2.1. Sejam (P,d) , (E,d’) dois complexos e {ui : Pi −→ Ei}n≥i uma famı́lia de

homomrfismos, definidos até um certo inteiro n, tais que d′i ◦ ui = ui−1 ◦ di. Se Pj são projetivos

para j > n e Hj(E) = 0 para j ≥ n, então a famı́lia {ui}n≥i, pode ser prolongada a um morfismo u

entre os dois complexos. Se u’ é outro morfismo que prolonga {ui}n≥i, então u e u’ são homotopes.
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Demonstração:

Temos a seguinte situação:

...
dn+3 // Pn+2

dn+2 // Pn+1
dn+1 // Pn

dn //

un

��

Pn−1

un−1

��

dn−1 // ...

...
d′n+3 // En+2

d′n+2 // En+1

d′n+1 // En
d′n // En−1

d′n−1 // ...

Com Pj projetivo a partir de n+1, a sequência dos Ej exata até n−1 e o diagrama comutativo

(obviamente até n).

Seja y ∈ im(un ◦ dn+1), temos então:

∃x ∈ Pn+1/y = un ◦ dn+1(x)⇒ d′n(y) = d′n ◦ un ◦ dn+1(x)⇒

d′n(y) = un−1 ◦ dn ◦ dn+1(x) = un−1(0) = 0⇒

y ∈ Ker(d′n) = im(d′n+1)⇒ im(un ◦ dn+1) ⊆ im(d′n+1)

Assim sendo, temos a seguinte situação:

Pn+1

un◦dn+1

��
En+1

d′n+1

// im(d′n+1) // 0

Como Pn+1 é projetivo, existe um homomorfismo:

un+1 : Pn+1 −→ En+1

que faz o diagrama acima comutar. A construção de u segue por indução.

Sejam u’ outro morfismo que prolongue {ui}n≥i e y ∈ im(un+1 − u′n+1). Assim sendo, temos:

∃x ∈ Pn+1/y = un+1(x)− u′n+1(x)⇒ d′n+1(y) = d′n+1 ◦ un+1(x)− d′n+1 ◦ u′n+1(x)⇒

d′n+1(y) = un ◦ dn+1(x)− un ◦ dn+1(x) = 0⇒ im(un+1 − u′n+1) ⊆ Ker(d′n+1) = im(d′n+2)

Assim, temos o seguinte diagrama:

Pn+1

un+1−u′n+1

��
En+2

d′n+2

// im(d′n+2) // 0
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Como Pn+1 é projetivo, segue que existe um homomorfismo:

sn+1 : Pn+1 −→ En+2

que faz o gráfico acima comutar. Defina si = 0, ∀i 6 n. Dessa forma, temos:

un+1 − u′n+1 = d′n+2 ◦ sn+1 = d′n+2 ◦ sn+1 + sn ◦ dn+1

Suponha que r > 1 e que constrúımos r − 1 homomorfismos:

si : Pn+i −→ En+i+1

1 6 i 6 r − 1, tais que un+i − u′n+i = d′n+i+1 ◦ sn+i + sn+i−1 ◦ dn+i. Esta situação é representada

pelo seguinte diagrama comutativo:

...
dn+r+2// Pn+r+1

hn+r+1

��

dn+r+1 // Pn+r

hn+r

��

dn+r // Pn+r−1

sn+r−1
uuu

u

zzuuu
u

dn+r−1 //

hn+r−1

��

...

sn+r−2
xx

xx
x

{{xxx
x

dn+2 // Pn+1

sn+1
zz

z

}}zzz
zz

hn+1

��

dn+1 // Pn

0
yyy

y

||yyy
y 0

��

dn // ...

0
~~

~~
~

~~~~~
~

...
d′n+r+2

// En+r+1
d′n+r+1

// En+r
d′n+r

// En+r−1
d′n+r−1

// ...
d′n+2

// En+1
d′n+1

// En
d′n

// ...

Onde hi = ui − u′i. Seja y ∈ im(un+r − u′n+r − sn+r−1 ◦ dn+r), temos:

∃x ∈ Pn+r/y = (un+r − u′n+r − sn+r−1 ◦ dn+r)(x)⇒

d′n+r(y) = d′n+r ◦ un+r(x)− d′n+r ◦ u′n+r(x)− d′n+r ◦ sn+r−1 ◦ dn+r(x)⇒ d′n+r(y) =

d′n+r ◦ un+r(x)− d′n+r ◦ u′n+r(x)− (un+r−1 − u′n+r−1 − sn+r−2 ◦ dn+r−1) ◦ dn+r(x)⇒

d′n+r(y) = d′n+r ◦ un+r(x)− d′n+r ◦ u′n+r(x)− un+r−1 ◦ dn+r(x)+

u′n+r−1 ◦ dn+r(x) + sn+r−2 ◦ dn+r−1 ◦ dn+r(x)⇒

d′n+r(y) = d′n+r ◦ un+r(x)− d′n+r ◦ u′n+r(x)− un+r−1 ◦ dn+r(x) + u′n+r−1 ◦ dn+r(x)⇒

d′n+r(y) = d′n+r ◦ un+r(x)− d′n+r ◦ u′n+r(x)− d′n+r ◦ un+r(x) + d′n+r ◦ u′n+r(x) = 0⇒

im(un+r − u′n+r − sn+r−1 ◦ dn+r) ⊆ Ker(d′n+r) = im(d′n+r+1)

Assim, temos o seguinte diagrama:

94



Pn+r

un+r−u′n+r−sn+r−1◦dn+r

��
En+r+1

d′n+1

// im(d′n+r+1) // 0

A proposição segue do fato de Pn+r ser projetivo para r ≥ 1.

Q.E.D.

No que segue, convencionaremos C ′j = C ′−j e d′j = d′−j

Proposição B.2.2. Sejam (P,d) , (E,d’) dois complexos e {vi : P i −→ Ei}n≥i uma famı́lia de

homomorfismos, definidos até um certo inteiro n, tais que d′i ◦ vi = vi+1 ◦ di. Se Ej são injetivos

para j > n e Hj(P ) = 0 para j ≥ n, então a famı́lia {vi}n≥i, pode ser prolongada a um morfismo v

entre os dois complexos. Se v’ é outro morfismo que prolonga {vi}n≥i, então v e v’ são homotopes.

Demonstração:

A situação é a seguinte:

... dn−2
// Pn−1 dn−1

//

vn−1

��

Pn
dn //

vn

��

Pn+1 dn+1
// Pn+2 d

n+2
// ...

... d
′n−2

// En−1 d
′n−1

// En
d
′n

// En+1 d
′n+1

// En+2 d
′n+2

// ...

Com os Ej injetivos a partir de n+1, a sequência dos P j exata a partir de n-1 e o diagrama

comutativo. Desde que Ker(dn) = im(dn−1), temos pelo teorema do isomorfismo que existe um

homomorfismo injetivo fn, tal que o seguinte diagrama é comutativo:

Pn
dn //

ϕn

��

Pn+1

Coker(dn−1)

fn

88qqqqqqqqqq

onde ϕn é o homomorfismo canônico. Observe que:

ϕn(x) = ϕn(y)⇒ ϕn(x− y) = 0⇒ ∃z ∈ Pn−1/x− y = dn−1(z)⇒

d
′n ◦ vn(x− y) = d

′n ◦ vn ◦ dn−1(z)⇒

d
′n ◦ vn(x− y) = d

′n ◦ d
′n−1 ◦ vn−1(z) = 0⇒ d

′n ◦ vn(x) = d
′n ◦ vn(y)

Dessa forma, aplicação ϕn(x) 7→ d
′n ◦ vn(x), define um homomorfismo gn, tal que o seguinte

diagrama:
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Pn
d
′n◦vn //

ϕn

��

En+1

Coker(dn−1)

gn

88qqqqqqqqqq

é comutativo. Desde que En+1 é injetivo, existe um homomorfismo vn+1, tal que o seguinte dia-

grama:

0 // Coker(dn−1)
fn //

gn

��

Pn+1

vn+1

xxqqqqqqqqqqq

En+1

é comutativo. Assim sendo, temos que:

vn+1 ◦ dn = vn+1 ◦ fn ◦ ϕn = gn ◦ ϕn = d
′n ◦ vn

A construção de v segue por indução. Seja v′ outro morfismo que prolongue {vi}n≥i. Observe que:

ϕn+1(x) = ϕn+1(y)⇒ ϕn+1(x− y) = 0⇒ ∃z ∈ Pn/x− y = dn(z)⇒

(vn+1 − v
′n+1)(x− y) = (vn+1 − v

′n+1) ◦ dn(z)⇒ (vn+1 − v
′n+1)(x− y) =

vn+1 ◦ dn(z)− v
′n+1 ◦ dn(z) = d

′n ◦ vn(z)− d
′n ◦ vn(z) = 0⇒

(vn+1 − v
′n+1)(x) = (vn+1 − v

′n+1)(y)

Dessa forma, podemos definir o homomorfismo g
′n+1, tal que o diagrama:

Pn+1
vn+1−v

′n+1

//

ϕn+1

��

En+1

Coker(dn)
g
′n+1

99rrrrrrrrrr

seja comutativo. Uma vez que En+1 é injetivo, existe um homomorfismo sn+1, tal que o diagrama:

0 // Coker(dn)
fn+1

//

g
′n+1

��

Pn+2

sn+1
yyrrrrrrrrrr

En+1

onde f i+n é constrúıdo tal qual fn, ∀i > 0, é comutativo. Assim sendo, temos que:

vn+1 − v
′n+1 = g

′n+1 ◦ ϕn+1 = sn+1 ◦ fn+1 ◦ ϕn+1 = sn+1 ◦ dn+1 = sn+1 ◦ dn+1 + d
′n ◦ 0
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Defina:

si : P i+1 −→ Ei

como si = 0, ∀i ≤ n. Suponha que r > 1 e que constrúımos r − 1 homomorfismos:

sn+i : Pn+i+1 −→ En+i

1 6 i 6 r− 1, tais que vn+i− v′n+i = d′n+i−1 ◦ sn+i−1 + sn+i ◦ dn+i. Esta situação é representada

pelo seguinte diagrama:

... dn−1
// Pn

0
}}}

}

~~}}}
}}

0

��

dn // Pn+1

0
xxx

x

||xxx
x

dn+1
//

hn+1

��

...

sn+1
zz

zz

||zz
z

dn+r−2
// Pn+r−1

sn+r−2
www

{{www
ww

hn+r−1

��

dn+r−1
// Pn+r

hn+r

��
sn+r−1

ttt
t

yyttt
t

dn+r
// Pn+r+1

hn+r+1

��

dn+r+1
// ...

...
d′n−1

// En
d′n

// En+1

d′n+1

// ...
d′n+r−2

// En+r−1

d′n+r−1

// En+r

d′n+r

// En+r+1

d′n+r+1

// ...

onde hi = vi − v′i. Observe que:

ϕn+r(x) = ϕn+r(y)⇒ ϕn+r(x− y) = 0⇒ ∃z ∈ Pn+r−1/x− y = dn+r−1(z)⇒

(hn+r − d′n+r−1 ◦ sn+r−1)(x− y) = (hn+r − d′n+r−1 ◦ sn+r−1) ◦ dn+r−1(z) =

hn+r ◦ dn+r−1(z)− d′n+r−1 ◦ sn+r−1 ◦ dn+r−1(z) =

d′n+r−1 ◦ hn+r−1(z)− d′n+r−1 ◦ sn+r−1 ◦ dn+r−1(z) =

d′n+r−1 ◦ (hn+r−1 − sn+r−1 ◦ dn+r−1)(z) = d′n+r−1 ◦ d′n+r−2 ◦ sn+r−2(z) = 0⇒

(hn+r − d′n+r−1 ◦ sn+r−1)(x) = (hn+r − d′n+r−1 ◦ sn+r−1)(y)

Dessa forma, podemos definir o homomorfismo g′n+r, de tal forma que o diagrama:

Pn+r tn+r
//

ϕn+r

��

En+r

Coker(dn+r−1)
g
′n+r

77ppppppppppp

onde tn+r = hn+r − d′n+r−1 ◦ sn+r−1, é comutativo. Desde que En+r é injetivo, segue que existe

um homomorfismo sn+r, tal que o diagrama:
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0 // Coker(dn+r−1)
fn+r

//

g
′n+r

��

Pn+r+1

sn+r

wwoooooooooooo

En+r

é comutativo. Dessa forma, temos:

hn+r = g′n+r ◦ ϕn+r + d′n+r−1 ◦ sn+r−1 =

sn+r ◦ fn+r ◦ ϕn+r + d′n+r−1 ◦ sn+r−1 = sn+r ◦ dn+r + d′n+r−1 ◦ sn+r−1

E o resultado segue por indução.

Q.E.D.

Definição B.2.2. Dado um A-módulo M, chamamos de resolução à esquerda de M, a um par

(P,u), consistindo de um complexos P e um morfismo u : P −→ M tais que Pi = 0,∀i < 0 e o

homomorfismo induzido H(u) : H(P ) −→ H(M) é um isomorfismo. Em tal caso u será dito um

homologismo.

Na definição acima, devemos entender o A-módulo M como o complexo C a diferencial nula,

tal que C0 = M e Ci = 0,∀i 6= 0. De maneira totalmente análoga se define uma resolução à direita

de M. Deve-se tomar o cuidado de diferenciar resoluções à esquerda (resp. à direita) de complexos

à esquerda (resp. à direita). Uma resolução será dita injetiva, projetiva, plana , livre, etc. se P o

for. Dar uma resolução à esquerda de M, é equivalente a dar uma sequência exata:

...
dn+1 // Pn

dn // Pn−1
dn−1 // ... d1 // P0

u0 // M // 0 (B.1)

De fato, dizer que H(P )
H(u) // H(M) é um isomorfismo é equivalente a dizer que:

Hn(P )
Hn(u) // Hn(M)

é um isomorfismo para todo n ∈ Z, o que equivale a dizer que Hn(P ) = 0,∀n 6= 0 e H0(P ) '
H0(M) = M , que por sua vez quer dizer que im(dn+1) = ker(dn),∀n 6= 0 e existe a seguinte

sequência de homomorfismos:

Ker(d0) = P0
// H0(P ) // H0(M) // M

tal que x 7→ x̄ 7→ ũ0(x) 7→ u0(x). Como os dois últimos homomorfismos são isomorfismos e o

primeiro é sobre, segue que a composição é sobre e seu núcleo é o núcleo da primeira, ou seja,
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im(d1). Reciprocamente, dizer que B.1 é exata, equivale a dizer que im(di+1) = ker(di),∀i > 0 e

o homomorfismo:

f :
P0

ker(u0)
−→ H0(M) 'M

tal que x̄ 7→ ũ0(x) é um isomorfismo, o que implica Hi(P ) = 0,∀i 6= 0 e o homomorfismo:

H0(u) : H0(P ) −→ H0(M)

é um isomorfismo. Dessa forma, segue que:

H(u) : H(P ) −→ H(M)

é um isomorfismo.

Analogamente demonstra-se que dar uma resolução à direita de M, v : M −→ E (denotaremos

dessa forma uma resolução (E,v) à direita de M e da mesma forma u : P −→ M , para uma

resolução à esquerda) é equivalente a dar uma sequência exata:

0 // M
v0 // E0 d0 // E1 d1 // ... dn−2

// En−1
dn−1 // En

dn // ... (B.2)

Teorema B.2.1. Seja M um A-módulo, existe uma resolução à esquerda de M livre.

Demonstração:

Pela observação acima, basta construir uma sequência exata:

...
dn+1 // Ln

dn // Ln−1
dn−1 // ... d1 // L0

u0 // M // 0

tal que os Li sejam livres. Procedamos por indução sobre i. Sabemos que existe uma sequência

exata da seguinte forma (proposição A.1.5):

0 // Ker(u0)
i0 // A(M)

u0 // M // 0

Fazendo L0 = A(M), temos que a sequência:

L0
u0 // M // 0

é exata e L0 é livre. Suponha que construimos uma sequência exata:

Ln
dn // Ln−1

dn−1 // ... d1 // L0
u0 // M // 0

Tal que os Li são livres. Considere a sequência exata:

0 // Ker(dn+1)
in+1 // A(Ker(dn))

d′n //// Ker(dn) // 0

99



Defina Ln+1 = A(Ker(dn)) e dn+1 = in ◦ d′n, onde in : Ker(dn) −→ Ln é a injeção canônica

(para n=0 faça d0 = u0). Desde que d′n é sobrejetivo, segue que im(dn+1) = Ker(dn). Assim

sendo, temos uma sequência exata:

Ln+1
dn+1 // Ln

dn // Ln−1
dn−1 // ... d1 // L0

u0 // M // 0

onde os Li são livres. Segue por indução que existe a sequência requerida.

Q.E.D.

Desde que todo A-módulo livre é plano e projetivo, segue do teorema B.2.1 que dado um A-

módulo M existem resoluções à esquerda de M planas e projetivas. Observe que se A é noetheriano

e M finitamente gerado, podemos pegar no teorema B.2.1 L0 = A(k) e Ln+1 = A(rn), n > 0, onde k

e rn são a cardinalidade de um conjunto finito de geradores de M e de Ker(dn), respectivamente.

Dessa forma, se A é noetheriano e M finitamente gerado, então existe uma resolução à esquerda

de M, u : L −→M , tal que os Li são livres e finitamente gerados.

Definição B.2.3. Dado um A-módulo M, a resolução do teorema B.2.1 é chamada a resolução

livre canônica de M. E é denotada por (L(M), pM ).

Proposição B.2.3. Seja u : M ′ −→ M um homomorfismo de A-módulos. Existe um único (a

menos de homotopismo) morfismo de complexos L(u) : L(M ′) −→ L(M), tal que o diagrama:

L(M ′)
pM′ //

L(u)

��

M ′

u

��
L(M)

pM // M

é comutativo.

Demonstração:

Desde que L(M ′) e L(M) são resoluções de M’ e de M, respectivamente, temos o seguinte

diagrama:

...
d′2 // L1(M ′)

d′1 // L0(M ′)
pM′0 // M ′

u

��

// 0

��

// 0

��

// ...

... d2 // L1(M)
d1 // L0(M)

pM0 // M // 0 // 0 // ...

com as duas linhas exatas. Pela proposição B.2.1, existe uma famı́lia de homomorfismos

{Ln(u)}n≥0, tal que o diagrama:

...
d′2 // L1(M ′)

L1(u)

��

d′1 // L0(M ′)

L0(u)

��

pM′0 // M ′

u

��

// 0

��

// 0

��

// ...

... d2 // L1(M)
d1 // L0(M)

pM0 // M // 0 // 0 // ...
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é comutativo. Assim sendo, o homomorfismo L(u) = {Ln(u)}n∈Z tal que Ln(u) = 0, ∀n < 0, é

um morfismo entre os complexos L(M ′) e L(M). Seja xn ∈ Ln(M ′). Se n 6= 0, então:

pM ′(xn) = 0⇒ u ◦ pM ′(xn) = 0

e

pM ◦ L(u)(xn) = 0

pois L(u) é graduado de grau zero. Se n = 0, segue do diagrama acima que:

pM ◦ L(u)(x0) = pM0 ◦ L0(u)(x0) = u ◦ pM ′0(x0) = u ◦ pM ′(x0)

O resultado segue por linearidade das aplicações consideradas.

Q.E.D.

Teorema B.2.2. Seja M um A-módulo, existe uma resolução à direita de M injetiva.

Demonstração:

Basta demonstrar que existe uma sequência exata:

0 // M
v0 // E0 d0 // E1 d1 // ... dn−2

// En−1
dn−1 // En

dn // ...

tal que os En são injetivos. Sabemos que existe uma sequência exata (proposição A.2.4):

0 // M
v0 // IHomA(M ;IA)

A

π0
// Coker(v0) // 0

onde IA = HomZ(A; Q
Z ). Defina E0 = I

HomA(M ;IA)
A . Assim, temos uma sequência exata:

0 // M
v0 // E0

com E0 injetivo. Suponha que construimos uma sequência exata:

0 // M
v0 // E0 d0 // E1 d1 // ... dn−2

// En−1 dn−1
// En

tal que os Ei são injetivos. Considere a sequência exata:

0 // Coker(dn−1)
d′n // IHn+1

A

πn+1
// Coker(d′n) // 0

Onde Hn+1 = HomA(Coker(dn−1); IA). Defina En+1 = I
HomA(Coker(dn−1);IA)
A e dn = d′n ◦πn,

onde πn : En −→ Coker(dn−1) (para n=0 faça d−1 = v0). Desde que d′n é injetivo, segue que

Ker(dn) = Ker(πn) = im(dn−1). Logo, temos uma sequência exata:

0 // M
v0 // E0 d0 // E1 d1 // ... dn−2

// En−1 dn−1
// En

dn // En+1
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tal que os Ei são injetivos. O teorema segue por indução.

Q.E.D.

Definição B.2.4. Dado um A-módulo M, chamamos de resolução injetiva canônica de M a res-

olução do teorema B.2.2. E a denotaremos por (I(M), eM ).

Proposição B.2.4. Seja v : M ′ −→ M um homomorfismo de A-módulos. Existe um único (a

menos de homotopismo) morfismo de complexos, I(v) : I(M ′) −→ I(M), tal que o diagrama:

M ′
eM′ //

v

��

I(M ′)

I(v)

��
M

eM // I(M)

é comutativo.

Demonstração:

Desde que I(M ′) e I(M) são resoluções de M’ e de M, respectivamente, temos o seguinte

diagrama:

... // 0

��

// 0

��

// M ′

v

��

eM′ // I0(M ′)
d′0 // I1(M ′)

d1 // ...

... // 0 // 0 // M
eM // I0(M)

d0 // I1(M)
d1 // ...

com as duas linhas exatas. Pela proposição B.2.2, existe uma famı́lia de homomorfismos

{In(v)}n>0, tal que o diagrama:

... // 0

��

// 0

��

// M ′

v

��

eM′ // I0(M ′)

I0(v)

��

d′0 // I1(M ′)

I1(v)

��

d1 // ...

... // 0 // 0 // M
eM // I0(M)

d0 // I1(M)
d1 // ...

é comutativo. Assim sendo, o homomorfismo I(v) = {In(v)}n∈Z tal que In(v) = 0, ∀n < 0, é um

morfismo entre os complexos I(M ′) e I(M). Seja y ∈M ′, segue do diagrama acima que:

eM ◦ v(y) = I0(v) ◦ eM ′(y) = I(v) ◦ eM ′(y)

Q.E.D.
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B.3 Produto de Torção

Sejam C =
⊕
i∈Z

Ci um complexo à direita e C ′ =
⊕
j∈Z

C ′j um complexos à esquerda de A-

módulos. Considere o produto tensorial T = C⊗AC ′ entre esses dois A-módulos. Dos isomorfismos

canônicos:

T = C ⊗A C ′ = (
⊕
i∈Z

Ci)⊗A (
⊕
j∈Z

C ′j) '
⊕

(i,j)∈Z×Z

(Ci ⊗A C ′j) '
⊕
n∈Z

(
⊕
i+j=n

(Ci ⊗A C ′j))

tais que {xi}i∈Z ⊗ {yj}j∈Z 7→ {xi ⊗ yj}(i,j)∈Z×Z 7→ {{xi ⊗ yj}i+j=n}n∈Z, segue que podemos

definir uma estrutura de A-módulo graduado sobre T, onde os elementos homogêneos de grau n

são os que pertencem a
⊕
i+j=n

(Ci ⊗ C ′j). Sejam d = {di}i∈Z e d′ = {d′i}i∈Z as diferenciais de C e

C’, respectivamente. Desde que cada di (resp. d′i) é A-linear, segue que está bem determinada a

aplicação A-linear:

di ⊗ 1′C : Ci ⊗ C ′j −→ Ci−1 ⊗ C ′j ↪→
⊕

r+s=n−1

(Cr ⊗ C ′s)

(resp. (−1)i1C ⊗ d′j : Ci⊗C ′j −→ Ci⊗C ′j−1 ↪→
⊕

r+s=n−1

(Cr ⊗C ′s)) onde estamos considerando

i+ j = n. Assim sendo, a aplicação A-linear:

Dn :
⊕
i+j=n

(Ci ⊗ C ′j) −→
⊕

i+j=n−1

(Ci ⊗ C ′j)

tal que Dn(xi ⊗ yj) = di(xi) ⊗ yj + (−1)ixi ⊗ d′j(yj), está bem definida (proposição A.1.2).

Dessa forma, podemos definir a aplicação A-linear:

D : T −→ T

de grau -1, tal que D(
∑
n∈Z

zn) =
∑
n∈Z

Dn(zn).

Afirmação: D ◦D = 0.

Por linearidade é suficiente demonstrar o caso em que z ∈ T é da forma z = xi ⊗ yj, com

xi ∈ Ci, yj ∈ C ′j e i+ j = n. Assim sendo, temos:

D ◦D(z) = D(Dn(xi ⊗ yj)) = D(di(xi)⊗ yj + (−1)ixi ⊗ d′j(yj)) =

D(di(xi)⊗ yj) + (−1)iD(xi ⊗ d′j(yj)) = Dn−1(di(xi)⊗ yj) + (−1)iDn−1(xi ⊗ d′j(yj)) =
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[(di−1 ◦ di(xi))⊗ yj + (−1)i−1di(xi)⊗ d′j(yj)]+

(−1)i[di(xi)⊗ d′j(yj) + (−1)ixi ⊗ (d′j−1 ◦ d′j(yj))] =

(−1)i−1di(xi)⊗ d′j(yj) + (−1)idi(xi)⊗ d′j(yj) = 0

Definição B.3.1. O complexo à esquerda (T,D) é chamado complexo produto tensorial dos com-

plexos C e C ′.

Sejam C = {Ci}i∈Z um complexo à direita e C ′ = {C ′i}i∈Z um complexo à esquerda de A-

módulos, de diferenciais d = {di} e d′ = {d′i}, respectivamente. Podemos considerar C como um

complexo à esquerda (resp. C ′ como um complexo à direita), simplesmente definindo para C (resp.

para C ′) a estrutura ax := xa (resp. x′a := ax′), com a ∈ A e x ∈ C (resp. x′ ∈ C ′), feita essa

observação, não distinguiremos mais A-módulo à esquerda de A-módulo à direita. Assim sendo,

para cada i, j ∈ Z onde i+ j = n, n ∈ Z, considere o isomorfismo (entre A-módulos) canônico:

ϕij : Ci ⊗ C ′j −→ C ′j ⊗ Ci

tal que ϕij(xi ⊗ yj) = yj ⊗ xi. Ele induz o isomorfismo entre os mesmos A-módulos ψij =

(−1)ijϕij, que por sua vez induz o isomorfismo (entre A-módulos):

ϕn :
⊕
i+j=n

(Ci ⊗ C ′j) −→
⊕
i+j=n

(C ′j ⊗ Ci)

tal que ϕn = ⊕ψij(com (⊕ψij)(
∑
i+j=n

xi ⊗ yj) =
∑
i+j=n

ψij(xi ⊗ yj)). E, finalmente, este último

isomorfismo induz o isomorfismo (entre A-módulos graduados) ϕ = ⊕ϕn de C em C ′.

Proposição B.3.1. O isomorfismo ϕ é um isomorfismo de complexos.

Demonstração:

Por linearidade consideraremos apenas o caso em que z ∈ C é da forma z = xi⊗yj, com xi ∈ Ci,
yj ∈ C ′j e i+j = n ∈ Z. Sejam D e D′ as diferenciais de C⊗C ′ e C ′⊗C, respectivamente. Temos

que:

D′ ◦ ϕ(z) = D′ ◦ ϕ(xi ⊗ yj) = D′(ϕn(xi ⊗ yj)) =

D′(ψij(xi ⊗ yj)) = D′((−1)ijϕij(xi ⊗ yj)) = D′((−1)ijyj ⊗ xi) =
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(−1)ijD′(yj ⊗ xi) = (−1)ij(d′j(yj)⊗ xi + (−1)jyj ⊗ di(xi))

Por outro lado:

ϕ ◦D(z) = ϕ(D(xi ⊗ yj)) =

ϕ(di(xi)⊗ yj + (−1)ixi ⊗ d′j(yj)) = ϕ(di(xi)⊗ yj) + (−1)iϕ(xi ⊗ d′j(yj)) =

(−1)j(i−1)yj ⊗ di(xi) + (−1)i(−1)i(j−1)d′j(yj)⊗ xi = (−1)ij(d′j(yj)⊗ xi + (−1)jyj ⊗ di(xi))

Q.E.D.

Proposição B.3.2. Sejam {(Cα, dα)}α∈I e {(C ′β , d′β)}β∈J duas famı́lias de complexos. O isomor-

fismo canônico:

ϕ : (
⊕
α

Cα)⊗A (
⊕
β

C ′β) −→
⊕
(α,β)

(Cα ⊗A C ′β)

tal que {xα}α ⊗A {yβ}β 7→ {xα ⊗A yβ}(α,β), é um isomorfismo de complexos.

Demonstração:

Seja x⊗A y um elemento homogênio de grau n em (
⊕
α

Cα)⊗A (
⊕
β

C ′β), isso significa que x é

um elemento homogênio de grau i em
⊕
α

Cα e y homogênio de grau j em
⊕
β

C ′β tal que i+ j = n.

Isso significa que x = {xα}α e y = {yβ}β tal que cada xα (resp. yβ) é de grau i (resp. j) em

Cα (resp. C ′β). Dessa forma, xα ⊗A yβ tem grau i + j = n em Cα ⊗A C ′β, para todo par (α, β),

o que implica que {xα ⊗A yβ}(α,β) tem grau n em
⊕
(α,β)

(Cα ⊗A C ′β). Por conseguinte, ϕ é um

homomorfismo de grau 0.

Sejam D e Dαβ as diferenciais de (
⊕
α

Cα)⊗A(
⊕
β

C ′β) e Cα⊗AC ′β, respectivamente. Considere

x⊗A y como acima. Temos que:

(
⊕

Dα,β) ◦ ϕ(x⊗A y) = (
⊕

Dα,β) ◦ ϕ({xα}α ⊗A {yβ}β) = (
⊕

Dα,β)({xα ⊗A yβ}(α,β)) =

{Dα,β(xα ⊗A yβ)}(α,β) = {dαi(xα)⊗A yβ + (−i)ixα ⊗A d′βj(yβ)}(α,β) =

{dαi(xα)⊗A yβ}(α,β) + (−i)i{xα ⊗A d′βj(yβ)}(α,β)

Por outro lado, temos:
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ϕ ◦D(x⊗A y) = ϕ ◦D({xα}α ⊗A {yβ}β) =

ϕ(((⊕dα)({xα}α))⊗A {yβ}β + (−1)i{xα}α ⊗A ((⊕d′β)({yβ}β))) =

ϕ({dα(xα)}α ⊗A {yβ}β) + (−1)iϕ({xα}α ⊗A {d′β(yβ)}β)) = {dα(xα)⊗A yβ}(α,β)+

(−1)i{xα ⊗A d′β(yβ)}(α,β) = {dαi(xα)⊗A yβ}(α,β) + (−1)i{xα ⊗A d′βj(yβ)}(α,β)

O resultado segue por linearidade das aplicações consideradas.

Q.E.D.

Proposição B.3.3. Sejam (C, d), (C ′, d′) e (C ′′, d′′) três complexos. O isomorfismo canônico:

(C ⊗A C ′)⊗A C ′′ ' C ⊗A (C ′ ⊗A C ′′)

é um isomorfismo de complexos.

Demonstração:

Sejam xr ∈ Cr, x′s ∈ C ′s e x′′h ∈ C ′′h e ϕ tal isomorfismo, temos que:

ϕ((xr ⊗ x′s)⊗ x′′h) = xr ⊗ (x′s ⊗ x′′h)

Da linearidade de ϕ, segue que:

ϕ(((C ⊗A C ′)⊗A C ′′)r+s+h) ⊆ (C ⊗A (C ′ ⊗A C ′′))r+s+h

∀(r, s, h) ∈ Z3. Por tanto, ϕ é um homomorfismo graduado de grau zero. Além do mais, se D, D∗,

D′ e D′′ denotam as diferenciais de (C ⊗A C ′) ⊗A C ′′, C ⊗A (C ′ ⊗A C ′′), C ⊗A C ′ e C ′ ⊗A C ′′,
respectivamente, então por um lado teremos:

ϕp ◦Dp+1((xr ⊗ x′s)⊗ x′′h) = ϕp(D
′
r+s(xr ⊗ x′s)⊗ x′′h + (−1)r+s(xr ⊗ x′s)⊗ d′′h(x′′h)) =

ϕp((dr(xr)⊗ x′s + (−1)rxr ⊗ d′s(x′s))⊗ x′′h) + (−1)r+sϕp((xr ⊗ x′s)⊗ d′′h(x′′h)) =

ϕp((dr(xr)⊗ x′s)⊗ x′′h) + (−1)rϕp((xr ⊗ d′s(x′s))⊗ x′′h) + (−1)r+sϕp((xr ⊗ x′s)⊗ d′′h(x′′h)) =

dr(xr)⊗ (x′s ⊗ x′′h) + (−1)rxr ⊗ (d′s(x
′
s)⊗ x′′h) + (−1)r+sxr ⊗ (x′s ⊗ d′′h(x′′h))
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e por outro:

D∗p+1 ◦ ϕp+1((xr ⊗ x′s)⊗ x′′h) = D∗p+1(xr ⊗ (x′s ⊗ x′′h)) =

dr(xr)⊗ (x′s ⊗ x′′h) + (−1)rxr ⊗D′′s+h(x′s ⊗ x′′h) =

dr(xr)⊗ (x′s ⊗ x′′h) + (−1)rxr ⊗ (d′s(x
′
s)⊗ x′′h + (−1)sx′s ⊗ d′′h(x′′h)) =

dr(xr)⊗ (x′s ⊗ x′′h) + (−1)rxr ⊗ (d′s(x
′
s)⊗ x′′h) + (−1)r+sxr ⊗ (x′s ⊗ d′′h(x′′h))

O resultado segue por linearidade das aplicações consideradas.

Q.E.D.

Teorema B.3.1. Sejam M um A-módulo e (R,f) uma resolução de M. Se P é um complexo plano,

tal que Pi = 0,∀i < 0, então f ⊗A 1P : R⊗A P −→M ⊗A P é um homologismo.

Demonstração:

Considere a sequência exata de A-módulos:

0 // Ker(f)
i // R

f // M // 0 (B.3)

Afirmação 1: Se d = {di} é a diferencial de R, então (Ker(f),e),onde e é a restrição de d,

define um complexo.

De fato, desde que Z é um grupo, segue que Ker(f) é um submódulo graduado, ou seja, Ker(f) =⊕
i∈Z

(Ri ∩Ker(f)). Se x ∈ Ri ∩Ker(f), então f ◦ ei(x) = f ◦ di(x) = 0 ◦ f(x) = 0, pois f é um

morfismo. Logo ei(x) ∈ Ri−1 ∩Ker(f). O fato de e ◦ e = 0, segue de d ◦ d = 0.

Como e é a restrição de d, segue que o homomorfismo i é um morfismo de complexos e portanto

a sequência B.3 é uma sequência exata de complexos. Dessa forma, pelo corolário B.1.1 temos a

seguinte sequência exata:

· · ·
∂n+1 // Hn(Ker(f))

Hn(i) // Hn(R)
Hn(f) // Hn(M)

∂n // Hn−1(Ker(f))
Hn−1(i)// · · ·

Como (R,f) é uma resolução, segue que Hn(Ker(f)) = 0,∀n ∈ Z. Observe que, sendo D a

diferencial de Ker(f)⊗A P , temos que:

D((Ker(f))n−i ⊗A Pi) ⊆ (Ker(f))(n−1)−i ⊗A Pi)⊕ (Ker(f))n−i ⊗A Pi−1),∀(n, i) ∈ Z× Z

Lembrando que estamos considerando Ker(f)i⊗APj como um submódulo de
⊕
i+j=n

Ker(f)i⊗A

Pj por meio da injeção canônica. Dessa forma, D induz o complexo:
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...
Drn+1 // T rn

Drn // T rn−1

Drn−1 // T rn−2

Drn−2 // ...

onde T rn =

r⊕
i=0

((Ker(f))n−i ⊗A Pi), r ∈ N (observe que (Ker(f))i = 0 se i é negativo) e Dr
n é a

restrição de D a T rn. Considere agora, a sequência exata de A-módulos:

0 // T r−1
ir // T r

πr //
⊕
n∈Z

((Ker(f))n−r ⊗A Pr) // 0

onde ir e πr são a injeção e a projeção canônica, respectivamente.

Afirmação 2: ir e πr são morfismos de complexos.

Por linearidade, é suficiente considerarmos apenas o caso em que xn−i ∈ Ker(f))n−i e yi ∈ Pi,
0 6 i 6 r − 1. Demonstremos primeiro o caso de ir. Assim sendo, temos:

Dr ◦ ir({xn−i ⊗ yi}r−1
i=0 ) =

D({xn−i ⊗ yi}ri=0) = {en−i(xn−i)⊗ yi + (−1)n−ixn−i ⊗ d′i(yi)}ri=0

sendo o elemento de ı́ndice r, à direita e à esquerda da última igualdade, nulo e d′ = {d′i} a

diferencial de P. Por outro lado temos:

ir ◦Dr({xn−i ⊗ yi}r−1
i=0 ) = ir(D({xn−i ⊗ yi}r−1

i=0 )) =

ir({en−i(xn−i)⊗ yi + (−1)n−ixn−i ⊗A d′i(yi)}r−1
i=0 ) =

{en−i(xn−i)⊗ yi + (−1)n−ixn−i ⊗ d′i(yi)}ri=0

sendo o elemento de ı́ndice r, à direita da última igualdade, nulo.

Seja agora {xn−i ⊗ yi}ri=0 ∈ T rn, temos que:

[
⊕
n

(en−r ⊗ 1Pr )] ◦ πr({xn−i ⊗ yi}ri=0) =

[
⊕
n

(en−r ⊗ 1Pr )] ◦ πrn({xn−i ⊗ yi}ri=0) = (en−r ⊗ 1Pr )(xn−r ⊗ yr) = en−r(xn−r)⊗ yr

e

πr ◦Dr({xn−i ⊗ yi}ri=0) = πr({en−i(xn−i)⊗ yi + (−1)n−ixn−i ⊗ d′i(yi)}ri=0) =
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πr({en−i(xn−i)⊗ yi}ri=0) + (−1)n−iπr({xn−i ⊗ d′i(yi)}ri=0) =

πr({en−i(xn−i)⊗ yi}ri=0) + (−1)n−iπr({x(n−1)−(i−1) ⊗ d′i(yi)}ri=0) =

πr({en−i(xn−i)⊗ yi}ri=0) = en−r(xn−r)⊗ yr

pois {xn−1−(i−1) ⊗ di(yi)}ri=0 ∈ T r−1
n . Pelo corolário B.1.1 temos a seguinte sequência exata:

· · ·
∂n+1 // Hn(T r−1)

Hn(ir) // Hn(T r)
Hn(πr)// Hn(Kr)

∂n // Hn−1(T r−1)
Hn−1(ir)// · · · (B.4)

onde Kr =
⊕
n∈Z

(Ker(f))n−r ⊗A Pr) = [Ker(f)(−r)]⊗A Pr.

Afirmação 3: Se (C,d) é um complexo de A-módulos e P é um A-módulo plano, então

H(C)⊗A P ' H(C ⊗A P ), como A-módulos graduados.

De fato, considere a seguinte sequência exata:

0 // Bn(C) // Zn(C) // Hn(C) // 0

Como P é plano, segue que a seguinte sequência:

0 // Bn(C)⊗A P // Zn(C)⊗A P // Hn(C)⊗A P // 0

é exata. Dessa forma, segue que Zn(C)⊗AP
Bn(C)⊗AP ' Hn(C)⊗A P . Das sequências exatas:

0 // Zn(C)
jn // Cn

dn // Cn−1

e

0 // Bn(C)
j′n // Cn(C)

Seguem as sequências:

0 // Zn(C)⊗A P
jn⊗A1P // Cn ⊗A P

dn⊗A1P // Cn−1 ⊗A P (B.5)

e

0 // Bn(C)⊗A P
j′n⊗A1P // Cn(C)⊗A P (B.6)

também exatas. De B.5, segue que jn ⊗A 1P é um isomorfismo entre Zn(C)⊗A P e Zn(C ⊗A P ).

De B.6, segue que podemos identificar Bn(C) ⊗A P com um submódulo de Cn ⊗A P por meio de

j′n ⊗A 1P . Assim sendo, temos:
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y ∈ Bn(C)⊗A P ⇔ y =
∑
i

xi ⊗A yi/xi ∈ Bn(C), yi ∈ Pi ⇔

y =
∑
i

dn+1(ti)⊗A yi/ti ∈ Cn+1 ⇔ y = (dn+1 ⊗A 1P )(
∑
i

ti ⊗A yi)⇔ y ∈ Bn(C ⊗A P )

Dessa forma, segue que j′n⊗A 1P é um isomorfismo entre Bn(C)⊗A P e Bn(C ⊗A p). Observe

que j′n⊗A 1P é a restrição de jn⊗A 1E a Bn(C)⊗A P , visto como submódulo de Zn(C)⊗A P (isto

é de fundamental importância para a conclusão). Assim sendo, temos:

Hn(C ⊗A P ) =
Zn(C ⊗A P )

Bn(C ⊗A P )
' Zn(C)⊗A P
Bn(C)⊗A P

' Hn(C)⊗A P

Como Pi é plano para todo i inteiro, segue da sequência B.4, da afirmação 3 e do fato de

H(ker(f)) = 0, que H(T r) ' H(T r−1). Disso, segue por indução que:

H(T r) ' H(T 0) = H((Ker(f)⊗A P0))

Conclúımos da afirmação 3 e do fato de H(ker(f)) = 0 que H(T r) = 0, ∀r ∈ Z. Seja n ∈ Z,

temos a seguinte sequência exata:

n+1⊕
i=0

((Ker(f))n+1−i ⊗A Pi)
Dn+1
n+1 //

n+1⊕
i=0

((Ker(f))n−i ⊗A Pi)
Dn+1
n //

n+1⊕
i=0

((Ker(f))(n−1)−i ⊗A Pi)(B.7)

Observando que:

(Ker(f))n−(n+1) ⊗A Pn+1 = (Ker(f))−1 ⊗A Pn+1 = 0

(Ker(f))(n−1)−(n+1) ⊗A Pn+1 = (Ker(f))−2 ⊗A Pn+1 = 0

(Ker(f))(n−1)−n ⊗A Pn = (Ker(f))−1 ⊗A Pn = 0

e que Dn+1
n+1 (resp. Dn+1

n ) é a restrição de D a

n+1⊕
i=0

((Ker(f))n+1−i ⊗A Pi) = Ker(f) ⊗A P

(resp. a

n+1⊕
i=0

((Ker(f))n−i ⊗A Pi) =

n⊕
i=0

((Ker(f))n−i ⊗A Pi) = (Ker(f) ⊗A P )n), vemos que

im(Dn+1
n+1) = im(Dn+1) e Ker(Dn+1

n ) = Ker(Dn). Como a sequência B.7 é exata, temos que:

Bn(Ker(f)⊗A P ) = im(Dn+1) = Ker(Dn) = Zn(Ker(f)⊗A P ),∀n ∈ Z

Dessa forma, temos H(Ker(f)⊗A P ) = 0. Da sequência B.3 e do fato de P ser plano, temos

a seguinte sequência exata de A-módulos:

0 // Ker(f)⊗A P
i⊗A1P // R⊗A P

f⊗A1P // M ⊗A P // 0 (B.8)
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Afirmação4: Se u : (C, dC) −→ (C ′, dC′) é um morfismo de complexos, então

u⊗A 1P : C ⊗A P −→ C ′ ⊗A P é um morfismo de complexos para qualquer complexos à esquerda

(P, dP ).

Por linearidade, é suficiente demonstrar a afirmação para o caso em que xi ∈ Ci e yj ∈ Pj,
i+ j = n ∈ Z. Assim sendo, temos:

D′ ◦ (u⊗A 1P )(xi ⊗A yj) = D′(u(xi)⊗A yj) =

(dC′ ◦ u(xi))⊗A yj + (−1)iu(xi)⊗A dP (yj) = (u ◦ dC(xi))⊗A yj + (−1)iu(xi)⊗A dP (yj)

D′ sendo a diferencial de C ′ ⊗A P . Temos ainda:

(u⊗A 1P )(D(xi ⊗A yj)) = (u⊗A 1P )(dC(xi)⊗A yj + (−1)ixi ⊗A dP (yj)) =

(u⊗A 1P )(dC(xi)⊗A yj) + (−1)i(u⊗A 1P )(xi ⊗A dP (yj)) =

(u ◦ dC(xi))⊗A yj + (−1)iu(xi)⊗A dP (yj)

D sendo a diferencial de C ⊗A P .

Da observação feita após a afirmação 1 e da afirmação 4, segue que a sequência B.8 é uma

sequência exata de complexos. Logo, temos a seguinte sequência exata de A-módulo:

· · · // Hn(Ker(f)⊗A P ) // Hn(R⊗A P ) // Hn(M ⊗A P ) // · · · (B.9)

A conclusão do teorema segue da sequência B.9 e do fato de H(Ker(f)⊗A P ) = 0.

Q.E.D.

Definição B.3.2. Sejam M um A-módulo, N um A-módulo e (L(M), pM ), (L(N), pN ) as resolução

projetivas canônicas de M e N, respectivamente. Chamamos de produto de torção de M por N ao

A-módulo:

TorA(M,N) = H(L(M)⊗A L(N))

Ao A-módulo TorAn (M,N) = Hn(L(M)⊗A L(N)) chamamos de n-ésimo módulo de torção de

M por N. Fica claro que TorA(M,N) =
⊕
n∈Z

TorAn (M,N).

Lema B.3.1. Sejam:
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0 // M ′
f // M

u // M ′′ // 0

e

0 // N ′
g // N

v // N ′′ // 0

duas sequências exatas de A-módulos e homomorfismos. O homomorfismo:

u⊗ v : M ⊗N −→M ′′ ⊗N ′′

é sobrejetivo e tem por núcleo o submódulo im(f ⊗ 1N ) + im(1M ⊗ g), soma das imagens dos

homomrfismos f ⊗ 1N : M ′ ⊗N −→M ⊗N e 1M ⊗ g : M ⊗N ′ −→M ⊗N .

Demonstração:

Seja z =
∑
k

xk⊗yk ∈M ′′⊗N ′′. Desde que u e v são sobrejetivas, podemos escrever para cada

k, xk = u(tk) e yk = v(qk), com tk ∈M e qk ∈ N . Assim sendo, temos:

z =
∑
k

xk ⊗ yk =
∑
k

u(tk)⊗ v(qk) =
∑
k

(u⊗ v)(tk ⊗ qk) = (u⊗ v)(
∑
k

tk ⊗ qk)

Dessa forma, segue a sobrejetividade. Seja agora z ∈ im(f ⊗ 1N ) + im(1M ⊗ g), podemos

escrever:

z = (f ⊗ 1N )(
∑
k

tk ⊗ hk) + (1M ⊗ g)(
∑
r

qr ⊗ pr) =
∑
k

f(tk)⊗ hk +
∑
r

qr ⊗ g(pr)

com tk ∈M ′, hk ∈ N ,qr ∈M e pr ∈ N ′. Dáı segue que:

(u⊗ v)(z) = (u⊗ v)(
∑
k

f(tk)⊗ hk +
∑
r

qr ⊗ g(pr)) =

∑
k

(u⊗ v)(f(tk)⊗ hk) +
∑
r

(u⊗ v)(qr ⊗ g(pr)) =

∑
k

(u ◦ f)(tk)⊗ v(hk) +
∑
r

u(qr)⊗ (v ◦ g(pr)) = 0

Uma vez que as sequências da hipótese são exatas, temos o seguinte diagrama:

M ′ ⊗N ′

1M′⊗g
��

f⊗A1N′// M ⊗N ′

1M⊗g
��

u⊗A1N′// M ′′ ⊗A N ′ //

1M′′⊗Ag
��

0

M ′ ⊗N

1M′⊗v
��

f⊗A1N // M ⊗N

1M⊗v
��

u⊗A1N// M ′′ ⊗A N

1M′′⊗Av
��

// 0

M ′ ⊗N ′′

��

f⊗1N′′ // M ⊗N ′′

��

u⊗1N′′//

��

M ′′ ⊗N ′′ //

��

0

0 0 0
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comutativo, cujas linhas e colunas são exatas. Seja z ∈ Ker(u⊗ v), temos que:

(u⊗ v)(z) = 0⇒ (u⊗ 1N ′′) ◦ (1M ⊗ v)(z) = 0⇒

(1M ⊗ v)(z) ∈ Ker(u⊗ 1N ′′) = im(f ⊗ 1N ′′)

Dessa forma, existe a ∈M ′ ⊗N ′′ tal que (1M ⊗ v)(z) = (f ⊗ 1N ′′)(a). Uma vez que 1M ′ ⊗ v é

sobrejetivo, existe b ∈M ′ ⊗N tal que a = (1M ′ ⊗ v)(b). Assim sendo, temos:

(1M ⊗ v)(z) = (f ⊗A 1N ′′) ◦ (1M ′ ⊗A v)(b) = (f ⊗A v)(b)⇒

(1M ⊗A v)(z)− (f ⊗A v)(b) = 0⇒ (1M ⊗A v)(z − (f ⊗A 1N )(b)) = 0⇒

z − (f ⊗A 1N )(b) ∈ Ker(1M ⊗A v) = im(1M ⊗A g)⇒

∃c ∈M ⊗A N ′/z − (f ⊗A 1N )(b) = (1M ⊗A g)(c)⇒

z = (f ⊗A 1N )(b) + (1M ⊗A g)(c) ∈ im(f ⊗ 1N ) + im(1M ⊗ g)

Q.E.D.

Proposição B.3.4. TorAn (M,N) = 0,∀n < 0 e TorA0 (M,N) é isomorfo (como A-módulos) a

M ⊗A N .

Demonstração:

A primeira afirmação é trivial, uma vez que i + j = n < 0 ⇒ i < 0 ou j < 0. Assim, se

Li(M) = 0 ou Lj(N) = 0, então:

Li(M)⊗A Lj(N) = 0⇒
⊕
i+j=n

(Li(M)⊗A Lj(N)) = 0⇒

TorAn (M,N) = Hn(L(M)⊗A L(N)) = 0

Quanto a segunda, observe que Z0(L(M)) = L0(M) e Z0(L(N)) = L0(N), dessa forma temos

duas sequências exatas:

0 // B0(L(M))
i0 // L0(M)

π0 // H0(L(M)) // 0

e
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0 // B0(L(N))
i′0 // L0(N)

π′0 // H0(L(N)) // 0

Pelo lema B.3.1, segue que o homomorfismo:

π0 ⊗A π′0 : L0(M)⊗A L0(N) −→ H0(L(M))⊗A H0(L(N))

é sobrejetivo e tem por núcleo im(B0(L(M))⊗A L0(N)) + im(L0(M)⊗A B0(L(N))). Seja

z ∈ im(B0(L(M))⊗A L0(N)) + im(L0(M)⊗A B0(L(N))), temos que z pode ser escrito:

z =
∑
k

xk⊗Ayk+
∑
r

pr⊗Aqr, com xk ∈ B0(L(M)), yk ∈ L0(N), pr ∈ L0(M) e qr ∈ B0(L(N)).

Assim sendo, temos:

z =
∑
k

xk ⊗A yk +
∑
r

pr ⊗A qr =
∑
k

d1(tk)⊗A yk +
∑
r

pr ⊗A d′1(lr) =

∑
k

D1(tk ⊗A yk)−
∑
r

D1(pr ⊗A lr) = D1(
∑
k

tk ⊗A yk −
∑
r

pr ⊗A lr)

onde D é a diferencial de L(M)⊗AL(N). Observando que sendo (L(M)⊗AL(M))1 =
⊕
i+j=1

(Li(M)⊗A

Lj(N)), teremos os seguintes casos: (i > 1, j < 0), (j > 1, i < 0), (i = 1, j = 0) e (j = 1, i = 0),

no primeiro caso teremos Lj(N) = 0 e então Li(M)⊗ALj(N) = 0, no segundo Li(M) = 0 e dessa

forma Li(M)⊗A Lj(N) = 0. Assim,

D1 = ⊕(di ⊗A 1L(N) + (−1)i1L(M) ⊗A d′j) pode ser visto como:

(d1 ⊗A 1L(N) − 1L(M) ⊗A d′0)⊕ (d0 ⊗A 1L(N) + 1L(M) ⊗A d′1)

Como d0 e d′0 são identicamente nulas, segue que D1 pode ser visto como:

(d1 ⊗A 1L(N))⊕ (1L(M) ⊗A d′1)

Seja agora z ∈ im(D1), pelo que foi discutido acima, temos:

z = (d1 ⊗A 1L(N))⊕ (1L(M) ⊗A d′1)(
∑
k

tk ⊗A yk +
∑
r

pr ⊗A lr)

com
∑
k

tk ⊗A yk ∈ L1(M)⊗A L0(N) e
∑
r

pr ⊗A lr ∈ L0(M)⊗A L1(N). Dessa forma:

z =
∑
k

d1(tk)⊗A yk +
∑
r

pr ⊗A d′1(lr) ∈ im(B0(L(M))⊗A L0(N)) + im(L0(M)⊗A B0(L(N)))

O que nos dá:

im(B0(L(M))⊗A L0(N)) + im(L0(M)⊗A B0(L(N))) = B0(L(M)⊗A L(N))
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Como (L(M)⊗AL(M))0 =
⊕
i+j=0

(Li(M)⊗ALj(N)), teremos os seguintes casos, (i > 0, j < 0),

(j > 0, i < 0) e (i = 0, j = 0),no primeiro caso teremos Lj(N) = 0 e então Li(M)⊗A Lj(N) = 0,

no segundo Li(M) = 0 e dessa forma Li(M) ⊗A Lj(N) = 0. Assim, (L(M) ⊗A L(M))0 pode

ser identificado com L0(M) ⊗A L0(N) e D0 com d0 ⊗A 1L(N) + 1L(M) ⊗A d′0, como d0 e d′0 são

identicamente nulas segue que D0 também é. Assim sendo, temos que:

TorA0 (M,N) = H0(L(M)⊗A L(N)) = Z0(L(M)⊗AL(N))
B0(L(M)⊗AL(N)) =

L0(M)⊗AL0(N)
im(B0(L(M))⊗AL0(N))+im(L0(M)⊗AB0(L(N))) ' H0(L(M))⊗A H0(L(N))

Como L(M) (resp. L(N)) são resoluções, segue que H0(L(M)) ' M (resp. H0(L(N)) ' N).

E dessa forma, H0(L(M)) ⊗A H0(L(N)) ' M ⊗A N . compondo esse último isomorfismo com o

de cima, segue o resultado.

Q.E.D.

No que segue, identificaremos TorA0 (M,N) com M⊗AN , por meio do isomorfismo da proposição

B.3.4, que não passa da aplicação x⊗A y 7→ (pM (x))⊗A (pN (y)).

Corolário B.3.1. Sejam PM uma resolução de M e RN uma resolução de N. Se PM ou RN é

plana, então existe um isomorfismo:

TorA(M,N) ' H(PM ⊗A RN )

Demonstração:

Observando que L(M) e L(N) são planos, temos a seguinte cadeia de isomorfismos:

TorA(M,N) = H(L(M)⊗A L(N)) ' H(M ⊗A L(N)) ' H(PM ⊗A L(N)) '

H(L(N)⊗A PM ) ' H(N ⊗A PM ) ' H(RN ⊗A PM ) ' H(PM ⊗A RN )

se PM for plano, ou:

TorA(M,N) = H(L(M)⊗A L(N)) ' H(L(N)⊗A L(M)) ' H(N ⊗A L(M)) '

H(RN ⊗A L(M)) ' H(L(M)⊗A RN ) ' H(M ⊗A RN ) ' H(PM ⊗A RN )

caso RN seja plano.
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Q.E.D.

Proposição B.3.5. Sejam M e N A-módulos. Temos que:

TorA(M,N) ' TorA(N,M)

Demonstração:

A proposição segue direto da proposição B.3.1 e da observação à proposição B.1.1.

Q.E.D.

Proposição B.3.6. Sejam M, N A-módulos e (L(M), pM ), (L(N), pN ) as resoluções canônicas

livres de M e N, respectivamente. Temos que pM ⊗A 1L(N) (resp. 1L(M)⊗A pN ) induz um isomor-

fismo:

TorA(M,N) ' H(M ⊗A L(N))

(resp. TorA(M,N) ' H(L(M)⊗A N)).

Demonstração:

A primeira afirmação segue direto do teorema B.3.1. Quanto a segunda, basta observar que o

homomorfismo induzido por 1L(M) ⊗A pN é a composta dos isomorfismos:

TorA(M,N) ' TorA(N,M) = H(L(N)⊗A L(M)) '

H(N ⊗A L(M)) ' H(L(M)⊗A N)

Onde o primeiro isomorfismo, segue da proposição B.3.5, o segundo da primeira parte da

proposição e o terceiro da proposição B.3.1 e da observação à proposição B.1.1.

Q.E.D.

Corolário B.3.2. sejam M e N A-módulos. Temos que:

Ann(M) +Ann(N) ⊆ Ann(TorA(N,M))

Demonstração:

Sejam (L(N), dN ) e (L(M), dM ) as resoluções canônicas livres de N e M, respectivamente. Se

x⊗ y ∈ H(L(N) ⊗A M), com x ∈ L(N), y ∈ M e a ∈ Ann(M), então a(x⊗ y) = x⊗ (ay) = 0.

Se t̂⊗ z ∈ H(N ⊗A L(M)), com t ∈ N , z ∈ L(M) e b ∈ Ann(N), então ̂b(t⊗ z) = ̂(bt)⊗ z =

0. Como H(L(N) ⊗A M) ' ExtA(N,M) ' H(N ⊗A L(M)), segue que Ann(M), Ann(N) ⊆
Ann(TorA(N,M)).
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Corolário B.3.3. Sejam M e N um A-módulos. Se M ou N é plano, então TorAn (M,N) = 0,

∀n > 0.

Demonstração:

Considere M (resp. N) como complexo à diferencial nula e seja (PM , fM ) (resp. (PN , fN ))

a resolução de M (resp. N), tal que PM = M (resp. PN = N) e fM (resp. fN ) restrito a

PM0 = M (resp. PN0 = N) é a identidade. Se M é plano, então PM é plana. Se N é plano,

então PN é plana. Assim sendo, teremos que PM ou PN é plana. Pelo corolário B.3.1, temos que

TorA(M,N) ' H(PM ⊗A PN ). Mas Hn(PM ⊗A PN ) = 0, ∀n 6= 0.

Q.E.D.

Corolário B.3.4. Sejam {Mα}α∈A e {Nβ}β∈B duas famı́lias de A-módulos. Existe um isomor-

fismo: ⊕
(α,β)

TorA(Mα, Nβ) ' TorA(
⊕
α

Mα,
⊕
β

Nβ)

Demonstração:

O isomorfismo requerido segue da composição dos isomorfismos:

⊕
(α,β)

TorA(Mα, Nβ) '
⊕
β

(
⊕
α

TorA(Mα, Nβ)) =
⊕
β

(
⊕
α

H(L(Mα)⊗A L(Nβ))) '

⊕
β

(
⊕
α

H(Mα ⊗A L(Nβ))) '
⊕
β

H(
⊕
α

(Mα ⊗A L(Nβ))) '
⊕
β

H((
⊕
α

Mα)⊗A L(Nβ)) '

⊕
β

H(L(
⊕
α

Mα)⊗A L(Nβ)) '
⊕
β

H(L(Nβ)⊗A L(
⊕
α

Mα)) '
⊕
β

H(Nβ ⊗A L(
⊕
α

Mα)) '

H(
⊕
β

(Nβ ⊗A L(
⊕
α

Mα))) ' H((
⊕
β

Nβ)⊗A L(
⊕
α

Mα)) ' H(L(
⊕
β

Nβ)⊗A L(
⊕
α

Mα)) '

H(L(
⊕
α

Mα)⊗A L(
⊕
β

Nβ)) = TorA(
⊕
α

Mα,
⊕
β

Nβ)

Que são canônicos ou extensões a soma direta de isomorfismos já considerados.

Q.E.D.

Teorema B.3.2. Seja:

0 // M ′
u // M

v // M ′′ // 0
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uma sequência exata de módulos e homomorfismos. Para todo A-módulo à esquerda N, existe uma

famı́lia de homomorfismos que torna a sequência:

... // TorAn (M ′, N) // TorAn (M,N) // TorAn (M ′′, N) // TorAn−1(M ′, N) //

... // TorA1 (M ′′, N) // M ′ ⊗A N
u⊗A1N // M ⊗A N

v⊗A1N // M ′′ ⊗A N // 0

exata.

Demonstração:

Desde que L(N) é plano, temos a seguinte sequência exata (de módulos e homomorfismos):

0 // M ′ ⊗A L(N)
u⊗A1 // M ⊗A L(N)

v⊗A1 // M ′′ ⊗A L(N) // 0

Da afirmação 4 do teorema B.3.1 sabemos que tal sequência é uma sequência exata de morfismos

complexos. Assim sendo, temos pelo corolário B.1.1, a seguinte sequência exata:

... // Hn(M ⊗A L(N)) // Hn(M ′′ ⊗A L(N)) // Hn−1(M ′ ⊗A L(N)) // ...

Defina a famı́lia de homomorfismos, de tal forma que o diagrama:

... // Hn(M ⊗A L(N)) //

��

Hn(M ′′ ⊗A L(N))

��

// Hn−1(M ′ ⊗A L(N))

��

// ...

... // TorAn (M,N) // TorAn (M ′′, N) // TorAn−1(M ′, N) // ...

seja exato. Sendo a primeira linha como na sequência acima e as colunas as inversas dos isomor-

fismos definidos na proposição B.3.6. Segue do lema A.1.3 que a segunda linha de tal diagrama

é exata. Temos agora que mostrar que, com a identificação TorA0 (M ′, N) = M ′ ⊗A N (resp.

TorA0 (M,N) = M ⊗A N), o homomorfismo definido acima entre M ′ ⊗A N e M ⊗A N é u⊗A 1N .

Sejam η tal homomorfismos,

ϕ : TorA0 (M ′, N) −→ TorA0 (M,N)

o homomorfismo definido acima (sem a identificação) e x⊗A y ∈ TorA0 (M ′, N). Temos que:

ϕ(x⊗A y) = (H(pM ⊗A 1N ))−1 ◦H(u⊗A 1N ) ◦ ((H(pM ′ ⊗A 1N ))−1)−1(x⊗A y) =

(H(pM ⊗A 1N ))−1 ◦H(u⊗A 1N ) ◦H(pM ′ ⊗A 1N )(x⊗A y) =

(H(pM ⊗A 1N ))−1 ◦H(u⊗A 1N )(pM ′(x)⊗A y) = (H(pM ⊗A 1N ))−1((u ◦ pM ′)(x)⊗A y) =
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(H(pM ⊗A 1N ))−1((pM ◦ L(u))(x)⊗A y) =

(H(pM ⊗A 1N ))−1 ◦H(pM ⊗A 1N )((L(u)(x))⊗A y) = (L(u)(x))⊗A y

onde L(u) é como na proposição B.2.3. Assim sendo, temos que:

η(pM ′(x)⊗A pN (y)) = β ◦ ϕ(x⊗A y) = β((L(u)(x))⊗A y) =

(pM ◦ L(u)(x))⊗A pN (y) = (u ◦ pM ′(x))⊗A pN (y) = (u⊗A 1N )(pM ′(x)⊗A pN (y))

sendo β o isomorfismo que identifica TorA0 (M,N) e M ⊗A N . Segue por linearidade que ϕ =

u⊗A 1N . O caso v ⊗A 1N é totalmente análogo.

Q.E.D.

Corolário B.3.5. Seja:

0 // N ′
u // N

v // N ′′ // 0

uma sequência exata de módulos e homomorfismos. Para todo A-módulo M, existe uma famı́lia de

homomorfismos que torna a sequência:

... // TorAn (M,N ′) // TorAn (M,N) // TorAn (M,N ′′) // TorAn−1(M,N ′) //

... // TorA1 (M,N ′) // M ⊗A N ′
1M⊗Au // M ⊗A N

1M⊗Av // M ⊗A N ′′ // 0

exata.

Demonstração:

Temos, pelo teorema, que existe uma sequência:

... // TorAn (N ′,M) // TorAn (N,M) // TorAn (N ′′,M) // TorAn−1(N ′,M) //

... // TorA1 (N ′′,M) // N ′ ⊗AM
u⊗A1M // N ⊗AM

v⊗A1M // N ′′ ⊗AM // 0

exata. O corolário segue da proposição B.3.5 e do lema A.1.3, observando que o isomorfismo da

proposição B.3.5, restrito (por exemplo) a N ′ ⊗AM , não passa da aplicação x⊗A y 7→ y ⊗A x.

Q.E.D.

Corolário B.3.6. Sejam M e N A-módulos. Se

TorA1 (M,N) = 0, então para toda sequência exata:
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0 // M ′
u // M ′′

v // M // 0

de A-módulos e homomorfismos, a sequência

0 // M ′ ⊗A N
u⊗A1N// M ′′ ⊗A N

v⊗A1N // M ⊗A N // 0

é exata. E para toda sequência exata:

0 // N ′
u // N ′

v // N // 0

de A-módulos e homomorfismo a sequência:

0 // M ⊗A N ′
1M⊗Au// M ⊗A N ′

1M⊗Av// M ⊗A N // 0

é exata.

Demonstração:

Segue direto do teorema B.3.2 e do corolário B.3.5.

Q.E.D.

Corolário B.3.7. Seja N um A-módulo. Se TorA1 (M,N) = 0, para todo A-módulo M, então N é

plano.

Demonstração:

Consequência imediata do corolário B.3.6.

Q.E.D.

Corolário B.3.8. Seja:

0 // N // Rn // Rn−1
// ... // R1

// M // 0

uma sequência exata de A-módulos e homomorfismos. Se Ri, 1 6 i 6 n, é plano, então para todo

A-módulo P, temos:

TorAn+m(P,M) ' TorAm(P,N)

∀m > 1.

Demonstração:

Façamos indução sobre n. Supondo n = 1, temos a seguinte sequência exata:

0 // N // R1
// M // 0
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Do corolário B.3.5, segue que a sequência:

... // TorAm+1(P,R1) // TorAm+1(P,M) // TorAm(P,N) // TorAm(P,R1) //

... // TorA1 (P,M) // P ⊗A N
1P⊗Au // P ⊗A R1

1P⊗Av // P ⊗AM // 0

(B.10)

também é exata. Onde os homomorfismos que não aparecem no diagrama acima, são dados por tal

corolário. Como R1 é plano, segue do corolário B.3.3, que TorAm(P,R1) = 0, ∀m > 0. Conclúımos

da sequência B.10 que TorAm+1(P,M) ' TorAm(P,N), ∀m > 1. Suponha que o resultado é válido

para n ≥ 1, e seja:

0 // N // Rn+1
fn+1 // Rn // Rn−1

// ... // R1
// M // 0

uma sequência exata, tal que Ri é plano para todo i, 1 6 i 6 n+ 1. ”Quebremos”tal sequência nas

duas seguintes:

0 // N // Rn+1
// im(fn+1) // 0

e

0 // im(fn+1)
fn+1 // Rn // Rn−1

// ... // R1
// M // 0

que são também exatas. Da primeira dessa duas sequências e da parte inicial do argumento, temos

que TorAm(P,N) ' TorAm+1(P, im(fn+1)), ∀P e ∀m ≥ 1. Da segunda e da hipótese de indução,

conclúımos que TorAm+n+1(P,M) ' TorAm+1(P, im(fn+1)), ∀P e ∀m ≥ 1. Compondo esses dois

isomorfismos, segue o resultado.

Q.E.D.

Corolário B.3.9. Sob a hipótese do corolário precedente. Se M é plano, então N também é.

Demonstração:

Pelo corolário B.3.3, temos que TorAn+1(P,M) = 0, ∀P . Conclúımos do corolário anterior que

TorA1 (P,N) = 0, ∀P . Assim sendo, o resultado segue do corolário B.3.7.

Q.E.D.

Corolário B.3.10. Seja:

0 // N ′ // N // N ′′ // 0

uma sequência exata de A-módulos e homomorfismos. Se N ′ e N ′′ são planos, N também é.
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Demonstração:

Pelo corolário B.3.5, para todo A-módulo M, existe uma sequência exata:

TorA1 (M,N ′) // TorA1 (M,N) // TorA1 (M,N ′′)

Desde que N ′ e N ′′ são planos, temos pelo corolário B.3.3 que TorA1 (M,N ′) = TorA1 (M,N ′′) =

0. Assim sendo, conclúımos que TorA1 (M,N) = 0, ∀M . O resultado, então, segue do corolário

B.3.7.

Q.E.D.

Proposição B.3.7. Sejam A um anel noetheriano e M um A-módulo finitamente gerado. Para

todo A-módulo N, finitamente gerado e para todo inteiro n o A-módulo TorAn (M,N) é noetheriano.

Demonstração:

Pela observação feita ao teorema B.2.1, existe uma resolução:

... d2 // R1
d1 // R0

p // M // 0

de M, tal que cada Ri, i ≥ 0, é livre e finitamente gerado. Desde que N é finitamente gerado, segue

que Rn⊗AN é finitamente gerado para todo n ∈ Z. Consequentemente Hn(R⊗AN) é finitamente

gerado, para todo n ∈ Z. Uma vez que o par formado por N e a identidade é uma resolução para

N, segue do corolário B.3.1, que TorAn (M,N) ' Hn(R⊗AN), ∀n ∈ Z. Dessa forma, TorAn (M,N)

é finitamente gerado ∀n ∈ Z. Como A é noetheriano, segue o resultado.

Q.E.D.

B.4 Módulo de Extensão

Sejam (C, d) e (C ′, d′) dois complexos. Seja HomgrnA(C,C ′) o submódulo dos homomorfismos

graduados de grau −n. Se escrevermos C =
⊕
i∈Z

Ci e C ′ =
⊕
j∈Z

C ′j, teremos o seguinte isomorfismo:

HomgrnA(C,C ′) '
∏

i+j=n

(Hom(Ci, C
′j))

tal que f 7→ {f ji }i+j=n, sendo f ji a restrição de f à Ci. Lembrando que estamos convencionando

C ′j = C ′−j e d′j = d′−j. Identificaremos esses dois módulos por meio desse isomorfismo. Fixados

i, j, n ∈ Z, tal que i+ j = n, temos os seguintes homomorfismos:∏
r+s=n−1

(Hom(Cr, C
′s))pr(i−1,j)// Hom(Ci−1, C

′j) // Hom(Ci, C
′j)
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(resp.

∏
r+s=n−1

(Hom(Cr, C
′s))pr(i,j−1)// Hom(Ci, C

′j−1) // Hom(Ci, C
′j) )

Onde pr(r,s) é a projeção canônica e o segundo homomorfismo é dado por f 7→ (−1)nf ◦ di
(resp. g 7→ d′j ◦ g). Esses homomorfismos induzem o seguinte:∏

r+s=n−1

(Hom(Cr, C
′s)) // Hom(Ci, C

′j)

tal que {frs }r+s=n−1 7→ d′j ◦ f j−1
i + (−1)nf ji−1 ◦ di. Que por sua vez induz:∏

r+s=n−1

(Hom(Cr, C
′s)) D′n−1

//
∏

i+j=n

(Hom(Ci, C
′j))

tal que D′n−1({frs }r+s=n−1) = {d′j ◦ f j−1
i + (−1)nf ji−1 ◦ di}i+j=n.

Afirmação: D′n ◦D′n−1 = 0.

De fato,

Dn ◦Dn−1({frs }r+s=n−1) = Dn({d′j ◦ f j−1
i + (−1)nf ji−1 ◦ di}i+j=n) =

Dn({d′j ◦ f j−1
i }i+j=n) + (−1)nDn({f ji−1 ◦ di}i+j=n) = {d′t ◦ d′t−1 ◦ f t−2

z +

(−1)n+1d′t ◦ f t−1
z−1 ◦ dz}t+z=n+1 + (−1)n{d′t ◦ f t−1

z−1 ◦ dz + (−1)n+1f tz−2 ◦ dz−1 ◦ dz}t+z=n+1 =

(−1)n+1{d′t ◦ f t−1
z−1 ◦ dz}t+z=n+1 + (−1)n{d′t ◦ f t−1

z−1 ◦ dz}t+z=n+1 = 0

Observe que com a identificação HomgrnA(C,C ′) '
∏

i+k=n

(Hom(C,C ′)), Dn se identifica a

aplicação f 7→ d′ ◦ f + (−1)n+1f ◦ d, uma vez que temos as identificações d′ ◦ f ↔ {d′k ◦ fki }i+k=n

e f ◦ d↔ {fki ◦ di}k+i=n.

Definição B.4.1. O complexo (HomgrA(C,C ′), D′), tal que HomgrA(C,C ′) =
⊕
n∈Z

HomgrnA(C,C ′)

e D′ = ⊕Dn, é chamado de complexo de homomorfismos de C em C ′.

Sejam {Mα}α∈I e {Nβ}β∈J duas famı́lias de A-módulos. Se Mα =
⊕
i∈Z

Mαi, Nβ =
⊕
k∈Z

Nβk

e jαi : Mαi −→
⊕
α

Mα, prkβ :
∏
β

Nβ −→ Nk
β denotam a injeção e a projeção canônicas, re-

spectivamente, então fki 7→ prkβ ◦ fki ◦ jαi é um homomorfismo de Hom(
⊕
α

Mαi,
∏
β

Nk
β ) em

Hom(Mαi, N
k
β ). Assim sendo, ele induz o homomorfismo {fki }i+k=n 7→ {prkβ ◦ fki ◦ jαi}i+k=n

de
∏

i+k=n

(Hom(
⊕
α

Mαi,
∏
β

Nk
β )) em

∏
i+k=n

(Hom(Mαi, N
k
β )). Esse por sua vez induz

123



ϕn : HomgrnA(
⊕
α

Mα,
∏
β

Nβ) =
∏

i+k=n

(Hom(
⊕
α

Mαi,
∏
β

Nk
β )) −→

∏
αβ

(
∏

i+k=n

(Hom(Mαi, N
k
β ))) =∏

αβ

(HomgrnA(Mα, Nβ)), tal que ϕn({fki }i+k=n) = {{prkβ ◦fki ◦ jαi}i+k=n}αβ. Finalmente, podemos

definir o homomorfismo graduado de grau zero, ⊕ϕn de HomgrA(
⊕
α

Mα,
∏
β

Nβ) em∏
αβ

(HomgrA(Mα, Nβ)).

Proposição B.4.1. O homomorfismo ⊕ϕn, definido acima é um isomorfismo de complexos.

Demonstração:

Dizer que {{prkβ ◦ fki ◦ jαi}i+j=n}αβ = 0 é o mesmo que dizer que:

prkβ ◦ fki ◦ jαi = 0,∀α ∈ I, ∀β ∈ J, ∀k, i/k + i = n

Se
∑
α

aαijαi(xαi) ∈
⊕
α

Mαi, então:

{ykβ}β = fki (
∑
α

aαijαi(xαi)) =
∑
α

aαif
k
i (jαi(xαi))⇒

ykβ =
∑
α

aαipr
k
β ◦ fki (jαi(xαi)) = 0⇒ 0 = {ykβ}β = fki (

∑
α

aαijαi(xαi))⇒

fki = 0⇒ {fki }i+k=n = 0

Logo, ϕn é injetiva ∀n ∈ Z e por conseguinte, ⊕ϕn é injetiva. Seja, agora, hβkαi ∈ Hom(Mαi, N
k
β )

/i+ k = n. Se j′kβ : Nk
β −→

⊕
β

Nk
β denota a injeção canônica, então considere o homomorfismo:

⊕α(
∏
β

hβkαi ) = fki de em
⊕
β

Nk
β ↪→

∏
β

Nk
β . Temos que:

prkβ ◦ fki ◦ jαi(xαi) = prkβ ◦ (⊕α(
∏
β

hβkαi )) ◦ jαi(xαi) =
∏
β

hβkαi (xαi) = prkβ{h
βk
αi (xαi)}β∈J = hβkαi (xαi)

Assim sendo, se h = {{hβkαi }i+j=n}αβ ∈
∏
αβ

HomgrnA(Mα, Nβ), então h = ϕn({fki }i+k=n),

onde os fki são como acima. Disso resulta que ϕn é sobrejetiva ∀n ∈ Z. Consequentemente, ⊕ϕn

é sobrejetiva.

Sejam D′ e D′αβ as diferenciais de HomgrA(
⊕
α

Mα,
∏
β

Nβ) e HomgrA(Mα, Nβ), respectiva-

mente. Temos que:

(
∏
αβ

D′nαβ) ◦ ϕn({fki }i+k=n) = (
∏
αβ

D′nαβ)({{prkβ ◦ fki ◦ jαi}i+k=n}αβ) =
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{D′nαβ({prkβ ◦ fki ◦ jαi}i+k=n)}αβ = {{d′kβ ◦ (prk−1
β ◦ fk−1

i ◦ jαi)+

(−1)n+1(prkβ ◦ fki−1 ◦ jα,i−1) ◦ dαi}i+k=n+1}αβ

Por outro lado:

ϕn+1 ◦D′n({fki }i+k=n) = ϕn+1({((
∏
β

d′kβ ) ◦ fk−1
i + (−1)n+1fki−1 ◦ (⊕αdαi))}i+k=n+1) =

ϕn+1({(
∏
β

d′kβ ) ◦ fk−1
i }i+k=n+1) + (−1)n+1ϕn+1({fki−1 ◦ (⊕αdαi)}i+k=n+1) =

{{prkβ ◦ (
∏
β

d′kβ ) ◦ fk−1
i ◦ jαi}i+k=n+1}αβ + (−1)n+1{{prkβ ◦ fki−1 ◦ (⊕αdαi) ◦ jα,i−1}i+k=n+1}αβ =

{{d′kβ ◦ (prk−1
β ◦ fk−1

i ◦ jαi) + (−1)n+1(prkβ ◦ fki−1 ◦ jα,i−1) ◦ dαi}i+k=n}αβ

Q.E.D.

Lema B.4.1. Sejam M, N e P A-módulos. Existe um isomorfismo:

Hom(M ⊗A N ;P ) ' Hom(M ;Hom(N ;P ))

Demonstração:

Para cada f ∈ Hom(M ⊗A N ;P ) existe um único homomorfismo g que faz o diagrama:

M ×N
g //

η

��

P

M ⊗A N
f

::vvvvvvvvv

onde η é a aplicação canônica, comutar. Considere a aplicação:

ϕ : Hom(M ⊗A N ;P ) −→ Hom(M ;Hom(N ;P ))

tal que ϕ(f)(x)(y) = g(x, y), onde g é como acima. Da mesma forma, para cada h ∈
Hom(M ;Hom(N ;P )) podemos definir a aplicação:

θ : M ×N −→ P
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tal que θ(x, y) = h(x)(y). Uma vez que θ é claramente A-bilinear, podemos definir o único homo-

morfismo ξ, que faz o diagrama:

M ×N θ //

η

��

P

M ⊗A N
ξ

::vvvvvvvvv

comutar. Assim sendo, considere a aplicação:

ψ : Hom(M ;Hom(N ;P )) −→ Hom(M ⊗A N ;P )

tal que ψ(h) = ξ, onde ξ é como acima. Observe que:

ϕ ◦ ψ(h)(x)(y) = ψ(h)(x⊗ y) = h(x)(y)⇒ ϕ ◦ ψ(h)(x) = h(x)⇒ ϕ ◦ ψ(h) = h

e

ψ ◦ ϕ(f)(x⊗ y) = ϕ(f)(x)(y) = f(x⊗ y)⇒ ψ ◦ ϕ(f) = f

Q.E.D.

Proposição B.4.2. Sejam (C, d), (C ′, d′) e (C ′′, d′′) complexos. Existe um isomorfismo de com-

plexos:

HomgrA(C ⊗A C ′;C ′′) ' HomgrA(C;HomgrA(C ′;C ′′))

Demonstração:

Segue do lema B.4.1 que para cada terna de inteiros (p, q, r) existe um isomorfismo de A-

módulos:

Hom(Cp ⊗A C ′q;C
′′r) ' Hom(Cp;Hom(C ′q;C

′′r))

Do corolário A.1.2 e da proposição B.4.1, temos os seguintes isomorfismos de A-módulos:

∏
p+q=m

Hom(Cp ⊗A C ′q;C
′′r) '

∏
p+q=m

Hom(Cp;Hom(C ′q;C
′′r))⇒

Hom(
⊕

p+q=m

[Cp ⊗A C ′q];C
′′r) '

∏
p+q=m

Hom(Cp;Hom(C ′q;C
′′r))⇒
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∏
m+r=n

Hom([C ⊗A C ′]m;C
′′r) '

∏
m+r=n

[
∏

p+q=m

Hom(Cp;Hom(C ′q;C
′′r))]⇒

∏
m+r=n

Hom([C ⊗A C ′]m;C
′′r) '

∏
m+p=n

[
∏

q+r=m

Hom(Cp;Hom(C ′q;C
′′r))]⇒

∏
m+r=n

Hom([C ⊗A C ′]m;C
′′r) '

∏
m+p=n

Hom(Cp;
∏

q+r=m

Hom(C ′q;C
′′r))⇒

HomgrnA(C ⊗A C ′;C ′′) ' HomgrnA(C;HomgrA(C ′;C ′′))

Se ϕn é tal isomorfismo, então podemos definir o isomorfismo de A-módulos:

⊕ϕn : HomgrA(C ⊗A C ′;C ′′) −→ HomgrA(C;HomgrA(C ′;C ′′))

Sejam D, D′, D′′ e D∗ as diferencias de HomgrA(C⊗AC ′;C ′′), HomgrA(C;HomgrA(C ′;C ′′)),

C ⊗A C ′ e HomgrA(C ′;C ′′), respectivamente. Se xi ∈ Ci e yj ∈ C ′j, então:

Dn ◦ ϕn(f)(xi)(yj) = D∗ ◦ ϕn(f)(xi)(yj) + (−1)n+1 ◦ ϕn(f) ◦ d(xi)(yj) =

d
′′
◦ ϕn(f)(xi)(yj) + (−1)n−i+1ϕn(f)(xi) ◦ d′(yj) + (−1)n+1ϕn(f) ◦ d(xi)(yj) =

d
′′n ◦ f(xi ⊗ yj) + (−1)n−i+1f(xi ⊗ d′j(yj)) + (−1)n+1f(di(xi)⊗ yj)

e

ϕn+1 ◦Dn(f)(xi)(yj) = ϕn+1(d
′′
◦ f + (−1)n+1f ◦D′′)(xi)(yj) =

[d
′′
◦ f + (−1)n+1f ◦D′′](xi ⊗ yj) = d

′′
◦ f(xi ⊗ yj) + (−1)n+1f ◦D′′(xi ⊗ yj) =

= d
′′n ◦ f(xi ⊗ yj) + (−1)n+1f ◦ (di(xi)⊗ yj) + (−1)n−i+1f ◦ (xi ⊗ d′j(yj))

Q.E.D.

Proposição B.4.3. Seja (C, d) um complexo. Existe um isomorfismo:

HomgrA(A;C) ' C

de complexos.
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Demonstração:

Considere, para cada n, o isomorfismo canônico:

ϕn : HomA(A;Cn) −→ Cn

Tais isomorfismo induzem o seguinte:

⊕ϕn : HomgrA(A;C) −→ C

Observe que:

dn ◦ ϕn+1(f) = dn(f(1)) = (dn ◦ f)(1) = ϕn ◦Dn(f)

onde D é a diferencial de HomgrA(A;C).

Q.E.D.

Proposição B.4.4. Seja:

C ′
u // C

v // C ′′

uma sequência exata de morfismos e complexos. Se P é um complexo projetivo e I é um

complexo injetivo, então as duas sequências:

HomgrA(P,C ′)
u // HomgrA(P,C)

v // HomgrA(P,C ′′)

e

HomgrA(C ′′, I)
ṽ // HomgrA(C, I)

ũ // HomgrA(C ′, I)

de morfismos e complexos, onde u(f) = u ◦ f (resp. v(g) = v ◦ g) e ṽ(h) = h ◦ v (resp.

ũ(s) = s ◦ u), são exatas.

Demonstração:

sejam j′i : C ′i −→ C ′, ji : Ci −→ C e j′′i : C ′′i −→ C ′′ as injeções canônicas e ui (resp. vi) a

restrição de u a C ′i (resp. de v a Ci).

Afirmação 1: Para cada i a sequência:

C ′i
ui // Ci

vi // C ′′i

é exata.
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De fato, temos que o seguinte diagrama:

C ′i

j′i

��

ui // Ci

ji

��

vi // C ′′i

j′′i

��
C ′

u // C
v // C ′′

é comutativo e tem a segunda linha exata. Assim sendo, temos:

yi = ui(xi)⇒ ji(yi) = ji ◦ ui(xi)⇒ ji(yi) = u ◦ j′i(xi)⇒

v ◦ ji(yi) = 0⇒ ji ◦ vi(yi) = 0⇒ vi(yi) = 0

vi(yi) = 0⇒ j′′i ◦ vi(yi) = 0⇒ v ◦ ji(yi) = 0⇒

∃z ∈ C ′/ji(yi) = u(z)⇒ ji(yi) = u(
∑
i∈Z

j′i(zi))/z =
∑
i∈Z

j′i(zi), zk ∈ C ′k ⇒

ji(yi) =
∑
i∈Z

u ◦ j′i(zi)⇒ ji(yi) = u ◦ j′i(zi)⇒ ji(yi) = ji ◦ ui(yi)⇒ yi = ui(xi)

Fixados i, n ∈ Z, para cada k ∈ Z, tal que i+ k = n, temos que as sequências:

Hom(Pk, C
′i)

ui // Hom(Pk, C
i)

vi // Hom(Pk, C
′′i)

e

Hom(C ′′i , I
k)

ṽi // Hom(Ci, I
k)

ũi // Hom(C ′i, I
k)

são exatas, desde que P é projetivo e I é injetivo. Sendo ui(f ik) = ui ◦f ik (resp. vi(gik) = vi ◦gik)

e ṽi(h
k
i ) = hki ◦ vi (resp. ũi(s

k
i ) = ski ◦ ui). Dessa forma, elas definem as seguintes sequências

exatas de módulos e homomorfismos:∏
k+i=n

(Hom(Pk, C
′i))

∏
ui //

∏
k+i=n

(Hom(Pk, C
i))

∏
vi //

∏
k+i=n

(Hom(Pk, C
′′i))

e ∏
k+i=n

(Hom(C ′′i , I
k))

∏
ṽi //

∏
k+i=n

(Hom(Ci, I
k))

∏
ũi //

∏
k+i=n

(Hom(C ′i, I
k))

Afirmação 2: Os seguintes diagramas:
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HomgrnA(P,C ′)

ϕn

��

u // HomgrnA(P,C)

φn

��∏
i+k=n

(Hom(Pk, C
′i))

∏
ui //

∏
i+k=n

(Hom(Pk, C
i))

e

HomgrnA(C ′′, I)

ϕ′n

��

ṽ // HomgrnA(C, I)

φ′n

��∏
i+k=n

(Hom(C ′i, I
k))

∏
ṽi //

∏
i+k=n

(Hom(Ci, I
k))

onde os homomorfismos verticais são os que identificam tais módulos, são comutativos.

Demonstraremos apenas o primeiro, o segundo, sendo demonstrado de forma totalmente análoga.

ϕn ◦ u(f) = ϕn(u ◦ f) = {(u ◦ f)ik}i+k=n = {ui ◦ f ik}i+k=n

Sendo (u ◦ f)ik : Pk −→ Ci (resp. f ik) o homomorfismo que tem por gráfico a restrição do

gráfico de u ◦ f (resp. f) a Pk. Observe que, desde que f tem grau -n e u tem grau zero, temos que

u ◦ f tem grau -n e portanto, (u ◦ f)ik(Pk) ⊆ Ci.

(
∏

ui) ◦ φn(f) = (
∏

ui)({f ik}i+k=n) = {ui(f ik)}i+k=n = {ui ◦ f ik}i+k=n

Que as sequências são exatas, segue do lema A.1.3. Falta demonstrarmos que os homomorfis-

mos são morfismos. Demonstraremos, por exemplo, o caso ū, os demais sendo análogos. Sejam

D′ e D′′ as diferencias de HomgrnA(P,C ′) e HomgrnA(P,C), respectivamente. Temos que:

ū ◦D′n(f) = ū(dC′ ◦ f + (−1)n+1f ◦ dP ) = u ◦ dC′ ◦ f + (−1)n+1u ◦ f ◦ dP

e

D′′n ◦ ū(f) = D′′n(u ◦ f) = dC ◦ u ◦ f + (−1)n+1u ◦ f ◦ dP = u ◦ dC′ ◦ f + (−1)n+1u ◦ f ◦ dP

Q.E.D.

Teorema B.4.1. Sejam M um A-módulo e (R,f) uma resolução (à direita ou à esquerda) de M.

Se P é um complexo projetivo e I um complexo injetivo, tais que Pi = 0, ∀i < 0 e Ik = 0, ∀k < 0,

então f̄ e f̃ , as duas como na proposição anterior, são homologismos.
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Demonstração:

Considere a sequência exata:

0 // Ker(f)
i // R

f // M // 0

de morfismos e complexos (vide afirmação 1 do teorema B.3.1). Pela proposição anterior,

temos que as sequências de complexos e morfismos:

0 // HomgrA(P,Ker(f))
ī // HomgrA(P,R)

f̄ // HomgrA(P,M) // 0

e

0 // HomgrA(M, I)
f̃ // HomgrA(R, I)

ĩ // HomgrA(Ker(f), I) // 0

são exatas. Pelo corolário B.1.1, existem duas sequências exatas:

...
Hn (̄i) // Hn(Ĥ(P,R))

Hn(f) // Hn(Ĥ(P,M))
∂n (̄i,f̄)// Hn+1(Ĥ(P,Ker(f)))

Hn+1 (̄i)// ...

e

...
Hn(f̃) // Hn(Ĥ(R, I))

Hn (̃i) // Hn(Ĥ(Ker(f), I))
∂n(f̃ ,̃i) // Hn+1(Ĥ(M, I))

Hn+1(f̃)// ...

onde Ĥ(C,C ′) = HomgrA(C,C ′). Dessa forma, é suficiente demonstrar que

H(HomgrA(P,Ker(f))) = 0 e H(HomgrA(Ker(f), I)) = 0.

Sejam g ∈ Zn(HomgrA(P,Ker(f))) e D′ a diferencial de HomgrA(P,Ker(f)), temos que:

D′(g) = 0⇒ dKer(f) ◦ g + (−1)n+1g ◦ dP = 0⇒ dKer(f) ◦ g = g ◦ ((−1)ndP )

Agora observe que (P ′, (−1)ndP ) é um complexo, onde P ′ =
⊕
m∈Z

P ′m e P ′m = Pm+n, ∀m ∈ Z,

que tem por módulos de bordos, ciclos e homologia os mesmos de (P, dP ). Dessa forma, g é um

morfismo de (Ker(f), dKer(f)) em (P ′, (−1)ndP ). Desde Pi = 0, ∀i < 0, temos que gi = 0, ∀i < 0,

onde g = {gi}i∈Z, gi ∈ Hom(Pi,Ker(f)n−i). Assim, g é um morfismo que prolonga o seguinte

diagrama:

... // P ′m // ... // P ′−n // 0

��

// 0

��

// ...

... // Ker(f)m // ... // Ker(f)−n // Ker(f)−n−1
// Ker(f)−n−2

// ...

Desde que H(Ker(f)) = 0 (vide afirmação 1 do teorema B.3.1) e o morfismo identicamente

nulo claramente prolonga tal diagrama, segue da proposição B.2.1 que existe um homomorfismo:

h : P ′ =
⊕
m∈Z

P ′m −→ Ker(f) =
⊕
m∈Z

Ker(f)m
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de grau 1, tal que g = dKer(f) ◦ h+ h ◦ ((−1)ndP ) = dKer(f) ◦ h+ (−1)nh ◦ dP . Agora, dizer que

h é um homomorfismo de grau 1 entre P ′ =
⊕
m∈Z

P ′m e Ker(f) =
⊕
m∈Z

Ker(f)m, é o mesmo que

dizer que h é de grau 1-n entre P =
⊕
m∈Z

Pm e Ker(f) =
⊕
m∈Z

Ker(f)m. Assim sendo, g = D′(h)

e portanto H(HomgrA(P,Ker(f))) = 0.

Sejam h ∈ Zn(HomgrA(Ker(f), I)) e D∗∗∗ a diferencial de HomgrA(Ker(f), I), temos que:

D∗∗∗(h) = 0⇒ dI ◦ h+ (−1)n+1h ◦ dKer(f) = 0⇒ ((−1)ndI) ◦ h = h ◦ dKer(f)

Observe que (I ′, (−1)ndI), onde I ′ =
⊕
m∈Z

I ′m e I ′m = Im+n, é um complexo, que tem por

módulos de bordo, ciclos e homologia o mesmo de (I, dI) (deslocados por grau -n). Assim sendo,

h é um morfismo entre os complexos Ker(f) e I ′. Desde que Ii = 0, ∀i < 0, temos que hi = 0,

∀i < 0, onde h = {hi}i∈Z, hi ∈ Hom(Ker(f)i, I
n−i). Assim, h prolonga o seguinte diagrama:

... // Ker(f)−n−2 //

��

Ker(f)−n−1 //

��

Ker(f)−n // ... // Ker(f)m // ...

... // 0 // 0 // I ′−n // ... // I ′m // ...

Desde que o morfismo nulo também prolonga tal diagrama, segue da proposição B.2.2 que existe

um homomorfismo:

s : Ker(f) −→ I ′

de grau -1 (visto nas graduações I ′ =
⊕
m∈Z

I ′m, Ker(f) =
⊕
m∈Z

Ker(f)m e grau 1 visto nas

graduações I ′ =
⊕
m∈Z

I ′m, Ker(f) =
⊕
m∈Z

Ker(f)m), tal que h = ((−1)ndI) ◦ s + s ◦ dker(f). Dizer

que s é de grau -1 entre Ker(f) =
⊕
m∈Z

Ker(f)m e I ′ =
⊕
m∈Z

I ′m é equivalente a dizer que s ∈

Homgrn−1
A (Ker(f), I), o que implica que h = D∗∗∗((−1)ns) e portanto H(HomgrnA(Ker(f), I)) =

0.

Q.E.D.

Corolário B.4.1. Sejam PM uma resolução de M e RN uma resolução de N. Se PM é projetiva

ou RN é injetiva, então:

ExtA(M,N) ' H(HomgrA(PM , RN ))
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Demonstração:

Observando que L(M) é projetivo e I(N) é injetivo, temos a seguinte cadeia de isomorfismos:

ExtA(M,N) = H(HomgrA(L(M), I(N))) ' H(HomgrA(L(M), N)) '

H(HomgrA(L(M), RN )) ' H(HomgrA(M,RN )) ' H(HomgrA(PM , RN ))

se RN for injetivo, ou:

ExtA(M,N) = H(HomgrA(L(M), I(N))) ' H(HomgrA(M, I(N))) '

H(HomgrA(PM , I(N))) ' H(HomgrA(PM , N)) ' H(HomgrA(PM , RN ))

se PM for projetivo.

Q.E.D.

Definição B.4.2. Sejam M e N dois A-módulos, (L(M), pM ) a resolução livre canônica de M e

(I(N), eN ) a resolução injetiva canônica de N. Chamamos de módulo de extensão de N por M ao

A-módulo:

ExtA(M,N) = H(HomgrA(L(M), I(N)))

Ao A-módulo ExtnA(M,N) = Hn(Homgr(L(M); I(N))) chamamos de n-ésimo módulo de ex-

tensão de N por M. Fica claro que ExtA(M,N) =
⊕
n∈Z

ExtnA(M,N).

Proposição B.4.5. ExtnA(M,N) = 0, ∀n < 0 e Ext0A(M,N) é isomorfo (como A-módulos) a

Hom(M,N).

Demonstração:

Seja f ∈ HomgrnA(L(M), I(N)), com n < 0. Isso significa que f(Lm(M)) ⊂ In−m, ∀m ∈ Z.

Se m ≥ 0, então n − m < 0. Dessa forma, f(Lm(M)) = 0, uma vez que Is(N) = 0, ∀s <
0. Se m < 0, então f(Lm(M)) = 0, uma vez que Lr(M) = 0, ∀r < 0. Assim sendo, temos

HomgrnA(L(M), I(N)) = 0 e com maior razão ExtnA(M,N) = 0.

Seja:

f ∈ Z0(HomgrA(L(M), I(N))) ' H0(HomgrA(L(M), I(N)))

pois B0(HomgrA(L(M), I(N))) = 0. Temos que D′(f) = 0, onde D′ é a diferencial de

HomgrA(L(M), I(N)). Dessa forma, segue que:

dI(N) ◦ f − f ◦ dL(M) = 0⇒ dI(N) ◦ f = f ◦ dL(M)
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Assim sendo, segue que f é um morfismo entre L(M) e I(N). Pela proposição B.1.1, temos

que:

f(B0(L(M))) ⊆ B0(I(N)) = 0⇒ Ker(pM ) ⊆ Ker(f)

Assim, podemos definir o (único) homomorfismo f ′, tal que o diagrama:

L(M)

pM

��

f // I(N)

M

f ′

::vvvvvvvvv

é comutativo (corolário A.2.2). f sendo um morfismo, temos também que f(Z0(L(M))) ⊆ Z0(I(N)),

mas Z0(L(M)) = L0(M), Z0(I(N)) = im(eN ) e f ′(M) = f(L0(M)). Dessa forma, temos f ′(M) ⊆
im(eN ) e assim podemos definir o (único) homomorfismo f∗, tal que o diagrama:

M
f ′ //

f∗

��

I(N)

N

eN

<<yyyyyyyy

é comutativo (Lembrando que N ' eN (N)). A aplicação f 7→ f∗ é claramente um homomorfismo.

Observe que:

f∗ = 0⇒ f ′ = 0⇒ f = 0

logo o homomorfismo f 7→ f∗ é injetivo. Seja g um homomorfismo de M em N. Defina f =

eN ◦ g ◦ pM de L(M) em I(N). Observe que:

dI(N) ◦ f = (dI(N) ◦ eN ) ◦ g ◦ pM = 0 ◦ g ◦ pM = 0

e

f ◦ dL(M) = eN ◦ g ◦ (pL(M) ◦ dL(M)) = eN ◦ g ◦ 0 = 0

Dessa forma, f ∈ Z0(HomgrA(M,N)). Assim sendo, temos que f ′ é tal que:

f ′ ◦ pM = f = eN ◦ g ◦ pM

Como pM é sobrejetivo, segue que f ′ = eN ◦ g. Temos ainda, que f∗ é tal que:

eN ◦ f∗ = f ′ = eN ◦ g

como eN é injetiva, segue que f∗ = g. Dessa forma, o homomorfismo f̂ 7→ f∗, onde f̂ é a classe

de f, é um isomorfismo.
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Q.E.D.

No que segue, identificaremos Ext0A(M,N) com Hom(M,N), por meio do isomorfismo da

proposição anterior, que não passa do homomorfismo f̂ 7→ f∗, tal que f = eN ◦ f∗ ◦ pM .

Proposição B.4.6. Sejam M, N A-módulos, (L(M), pM ) a resolução livre canônica de M e

(I(N), eN ) a resolução injetiva canônica de N. A aplicação:

p̃M : HomgrA(M, I(N)) −→ HomgrA(L(M), I(N))

(resp. eN : HomgrA(L(M), N) −→ HomgrA(L(M), I(N))), tal que f 7→ f◦pM (resp. h 7→ eN◦h),

induz um isomorfismo de H(HomgrA(M, I(N))) (resp. H(HomgrA(L(M), N))) em ExtA(M,N).

Demonstração:

Segue direto do teorema B.4.1.

Q.E.D.

Corolário B.4.2. Sejam M e N A-módulos. temos que:

Ann(M) +Ann(N) ⊆ Ann(ExtA(N,M))

Demonstração:

Sejam (L(N), dL) e (I(M), dI) as resoluções canônicas projetiva e injetiva (respectivamente)

de N e M, respectivamente. Se f ∈ H(HomgrA(L(N),M)) e a ∈ Ann(M), então a(f) = af = 0.

Se ĝ ∈ H(HomgrA(N, I(M))) e b ∈ Ann(N), então b(ĝ) = b̂g = 0. Como

H(HomgrA(L(N),M)) ' ExtA(N,M) ' H(HomgrA(N, I(M)))

segue que Ann(M), Ann(N) ⊆ Ann(ExtA(N,M)).

Q.E.D.

Corolário B.4.3. Sejam M e N A-módulos. Se M é projetivo ou N é injetivo, então:

ExtnA(M,N) = 0

∀n > 0.

Demonstração:

Considere M (resp. N) como complexo à diferencial nula e seja (PM , fM ) (resp. (RN , fN )) a

resolução de M (resp. N), tal que PM = M (resp. RN = N) e fM (resp. fN ) restrito a PM0 = M

(resp. PN0 = N) é a identidade. Se M é projetivo ou N é injetivo, segue que PM é projetiva

ou RN é injetiva. Pelo corolário anterior, segue que ExtA(M,N) ' H(HomgrA(M,N)), mas

H(HomgrA(PM , RN )) = 0, ∀n 6= 0.
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Q.E.D.

Corolário B.4.4. Sejam {Cα}α∈A e {C ′β}β∈B duas famı́lias de A-módulos. Existe um isomor-

fismo: ∏
αβ

ExtA(Mα, Nβ) ' ExtA(
⊕
α

Mα,
∏
β

Nβ)

Demonstração:

O isomorfismo requerido segue da composição dos isomorfismos:

∏
αβ

ExtA(Mα, Nβ) '
∏
α

(
∏
β

ExtA(Mα, Nβ)) '
∏
α

(
∏
β

H(HomgrA(L(Mα), Nβ))) '

∏
α

(H(
∏
β

HomgrA(L(Mα), Nβ))) '
∏
α

(H(HomgrA(L(Mα),
∏
β

Nβ))) '

∏
α

ExtA(Mα,
∏
β

Nβ) '
∏
α

(H(HomgrA(Mα, I(
∏
β

Nβ)))) '

H(
∏
α

HomgrA(Mα, I(
∏
β

Nβ))) ' H(HomgrA(
⊕
α

Mα, I(
∏
β

Nβ)))

' ExtA(
⊕
α

Mα,
∏
β

Nβ)

Que são canônicos ou extensões a produto de isomorfismos já considerado.

Q.E.D.

Teorema B.4.2. Seja:

0 // M ′
u // M

v // M ′′ // 0

uma sequência exata de módulos e homomorfismos. Para todo A-módulo N, existe uma famı́lia de

homomorfismos que torna a sequência:

0 // Hom(M ′′, N)
ū // Hom(M,N)

v̄ // Hom(M ′, N) // Ext1A(M ′′, N) //

... // ExtnA(M ′′, N) // ExtnA(M,N) // ExtnA(M ′, N) // Extn+1
A (M ′′, N) // ...

exata.
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Demonstração:

Desde que I(N) é injetivo, segue da proposição B.4.4 que a sequência de morfismos e complexos:

0 // HomgrA(M ′′, I(N)) // HomgrA(M, I(N)) // HomgrA(M ′, I(N)) // 0

é exata.

Dessa forma, segue do corolário B.1.1, a existência da sequência exata:

... // Hn(Ĥ(M, I(N))) // Hn(Ĥ(M ′, I(N))) // Hn+1(Ĥ(M ′′, I(N))) // ...

onde Ĥ(C,C ′) = HomgrA(C,C ′). Assim sendo, defina a famı́lia de homomorfismos, de tal forma

que o diagrama:

... // Hn(Ĥ(M, I(N)))

��

// Hn(Ĥ(M ′, I(N)))

��

// Hn+1(Ĥ(M ′′, I(N)))

��

// ...

... // ExtnA(M,N) // ExtnA(M ′, N) // Extn+1
A (M ′′, N) // ...

onde as linhas verticais são dadas pelos isomorfismos definidos na proposição B.4.6, seja comu-

tativo. Como a primeira linha do diagrama acima é exata, segue do lema A.1.3 que a segunda

também é.

Falta demonstrar que com a identificação Ext0A(M ′′, N) = Hom(M ′′, N) (resp. Ext0A(M,N) =

Hom(M,N)), o homomorfismo definido acima entre Hom(M ′′, N) e Hom(M,N) é ṽ.

Sejam ψ tal homomorfismo e g ∈ Hom(M ′′, N). Temos que ∃f ∈ Z(HomgrA(L(M ′′), I(N)))

/g = (f)∗. Seja η o homomorfismo que faz o diagrama:

H0(HomgrA(M ′′, I(N)))
H(ṽ) //

H(p̃M′′ )

��

H0(HomgrA(M, I(N)))

H(p̃M )

��
Ext0A(M ′′, N) η

// Ext0A(M,N)

comutar. Temos que:

η(f̂) = H(p̃M ) ◦H(ṽ) ◦ (H(p̃M ′′))
−1(f̂)

onde f̂ denota a classe de f. Pela proposição B.2.3, existe um morfismo de complexos L(v), tal

que:

v ◦ pM = pM ′′ ◦ L(v)

Afirmação:O seguinte diagrama:

HomgrA(M ′′, I(N)))
ṽ //

p̃M′′

��

HomgrA(M, I(N))

p̃M

��
HomgrA(L(M ′′), I(N))

L̃(v)

// HomgrA(L(M), I(N))
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é comutativo.

De fato, temos que:

p̃M ◦ ṽ(h) = h ◦ v ◦ pM = h ◦ pM ′′ ◦ L(v) = L̃(v) ◦ p̃M ′′(h)

Dessa forma, temos que:

H(p̃M ◦ ṽ) = H(L̃(v) ◦ p̃M ′′)⇒ H(p̃M ) ◦H(ṽ) = H(L̃(v)) ◦H(p̃M ′′)⇒

H(L̃(v)) = H(p̃M ) ◦H(ṽ) ◦ (H(p̃M ′′))
−1

Assim sendo, temos que:

η(f̂) = H(L̃(v))(f̂) = ̂f ◦ L(v)

Por construção, ψ é o homomorfismo que faz o diagrama:

Ext0A(M ′′, N)

��

η // Ext0A(M,N)

��
Hom(M ′′, N)

ψ // Hom(M,N)

onde os homomorfismos verticais são dados por f̂ 7→ f∗, f∗ como na proposição B.4.5, comutar.

Temos que:

ψ(g) = ψ(f̂∗) = (η(f))∗ = (f ◦ L(v))∗

Observe que:

eN ◦ g ◦ v ◦ pM = eN ◦ g ◦ pM ′′ ◦ L(v) = f ◦ L(v) = eN ◦ (f ◦ L(v))∗ ◦ pM

Da sobrejetividade de pM e da injetividade de eN , segue que:

ψ(g) = (f ◦ L(v))∗ = g ◦ v = ṽ(g)⇒ ψ = ṽ

O caso ũ é totalmente análogo.

Q.E.D.

Teorema B.4.3. Seja:

0 // N ′
u // N

v // N ′′ // 0

uma sequência exata de módulos e homomorfismos. Para todo A-módulo M, existe uma famı́lia de

homomorfismos que torna a sequência:
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0 // Hom(M,N ′)
ū // Hom(M,N)

v̄ // Hom(M,N ′′) // Ext1A(M,N ′) //

... // ExtnA(M,N ′) // ExtnA(M,N) // ExtnA(M,N ′′) // Extn+1
A (M,N ′) // ...

exata.

Demonstração:

Desde que L(M) é projetivo, segue da proposição B.4.4 que a sequência de morfismos e com-

plexos:

0 // HomgrA(L(M), N ′) // HomgrA(L(M), N) // HomgrA(L(M), N ′′) // 0

é exata.

Dessa forma, segue do corolário B.1.1, a existência da sequência exata:

... // Hn(Ĥ(L(M), N)) // Hn(Ĥ(L(M), N ′′)) // Hn+1(Ĥ(L(M), N ′)) // ...

onde Ĥ(C,C ′) = HomgrA(C,C ′). Assim sendo, defina a famı́lia de homomorfismos, de tal forma

que o diagrama:

... // Hn(Ĥ(L(M), N))

��

// Hn(Ĥ(L(M), N ′′))

��

// Hn+1(Ĥ(L(M), N ′))

��

// ...

... // ExtnA(M,N) // ExtnA(M,N ′′) // Extn+1
A (M,N ′) // ...

onde as linhas verticais são dadas pelos isomorfismos definidos na proposição B.4.6, seja co-

mutativo. Como a primeira linha do diagrama acima é exata, segue do lema A.1.3 que a se-

gunda também é. Falta demonstrar que com a identificação Ext0A(M,N ′) = Hom(M,N ′) (resp.

Ext0A(M,N) = Hom(M,N)), o homomorfismo definido acima entre Hom(M,N ′) e Hom(M,N)

é ū.

Sejam ψ tal homomorfismo e g ∈ Hom(M,N ′). Temos que ∃f ∈ Z(HomgrA(L(M), I(N ′)))

/g = (f)∗. Seja η o homomorfismo que faz o diagrama:

H0(HomgrA(L(M), N ′))
H(ū) //

H(eN′ )

��

H0(HomgrA(L(M), N))

H(eN )

��
Ext0A(M,N ′) η

// Ext0A(M,N)

comutar. Temos que:

η(f̂) = H(eN ) ◦H(u) ◦ (H(eN ′))
−1(f̂)

onde f̂ denota a classe de f. Pela proposição B.2.4, existe um morfismo de complexos I(u), tal que:

eN ◦ u = I(u) ◦ eN ′
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Afirmação:O seguinte diagrama:

HomgrA(L(M), N ′))
ū //

eN′

��

HomgrA(L(M), N)

eN

��
HomgrA(L(M), I(N ′))

I(u)

// HomgrA(L(M), I(N))

é comutativo.

De fato, temos que:

eN ◦ u(r) = eN ◦ u ◦ r = I(u) ◦ eN ′ ◦ r = I(u) ◦ eN ′(r)

Dessa forma, segue que

H(eN ) ◦H(u) = H(eN ◦ u) = H(I(u) ◦ eN ′) = H(I(u)) ◦H(eN ′)⇒

H(I(u)) = H(eN ) ◦H(u) ◦ (H(eN ′))
−1

Assim sendo, temos que:

η(f̂) = H(I(u))(f̂) = ̂I(u) ◦ f

Por construção, ψ é o homomorfismo que faz o diagrama:

Ext0A(M,N ′)

��

η // Ext0A(M,N)

��
Hom(M,N ′)

ψ // Hom(M,N)

onde os homomorfismos verticais são dados por f̂ 7→ f∗, com f∗ como na proposição B.4.5,

comutativo. Assim sendo, temos que:

ψ(g) = ψ(f∗) = (η(f̂))∗ = (I(u) ◦ f)∗

Agora observe que:

eN ◦ u ◦ g ◦ pM = I(u) ◦ eN ′ ◦ g ◦ pM = I(u) ◦ f = eN ◦ (I(u) ◦ f)∗ ◦ pM

Da sobrejetividade de pM e da injetividade de eN , segue que:

ψ(g) = (I(u) ◦ f)∗ = u ◦ g = u(g)⇒ ψ = u

O caso v é totalmente análogo.

Q.E.D.
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Corolário B.4.5. Sejam M e N A-módulos. Se Ext1A(M,N) = 0, então para toda sequência

exata:

0 // M ′
u // M ′′

v // M // 0

de A-módulos e homomorfismos, a sequência:

0 // Hom(M,N)
ṽ // Hom(M ′, N)

ũ // Hom(M ′′, N) // 0

é exata. E para toda sequência exata:

0 // N
u // N ′′

v // N ′ // 0

de A-módulos e homomorfismos, a sequência:

0 // Hom(M,N)
ū // Hom(M,N ′′)

v̄ // Hom(M,N ′) // 0

é exata.

Demonstração:

Consequência direta dos teoremas B.4.2 e B.4.3.

Q.E.D.

Corolário B.4.6. Seja M um A-módulo. Se Ext1A(M,N) = 0 para todo A-módulo N, então M é

projetivo.

Demonstração:

Imediato a partir do corolário B.4.5.

Q.E.D.

Corolário B.4.7. Seja N um A-módulo. Se Ext1A(M,N) = 0 para todo A-módulo M, então N é

injetivo.

Demonstração:

Imediato a partir do corolário B.4.5.

Q.E.D.

Corolário B.4.8. Seja:

0 // N // Rn // Rn−1
// ... // R1

// M // 0
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uma sequência exata de A-módulos e homomorfismos. Se Ri, 1 6 i 6 n, é injetivo (resp. projetivo),

então para todo A-módulo P, temos:

ExtmA (P,M) ' Extm+n
A (P,N)

(resp. ExtmA (N,P ) ' Extm+n
A (M,P )), ∀m > 1.

Demonstração:

Façamos indução sobre n. Supondo n = 1, temos a seguinte sequência exata:

0 // N // R1
// M // 0

do teorema B.4.3 (resp. teorema B.4.2), segue que a sequência:

0 // Hom(P,N) // Hom(P,R1) // Hom(P,M) // Ext1A(P,N) //

... // ExtmA (P,R1) // ExtmA (P,M) // Extm+1
A (P,N) // Extm+1

A (P,R1) // ...

(B.11)

(resp.

0 // Hom(M,P ) // Hom(R1, P ) // Hom(N,P ) // Ext1A(M,P ) //

... // ExtmA (R1, P ) // ExtmA (N,P ) // Extm+1
A (M,P ) // Extm+1

A (R1, P ) // ...

(B.12)

) também é exata. Onde os homomorfismos que não aparecem no diagrama acima, são dados por

tal teorema. Como R1 é injetivo (resp. projetivo), segue do corolário B.4.3, que ExtmA (P,R1) = 0

(resp. ExtmA (R1, P ) = 0), ∀m > 0. Conclúımos da sequência B.11 (resp.sequência B.12) que

ExtmA (P,M) ' Extm+1
A (P,N) (resp. ExtmA (N,P ) ' Extm+1

A (M,P )), ∀m ≥ 1. Suponha que o

resultado é válido para n > 1, e seja:

0 // N // Rn+1
fn+1 // Rn // Rn−1

// ... // R1
// M // 0

uma sequência exata, tal que Ri é injetivo (resp. projetivo) para todo i, 1 6 i 6 n + 1. ”Quebre-

mos”tal sequência nas duas seguintes:

0 // N // Rn+1
// im(fn+1) // 0

e

0 // im(fn+1)
fn+1 // Rn // Rn−1

// ... // R1
// M // 0
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que são também exatas. Da primeira dessa duas sequências e da parte inicial do argumento, temos

que Extm+n+1
A (P,N) ' Extm+n

A (P, im(fn+1)) (resp. ExtmA (N,P ) ' Extm+1
A (im(fn+1), P )), ∀P e

∀m ≥ 1. Da segunda e da hipótese de indução, conclúımos que ExtmA (P,M) ' Extm+n
A (P, im(fn+1))

(resp. Extm+1+n
A (M,P ) ' Extm+1

A (im(fn+1), P )), ∀P e ∀m ≥ 1. Compondo esses dois isomor-

fismos, segue o resultado.

Q.E.D.

Corolário B.4.9. Seja:

0 // N // Rn // Rn−1
// ... // R1

// M // 0

uma sequência exata de A-módulos e homomorfismos. Suponha que cada Ri, 1 6 i 6 n, é injetivo.

Se N é injetivo, então M também é.

Demonstração:

Se N é injetivo, segue do corolário B.4.3 que Extn+1
A (P,N) = 0, ∀P . Assim sendo, temos pelo

corolário B.4.8 que Ext1A(P,M) = 0. O resultado segue do corolário B.4.7.

Q.E.D.

Corolário B.4.10. Seja:

0 // N // Rn // Rn−1
// ... // R1

// M // 0

uma sequência exata de A-módulos e homomorfismos. Suponha que cada Ri, 1 6 i 6 n, é projetivo.

Se M é projetivo,então N também é.

Demonstração:

Se M é projetivo, segue do corolário B.4.3 que Extn+1
A (M,P ) = 0, ∀P . Assim sendo, temos

pelo corolário B.4.8 que Ext1A(N,P ) = 0. O resultado segue do corolário B.4.6.

Q.E.D.

Proposição B.4.7. Sejam A um anel noetheriano e M um A-módulo finitamente gerado. Para

todo A-módulo N, finitamente gerado os A-módulos ExtnA(M,N) são noetherianos.

Demonstração:

Pela observação feita ao teorema B.2.1, existe uma resolução:

... d2 // R1
d1 // R0

p // M // 0

de M, tal que cada Ri, i ≥ 0, é livre e finitamente gerado. Pelo corolário B.4.1 temos que

ExtnA(M,N) ' Hn(HomgrA(R,N)), onde estamos considerando (N, 1N ) uma resolução de N.
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Afirmação: Hom(Rn, N) é finitamente gerado para todo n.

De fato, sejam {ein}ri=1 uma base de Rn e {xj}sj=1 um sistema de geradores de N. Defina o

homomorfismo:

fnij : Rn −→ N

tal que fnij(

r∑
i=1

ainein) = ainxj. Observe que fnij está bem definida, pois:

r∑
i=1

ainein =

r∑
i=1

binein ⇒ ain = bin,∀i⇒ ainxj = binxj

claramente os fnij’s são homomorfismos. Seja agora, fn ∈ Hom(Rn, N). Temos que:

fn(

r∑
i=1

ainein) =

r∑
i=1

ainf
n(ein)

Se fn(ein) =

s∑
j=1

bnijxj, então:

fn(

r∑
i=1

ainein) =
∑
i,j

bnijainxj =
∑
i,j

bnijf
n
ij(

r∑
i=1

ainein)⇒ fn =
∑
i,j

bnijf
n
ij

Desde que, HomgrnA(R,N) ' Hom(Rn, N), segue que HomgrnA(R,N) é finitamente gerado e

com maior razão Hn(HomgrA(R,N)). Assim sendo, ExtnA(M,N) é finitamente gerado. Como A

é noetheriano, segue o resultado.

Q.E.D.
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Apêndice C

Álgebra Exterior

C.1 Álgebras

Definição C.1.1. Sejam M um A-módulo e f : M ×M −→M uma aplicação A-bilinear, ou seja,

A-linear em cada coordenada. Ao par (M,f) chamamos de A-álgebra.

No que segue, denotaremos f(x, y) simplesmente por x.y(com ponto para diferenciar pela mul-

tiplicação por escalar) e diremos que tal elemento é a multiplicação de x por y. Uma A-álgebra

é associativa, comutativa ou unitária, conforme sua multiplicação for comutativa, associativa, ou

possuir um elemento neutro, respectivamente.

Exemplo C.1.1. Se A e B são dois anéis comutativos e f um homomorfismo entre eles, então se

definirmos ab = f(a)b, a ∈ A, b ∈ B e por multiplicação a própria do anel B, teremos sobre B uma

estrutura de A-álgebra associativa, comutativa e unitária. Reciprocamente, dada uma A-álgebra B,

associativa, comutativa e unitária a aplicação a 7→ a1B, define um homomorfismo entre os anéis

A e B.

Proposição C.1.1. Sejam E uma A-álgebra e {xi}i∈I uma famı́lia de geradores do A-módulo E.

Temos que:

i) E é uma A-álgebra associativa, se, e somente se, xi.(xj .xk) = (xi.xj).xk, ∀(i, j, k) ∈ I×I×I.

ii) E é uma A-álgebra comutativa, se, e somente se, xi.xj = xj .xi, ∀(i, j) ∈ I × I.

iii) E é uma A-álgebra unitária, se, e somente se, ∃e ∈ E, tal que e.xi = xi.e = xi, ∀i ∈ I.

Demonstração:

Desde que a ida das três afirmações são triviais, demonstraremos apenas a volta. Sejam y, z, t ∈
E e escrevamos t =

∑
i∈I

aixi,y =
∑
j∈I

bjxj e z =
∑
k∈I

ckxk, ai, bj , ck ∈ A. Temos que:

i)
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t.(y.z) = t.(y.(
∑
k∈I

ckxk)) = t.(
∑
k∈I

cky.xk) =
∑
k∈I

ckt.(y.xk) =
∑
k∈I

ckt.((
∑
j∈I

bjxj).xk) =

∑
k∈I

ckt.(
∑
j∈I

bjxj .xk) =
∑
k∈I

∑
j∈I

ckbjt.(xj .xk) =
∑
k∈I

∑
j∈I

ckbj(
∑
i∈I

aixi).(xj .xk) =

∑
k∈I

∑
j∈I

∑
i∈I

ckbjaixi.(xj .xk) =
∑
k∈I

∑
j∈I

∑
i∈I

ckbjai(xi.xj).xk =
∑
k∈I

∑
j∈I

ckbj(
∑
i∈I

aixi.xj).xk =

∑
k∈I

∑
j∈I

ckbj((
∑
i∈I

aixi).xj).xk =
∑
k∈I

∑
j∈I

ckbj(t.xj).xk =
∑
k∈I

ck(
∑
j∈I

bjt.xj).xk =

∑
k∈I

ck(t.(
∑
j∈I

bjxj)).xk =
∑
k∈I

ck(t.y).xk = (t.y).(
∑
k∈I

ckxk) = (t.y).z

Onde acima, utilizamos fortemente a bilinearidade do produto.

ii)

y.z = (
∑
j∈I

bjxj).z =
∑
j∈I

bjxj .z =
∑
j∈I

bjxj .(
∑
k∈I

ckxk) =
∑
j∈I

∑
k∈I

bjckxj .xk =

∑
j∈I

∑
k∈I

bjckxk.xj =
∑
j∈I

bj(
∑
k∈I

ckxk).xj =
∑
j∈I

bjz.xj = z.(
∑
j∈I

bjxj) = z.y

iii)

e.y = e.(
∑
j∈I

bjxj) =
∑
j∈I

bje.xj =
∑
j∈I

bjxj = y

e

y.e = (
∑
j∈I

bjxj).e =
∑
j∈I

bjxj .e =
∑
j∈I

bjxj = y

Q.E.D.

Exemplo C.1.2. Sejam M e N A-álgebras, definiremos uma estrutura de A-álgebra sobre o produto

tensorial de M por N. Para isso defina a aplicação:

η : M ×N −→ L2(M,N ;M ⊗A N)
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tal que η(x, y)(t, z) = (x.t) ⊗ (y.z), onde estamos denotando por Ln(H1, ...,Hn;R) o módulo das

aplicações n-lineares de H1 × ... ×Hn em R, sendo H1, ...,Hn, R A-módulos. Claramente η está

bem definida e é A-bilinear. Portanto, podemos definir uma aplicação A-linear:

ψ : M ⊗A N −→ L2(M,N ;M ⊗A N)

tal que ψ(x ⊗ y)(t, z) = (x.t) ⊗ (y.z). Uma vez que ψ(x ⊗ y) é A-bilinear ∀x ∈ M e ∀y ∈ N ,

podemos definir para todo x⊗ y ∈M ⊗A N uma aplicação A-linear ϕ(x⊗ y) que faz o diagrama:

M ×N
ψ(x⊗y)//

ζ

��

M ⊗A N

M ⊗A N
ϕ(x⊗y)

88qqqqqqqqqq

onde ζ é a aplicação canônica, comutar. Assim sendo, podemos definir a aplicação:

β : (M ⊗A N)× (M ⊗A N) −→M ⊗A N

tal que β(x ⊗ y, t ⊗ z) = ϕ(x ⊗ y)(t ⊗ z) = (x.t) ⊗ (y.z). β é A-bilinear, pois a linearidade da

primeira coordenada segue do fato de ψ ser A-linear e do diagrama acima, enquanto a linearidade

da segunda segue do fato de ϕ(x⊗ y) ser A-linear para todo x⊗ y ∈M ⊗A N e da linearidade da

primeira coordenada. Se M1, ...,Mn são A-álgebras, definiremos uma estrutura de A-álgebra sobre

seu produto tensorial M1 ⊗A ...⊗AMn, como segue:

Defina por indução a estrutura de A-álgebra em ((Mi ⊗AM2)⊗A ...⊗AMn−1)⊗AMn e então

defina sobre M1⊗A...⊗AMn (resp. (M1⊗AM2)⊗A(M3⊗AM4)⊗A...(Mn−1⊗AMn), (M1⊗AM2)⊗A
M3⊗AM4⊗A ...Mn−1⊗AMn, etc.) a estrutura de A-álgebra que torna o isomorfismo de A-módulos

((Mi⊗AM2)⊗A ...⊗AMn−1)⊗AMn 'M1⊗A ...⊗AMn (resp. ((Mi⊗AM2)⊗A ...⊗AMn−1)⊗AMn '
(M1 ⊗A M2) ⊗A (M3 ⊗A M4) ⊗A ...(Mn−1 ⊗A Mn), ((Mi ⊗A M2) ⊗A ... ⊗A Mn−1) ⊗A Mn '
(M1⊗AM2)⊗AM3⊗AM4⊗A ...Mn−1⊗AMn, etc.) em isomorfismo de A-álgebras, tal estrutura é

dada por (x1⊗ ...⊗xn).(y1⊗ ...⊗yn) = (x1.y1)⊗ ...⊗ (xn.yn). A A-álgebra M1⊗A ...⊗AMn (resp.

(M1⊗AM2)⊗A (M3⊗AM4)⊗A ...(Mn−1⊗AMn), (M1⊗AM2)⊗AM3⊗AM4⊗A ...Mn−1⊗AMn,

etc.) é chamada produto tensorial das A-álgebras M1,M2, ...,Mn. Se cada uma das A-álgebras

M1,M2, ...,Mn é associativa (resp. comutativa, unitária) então seu produto tensorial M1⊗A ...⊗A
Mn é (claramente) uma A-álgebra associativa (resp. comutativa, unitária).

Definição C.1.2. Sejam E uma A-álgebra e E′ ⊆ E um submódulo. Se E′ é fechado sobre a

multiplicação de E, então a restrição do produto de E a E′ × E′, junto com a estrutura de A-

módulo de E′ definem uma estrutura de A-álgebra sobre E′ e dessa forma, dizemos que E′ é uma

subálgebra de E.
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É fácil ver que a intersecção de subálgebras de E é uma subálgebra de E. Assim sendo, a

intersecção das subálgebras de E que contém um determinado subconjunto Y ⊆ E é claramente a

menor subálgebra de E que contém Y e esta é dita ser gerada por Y.

Definição C.1.3. Seja E′′ um submódulo da A-álgebra E, tal que ∀(x, y) ∈ E′′×E, temos yx ∈ E′′

(resp. xy ∈ E′′) dizemos que E′′ é um ideal à esquerda (resp. à direita) de E. Se E′′ é um ideal à

esquerda e à direita de E, então dizemos que E′′ é um ideal bilateral de E.

Observe que se a A-álgebra E é comutativa, então as três noções coincidem. Além do mais,

se {aα}α∈H é uma famı́lia de ideais à esquerda (resp. à direita, bilaterais) da A-álgebra E, então⋂
α∈H

aα é um ideal à esquerda (resp. à direita, bilateral) de E. Tomando a famı́lia {aα}α∈H como

sendo a famı́lia dos ideais à esquerda (resp. à direita, bilateral) de E que contém um determinado

subconjunto Y ⊆ E, fica claro que
⋂
α∈H

aα é o menor ideal à esquerda (resp. à direita, bilateral)

que contém Y e dizemos que
⋂
α∈H

aα é o ideal à esquerda (resp. à direita, bilateral) de E gerado

por Y.

Proposição C.1.2. Sejam E uma A-álgebra e a um ideal bilateral de E. O A-módulo E
a admite

uma estrutura canônica de A-álgebra .

Demonstração:

Sejam x ≡ x′mod(a) e y ≡ y′mod(a). Temos que:

x− x′ ∈ a⇒ (x− x′).y ∈ a⇒ x.y − x′.y ∈ a

Por outro lado,

y − y′ ∈ a⇒ x′.(y − y′) ∈ a⇒ x′.y − x′y′ ∈ a

Dessa forma, temos:

x.y − x′.y′ = x.y + x′.y − x′.y − x′.y′ = (x.y − x′.y) + (x′.y − x′.y′) ∈ a⇒ x.y ≡ x′.y′mod(a)

Q.E.D.

Definição C.1.4. Sejam E e F duas A-álgebras e h : E −→ F um homomorfismo de A-módulos.

Dizemos que h é um homomorfismo de A-álgebras se para todo (x, y) ∈ E, temos:

h(x.y) = h(x).h(y)

h é dito um isomorfismo de A-álgebras se, além disso, é bijetivo. Se E e F são unitárias, h é dito

um homomorfismo de A-álgebras unitárias se for um homomorfismo de A-álgebras e h(eE) = eF ,

onde eE e eF denotam as identidades de E e F, respectivamente.
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Proposição C.1.3. Seja h : E −→ F um homomorfismo de A-álgebras. Temos que:

i) im(h) é uma subálgebra de F.

ii) Ker(h) = h−1(0) é um ideal bilateral de E.

iii) h induz um isomorfismo h̄ : E
Ker(h) −→ im(E) de A-álgebras.

Demonstração:

i)

Desde que im(h) é um submódulo de F, é suficiente demonstrar que é fechado pelo produto.

Sejam y, z ∈ im(h), temos que existem x, t ∈ E, tais que y = h(x) e z = h(t). Dessa forma, segue

que yz ∈ h(x).h(t) = h(x.t) ∈ im(h).

ii)

Sejam x ∈ Ker(h) e y ∈ E. Temos que f(xy) = f(x).f(y) = 0.f(y) = 0, pois 0.z = (0 + 0).z =

0.z + 0.z ⇒ 0.z = 0 e f(y.x) = f(y).f(x) = f(y).0 = 0 (analogamente, se demonstra que em uma

A-álgebra z.0 = 0, para todo z).

iii)

Considerando h̄ como sendo o homomorfismo induzido por h no sentido de A-módulos, é sufi-

ciente demonstrar que h̄ é um homomorfismo de A-álgebras. Se x̄, ȳ ∈ E
Ker(h) , então:

h̄(x̄.ȳ) = h̄(x.y) = h(x.y) = h(x).h(y) = h̄(x̄).h̄(ȳ)

Q.E.D.

Proposição C.1.4. Seja E um A-módulo livre, que tenha uma base indexada num conjunto I.

Dar uma estrutura de A-álgebra a E é equivalente a dar uma famı́lia {γijk }(i,j,k)∈I3 de elementos

de A, tal que a famı́lia {γijk }k∈I tem suporte finito para todo par (i, j) em I × I.

Demonstração:

Suponha que definimos uma estrutura de A-álgebra sobre E. Seja {ei}i∈I uma base de E. Para

cada par (i, j) ∈ I × I, escrevamos ei.ej =
∑
k∈K

γijk ek. Claramente a famı́lia {γijk }(i,j,k)∈I3 satisfaz

as hipóteses. Reciprocamente, sejam y, z ∈ E. Escrevamos y =
∑
i∈I

aiei e z =
∑
j∈I

bjej. Defina

y.z =
∑
k∈I

∑
i∈I

∑
j∈I

aibjγ
ij
k ek. Observe que tal função está bem definida, pois se y′ =

∑
i∈I

a′iei = y e

z′ =
∑
j∈I

b′jej = z, então:

∑
i∈I

aiei =
∑
i∈I

a′iei ⇒ ai = a′i,∀ ∈ I

e

∑
j∈I

bjej =
∑
j∈I

b′jej ⇒ bj = b′j ,∀j ∈ I
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Dessa forma, temos que:

aibjγ
ij
k = a′ib

′
jγ
ij
k ,∀(i, j, k) ∈ I3 ⇒ y.z =

∑
k∈I

∑
i∈I

∑
j∈I

aibjγ
ij
k ek =

∑
k∈I

∑
i∈I

∑
j∈I

a′ib
′
jγ
ij
k ek = y′.z′

Mostremos, por exemplo, que tal aplicação é A-linear na segunda coordenada. Sejam z′ =∑
j∈I

b′jej e c ∈ A. Temos que

y.(z + cz′) =
∑
k∈I

∑
i∈I

∑
j∈I

ai(bj + cb′j)γ
ij
k ek =

∑
k∈I

∑
i∈I

∑
j∈I

aibjγ
ij
k ek +

∑
k∈I

∑
i∈I

∑
j∈I

caib
′
jγ
ij
k ek =

∑
k∈I

∑
i∈I

∑
j∈I

aibjγ
ij
k ek + c

∑
k∈I

∑
i∈I

∑
j∈I

aib
′
jγ
ij
k ek = y.z + cy.z′

Q.E.D.

Proposição C.1.5. Sejam E uma A-módulo livre e {γijk }(i,j,k)∈I3 uma famı́lia de elementos de

A, que define uma estrutura de A-álgebra sobre E. Temos que:

i) A A-álgebra E é associativa, se, e somente se, para cada terna (i, j, s) ∈ I3, verifica-se a

igualdade
∑
k∈I

∑
r∈I

γikr γ
js
k =

∑
k∈I

∑
r∈I

γijk γ
ks
r .

ii) A A-álgebra E é comutativa, se, e somente se, para cada terna (i, j, k) ∈ I3, verifica-se a

igualdade γijk = γjik .

iii) A A-álgebra E é unitária, se, e somente se, existe uma famı́lia {ai}i∈I de elementos de A,

de suporte finito, tal que para cada par (j, k) ∈ I2 seguem as igualdades:

∑
i∈I

aiγ
ij
k = δjk

e

∑
i∈I

aiγ
ji
k = δjk

onde δii = 1 e δij = 0, se i 6= j.

Demonstração:

Seja {ei}i∈I uma base de E. Temos que ei =
∑
k∈I

δikek, ∀i ∈ I. Pela proposição C.1.4, temos

que ei.ej =
∑
k∈I

∑
s∈I

∑
r∈I

δisδjrγ
rs
k ek =

∑
k∈K

γijk ek. Assim sendo, temos:

i)
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(ei.ej).es = (
∑
k∈K

γijk ek).es =
∑
k∈K

γijk ek.es =
∑
k∈I

∑
r∈I

γijk γ
ks
r er

e

ei.(ej .es) = ei.(
∑
k∈I

γjsk ek) =
∑
k∈I

γjsk ei.ek =
∑
k∈I

∑
r∈I

γikr γ
js
k er

Pela proposição C.1.1, temos que E é associativa, se, e somente se, (ei.ej).es = ei.(ej .es),

∀(i, j, s) ∈ I3, ou seja,
∑
k∈I

∑
r∈I

γikr γ
js
k =

∑
k∈I

∑
r∈I

γijk γ
ks
r , ∀(i, j, s) ∈ I3.

ii) Segue direto da proposição C.1.1, observando que ei.ej =
∑
k∈K

γijk ek, ∀(i, j) ∈ I × I.

iii) Pela proposição C.1.1, existe e ∈ E, tal que e.ej = ej .e = ej, ∀j ∈ I. Escrevamos

e =
∑
i∈I

aiei. Temos que:

e.ej = ej ⇒ (
∑
i∈I

aiei).ej = ej ⇒
∑
i∈I

aiei.ej = ej ⇒
∑
k∈I

∑
i∈I

aiγ
ij
k ek =

∑
k∈I

δjkek ⇒

∑
i∈I

aiγ
ij
k = δjk,∀(j, k) ∈ I × I

ej .e = ej ⇒ ej .(
∑
i∈I

aiei) = ej ⇒
∑
i∈I

aiej .ei = ej ⇒
∑
k∈I

∑
i∈I

aiγ
ji
k ek =

∑
k∈I

δjkek ⇒

∑
i∈I

aiγ
ji
k = δjk,∀(j, k) ∈ I × I

Reciprocamente, seja {ai}i∈I como na hipótese. Defina e =
∑
i∈I

aiei. Temos que:

e.ej = (
∑
i∈I

aiei).ej =
∑
i∈I

aiei.ej =
∑
k∈I

∑
i∈I

aiγ
ij
k ek =

∑
k∈I

δjkek = ej

ej .e = ej .(
∑
i∈I

aiei) =
∑
i∈I

aiej .ei =
∑
k∈I

∑
i∈I

aiγ
ji
k ek =

∑
k∈I

δjkek = ej

O resultado segue da proposição C.1.1.

Q.E.D.
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Sejam I um conjunto, N(I) = {f ∈ NI/#Sup(f) = #Sup({f(i)}i∈I) < ∞} e A uma anel

(comutativo). Para cada (f, g, h) ∈ N(I) × N(I) × N(I), defina γfgh = δh,f+g ∈ A, onde δff = 1 e

δfg = 0, se f 6= g. Pela proposição C.1.4, {γfgh }(j,g,h)∈[N(I)]3 define uma estrutura de A-álgebra

sobre A(N(I)), essa estrutura atua da seguinte forma Xf .Xg = Xf+g, onde Xf = jf (1), sendo

jf : A −→ A(N(I)) a injeção canônica. No que segue, denotaremos por A[(Xi)i∈I ] à A-álgebra

definida pelo A-módulo A(N(I)) e o produto acima, a chamaremos álgebra polinomial em #I inde-

terminadas. Os elementos Xf da base de A[(Xi)i∈I ] serão ditos monômios.

Proposição C.1.6. Sejam A um anel e A[(Xi)i∈I ] a A-álgebra polinomial em #I indeterminadas.

A[(Xi)i∈I ] é uma A-álgebra associativa, comutativa e unitária.

Demonstração:

Temos que

Xf .(Xg.Xh) = Xf .Xg+h = Xf+(g+h) = X(f+g)+h = Xf+g.Xh = (Xf .Xg).Xh

Xf .Xg = Xf+g = Xg+f = Xg.Xf

Se 0 denota a aplicação identicamente nula, então:

X0.Xf = X0+f = Xf

e

Xf .X0 = Xf+0 = Xf

O resultado segue da proposição C.1.1.

Q.E.D.

Desde que X0 é um elemento livre, existe um isomorfismo entre os A-módulos A e AX0,

tal que a 7→ aX0. Com o produto definido sobre A[(Xi)i∈I ], fica claro que este é também um

isomorfismo de anéis. No que segue, identificaremos A com AX0 por meio do isomorfismo acima.

Seja i ∈ I, defina hi : I −→ N, tal que hi(i) = 1 e hi(j) = 0, se i 6= j. Se f ∈ N(I), observe que

f =
∑
i∈I

f(i)hi. Dessa forma, temos que Xf = X

(

∑
i∈I

f(i)hi)

=
∏
i∈I

Xf(i)hi , onde o produto (resp.

a soma) é calculado sobre o suporte de f. Assim sendo, todo monômio é escrito como produto dos
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monômios Xi = Xhi . Assim sendo, se p((Xi)i∈I) ∈ A[(Xi)i∈I ], então p((Xi)i∈I) =
∑
f∈N(I)

afX
f =∑

f∈N(I)

af
∏
i∈I

X
f(i)
i , com af ∈ A.

Sejam E uma A-álgebra associativa, comutativa e unitária e e ∈ E. Desde que E é um A-

módulo, segue que existe um homomorfismo ϕ entre o A-módulo A(N) e E, tal que jn(1) 7→ en,

sendo jn : A −→ A(N) a n-ésima injeção canônica. Considere a estrutura de A-álgebra sobre A(N)

dada por γnmk = δk,n+m ∈ A, onde δkk = 1 e δjk = 0, se j 6= k. Com essa estrutura de A-álgebra,

A(N) é denotado por A[X] e jn(1) por Xn. Assim sendo, ϕ é um homomorfismo de A-álgebras.

De fato,

ϕ((
∑
n∈N

anX
n).(

∑
m∈N

bmX
m)) = ϕ(

∑
n∈N

∑
m∈N

anbmX
n.Xm) =

∑
n∈N

∑
m∈N

anbmϕ(Xn.Xm) =

∑
n∈N

∑
m∈N

anbmϕ(Xn+m) =
∑
n∈N

∑
m∈N

anbme
n+m = (

∑
n∈N

ane
n).(

∑
m∈N

bme
m) =

ϕ(
∑
n∈N

anX
n).ϕ(

∑
m∈N

bmX
m)

O homomorfismo ϕ é dito ser associado ao elemento e.

Proposição C.1.7. Sejam E uma A-álgebra associativa, comutativa e unitária e {ei}i∈I uma

famı́lia de elementos de E. Se ϕi : A[X] −→ E denota o homomorfismo de A-álgebra associado ao

elemento ei e ψi : A[X] −→ A[(Xi)i∈I ] o associado a Xi, então existe um único homomorfismo de

A-álgebras η, que faz o diagrama:

A[X]
ϕi //

ψi

��

E

A[(Xi)i∈I ]

η

::vvvvvvvvvv

comutativo.

Demonstração:

Considere a famı́lia {
∏
i∈I

e
f(i)
i }f∈N(I) . Observe que como E é associativo, comutativo e unitário,

tal famı́lia está bem definida. Uma vez que E é um A-módulo, segue que existe um homomorfismo

η entre os A-módulos A(N(I)) e E, tal que η(Xf ) =
∏
i∈I

e
f(i)
i . Se f, g ∈ N(I), então:

η(Xf .Xg) = η(Xf+g) =
∏
i∈I

e
(f+g)(i)
i =

∏
i∈I

e
f(i)+g(i)
i = (

∏
i∈I

e
f(i)
i ).(

∏
i∈I

e
g(i)
i ) = η(Xf ).η(Xg)
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A penúltima igualdade seguindo do fato do produto de E ser comutativo e associativo. O fato

de η ser um homomorfismo de A-álgebras, segue de sua A-linearidade. Temos ainda que:

η ◦ ψi(X) = η(Xi) =
∏
i∈I

e
hi(i)
i = ei = ϕi(X)

onde hi : I −→ N é a função tal que hi(i) = 1 e hi(j) = 0, se i 6= j. O resultado segue da

A-linearidade das aplicações consideradas. Seja η′ outro homomorfismo de A-álgebras que faz tal

diagrama comutar. Temos que:

η′(Xi) = η′ ◦ ψi(X) = ϕi(X) = η ◦ ψi(X) = η(Xi)

Como todo elemento de A[(Xi)i∈I ] é uma combinação linear de produtos dos Xi’s com coefi-

cientes de A, segue o resultado.

Q.E.D.

Corolário C.1.1. Sejam I, J conjuntos. As A-álgebras (A[(Xi)i∈I ])[(Xj)j∈J ] e A[(Xi)i∈I∪J ],

onde a união I ∪ J é disjunta (se não é o caso, basta trocar I por I × {1} e J por J × {2}), são

isomorfas.

Demonstração:

Seja:

(A[(Xi)i∈I ])[X]
ϕj // A[(Xi)i∈I∪J ]

o homomorfismo associado ao elemento Xj, com j ∈ J . Pela proposição C.1.7 existe um homo-

morfismo de A-álgebras η tal que o diagrama:

(A[(Xi)i∈I ])[X]
ϕj //

ψj

��

A[(Xi)i∈I∪J ]

(A[(Xi)i∈I ])[(Xj)j∈J ]

η

55kkkkkkkkkkkkkk

onde ψj é o homomorfismo de A-álgebras associados a Xj, é comutativo. Sejam f ∈ N(I∪J), f1 a re-

strição de f a I e f2 a restrição de f a J . Temos que Xf = η(Xf1 .Xf2), como {Xf}f∈N(I∪J) geram o

A-módulo A[(Xi)i∈I∪J ], segue que η é sobrejetivo. Além do mais, se η(
∑
g∈N(J)

(
∑
f∈N(I)

bfgX
f ).Xg) =

0, então:
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∑
g∈N(J)

∑
f∈N(I)

bfgη(Xf .Xg) = 0⇒
∑

h∈N(I∪J)

bhX
h = 0⇒ bh = 0,∀h ∈ N(I∪J) ⇒

bfg = 0,∀(f, g) ∈ N(I) × N(J) ⇒
∑
g∈N(J)

(
∑
f∈N(I)

bfgX
f ).Xg = 0

onde h é a única aplicação de I ∪ J em N tal que h restrito a I é f e h restrito a J é g e bh = bfg.

Q.E.D.

Corolário C.1.2. Toda A-álgebra associativa, comutativa e unitária é isomorfa ao quociente de

alguma álgebra polinomial.

Demonstração:

Basta considerar na proposição C.1.7 a famı́lia {x}x∈E e observar que o homomorfismo η é

sobrejetivo.

Q.E.D.

Definição C.1.5. Sejam E uma A-álgebra associativa, comutativa e unitária e {ei}i∈I uma famı́lia

de elementos de E. Se o homomorfismo η da proposição C.1.7 é sobrejetivo, dizemos que a famı́lia

{ei}i∈I é uma famı́lia geradora da A-álgebra E e ao ideal bilateral Ker(η) chamamos ideal dos rela-

tores de E. Se o homomorfismo η é injetivo, então dizemos que a famı́lia {ei}i∈I é algebricamente

independente.

Definição C.1.6. Sejam ∆ um monóide comutativo e E uma A-álgebra que com sua estrutura

de A-módulo é um A-módulo graduado sobre um anel graduado A =
⊕
δ∈∆

Aδ. Se {Eδ}δ∈∆ é a

graduação do A-módulo E, então dizemos que tal graduação é compat́ıvel com a estrutura de A-

álgebra de E se para todo par (δ, λ) ∈ ∆×∆, temos:

Eδ.Eλ ⊆ Eδ+λ

Ao par (E, {Eδ}δ∈∆) (ou simplesmente E, se nenhuma confusão puder ser causada) chamamos de

A-álgebra graduada. Diremos que uma A-álgebra unitária E é uma A-álgebra graduada unitária,

se E é uma A-álgebra graduada e seu elemento neutro (da multiplicação) é de grau zero.

Exemplo C.1.3. Sejam I um conjunto e A um anel comutativo. A A-álgebra polinomial A[(Xi)i∈I ]

em #I indeterminadas, com a graduação {En}n∈N, tal que En =< {Xf ∈ A[(Xi)i∈I ]/
∑
i∈I

f(i) =

n} > (o śımbolo < a > denotará o submódulo gerado pelo conjunto a), é uma A-álgebra graduada

unitária.
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Proposição C.1.8. Sejam E uma A-álgebra graduada de tipo ∆ e F uma subálgebra de E que é

um submódulo graduado. A graduação {F ∩Eδ}δ∈∆ é compat́ıvel com a estrutura de A-álgebra de

F.

Demonstração:

Sejam xδ ∈ F ∩ Eδ, yµ ∈ F ∩ Eµ. Desde que F é uma subálgebra de E, segue que xδ.yµ ∈ F .

Além do mais, uma vez que E é uma A-álgebra graduada, temos que xδ.yµ ∈ Eδ+µ.

Q.E.D.

Definição C.1.7. Sejam E uma A-álgebra graduada e F como na proposição C.1.8, então dizemos

que F é uma subálgebra graduada de E.

Proposição C.1.9. Seja E uma A-álgebra graduada, com graduação {Eδ}δ∈∆. Um submódulo

graduado a =
⊕
δ∈∆

aδ de E é um ideal à esquerda (resp. à direita) se, e somente se, Eδ.aµ ⊆ aδ+µ

(resp. aµ.Eδ ⊆ aδ+µ), ∀(δ, µ) ∈ ∆×∆.

Demonstração:

Sejam yδ ∈ Eδ e xµ ∈ aµ ⊆ a. Desde que a é um ideal à esquerda (resp. à direita) de E, segue

que yδ.xµ ∈ a (resp. xµ.yδ ∈ a). Como yδ.xµ (resp. xµ.yδ) é homogêneo de grau δ + µ, segue que

yδ.xµ ∈ aδ+µ (resp. xµ.yδ ∈ aδ+µ).

Reciprocamente, seja y ∈ E e x ∈ a. Decomponhamos x e y em soma de elementos ho-

mogêneos, x =
∑
µ∈∆

xµ e y =
∑
δ∈∆

yδ. Temos que y.x = (
∑
δ∈∆

yδ).x =
∑
δ∈∆

yδ.x =
∑
δ∈∆

yδ.(
∑
µ∈∆

xµ) =∑
δ∈∆

∑
µ∈∆

yδ.xµ (resp. x.y = x.(
∑
δ∈∆

yδ) =
∑
δ∈∆

x.yδ =
∑
δ∈∆

(
∑
µ∈∆

xµ).yδ =
∑
δ∈∆

∑
µ∈∆

xµ.yδ). Por

hipótese, temos que yδ.xµ ∈ aδ+µ ⊆ a (resp. xµ.yδ ∈ aδ+µ ⊆ a), pois toda componente homogênea

de um elemento de a está em a. Como a é um submódulo de E, segue o resultado.

Q.E.D.

Definição C.1.8. Seja E uma A-álgebra graduada. Se a é um submódulo graduado de E que é

também um ideal à esquerda (resp. à direita, bilateral) de E, dizemos que a é um ideal à esquerda

(resp. à direita, bilateral) graduado da A-álgebra E.

Proposição C.1.10. Sejam E uma A-álgebra graduada e H = {hi}i∈I uma famı́lia de elementos

homogêneos. O ideal à esquerda (resp. à direita, bilateral) gerado por H é um ideal à esquerda

(resp. à direita, bilateral) graduado de E .

Demonstração:

Seja B o ideal à esquerda (resp. à direita) de E gerado por H. Considere C como sendo

o conjunto dos elementos homogêneos de B e N o submódulo de E gerado por C. Temos que

156



H ⊆ N ⊆ B, uma vez que B é um submódulo. Desde que N é gerado por elementos homogêneos,

ele é um submódulo graduado do A-módulo E. Portanto, podemos escrever N =
⊕
δ∈∆

Nδ, onde

Nδ = N ∩ Eδ. Sejam xµ ∈ Eµ (Eµ sendo o conjunto dos elementos homogêneos de grau µ ∈ ∆)

e yη ∈ Nη. Dizer que yη ∈ Nη é o mesmo que dizer que yη é um elemento homogêneo de E, de

grau η e pertencente a B (vide definição de N). Assim sendo, xµ.yη (resp. yη.xδ) é um elemento

homogêneo de E, de grau µ + η e pertencente a B, pois B é um ideal à esquerda (resp. à direita)

de E. Dessa forma, xµ.yη (resp. yη.xδ) pertence a Nη+µ. Pela proposição C.1.9, conclúımos que

N é um ideal graduado à esquerda (resp. à direita) de E. Da minimalidade de B, segue que B=N.

O caso do ideal bilateral, segue das definições, utilizando os casos precedentes.

Q.E.D.

Proposição C.1.11. Seja E uma A-álgebra graduada e I um ideal bilateral graduado de E. O

A-módulo E
I possui uma estrutura canônica de A-álgebra graduada .

Demonstração:

Desde que I é bilateral, segue da proposição C.1.2, que E
I tem uma estrutura canônica de

A-álgebra. Como I é um submódulo graduado de E, temos que E
I é um A-módulo graduado cuja

graduação é dada por {EδIδ }δ∈∆ (aqui estamos identificando esses A-módulos com sua imagem em E
I

via o isomorfismo canônico E
I '

⊕
δ∈∆

Eδ
Iδ

de A-módulos). É suficiente demonstrar que tal graduação

é compat́ıvel com a estrutura de A-álgebra de E
I , ou seja, Eδ

Iδ
.
Eµ
Iµ
⊆ Eδ+µ

Iδ+µ
, ∀(δ, µ) ∈ ∆×∆. Seja:

ϕ :
E

I
−→

⊕
δ∈∆

Eδ
Iδ

tal isomorfismo canônico. Se hδ ∈ ϕ−1(EδIδ ), então hδ = ϕ−1(ηδ(xδ)), para algum xδ ∈ Eδ, sendo

ηδ : Eδ −→ Eδ
Iδ

o homomorfismo canônico. Mas ϕ−1(ηδ(xδ)) = ψ(xδ), onde ψ : E −→ E
I é o

homomorfismo canônico. Assim sendo, temos que:

hδ.hµ = ϕ−1(ηδ(xδ)).ϕ
−1(ηµ(xµ)) =

ψ(xδ).ψ(xµ) = ψ(xδ.xµ) = ϕ−1(ηδ+µ(xδ.xµ)) ∈ ϕ−1(
Eδ+µ
Iδ+µ

)

Q.E.D.

Definição C.1.9. Sejam E e E′ duas A-álgebras graduadas e u : E −→ E′ um homomorfismo de

A-álgebras. Dizemos que u é um homomorfismo entre essa duas A-álgebras graduadas se u é um

homomorfismo graduado de grau zero, entre os dois A-módulos graduados.
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Proposição C.1.12. Se u : E −→ E′ é um homomorfismo de A-álgebras graduadas, então:

i) im(u) é uma subálgebra graduada de E′.

ii) Ker(u) é um ideal bilateral graduado de E.

Demonstração:

Segue direto das definições.

Q.E.D.

C.2 Álgebra Tensorial

Seja M um A-módulo. Defina os A-módulos Tn(M), n ∈ N, como segue:

T 0(M) = A

T 1(M) = M

...

Tn+1(M) = Tn(M)⊗AM

Seja:

ϕn : Tn(M) −→M ⊗A ...⊗AM︸ ︷︷ ︸
n−vezes

o isomorfismo ”associativo”, se n ≥ 3 e a identidade, se n = 0, n = 1 ou n = 2 . Da mesma

forma, para cada par (p,q) tal que p ≥ 1 e q ≥ 1, considere:

ψpq : (M ⊗A ...⊗AM︸ ︷︷ ︸
p−vezes

)⊗A (M ⊗A ...⊗AM︸ ︷︷ ︸
q−vezes

) −→M ⊗A ...⊗AM︸ ︷︷ ︸
p+q−vezes

como sendo o isomorfismo ”associativo”, se p ≥ 2, q ≥ 1 ou q ≥ 2, p ≥ 1 e a identidade se

p = q = 1.

Para cada par (p,q), com p, q ≥ 1, defina hpq, de tal forma que o diagrama:

T p(M)⊗A T q(M)
hpq //

ϕp⊗ϕq
��

T p+q(M)

ϕp+q

��
(M ⊗A ...⊗AM︸ ︷︷ ︸

p−vezes

)⊗A (M ⊗A ...⊗AM︸ ︷︷ ︸
q−vezes

)

ψpq

// (M ⊗A ...⊗AM︸ ︷︷ ︸
p+q−vezes

)
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seja comutativo. Por fim, defina:

h0n : T 0(M)⊗A Tn(M) −→ Tn(M)

e

hn0 : Tn(M)⊗A T 0(M) −→ Tn(M)

como sendo os isomorfismos, tais que h0n(a⊗ x) = ax = hn0(x⊗ a).

Se para cada par (p, q) ∈ N× N

ηpq : T p(M)× T q(M) −→ T p(M)⊗A T q(M)

denota a aplicação canônica, então existe uma aplicação A-bilinear πpq, que faz o diagrama:

T p(M)× T q(M)
πpq //

ηpq

��

T p+q(M)

T p(M)⊗A T q(M)

hpq

66mmmmmmmmmmmm

comutar.

Denote T (M) =
⊕
n∈N

Tn(M) e defina:

. : T (M)× T (M) −→ T (M)

de tal forma que (
∑
p∈N

xp).(
∑
q∈N

yq) =
∑
p∈N

∑
p∈N

πpq(xp, yq), onde xn, yn ∈ Tn(M) (aqui estamos identi-

ficando Tn(M) com sua imagem pela aplicação canônica em T(M)). Como cada elemento de T(M)

é escrito de maneira única como soma de elementos dos Tn(M), segue que . está bem definida. No

mais, . é A-bilinear. De fato, demonstremos, por exemplo, a linearidade da primeira coordenada:

(
∑
p∈N

xp + a
∑
p∈N

x′p).(
∑
q∈N

yq) = (
∑
p∈N

(xp + ax′p)).(
∑
q∈N

yq) =
∑
p∈N

∑
q∈N

πpq(xp + ax′p, yq) =

∑
p∈N

∑
q∈N

(πpq(xp, yq) + aπpq(x
′
p, yq)) =

∑
p∈N

∑
q∈N

πpq(xp, yq) + a(
∑
p∈N

∑
q∈N

πpq(x
′
p, yq)) =

(
∑
p∈N

xp).(
∑
q∈N

yq) + a(
∑
p∈N

x′p).(
∑
q∈N

yq)
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Definição C.2.1. Seja M um A-módulo, A-álgebra definida por (T(M),.) é chamada álgebra

tensorial associada a M.

Proposição C.2.1. Seja M um A-módulo, a A-álgebra T(M) é associativa, unitária e graduada.

Demonstração:

Considerando A com a graduação trivial, temos que T(M) é um A-módulo graduado. Além do

mais, por construção, segue que T p(M).T q(M) ⊆ T p+q(M), ∀(p, q) ∈ N. Portanto T(M) é uma

A-álgebra graduada. Desde que 1 ∈ A é de grau zero em T(M), para mostrarmos que também

é o elemento neutro de T(M) é suficiente, de acordo com a proposição C.1.1, mostrarmos que

1.x = x.1 = x para todo elemento homogêneo. Mas isso segue da definição do produto por um

elemento de T 0(M).

Pela proposição C.1.1, é suficiente demonstrar a associativade para os elementos homogêneos.

Sejam xn = ((y1 ⊗ y2) ⊗ ...) ⊗ yn, x′m = ((z1 ⊗ z2) ⊗ ...) ⊗ zm e x′′p = ((t1 ⊗ t2) ⊗ ...) ⊗ tp, com

(yi, zj , tk) ∈M3, ∀(i, j, k) ∈ {1, ..., n} × {1, ...,m} × {1, ..., p}.
Caso

(n,m, p ≥ 1)

xn.x
′
m = πnm(xn, x

′
m) = hnm(xn ⊗ x′m) = ϕ−1

n+m ◦ ψnm ◦ (ϕn ⊗ ϕm)(xn ⊗ x′m) =

ϕ−1
n+m(y1 ⊗ y2 ⊗ ...⊗ yn ⊗ z1 ⊗ z2 ⊗ ...⊗ zm) = un+m

(xn.x
′
m).x′′p = un+m.x

′′
p = hn+m,p(un+m ⊗ x′′p) =

ϕ−1
n+m+p ◦ ψn+m,p ◦ (ϕn+m ⊗ ϕp)(un+m ⊗ x′′p) =

ϕ−1
n+m+p ◦ ψn+m,p([y1 ⊗ y2 ⊗ ...⊗ yn ⊗ z1 ⊗ z2 ⊗ ...⊗ zm]⊗ [t1 ⊗ t2 ⊗ ...⊗ tp]) =

ϕ−1
n+m+p(y1 ⊗ y2 ⊗ ...⊗ yn ⊗ z1 ⊗ z2 ⊗ ...⊗ zm ⊗ t1 ⊗ t2 ⊗ ...⊗ tp)

x′m.x
′′
p = πmp(x

′
m, x

′′
p) = hmp(x

′
m ⊗ x′′p) = ϕ−1

m+p ◦ ψmp ◦ (ϕm ⊗ ϕp)(x′m ⊗ x′′p) =

ϕ−1
m+p(z1 ⊗ z2 ⊗ ...⊗ zm ⊗ t1 ⊗ t2 ⊗ ...⊗ tp) = u′m+p

xn.(x
′
m.x

′′
p) = xn.u

′
m+p = hn,m+p(xn ⊗ u′m+p) =
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ϕ−1
n+m+p ◦ ψn,m+p ◦ (ϕn ⊗ ϕm+p)(xn ⊗ u′m+p) =

ϕ−1
n+m+p ◦ ψn,m+p([y1 ⊗ y2 ⊗ ...⊗ yn]⊗ [z1 ⊗ z2 ⊗ ...⊗ zm ⊗ t1 ⊗ t2 ⊗ ...⊗ tp]) =

ϕ−1
n+m+p(y1 ⊗ y2 ⊗ ...⊗ yn ⊗ z1 ⊗ z2 ⊗ ...⊗ zm ⊗ t1 ⊗ t2 ⊗ ...⊗ tp)

Caso

(n=0)

Temos que xn ∈ A, dessa forma (xn.x
′
m).xp = (xnx

′
m).x′′p = xn(x′m.x

′′
p) = xn.(x

′
m.x

′′
p)

Caso

(m=0)

Temos que x′m ∈ A, dessa forma

(xn.x
′
m).xp = (xmx

′
n).x′′p = xm(x′n.x

′′
p) = xn.(x

′
mx
′′
p) = xn.(x

′
m.x

′′
p)

Caso

(p=0)

Temos que x′′p ∈ A, dessa forma

(xn.x
′
m).x′′p = x′′p(xn.x

′
m) = xn.(x

′′
px
′
m) = xn.(x

′
m.x

′′
p)

Q.E.D.

Corolário C.2.1. Todo grupo comutativo G está contido, a menos de isomorfismo, em um anel

graduado.

Demonstração:

Basta ver G como um Z-módulo e utilizar a proposição.

Q.E.D.

Proposição C.2.2. Sejam M e N dois A-módulos. Se f : M −→ N é um homomorfismo entre

esses A-módulos, então existe um único homomorfismo de A-algebras graduadas T (f) : T (M) −→
T (N), que prolonga f.

Demonstração:

Defina:

T 0(f) : T 0(M) −→ T 0(N)

como sendo a identidade.
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T 1(f) : T 1(M) −→ T 1(N)

de tal forma que T 1(f)(x) = f(x). E para cada n ≥ 1:

Tn+1(f) : Tn+1(M) −→ Tn+1(N)

de tal forma que Tn+1(f) = Tn(f)⊗ f .

Agora faça T (f) = ⊕Tn(f). Falta demonstrar que T (f) é um homomorfismo de A-algebras.

Uma vez que T(f) é por construção um homomorfismo de A-módulos, é suficiente demonstrar

que T (f)(xp.x
′
q) = (T (f)(xp)).(T (f)(x′q)), ∀p, q ≥ 1. Observe que todo elemento xp ∈ T p(M)

é da forma xp = y1.y2...yp, com y1, ..., yp ∈ M (aqui estamos utilizando a associatividade de .).

Demonstremos que:

T p(f)(xp) = f(y1).f(y2)...f(yn)

Se p=1 não há o que fazer. Suponha que para p > 1 a afirmação é verdadeira. Assim sendo,

temos que:

T p+1(f)(y1.y2....yp.yp+1) = T p(f)(y1.y2....yp)⊗ f(yp+1) = T p(f)(y1.y2...yp).f(yp+1) =

[f(y1).f(y2)...f(yp)].f(yp+1) = f(y1).f(y2)...f(yp).f(yp+1)

Se x′q = z1.z2...zq, teremos que:

T (f)(xp.x
′
q) = T (y1.y2...yp.z1.z2...zq) = T p+q(f)(y1.y2...yp.z1.z2...zq) =

f(y1).f(y2)...f(yp).f(z1).f(z2)...f(zq) = [f(y1).f(y2)...f(yp)].[f(z1).f(z2)...f(zq)] =

T p(f)(y1.y2...yp).T
q(f)(z1.z2...zq) = T p(f)(xp).T

q(f)(x′q) = T (f)(xp).T (f)(x′q)

Se g é outro homomorfismo de A-algebras que prolonga f, então ∀p ≥ 1 temos:

g(xp) = g(y1.y2...yp) = g(y1).g(y2)...g(yp) = f(y1).f(y2)...f(yp) = T p(f)(xp) = T (f)(xp)

e se p=0, então g(xp) = xpg(1M ) = xp.1N = T (f)(xp). Uma vez que T (f) e g são dois homomor-

fismo de A-módulos que são idênticos em um conjunto de geradores, temos g = T (f).

Q.E.D.
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Lema C.2.1. Sejam M e N dois A-módulos livres de bases {ei}i∈I e {e′j}j∈J , respectivamente. O

A-módulo M ⊗A N é livre e tem por base {ei ⊗A e′j}(i,j)∈I×J .

Demonstração:

Desde que M =
⊕
i∈I

Aei e N =
⊕
j∈J

Ae′j, temos que:

M ⊗A N = (
⊕
i∈I

Aei)⊗ (
⊕
j∈J

Ae′j) '
⊕

(i,j)∈I×J

(Aei)⊗ (Ae′j) =
⊕

(i,j)∈I×J

A(ei ⊗ e′j)

E dessa forma é suficiente demonstrar que para cada par (i, j) ∈ I × J , o elemento

ei ⊗ e′j ∈
⊕

(i,j)∈I×J

A(ei ⊗ e′j) é livre.

Agora observe que a aplicação:

ϕ : Aei ×Ae′j −→ Aei

definida por ϕ(aei, be
′
j) = abei, é uma aplicação A-bilinear. Portanto, podemos definir uma

aplicação A-linear:

ψ : (Aei)⊗A (Ae′j) −→ Aei

dada por ψ((aei) ⊗ (be′j)) = abei. O homomorfismo ψ é um isomorfismo, tendo por inversa a

aplicação:

η : Aei −→ (Aei)⊗A (Ae′j)

definida por η(aei) = (aei)⊗ e′j
Assim sendo, temos que:

a(ei ⊗ ej) = 0⇒ (aei)⊗ ej = 0⇒ ψ((aei)⊗ ej) = 0⇒ aei = 0⇒ a = 0

Q.E.D.

Proposição C.2.3. Seja M um A-módulo livre, tendo por base {ei}i∈I . O A-módulo T(M) é livre

e tem por base
⋃
n∈N
{{eµ1 .eµ2 ...eµn}(µ1,µ2,...,µn)∈In}, sendo eφ = 1.

Demonstração:

Demonstremos por indução que Tn(M) é livre e tem por base {eµ1
.eµ2

...eµn}(µ1,µ2,...,µn)∈In .

Se n = 0 ou n = 1, não tem o que se demonstrar. Suponha que o resultado foi demonstrado

para n ≥ 1. Desde que Tn+1(M) = Tn(M)⊗AM , temos pelo lema anterior que o conjunto

{(eµ1
.eµ2

...eµn)⊗ eµn+1
}((µ1,µ2,...,µn),µn+1)∈In×I = {eµ1

.eµ2
...eµn .eµn+1

}(µ1,µ2,...,µn,µn+1)∈In+1

é uma base de Tn+1(M). O resultado segue do fato de T (M) =
⊕
n∈N

Tn(M).
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Q.E.D.

Proposição C.2.4. Seja M um A-módulo projetivo. O A-módulo T(M) é projetivo.

Demonstração:

Primeiro demonstraremos que se P1 e P2 são A-módulos projetivos, então P1 ⊗A P2 é um

A-módulo projetivo.

Dizer que P1 e P2 são projetivos, significa dizer que existem dois A-módulos P ′1 e P ′2, tais que

P1 ⊕ P ′1 e P2 ⊕ P ′2 são livres. Desde que:

(P1 ⊕ P ′1)⊗A (P2 ⊕ P ′2) ' (P1 ⊗A P2)⊕ [(P1 ⊗A P ′2)⊕ (P ′1 ⊗A P2)⊕ (P ′1 ⊗A P ′2)]

Temos que, Aplicando o lema C.2.1 a (P1 ⊕ P ′1)⊗A (P2 ⊕ P ′2), P1 ⊗A P2 é projetivo.

Agora mostremos por indução que Tn(M) é projetivo. Se n = 0 ou n = 1, não há o que

demonstrar. Suponha que demonstramos o resultado para n ≥ 1. Assim sendo, Tn(M) é projetivo

e dessa forma também o é Tn+1(M) = Tn(M) ⊗A M . O resultado segue do fato de T (M) ser a

soma direta de A-módulos projetivos.

Q.E.D.

Proposição C.2.5. Se M é um A-módulo plano, então T(M) é um A-módulo plano.

Demonstração:

Demonstremos primeiro que se P e Q são A-módulos planos, então P ⊗A Q é um A-módulo

plano. Seja:

M ′
f // M

g // M ′′

uma sequência exata de A-módulos e homomorfismo. Desde que P é plano, temos que a sequência:

M ′ ⊗A P
f⊗1P // M ⊗A P

g⊗1P // M ′′ ⊗A P

é exata. Do fato de Q ser plano, segue que a sequência:

(M ′ ⊗A P )⊗A Q
(f⊗1P )⊗1Q // (M ⊗A P )⊗A Q

(g⊗1P )⊗1Q // (M ′′ ⊗A P )⊗A Q

é exata. Observando que o diagrama:

(M ′ ⊗A P )⊗A Q

��

(f⊗1P )⊗1Q // (M ⊗A P )⊗A Q

��

(g⊗1P )⊗1Q // (M ′′ ⊗A P )⊗A Q

��
M ′ ⊗A (P ⊗A Q)

f⊗(1P⊗1Q)
// M ⊗A (P ⊗A Q)

g⊗(1P⊗1Q)
// M ′′ ⊗A (P ⊗A Q)
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onde os homomorfismo verticais são os isomorfismos ”associativos”, é comutativo e que 1P ⊗1Q =

1P⊗AQ, temos que a sequência:

M ′ ⊗A (P ⊗A Q)
f⊗1P⊗AQ // M ⊗A (P ⊗A Q)

g⊗1P⊗AQ // M ′′ ⊗A (P ⊗A Q)

é exata e portanto P ⊗A Q é plano. O restante da demonstração se faz como no caso projetivo.

Q.E.D.

C.3 Álgebra Exterior

Seja M um A-módulo e considere a famı́lia H = {x2}x∈M de elementos de T(M). Desde

que todo elemento de H é homogêneo, segue da proposição C.1.10 que o ideal bilateral I gerado por

H é um ideal graduado. Assim sendo, temos pela proposição C.1.11 que o A-módulo T (M)
I é uma

A-álgebra graduada de tipo N.

Definição C.3.1. Seja M um A-módulo e I como acima. A A-álgebra T (M)
I é chamada A-álgebra

exterior associada a M e é denotada por
∧

(M).

O produto de
∧

(M) será denotado por ∧. Observe que como
∧

(M) é o quociente de uma

A-álgebra associativa e unitária ela preserva essas propriedades. Desde que I1 = I0 = 0, segue

que T 0(M)
I0 ' A e T 1(M)

I1 ' M , faremos tais identificações. No que segue, denotaremos Tn(M)
In por∧n

(M), dessa forma teremos
∧

(M) =
⊕
n∈N

(

n∧
(M)).

Proposição C.3.1. Para qualquer x1 ∧ x2 ∧ ...∧ xn ∈
∧n

(M), n ≥ 2 e para qualquer permutação

σ de {1, 2, ..., n}, temos que:

xσ(1) ∧ xσ(2) ∧ ... ∧ xσ(n) = εσx1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn

onde εσ denota o sinal da permutação σ.

Demonstração:

Sejam x, y ∈M . Uma vez que, pela definição de I, z ∧ z = 0, ∀z ∈M , temos que:

0 = (x+ y) ∧ (x+ y) = (x+ y) ∧ x+ (x+ y) ∧ y = x ∧ x+ x ∧ y + y ∧ x+ y ∧ y =

x ∧ y + y ∧ x⇒ x ∧ y = −y ∧ x

Suponha que para n ≥ 1 e qualquer famı́lia {x1, x2, ..., xm} com m ≤ n elementos, temos:

x ∧ x1 ∧ ... ∧ xm ∧ y = −(y ∧ x1 ∧ ... ∧ xm ∧ x)
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Seja {x1, x2, ..., xn, xn+1} uma famı́lia de elementos de M. Temos que:

x ∧ x1 ∧ ... ∧ xn ∧ xn+1 ∧ y =

x ∧ x1 ∧ ... ∧ xn ∧ (xn+1 ∧ y) = x ∧ x1 ∧ ... ∧ xn ∧ (−(y ∧ xn+1)) =

−(x ∧ x1 ∧ ... ∧ xn ∧ (y ∧ xn+1)) = −((x ∧ x1 ∧ ... ∧ xn ∧ y) ∧ xn+1) =

−(−(y ∧ x1 ∧ ... ∧ xn ∧ x) ∧ xn+1) = y ∧ x1 ∧ ... ∧ xn ∧ (x ∧ xn+1) =

y ∧ x1 ∧ ... ∧ xn ∧ (−(xn+1 ∧ x)) = −(y ∧ x1 ∧ ... ∧ xn ∧ xn+1 ∧ x)

Se σ é uma transposição, então existem i, j ∈ {1, 2, ..., n} tais que i < j, σ(i) = j, σ(j) = i e

σ(k) = k, ∀k 6= i, j. Assim sendo, temos:

xσ(1) ∧ ... ∧ xσ(i−1) ∧ xσ(i) ∧ xσ(i+1) ∧ ... ∧ xσ(j−1) ∧ xσ(j) ∧ xσ(j+1) ∧ ... ∧ xσ(n) =

x1 ∧ ... ∧ xi−1 ∧ xj ∧ xi+1 ∧ ... ∧ xj−1 ∧ xi ∧ xj+1 ∧ ... ∧ xn =

x1 ∧ ... ∧ xi−1 ∧ (xj ∧ xi+1 ∧ ... ∧ xj−1 ∧ xi) ∧ xj+1 ∧ ... ∧ xn =

x1 ∧ ... ∧ xi−1 ∧ (−(xi ∧ xi+1 ∧ ... ∧ xj−1 ∧ xj)) ∧ xj+1 ∧ ... ∧ xn =

−(x1 ∧ ... ∧ xi−1 ∧ xi ∧ xi+1 ∧ ... ∧ xj−1 ∧ xj ∧ xj+1 ∧ ... ∧ xn) =

εσ(x1 ∧ ... ∧ xi−1 ∧ xi ∧ xi+1 ∧ ... ∧ xj−1 ∧ xj ∧ xj+1 ∧ ... ∧ xn)

Suponha que m ≥ 1 e que para a composição de m transposições τm ◦ ... ◦ τ1, temos:

xτm◦...◦τ1(1) ∧ xτm◦...◦τ1(2) ∧ ... ∧ xτm◦...◦τ1(n) = ετmετm−1
...ετ1(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn)
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Considerando as transposições {τ1, ..., τm+1} e fazendo zi = xτm◦...◦τ1(i), temos:

xτm+1◦τm◦...◦τ1(1) ∧ xτm+1◦τm◦...◦τ1(2) ∧ ... ∧ xτm+1◦τm◦...◦τ1(n) =

zτm+1(1) ∧ zτm+1(2) ∧ ... ∧ zτm+1(n) = ετm+1
(z1 ∧ z2 ∧ ... ∧ zn) =

ετm+1
(xτm◦...◦τ1(1) ∧ xτm◦...◦τ1(2) ∧ ... ∧ xτm◦...◦τ1(n)) =

ετm+1
(ετmετm−1

...ετ1(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn)) = (ετm+1
ετmετm−1

...ετ1)(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn)

Finalmente, seja σ uma permutação. Decomponha-a no produto de transposições σ = τm◦...◦τ1,

temos que:

xσ(1) ∧ xσ(2) ∧ ... ∧ xσ(n) = xτm◦...◦τ1(1) ∧ xτm◦...◦τ1(2) ∧ ... ∧ xτm◦...◦τ1(n) =

ετmετm−1
...ετ1(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn) = εσ(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn)

Q.E.D.

Corolário C.3.1. Seja {x1, ..., xn} uma sequência de elementos de um A-módulo M. Suponha que

existam dois indices i, j ∈ {1, 2, ..., n}, n ≥ 2, tais que xi = xj = y, então:

x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn = 0 ∈
∧

(M)

Demonstração:

Se n = 2, não há o que demonstrar, suponha n > 2 e defina a permutação:

σ : {1, 2, ..., n} −→ {1, 2, ..., n}

de tal forma que σ(k) = k, se k 6= j, i+ 1; σ(i+ 1) = j e σ(j) = i+ 1 (se i = n, defina σ(j) = i− 1

e σ(i− 1) = j). Assim sendo, temos:

x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn = xσ◦σ(1) ∧ xσ◦σ(2) ∧ ... ∧ xσ◦σ(n) = εσ(xσ(1) ∧ xσ(2) ∧ ... ∧ xσ(n)) =

εσ(x1 ∧ ... ∧ xi−1 ∧ (y ∧ y) ∧ xi+2 ∧ ... ∧ xn) = 0

O caso em que j = n é análogo.
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Q.E.D.

Corolário C.3.2. Seja M um A-módulo com uma famı́lia de geradores dada por {x1, x2, ..., xn}.
Para todo m > n, temos

∧m
(M) = 0.

Demonstração:

Sejam y1, y2, ..., ym ∈M . Escrevamos yj =

n∑
ij=1

ajijxij . Assim sendo, temos:

y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ ym = (

n∑
i1=1

a1i1xi1) ∧ (

n∑
i2=1

a2i2xi2) ∧ ... ∧ (

n∑
im=1

amimxim) =

n∑
i1=1

n∑
i2=1

...

n∑
im=1

a1i1a2i2 ...amimxi1 ∧ xi2 ∧ ... ∧ xim

Desde que m > n e ij ∈ {1, 2, ..., n}, ∀j ∈ {1, 2, ...,m}, segue que existem j, k distintos, tais que

ij = ik, qualquer que seja a m-upla (i1, i2, ..., im) ∈ Imn , onde In = {1, 2, ..., n}. Assim sendo, segue

pelo corolário anterior que xi1 ∧xi2 ∧ ...∧xim = 0, qualquer que seja a m-upla (i1, i2, ..., im) ∈ Imn .

Dessa forma, y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ ym = 0 e portanto
∧m

(M) = 0.

Q.E.D.

Proposição C.3.2. Seja M um A-módulo. Se x ∈
∧n

(M) e y ∈
∧m

(M), n,m ≥ 1, então:

x ∧ y = (−1)nmy ∧ x

Demonstração:

O resultado segue da proposição C.3.1 se n=m=1. Suponha que n=1 e que para todo elemento

de y ∈
∧h

(M) temos x ∧ y = (−1)hy ∧ x, com x ∈M e m ≥ h ≥ 1. Sejam

y1 ∧ ... ∧ ym ∧ ym+1 ∈
∧m+1

(M) e x ∈M . Temos que:

x ∧ (y1 ∧ ... ∧ ym ∧ ym+1) =

(x ∧ y1 ∧ ... ∧ ym) ∧ ym+1 = ((−1)m(y1 ∧ ... ∧ ym ∧ x)) ∧ ym+1 =

(−1)m(y1 ∧ ... ∧ ym ∧ (x ∧ ym+1)) = (−1)m(y1 ∧ ... ∧ ym ∧ (−1(ym+1 ∧ x))) =

(−1)m(−1)(y1 ∧ ... ∧ ym ∧ ym+1 ∧ x) = (−1)m+1y1 ∧ ... ∧ ym ∧ ym+1 ∧ x
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Suponha agora que para todo elemento x ∈
∧h

(M), n ≥ h ≥ 1 e todo elemento y ∈
∧m

(M),

temos x ∧ y = (−1)hmy ∧ x, qualquer que seja m ≥ 1. Sejam xn+1 ∧ xn ∧ ... ∧ x1 ∈
∧n+1

(M) e

y ∈
∧m

(M), temos que:

(xn+1 ∧ xn ∧ ... ∧ x1) ∧ y =

xn+1 ∧ ((xn ∧ ... ∧ x1) ∧ y) = xn+1 ∧ ((−1)nm(y ∧ (xn ∧ ... ∧ x1))) =

(−1)nm(xn+1 ∧ y) ∧ (xn ∧ ... ∧ x1) = (−1)nm((−1)m(y ∧ xn+1)) ∧ (xn ∧ ... ∧ x1) =

(−1)nm(−1)m(y ∧ (xn+1 ∧ xn ∧ ... ∧ x1)) = (−1)(n+1)m(y ∧ (xn+1 ∧ xn ∧ ... ∧ x1))

Q.E.D.

Observe que a proposição C.3.2 não passa de um caso particular da proposição C.3.1.

Definição C.3.2. Uma A-álgebra graduada de tipo N, que satisfaz a hipótese da proposição C.3.2

é dita ser anti-comutativa.

Exemplo C.3.1. Sejam M e N duas A-álgebras anti-comutativas. Definiremos uma estrutura

de A-álgebra anti-comutativa sobre seu produto tensorial. Para isso, considere M ⊗A N com

sua graduação derivada das graduações de M e N, ou seja, a graduação tal que M ⊗A N '⊕
δ∈N

(
⊕
i+j=δ

Mi ⊗A Nj) é um isomorfismo de A-módulos graduados, sendo {Mi}i∈N e {Nj}j∈N as

graduações de M e N, respectivamente. Para xi ∈Mi, x
′
r ∈Mr, yj ∈ Nj e y′s ∈ Ns defina:

(xi ⊗ yj) ∗ (x′r ⊗ y′s) = (−1)jr(xi ⊗ yj).(x′r ⊗ y′s)

onde (xi ⊗ yj).(x′r ⊗ y′s) é o produto entre esses elementos no produto tensorial das A-álgebras M

e N (exemplo C.1.2). Se xδ =
∑
i+j=δ

xi ⊗ yj e yγ =
∑
r+s=γ

x′r ⊗ y′s, defina:

xδ ∗ yγ =
∑
i+j=δ

∑
r+s=γ

(xi ⊗ yj) ∗ (x′r ⊗ y′s)

Finalmente, se x =
∑
δ∈∆

xδ e y =
∑
γ∈∆

yγ , com xδ e yγ homogêneos, defina:

x ∗ y =
∑
δ∈∆

∑
γ∈∆

xδ ∗ yγ
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* é claramente A-bilinear. Além do mais, temos:

(xi ⊗ yj) ∗ (x′r ⊗ y′s) = (−1)jr(xi ⊗ yj).(x′r ⊗ y′s) = (−1)jr(xi.x
′
r)⊗ (yj .y

′
s) =

(−1)jr((−1)irx′r.xi)⊗ ((−1)sjy′s.yj) = (−1)jr+sj+ir(x′r.xi)⊗ (y′s.yj) =

(−1)(i+j)(s+r)+is(x′r.xi)⊗ (y′s.yj) = (−1)(i+j)(s+r)(x′r ⊗ y′s) ∗ (xi ⊗ yj)

E dessa forma:

xδ ∗ yγ =
∑
i+j=δ

∑
r+s=γ

(xi ⊗ yj) ∗ (x′r ⊗ y′s) =

∑
i+j=δ

∑
r+s=γ

(−1)(i+j)(s+r)(x′r ⊗ y′s) ∗ (xi ⊗ yj) =

∑
i+j=δ

∑
r+s=γ

(−1)δγ(x′r ⊗ y′s) ∗ (xi ⊗ yj) =

(−1)δγ
∑
i+j=δ

∑
r+s=γ

(x′r ⊗ y′s) ∗ (xi ⊗ yj) = (−1)δγyγ ∗ xδ

Defina por indução a estrutura de A-álgebra anti-comutativa em ((Mi⊗AM2)⊗A...⊗AMn−1)⊗A
Mn e então defina sobre M1 ⊗A ... ⊗A Mn (resp. (M1 ⊗A M2) ⊗A (M3 ⊗A M4) ⊗A ...(Mn−1 ⊗A
Mn), (M1 ⊗A M2) ⊗A M3 ⊗A M4 ⊗A ...Mn−1 ⊗A Mn, etc.) a estrutura de A-álgebra que torna

o isomorfismo de A-módulos ((Mi ⊗A M2) ⊗A ... ⊗A Mn−1) ⊗A Mn ' M1 ⊗A ... ⊗A Mn (resp.

((Mi ⊗A M2) ⊗A ... ⊗A Mn−1) ⊗A Mn ' (M1 ⊗A M2) ⊗A (M3 ⊗A M4) ⊗A ...(Mn−1 ⊗A Mn),

((Mi ⊗A M2) ⊗A ... ⊗A Mn−1) ⊗A Mn ' (M1 ⊗A M2) ⊗A M3 ⊗A M4 ⊗A ...Mn−1 ⊗A Mn, etc.)

em isomorfismo de A-álgebras. A A-álgebra M1 ⊗A ... ⊗A Mn (resp. (M1 ⊗A M2) ⊗A (M3 ⊗A
M4)⊗A ...(Mn−1⊗AMn), (M1⊗AM2)⊗AM3⊗AM4⊗A ...Mn−1⊗AMn, etc.) é chamada produto

anti-tensorial das A-álgebras M1,M2, ...,Mn.

Definição C.3.3. Sejam M e N A-módulos. Uma aplicação n-linear f : Mn −→ N (n ≥ 2) é dita

alternada se para toda sequência {x1, ..., xn} de n elementos de M, tal que xi = xj para algum par

de elementos distintos (i, j), temos f(x1, ..., xn) = 0.

Proposição C.3.3. Sejam M e N A-módulos. Para toda aplicação f : Mn −→ N n-linear

alternada, existe um único homomorfismo de A-módulos f∗, que faz o diagrama:
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Mn
f //

ηn

��

N

∧n
(M)

f∗

;;wwwwwwwww

onde ηn é a aplicação canônica, comutar.

Demonstração:

Desde que f é n-linear, existe uma única aplicação linear f, que faz o diagrama:

Mn
f //

ϕn

��

N

Tn(M)
f̂

;;xxxxxxxxx

onde ϕn é a aplicação canônica, comutar. Agora, para todo elemento de Tn(M) da forma

x1...xj−1.x.x.xj+2...xn, temos que:

f̂(x1...xj−1.x.x.xj+2...xn) = f(x1, ..., xj−1, x, x, xj+2, ..., xn) = 0

Dessa forma, podemos definir um homomorfismo de A-módulos f∗, de tal forma que o diagrama:

Tn(M)
f̂ //

ψn

��

N

∧n
(M)

f∗

<<xxxxxxxxx

onde ψn é a aplicação canônica, é comutativo. Assim sendo, temos:

f∗ ◦ ηn = f∗ ◦ ψn ◦ ϕn = f̂ ◦ ϕn = f

Se g é um homomorfismo de A-módulos que faz o diagrama da hipótese comutar, temos que

g(x1 ∧ ... ∧ xn) = f(x1, ..., xn) = f∗(x1 ∧ ... ∧ xn)⇒ g = f∗

Q.E.D.

Corolário C.3.3. Sejam M, N A-módulos, g : Mn −→ N uma aplicação n-linear alternada e

(x1, x2, ..., xn) ∈Mn. Para qualquer permutação σ de {1, 2, ..., n}, temos

g(xσ(1), xσ(2), ..., xσ(n)) = εσg(x1, x2, ..., xn)

onde εσ é o sinal da permutação σ.

171



Demonstração:

Com as mesmas notações da proposição, temos:

g(xσ(1), xσ(2), ..., xσ(n)) = g∗(xσ(1) ∧ xσ(2) ∧ ... ∧ xσ(n)) = g∗(εσ(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn)) =

εσg
∗(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn) = εσg(x1, x2, ..., xn)

Q.E.D.

Corolário C.3.4. Sejam M e N A-módulos e f : M −→ N um homomorfismo. Existe um único

homomorfismo de A-álgebras graduadas ∧(f) :
∧

(M) −→
∧

(N), que prolonga f.

Demonstração:

Sejam ηn : Nn −→
∧n

(N) a aplicação canônica e gn : Mn −→ Nn a aplicação

(x1, x2, ..., xn) 7→ (f(x1), f(x2), ..., f(xn)). A aplicação ψn = ηn ◦ gn é claramente n-linear alter-

nada. Assim sendo, podemos definir um homomorfismo de A-módulos ∧n(f), que faz o diagrama:

Mn

ϕn

��

ψn // ∧n(N)

∧n
(M)

∧n(f)

::ttttttttt

onde ϕn é a aplicação canônica, comutar. Defina ∧0(f) = 1A e ∧1(f) = f e ∧(f) = ⊕ ∧n (f).

Afirmação: ∧(f) é um homomorfismo de A-álgebras.

Desde que ∧(f) é um homomorfismo de A-módulos, é suficiente demonstrar que:

∧(f)((x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn).(yn+1 ∧ yn+2 ∧ ... ∧ yn+m)) =

(∧(f))(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn).(∧(f))(yn+1 ∧ yn+2 ∧ ... ∧ yn+m)

para m,n ≥ 1 e xi, yj ∈M . Em assim sendo, temos:

∧(f)((x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn).(yn+1 ∧ yn+2 ∧ ... ∧ yn+m)) =

∧(f)(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn ∧ yn+1 ∧ yn+2 ∧ ... ∧ yn+m) =

∧n+m(f)(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn ∧ yn+1 ∧ yn+2 ∧ ... ∧ yn+m) =
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ηn+m ◦ gn+m(x1, x2, ..., xn, yn+1, yn+2, ..., yn+m) =

f(x1) ∧ f(x2) ∧ ... ∧ f(xn) ∧ f(yn+1) ∧ f(yn+2) ∧ ... ∧ f(yn+m) =

[f(x1) ∧ f(x2) ∧ ... ∧ f(xn)].[f(yn+1) ∧ f(yn+2) ∧ ... ∧ f(yn+m)] =

[ηn ◦ gn(x1, x2, ..., xn)].[ηm ◦ gm(yn+1, yn+2, ..., yn+m)] =

[∧n(f)(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn)].[∧m(f)(yn+1, yn+2, ..., yn+m)] =

[∧(f)(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn)].[∧(f)(yn+1, yn+2, ..., yn+m)]

Se g :
∧

(M) −→
∧

(N) é um homomorfismo de A-álgebras que prolonga f, então teremos:

g(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn) = g(x1) ∧ g(x2) ∧ ... ∧ g(xn) = f(x1) ∧ f(x2) ∧ ... ∧ f(xn) =

∧(f)(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn)

para todo n > 0 e toda sequência de n elementos pertencentes a M. Como os elementos

x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xn e 1, n > 0, xi ∈ M geram
∧

(M) e g, ∧(f) são homomorfismos de A-módulos,

segue que g = ∧(f).

Q.E.D.

Observe que se g : N −→ P é outro homomorfismo de A-módulos, temos ∧(g◦f) = ∧(g)◦∧(f).

De fato, tal igualdade segue da unicidade de ∧(g ◦ f).

Proposição C.3.4. Sejam M e N A-módulos. Se munirmos (
∧

(M))⊗A (
∧

(N)), com a estrutura

anti-tensorial (exemplo C.3.1), então existe um isomorfismo:

(
∧

(M))⊗A (
∧

(N)) '
∧

(M ⊕N)

de A-álgebras.

Demonstração:

Seja ji : Hi −→M⊕N , onde i ∈ {1, 2}, H1 = M e H2 = N , a injeção canônica. Pelo corolário

C.3.4 podemos definir homomorfismos de A-álgebras:

∧(ji) :
∧

(Hi) −→
∧

(M ⊕N)
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que prolongam ji. Assim sendo, podemos definir uma aplicação:

ψ : (
∧

(M))× (
∧

(N)) −→
∧

(M ⊕N)

tal que ψ(x, y) = (∧(j1)(x)) ∧ (∧(j2)(y)). Como ψ é claramente A-bilinear, podemos definir uma

aplicação A-linear:

ϕ : (
∧

(M))⊗A (
∧

(N)) −→
∧

(M ⊕N)

tal que ϕ((x1∧x2∧...∧xp)⊗(y1∧y2∧...∧yp)) = j1(x1)∧j1(x2)∧...∧j1(xp)∧j2(y1)∧j2(y2)∧...∧j2(yp),

com xj ∈M e yi ∈ N .

Afirmação 1: ϕ é um homomorfismo de A-álgebras unitárias.

Por linearidade é suficiente demonstrar que ϕ((x⊗ y).(x′ ⊗ y′)) = ϕ(x⊗ y).ϕ(x′ ⊗ y′), ∀x, x′ ∈∧
(M) e ∀y, y′ ∈

∧
(N). Novamente por linearidade é suficiente demonstrar o caso em que x =

x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xp, x′ = x′1 ∧ x′2 ∧ ... ∧ x′r, y′ = y′1 ∧ y′2 ∧ ... ∧ y′s e y = y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ yq, com xi ∈M
e yj ∈ N . Assim sendo, temos:

ϕ((x⊗ y).(x′ ⊗ y′)) = ϕ((−1)rq(x.x′)⊗ (y.y′)) =

(−1)rqϕ((x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xp ∧ x′1 ∧ x′2 ∧ ... ∧ x′r)⊗ (y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ yq ∧ y′1 ∧ y′2 ∧ ... ∧ y′s)) =

(−1)rqx1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xp ∧ x′1 ∧ x′2 ∧ ... ∧ x′r ∧ y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ yq ∧ y′1 ∧ y′2 ∧ ... ∧ y′s =

(−1)rq(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xp) ∧ (x′1 ∧ x′2 ∧ ... ∧ x′r) ∧ (y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ yq) ∧ (y′1 ∧ y′2 ∧ ... ∧ y′s) =

(−1)rq(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xp) ∧ [(−1)rq(y1 ∧ ... ∧ yq) ∧ (x′1 ∧ ... ∧ x′r)] ∧ (y′1 ∧ y′2 ∧ ... ∧ y′s) =

[(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xp) ∧ (y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ yq)] ∧ [(x′1 ∧ x′2 ∧ ... ∧ x′r) ∧ (y′1 ∧ y′2 ∧ ... ∧ y′s)] =

(ϕ(x⊗ y)) ∧ (ϕ(x′ ⊗ y′)) = ϕ(x⊗ y).ϕ(x′ ⊗ y′)
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onde estamos identificando M e N com um submódulo de M⊕N por meio da aplicação canônica.

Além do mais, ϕ(1 ⊗ 1) = 1 ∧ 1 = 1.1 = 1. Definiremos a inversa de ϕ como segue. Para p = 0

defina:

ξ0 : A −→
∧

(M)⊗A
∧

(N)

tal que ξ0(a) = 1⊗ a. Para p = 1 defina:

ξ1 : M ⊕N −→
∧

(M)⊗A
∧

(N)

tal que ξ1(x) = (pr1(x))⊗ 1 + 1⊗ (pr2(x)), onde pr1 : M ⊕ N −→ M e pr2 : M ⊕ N −→ N são

as projeções canônicas. ξ1 claramente está bem definida e é A-linear.

Para p > 1 defina:

ξ̂p : (M ⊕N)p −→
∧

(M)⊗A
∧

(N)

tal que ξ̂p(x1, x2, ..., xp, xp+1) = ξ1(x1).ξ1(x2)...ξp(xp). Segue da linearidade de ξ1 que ξ̂p é p-linear.

Além do mais, se xi = xj = y para i 6= j, teremos:

ξ̂p(x1, ..., xi−1, xi, xi+1, ..., xj−1, xj , xj+1, ..., xp) =

ξ1(x1)...ξ1(xi−1).ξ1(y).ξ1(xi+1)...ξ1(xj−1).ξ1(y).ξ1(xj+1)...ξ1(xp) =

(−1)j−1ξ1(x1)...ξ1(xi−1).[ξ1(y)]2.ξ1(xi+1)...ξ1(xj−1).ξ1(xj+1)...ξ1(xp) = 0

Pois se y = (y1, y2), com y1 ∈M e y2 ∈ N , então:

[ξ1(y)]2 = [y1 ⊗ 1 + 1⊗ y2]2 = (y1)2 ⊗ 1 + y1 ⊗ y2 + y2 ⊗ y1 + 1⊗ (y2)2 =

y1 ⊗ y2 + y2 ⊗ y1 = y1 ⊗ y2 − y1 ⊗ y2 = 0

Lembrado que em
∧

(M) (resp.
∧

(N)) z2 = 0 para todo z ∈M (resp. z ∈ N) e que

(
∧

(M))⊗A (
∧

(N)) é anti-comutativa. Sendo assim, podemos definir uma aplicação A-linear:

ξp :

p∧
(M ⊕N) −→

∧
(M)⊗A

∧
(N)
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tal que ξp(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xp) = ξ1(x1).ξ1(x2)...ξ1(xp)

Uma vez definidos os ξp, defina:

ξ :
∧

(M ⊕N) −→
∧

(M)⊗A
∧

(N)

tal que ξ = ⊕ξp. Segue por construção que ξ é um homomorfismo de A-álgebras.

Afirmação 2: ξ é a inversa de ϕ.

De fato, temos que:

ϕ ◦ ξ1(x) = ϕ((pr1(x))⊗ 1 + 1⊗ (pr2(x))) = ϕ((pr1(x))⊗ 1) + ϕ(1⊗ (pr2(x))) =

(j1 ◦ pr1(x)) ∧ 1 + 1 ∧ (j2 ◦ pr2(x)) = j1 ◦ pr1(x) + j2 ◦ pr2(x) = x

ϕ ◦ ξ(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xp) = ϕ(ξ1(x1).ξ1(x2)...ξ1(xp)) = ϕ(ξ1(x1)).ϕ(ξ1(x2))...ϕ(ξ1(xp)) =

x1.x2...xp = x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xp

E também:

ξ ◦ ϕ([x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xp]⊗ [y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ yq]) =

ξ(j1(x1) ∧ j1(x2) ∧ ... ∧ j1(xp) ∧ j2(y1) ∧ j2(y2) ∧ ...j2(yq)) =

ξ1 ◦ j1(x1) ∧ ξ1 ◦ j1(x2) ∧ ... ∧ ξ1 ◦ j1(xp) ∧ ξ1 ◦ j2(y1) ∧ ξ1 ◦ j2(y2) ∧ ...ξ1 ◦ j2(yq) =

[(x1 ⊗ 1).(x2 ⊗ 1)...(xp ⊗ 1)].[(1⊗ y1).(1⊗ y2)...(1⊗ yq)] =

[(x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xp)⊗ 1].[1⊗ (y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ yq)] = [x1 ∧ x2 ∧ ... ∧ xp]⊗ [y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ yq]

O resultado segue da linearidade das aplicações consideradas.

Q.E.D.
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Corolário C.3.5. Seja {Mi}ni=1 uma famı́lia de A-módulos. Se munirmos:∧
(M1)⊗A

∧
(M2)⊗A ...⊗A

∧
(Mn)

com a estrutura anti-tensorial, então existe um isomorfismo :

∧
(M1)⊗A

∧
(M2)⊗A ...⊗A

∧
(Mn) '

∧
(

n⊕
i=1

Mi)

de A-álgebras.

Demonstração:

O resultado segue por indução, a partir dos isomorfismos de A-álgebras:

∧
(M1)⊗A

∧
(M2)⊗A ...⊗A

∧
(Mn) '

(
∧

(M1)⊗A
∧

(M2)⊗A ...⊗A
∧

(Mn−1))⊗A
∧

(Mn) '

(
∧

(

n−1⊕
i=1

Mi))⊗A
∧

(Mn) '
∧

((

n−1⊕
i=1

Mi)⊕Mn) '
∧

(

n⊕
i=1

Mi)

Q.E.D.

Lema C.3.1. Sejam M, N A-módulos, g : Mn −→ N uma aplicação n-linear e G = {xi}i∈I uma

famı́lia de geradores de M. Se para toda sequência {y1, y2, ..., yn} de n elementos de G, tal que

yk = yj para algum par de elementos distintos (k,j), tivermos g(y1, y2, ..., yn) = 0 e para qualquer

sequência {z1, z2, ..., zn} de elementos de G tivermos g(zτ(1), zτ(2), ..., zτ(n)) = −g(z1, z2, ..., zn),

qualquer que seja a transposição τ de {1, 2, ..., n}, então g é alternada .

Demonstração:

Da definição de aplicação n-linear alternada e do corolário C.3.3, vemos que é suficiente demon-

strar que para todo l ∈ {1, 2, ..., n−2} e toda sequência {w1, ..., wl, wl+3, ..., wn} de n−2 elementos

de M, temos g(w1, ..., wl, z, z, wl+3, ..., wn) = 0, ∀z ∈M . Escrevendo ws =
∑
is∈I

as,isxi, temos que

g(w1, ..., wl, z, z, wl+3, ..., wn) =
∑

a1,i1 ...al,ilal+3,il+3
...an,ing(xi1 , ..., xil , z, z, xil+3

, ..., xin)

onde a soma acima é calculada sobre o produto dos suportes das famı́lias {asis}is∈I ,

s ∈ {1, 2, ..., n}−{l+1, l+2}. Dessa forma, é suficiente demonstrar que para todo l ∈ {1, 2, ..., n−2}
(fixo) e toda sequência {w1, ..., wl, wl+3, ..., wn} (fixa) de n− 2 elementos de G, temos
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g(w1, ..., wl, z, z, wl+3, ..., wn) = 0, ∀z ∈ M . Assim sendo, é suficiente demonstrar o caso n = 2.

Escrevendo z =
∑
i∈I

bixi, temos:

g(z, z) = g(
∑
i∈I

bixi,
∑
j∈I

bjxj) =
∑
i∈I

∑
j∈I

bibjg(xi, xj) =
∑
i<j

bibjg(xi, xj) +
∑
i∈I

bibig(xi, xi)+

∑
j<i

bibjg(xi, xj) =
∑
i<j

bibjg(xi, xj) +
∑
j<i

bibjg(xi, xj) =
∑
i<j

bibjg(xi, xj)−
∑
j<i

bibjg(xj , xi) =

∑
i<j

bibjg(xi, xj)−
∑
i<j

bjbig(xi, xj) =
∑
i<j

(bibj − bjbi)g(xi, xj) = 0

Q.E.D.

Lema C.3.2. Sejam M,N A-módulos, f : Mn −→ N , g : Mn −→ N aplicações n-lineares e {xi}i∈I
uma famı́lia de geradores de M. Se f(xλ1

, xλ2
, ..., xλn) = g(xλ1

, xλ2
, ..., xλn), ∀(λ1, λ2, ..., λn) ∈ In,

então f = g.

Demonstração:

Seja (y1, ..., yn) ∈Mn e escrevamos yj =
∑
ij∈I

ajijxij . Temos que:

f(y1, ..., yn) = f(
∑
i1∈I

a1i1xi1 , ...,
∑
in∈I

aninxin) =
∑
i1∈I

...
∑
in∈I

a1i1 ...aninf(xi1 , ..., xin) =

∑
i1∈I

...
∑
in∈I

a1i1 ...aning(xi1 , ..., xin) = g(
∑
i1∈I

a1i1xi1 , ...,
∑
in∈I

aninxin) = g(y1, ..., yn)

Q.E.D.

Proposição C.3.5. Seja M um A-módulo livre com base {ei}i∈I . Para todo n ∈ N ,
∧n

(M) é

livre. Além do mais, se ≤ é uma ordem sobre I, então a base de
∧n

(M) é dada por:

{eλ1
∧ eλ2

∧ ... ∧ eλn}λ1<λ2<...<λn,(λ1,λ2,...,λn)∈In

Demonstração:

Sejam Fn(I) = {H ⊆ I/#H = n} e J,K ⊆ I. Defina δJK = 1 se J=K, δJK = 0, se J 6= K.

Desde que M é livre, temos que Tn(M) é livre. Logo, podemos definir uma aplicação A-linear:

ηn : Tn(M) −→ A(Fn(I))

tal que ηn(eλ1
.eλ2

...eλn) =
∑

H∈Fn(I)

δHJεσeJ , onde J = {λ1, λ2, ..., λn}, {eJ}J∈Fn(I) é a base

canônica de A(Fn(I)) e εσ é o sinal da (única) permutação σ de {1, 2, ..., n}, tal que λσ(1) < λσ(2) <
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... < λσ(n) (se existirem indices i, j ∈ {1, 2, ..., n} distintos, tais que λi = λj, então considere

σ como sendo a permutação do maior subconjunto {1, 2, ...,m} ⊆ {1, 2, ..., n} tal que λs 6= λr,

∀s, r ∈ {1, 2, ...,m} e λσ(1) < λσ(2) < ... < λσ(m). No que segue essa condição ficará impĺıcita).

Se ψn : Mn −→ Tn(M) denota a aplicação (n-linear) canônica, então ϕn = ηn ◦ψn é n-linear,

uma vez que a composição de uma linear e uma n-linear é claramente n-linear. Agora observe que

se existem i, j ∈ {1, 2..., n}, distintos, tais que λi = λj, então #J < n e dessa forma, δHJ = 0,

∀H ∈ Fn(I), ou seja, ϕn(eλ1 , eλ2 , ..., eλn) = 0. Seja τ uma transposição de {1, 2, ..., n}, temos

que a (única) permutação θ de {1, 2, ..., n}, tal que λθ◦τ(1) ≤ λθ◦τ(2) ≤ ... ≤ λθ◦τ(n) é dada por

θ = σ ◦ τ−1. Assim sendo, temos:

ϕn(eλτ(1) , eλτ(2) , ..., eλτ(n)
) =

∑
H∈Fn(I)

δHJεθeJ =
∑

H∈Fn(I)

δHJεσ◦τ−1eJ =

∑
H∈Fn(I)

δHJεσετ−1eJ = −
∑

H∈Fn(I)

δHJεσeJ = −ϕn(eλ1
, eλ2

, ..., eλn)

Segue do lema C.3.1 que ϕn é n-linear alternada. Sejam N um A-módulo e f : Mn −→ N

uma aplicação n-linear alternada. Desde que A(Fn(I)) é um A-módulo livre, podemos definir uma

aplicação A-linear:

f̂ : A(Fn(I)) −→ N

tal que f̂(eJ) = f(eλ1
, eλ2

, ..., eλn), sendo J = {λ1 < λ2 < ... < λn}. Agora, observe que:

f̂ ◦ ϕn(eµ1
, eµ2

, ..., eµn) = f̂(
∑

H∈Fn(I)

δHKεσeK) =
∑

H∈Fn(I)

δHKεσ f̂(eK)

onde K = {µ1, µ2, ..., µn} e σ é a (única) permutação de {1, 2, ..., n} tal que µσ(1) < µσ(2) < ... <

µσ(n). Se µi = µj para i 6= j, então #K < n e δHK = 0, ∀H ∈ Fn(I). Dessa forma

f̂ ◦ ϕn(eµ1 , eµ2 , ..., eµn) = 0 = f(eµ1 , eµ2 , ..., eµn)

Se µi 6= µj para todo i, j distintos, então
∑

H∈Fn(I)

δHK = 1. Assim sendo, temos:

f̂ ◦ ϕn(eµ1
, eµ2

, ..., eµn) = εσ f̂(eK) = εσf(eµσ(1) , eµσ(2) , ..., eµσ(n)
) =

εσ−1f(eµσ(1) , eµσ(2) , ..., eµσ(n)
) = f(eµ1

, eµ2
, ..., eµn)

A última igualdade seguindo do corolário C.3.3. Segue do lema C.3.2 que o diagrama:
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Mn
f //

ϕn

��

N

A(Fn(I))

f̂

;;vvvvvvvvv

é comutativo. Além do mais, se g : A(Fn(I)) −→ N é uma aplicação A-linear que faz tal diagrama

comutar, temos que:

g(
∑

J∈Fn(I)

aJeJ) =
∑

J∈Fn(I)

aJg(eJ) =
∑

J∈Fn(I)

aJg(ϕn(eλJ1 , eλJ2 , ..., eλJn)) =

∑
J∈Fn(I)

aJf(eλJ1 , eλJ2 , ..., eλJn) =
∑

J∈Fn(I)

aJ f̂(ϕn(eλJ1 , eλJ2 , ..., eλJn)) =

∑
J∈Fn(I)

aJ f̂(eJ) = f̂(
∑

J∈Fn(I)

aJeJ)

onde J = {λJ1 < λJ2 < ... < λJn}. Dessa forma, f̂ é a única aplicação A-linear que faz tal diagrama

comutar. Desde que (
∧n

(M), γn), onde γn : Mn −→
∧n

(M) é a aplicação canônica, também

satisfaz a mesma propriedade universal (proposição C.3.3) segue que γ̂n : A(Fn(I)) −→
∧n

(M) é

um isomorfismo. Assim sendo, temos que a base de
∧n

(M) é dada por:

{γ̂n(eH)}H∈Fn(I) = {γ̂n ◦ ϕn(eλJ1 , eλJ2 , ..., eλJn)}J={λJ1<λJ2<...<λJn},J∈Fn(I) =

{γn(eλJ1 , eλJ2 , ..., eλJn)}J={λJ1<λJ2<...<λJn},J∈Fn(I) =

{eλ1
∧ eλ2

∧ ... ∧ eλn}λ1<λ2<...<λn,(λ1,λ2,...,λn)∈In

Q.E.D.

Corolário C.3.6. Seja M um A-módulo livre com base finita {e1, e2, ..., en}. O A-módulo
∧k

(M),

0 ≤ k ≤ n, é livre e tem dimensão dada por

(
n

k

)
.

Demonstração:

Pela proposição e sua demonstração, vemos que
∧k

(M) é livre e tem dimensão igual a cardi-

nalidade do conjunto dos subconjuntos de {1, 2, ..., n} que tem cardinalidade k, ou seja,

(
n

k

)
.
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Q.E.D.

Corolário C.3.7. Se P é um A-módulo projetivo, então
∧n

(M) é um A-módulo projetivo para

todo n ∈ N.

Demonstração:

Desde que P é projetivo, existe um A-módulo M e um conjunto I, tais que A(I) ' M ⊕ P ,

identificaremos esses A-módulos por meio desse isomorfismo. Seja f : M ⊕ P −→ P a projeção

canônica. Uma vez que P é projetivo, existe um homomorfismo g que faz o diagrama:

P

1P

��

g

}}{{
{{

{{
{{

A(I)
f

// P // 0

comutar. Segue do corolário C.3.4 que existem homomorfismos de A-álgebras graduadas,

∧(f) :
∧

(A(I)) −→
∧

(P ), ∧(g) :
∧

(P ) −→
∧

(A(I)) e ∧(f ◦ g) :
∧

(P ) −→
∧

(P ), que prolongam

f, g e f ◦ g = 1P , respectivamente. Da observação feita ao corolário C.3.4 e da unicidade de tais

prolongamentos, temos que:

∧(f) ◦ ∧(g) = ∧(f ◦ g) = ∧(1P ) = 1∧(P )

Uma vez que tais prolongamentos são homomorfismos de A-álgebras graduadas, segue que para

todo n ∈ N, temos:

∧n(f) ◦ ∧n(g) = 1∧n(P )

Se y ∈
∧n

(A(I)), temos:

∧n(f)(y) = 1∧n(P ) ◦ ∧n(f)(y) = ∧n(f) ◦ ∧n(g) ◦ ∧n(f)(y)⇒

∃z ∈ Ker(∧n(f))/y = z + ∧n(g) ◦ ∧n(f)(y)⇒
n∧

(A(I)) = Ker(∧n(f)) + ∧n(g)(

n∧
(P ))

Além do mais, se x ∈ Ker(∧n(f)) ∩ ∧n(g)(
∧n

(P )), então:

∃z ∈
n∧

(P )/x = ∧n(g)(z)e ∧n (f)(x) = 0⇒ ∧n(f) ◦ ∧n(g)(z) = 0⇒ z = 0⇒
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x = ∧n(g)(z) = 0

Assim sendo, podemos definir um homomorfismo de A-módulos:

ψn :

n∧
(A(I)) −→ Ker(∧n(f))⊕ ∧n(g)(

n∧
(P ))

de tal forma que se x ∈ Ker(∧n(f)) e y ∈ ∧n(g)(
∧n

(P )), então ψn(x + y) = (x, y). Observe

que ψn está bem definida. De fato, se x, x′ ∈ Ker(∧n(f)) e y, y′ ∈ ∧n(g)(
∧n

(P )) são tais que

x+ y = x′ + y′, então x− x′ = y − y′ = 0 ∈ Ker(∧n(f))∩∧n(g)(
∧n

(P ))⇒ (x, y) = (x′, y′). ψn é

de fato um isomorfismo, cuja inversa é dada por (x, y) 7→ x+ y, que claramente está bem definida.

Como ∧n(f) ◦ ∧n(g) = 1∧n(P ), temos que ∧n(g) é injetiva, logo ∧n(g)(
∧n

(P )) '
∧n

(P ). Assim

sendo, temos:

n∧
(A(I)) ' Ker(∧n(f))⊕ ∧n(g)(

n∧
(P )) ' Ker(∧n(f))⊕

n∧
(P )

Segue da proposição que
∧n

(A(I)) é livre, portanto
∧n

(P ) é projetivo.

Q.E.D.
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Apêndice D

Sequências Regulares e Śımbolo de

Multiplicidade

D.1 Sequências Regulares e Profundidade

D.1.1 Sequências Regulares

Definição D.1.1. Sejam M um A-módulo e {a1, a2, ..., an} um sequência de elementos de A. A

sequência {a1, a2, ..., an} é dita M-regular, ou uma M-sequência, se a multiplicação com relação à

ai em M
<a1,a2,...,ai−1>M

é injetiva e M
<a1,a2,...,an>M

6= 0.

Exemplo D.1.1. A sequência {a} é uma sequência M-regular, se, e somente se, a não é um

divisor de zero em M, ou seja, se x ∈M e ax = 0, então x = 0.

Proposição D.1.1. Sejam {a1, a2, ..., an, b1, b2, ..., bm} um sequência de elementos de A e M um

A-módulo. Se M ′ = M
<a1,a2,...,an>M

, então a sequência {a1, a2, ..., an, b1, b2, ..., bm} é M-regular,

se, e somente se, {a1, a2, ..., an} é M-regular e {b1, b2, ..., bm} é M ′-regular.

Demonstração:

Sejam Ij =< a1, a2, ..., an, b1, b2, ..., bj > e Kj =< b1, b2, ..., bj >, 0 ≤ j ≤ m (K0 = 0,

I0 =< a1, a2, ..., an >). O homomorfismo composto dos homomorfismos canônicos:

M −→M ′ −→ M ′

KjM ′

é sobrejetivo e tem por núcleo IjM . Dessa forma, temos um isomorfismo M
IjM
' M ′

KjM ′
. Portanto,

a multiplicação por bj+1 é injetiva em M
IjM

, se, e somente se, o é em M ′

KjM ′
. Assim sendo, segue

o resultado.
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Q.E.D.

Proposição D.1.2. Sejam {a1, a2, ..., ak} uma sequência de elementos de A, {n1, n2, ..., nk} uma

sequência de elementos de N∗ e M um A-módulo. A sequência {a1, a2, ..., ak} é M-regular, se, e

somente se, a sequência {an1
1 , an2

2 , ..., ankk } é M-regular.

Demonstração:

Sejam α, β ∈ A.

Afirmação 1: As multiplicações com relação a α e com relação a β em M são injetivas, se, e

somente se, a multiplicação com relação a αβ em M é injetiva.

De fato, se (αβ)x = 0, então:

α(βx) = 0⇒ βx = 0⇒ x = 0

Reciprocamente, se αx = 0, então:

β(αx) = 0⇒ (βα)x = 0⇒ (αβ)x = 0⇒ x = 0

e analogamente, segue que βx = 0⇒ x = 0.

Afirmação 2: A multiplicação com relação a α em M é injetiva, se, e somente se, a

multiplicação com relação a αn em M é injetiva.

De fato, segue da afirmação 1 que a multiplicação com relação a α e a αn−1 em M são injetivas

se, e somente se, a multiplicação com relação a ααn−1 = αn em M é injetiva. O resultado segue

por indução.

Afirmação 3: Sejam n,m ∈ N∗. As multiplicações com relação a α e com relação a β em M

são injetivas, se, e somente se, a multiplicação com relação a αnβm em M é injetiva.

De fato, da afirmação 2 temos que a multiplicação como relação a α (resp. β)em M é injetivas,

se, e somente se, a multiplicação com relação a αn (resp. βm) em M é injetiva e da afirmação

1 temos que A multiplicação como relação a αn e com relação a βm em M são injetivas se, e

somente se, a multiplicação com relação a αnβm em M é injetiva.

Afirmação 4: Sejam α, β ∈ A. Se a multiplicação com relação a α em M é injetiva, então a

multiplicação com relação a β em M
αM é injetiva, se, e somente se, o é em M

αnM .
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Suponha n > 1. Se βy = 0 em M
αnM , então:

βy = αnz1 ⊆ αM ⇒ βŷ = 0 ∈ M

αM
⇒ ŷ = 0⇒ y = αx1

Suponha que demonstramos que y = αjxj, com 1 ≤ j ≤ n− 1. Dessa forma, temos:

βαjxj = 0⇒ (βαj)xj = αnzj+1 ⇒ βxj = αn−jzj+1 ⇒ βx̂j = 0⇒

x̂j = 0⇒ xj = αxj+1 ⇒ y = αj+1xj+1

Segue por indução que y = αnxn, para algum xn ∈M , e portanto y = 0. Reciprocamente, seja

βŷ = 0, temos que:

βy = αz ⇒ β(αn−1y) = αnz ⇒ β(αn−1y) = 0⇒ αn−1y = 0⇒ αn−1y = αnx

Da afirmação 2, segue que y = αx e portanto ŷ = 0.

Se k = 1, então o resultado segue da afirmação 2. Suponha que k > 1 e sejam {a1, ..., ak, ak+1},
{b1, ..., bk, bk+1} duas sequências de elementos de A, {n1, ..., nk, nk+1}, {m1,m2, ...,mk,mk+1} duas

sequências de elementos de N∗ e M um A-módulo. Temos pela afirmação 4 que a multiplicação

por ak+1 em M
<a1,a2,...,ak>M

' M ′

a1M ′
, com M ′ =< a2, a3, ..., ak > M , é injetiva, se, e somente

se, o é em M ′

a
n1
1 M ′

' M
<a

n1
1 ,a2,...,ak>M

. Da hipótese de indução, conclúımos que a multiplicação

por ak+1 em M
<a

n1
1 ,a2,...,ak>M

' M ′′

<a2,a3,...,ak>M ′′
, onde M ′′ = an1

1 M , é injetiva, se, e somente

se, o é em M ′′

<a
n2
2 ,a

n3
3 ,...,a

nk
k >M ′′

' M
<a

n1
1 ,a

n2
2 ,...,a

nk
k >M

. Segue por indução que {a1, a2, ..., ak, ak+1}
é M-regular, se, e somente se, {an1

1 , an2
2 , ..., ankk , ak+1} é M-regular (o passo k = 1 não passa

da afirmação 4). Da afirmação 2, temos que {an1
1 , an2

2 , ..., ankk , ak+1} é M-regular, se, e so-

mente se, {an1
1 , an2

2 , ..., ankk , a
nk+1

k+1 } é M-regular. Observe ainda que < an1
1 , an2

2 , ..., ankk > M ⊆
< a1, a2, ..., ak > M 6= M .

Q.E.D.

Proposição D.1.3. Sejam {a1, a2, ..., an} uma sequência de elementos de A e M um A-módulo.

A sequência {a1, a2, ..., an} é M-regular, se, e somente se, a sequência:

0 // M
ϕ0 // M0

ϕ1 // M1
ϕ2 // ... ϕn−1 // Mn−1

ϕn // Mn
// 0 (D.1)

onde Mi = M
<a1,a2,...,ai>M

(M0 = M) e ϕi+1 : Mi −→ Mi+1 é tal que ϕi+1(x̂) = ai+2x (x e x̂

denotam as classes de x em Mi+1 e Mi, respectivamente) (ϕ0(x) = a1x, ϕn(x) = x ∈Mn), é exata

e Mn 6= 0.
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Demonstração:

Se a sequência {a1, a2, ..., an} é M regular, segue que ϕ0 é injetiva, pois tal função não passa

da multiplicação por a1 em M. Além do mais, temos:

ϕi+1(x) = 0⇔ ai+2x = 0⇔ x = 0⇔ x =

i+1∑
j=1

ajzj ⇔ x = ai+1zi+1 ⇔ x = ϕi(ẑi+1)

sendo x a classe de x em Mi+1 e ẑi+1 a classe de zi+1 em Mi.

Reciprocamente, se a sequência D.1 é exata, temos que a1 é injetiva em M e também:

aix = 0⇒ ϕi−1(x̂) = 0⇒ x̂ = ϕi−2(z̃) = ai−1ẑ/z ∈< a1, a2, ..., ai−2 > M ⇒ x = 0

onde x denota a classe de x em Mi−1, x̂ denota a classe de x em Mi−2 e z̃ denota a classe de z

em Mi−3.

Q.E.D.

Proposição D.1.4. Sejam M um A-módulo e {a1, a2, ..., an} uma M-sequência. Se M é Noethe-

riano e cada ai, 1 ≤ i ≤ n, pertence ao radical de Jacobson, então {aσ(1), aσ(2), ..., aσ(n)} é uma

M-sequência, para qualquer permutação σ : {1, 2, ..., n} −→ {1, 2, ..., n}.

Demonstração:

Faremos indução sobre n. O caso n = 1 é trivial. Suponha que o resultado é válido para n ≥ 1.

Se τ é uma transposição de {1, 2, ..., n, n + 1}, então existem i, j ∈ {1, 2, ..., n, n + 1}, tais que

τ(i) = j, τ(j) = i e τ(k) = k, ∀k 6= i, j. Se i, j ∈ {1, 2, ..., n}, então segue por hipótese de indução

que {aτ(1), aτ(2), ..., aτ(n)} é uma M-sequência. Além do mais, temos que:

an+1x = 0 ∈ M

< aτ(1), aτ(2), ..., aτ(n) > M
=

M

< a1, a2, ..., an > M
⇒ x = 0

Logo, {aτ(1), aτ(2), ..., aτ(n), aτ(n+1)} é M-regular. Se i = n + 1, então podemos ver τ como a

composição das seguintes transposições:

γ : j 7→ n

η : n 7→ n+ 1

ζ : j 7→ n

Segue do caso ”i, j ∈ {1, 2, ..., n}” que {aγ(1), aγ(2), ..., aγ(n), aγ(n+1)} é uma M-sequência.
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Afirmação 1: Sejam α e β pertencentes ao radical de Jacobson. Se {α, β} é uma M-sequência,

então {β, α} é uma M-sequência.

Se αx = 0 ∈ M
βM , então:

αx = βy ⇒ βŷ = 0 ∈ M

αM
⇒ ŷ = 0⇒ y = αz ⇒ αx = α(βz)⇒ x = βz ⇒ x = 0

Seja (0 :M β) = {x ∈M/βx = 0}. Claramente, (0 :M β) é um submódulo de M e

< α > (0 :M β) ⊆ (0 :M β). Além do mais, temos:

x ∈ (0 :M β)⇒ βx = 0⇒ βx = 0 ∈ M

αM
⇒ x = 0⇒ x = αy ⇒ α(βy) = 0⇒

βy = 0⇒ y ∈ (0 :M β)⇒ x = αy ∈< α > (0 :M β)

Portanto, < α > (0 :M β) = (0 :M β). Segue do lema de Nakayama que (0 :M β) = 0. E dessa

forma, a multiplicação por β é injetiva em M.

Afirmação 2: {aη◦γ(1), aη◦γ(2), ..., aη◦γ(n), aη◦γ(n+1)} é uma M-sequência.

Pela proposição D.1.1 é suficiente demonstrar que {aη◦γ(n), aη◦γ(n+1)} = {an+1, aj} é

M ′ = M
<aη◦γ(1),aη◦γ(2),...,aη◦γ(n−1)>M

regular. Mas isso segue da afirmação 1 (trocando M por M ′) e

do fato de η(k) = k, ∀k < n.

Assim sendo, segue do caso ”i, j ∈ {1, 2, ..., n}” que:

{aτ(1), aτ(2), ..., aτ(n), aτ(n+1)} = {aζ◦η◦γ(1), aζ◦η◦γ(2), ..., aζ◦η◦γ(n), aζ◦η◦γ(n+1)}

é M-regular. Dessa forma, temos por indução que {aτ(1), aτ(2), ..., aτ(n)} é M-regular para qualquer

transposição τ : {1, 2, ..., n} −→ {1, 2, ..., n}. Como σ = τm ◦τm−1 ◦ ...◦τ1, com os τi transposições,

o resultado segue por indução sobre m.

Q.E.D.

D.1.2 Profundidade de um A-módulo relativo a um ideal

Definição D.1.2. Sejam M um A-módulo e J ⊆ A um ideal. Chamamos de profundidade de M

com relação a J e denotamos por prof(J ;M) ao ”inteiro”:

prof(J ;M) = inf{n ∈ N ∪ {∞}/ExtnA(
A

J
,M) 6= 0}
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Proposição D.1.5. Sejam J ⊆ A um ideal e {Mi}i∈I um famı́lia de A-módulos. Se M =
∏
i∈I

Mi,

então temos a seguinte igualdade:

prof(J ;M) = inf{prof(J ;Mi)/i ∈ I}

Demonstração:

Pelo corolário B.4.4 temos que ExtnA(J ;M) '
∏
i∈I

ExtnA(J ;Mi). Se n < prof(J ;M), então:

∏
i∈I

ExtnA(J ;Mi) = 0⇒ ExtnA(J ;Mi) = 0, ∀i ∈ I, ∀n ∈ Z

Dessa forma, prof(J ;M) ≤ inf{prof(J ;Mi)/i ∈ I}. Se m < inf{prof(J ;Mi)/i ∈ I}, então:

ExtmA (J ;Mi) = 0, ∀i ∈ I ⇒
∏
i∈I

ExtmA (J ;Mi) = 0⇒ ExtmA (J ;M) = 0

Assim sendo, temos inf{prof(J ;Mi)/i ∈ I} ≤ prof(J ;M).

Q.E.D.

Lema D.1.1. Sejam N,M A-módulos e J um ideal. Se J ⊆ Ann(N), então ExtnA(N ;M) = 0,

∀n < prof(J ;M).

Demonstração:

Sabemos que N tem uma estrutura canônica de A
J -módulo. Temos pela proposição A.1.5 que

existe uma sequência exata:

0 // H // (AJ )(I) // N // 0 (D.2)

onde H é um A
J -módulo e I é um conjunto. Segue do corolário B.4.4 que ExtmA ((AJ )(I);M) '

[ExtmA (AJ ;M)]I , ∀m ∈ Z. Assim sendo, temos que ExtmA (AJ
(I)

;M) = 0 se m < prof(J ;M). Da

sequência exata de A
J -módulos (D.2), que pela estrutura de A

J -módulo de tais módulos também

é uma sequência exata de A-módulos, e do teorema B.4.2 conclúımos que Extm−1
A (H;M) '

Extm(N ;M). O resultado segue por indução, lembrando que Ext−1
A (H;M) = 0 e que J ⊆

Ann(M).

Q.E.D.

Proposição D.1.6. Sejam M um A-módulo e J ′ ⊆ J ⊆ A ideais. Temos que:

prof(J ′;M) ≤ prof(J ;M)
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Demonstração:

Desde que J ′ ⊆ J = Ann(AJ ), temos pelo lema D.1.1 que ExtnA(AJ ;M) = 0, ∀n < prof(J ′,M).

Assim sendo, segue-se o resultado.

Q.E.D.

Proposição D.1.7. Sejam M um A-módulo, J ⊆ A um ideal e {a1, a2, ..., an} ⊆ J uma M-

sequência. Se Mi = M
<a1,a2,...,ai>M

, então:

prof(J,M) = prof(J ;Mn) + n

Demonstração:

Observe que prof(J ;M0) = prof(J ;M), onde M0 = M . Suponha que demonstramos que

prof(J ;Mi) = prof(J ;M)− i, 0 ≤ i ≤ n− 1. Considere a sequência exata:

0 // Mi
ϕi // Mi

ϕi+1 // Mi+1
// 0

onde ϕi é a multiplicação por ai+1 em Mi e ϕi+1 : Mi −→ Mi+1 é a aplicação canônica. Pelo

teorema B.4.3, temos as sequências exatas:

ExtrA(AJ ,Mi) // ExtrA(AJ ,Mi+1) // Extr+1
A (AJ ,Mi)

r ∈ Z. Se r ≤ prof(J ;M)−i−2, então temos por hipótese que ExtrA(AJ ,Mi) = 0 = Extr+1
A (AJ ,Mi)

e portanto ExtrA(AJ ,Mi+1) = 0. Assim sendo, temos que prof(J ;Mi+1) ≥ prof(J ;M) − i − 1.

Considere a sequência exata:

Exts−1
A (AJ ,Mi+1) // ExtsA(AJ ,Mi)

ηi // ExtsA(AJ ,Mi)

onde s = prof(J ;M) − i e ηs(f) = ai+1f (teorema B.4.3). Como ai+1 ∈ J = Ann(AJ ), segue do

corolário B.4.2 que ηr(f) = 0. Se prof(J ;Mi+1) > prof(J ;M)−i−1, então Exts−1
A (AJ ,Mi+1) = 0.

Dessa forma, ηi é injetivo e teŕıamos ExtsA(AJ ,Mi) = 0. O que contradiz a hipótese de indução.

Logo, prof(J ;Mi+1) = prof(J ;M)− i− 1. O resultado segue por indução.

Q.E.D.

Lema D.1.2. Sejam M um A-módulo e Z(M) = {a ∈ A/ax = 0 para algum 0 6= x ∈ M}. Se

A é Noetheriano e M finitamente gerado, então existe uma famı́lia finita {P1, P2, ..., Pn} de ideais

primos de A, tais que Z(M) =

n⋃
i=1

Pi. Além do mais, para cada i ∈ {1, 2, ..., n} ∃xi ∈ M tal que

Pi = Ann(xi).
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Demonstração:

Afirmação 1: Z(M) =
⋃

06=x∈M

Ann(x)

Evidente!

Afirmação 2: Os elementos maximais (com relação à inclusão) do conjunto

B = {Ann(x)/0 6= x ∈M} são primos.

Seja Ann(x) maximal em B. Se ab ∈ Ann(x) e b 6∈ Ann(x), então:

abx = 0, bx 6= 0⇒ a ∈ Ann(bx) ∈ B

Além do mais, temos:

d ∈ Ann(x)⇒ dx = 0⇒ d(bx) = 0⇒ d ∈ Ann(bx)⇒ Ann(x) ⊆ Ann(bx)

Da maximalidade de Ann(x) segue que Ann(x) = Ann(bx) e portanto a ∈ Ann(x).

A existência de elementos maximais em B está garantida pelo fato de A ser Noetheriano. Seja N

o submódulo de M gerado pelos elementos x ∈M , tais que Ann(x) é maximal em B. Uma vez que M

é Noetheriano (A é Noetheriano e M finitamente gerado) segue que existem x1, x2, ..., xn ∈M , tais

que N =< x1, x2, ..., xn >. Se x ∈ M é tal que Ann(x) é maximal em B, então x ∈ N e portanto
n⋂
i=1

Ann(xi) ⊆ Ann(N) ⊆ Ann(x). Pela afirmação 2, temos que Ann(x) é primo, portanto ∃i ∈

{1, 2, ..., n} tal que Ann(xi) ⊆ Ann(x). Da maximalidade de Ann(xi), segue que Ann(xi) =

Ann(x). Portanto, os únicos elementos maximais de B são {Ann(x1), Ann(x2), ..., Ann(xn)}. Da

afirmação 1 e da maximalidade dos Ann(xi), segue que Z(M) =

n⋃
i=1

Ann(xi). O resultado segue

da afirmação 2.

Q.E.D.

Lema D.1.3. Sejam A Noetheriano, M um A-módulo finitamente gerado e J ⊆ A um ideal. O

submódulo N = {x ∈ M/J ⊆ Ann(x)} é nulo, se, e somente se, ∃γ ∈ J tal que a multiplicação

com relação a γ em M é injetiva.

Demonstração:

Suponha que para qualquer γ ∈ J , existe 0 6= xγ ∈ M tal que γxγ = 0. Em assim sendo,

temos que γ ∈ Ann(xγ) e portanto J ⊆
⋃

0 6=x∈M

Ann(x). Pelo lema D.1.2, temos que existem

x1, x2, ..., xn ∈ M − {0}, tais que Ann(xi) são primos e J ⊆
n⋃
i=1

Ann(xi). Como os Ann(xi) são

primos, ∃i ∈ {1, 2, ..., n} tal que J ⊆ Ann(xi). Absurdo, pois N é nulo. A rećıproca é evidente.
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Q.E.D.

Lema D.1.4. Sejam M um A-módulo, J ⊆ A um ideal. Temos que:

HomA(
A

J
,M) ' {x ∈M/J ⊆ Ann(x)}

Demonstração:

Defina:

ϕ : HomA(
A

J
,M) −→ {x ∈M/J ⊆ Ann(x)}

tal que ϕ(f) = f(1). Se a ∈ J , então af(1) = f(a1) = f(a) = f(0) = 0. Logo, ϕ está bem definida

e é claramente um homomorfismo. Se ϕ(f) = 0, então:

f(1) = 0⇒ af(1) = 0,∀a ∈ A⇒ f(a) = 0,∀a ∈ A⇒ f = 0

Se y ∈ {x ∈M/J ⊆ Ann(x)}, então defina f : A −→M , tal que f(a) = ay. Se b ∈ J , então:

by = 0⇒ f(b) = 0⇒ b ∈ Ker(f)⇒ J ⊆ Ker(f)

Dessa forma, podemos definir o homomorfismo g : A
J −→ M , tal que g(a) = ay. Claramente

ϕ(g) = y.

Q.E.D.

Teorema D.1.1. Sejam M um A-módulo J ⊆ A um ideal e {a1, a2, ..., an} ⊆ J uma M-sequência.

Se A é Noetheriano, M finitamente gerado e prof(J ;M) > n, então ∃an+1, an+2, ..., as ∈ J , com

s = prof(J ;M), tais que {a1, a2, ..., an, an+1, an+2, ..., as} é uma M-sequência.

Demonstração:

Seja Mn = M
<a1,a2,...,an>M

. Da proposição D.1.7, sabemos que prof(J ;Mn) = prof(J ;M)−n >
0. Dessa forma, temos que HomA(AJ ,M) = 0. Segue dos lemas D.1.3 e D.1.4 que existe an+1 ∈ J
tal que a multiplicação com relação a an+1 em Mn é injetiva, ou seja, {a1, a2, ..., an, an+1} é uma

M-sequência. O resultado segue por indução.

Q.E.D.

Corolário D.1.1. Sejam M um A-módulo e J ⊆ A um ideal. Se A é Noetheriano e M é finita-

mente gerado, então todas as M-sequências maximais formadas por elementos de J tem o mesmo

comprimento (O comprimento de uma sequência {a1, a2, ..., an} é definido como a cardinalidade

do conjunto {a1, a2, ..., an}) e tal comprimento é dado pelo ”inteiro”prof(J ;M).
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Demonstração:

Segue direto do teorema e da proposição D.1.7.

Q.E.D.

Lema D.1.5. Sejam M um A-módulo I um conjunto e p((Xi)i∈I) ∈ A[(Xi)i∈I ]. Se a multi-

plicação com relação a p((Xi)i∈I) em M ⊗A A[(Xi)i∈I ] não é injetiva, então ∃m ∈ M tal que

m⊗ p((Xi)i∈I) = 0.

Demonstração:

Desde que A[(Xi)i∈I ] = A(N(I)), temos um isomorfismo de A-módulos:

ϕ : M ⊗A A[(Xi)i∈I ] −→M (N(I))

tal que ϕ(m ⊗
∏
i∈I

X
f(i)
i ) = jf (m), onde jf : M −→ M (N(I)) é a injeção canônica. Se 0 6=∑

f∈N(I)

mf ⊗Xf ∈M ⊗AA[(Xi)i∈I ] (observe que todo elemento de M ⊗AA[(Xi)i∈I ] é dessa forma)

é tal que p((Xi)i∈I)(
∑
f∈N(I)

mf ⊗Xf ) = 0 e
∑
f∈N(I)

mf ⊗Xf tem a menor quantidade de coeficientes

não nulos posśıvel, então:

(
∑
g∈N(I)

agX
g)(

∑
f∈N(I)

mf ⊗Xf ) =
∑
f∈N(I)

∑
g∈N(I)

ag(mf ⊗Xf+g)
∑
h∈N(I)

(
∑

f+g=h

agmf )⊗Xh = 0⇒

(
∑

f+g=h

agmf )⊗Xh = 0,∀h ∈ N(I) (D.3)

onde p((Xi)i∈I) =
∑
g∈N(I)

agX
g. Considere sobre N(I) a ordem lexicográfica, ou seja, se f 6= g,

então f < g ⇔ f(i) < g(i), onde f(i) = inf{f(j)/f(j) 6= g(j)}. Se n (resp. s) é o maior

entre os ”g’s”(resp. ”f ’s”) tais que ag 6= 0 (resp. mf 6= 0), então (
∑

f+g=n+s

agmf ) ⊗ Xn+s =

(anms)⊗Xn+s = 0. Sendo ϕ como na proposição D.1.9, temos que:

ϕ((anms)⊗Xn+s) = 0⇒ jn+s(anms) = 0⇒ anms = 0

Disso segue que a quantidade de coeficientes não nulos de an(
∑
f∈N(I)

mf ⊗Xf ) é estritamente

menor que a de
∑
f∈N(I)

mf ⊗Xf . Além do mais, desde que:

p((Xi)i∈I)(an(
∑
f∈N(I)

mf ⊗Xf )) = an(p((Xi)i∈I)(
∑
f∈N(I)

mf ⊗Xf )) = 0
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temos da minimalidade dos coeficientes não nulos de
∑
f∈N(I)

mf ⊗Xf que an(
∑
f∈N(I)

mf ⊗Xf ) = 0.

Suponha que demonstramos que an−r(
∑
f∈N(I)

mf⊗Xf ) = 0, onde n−r é o (r+1)o-esimo maior (Por

exemplo, com a ordem canônica de N o elemento 3 é o segundo maior do subconjunto {1, 2, 3, 4})
dos ”f’s”tais que af 6= 0 (por abuso de linguagem e por simplicidade, faremos a função n-r se

comportar como um número natural o que facilitará no racioćınio indutivo). Segue da igualdade

D.3 que:

(
∑

g+f=n−r−1+s

agmf )⊗Xn−r−1+s = (an−r−1ms)⊗Xn−r−1+s = 0

Segue por racioćınio totalmente análogo ao caso an que an−r−1(
∑
f∈N(I)

mf ⊗ Xf ) = 0. Assim

sendo, segue por indução que ah(
∑
f∈N(I)

mf ⊗Xf ) = 0, ∀h ∈ N(I). Dessa forma, temos que:

∑
f∈N(I)

(ahmf )⊗Xf = 0⇒ (ahms)⊗Xs = 0⇒ ϕ((ahms)⊗Xs) = 0⇒

js(ahms) = 0⇒ ahms = 0,∀h ∈ N⇒ ms ⊗ p((Xi)i∈I) =
∑
g∈N(I)

(agms)⊗Xg = 0

Q.E.D.

Proposição D.1.8. Sejam M um A-módulo, I um conjunto e 0 6= J ⊆ A um ideal finitamente

gerado. Se prof(J ;M) > 0, então existe γ ∈ JA[(Xi)i∈I ] tal que a multiplicação por γ em

M ⊗A A[(Xi)i∈I ] é injetiva.

Demonstração:

Suponha que todo elemento de JA[(Xi)i∈I ] anula algum elemento não nulo de M⊗AA[(Xi)i∈I ].

Seja {a0, a1, ..., an} um conjunto de geradores de J. Defina o polinômio p((Xi)i∈I) =

n∑
j=0

ajX
j
δ ∈

JA[(Xi)i∈I ], com δ ∈ I. Temos que existe um elemento não nulo r ∈ M ⊗A A[(Xi)i∈I ] tal que

p((Xi)i∈I)r = 0. Segue do lema D.1.5 que existe um elemento m ∈M tal que m⊗ p((Xi)i∈I) = 0.

Se ϕ é como na proposição D.1.5, então:

ϕ(m⊗ p((Xi)i∈I)) = 0⇒ {aim}i∈N = 0⇒ aim = 0, 0 ≤ i ≤ n⇒ J ⊆ Ann(m)

Mas de acordo com o lema D.1.4 isso é absurdo!

Q.E.D.
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Proposição D.1.9. Sejam M um A-módulo J ⊆ A um ideal e {a1, a2, ..., an} ⊆ J uma M-

sequência. Se I é um conjunto, então a sequência {a1, a2, ..., an} ⊆ JA[(Xi)i∈I ] é uma

M ⊗A A[(Xi)i∈I ]-sequência.

Demonstração:

Seja a1(
∑
j∈J

mj ⊗ pj((Xi)i∈I)) = 0, com mj ∈ M e pj((Xi)i∈I) =
∑
f∈N(I)

bjfX
f ∈ A[(Xi)i∈I ].

Assim sendo, temos que:

ϕ(a1(
∑
j∈J

mj ⊗ pj((Xi)i∈I))) = 0⇒ a1ϕ(
∑
j∈J

mj ⊗ (
∑
f∈N(I)

bjfX
f )) = 0⇒

∑
j∈J

∑
f∈N(I)

bjfa1ϕ(mj ⊗Xf ) = 0⇒
∑
j∈J

∑
f∈N(I)

bjfa1jf (mj) = 0⇒

{a1

∑
j∈J

bjfmj}f∈N(I) = 0⇒ a1

∑
j∈J

bjfmj = 0,∀f ∈ N(I) ⇒
∑
j∈J

bjfmj = 0,∀f ∈ N(I)

Dessa forma, temos que:

∑
j∈J

mj ⊗ pj((Xi)i∈I =
∑
j∈J

mj ⊗ (
∑
f∈N(I)

bjfX
f ) =

∑
f∈N(I)

(
∑
j∈J

bjfmj)⊗Xf ) = 0

Afirmação: Para todo ideal H ⊆ A, os A[(Xi)i∈I ]-módulos M
HM ⊗A A[(Xi)i∈I ] e

M⊗AA[(Xi)i∈I ]
H(M⊗AA[(Xi)i∈I ]) são isomorfos.

Da sequência exata de A-módulos:

0 // HM
i // M

ψ // M
HM

// 0

onde i e ψ são a injeção e a projeção canônicas, e do fato de A[(Xi)i∈I ] ser uma A-módulo livre,

temos a sequência exata de A-módulos:

0 // (HM)⊗A A[(Xi)i∈I ]
i⊗1 // M ⊗A A[(Xi)i∈I ]

ψ⊗A1 // M
HM ⊗A A[(Xi)i∈I ] // 0 (D.4)

Se p((Xi)i∈I), q((Xi)i∈I) ∈ A[(Xi)i∈I ] e m ∈M , então:

(i⊗ 1)(q((Xi)i∈I)(m⊗ p((Xi)i∈I))) = (i⊗ 1)(m⊗ (q((Xi)i∈I)p((Xi)i∈I))) =

i(m)⊗ (q((Xi)i∈I)p((Xi)i∈I)) = q((Xi)i∈I)i(m)⊗ p((Xi)i∈I) = q((Xi)i∈I(i⊗ 1)(m⊗ p((Xi)i∈I)))
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Dessa forma, i⊗ 1 é uma homomorfismo de A[(Xi)i∈I ]-módulos. Analogamente, se demonstra

que ψ⊗1 é um homomorfismo de A[(Xi)i∈I ]-módulos. Portanto, a sequência D.4 é uma sequência

exata de A[(Xi)i∈I ]-módulos. Além do mais, é claro que (HM)⊗A A[(Xi)i∈I ] =

H(M ⊗A A[(Xi)i∈I ]).

O resultado segue por indução, considerando na afirmação H =< a1, a2, ..., an−1 > e aplicando

a parte n = 1.

Q.E.D.

Corolário D.1.2. Sejam M um A-módulo I ′ um conjunto, J ⊆ A um ideal e {a1, a2, ..., an} ⊆
JA[(Xi)i∈I′ ] uma M⊗AA[(Xi)i∈I′ ]-sequência. Se I é um conjunto tal que I ′ ⊆ I, então a sequência

{a1, a2, ..., an} ⊆ JA[(Xi)i∈I ] é uma M ⊗A A[(Xi)i∈I ]-sequência.

Demonstração:

Pela proposição D.1.9 temos que {a1, a2, ..., an} ⊆ (JA[(Xj)j∈I′ ])A[(Xi)i∈I ] = JA[(Xi)i∈I ]

é uma (M ⊗A A[(Xj)j∈I′ ]) ⊗A[(Xj)j∈I′ ]
A[(Xi)i∈I ]-sequência. Considere os isomorfismos de Z-

módulos:

(M ⊗A A[(Xj)j∈I′ ])⊗A[(Xj)j∈I′ ]
A[(Xi)i∈I ] 'M ⊗A (A[(Xj)j∈I′ ]⊗A[(Xj)j∈I′ ]

A[(Xi)i∈I ]) '

M ⊗A A[(Xi)i∈I ]

Se m ∈M , (p((Xj)j∈I′) ∈ A[(Xj)j∈I′ ] e q((Xi)i∈I), r((Xi)i∈I) ∈ A[(Xi)i∈I ], então:

r((Xi)i∈I)((m⊗ p((Xj)j∈I′))⊗ q((Xi)i∈I)) = (m⊗ p((Xj)j∈I′))⊗ (r((Xi)i∈I)q((Xi)i∈I)) 7→

m⊗ (p((Xj)j∈I′)⊗ (r((Xi)i∈I)q((Xi)i∈I))) 7→ m⊗ (r((Xi)i∈I)p((Xj)j∈I′)q((Xi)i∈I)) =

r((Xi)i∈I)(m⊗ (p((Xj)j∈I′)q((Xi)i∈I)))

E dessa forma, o isomorfismo composto é um isomorfismo de A[(Xi)i∈I ]-módulos.

Q.E.D.

Definição D.1.3. Sejam M um A-módulo e J ⊆ A um ideal. Para cada conjunto I defina o

”inteiro”prof I(J ;M) como sendo o supremo dos ”inteiros”n ∈ N ∪ {∞} tal que existe uma

M⊗AA[(Xi)i∈I ]-sequência formada por elementos de JA[(Xi)i∈I ] de comprimento n. Ao ”inteiro”:

prof∞(J,M) = sup{prof I(J ;M)/I é um conjunto}

chamamos de profundidade polinomial de M com relação a J.
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D.2 Caracteŕıstica de Euler-Poincaré e Śımbolo de multi-

plicidade

D.2.1 Aplicações Aditivas

Definição D.2.1. Seja C uma subclasse da classe dos A-módulos e ∆ um monóide comutativo.

Dizemos que uma aplicação χ : C −→ ∆ é aditiva, se para toda sequência exata:

0 // M ′ // M // M ′′ // 0

tal que M ′,M,M ′′ ∈ C, temos que χ(M) = χ(M ′) + χ(M ′′).

Exemplo D.2.1. Seja C a classe dos A-módulos e l : C −→ N ∪ {∞} a aplicação comprimento

(lembrando que o comprimento de um A-módulo é definido como o supremo dos comprimentos de

suas séries de composição). Temos que l é uma aplicação aditiva.

Proposição D.2.1. Sejam C a classe dos A-módulos e χ : C −→ ∆ uma aplicação aditiva. Se

0 // M1
ϕ1 // M2

ϕ2 // ... ϕn−1 // Mn
// 0

é uma sequência exata de A-módulos, então:

n∑
i=1

(−1)iχ(Mi) = 0

Demonstração:

O caso n = 1 é trivial. Suponha que n > 1 e que para qualquer sequência exata:

0 // N1
// N2

// ... // Nn−1
// 0

de comprimento n− 1 o resultado é válido. Fazendo Ni = Mi, 1 ≤ i ≤ n− 2 e Nn−1 = im(ϕn−2),

então temos que:

n−2∑
i=1

(−1)iχ(Mi) + (−1)n−1χ(im(ϕn−2)) = 0

Considerando a sequência exata:

0 // im(ϕn−2) // Mn−1
// Mn

// 0

vemos que:

χ(Mn−1) = χ(im(ϕn−2)) + χ(Mn)⇒
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(−1)n−1χ(Mn−1) + (−1)nχ(Mn) = (−1)n−1χ(im(ϕn−2))

Dessa forma, segue-se o resultado.

Q.E.D.

Proposição D.2.2. Sejam M um A-módulo, C a classe dos A-módulos e χ : C −→ ∆ uma

aplicação aditiva. Se 0 = M0 ⊆M1 ⊆ ... ⊆Mn = M é uma série de composição de M, então:

χ(M) =

n∑
i=1

χ(
Mi

Mi−1
)

Demonstração:

O caso n = 1 é trivial. Suponha que demonstramos que o resultado é válido para qualquer

A-módulo N e para qualquer série de composição de N, 0 = N0 ⊆ N1 ⊆ ... ⊆ Nn = N , de

comprimento n − 1. Seja 0 = M0 ⊆ M1 ⊆ ... ⊆ Mn+1 = M uma série de composição de M de

comprimento n. Considere a sequência exata:

0 // Mn
// M // Mn+1

Mn

// 0

Temos, por definição, que χ(M) = χ(Mn) + χ(Mn+1

Mn
). Mas, por hipótese de indução, temos

que χ(Mn) =

n∑
i=1

χ(
Mi

Mi−1
). Dessa forma, segue o resultado.

Q.E.D.

D.2.2 Caracteŕıstica de Euler-Poincaré

Definição D.2.2. Sejam M =
⊕
p∈Z

Mp um módulo graduado de tipo Z sobre o anel graduado A,

C a classe dos A-módulos e l : C −→ N ∪ {∞} a aplicação comprimento. Se M é limitado (ou

seja, existem p, q ∈ Z, com p ≤ q tais que Mr = 0 e Ms = 0, ∀r ≤ p, ∀s ≥ q) e Mp ∈ l−1(N),

∀p ∈ Z (os A-módulos Mp são ditos de comprimento finito), então definimos a caracteŕıstica de

Euler-Poincaré como sendo o inteiro:

χ(M) =
∑
p∈Z

(−1)pl(Mp)

Proposição D.2.3. Seja C a classe dos A-módulos onde é posśıvel definir a caracteŕıstica de

Euler-Poincaré. A aplicação:

χ : C −→ N

tal que M é aplicado em sua caracteŕıstica de Euler-Poincaré, é uma aplicação aditiva.
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Demonstração:

Seja:

0 // M ′
ψ // M

ϕ // M ′′ // 0

uma sequência exata de elementos de C. Por restrição podemos construir, para cada p ∈ Z, a

sequência exata:

0 // M ′p
ψp // Mp

ϕp // M ′′p // 0

Uma vez que a aplicação l é aditiva, temos que:

χ(M) =
∑
p∈Z

(−1)pl(Mp) =
∑
p∈Z

(−1)p[l(M ′p) + l(M ′′p )] =

[
∑
p∈Z

(−1)pl(M ′p)] + [
∑
p∈Z

(−1)pl(M ′′p )] = χ(M ′) + χ(M ′′)

Q.E.D.

Corolário D.2.1. Seja C um complexo. Se a caracteŕıstica de Euler-Poincaré está definida para

C, então ela está definida para Z(C), B(C) e H(C). Além do mais, temos que:

χ(C) = χ(H(C))

Demonstração:

Como C é limitado, segue claramente que Z(C), B(C) e H(C) são limitados. Das sequências

exatas:

0 // Zn(C) // Cn // Bn−1(C) // 0

e

0 // Bn(C) // Zn(C) // Hn(C) // 0

e do fato de l ser uma aplicação aditiva, vemos, por indução, que Zn(C), Bn(C) e Hn(C) são de

comprimento finito para todo n em Z.

Das sequências exatas:
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0 // Z(C) // C // B(C)(−1) // 0

e

0 // B(C) // Z(C) // H(C) // 0

tiramos que:

χ(C) = χ(Z(C)) + χ(B(C)(−1))

e

χ(H(C)) = χ(Z(C))− χ(B(C))

O resultado segue da seguinte afirmação:

Afirmação: Para todo inteiro n e todo complexo C’ tal que a caracteŕıstica de Euler-Poincaré

pode ser definida, temos que χ(C ′(n)) = (−1)nχ(C ′).

Claramente a caracteŕıstica de Euler-Poincaré pode ser definida para C ′(n). Além do mais,

temos que:

χ(C ′(n)) =
∑
p∈Z

(−1)pl((C ′(n))p) =
∑
p∈Z

(−1)pl(Cp+n) = (−1)n(
∑
p∈Z

(−1)p+nl(Cp+n)) =

(−1)n(
∑
q∈Z

(−1)ql(C ′q)) = (−1)nχ(C ′)

Q.E.D.

D.2.3 Sistema de Multiplicidade

Definição D.2.3. Sejam M um A-módulo e {γ1, γ2, ..., γn} uma famı́lia de elementos de A. Dize-

mos que {γ1, γ2, ..., γn} é um sistema de multiplicidade sobre M se o A-módulo M
<γ1,γ2,...,γn>M

é

de comprimento finito.

Proposição D.2.4. Sejam {γ1, γ2, ..., γn} uma famı́lia de elementos de A e

0 // M ′
ϕ // M

ψ // M ′′ // 0
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uma sequência exata.

i) Se {γ1, γ2, ..., γn} é um sistema de multiplicidade sobre M, então também é sobre M ′′.

ii) Se {γ1, γ2, ..., γn} é um sistema de multiplicidade sobre M ′ e sobre M ′′, então também é

sobre M .

Demonstração:

Defina as aplicações:

ϕ :
M ′

< γ1, γ2, ..., γn > M ′
−→ M

< γ1, γ2, ..., γn > M

tal que ϕ(x) = ϕ(x) e

ψ :
M

< γ1, γ2, ..., γn > M
−→ M ′′

< γ1, γ2, ..., γn > M ′′

tal que ψ(x) = ψ(x).

Da sequência exata:

0 // Ker(ψ) // M
<γ1,γ2,...,γn>M

// M ′′

<γ1,γ2,...,γn>M ′′
// 0

e do fato de l (aplicação comprimento) ser uma aplicação aditiva, segue da proposição D.2.1 que:

l(
M

< γ1, γ2, ..., γn > M
) = l(Ker(ψ)) + l(

M ′′

< γ1, γ2, ..., γn > M ′′
)

Assim sendo, segue-se i)

Afirmação: A sequência:

0 // Ker(ϕ) // M ′

<γ1,γ2,...,γn>M ′
ϕ // M

<γ1,γ2,...,γn>M

ψ // M ′′

<γ1,γ2,...,γn>M ′′
// 0

é exata.

De fato, temos que ψ ◦ ϕ = ψ ◦ ϕ = 0. Além do mais, se ψ(x) = 0, então:

ψ(x) = 0⇒ ψ(x) =

n∑
i=1

γiyi =

n∑
i=1

γiψ(zi)⇒ x =

n∑
i=1

γizi + ϕ(t)⇒ x = ϕ(t) = ϕ(t)

A sobrejetividade de ψ segue da sobrejetividade de ψ. Novamente pela aditividade de l, segue

da proposição D.2.1 que:
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−l(Ker(ϕ)) + l(
M ′

< γ1, γ2, ..., γn > M ′
)−

l(
M

< γ1, γ2, ..., γn > M
) + l(

M ′′

< γ1, γ2, ..., γn > M ′′
) = 0

⇒ l(
M ′

< γ1, γ2, ..., γn > M ′
) + l(

M ′′

< γ1, γ2, ..., γn > M ′′
) = l(Ker(ϕ)) + l(

M

< γ1, γ2, ..., γn > M
)

Dessa forma, segue ii).

Q.E.D.

Proposição D.2.5. Sejam M um A-módulo e γ um elemento de A. Para todo n ∈ N, temos que:

l(
M

γnM
) ≤ nl( M

γM
)

onde l é a aplicação comprimento.

Demonstração:

Considere a série de composição sobre M:

0 ⊆ γnM ⊆ γn−1M ⊆ ... ⊆ γM ⊆M

Da proposição D.2.2 segue que:

l(M) =

n∑
i=1

l(
γi−1M

γiM
) + l(γnM)⇒ l(M)− l(γnM) =

n∑
i=1

l(
γi−1M

γiM
)⇒

l(
M

γnM
) =

n∑
i=1

l(
γi−1M

γiM
)

Considere a aplicação:

ψi : M −→ γi−1M

γiM

tal que ψi(x) = γi−1x. Claramente ψi é A-linear e sobrejetiva. Além do mais, o núcleo de ψi é

dado por:

Ker(ψi) = {x ∈M/γi−1x = 0}
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= {x ∈M/γi−1x = γiy, y ∈M} = {x ∈M/γi−1(x− γy) = 0, y ∈M} =

{x ∈M/x− γy ∈ (0 :M γi−1)} = (0 :M γi−1) + γM

Onde (0 :M γi−1) denota o núcleo da aplicação M −→ γM , tal que x 7→ γx. Dessa forma,

temos um isomorfismo:

γi−1M

γiM
' M

(0 :M γi−1) + γM

E assim temos que l(γ
i−1M
γiM ) = l( M

(0:Mγi−1)+γM ). Como γM ⊆ (0 :M γi−1) + γM , existe uma

sequência exata:

0 // Ker(η) // M
γM

η // M
(0:Mγi−1)+γM

// 0

onde η leva classe em classe. Assim sendo, temos que:

l(
M

γM
) = l(Ker(η)) + l(

M

(0 :M γi−1) + γM
)⇒ l(

M

γM
) = l(Ker(η)) + l(

γi−1M

γiM
)⇒

l(
γi−1M

γiM
) ≤ l( M

γM
)⇒ l(

M

γnM
) =

n∑
i=1

l(
γi−1M

γiM
) ≤ nl( M

γM
)

Q.E.D.

Corolário D.2.2. Sejam M um A-módulo e {γ1, γ2, ..., γs} uma famı́lia de elementos de A, com

s ≥ 1. Para todo (n1, n2, ..., ns) ∈ Ns, temos que:

l(
M

< γn1
1 , γn2

2 , ..., γnss > M
) ≤ n1n2...nsl(

M

< γ1, γ2, ..., γs > M
)

onde l é a aplicação comprimento.

Demonstração:

Faremos indução sobre s. O caso s = 1 nada mais é do que a proposição. Suponha que demon-

stramos que para toda sequência {γ1, γ2, ..., γs} de s elementos de A e toda s-upla (n1, n2, ..., ns) ∈
Ns, temos que:

l(
N

< γn1
1 , γn2

2 , ..., γnss > N
) ≤ n1n2...nsl(

N

< γ1, γ2, ..., γs > N
)

qualquer que seja o A-módulo N.
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Seja {γ1, γ2, ..., γs, γs+1} uma famı́lia de s + 1 elementos de A e (n1, n2, ..., ns, ns+1) ∈ Ns+1

uma s+ 1-upla. Considere o isomorfismo:

M

< γn1
1 , γn2

2 , ..., γnss , γ
ns+1

s+1 > M
' M ′

< γ
ns+1

s+1 > M ′

onde M ′ = M
<γ

n1
1 ,γ

n2
2 ,...,γnss >M

. Da proposição e da hipótese de indução segue que:

l(
M

< γn1
1 , γn2

2 , ..., γnss , γ
ns+1

s+1 > M
) = l(

M ′

< γ
ns+1

s+1 > M ′
) ≤ ns+1l(

M ′

< γs+1 > M ′
) =

ns+1l(
M

< γn1
1 , γn2

2 , ..., γnss , γs+1 > M
) = ns+1l(

M ′′

< γn1
1 , γn2

2 , ..., γnss > M ′′
) ≤

n1n2...ns+1l(
M ′′

< γ1, γ2, ..., γs > M ′′
) = n1n2...nsns+1l(

M

< γ1, γ2, ..., γs, γs+1 > M
)

onde M ′′ = M
<γs+1>M

.

Q.E.D.

Corolário D.2.3. Sejam M um A-módulo e {γ1, γ2, ..., γs} uma famı́lia de elementos de A, com

s ≥ 1. Se {γ1, γ2, ..., γs} é um sistema de multiplicidade sobre M, então γn1
1 , γn2

2 , ..., γnss é um

sistema de multiplicidade sobre M, qualquer que seja (n1, n2, ..., ns) ∈ Ns.

Demonstração:

Segue direto do corolário D.2.2.

Q.E.D.

Lema D.2.1. Sejam I um ideal de A e {Mn}n∈N uma famı́lia de submódulos do A-módulo M.

i) O A-módulo B =
∑
n∈N

InXn (I0 = A) é uma subálgebra graduada de A[X].

ii) Se InMm ⊆Mm+n, ∀(n,m) ∈ N×N, então
∑
n∈N

Mn⊗AXn ⊆M⊗AA[X] tem uma estrutura

canônica de B-módulo graduado.

Demonstração:

Sejam an ∈ In e bn ∈ Im, n,m ∈ N, temos que:

(anX
n).(bmX

m) = anbmX
n+m ∈ In+mXn+m

e 1 ∈ AX0 = I0X0. Dessa forma, i) segue por bilinearidade do produto em A[X]. Além do

mais, se ym ∈Mm, então:

203



(anX
n)(ym ⊗Xm) = ym ⊗ (anX

n+m) =

(anym)⊗Xn+m ∈ (InMm)⊗Xn+m ⊆Mn+m ⊗Xn+m

Novamente, ii) segue por bilinearidade da estrutura de A[X]-módulo de M ⊗A A[X].

Q.E.D.

Lema D.2.2. Sejam I ⊆ A um ideal e {Mn}n∈N uma cadeia decrescente de submódulos do A-

módulo noetheriano M, tal que ImMn ⊆Mn+m. Para que exista n0 ∈ N tal que Mn+n0
= InMn0

,

∀n ∈ N é necessário e suficiente que
∑
n∈N

Mn ⊗A Xn ⊆ M ⊗A A[X] seja finitamente gerado sobre∑
n∈N

InXn.

Demonstração:

Desde que M é um A-módulo noethriano, para cada i ∈ N existe uma famı́lia finita {eij}l(i)j=1 de

geradores do A-módulo Mi. Se n ≥ n0 então:

enj ∈ In−n0Mn0 ⇒ enj =

m∑
k=1

aknje
′
knj , {aknj}

m(k,n,j)
k=1 ⊆ In−n0 , {e′knj}

m(k,n,j)
k=1 ⊆Mn0

Como Mn0
é gerado (como A-módulo) por {en0j}

l(n0)
j=1 , temos que:

e′knj =

l(n0)∑
h=1

bhnjen0h ⇒ enj =

l(n0)∑
h=1

(

m∑
k=1

bhnjaknj)en0h

Dessa forma, para n ≥ n0 Mn pode ser gerado por {en0h}
l(n0)
h=1 com coeficientes em In−n0 . Seja

y ∈Mn, com n ≥ n0. Se y =

l(n0)∑
h=1

ahen0h, com ah ∈ In−n0 , então:

y ⊗Xn = (

l(n0)∑
h=1

ahen0h)⊗Xn =

l(n0)∑
h=1

ah(en0h ⊗Xn) =

l(n0)∑
h=1

ahX
n−n0(en0h ⊗Xn0)

Dessa forma, segue por linearidade que o
∑
n∈N

InXn-módulo
∑
n≥n0

Mn ⊗A Xn é gerado por

{en0h ⊗ Xn0}l(n0)
h=1 . Seja agora z ∈ Mn, com 0 ≤ n ≤ n0. Se z =

l(n)∑
j=1

bjenj, com bj ∈ A = I0,

então:

z ⊗Xn = (

l(n)∑
j=1

bjenj)⊗Xn =

l(n)∑
j=1

bjX
0(enj ⊗Xn)
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Segue por linearidade que o
∑
n∈N

InXn-módulo
∑
n≤n0

Mn⊗AXn é gerado por

n0⋃
n=1

{enj ⊗Xn}l(n)
j=1.

Conclúımos então que o
∑
n∈N

InXn-módulo
∑
n∈N

Mn ⊗A Xn é gerado por

n0⋃
n=1

{enj ⊗Xn}l(n)
j=1.

Reciprocamente, sejam {ej ⊗Xj}n0
j=1 uma famı́lia de geradores do

∑
n∈N

InXn-módulo∑
n∈N

Mn ⊗A Xn e y ∈Mn, com n ≥ n0 e ej ∈Mj. Temos que:

y ⊗Xn =

n0∑
j=1

(
∑
i∈N

(aijX
i))(ej ⊗Xj) =

∑
i∈N

(

n0∑
j=1

aijej)⊗Xi+j)

onde aij ∈ Ii e a famı́lia {aij}i∈N tem suporte finito para todo j ∈ {1, 2, ..., n0}. Considere o

isomorfismo canônico de A-módulos:

ϕ : M ⊗A A[X] −→M (N)

Temos que:

ϕ(y ⊗Xn) = ϕ(
∑
i∈N

(

n0∑
k=1

aikek)⊗Xi+k)⇒ jn(y) =
∑
i∈N

n0∑
k=1

ji+k(aikek)⇒

jn(y) =

n0∑
k=1

jn(an−k,kek)⇒ y =

n0∑
k=1

an−k,kek ∈
n0∑
k=1

In−kMk

Como Mi ⊆ Mn0
e In−i ⊆ In−n0 , 1 ≤ i ≤ n0, temos que In−iMi ⊆ In−n0Mn0

, 1 ≤ i ≤ n0 e

portanto

n0∑
k=1

In−kMk ⊆ In−n0Mn0
. Dessa forma, temos que In−n0Mn0

= Mn.

Q.E.D.

Lema D.2.3 (Artin-Rees). Sejam M um A-módulo finitamente gerado, N ⊆M um submódulo e

I ⊆ A um ideal. Se A é noetheriano, então existe um inteiro n0 ∈ N tal que:

In−n0((In0M) ∩N) = (InM) ∩N

qualquer que seja n ≥ n0.

Demonstração:

Observe que Im(InM) = Im+nM . Além do mais, como M é noetheriano, segue do lema D.2.2

que
∑
n∈N

(InM)⊗A Xn ⊆M ⊗A A[X] é finitamente gerado sobre
∑
n∈N

InXn. Desde que AXn é um

A-módulo livre para todo n ∈ N, temos que a aplicação A-linear:

205



in ⊗ 1 : ((InM) ∩N)⊗A Xn −→ (InM)⊗A Xn

onde in : InN −→ InM é a injeção canônica, é injetiva.

Afirmação 1: Seja {Mn}n∈N uma famı́lia de sub-módulos de M. Existe um isomorfismo de

A-módulos:

∑
n∈N

Mn ⊗A Xn '
⊕
n∈N

Mn

Sejam
∑
n∈N

yn ⊗Xn = 0 ∈
∑
n∈N

Mn ⊗A Xn e

ϕ : M ⊗A A[X] −→M (N)

o isomorfismo, de A-módulos, canônico. Temos que:

ϕ(
∑
n∈N

yn ⊗Xn) = 0⇒ {yn}n∈N = 0 ∈M (N) ⇒ yn = 0,∀n ∈ N⇒ {yn}n∈ = 0 ∈
⊕
n∈N

Mn

Dessa forma, podemos definir a aplicação:

ψ :
∑
n∈N

Mn ⊗A Xn −→
⊕
n∈N

Mn

tal que ψ(
∑
n∈N

yn ⊗Xn) = {yn}n∈N. ψ é claramente A-linear e é bijetiva, pois a aplicação:

η :
⊕
n∈N

Mn −→:
∑
n∈N

Mn ⊗A Xn

tal que η({yn}n∈N) =
∑
n∈N

yn ⊗Xn claramente está bem definida e é a inversa de ψ.

Segue da afirmação 1 que podemos definir uma aplicação A-linear injetiva:

⊕(in ⊗ 1) :
∑
n∈N

((InM) ∩N)⊗A Xn −→
∑
n∈N

(InM)⊗A Xn

tal que ⊕(in ⊗ 1)(
∑
n∈N

yn ⊗ Xn) =
∑
n∈N

in(yn) ⊗ Xn. Claramente ⊕(in ⊗ 1) é
∑
n∈N

InXn-linear.

Dessa forma, segue que o
∑
n∈N

InXn-módulo
∑
n∈N

((InM) ∩N)⊗A Xn é isomorfo a um submódulo

do
∑
n∈N

InXn-módulo
∑
n∈N

(InM)⊗A Xn.
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Afirmação 2: O anel
∑
n∈N

InXn é noetheriano.

Como A é noetheriano, temos que I é finitamente gerado, digamos I =< b1, b2, ..., bn >. Defina

a aplicação:

ξ : A[X1, X2, ..., Xn] −→
∑
r∈N

IrXr

tal que ξ(
∑

f∈N{1,...,n}
afX

f ) =
∑
r∈N

(
∑

f(1)+...+f(n)=r

afb
f(1)
1 ...bf(n)

n )Xr. Como {Xf}f∈N{1,2,...,n} é uma

base do A-módulo A[X1, X2, ..., Xn], segue que ξ está bem definida. Claramente ξ é um homomor-

fismo de A-álgebras. Se y ∈ In, para algum n ≥ 1, então existe um polinômio homogêneo de grau

n (os elementos homogêneos de grau s ∈ N de A[X1, X2, ..., Xn] são pertencentes ao submódulo

Hs =< {Xf/

n∑
i=1

f(i) = s} > ) p(X1, X2, ..., Xn) tal que y = p(b1, b2, ..., bn). Assim sendo, temos

que ξ é sobrejetiva. Dessa forma, segue pelo teorema da base de Hilbert que
∑
n∈N

InXn é noetheri-

ano.

Como o
∑
n∈N

InXn-módulo
∑
n∈N

(InM) ⊗A Xn é finitamente gerado e
∑
n∈N

InXn é noetheriano,

temos que
∑
n∈N

(InM)⊗A Xn é noetheriano e dessa forma seu submódulo
∑
n∈N

((InM) ∩N)⊗A Xn

é finitamente gerado. Uma vez que claramente Im((InM) ∩ N) ⊆ (In+mM) ∩ N , temos que o

resultado segue do lema D.2.2.

Q.E.D.

Proposição D.2.6. Sejam M um módulo finitamente gerado sobre o anel noetheriano A, N ⊆M
um submódulo e {γ1, γ2, ..., γn} uma famı́lia de elementos de A. Se {γ1, γ2, ..., γn} é um sistema

de multiplicidade sobre M, então também o é sobre N.

Demonstração:

Do lema de Artin-Rees (lema D.2.3) sabemos que existe um inteiro m ∈ N tal que:

(Im+1M) ∩N = I((ImM) ∩N) ⊆ IN

onde I =< γ1, γ2, ..., γn >. Dessa forma, temos a seguinte sequência exata:

0 // Ker(η) // N
(Im+1M)∩N

η // N
IN

// 0

onde η leva classe em classe. Assim sendo, temos que:
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l(
N

(Im+1M) ∩N
) = l(Ker(η)) + l(

N

IN
)⇒ l(

N

IN
) ≤ l( N

(Im+1M) ∩N
)

Do isomorfismo N
(Im+1M)∩N '

(Im+1M)+N
Im+1M e da sequência exata:

0 // (Im+1M)+N
Im+1M

// M
Im+1M

// M
(Im+1M)+N

// 0

vemos que:

l(
M

Im+1M
) = l(

N

(Im+1M) ∩N
) + l(

M

(Im+1M) +N
)⇒ l(

N

(Im+1M) ∩N
) ≤ l( M

Im+1M
)

Desde que < γm+1
1 , γm+1

2 , ..., γm+1
n >⊆ Im+1, existe uma sequência exata:

0 // Ker(ρ) // M
<γm+1

1 ,γm+1
2 ,...,γm+1

n >M

ρ // M
Im+1M

// 0

onde ρ leva classe em classe. Dessa forma, temos que:

l(
M

< γm+1
1 , γm+1

2 , ..., γm+1
n > M

) = l(Ker(ρ)) + l(
M

Im+1M
)⇒

l(
M

Im+1M
) ≤ l( M

< γm+1
1 , γm+1

2 , ..., γm+1
n > M

)

Conclúımos então que:

l(
N

< γ1, γ2, ..., γn > N
) ≤ l( M

< γm+1
1 , γm+1

2 , ..., γm+1
n > M

)

O resultado segue do corolário D.2.3.

Q.E.D.

Corolário D.2.4. Sejam A um anel noetheriano, {γ1, γ2, ..., γn} uma famı́lia de elementos de A

e

0 // M ′ // M // M ′′ // 0

uma sequência exata. Se M é finitamente gerado, então {γ1, γ2, ..., γn} é um sistema de multipli-

cidade sobre M se, e somente se, o é sobre M ′ e sobre M ′′.

208



Demonstração:

De fato, o resultado segue das proposições D.2.4 e D.2.6.

Q.E.D.

Proposição D.2.7. Sejam {γ1, ..., γi−1, γi, γi+1, ..., γn}, {γ1, ..., γi−1, γ
′
i, γi+1, ..., γn} duas famı́lias

de elementos do anel noetheriano A e M um A-módulo. Se {γ1, ..., γi−1, γi, γi+1, ..., γn} ou

{γ1, ..., γi−1, γ
′
i, γi+1, ..., γn} é um sistema de multiplicidade sobre M e M é finitamente gerado,

então {γ1, ..., γi−1, γiγ
′
i, γi+1, ..., γn} é um sistema de multiplicidade sobre M.

Demonstração:

Desde que M
<γ1,...,γi−1,γi,γi+1,...,γn>M

' M ′

<γi>M ′
(resp. M

<γ1,...,γi−1,γ′i,γi+1,...,γn>M
' M ′

<γ′i>M
′ ,

M
<γ1,...,γi−1,γiγ′i,γi+1,...,γn>M

' M ′

<γiγ′i>M
′ ) onde M ′ = M

<γ1,...,γi−1,γi+1,...,γn>M
, vemos que

{γ1, ..., γi−1, γi, γi+1, ..., γn} (resp. {γ1, ..., γi−1, γ
′
i, γi+1, ..., γn}, {γ1, ..., γi−1, γiγ

′
i, γi+1, ..., γn}) é

um sistema de multiplicidade sobre M, se, e somente se, {γi} (resp. {γ′i}, {γiγ′i}) é um sistema

de multiplicidade sobre M ′. Dessa forma, é suficiente demonstrar o caso i = n = 1.

Suponha por exemplo que {γ} é um sistema de multiplicidade sobre M e considere a sequência

exata:

0 // γ′γM
γM

// M
γM

// M
γ′γM

// 0

Temos que:

l(
M

γM
) = l(

M

γ′γM
) + l(

γ′γM

γM
)⇒ l(

M

γM
)− l(γ

′γM

γM
) = l(

M

γ′γM
)

Por hipótese, l( M
γM ) < ∞ e pela proposição D.2.6, l(γ

′γM
γM ) < ∞. Dessa forma, segue-se o

resultado.

Q.E.D.

D.2.4 Śımbolo de Multiplicidade

Sejam A um anel noetheriano e {γ1, γ2, ..., γn} um sistema de multiplicidade sobre o

A-módulo finitamente gerado M, com n ≥ 1. Sabemos que {γ1, γ2, ..., γn} é um sistema de multi-

plicidade sobre M se, e somente se, {γ1, γ2, ..., γn−1} é um sistema de multiplicidade sobre M
γnM

.

Por outro lado, desde que < γ1, γ2, ..., γn > (0 :M γn) =< γ1, γ2, ..., γn−1 > (0 :M γn), temos a

seguinte sequência exata:

0 // < γ1, γ2, ..., γn−1 > (0 :M γn) // (0 :M γn) // (0:Mγn)
<γ1,γ2,...,γn>(0:Mγn)

// 0
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Dessa forma, temos que (0:Mγn)
<γ1,γ2,...,γn>(0:Mγn) '

(0:Mγn)
<γ1,γ2,...,γn−1>(0:Mγn) . Segue da proposição

D.2.6 que < γ1, γ2, ..., γn−1 > é um sistema de multiplicidade sobre (0 :M γn). Isso nos permite

definir indutivamente uma aplicação:

e(γ1, γ2, ..., γn; .) : C(γ1, γ2, ..., γn) −→ Z

onde C(γ1, γ2, ..., γn) é a classe dos módulos finitamente gerados sobre o anel noetheriano A que

tem {γ1, γ2, ..., γn} por sistema de multiplicidade, como segue:

e(γ1;M) = l(
M

γ1M
)− l((0 :M γ1))

e(γ1, γ2, ..., γn;M) = e(γ1, γ2, ..., γn−1;
M

γnM
)− e(γ1, γ2, ..., γn−1; (0 :M γn))

onde l é a aplicação comprimento.

Definição D.2.4. Sejam A um anel noetheriano, M um A-módulo finitamente gerado e

{γ1, γ2, ..., γn} um sistema de multiplicidade sobre M. Ao inteiro e(γ1, γ2, ..., γn;M) chamamos de

śımbolo de multiplicidade do A-módulo M com relação à famı́lia {γ1, γ2, ..., γn}.

Lema D.2.4. Seja:

0 // M ′ // M // M ′′ // 0

uma sequência exata de A-módulos. Para todo γ ∈ A, existe uma sequência exata:

0 // (0 :M ′ γ) // (0 :M γ) // (0 :M ′′ γ) // M ′
γM ′

// M
γM

// M ′′
γM ′′

// 0

Demonstração:

Considere o diagrama:

0 // M ′ //

��

M //

��

M ′′

��

// 0

0 // M ′ // M // M ′′ // 0

onde os homomorfismos verticais são as multiplicações por γ, enquanto os horizontais são os

homomorfismos originais. Claramente tal diagrama é comutativo. Segue do lema da serpente a

existência de tal sequência exata.

Q.E.D.
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Proposição D.2.8. Seja {γ1, γ2, ..., γn} uma famı́lia de elementos do anel noetheriano A. A

aplicação:

e(γ1, γ2, ..., γn; .) : C(γ1, γ2, ..., γn) −→ Z

tal que M 7→ e(γ1, γ2, ..., γn;M), é uma aplicação aditiva.

Demonstração:

Suponha que n = 1. Desde que a aplicação comprimento l é aditiva, segue do lema D.2.4 e da

proposição D.2.1 que:

−l((0 :M ′ γ)) + l((0 :M γ))− l((0 :M ′′ γ)) + l(
M ′

γM ′
)− l( M

γM
) + l(

M ′′

γM ′′
) = 0⇒

l(
M

γM
)− l((0 :M γ)) = [l(

M ′

γM ′
)− l((0 :M ′ γ))] + [l(

M ′′

γM ′′
)− l((0 :M ′′ γ))]⇒

e(γ;M) = e(γ;M ′) + e(γ;M ′′)

O caso n > 1 segue diretamente por indução, trocando na demonstração do caso n = 1, l por

e(γ1, γ2, ..., γn−1; .) e γ por γn.

Q.E.D.

Proposição D.2.9. Seja M um módulo finitamente gerado sobre o anel noetheriano A. Se

{γ1, γ2, ..., γn−1, γn} e {γ1, γ2, ..., γn−1, γ
′
n} são sistemas de multiplicidade sobre M, então:

e(γ1, γ2, ..., γn−1, γnγ
′
n;M) = e(γ1, γ2, ..., γn−1, γn;M) + e(γ1, γ2, ..., γn−1, γ

′
n;M)

Demonstração:

Temos pela proposição D.2.7 que {γ1, γ2, ..., γn−1, γnγ
′
n} é um sistema de multiplicidade sobre

M, logo e(γ1, γ2, ..., γn−1, γnγ
′
n;M) está bem definido. Considere a sequência exata:

0 // γM
γγ′M

// M
γγ′M

// M
γM

// 0

Temos que:

e(γ1, γ2, ..., γn−1;
M

γγ′M
) = e(γ1, γ2, ..., γn−1;

γM

γγ′M
) + e(γ1, γ2, ..., γn−1;

M

γM
)

Observe que o epimorfismo composto:

211



M −→ γM −→ γM

γγ′M

tal que x 7→ γx 7→ γx, tem por núcleo:

{x ∈M/γx = 0} = {x ∈M/γx = γγ′y, y ∈M} = {x ∈M/γ(x− γ′y) = 0, y ∈M} =

{x ∈M/x− γ′y ∈ (0 :M γ), y ∈M} = (0 :M γ) + γ′M

Dessa forma, temos os seguintes isomorfismo:

γM

γγ′M
' M

(0 :M γ) + γ′M
'

M
γ′M

(0:Mγ)+γ′M
γ′M

E assim temos que:

e(γ1, γ2, ..., γn−1;
γM

γγ′M
) = e(γ1, γ2, ..., γn−1;

M

γ′M
)− e(γ1, γ2, ..., γn−1;

(0 :M γ) + γ′M

γ′M
)

Mas sabemos que:

(0 :M γ) + γ′M

γ′M
' (0 :M γ)

(0 :M γ) ∩ γ′M

Agora observando que:

(0 :M γ) ∩ γ′M = {γ′x ∈M/γγ′x = 0} = γ′(0 :M γγ′)

Teremos:

e(γ1, γ2, ..., γn−1;
(0 :M γ) + γ′M

γ′M
) =

e(γ1, γ2, ..., γn−1; (0 :M γ))− e(γ1, γ2, ..., γn−1; γ′(0 :M γγ′))

Considerando o homomorfismo:

ϕ : M −→M
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tal que ϕ(x) = γ′x, vemos que sua restrição:

ϕ′ : (0 :M γγ′) −→ γ′(0 :M γγ′)

tem por núcleo (0 :M γ′) ∩ (0 :M γγ′) = (0 :M γ′), pois (0 :M γ′) ⊆ (0 :M γγ′).

Dessa forma, temos que:

e(γ1, γ2, ..., γn−1; γ′(0 :M γγ′)) = e(γ1, γ2, ..., γn−1; (0 :M γγ′))− e(γ1, γ2, ..., γn−1; (0 :M γ′))

Conclúımos então que:

e(γ1, γ2, ..., γn−1;
M

γγ′M
) = e(γ1, γ2, ..., γn−1;

M

γM
) + e(γ1, γ2, ..., γn−1;

M

γ′M
)−

e(γ1, γ2, ..., γn−1; (0 :M γ)) + e(γ1, γ2, ..., γn−1; (0 :M γγ′))− e(γ1, γ2, ..., γn−1; (0 :M γ′))⇒

e(γ1, γ2, ..., γn−1;
M

γγ′M
)− e(γ1, γ2, ..., γn−1; (0 :M γγ′)) =

[e(γ1, γ2, ..., γn−1;
M

γM
)− e(γ1, γ2, ..., γn−1; (0 :M γ))]+

[e(γ1, γ2, ..., γn−1;
M

γ′M
)− e(γ1, γ2, ..., γn−1; (0 :M γ′))]

Q.E.D.

Corolário D.2.5. Seja M um módulo finitamente gerado sobre o anel noetheriano A. Se

{γ1, γ2, ..., γn−1, γn} é um sistema de multiplicidade sobre M, então:

e(γ1, γ2, ..., γn−1, γ
m
n ;M) = me(γ1, γ2, ..., γn−1, γn;M)

qualquer que seja o inteiro m ∈ N∗.

Demonstração:

Segue direto da proposição por argumento indutivo.

Q.E.D.
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Proposição D.2.10. Sejam M um módulo finitamente gerado e {γ1, γ2, ..., γn} um sistema de

multiplicidade sobre M formado por elementos do anel noetheriano A. Se {γn, γn−1, ..., γi}, 0 ≤
i ≤ n, é M -regular, então:

e(γ1, γ2, ..., γn;M) = e(γ1, γ2, ..., γi−1;
M

< γi, γi+1, ..., γn > M
)

onde estamos considerando e(φ;M) = l(M).

Demonstração:

Como a multiplicação por {γn} em M é injetiva, temos que (0 :M γn) = 0. Dessa forma, segue

que:

e(γ1, γ2, ..., γn;M) = e(γ1, γ2, ..., γn−1;
M

γnM
)− e(γ1, γ2, ..., γn−1; 0)

Agora da sequência exata:

0 // 0 // 0 // 0 // 0

Conclúımos que:

e(γ1, γ2, ..., γn−1; 0) = e(γ1, γ2, ..., γn−1; 0) + e(γ1, γ2, ..., γn−1; 0)⇒ e(γ1, γ2, ..., γn−1; 0) = 0

Como {γn−1, γn−2, ..., γi} é M
γnM

-regular (proposição D.1.1), o resultado segue por indução.

Q.E.D.

Proposição D.2.11. Sejam M um módulo finitamente gerado e {γ1, γ2, ..., γn} um sistema de

multiplicidade sobre M formado por elementos do anel noetheriano A. Se γn ∈
√
Ann(M), então:

e(γ1, γ2, ..., γn;M) = 0

Demonstração:

Desde que γn ∈
√
Ann(M), temos que ∃m ≥ 1 tal que γmn M = 0. Dessa forma, segue que

(0 :M γmn ) = M e então:

e(γ1, γ2, ..., γ
m
n ;M) = e(γ1, γ2, ..., γn−1;

M

γmn M
)− e(γ1, γ2, ..., γn−1; (0 :M γmn )) =

e(γ1, γ2, ..., γn−1;
M

0
)− e(γ1, γ2, ..., γn−1;M) =
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e(γ1, γ2, ..., γn−1;M)− e(γ1, γ2, ..., γn−1;M) = 0⇒

me(γ1, γ2, ..., γn;M) = e(γ1, γ2, ..., γ
m
n ;M) = 0⇒ e(γ1, γ2, ..., γn;M) = 0

Q.E.D.

Proposição D.2.12. Sejam M um módulo finitamente gerado e {γ1, γ2, ..., γn} um sistema de

multiplicidade sobre M formado por elementos do anel noetheriano A. Existe m0 ∈ N tal que:

e(γ1, γ2, ..., γn;M) = e(γ1, γ2, ..., γn−1;
Fm
γnFm

)

∀m ≥ m0, onde Fm = M
(0:Mγmn ) .

Demonstração:

Observe que temos a seguinte cadeia de submódulos de M:

(0 :M γn) ⊆ (0 :M γ2
n) ⊆ (0 :M γ3

n) ⊆ ...

Uma vez que M é noetheriano, temos que ∃m0 ∈ N tal que (0 :M γm0
n ) = (0 :M γmn ), ∀m ≥ m0.

Seja m ≥ m0 e considere a sequência exata:

0 // (0 :M γmn ) // M // M
(0:Mγmn )

// 0

De tal sequência vemos que:

e(γ1, γ2, ..., γn;M) = e(γ1, γ2, ..., γn;
M

(0 :M γmn )
) + e(γ1, γ2, ..., γn; (0 :M γmn ))

Agora, desde que γn ∈
√
Ann((0 :M γmn )), segue da proposição D.2.11 que:

e(γ1, γ2, ..., γn; (0 :M γmn )) = 0

Além do mais, se γnx = 0 ∈ M
(0:Mγmn ) , então:

γnx = 0⇒ γnx ∈ (0 :M γmn )⇒ γm+1
n x = 0⇒ x ∈ (0 :M γm+1

n ) = (0 :M γmn )⇒ x = 0

Dessa forma, o resultado segue da proposição D.2.10.

Q.E.D.
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[5] N. Bourbaki, Algèbre Commutative, chap. 10, Springer-Verlage, Berlin, 2007.

[6] W. Bruns e J. Herzog, Cohen-Macaulay rings, 1997.

[7] S. Lang, Algebra, Springer-verlag, New york, 2002.

[8] D. Northcott, Finite Free Resolutions, Cambridge University Press, Londres, 1976.

[9] D. Northcott, Lessons on Rings, modules and Multiplicities, Cambridge University Press,

Londres, 1968.
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geradora de uma álgebra, 155
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bilateral graduado de uma álgebra, 156
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