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Resumo

O complexo de Koszul é uma ferramenta de vital importancia na Algebra Comutativa. Ele nos
permitird definir alguns invariantes que nos dao informacoes refinadas acerca de um determinado
médulo. Entre eles podemos ressaltar a profundidade e a multiplicidade de tal médulo em relacao
a um ideal. A primeira mede o comprimento da maior M-sequéncia formada por elementos do anel

e a segunda nos da informagoes assintéticas acerca do comprimento de médulos quocientes.

Palavras-Chave: Complexo de Koszul, Algebra exterior, Multiplicidade, profundi-

dade, Caracteristica de Euler-Poincaré.



Introducao

O complexo de Koszul foi introduzido por Jean-Louis Koszul e apresentou-se como uma das
ferramentas mais importantes da Algebra Comutativa, tendo aplicagbes em intimeros campos da
matematica, tais como Geometria Algébrica, Algebra de Lie e Teoria dos operadores. Tal complexo
tem sua importancia nao apenas pelo fato de ser encontrado em varios campos da matematica,
mas também por ter uma estrutura de Algebra intrinseca e por dar uma aplicacao direta a Algebra
de Grassmann.

Na presente dissertacao pretendemos construir tal complexo e demonstrar suas propriedades
mais bésicas de forma mais rigorosamente possivel. Para isso utilizaremos como pré-requisito
apenas o livro introdutério em Algebra Comutativa do Atiyah-MacDonald e a partir dai toda
teoria necessaria para tal feito serd posta nos apéndices.

Entre muitas possiveis aplicagoes do complexo de Koszul, escolhemos sua conexao com a teoria
da profundidade que correlaciona trés invariantes de natureza completamente distinta, a saber, a
profundidade de um médulo relativo a um ideal J, o comprimento de uma M-sequéncia maximal
formada por elementos de J e o menor inteiro tal que a homologia do complexo de Koszul rela-
cionado a uma familia de geradores de J é nao nulo. Quando o anel é noetheriano e o médulo
finitamente gerado, veremos que tais inteiros sao iguais.

Outra aplicagao que abordaremos sera a relacao entre o simbolo de multiplicidade de um mdédulo
relativo a uma sequéncia de elementos do anel e a caracteristica de Euler-Poincaré do médulo de
homologia do complexo de Koszul associado a mesma sequéncia. Relacao esta, que no caso do anel
noetheriano e do médulo finitamente gerado se mostrara ser de igualdade.

Finalizaremos com o teorema de Lech que nos dara, a partir do simbolo de multiplicidade,
informacoes assintoticas sobre o comprimento de determinados médulos.

Todos os anéis considerados nessa dissertacao serao comutativos com unidade.
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Capitulo 1

Complexos de Koszul

1.1 Definicoes e Propriedades Basicas

Sejam I um conjunto e u : A — A um homomorfismo de A-médulos. Para cada m > 2

considere a aplicagao:

m—1
Om (A(I))m N /\ (A(I))

m

tal que @ (Y1, Y25 s Ym) = Z(—l)i+1u(y7;)y1 AY2 A . AYi A ... AYpm, onde 7; denota a omissdo do
i=1

elemento que estd na posicao i.

Afirmacgao: p,, é uma aplicacao m-linear alternada.

De fato, temos que:

m

O (Y1, s Yj + QY oy Ym) = Z(—l)”lu(yi)yl AYa AN e NGi N e AYpn, =
i=1

(=1 u(y; + )L AY2 A e AT A oo A Y+

S DTy Aya A A+ ) A NG A A Yy =
i#j

(*1)j+lu(yj)y1 ANya A ... A\ ij A e NYm+

a(=1 T @)y Aya A AT A o Ayt



Z(fl)wlu(yi)yl ANYa AN e NYF AN NG N o A Y+
i#]

ad (1)) Ay A AYGA AT A A Y =
i#j

(=17 u(y)) s Aya A e ATj A oo A Y+

ST i)y Aya A Ay A AT A A ]+
i#]

al(=1)" (Y Aya A AT A o A Yt

S DT @)y Aya A AYG A ATEA A Y] =
i#]

Cm(Y1s s Yjs oos Ym) + AP (Y15 ey Yy vy Yim)
Sei#jey =y; =z entdo:
Om Y1y Yio1, 2, Yit1, o Yj—1,2,Yj+1, ey Ym) =
(=) () A e AYict A2 AYig1 A e AYj—1 AT AYjst A oo A Y+
(_1)i+1u(2)y1 AN ANYi—1 A f&\z ANYirr N e NYj— 1 AZANYj01 N e AYm+

Z (D" u(ye)yr A e AYict AZAYicd A e AYj_a AZAYj41 A e ATk A oo A Y =
ki)

(71)j+1u(z)y1 N ANYica NZAYipr Ao Ay A y? ANYjr1 N e ANYym~+
(_1)i+1u(z)y1 N ANy A :l//\z A Yi+1 VAN Yj—1 Nz AN Yj+1 N ANYm =
(=7 (=) () yr A e AYica AT AYig1 A e AYj—1 AZAYjp1 A e AYm+

(—1)i+1u(z)y1 N ANYi—1 A ?\z ANYita N e NYj A NZNYj 1 N e ANYy =

(—1)iu(z)y1 N AYi—1 A :lj, ANYirt N e NYj A NZNANYj01 N e AYm+



(71)”1U(2)y1 N ANY;—1 N ]3\7 ANYirr N e NYj A NZNANYj1 N e NY = 0

Assim sendo, para cada m > 2, podemos definir uma aplicagao A-linear:

m m—1
2 \(AD) — A (AD)

tal que di(y1 AYa A oo AYn) = Z(—l)”lu(yi)yl AYa A e N N oo A Y.

i=1

Proposigao 1.1.1. O par (@ C;,®dy,), onde C; = /\i(A(I)), sei €N, C;=0,s5¢i1<0ed; =u,
=

define um complezo.

Demonstracao:

Sejam m > 2 € x1,T2, ..., Tmy1 € A(I), temos que:

m—+1
Ay © Ay 1 (TL ATy A e A Tppgq) = dm(z (=) )Ty A e ATy A o A ny1) =
i=1
m—+1
> (D) u(@i)dm (@1 Ao AT A o ATgr) = R
=1

Definindo yy, = xx, se k < i e yp = x11, se k > 1, temos:

m—+1
R=3 (-1 u(@)dm(yr A o Aym) =
i=1

m—+1 m
S (=0T () > (=1 uy) )y A A A A Y
i=1 j=1
m+1 m
= (1) u(z)u)yr A e AGGA oo A Y+
R o
m+1 m
Z Z( D" u(z)u(y;) ) yi A e AGGA o A Ym
=
m+1 m
- (=D u(z)u(@)azs A e ATjA e ATPA oo A T+
=2 j=1
j<i



m
SO D) M u(@) (@i )T A AT A ATFLA o ATy =

m
Z(—l)”ju(xi)u(wj)a:l ANce NEGN o ANTG N o N T+

m
SN ()T (@) A AT A AT A A g =0

Além do mais:

d1 o dQ(IL'l VAN $2) = dl(u(xl)xg - U(l’g)xl) = u(l’l)dl(l'g) — u(l'g)dl(l'l) =

u(zy)u(xs) — u(ze)u(zrr) =0
Q.E.D.

O complezo definido na proposi¢do 1.1.1 é dito associado ao homomorfismo u e serd denotado
por K(u).

Definicao 1.1.1. Sejam I um conjunto, u : AY) — A wma forma linear e M um A-mddulo.
Ao complero K.(u; M) = K(u) @4 M chamamos de complezo de Koszul descendente, ou com-
plexo descendente da dlgebra exterior, associado a forma linear v e ao A-mddulo M. Ao complezo
K*(u; M) = Homgra(K(u), M) chamaremos de complezo de Koszul ascendente, ou complezro
ascendente da dlgebra exterior, associado a forma linear u e ao A-mddulo M.

Observe que dar uma forma linear v : A — A ¢ equivalente a dar uma famdlia {4 }acr
de elementos de A. De fato, basta tomar x; = u(e;), onde e; € AD i e I, é a base candnica.
Assim sendo, falaremos do complexo de Koszul ascendente (resp. descendente) associado & familia
{Za}acr € a0 A-mddulo M como sendo o associado & forma linear u e ao A-mddulo M e o
denotaremos por K*({xotacr; M) (resp. Ki({za}acr; M)). Observe também que K, (u; A) ndo
passa de K(u). No que seque, denotaremos (K. (u; M)); (resp. (K*(u; M))") por K;(u; M) (resp.
Ki(u; M)).



Sejam ¢ @ Ko(u; M) = A®@a M — M (resp. ¢ : K%(u; M) = Homa(A,M) — M)
e Ki(u,M) = AD @4 M — MWD (resp. o : K'(u; M) = Homs(AD M) — M)
0s isomorfismos candnicos. Definiremos um complexo a partir do complexo de Koszul K, (u; M)

(resp. K*(u; M)), fazendo o segquinte diagrama:

d”?L m
. i>Km(u;M) _dm_ . i>K1(u;M) _d Ko(u; M) —= 0 — -

S

M M 0

0 1 m—1 m
) —> KO(u; M) _ K (u; M) A Ky M) s

Lk |

K™(u; M) *— ..

d”o d” 1 d“mfl

) onde os homomorfismos que nao aparecem sao as identidades, comutar. Com tal definicdo, tais

complexos sdo claramente isomorfos. Os identificaremos a partir de tal isomorfismo.

Proposigao 1.1.2. Sejam I um conjunto, {M;}ic; uma familia de A-mddulos e u : AV — A

uma forma linear. Se K, (u; @Ml) (resp. K.(u;M;)) denota o complexo de koszul descendente

iel
associado a forma linear u e ao A-mddulo @Ml (resp. M;), entdo existe um isomorfismo de
il
complezos:
K. (u; P M;) ~ P K. (u; M;)
icl icl
Demonstracao:

Segue direto da proposi¢cdo B.3.2

Q.E.D.

Proposiciao 1.1.3. Sejam I um conjunto, {M;}ic; uma familia de A-mddulos e u : AV — A
uma forma linear. Se K*(u;HMi) (resp. K*(u; M;)) denota o complexo de koszul ascendente
icl
associado a4 forma linear u e ao A-mddulo HM’ (resp. M;), entao existe um isomorfismo de
icl
complezos:

K*(u;HMi) ~ HK*(u, M;)

icl i€l



Demonstracao:

Segue direto da proposicio B.4.1
Q.E.D.

Proposicao 1.1.4. Sejam I um conjunto e M, N A-mddulos. Se K.(u; M) (resp. K.(u;N),
K.(u;M ®a N), K.(u; N ®4 M)) denota o complexo de Koszul descendente associado & forma
linear u : A — A e ao A-médulo M (resp. N, M @4 N, N®a M), entao existem isomorfismos

de Complexos:

K.(u;M@s N) ~ Ky(u; M) @4 N ~ K, (u; N) @4 M ~ K,(u; N @4 M)

Demonstracao:

Segue da proposicao B.3.3, os isomorfismos de complexos:

K*(’U,;M®AN):K(U)®A (M@AN>2(I€(U)®AM) ®AN:K*(U;M) ®a N

K*(U;N®AM)=K(U)®A (N®AM)2(k(u)@AN)@)AM:K*(u,N) ®a M

E da proposi¢ao B.3.1 (observando que se p : C — C' € um isomorfismo de complezxos, entdo
len @@ : C" @4 C — C" @4 C'" € um isomorfismo de complexos, afirmacgdo 4 do teorema B.3.1

e proposi¢ao B.3.1) o isomorfismo (de complexos):

K*<U;N®A M) :K(u) XA (N®A M) zK(u) XA (M®A N) :K*(U;M®A N)

Proposigao 1.1.5. Sejam J um conjunto e K,(u; M) o complezo de koszul descendente associado
& forma linear u : AY) — A e ao A-mddulo M. Se K. (u; M) ¢é aciclico em grau positivo, ou
seja, Hy(K.(u; M)) =0, Vp > 1, entdo (K.(u; M),h), onde ho : M — 2L ¢ o homomorfismo

canénico e I =im(u), € uma resolugdo a esquerda de %

Demonstracao:
Desde que Hy(K.(u; M)) =0, ¥p > 1, € suficiente demonstrar que dy(M)) =IM. Se
y € di(MW), entio y = dy({x;}ics), com x; € M e a familia {x;}ic; de suporte finito. Assim

sendo, temos:



y=diodp(Y es@z)=pod(Y @)=Y podiei®u)=

icJ icJ icJ
Z olule;) ®ax;) = Zu(ei)xi elIM
icJ icJ
Seja x € M, temos que u(e;)x = d}(ji(z)), onde j; - M — M) é ainjecdo candnica e {e;}ics

a base candnica de AY). Como a familia {ulei)r} i zyerxamr gera o A-mddulo IM e u(AY)) € um
submddulo de M, seque que IM C u(AM)).

Q.E.D.

Proposigao 1.1.6. Sejam J um conjunto e K*(u; M) o complexo de koszul ascendente associado
a forma linear u : AY) — A e ao A-médulo M. Se K*(u; M) ¢ aciclico em grau positivo, entdo
(K*(u; M), h), onde hg : Homa(4,M) — M € tal que ho(f) = f(I) e I = im(u), é uma

resolu¢do & direita de Hom (4, M).

Demonstracao:

Observe que hy € injetiva. De fato,

ho(9) =0=9¢g(1)=0=ag(1)=0,Vae A=g(a) =0,YVae A=g=0

Além do mais, se denotarmos por d a diferencial de K*(u; M), temos que:

dy 0 ho(g) = dy (9(T)) = {—ule:)g(D) bies = {—g(ules))}ies = 0
Se y € Ker(dy), entao
—{ule))ytics = do(y) = 0= u(e;)y = 0,¥i € J = I C Ann(y)

Dessa forma, podemos definir a aplicagdo A-linear:
Ny ? — M tal que ny(a) = ay. Assim sendo, temos que y = ho(ny). O resto do resultado

seque do fato de HP(K*(u; M)) =0, Vp € N*.
Q.E.D.

Proposicao 1.1.7. Sejam I um conjunto e K.({Za}acr; M) o complexo de Koszul descendente
associado a familia {xq}acr de elementos de A e ao A-mddulo M. Se M € livre (resp. projetivo),
entdo Kp({Tatacr; M) € livre (resp. projetivo) para todo inteiro p. Em particular, K.({za}acr; M)

é livre (resp. projetivo).



Demonstracao:

Como AY) ¢ livre (resp. projetivo), temos que \'(AD)) € livre (resp. projetivo) para todo
p € N e também o sio K,({za}acr; M) = NP(AD) @4 M, ¥p € N, como produto tensorial de
mddulos livres (resp. projetivo). O fato de K.({xa}acr; M) ser livre (resp. projetivo), seque de

tal A-mddulo ser a soma direta de A-mddulos livres (projetivos).
Q.E.D.

Corolario 1.1.1. Sob as hipdteses da proposi¢ao 1.1.5, se M ¢é livre, entdo (K.(u; M),h) é uma

~ . M
resolugao livre de 137 .

Demonstracao:

Claro a partir das proposi¢ées 1.1.5 e 1.1.7.
Q.E.D.

Corolario 1.1.2. Sob as hipdteses da proposicao 1.1.5, se M € projetivo, entao (K.(u; M), h) é

~ . . M
uma resolugdo projetiva de 1;.

Demonstracao:

Claro a partir das proposi¢oes 1.1.5 e 1.1.7.

Corolario 1.1.3. Sejam I um conjunto e K({zs}acr) o complexo de Koszul associado o familia

{Za}acr de elementos de A. Se K({xq}acr) € aciclico em grau positivo, entdo:

H (K. ({2a baer: M)) ~ Tord (2

- M
I’)

onde I =< {x4}aecr >, para todo A-mdédulo M e para todo inteiro p.

Demonstracao:
O resultado seque do fato de K({xo}acr) =~ Ki({za}acr; A), como complexos, e do coroldrio

anterior.
Q.E.D.

Coroldrio 1.1.4. Sejam I um conjunto e K({xq}acr) 0 complexo associado a familia {xq}acr de
elementos de A. Se K({a}acr) € aciclico em grau positivo, entdo:
. A
HP(K*({xa}tacr; M)) ~ Extp(T,M)
onde I =< {x4}acr >, para todo A-mddulo M e para todo inteiro p.

Demonstracao:

O resultado seque do fato de K({za}aer) ser uma resolucdo livre (e portanto projetiva) de 4

€ K*({xa}QEI;M) = HomgrA(K({xa}ael)?M)'



Q.E.D.

Proposicao 1.1.8. Sejamn € N* e K* (21,22, ..., Zn; M) 0 complezo de Koszul ascendente associ-
ado a sequéncia {x1, 2, ...,z } de elementos de A e ao A-mddulo M. Se M ¢ livre (resp. projetivo,
plano), entao KP({x1,x2,...,xn}; M) € livre (resp. projetivo, plano) para todo inteiro p. Em

particular, K*({x1,x,...,xn}; M) € livre (resp. projetivo, plano).

Demonstracao:
Como KP({z1,22,...,xn}; M) = Homa(AF(A™), M), o resultado seque do fato de \"(A™) ser
livre e finitamente gerado (proposi¢oes A.1.8 e A.3.83). Além do mais, K*({x1,22,....,xn}; M) €

livre (resp. projetivo, plano) por ser soma direta de A-mddulos livres (resp. projetivos, planos).
Q.E.D.

Proposicao 1.1.9. Sejam n € N* e K*(x1,29,...,x,; M) o complexo de Koszul ascendente as-
sociado a sequéncia {x1,Ta,...,x,} de elementos de A e ao A-mddulo M. Se M é injetivo, entdo

KP(x1,xa,...,xn; M) € injetivo para todo inteiro p. Além do mais, K*(x1,xa,...,xn; M) € injetivo.

Demonstracao:
Como A™ € livre e possui uma base finita, seque que Kp(x1,xa,...,2,) = N'(A™) € livre de base

finita (caso p < 0 € trivialmente verdadeiro). Desde que M é injetivo, seque que:
KP(x1,22, ..., Tn; M) = Homa(Kp(x1, T2, ..., T), M)

é injetivo (coroldario A.2.1). Além do mais, desde que A™ € gerado por n elementos, temos que
N (A™) =0, Vr > n e dessa forma:

T

K" (z1,x0,...;xn; M) = HomA(/\(A"),M) =0,Vr>n
Como:
K*(x1, 20, ...;xn; M) =0,Vs <0
temos que:

K*(x1,x2, ooy Ty M) ~

Kl(xl,acg, ey Ty M) X K2({171,(E2, vy Ty M) X oo X K™ (21, T2, ooy Ty M)

para algum m < n. Assim sendo, o resultado seque do fato de K*(x1,xa,...,xn; M) ser isomorfo

ao produto de maodulos injetivos.

Q.E.D.



Proposi¢ao 1.1.10. Sejam n € N* e K,(x1,x9,...,x,; M) o complexo de Koszul descendente
associado 4 sequéncia {x1,xa,...,x,} de elementos de A e ao A-mddulo M. Para todo inteiro p

existe um isomorfismo de A-mddulos:
Kp(z1,22,....xn; M) ~ Homa(Ky(x1, T2, ..., T ), M)

Demonstracao:

Seja {e;}12,, onde m = ( "

), a base canénica de \F(A™). Defina a sequinte aplicagdo:
p

oy : Homa(/\(A™), M) — \(A") @4 M

tal que @, (f) = Zei ® f(ei). Claramente ¢ € A-linear. Da mesma forma, defina:

i=1
P P
Uy \(A") x M — Homa(/\(A"), M)
tal que wp(z aiei,x)(z bje;) = Zajbjx. Claramente vemos que 1, estd bem definida e é
i=1 j=1 j=1

A-bilinear. Dessa forma, podemos definir a aplicacao A-linear:

p p

o+ \(A") @4 M — Homa(/\(A™), M)

tal que np((z aie; ® :L')(Z bje;) = Z a;bje;. Observe que:

i=1 j=1 j=1

np © op(f Zb €;)

mo(en© (3 (e (3 bies) = ma(3 (Y duen) @ (F(e)) (D byes) =

i=1 k=1

Z% Zazkek () = 303 b e bee_ Zbez

=1 j=1

onde 0;; =1 € §;; =0, se i # j. Por outro lado:

®p © np(z ae; ® ) =
i=1
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m m

e @ (O aiei@)(e) = ;@ (Y aei @)Y drjer)) =
j=1 k=1

i=1 j=1 i=1

D e 0O anbiw) = ;@ (a5z) = (Y aje;) @
j=1 k=1 Jj=1 Jj=1
Q.E.D.

Corolario 1.1.5. Sejam n € N* e K,(x1,22,...,2n; M) o complexo de Koszul descendente as-
sociado a sequéncia {x1,Ta,...,xn} de elementos de A e ao A-mddulo M. Se M € plano, entao

K,(x1,%2, ..., xn; M) € plano para todo inteiro p. Em particular, K.(x1,Z2,...,xn; M) é plano.

Demonstracao:
Temos que K,(x1,2a,...,x,) € livre para todo inteiro p. Como M é plano, seque que
Kp(z1,22,....xn; M) ~ Homa (K, (21, 22, ..., 2n), M) € plano (proposicdo A.3.3). O fato de

K. (x1,29,...,xn; M) ser plano, seque do fato de ser soma direta de A-mddulos planos.
Q.E.D.

Coroldrio 1.1.6. Sejam n € N* e K, (21,22, ...,2n; M) o complexo de Koszul descendente asso-

ciado a sequéncia {x1,2a,...,2n} de elementos de A e ao A-mddulo M. Se M € injetivo, entdo

Kp(z1,2,....,xn; M) € injetivo para todo inteiro p. Além do mais, K.(x1, %2, ..., Tn; M) € injetivo.
Demonstracao:
Como A™ € livre e possui uma base finita, seque que K,(x1, 22, ...,x,) = \'(A™) € livre de base

finita (casop < 0 é trivialmente verdadeiro). Desde que M € injetivo, seque que Kp(x1,x2, ..., Tn; M)
~ Homa(Ky(z1,%2,...,xn), M) € injetivo (coroldrio A.2.1). Além do mais, desde que A™ € ger-
ado por n elementos, temos que N\ (A™) = 0, Vr > n e dessa forma K, (x1,T9,....Tn; M) =
N (A") @4 M =0, Vr > n. Como temos também, Ky(x1,x2,...,2; M) = 0, Vs < 0, temos que
Ko(x1,29, oy Tp; M) = Kqi(x1, %0, ..., Tpy; M) X Ko(x1, %0, oy @py; M) X . X Kpp(21, @9, 0y Tp; M),
para algum m < n. Assim sendo, o resultado seque do fato de K.(x1,2a,...,xn; M) ser isomorfo

ao produto de maodulos injetivos.
Q.E.D.

Proposigao 1.1.11. Sejam u : A — A e v : AY) — A duas formas lineares. Se u e v sdo

tais que v(AM)) C u(AD), entdo existe um morfismo de complexos w : K (v) — K(u).

Demonstracao:
Seja H = u(AD). Desde que v(AM)) Cu(AD), temos a sequinte situacdo:

11



AT — H 0

Uma vez que AY) € projetivo, existe wm homomorfismo vy que faz o diagrama:

AW
S
Al —— A

comutar. Seja w : N(AY)) — N(AD) a extensio de y. Se d e d denotam as diferenciais de

K(u) e K(v), respectivamente, teremos:

m—+1
Wi © A1 (X1 Ao A oo ATpy1) = wm(z w(@x))xy Ao A e AT A oo A Tppy1) =
m+1
Z w(x))wm (@1 Ao A e ATy N oo A Tpy1) =
m+1
Z u(z)(y(z1)) A (Y(@2)) Ao A (Y(@im1)) AZi A (V(@is1)) Ao A (V(@041))) =
m+1
Z v(y(@:))(V(z1)) A (V(@2)) A e A(V(@i-1)) ATi A (V(@i41)) Ao A (V(@m11))) =

d;n+1('7(m1)) A ('7(332)) AN ('V(merl))) = d;n+1 o wm+1(.’IJ1 A 2 WANAN -Tm+1)

Q.E.D.

Corolario 1.1.7. Com as hipdteses da proposicdo, o morfismo w define um isomorfismo de com-

plexos entre k(u) e k(v), se, e somente se, v € um isomorfismo.
Demonstracao:
Se w ¢ um isomorfismo de complezos, entdo w, € um isomorfismo para todo inteiro p. Em

particular, wy = v € um isomorfismo. Reciprocamente, temos que p a extensio de v~ ! é a inversa

de w.

12



Q.E.D.

Corolario 1.1.8. Sejam {z4}acr uma familia de elementos de A e o : I — I wuma bijegdo.

Eziste um isomorfismo de complexos:

K({IQ}OGI) = K({xa(a) }ae])

Demonstracao:
De fato, o homomorfismo ~y da proposi¢io ¢ dado pelo isomorfismo ey = €g(a), 0nde {€a}tacr

denota a base canénica de AD).

Q.E.D.

Corolario 1.1.9. Sejam u: AD — A ev: AY) — A duas formas lineares. Se u e v sdo tais

que v(AY)) Cu(AD), entio existe um morfismo de complezos:
n: Ki(v; M) — Ky (u; M)

Demonstracao:
Pela proposi¢ao existe um morfismo de complexos w : K(u) — K(v). Para cada inteiro p,

seja ny, = wp @ 1.
Afirmacao: = ®n, € um morfismo de complezos.

Sejam D, D', d e d' as diferenciais de K.(u; M), K.(v; M), K(u) e K(v), respectivamente.

Temos que:

(wp—1® 1) o Dy ®@y) = (wp—1 @ 1ar)(dp(2) ® y) = (wp—10dp(7)) ®y =

(d, owy()) @y = Dy (wy(z) @y) = Dy, 0 (wp @ Lar)(z @y)
Q.E.D.

Coroldrio 1.1.10. Sejam M um A-mddulo, {24 }acr uma familia de elementos de A eo : I — I

uma bijecdo. Existe um isomorfismo de complexos:

K*({xa}ael; M) =~ K*({xa(a)}ael; M)

13



Demonstracao:

Temos pelo coroldrio 1.1.8 que existe um isomorfismo de complexos:

P K({xa}ael) — K({ma(a)}ael)

Do coroldrio anterior, sabemos que:

01y K*({xa}aEI;M) — K*({Ia(a)}aEI;M)

€ um morfismo de complexos. Mas tal aplica¢do € bijetiva, como produto tensorial de isomorfismos

(de A-mddulos).
Q.E.D.

Corolério 1.1.11. Sejam u: AD — A ewv: AY) — A duas formas lineares. Se u e v sdo tais

que v(AY)) Cu(AWD), entio existe um morfismo de complexos:
B: K*(uy M) — K*(v; M)

Demonstracao:
Pela proposicdo existe um morfismo de complexos w : K(u) — K(v). Para cada inteiro p,

seja By = Hom(wp, 1ar).
Afirmacao: B = @®f, é um morfismo de complezos.

Sejam Dy, Dy, d e d' as diferenciais de K*(v; M), K*(u; M), K(u) e K(v), respectivamente.

Temos que:

Hom(wpﬂ, Lar) o DE(f) = Hom(wp+1, 1M)((_1)p+1f © d;)+1) = (_1)p+1f © d;+1 OWp+1 =

(_1)p+1f owpodyi1 = DY (fo wp) =D}, o HOm(va Lar)(f)
Q.E.D.

Coroldrio 1.1.12. Sejam M um A-mddulo, {4 }acr uma famiia de elementos de A eo : I — I

uma bijecdo. Existe um isomorfismo de complexos:

K*({xa}aeﬁ M) = K*({xo(a)}aelé M)
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Demonstracao:

Demonstracao totalmente andloga a do coroldrio 1.1.10, observando que uma vez que:

¢: K({zataer) — K({xa(a)}ael)

€ um isomorfismo, entdo:

Hom(p, 1) : K*({zataer; M) — K*({Z0(a) facr; M)
também o é.
Q.E.D.

Lema 1.1.1. Sejam K (u) o complezo associado & forma linear u : AY) — A e d sua diferencial.

Sex € K,(u) ey € K4(u), entdo:
dptq(z NY) = dp(z) Ny + (1) z A dg(y)

Demonstracao:
Sep =0, entdo x € A (resp. y € A). Dessa forma, x A z = xz, Yz € N(AD)). Assim sendo,

temos:

dosq(z Ay) = dg(zy) = (=1)°wdy(y) = (=1)"z Ady(y) = do(2) Ay + (=1)° A dy(y)
o caso q = 0 € totalmente andlogo. Suponha quep > 0 eq > 0. Podemos escrever x = Z a;e; ey =
Z be;, onde {e;}icr € {€}}jex sio as bases candnicas de \P(AT)) e AT(AD), res;eeftivamente.
fgim sendo, temos por um lado:

dpiq(z Ny) = dp+q((z aie;) A (Z bje;')) = Z Z bjaidpiq(ei A e;-)

i€ER JEK iERjEK

e por outro:

dp(Y " aied) AN bies) + (1P aiei) Adg(D bjel) =

i€R jEK i€eR jeK

DD bjaildy(en) A€l + (=1)Pe; Ady(€))]

iERjEK
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Dessa forma, € suficiente demonstrar o resultado mo caso em que x
Yy =1y1 Nya N\ ...

r1 ANxag N o ANy €
A Yq, com x;,y; € M. Assim sendo, defina z; = z;, 1 < i < p e zjtp = Y,
1 <5 <q. Temos que:

p+q

= Z(fl)ﬂrlu(zi)zl Nzg N e NZi N N Zpyg =
i=1

Aptq(@ NY) =dprg(z1 N2a Ao A Zptq)

P

S D) u(z) (20 A ABA A 2p) A (Zpg1 A A Zpig)+
=1

pt+q

S (DT u(z) (21 A Az) A(zpr1 A NG A e A Zpag)
i=p+1
p
O (=)™ ul@)ay A AT A Axp) A(ys A Ayg)+

i=1

p+q

@A Azp) A (1) (i )yt A e ATip A Agg) =
i=p+1

WYL A e NG A e A yg) =

DR A AT A A Yg) = dp(@) Ay + (=1)Pz A dy(y)
]:1

Q.E.D.

Lema 1.1.2. Sejam I um conjunto, K(u) o complexo associado & forma linear u: A — A e d
sua diferencial. Se x € A entdo:

dz ANy) +x Ad(y) = u(z)y
Yy € K(u).

Demonstracao:

Escrevamos y = Z Yp, onde y, € K,(u). Por um lado, temos:
pEZ

dx ANy)+a ANd(y) =d(xA( Zyp +33/\d2yp

PEZL

Z (A yp) + 2 Ad(yp)]

PEZL PEZL
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e por outro:

u(@)y = u(@)(Y_yp) =Y u@)yy

PEZL PEL

Dessa forma, € suficiente demonstrar o resultado para y € K,(u), p € N. Assim sendo, temos:

dx Ay) +xANdy) =dpri(xAy) +xAdy(y) = di(z) Ay + (=) e Ady(y) + 2 Ady(y) =

dy(z) Ny = u(z) ANy = u(x)y

A sequnda igualdade sendo derivada do lema anterior, enquanto que a ultima seque da defini¢ao

do produto em \(AD).

Q.E.D.

Proposicao 1.1.12. Sejam I um conjunto e K.({xa}acr; M) o complexo de Koszul descendente

associado a familia {xq}acr de elementos de A e ao A-mddulo M. Se J =< {xq}aer >, entdo:
J+ Ann(M) C Ann(H(K.({za}acr; M)))

Demonstracao:
Ann(M) anula K,({za}acr) ®a M para todo p € Z. Dessa forma, Ann(M) anula
K.({za}aer; M), portanto anula Z(K.({Za}tacr; M)) e a posteriori anula H(K.({xq}acr; M)).
Logo Ann(M) C Ann(H(K.({Za}acr; M))).

Sejam h = Zyj ® z; € Z(Ki({zatacr; M)), d a diferencial de K({za}acr) e D a de
JjeJ
K.({za}aer; M). Lembrando que a famdlia {x,}acr estd associada a uma forma linear
uw: AD — A tal que u(e;) = x5, onde {e;}icr € a base canénica de AL, de acordo com o lema

1.1.2, temos que:

x;h = Z(Z’zy]) K z; = Z(d(ez A yj) + (61' A d(yj))) ®z; =
jet jeJ

Z d(e; Nyj) ® zj + Z(ei Ad(y;)) ® zj =

jeJ jeJ

D> (e Ayy) @ 25) + Y (ee, @ 1) (d(y;) @ 2;) =

jeJ JjeJ
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D> (i Nyy) @ 25) + (ee, ® 1ar) 0 DDy @ 2) =
jeJ JjEeJ

D) (e Ay;) @ 25) + (ee, @ Lar) 0 D(h) = DY _(ei Ayj) @ 25)
JjeJ jEJ
onde €., : K({xa}tacr) — K{za}acr) € a homotetia com relagio a e;, ou seja, €.,(y) = e; N y.
Dessa forma, x; € Ann(H(K.({za}tacr; M))), i € J e portanto J C Ann(H(K.({za}tacr; M))).
Como Ann(M),J C Ann(H(K.({Za}tacr; M))), seque o resultado.

Q.E.D.
Coroldrio 1.1.13. Sejam I um conjunto e K({xu}tacr) 0 complezo associado & familia
{{xa}ael}' Temos que
J C Ann(H(K({za}aer)))
Demonstracao:
O resultado seque do fato de K({xq}acr) = Ki({Za}acr; 4), aplicando a proposi¢ao.
Q.E.D.

Proposicao 1.1.13. Sejam I um conjunto e K*({xq}acr; M) o complexo de Koszul ascendente

associado & familia {xq}aecr de elementos de A e ao A-mddulo M. Se J =< {xq}aer >, entao:
J+ Ann(M) C Ann(H(K*({xaacr; M)))

Demonstracao:
Temos que Ann(M) anula Hom a(Kp({za}tacr), M) para todo inteiro p. Dessa forma, Ann(M)
anula K*({xo tacr), portanto anula Z(K*({xq}acr; M)) e a posteriori anula H(K*({zq}aecr; M)).
Logo Ann(M) C Ann(H(K*({za}tacr; M))). Sejam f € Z(K.({za}aecr; M)), d a diferencial
de K({za}tacr) € D' a de K*({za}aecr; M). De acordo com o lema 1.1.2, temos que:

(zif)(y) = f(ziy) = f(d(ei Ny) +ei Ad(y)) = f(d(ei Ny)) + flei Nd(y)) = flei Ad(y)) =

foe od(y)=D'((=1)""foe,)(y) = zif =D'((-1)""foe.,)

onde €¢; : K({za}acr) — K{xa}acr) € a homotetia com relagio a e;. Dessa forma, x; €
Ann(H(K.({xa}tacr; M))), i € J e portanto J C Ann(H (K.({za}aecr; M))). Como Ann(M),J C
Ann(H(K.({za}acr; M))), seque o resultado.

Q.E.D.
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Teorema 1.1.1. Sejamn € N*, K(x1,x2,...,x,) 0 complezo associado & sequéncia {x1, xa,...,Tpn}

e K(x;) o associado ao elemento x;, i € {1,2,...,n}. Erxiste um isomorfismo:

K(x1) @4 K(22) ®4 ... 4 K(xp) ~ K(21, 22, ..., Zy)
de complexos.

Demonstracao:

O caso n =1 € trivial. Suponha que n = 2 e sejam ¢ : (K(z1)) ®4 (K(z2)) — K(z1,22)
o isomorfismo de A-mddulos, tal que o(x @ y) = x Ay (proposicao C.3.4), D, D*, d e d' as
diferenciais de K(z1) ®4 K(z2), K(x1,22), K(x1) e K(x2), respectivamente. Se z; € K;(x1) e
y; € Kj(z2), entdo:

0(zi ®yj) = 2z Nyj € Kiqj(r1,22)

Segue por linearidade que ¢ é um isomorfismo de A-mddulos graduados. Além do mais, se

i+j5=p-+1, temos:

@p 0 Dpi1(zi ©y;) = 0p(di(zi) @y + (—1)'z @ dj(y;)) =
ep(di(zi) @ ;) + (=1)'pp(zi @ d(y;)) = Dj (2:) Ayj + (=1)"2 A Dj (y;) =

Dy 1(zi Nyj) = Dpiq o ppia(zi @ y;j)

O resultado seque por linearidade das aplicagoes consideradas. Para n > 2, temos os sequintes

isomorfismos de complexos:

K(a?l) XA K(:I,‘g) XA ...R4 K(:I,‘n) ~
[K(z1) @4 K(22) ®4 ... @4 K(¥p-1)] ®a K(2,,) ~

K(z1,...,@pn-1) @4 K(x,) ~ K(x1,22,..., )

onde o pendltimo isomorfismo seque da hipdtese de indugao e o dltimo define-se (e demonstra-se)

de forma totalmente andloga ao caso n = 2.

Q.E.D.

19



Corolario 1.1.14. Sejam n,m € N* e K(x1,...,x5), K(y1,...,Ym) 08 complexos associados ds

sequéncias {1, T2, ..., xn} € {Y1,Y2, ..., ym}, respectivamente. Existe um isomorfismo:

K(x1, ., 2n) @4 KU1, s Um) = K (21,22, oy iy Y15, Y25 -y Yim)

de complexos.

Demonstracao:

Temos os sequintes isomorfismos de complexos:

Kz, ..o,xn) @4 K(Y1, ooy Ym) =~

[K(21) ®a K(22) @4 . @4 K(20)] ®a [K(y1) ©a K(y2) ©4 ... ©4 K(yn)] ~

K(r1) ®a K(22) ®4 ... ®4 K(25) @4 K(y1) ®4 K(y2) ®4 ... ®4 K(yn) ~

K(l’l,l’Q, ey Ty Y1, Y2, aym)
Q.E.D.

Coroldrio 1.1.15. Sejam n,m € N* e K. (z1,...,xn; M), Ki(y1,...s Ym; N) 08 complexos de Koszul
descendentes associados as sequéncias {x1,Za,....;Tn}t € {Y1,Y2, ., Ym} € aos A-mddulos M e N,

respectivamente. Existe um isomorfismo:

K*(xlv vy Ty M) ®A K*(ylv ey Yms N) ~ K*(l'lax% s Ty Y1, Y25 ooy Ymis M ®A N)
de complexos.

Demonstracao:

O resultado seque dos isomorfismos de complexos (Apéndice B):

K*(-Th 7$n7M) XA K*(y17 7ym7N) = [K(.’l?l, >xn) ®a M] X4 [K(yla aym) ®a N] =~

K(@i,....00) @4 [M @4 K(y1,.., Ym)] ®a N ~

K(z1, .y 2n) @a [K(y1, s Ym) @4 M] @4 N ~
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(K (21, ., ) @4 K(Y1, 00y Ym)] @4 [M @4 N ~
K((El,.’ﬂz, "'7xnvyluy27~~wym) ®a [M ®a N] -

K*(:El; T2y ey Ty Y1,Y2,5 -5 Yms M XA N)

Corolario 1.1.16. Sejamn,m € N* e K. (21, ...,xn; M), K*(y1,...,ym; N) 0s complexos de Koszul
descendente e ascendente (respectivamente) associados as sequéncias {1, %2, ...,Tn} €

{y1,Y2y .-y Ym }, respectivamente. Existe um isomorfismo:

Homgr a(Ki(z1, ooy Tn; M), K* (Y1, ooy Ym; N)) =

K*(iﬂl,l’g, vy Ty Y15, Y25 o5 Yms HOmA(M, N))
de complexos.

Demonstracao:

O resultado seque dos isomorfismos de complexos (Apéndice B):

Homgra(K. (w1, ... n; M), K*(y1, s ym; V) =
Homgra(K(z1,...,xn) @4 M; Homgr a(K(y1, .., Ym); N)) =
Homgra((K(x1,...;n) @4 M) @4 K(y1, e, ym); N) =~
Homgra((K(z1,...,xn) 4 K(Y1, .., Ym)) ®4 M; N) ~
Homgra(K (21, ..., Zn, Y1, -, Ym); Hom(M, N)) =

K*(J?],.'IJQ, s T Y1, Y25 oo Yms HOmA(M, N))

Q.E.D.

Proposigao 1.1.14. Sejam A, B anéis, p : A — B um homomorfismo nao nulo, N um B-mddulo
e {Za}tacr uma familia de elementos de A. Se K*({xo}acr; N) denota o complezo (de A-mddulos)
de Koszul ascendente associado o familia {xo}tacr € K({p(a)}acr; N) denota o complexo (de

B-mddulos) de Koszul ascendente associado & familia {p(xs)}acr, entdo existe um isomorfismo:

Kp({p(za)taer; N) = K3 ({zataer; N)

de Z-complezos.
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Demonstracao:

Sejam b : AD — BU) o homomorfismo de Z-médulos tal que ({a;}icr) = {p(ai)}icr e
o« NADY — A(BW) o prolongamento de . A aplicagio Hom(p,1y) € claramente um
morfismo de Z-complezos. Se Hom(p,1n)(f) =0, entdo:

fop=0=fop(e)=0= f(e) =0,¥icI=f=0

onde {e;}icy (resp. {€}ics) € a base canonica de N(AD) (resp. N(BD)).
Observe que ¢ é uma bije¢cio do conjunto {e;}icy no conjunto {e}}ics tal que ¥(e;) = e},

Vi€ I. Sejam n: {e;}ics — {ei}ics a bijecio oposta e g € Homa(N\(AD), N). Defina:
v: ABY) — N

tal que 7(2 bie)) Z bigon(e Zblg e;). Como {€'}ics ¢ uma base do B-mddulo \(BW)),

ieJ ieJ ieJ
a aplicacdo v estd bem definida e claramente € B-linear. Além do mais, temos que:

vop(d aie) =10 pla)p(e) =D pla)gon(e(e) =Y agle:) = g aie:)
icJ icJ icJ i€ icJ

onde a peniltima igualdade seque da estrutura de A-mddulo de N, ou seja, ax := p(a)x. E seque

que g = Hom(p, 1n)(7)-

Q.E.D.

1.2 Conexao com teoria da profundidade

Proposicao 1.2.1. Seja:

Pn—1

M2 Y2 $Pn—2 Mn_l Mn 0

$o 1

0 My

My

uma sequéncia exata. Se K.({xa}tacr; M;) denota o complezo de Koszul descendente associado

famdlia {xo}acr € a0 A-mddulo M;, entao existe uma sequéncia exata:

0—— K*({xa}ael; MO) —— K*({xa}ael; Ml) — K*({Ia}ael; Mn) —0
de complexos e morfismos.

Demonstracao:
Uma vez que K({Zo}acr) € um A-mddulo plano, temos que a sequéncia de A-mddulos e homo-

morfismos:
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1® 1® 1®
00— K({Za}aer) ®4 My — > K({Za}act) @4 Mi — > K({xa}act) @a My — > ...

1®@n— 1Q®pn—
- K({za}ael) ®a M,y *;K({xa}ael) ®a M, —0

€ exata. O resultado seque do fato de 1 ® ¢; serem claramente morfismos de complexos.

Q.E.D.

Coroldrio 1.2.1. Sejam M um A-mddulo e {aj,as,...,a,} uma M-sequéncia. Se

o M ; _ ~ S i .
M; = oA STl 1<i<neMy= M, entdo temos uma sequéncia exata:

de morfismos e complexos.

Demonstracao:

De fato, seque da proposicao D.1.3 a existéncia de wma sequéncia exata:

0 M MO Ml Mnfl Mn 0
Dessa forma, o resultado seque direto da proposicao.

Q.E.D.

Corolario 1.2.2. Com as hipdteses da proposi¢do, suponha que Ing € N tal que

H,(K({za}tacr; M)) =0, Yi > ng, entdo H;(K({zatacr; Mp)) =0, ¥j > m+ ng.

Demonstracao:

Temos que {a1} € uma sequéncia M-regular. Logo, temos uma sequéncia exata de complexos e

morfismos:

0—— K*({xa}ael; M) —_— K*({I'oz}o&l; MO) —_— K*({ma}aeﬁ Ml) —0

Do coroldrio B.1.1, seque a sequéncia exata de mdédulos e homomorfismos:

O i+7"+1(K*(M1) —_— z+r(K*(M)) -

Hiyr (K (M) —— Hipr (Ko (My)) —— Hipr 1 (Ko (M) —— -
onde K, (M) = K.({za}acr; M). Dessa forma, temos que Hiy(K.({za}aecr; M1)) =0, Vi >

1. O resultado seque por inducdo, observando que {az,as, ...,a,} € uma Mi-sequéncia.
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Q.E.D.

Corolario 1.2.3. Com as hipdteses da proposi¢ao, temos que H;(K.(a1,aa,...,an; M)) =0,
Vi > 1.

Demonstracao:
Como A™ € gerado por n elementos, temos que /\Z(A”) =0, Vi > n+ 1. Portanto,
H;(K.(a1,a2,...,an; My)) =0, ¥i > n+ 1. Suponha que demonstramos que H;(im(1 ® ¢;)) =0,

Vi>j+2ej<n. Considere a sequéncia exata:

0—— Ker(1® ¢;) — K,(a1, 02, ...,an; M;) —=im(1 ® ;) —0
de morfismos e complexos. Pelo coroldrio B.1.1 temos que:
HZ(KGT(I & 80])) = Hi(K*(a17a27 ceey A3 MJ))aVZ Z .] + 2

Mas Ker(1® ¢;) =im(1 ® @;_1). Assim sendo, todo elemento de H;(Ker(l® ¢;)),
Vi € N, € da forma a;(1 ® ¢;)(x), com x € K.(a1,az,...,an; M;_1) e ; : Mj_1 — M; sendo o

homomorfismo canénico. Assim sendo, temos pelo coroldrio B.1.1 que o homomorfismo:
n: Hjp (Ker(1® ¢j41)) — Hjp1(Ki(ar, ag, ... an; Mj))

tal que N(T) = Z, € injetivo. Mas, T = a;(1 ®vY;)(y), com y € Ki(ar,az,...,an; Mj_1). Dessa
forma, temos pela proposi¢do 1.1.12 que n(ZT) = 0 e portanto H;11(Ker(1® ¢;)) = 0. Novamente

pelo coroldrio B.1.1, temos que o homomorfismo:

C: Hjp1(Ki(ar, a2, ..., an; Mj)) — Hjpi (im(1 @ ¢;))

tal que () = (1@ ¢;)(x) = a;41(1 @ Vj11) (@) = (1 ® ¥j41)(aj412) =1 ® ¥j41)(@11T). Segue
novamente da proposicao 1.1.12 que ((T) = 0 e portanto H;11(K.(a1, a2, ...,an; M;)) = 0. O

resultado seque por inducdo decrescente, levando-se em conta que Ker(1® ¢;) =im(1 ® p;_1).
Q.E.D.

Proposig¢ao 1.2.2. Sejam M um A-mddulo e {y1,72,...,Yn} uma sequéncia de elementos de A.

Se {vn} € M-regular, entao para todo m € Z existe um isomorfismo:

M
Hm(K*(ryla’Y% sy Yn—13 W)) = Hm(K*(ryl:FyQa ceoy Yns M))

n

24



Demonstracao:
Desde A™ ¢ livre temos que \N™(A™) (m < n) € livre e tem por base {es} ez, (n), sendo
e;g=exyANey AN Ney, J= M <M <. < ALY eFm(n) ={J C{1,2,...n}/#J = m}

(proposicdo C.3.5). Se m < n, entdo defina os homomorfismos:

m—1

om s \NAY) — \ (A"

tal que:

(pm(eJ) = e{]_{n}a se J Z {1723 sy U 1}
emles) = 0, se J C{1,2,...,n—1}

onde {€/;} jez,. 1 (n—1) denota a base candnica de A" A e

m—1

wm = Pm ®77 : /\(An> XA M — /\ (An_l) XA

Yn M

onden: M — WLM denota a aplicagdo candnica. A aplicagdo ¥, € claramente sobrejetiva.

Afirmacao 1: A sequéncia:

0—— A"(A") 94 M~ AT (A") @4 M == A"7HA"Y) 94 M7 —0

onde:

(mn =E&m @M : \(A") @4 M — \(A") @4 M

em: N"(A™) — N™(A™) € o homomorfismo tal que:

gm(eJ) = ey, sed g {1727---7’”‘ - 1}
eJ, se J CA{1,2,..,n—1}

I
3
—
9]
<
~—
|

€ exata.

Claramente ¥, © (G = 0. Se P, ( Z ajey®xy) =0, entdo:
JEFm(n)

Z aJu{n}e/J QT omy =0= {aJu{n}xJu{n}}JeSmﬂ(n—1) =0=
JEFm—1(n—1)
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a7u{n}TIufn} = YnYJuin}> VJ € Fm-1(n —1)

o~ [ )Em-1(n=1) - Assim sendo,

onde acima utilizamos o isomorfismo canénico \"™ (A™)® 4 T
n

temos que:

Z aje; Qry = Z aje; Ty + Z aje; Qry =

JEFm(n) JGSgLJ(n) .fefénJ(n)

Z es @ (mys) + Z aje;@xy =

JETFm (n) JETm (n)
neJ ngJ

Y (me)@ys+ Y, ases@xs € im(Gn)

JEFm (n) JEFTm(n)
neJ ngJ
Além do mais, se (m( E aje; @ xy) =0, entao:
JEFm (n)

Z aj(mes) ®xy + Z ajeg@x;=0= Z Jr(maszy) + Z jrlagzy) =0=

JEFm (n) JEFm (n) JEFm (n) JETm (n)
neJ ngJ nedJ ngJ

=]

:aJxJZO,VJESm(n) =

Ynlayzy) , seJ Z{1,2,...n—1}
ajry = 0, seJC{1,2,....,n—1}

Z aje;@xy =0
Jeg'm(n)

Afirmagao 2: A sequéncia:

9 ¥
00— K*(’Ylv "'7771;M) - K*(’ylv -y Yn—1, 1;M) - K*(’Yh < Tn—1; %LM)(fl) —0

onde ¢ = @y, (resp. ) = Oy) € (i =0 (resp. Py =0) se m < 0 ou m > n, € uma sequéncia
exata de morfismos e complezxos.

De acordo com a afirmagao 1 € suficiente demonstrar que ¢ (resp. ) é um morfismo. De-
notemos por d (resp. d', d’) a diferencial de K.(v1,...;yn; M) (resp. Ki(¥1y-yYn—1,1; M),
Ko(y1y ooy Yn—1; M)(=1)). Assim sendo, temos que:

dmoCn( Y ajes@as)= > asdm((mes))@z)+ Y azdm(e;@zy) =

JEFm (1) .Iefg,,](n) Jegg,j(n)
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Z Z (—1)i+17i'ynaJ(e)\lJ Nexg A NexT Ao Neys ) @+

JEFm(n) 1=1
neJ

Yo ()" lag(en Aeyg A Aeys )@y

JEFm (n)
neJ

Z Z i yia( (exs Aexg A AT Ao Aeys ) @y

JEFm(n) =1
n@J

Cmorod,( Y aje @) =

JEFm (n)

Y almaody,(es@a)+ Y aimorod,(e@ay) =

JEFm (n JEFm(n)
nglJ( ) ngJ

Z Z (—1)i+1'yiaJCm,1((e)\lj A €xg VANRTRAN ej\? VANPTOAN GA#) ® l'])+

JEFm(n) 1=1
neJ

Z (—1)m+1'ynaJCm,1((e)\lj Nexg N Nexs ) @ag)+

JEFm (n)
neJ

m
Z Z(—l)iH%aJCm,l((e)\lJ ANexg N Nexg A Aeas ) @) =

JEFm(n) 1=1

ngJ

Z Z (—1)”1%%@]((6/\1] Nexg N Nexg Ao Aeas ) @)+

JEFm(n) 1=1
neJ

> ()" las((eay Aeag A Aeys ) @)+

JETFm (n)
nedJ

Z Z D yay ((exs Nexg A AENT A Ners ) @ )

JEFm(n) =1
n@J
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Temos ainda que:

d! o P Z aje; @ry) = Z aJd;;l(ei,f{n}@)ﬂ):

JEFm(n
JE€Fm(n) St
m—1
E Hyay ((exs Nexg A ANExT Ao Aeys ) ®T)
TEFm () i=1
neJ

Umoaod,( Y aje;®@)= Y asbmoiod,(es )+

JEFm (n) TEFm(n)

Y astmorodnles@xy)= Y asjmo1odmlesQzy) =

JEFm (n) JEe ’fm.(")
ngJ neJ

m
Z Z (—1)i+1’YiaJ’l)[}m_1((6>\if Nexg N Nexg Ao Neys  Nep) @)+

JEFm(n) 1=1
neJ

Z (—1)m+1”ynaﬂ/1m_1((6)\11 A 6)\5 VANAN 6)\;@71) X .IJ) =

JEFm (n)
neJ

Z Z (—1)i+17ian/Jm,1((e)\lJ Nexg N NexT Ao Neys  Nep) @) =

JEFm(n) i=1
neJ

Z Z Hoyiay ((exs ANexg A ANExT Ao Aeys ) ®T)

m—

JEFm(n) 1=1
neJ

Da afirmagdo 2 e do coroldrio B.1.1, seque a existéncia de uma sequéncia exata:
It Hm(K*(’yla’y27 vy Yn—1, 17M)) —_— H’VR(K*(’ylv')Q) sy Yn—15 Vlvg\/[)( 1)) —

—— Hp 1 (K172, 000 Y0 M) —— Hi o1 (K (01,72, 0 Vo1, Ly M) ——— -
Da proposi¢ao 1.1.12 sabemos que:

A =< Y1572 -0 Yn—1, 1 >g An”(Hm(K*(’Yla'Y% ey Yn—1, 1, M))),Vm €z
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Dessa forma, temos que Hp, (Ky(v1,725 s Yn—1,1; M)) =0, ¥Ym € Z e portanto:

M

H (K (71,725 05 Yn—15 W)(_l)) ~ Hp 1 (K (71572, -0 10 M) =
M
Hm(K*(’ylaVQv vy Yn—1; W)) = Hm(K*(’Yl;"}Qa 77naM))7vm € Z

Uma vez que Hp—1 (Ku (1,72, s Yn—15 557)) = Hin (B (71,725 -0 715 5257 (1))

Q.E.D.

Coroldrio 1.2.4. Sejam M um A-mddulo noetheriano e {v1,¥2, ..., Yn} uma sequéncia de elemen-
tos de A contida no radical de Jacobson. Se Hy(K.(V1,7Y2, ., Yn; M)) =0, entdo {y1,72, ..., Yn} €

uma M-sequéncia.

Demonstracao:

Sen =1, entao:

(0:ar 1) = Hy(Ki (3 M)) =0
onde (0:p v1) € o nicleo da aplicagdo x — .
Afirmagdo: Se Hi(K. (71,92, - Vs Ynt1; M) = 0, entdo Hy (K. (71,72, - Vi M)) = 0.
De fato, do coroldrio 1.1.15 temos que:
Ko (Y1725 0 Y Yot t; M) 2= K (1) @4 K91, 0,1, 7n3 M)

Desde que K(yn+1) € 0 complexo tal que Ko(yn+1) = K1(Yn+1) = A4, Ki(yne1) =0, Vi #0,1,
e sua diferencial € definida por di(a) = Ynt1a, 0 complexo K.(Y1,Y2y s Yns Ynt1; M) se identifica
ao complezo (C,d') tal que C; = K;(71, ey Yn—1,Tn; M) ® Ki—1(V1, ooy Yn—1, Tn; M) e dj(z,y) =
(di(x) + Y11y, —di—1(y)), onde d € a diferencial de K.(y1, ..., Yn—1,7n; M). Assim sendo, temos

a sequinte sequéncia exata:

Ji

0 ——> Ki(V1,s ooy Yot s M) =2 Gy = K1 (Y1 oo Y1, Vs M) ——> 0

onde j; € a i-esima injecdo e w; a i-esima projecao. Observe que:

d; o ji(x) = di(x,0) = (di(x),0) = ji—1 0 di(x)
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—di_1omi_y(x,y) = —di—1(y) = mi—2(di(x) + Ynt1y, —di—1(y)) = Ti—2 0 di(, y)

Dessa forma, temos uma sequéncia exata de de complexos:

0 —— Ko(Y1, s Yae1, Y M) —= C —" Ko (Y14 eoes Yim1: Vs M) (—1) —— 0

onde j = @®j; e m = Om;.

Pelo coroldrio B.1.1 temos uma sequéncia exata:

> Hy(C) — Hy(K.(~1)) —2> Hy(K,) —> Hy(C) —> -

onde K. = K.(71, ey Yn—1, Yn; M).

Agora observe que A € tal que:

Tz (0,2) = (Yap1x, —d(z)) = (Ya412,0) = Y12 = Vo1 T
Desde de que Hy(C) = Hy(K. (11, %25 s Vs Yos1; M) = 0, seque que:
Hy (K (71,725 s Vs M) = Y1 Hy (Ko (71,725 -0y Yns M)

Do lema de Nakayama concluimos que Hy (K. (71,72, s Yn; M)) = 0.
Da afirmacao e da hipdtese de indugdo, temos que {v1,72,...,Yn} € uma M-sequéncia. Dessa

forma, seque da proposicdo (por indugdo) que:

Hl(K*(lea’YQa ooy Yns Yn415 M)) =

M
<Y1, Y2y ey Y > M

H]-(K*(WTL+17’71772’"'a’Y’rL;M)):Hl(ryTH»l; )

E o resultado segque da primeira parte do argumento.

Q.E.D.

Scholium 1.2.1. Segue da afirmagao do coroldrio anterior que se {v1,72, ..., Yn} € uma sequéncia

de elementos de A e M um A-mddulo, entao existe uma sequéncia exata:

< Hig (O) ——> Hi(K.) =5 Hy(K.) —— Hy(C) —
onde Ky = K.(71, s Yn—2,Yn-1; M), C = Ki(71, s Yn—1,Tn; M) € A(Z) = 7,Z.
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Proposicao 1.2.3. Seja:

Mn71 Pn—1 Mn 0

Y2 Pn—2

uma sequéncia exata. Se K*({xq}acr; M;) denota o complexo de Koszul ascendente associado a

famdlia {xo}acr € a0 A-mddulo M;, entao existe uma sequéncia exata:

0 e K*({xa}ael; MO) —_— K*({xa}ael; Ml) — e /> K*({xa}ael; Mn) e 0
de complexos e morfismos.

Demonstracao:
Desde que AY) € livre, seque que /\(A(I)) € livre (e portanto projetivo). O resultado segque da
proposicao B.4.4.

Q.E.D.

Coroldrio 1.2.5. Sejam M um A-mddulo e {a1,as,...,an} uma M-sequéncia. Se My = M,

M, = M%, 1 <i<neK{zatacr; M;) denota o complexo de Koszul ascendente

associado & familia {xs}acr € ao A-mddulo M;, entdo existe uma sequéncia exata:

0—— K*({xa}aef; M) I K*({xa}ael; MO) — K*({xa}QGI; Mn) —0
de complexos e morfismos.

Demonstracao:

De fato, o resultado seque da proposicao D.1.8 e da anterior.
Q.E.D.

Lema 1.2.1. Sejam M um A-mddulo, J C A um ideal. Se K*({xo}acr; M) denota o complexo

de Koszul ascendente associado & famdlia {To}acr € ao A-mddulo M, entdo:
prof(J; K'({xa}acr; M)) = prof(J; M),¥i >0

Demonstracao:

Temos que K'({Za}acr; M) = Homa (N (AD), M). Mas sabemos pela proposi¢io C.3.5 que
/\i(AI) ~ AG) onde Fi(I) = {K C I/#K = i}. Dessa forma, seque da proposi¢io B.4.1 e do
lema A.1.1 que K'({&a }aer; M) ~ MS:() . O resultado seque da proposicio D.1.5.

Q.E.D.
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Teorema 1.2.1. Sejam M um A-mddulo, J C A um ideal. Se K*(J; M) denota o complexo de

Koszul ascendente associado o familia {xq}acr, onde J =< {xq}acr >, € ao A-mddulo M, entdo:
prof(J; M) = inf{n € NU{oo}/H"(K"(J; M)) # 0}
Em particular tal inteiro independe da escolha da familia geradora de J.

Demonstracao:

Sejam p = prof(J; M) e ¢ = inf{n € N/H"(K*(J;M)) # 0}. Se p ou q € nulo, entio o
resultado € trivialmente verdadeiro, pois Ext%(§7M) = HomA(é,M) ~ HO(K*(J;M)) (lema
D.1.4). E suficiente demonstrar o caso em que ambos sao nao nulos. Para todo i < q temos que
HY{(K*(J;M)) = 0, portanto Z*(K*(J; M)) = B*(K*(J;M)). Dessa forma, podemos considerar

a sequéncia exata de modulos e homomorfismos:

0 ——= BI(K*(J; M)) —2= Ki(J; M) —> BHY(K*(.J; M)) —= 0

onde o0 j; € a inje¢do candnica e §; € o homomorfismo que tem por grifico o mesmo da diferencial

d; de K*(J; M), 0 <i<q—1. Pelo teorema B.4.3 temos uma sequéncia exata:

0 Homa (%, BY) Homa(4,K'(J;M)) — Homa(4,B™) ——  (1.1)

+——= Bt} (5, K'(J; M) —— Eat} (4, B*) ——— Bat{" (§,B') —— -

onde os homomorfismos sao como em tal teorema. Do lema 1.2.1 concluimos que Extﬁ(%, Bitl) ~
Ext’™(4,B"), ¥n < p— 2.

Afirmacdo: prof(J; ZH(K*(J; M))) > 0, Vi € N.

De fato, tal resultado seque da sequéncia exata:

00— ZY(K*(J;M)) — K*(J; M) — BY(K*(J; M)) —=0

e do fato de prof(J; K4(J; M)) >0 (Lema 1.2.1)

(Caso g = 00, suponha que existe r € N/H"(K*(J; M)) = 0 e no que seque substitua q por r)
Considere a sequéncia exata:

j 5
0 —— BUK*(J; M)) =" ZU(K*(J; M)) —> HI(K*(J; M)) —>0

Do teorema B.4.3 temos a sequéncia exata:
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0 — Homa(%,BY) — Homa(%,Z9) — Homa(4,HY) —

w — Fat" (4, 29) — Eat% (4, H) — Eat’{™ (4, BY) — -

Da afirmacdo e da sequéncia ezxata acima, seque que prof(J; BY) > 0. Como H1 # 0 e J C

Ann(H,), concluimos (pelo lema D.1.4) que HomA(é, H,) # 0. Dessa forma, seque pela sequéncia

acima que Exth(%,Bq) £ 0, ou seja, prof(J; BY) = 1. Segue (por inducdo) da afirmagdo e dos
isomorfismos Ext’y (5, B") ~ Exty"(4,B%), Vn < p—2, Vi < ¢ — 1 que prof (J; B™%) =i+ 1,

0 <1v < q. Da sequéncia 1.1, temos a sequéncia exata:

Ext! (4, B') — Ext’ (4, B") — Ext% (4, M) — Eat?, (4, B")

Como B ~ M e prof(J; B') = q (no caso ¢ = oo, concluimos que prof(%;M) =r < 0.

Absurdo!), seque o resultado.
Q.E.D.

Coroldrio 1.2.6. Sejam M, N A-mddulos e {xq}acr uma famdia de geradores do ideal J C A.

Se o A-mdédulo N € livre, entdo:

prof(J; M) =prof(J,M ®4 N)

Demonstracao:

Como N € plano, seque da afirmacdo 8 do teorema B.3.1 o isomorfismo de A-mddulos:
Hn(K*({xa}aeﬁ M)) ®a N~ HH(K*({xa}OzEI; M ®a N))

Se H"(K*({xo}tacr; M)) = 0, entao claramente H"(K*({za}acr; M @4 N)) = 0. Além do

mais, temos que:

H"(K*({Za}acr; M @4 N)) =0= H"(K*({Za}ac1; M)) @4 N =0 =
H™(K*({za}aer; M) @4 AY) = 0= [H"(K*({za}aer; M) = 0=

H"(K*({za}taer; M)) =0

onde N ~ AU O resultado seque da proposicao.
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Q.E.D.

Teorema 1.2.2. Sejam A, B anéis, p: A — B um homomorfismo ndo nulo, N um A-mddulo e

{za}acr uma familia de geradores do ideal J C A. Se o A-mddulo B € livre, entdo:

profa(J;N) =profg(JB; N ®4 B)

Demonstracao:
Do coroldrio 1.2.6, temos que profa(J; N) = profa(J; N @ 4 B). Sequem da proposi¢ao 1.1.1}

0s isomorfismos de Z-modulos:

H"(Kp({p(za)}aer; N ®a B)) ~ H"(Kj({za}aer; N ®4 B))
Assim sendo, temos pelo teorema 1.2.1 que profg(JB; N @4 B) = profa(J; N @4 B).

Corolario 1.2.7. Sejam M um A-mddulo J C A um ideal e I um conjunto. Temos a seguinte

tqualdade:

profa(J; M) = profaix,y,c)(JAI(Xi)ierl; M @4 A[(Xi)ier])

Demonstracao:

Segue direto do teorema.
Q.E.D.

Proposigao 1.2.4. Sejam M um A-mddulo e J C A um ideal. Se J é finitamente gerado, entdo:

profeo(J; M) = prof(J; M)

Demonstracao:

Do coroldrio 1.2.7 e da proposicio D.1.7 seque que profoo(J; M) < prof(J; M). Suponha que
profoo(J; M) < prof(J; M). Sejam I um conjunto e {v1,7v2,...,vn} C JA[(X;)icI] uma
M ®4 A[(X:)ier]-sequéncia tal que n = profe(J; M) (como profe(J; M) < prof(J; M), n néao
pode ser infinito). Se M, = <,Y1772,{%{222%%?3&]&%@}, entdao seque da proposicao D.1.7 e coroldrio
1.2.7 que profax.).e ) (JA[(Xi)ier]; M) > 0. Seja B(I) o conjunto das partes de I e considere I

contido em B(I) pela aplicagio x — {x}. Pelo coroldrio D.1.2, concluimos que {y1,72,..sYn} C
JA(X:)iepn)] € uma M @ ar A[(X;)iep(n)]-sequéncia, onde A" = A[(X;)icr]. Além do mais, temos
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pela proposicio D.1.8 que existe um elemento 11 € JA[(X;)ieqpn] tal que a multiplicagio por
Y1 em My @40 A[(Xs)ieqp )] € injetiva. Mas da afirmagao da proposicao D.1.9 temos que:

M @4 A[(Xi)iepn)
<Y1 Y25 e Y > M @4 A[(Xs)iep(n))

M, @40 Al(Xi)iepmn)] =~

como A[(Xs)ieqp(r)]-médulos. Dessa forma, seque que {v1,7%2, -, Yns Ynt1} C JA[(Xi)iep)] € uma
M ® 4 A[(X3)iep(r)l-sequéncia. O que, pela defini¢ao de profoo(J; M), é um absurdo!

Q.E.D.

Corolario 1.2.8. Sejam M um A-mddulo e J C A um ideal. Se F(J) denota o conjunto dos ideais

de A contidos em J que sao finitamente gerados, entao:

profeo(J; M) = sup{prof(J'; M)/J" € F(J)}

Demonstracao:

Suponha que profs(J; M) < oo. Sejam I um conjunto e {vy1,7v2, s Yn} C JA[(X;)icr] uma
M ®4 A[(Xi)ie1]-sequéncia tal que n = profe(J; M). Se {a;;};_, denota o conjunto dos coefi-
cientes ndao nulos do polindmio v;, entdo {y1,7v2, ..., n} C J'A[(X})ic1], onde
J = Z < {aij}iL, >. Dessa forma, temos que profe(J; M) < profu(J's M). Como J' é

i=1
finitamente gerado, seque da proposi¢ao que:

profoc(J; M) < prof(J'; M) < sup{prof(J's M)/.J" € §(J)}
Por outro lado, desde que J' C J para todo J' € F(J), temos pelo coroldrio D.1.2 que:
prof (J's M) = profec(J's M) < profo(J; M)
para todo J' € F(J). Portanto:
sup{prof(J'; M)/J" € §(J)} < profec(J; M)

Suponha agora que profs(J; M) = co. Dessa forma, eziste um conjunto I e uma sequéncia

infinita {v:}ien C JA[(X:)icr] que € uma M @4 A[(X;)ic1]|-sequéncia. Para cada i € N seja
S

{ai;};L, o conjunto dos coeficientes nao nulos do polinémio ;. Se J| = Z < ai}ii, >,

i=1
ent@o {v1,v2, .., Vi} C JIA[(X;)icr] €@ < profoo(Jl; M). Como J! € finitamente gerado, seque da

Proposi¢ao que profoo(Ji; M) = prof(J/; M). Assim sendo, temos que
i < prof(J; M) < sup{prof(J;M)/J € F(J)},Vi e N

Portanto sup{prof(J'; M)/J € F(J)} = oc.
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Q.E.D.

Teorema 1.2.3. Sejam M um A-mddulo e J C A um ideal. Temos a sequinte cadeia de desigual-
dades:

prof®(J; M) < ... < sup{prof(J'; M)/J € F(J)} <inf{n € NU{oo}/H"(K*(J; M)) # 0}

onde prof®(J; M) denota o comprimento da maior M-sequéncia formada por elementos de J,
F(J) = {J C J/#J < oo} e a reticéncia é "formada”pelos inteiros prof!(J; M) (defini¢do
D.1.8) que tém a a sequinte propriedade: Se I' C I, entdo profI/(J; M) < proff(J; M).

Demonstracao:

Esse teorema nao passa da colegao dos resultados: Teorema 1.2.1, Coroldrios 1.2.7 e 1.2.8,
Proposicoes D.1.9 e D.1.7 e Definicao D.1.3

Q.E.D.

Corolério 1.2.9. Sejam M um A-mdédulo e J C A um ideal. Se A € noetheriano e M finitamente

gerado, entdo todos os inteiros no teorema sdao iguais a prof(J; M).

Demonstracao:

Tal resultado seque do teorema 1.2.1 e do teorema D.1.1.

Q.E.D.

1.3 Conexao com teoria de multiplicidade

Lema 1.3.1. Seja A um anel noetheriano e M um A-mddulo finitamente gerado. Se {v1,¥2, .-, Yn}
é um sistema de multiplicidade sobre M, entdo H;(K.(Y1,Y2s .y Yn; M)) tem comprimento finito

para todo inteiro i € Z.

Demonstracao:
Observe que cada K;(v1,v2y...,Yn; M) € isomorfo a M™, para algum n; € N e portanto
K (71,72, -y Yn; M) € noetheriano.

Afirmacgao: {y1,7v2,...,Yn} € um sistema de multiplicidade sobre M™, ¥Vn € N.

De fato, considere a sequéncia exata:

0—— M1 M™ M 0
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A afirmagao segque de tal sequéncia (por indugdo) aplicando-se o coroldrio D.2.4.
Da afirmagao, seque que {y1,7Y2, ..., Yn} € um sistema de multiplicidade sobre cada

Ki(v1,72 -y Yn; M). Considerando a sequéncia exata:

0—— Zi(K*(’yla -y Yns M)) —_— Ki(’yla <y s M) _— Bi*l(K*(’yl? <oy s M)) —0

vemos que {Y1,Y2, .-, Yn} € um sistema de multiplicidade sobre cada Z;(K.(y1,..,7n; M)). Agora,

seque da sequéncia exata:

0 — Bi(K(M)) — Zi(K.(M)) — Hi(K.(M)) —=0

onde Hi(K.(M)) = H;(K.(71,72; -+, yni M) (resp. Zi(K«(M)) = Zi(K. (71,72, -, s M),
Bi(K«(M)) = Bi(K«(Y1, 715 -+, Yn; M) ), que {y1,72, -y Yn} € um sistema de multiplicidade sobre
cada H;(K«(Y1, ..., n; M)), ou seja,

Hi(K*(717723"'a7n;M))
< Y1572y -5 In > Hi(K*(’Yla’}Qa a,)/naM))

)<oo

Mas da proposi¢io 1.1.12 sabemos que < 1,72, s Yn > Hi(Ku«(y1,72, sy Yn; M)) = 0 e por-

Hi (K (V1,725 M)

tanto — o S K. (v D)) Hi(K (15725 w0 T3 M)).

Q.E.D.

Desde que K;(v1,72, ., Tn; M) =0, Vi < 0 e Vi > n, seque do lema 1.5.1 que podemos definir
a caracteristica de Fuler-Poincaré do mddulo de homologia do complero de Koszul descendente

associado a familia {y1,72,...,Yn} € ao A-mddulo M. A denotaremos por Xx(V1,¥2, .-s Yn; M).

Proposicao 1.3.1. A aplicagio:

X(v1s725 s -) T €Y1 Y2s s Tn) — L

onde €(v1,Y2,-.-,Tn) € a classe dos mddulos finitamente gerados sobre o anel noetheriano A que

tem {v1,Y2, ..., Yn} por sistema de multiplicidade € X(V1,72, -, Yn; ) (M) = x(71,72, ey Vn; M), €

aditiva.

Demonstracao:

Seja:
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uma sequéncia exata formada por elementos de €(y1,%a, ..., Yn). Da proposi¢ao 1.2.1 sabemos que

ezriste uma sequéncia exata de morfismos e complexos:

0 K*(’yl’ w2 s MI) - K*(’ylv oo Ins M) I K*(’YI, vy s MU) — 0

Do coroldrio B.1.1 seque a existéncia de uma sequéncia exata:

o Hy (K (71,72, oy Yy M) —— Hp (K (71,725 oy Yy M) ———

—— Hp (K (71,725 o0 Vs M) —— Hpo 1t (K (71,725 ooy Vs M) —— -

Agora, desde que Hp(Ko(y1,72, oo, Yn; M) =0 (resp. Hp (Ko(71,72, -0y Vs M)) = 0,
Hp (K (V1,92 ooy Yn; M) = 0), Vm < 0 e Vm > n, temos pela proposicao D.2.1 que:

_Z 3pl (’}/1,’}/27...7’77” +Z 3ql (7177277P)/n7M)>)_
peL 9€2

D DU H K (172, 0 1 M) = 0= (S 1)PUH (K (31,72, 00 Y03 M) ) =

nez PEZL
Z(_l)ql(Hq(K*(P)’h'yZv"'7777,’ +Z ('717"/27' '7’7n;M”))) =0
qEZ ne”Z

Q.E.D.

Corolério 1.3.1. Sejam A um anel noetheriano, M um A-mddulo finitamente gerado e

{71,772, -+, Yn} um sistema de multiplicidade sobre M. Se ~,, € \/Ann(M), entdo:

X(’y17727 77n7M) =0

Demonstracao:

E suficiente demonstrar que se y' M = 0 para algum inteiro m € N, entdo x (71,72, -, Yn; M) =

0. Faremos inducao sobre m. Se m =1, entdo:

M B M
<AL Y2 Y > M <Y1L,Y2, 00 Va1 > M

Dessa forma, {7y1,72,..-sYn—1} € um sistema de multiplicidade sobre M. Desde que v,M = 0,

temos que o complexo K(v,) € a diferencial nula. E dessa forma, seque pela definicao de produto
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tensorial de complexos e do teorema 1.1.1 (utilizando o isomorfismo M @4 A ~ M ) que o complezo

K(v1,72y -y Yn; M) € isomorfo ao complexo (C,d') tal que:
Ci - Ki(715727 "'a,)/’nfl;M) 3] Kifl(’yla,)/?? "'77n71;M)adl($7y) = (d<x)’d(y))

onde d € a diferencial de K(v1,%2, ..., Yn—1; M). Assim sendo, temos que:

K*(717727 77H7M) = [K*('Yla%, 77”—17M)] D [K*(Vla’}/?v 77”—17M)(_1)]

Da proposicao B.1.2 segue:

H(K*(’ylv'}?a ~~'7’Yn;M)) =~ [H(K*('Yl?’ﬁv vy Yn—1; M))} S [H(K*(’}/lv’yZ? "'77“*1;M)(_1))} =

H([K*(’Vla’h, ooy Yn—1;3 M)D @ [H(K*(’Ylaﬁﬁa ooy Tn—13 M))(_]-)}

Agora, da sequéncia exata:

0 — H(K.) — [H(K.)] © [H(K.)(=1)] — H(K.)(=1) —0

onde K, = K.(y1,72, -, Yn—1; M), e da afirmagao do coroldrio D.2.1, temos que:

X(V15 725 s Vs M) = X (H (K (71,725 - Y15 M) ) + X (H (Ko (71,72, -0y Yn—1; M) (=1)) =

X(lea’}/Qv ---a’)/n—l;M) - X(le)’va "'arY’n—l;M) =0

Suponha que o resultado foi demonstrado para o inteiro m € N e qualquer que seja o A-mddulo
N tal que YN =0 e {v1,72, ..., Vn} € um sistema de multiplicidade sobre N. Suponha ainda que

MmN =0 e considere a sequéncia exata:

0 M M S —>0

Desde que {v1,72, ..., Yn} € um sistema de multiplicidade sobre M, seque do coroldrio D.2.J que

{71,72, -, YTn} € um sistema de multiplicidade sobre ~, M e sobre ,YLM Dessa forma, seque da

Proposicao que:

M
X715 725 oY M) = X(71, 725 o Y3 Y M) 4+ X (V1,725 -3 i 77M)

Como Y (7nM) =0 e %T%%M =0, o resultado seque por inducao.
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Q.E.D.

Teorema 1.3.1 (Auslander-Buchsbaum). Sejam A um anel noetheriano, M um A-mddulo finita-
mente gerado € {y1,72, .., Yn} uma sequéncia de elementos de A. Se {v1,72,...,n} € um sistema

de multiplicidade sobre M, entdo:

X(v1s725 o Y M) = e(71, 725 -y Yy M)

onde €(Y1,Y2, -, Yn; M) denota o simbolo de multiplicidade do A-mddulo M com relagdo o familia
{71,72, .-, Y} (definicao D.2.4).

Demonstracao:

Suponha que n =1. Temos que K.(y1; M) € isomorfo ao complezxo:

0 0 0 0 M-y 0 0

onde dy € a multiplicacdo por v1 em M. Dessa forma, temos que:

X(v15 M) = l(Ho (K (715 M))) — (H1 (K« (71; M))) =

M
M

I ) = 1((0:0 1)) = e(y1; M)

Suponha que demonstramos o resultado para qualquer sequéncia {v1,7a,...,n} de n elementos
e qualquer A-mddulo finitamente gerado N que tem {v1,%a, ..., Yn} como sistema de multiplicidade.
Seja {1,772, - Ynt+1} um sistema de multiplicidade sobre M. Desde que M € noetheriano temos

que existe mg € N tal que (0 :pr 77 1) = (0 i1 Yty ), Ym > mg. Considere a sequéncia exata:

M
0—= (00 V1) —>= M — Gy ] —0

Ym > mg. Segue do coroldrio D.2.4 que {Yy1,7%2,...,Ynt1} € um sistema de multiplicidade sobre

(0:a1 Y1) € sobre o Dessa forma, seque da proposicdo 1.3.1 que:

M
M)

M

X172, o V15 M) = X(V15 725 -0 Yt 13 o
(0 M In41

)) + X(’Yla%, oo Y413 (O ‘M 'Y,T+1))

VYm > myg.

Agora, desde que ;" 1(0 :ar V1) = 0, temos pelo coroldrio 1.3.1, que:

M
X(FY17725 ooy Y413 M) = X(’Yl?rYQa ooy Y413 Oim
( M ’Yn-l-l)

40



= M 5.
Observando que se v,+1T =0 € Oy entao:

YT = 0= vz € (0:07 Yp'y1) :Sfyfﬂlx:Oéx € (0:p *yzfll) =0:m1my1)=>T=0

Dessa forma, seque da proposi¢do 1.2.2 que:

M
X(’Ylﬁz, "'aIYTLJrl;M) = X(717’727"'77n+1; ( ) =

0:nm %Tzn+1)

M

(0 M %TJrl)

D CDPUH (K91, 72 ooy o1 ) =

PEZL

F,
Z(_l)pl(Hp(K*(Vla’Y2777m 7F
pEZ Tn+14'm
X\Y15725 -4y Ynj 'Yn+1Fm

onde F,, = (GYEmE qualquer que seja o inteiro m > my.

Da proposi¢ao D.2.12 sabemos que existe my € N tal que:

F
(Y1725 oo Yt 13 M) = €(V1, Y20 w00 Vs ——
'YnJrlFm
VYm > my. Se m € tal que mg < m e m; < m, entdo:
F,
X725 Y1y M) = X (V1572500 Vs -
Tn+1L'm

Fr,

— ) =e(V1,Y2, -y s M
%+1Fm) (71 72 Tn+1 )

6(717’727 ceey s

Q.E.D.

Coroléario 1.3.2. Sejam A um anel noetheriano, M um A-mddulo finitamente gerado e
{71,792y -y Yn} um sistema de multiplicidade sobre M. Se o : {1,2,..,n} — {1,2,...,n} é uma

permutagdo, entao:

6(71/)’27 <o Tns M) = 6(76(1)770'(2)7 w0y Yo (n)) M)
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Demonstracao:

Segue direto do teorema aplicando-se o coroldrio 1.1.10.
Q.E.D.

Corolario 1.3.3. Sejam A um anel noetheriano, M um A-mddulo finitamente gerado e
{71,72, -y Yn} um sistema de multiplicidade sobre M. Para toda n-nupla (mq, ma,...,my) € N,

temos que:

X8, st M) = mama..mp X (Y15 V25 s Yoy M)

Demonstracao:

Segue direto do coroldrio anterior aplicando-se o teorema e o coroldrio D.2.5.
Q.E.D.

Lema 1.3.2. Sejam A um anel noetheriano, M um A-mddulo finitamente gerado e {~v1,v2, ..., Vn}

um sistema de multiplicidade sobre M. Para toda n-nupla (my, ma,...,my) € N*, temos que:

M
<A et > M

i ) =

n

[
Do x(r¥2 o755 (0 ar i) T e
k=1

i=1
M Mpy1
onde M; = _ _ 0: =M.
T T AT s M (011, Tn+1 )
Demonstracao:

Do teorema 1.3.1 e do coroldrio 1.3.3 seque que:

XT3 s M) = mamae.mp X (V15 V25 5 Yo M)

Suponha que demonstramos que:

. M
> m
X(’V{ma’)’;nza P P m; my n ) =
S T AT i > M

D ox O v2s 0% (0 g 1)) T e
= k=1
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2 < j < n. Temos pelo teorema 1.3.1 e pelo coroldrio 1.3.3 que:

M
My M4l

<Y e > M

mj—1,

X(’ﬁnla’y;na "-77_7‘—1 )

),

mj_1,

X(Vrlvvgbzv"'fyj—l ; (0 "Mj_1 ’Y;nj)) =

n 4
D X2 (0 an, 44 [T =
j k=1

1=

M
my Myt

< v e > M

)=

mi ,m2 mj—1,
X(’h 7’)/2 7"'77]'—1 3

n [
D oxOrv2s %3 (0 an, 750 ) Tt
i=j k=1

Jj—1
XV 925 Y513 (0 2, v [ [ s =
s=1

- M
XT3, s 11

) =

mi M4l

<A AT e > M

D XOnyzs 76 (0, 47) T e
i—]— k=1

1=7—1

E assim, o resultado seque por indu¢ao decrescente.

Q.E.D.

Teorema 1.3.2 (Lech). Sejam A um anel noetheriano e M um A-mddulo finitamente gerado. Se

{71,72, -y Yn} € um sistema de multiplicidade sobre M, entdo:

( my _mo Mmj mn )
<Y1 Y2 TV e Yn >M

X(’Yl,'YQ’-“nyn;M) = lim
mj—00 M1Ma...Mj...My,

je{1,2,...n}.

43



Demonstracao:

Suponha que j = n. Desde que M é noetheriano, temos que existe mY € N tal que:

(S viks o™ > My i) = (<5775 s e > Mo iiy)
Vmy, >md e 0 <i<n (notagio como no lema 1.3.2). Assim sendo,
(< Y2 vss, > M o2y ) independem de my, para todo m, > m$ e 0 < i < n.
mj+1 mi+2 M43 Mi41

Como (0 :pr, v, 17") € aimagem de < v\, v\ 37, o,y > M 2y, ['[") em M;, pela aplicagdo

canonica, seque que 08 inteiros:

X(V1, 72, %330 g, Yin 1)

independem de m., para todo m, >m2 e 0 <i<n. Segue do lema 1.3.2 que:

(s <)
<V Ve SeeeYm P >M

X(717727“'7’Yn;M) = lim

Moy —>00 mima...My,

. Para o caso geral, temos pelo coroldrio 1.1.10 que:

X(’thYQa 57n7M) = X('Yl,’YQ, vy Vi—15TYny V41, 77_]7M) =

l( my1 _mo mi_1 mnM M1 Ty — 1 ; )
lim <Y1 V2 V21 Y UYign Y1 Y MO
mj—r0o0 mMame...m; —1MpMj41... My 1715

==t —r—)
<Y1 Y2 e M >M
m;—»00 mimg...my;... My,

je{1,2,...,n}.
Q.E.D.
Corolério 1.3.4. Sejam A um anel noetheriano e M um A-mddulo finitamente gerado. Se

{71,72, .-, Yn} € um sistema de multiplicidade sobre M, entdo:

M
<Y1, Y2y ey Y > M

)

0< X(’YL'}/Qa )rY’I’L,M) < l(

Demonstracao:

Desde que:

)
<Y1 V2 seeIm " >M

0<
mmg...my ... My,
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para toda n-upla (my,ma, ...,my) € N, seque diretamente do teorema que 0 < x(y1,V2, -y Ynj M).

Agora observe que:

M )= I M
1; =
< 72,735 Vn > M <Y1,725 - Vn > M

x(v ) =102, M) =

M M
) < U
< V1,725 Y > M

x(y )

1;
< Y2;735 0 Vn > M

— M .
onde My = ST Suponha que demonstramos que:

M )< M
<%‘+1,’7z‘+27---a7n>M o <71)727"'a7n>M

X(713727'“7’Yi; )

1 <i<n. Assim sendo, temos que:

M
< Yit2; Vid3s oo Yn > M

) =

X(717'72a ooy Vi1

M
< Yi+15 Yi+25 s In > M

X(V15 V25 s Vi3 ) = x(v1,725 - %i5 (0 ar, 0y Yig1)) =

M ) < x( M
= X\, Y25 -0 Vi
< Vit 2y Vit 3y Yo > M ’ V< Vig1s Yig2s Y > M

) =

X(’Ylﬁz, ooy Vid15

M ) <1 M
< Yi+25 Vi3 s In >M"~ < V1,725 -5 Un > M

)

X(%W% ooy Vi1

M
<Yit2,Yi43see sV >M "

onde M;41 = Segue por indug¢do que:

M M
) <1
’YnM <Y15,725 5 Un > M

)

X(V1:725 - Y—13

Portanto, temos que:

M
XV, 725 oo Yy M) = X (Y15 Y25 -0y Yn—1; 77M) —X(v1, 725 oo V=13 (0 :ar ) =

M
X(717727 77H7M) < X(717727 <5 Yn—1; W) =

n

M
< Y1y Y2y ey Y > M

X(71772a"'a’yn;M) Sl( )

Q.E.D.
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Apeéendice A
Generalidades Sobre A-modulos

A.1 Mobébdulos Projetivos
Seja {M;}icr uma familia de A-mddulos, define-se uma estrutura de A-mddulo sobre
o produto HMl de maneira natural, ou seja, soma e produto por escalar feitos coordenada a

iel
coordenada. Quando todos os A-mddulos M; sao iguais a um A-mddulo M, denotaremos seu

produto simplesmente por M.

Proposicao A.1.1. Seja {M,}icr uma familia de A-mddulos. Se N é um A-mddulo e para cada
i existe um homomorfismo f; : N — M;, entao existe um unico homomorfismo [] fi, tal que o

diagrama:

[ \L pri

[[a

iel
onde pr; € a i-ésima projecdo, € comutativo, para cada i.

Demonstracao:
Defina ] fi de tal forma que ([] fi)(z) = {fi(z)}icr. Claramente ] fi satisfaz as condigies

desejadas. Seja g outro homomorfismo que faz tal diagrama comutar. Temos que:

9(@) ={yitier = yi = priog(z) = fi(z) = g(x) = {fi(®) }ic1 = (H fi)(z)

Q.E.D.
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Corolario A.1.1. Sejam {M;}icr e {N;}ier duas familia de A-mddulos, tendo o mesmo conjunto
de indices. Se para cada i existe um homomorfismo f; : N; — M;, entdo existe um unico

homomorfismo [ fi, tal que o sequinte diagrama:

HNi I/ HMZ

icl iel

prgl J/PH
N; T M;

seja comutativo.

Demonstracao:

Basta tomar na proposi¢cao N como sendo HNi e ”fi como sendo f; oprl”.
i€l

Q.E.D.

Corolario A.1.2. A sequéncia:

MZ, fi M, gi Mi”

€ exata para cada i € I, se, e somente se, a sequéncia:

HM{ I1f: HMl ITg: HMZ”

i€l iel iel
€ exata.

Demonstracao:

Temos que:

(190 o Q] foUwitien) = QLo {fi(x) Yier) = {gi © fil@i)}ier = {0}ier =0

(JT9:){witier) = 0= {gi(yi) bier = 0= gi(y) = 0,Vi € T =

Vi€ I,3r; € M/ fi(2i) = yi = {yitier = {fi(%:) }ier = (H fi){@itier)
Por outro lado, dado z; € M/, considere a familia {y;};cr € HM]', tal que y; = z; e y; = 0,

jel
se j #i. Assim sendo, temos:
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(o) o QI £)Quitier) = 0= {g; 0 £;(y;)}jer =0 =

gjo fi(y;) =0,Vjel = gio fi(x;) =0

Se x; € Ker(g;) e {yj}jer € HM“ étal que y; = x; ey; =0, se j # i, entdo:
JjeI

(19 Wwsdser) = {95wi)}ier = 0= {y;}jer € Ker([ [ 9:) = im(]] fi) =
Hezibjer € [T M Awstier = Q] ) zitien) = {5z} jer =

jer
yj = fi(2),Vj €l = x; = fi(z)
Q.E.D.

Se {X;}ier € uma familia de mondides, definimos o suporte da famdlia {y;}icr € HXZ- como
il
sendo o congunto Sup({y;}icr) = {i € I/y; # 0}. Seja {M;}ic; uma famdia da A-mddulos,

definiremos a soma direta desses A-mddulos como sendo o conjunto:

P Mi = {{wi}ier € [ [ Mi/#Sup({wi}icr) < o0}

i€l i€l

A soma direta de uma familia de A-mddulos é claramente um submddulo do produto dessa

familia. Para cada i definiremos o homomorfismo j; : M; — @Mi, tal que j; leva o elemento
iel

x; € M; na familia que tem por elemento de indice i o proprio x; e os demais elementos zero. j; €

claramente um homomorfismo injetivo e serd dito canonico. Observe, que se y = {y;}icr € @ M;

iel
entdo podemos escrever y = Zji(yi), onde a soma € definida sobre o suporte de tal familia, que
il
€ finito (se Sup(zi;cr) = ¢, entao defina le =0). Quando todos os A-mddulos M; sdo iguais

i€l
a um A-mddulo M, denotamos sua soma direta simplesmente por M1,

Proposicao A.1.2. Seja {M;}icr uma familia de A-mdédulos. Se N é um A-mddulo e para cada
i € I existe um homomorfismo f; : M; — N, entdo existe um unico homomorfismo @ f;, tal que

o diagrama:

icel
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é comutativo.

Demonstracao:
Defina &f;, tal que Zji(mi) — Z fi(x;). Observe que tal funcao estd bem definida, pois
i€l iel

> i) =Y dilyi) = {witier = {witier = v =y, Vi € T = fi(wi) = fi(y),Vie I =
icl iel
S filw) =) fily) = (@) diw) = (@£ jiwi)
icl il il il
A funcdo & f; claramente é um homomorfismo e faz tal diagrama comutar. Seja g outro homo-

morfismo que satisfaz as hipdteses, temos que:

9> di@)) = gogilw) =Y filw) = (@) jilx:))
iel i€l i€l i€l
Q.E.D.
Coroldrio A.1.3. Sejam {M;}icr e {N;}icr duas familia de A-mddulos, tendo o mesmo conjunto
de indices. Se para cada i existe um homomorfismo f; : M; — N;, entdo existe um unico

homomorfismo @ f;, tal que o seguinte diagrama:

iel ©fi  er
é comutativo.

Demonstracao:

Basta tomar na proposi¢ao A.1.2, N como sendo @NZ— e 7f; como sendo jio f;”.
iel

Q.E.D.

Corolario A.1.4. Para cada i € I, a sequéncia:

fi

9
M} —— M; — M/
€ exata, se, e somente se, a sequéncia:

@Ml’ Dfi @Ml Dgi @M’Lﬂ

el el el

€ exata.
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Demonstracao:

Temos que:

(®gi) o (D fi) E:Lxl @%ﬂ}:ﬁoﬂ@z E:Logﬂﬁ}%)—ﬂ

iel iel iel

(@9:)(>_dilx:)) =0=>_j' 0 gi(w:) = 0 = {gi(w:) }ier = 0 = gi(w;) = 0,Vi € [ =
iel i€l

V’L S S’U/p({.’l/‘z}ze]),azg S M;/wz z : Z]z -Tz Z]z o fl(’z;) = (@fz)(Z];(z/

i€l icl icl

onde z; =0 se i & Sup({x;}icr). Reciprocamente:

v € M] = ji(z;) € P M] = (®gi) o (©fi) 0 ji(w;) = 0=
i€l

ji' o gio fi(xi) = 0= gio fi(w;) =0

z; € Ker(gi) = gi(wi) = 0= ji 0 gi(w:) = 0= (Dg:) 0 ji(w:) = 0 =

jilw:) € Ker(®g:) = im(@f;) = Hatwer € @ M /ji(w:) =
kel

(@fk) {2k rer) = {fu(2) brer = @i = fi(2i)
Q.E.D.

Sejam M um A-mddulo e x € M, a translagao e, : A — M, tal que €,(a) = ax, define um
homomorfismo entre A e M. Se {z;}icr € uma familia de elementos de M, a proposi¢io A.1.2

garante a existéncia de um unico homomorfismo €, tal que o diagrama:

onde para cada i, A; = A, é comutativo.
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Definicao A.1.1. Sejam M um A-mddulo e {x;};cr uma familia de elementos de M. A familia
{zi}ier € dita livre, um conjunto de geradores de M, uma base de M, conforme o homomorfismo €
definido acima, seja injetivo, sobrejetivo, bijetivo, respectivamente. Um A-mddulo que possui uma

base € dito livre.

Proposicao A.1.3. Sejam M um A-mddulo e {x;}icr uma familia de elementos de M. A familia
{x;}ier € livre, se, e somente se, dada uma familia {a;}icr de elementos de A, de suporte finito,

tal que Zaixi =0, temosa; =0, Vi € I.

iel
Demonstracao:
Seja {a;Yicr € AD | tal que Zaiwi = 0. Temos que:
i€l
Zaxl—0:>2aezl —0:>Zazsoyl —0=>€Za2]2 )=0=
el el el el

Zazjz )=0={a;}icr=0=0a;=0,Vie T
el

Reciprocamente, seja {a;}icr € AD | tal que e({ai}icr) =0. Temos que:

({al}ZEI)_O:}EZaz]z —O:Zaff]z —O:Zaew —0:>

el el iel

Zaixi =0=aqa, :O,Vi cl = {ai}iej =0
iel

Q.E.D.

Proposicao A.1.4. Sejam M um A-mddulo e {x;};cr uma familia de elementos de M. A familia
{zi}icr € um conjunto de geradores do A-mddulo M, se, e somente se, para cada z € M, existe

uma familia {a;};cr de elementos de A, de suporte finito (obviamente, tal familia depende de z),

tal que z = Zaixi.

il
Demonstracao:

Suponha € sobrejetivo, dado z € M, temos:

3{(12'}1‘6[ S A(I)/Z = 5({ai}iel) =z = E(Z az.]?,(l)) =

iel

z= Zais(ji(l)) =z = Zaisxi(l) =z = Zaixi

i€l iel iel
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Reciprocamente, se para todo z em M, temos z = Zaizi para alguma familia {a;};cr de
i€l
elementos de A, de suporte finito, entdo:

z= Zaism(l) =z = Z(lﬁ 0ji(l) =z = E(Z a;j;(1)) = z = e({a; }ier)

i€l icl icl

Q.E.D.

Corolario A.1.5. Se {M;}ic; é uma familia de A-mddulos livres, entao sua soma direta @Ml

il
é um A-mddulo livre.
Demonstracao:
Seja {e;j}jes, uma base de M;. Sey € @Mi, entdo y = Zji(:ci), com x; € M;. Uma

icl iel
vez que {€;;}jcs, € uma familia de geradores de M;, seque da proposi¢io A.1.4 que existe uma
famdlia {a;;};c, de elementos de A, de suporte finito, tal que x; = Z aijei;. Desde que a familia
JjeJi
{xi}icr tem suporte finito, temos que a familia {ai;} jyerxs, onde J = U J;, tem suporte finito
il
(para k & Sup({x;}icr) escolha {ak;}jes, como sendo a famiia nula). Assim sendo, temos que

y = Zzaljji(eij)’ seque da proposi¢ao A.1.4 que a familia {eij} i jyerxs € uma familia de

iel jeJ
geradores do A-mddulo @ M;.
iel
Seja {aij} i j)erxg, onde J = U Ji, uma familia de suporte finito, tal que Z a;jei; = 0.
icl (i,9)eIxJ
Temos que:

Z aijji(eij) = Z(Z aij)ji(eij) =0= Zaijeij = OZaijeij = O,Vi el

(i,4)eIxJ i€l jeJ icl jeJ

Como a familia {e;;};c, € livre para todo i em I, seque da proposi¢io A.1.8 que a;; =0Vj € J,

Vi € I. Segue da proposicio A.1.3 que a familia {e;;}q jyerxs € livre.
Q.E.D.
Proposigao A.1.5. Todo A-mddulo € isomorfo a um quociente de um A-mddulo livre.

Demonstracao:
Seja M um A-mddulo. Desde que x = l.x, Vx € M, seque da proposi¢do anterior que a familia
{z}rem € um congunto gerador de M. Dessa forma, a aplicagio € : AM) s M ¢ sobrejetiva.

. ~ AM)
Pelo teorema do isomorfismo, seque que M ~ RKer(@) -

Q.E.D.
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Sejam M e N A-mddulos o conjunto Hom(M, N) dos homomorfismo de M em N, tem uma
estrutura de A-mddulo canonica, a saber, se f,g € Hom(M,N) e a € A, entao f+g é o homomor-
fismo tal que (f + g)(x) = f(x) + g(x) e (af)(x) = f(ax). Sejam M, M’', N, N A-mddulos. Se

u: M — M ev: N — N sio homomorfismo, entdo a aplicagdo:
Hom(u,v) : Hom(M',N') — Hom(M, N)

tal que Hom(u,v)(f) = vo fou € claramente um homomorfismo. Além do mais, se h : M" — M
er: N — N” sao homomorfismos entre A-mddulos, temos Hom(h,r) o Hom(u,v) =

Hom(uo h,rov).

Definigao A.1.2. Dado um A-mddulo P, se para toda sequéncia:

M/L>M4U>M”

exata, de A-mddulos e homomorfismos, a sequéncia:

Hom(1p,u) Hom(1p,v)
—_—

Hom(P,M") Hom(P,M) Hom(P,M")

€ exata, entao dizemos que P € projetivo.

Lema A.1.1. Se M é um A-mddulo, entdo o A-mddulo Hom(A, M) se identifica com M.

Demonstracao:
A aplicagio ¢ : Hom(A, M) — M, tal que o(f) =
o(f +ag) = (f +ag)(1) = f(1) + (ag)(1) = f(1) + g(a) = f(1) + ag(1) = o(f) + ap(g).-
Temos ainda que:
() =0=f1)=0=af(1)=0,Va€e A= f(a)=0,Vae A= f=0.
Sex € M, entio v = e,(1) = v = p(e;). Onde e, : A — M € a translagdo por x.

f(1) é um homomorfismo. De fato,

Q.E.D.
Proposigao A.1.6. O A-mddulo A € projetivo.

Demonstracao:

Seja:
M’ ——= M —> M"
uma sequéncia exata de A-mddulos e homomorfismos. Temos que:
Hom(1la,v)o Hom(la,u)(f) =vouo f=0
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Afirmacgao: O diagrama:

Hom(1a,u) Hom(1a,v)

Hom(A, M) Hom(A, M) Hom(A,M")
T
M’ - M : M

onde 0s homomorfismo verticais sio dados pelo lema A.1.1, é comutativo.

De fato,

o Hom(la,u)(f) = p(uo f) =u(f(1) = u(¢'(f))

A segunda parte do diagrama demonstra-se de forma andloga. Seja g € Ker(Hom(14,v)),

temos que:

H(14,v)(g) =0=¢" 0o H(14,v)(9) =0=v0¢(g) =0= ¢(g) € Ker(v) = im(u) =

Jr € M'/e(g) = u(x) = ¢(g) = u(¢'(ez)) = ¢(g) = p(Hom(1a,u)(ez)) = g = Hom(la, u)(cs).-
onde e, : A — M ¢ a translagdo por z.

Q.E.D.

Lema A.1.2. Sejam {Ma}tacr e {Nsg}pes duas familias de A mddulos. Se para todos o € I

eB €J, jo: My — @Ma eprg : H Ng — Ng, sGo a injecdo e a projecdo canonicas,
a€l BeJ
respectivamente, entdo o homomorfismo:

HHom(jmpr@) : Hom(@ MQ,HNB) — H Hom(M,, Ng)
af acl B (a,B)EIX T

€ um isomorfismo.

Demonstracao:

(HHom(ja,prﬁ))(f) =0={prgofojatap=0=prgo foj,=0,Y(a,pf)elxJ=
af

prg o ija(ifa) = O,V(a,ﬁ) elx J,an € MO‘

FO da(wa)) ={ystsen = ys =prao FO_jalra)) = ys =Y _prso f(jalza)) =0 =
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FO jalza))=0=f=0

Seja {faptap € HHom(Ma,Ng). Para cada 8 € B, seja ji @ Ng — @Ng — HNB a
af B B
inje¢ao canodnica. Pela proposicao A.1.2, existe um homomorfismo f, tal que, para todo oo € I o

diagrama:

j, Ofaﬁ
a2t TN
B
Jo /
D M
(0%
€ comutativo. Assim sendo, temos:

(JT Hom(ja:pra))(f) = {prs o £ o jatas = {prs 0 jh © faptas = {faptas
o

Q.E.D.

Lema A.1.3. Se o sequinte diagrama:

de mddulos e homomorfismos é comutativo, entio u(Ker(f)) = ker(g) e v(im(f)) = im(g).

Demonstracao:

y € u(Ker(f)) & 3z € Ker(f)/y = u(z) = g(y) = gou(z) =

gly) =vo f(x) =v(0) =0=y € Ker(g)

y€ Ker(g) = g(y) =0=gou(x) =0/y =u(z),r € M =

vof(z)=0= f(z)=0=2 € Ker(f) =y € u(Ker(f))
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y ev(im(f)) =y =v(z)/z €im(f) =y =vo f(z)/z € M' =

y=gou(x) =y € im(g)

yeim(g) =>y=g(z)/ze N =y=gou(z)/z=u(z),r € M' =

y=wvo f(z) =y € v(im(f))
Q.E.D.

Scholium A.1.1. Fica claro que se supusermos mo lema anterior apenas u sobrejetivo, entdo
teremos u(Ker(f)) = Ker(g).
Proposicao A.1.7. Seja {P;}icr uma familia de A-mddulos. @Pi € um A-mddulo projetivo se,

icl
e somente se, P; € projetivo 1€ I.

Demonstracao:

Seja
M v M vy M

uma sequéncia exata de A-mddulos e homomorfismos. Sabemos pelo coroldrio A.1.2 que a sequéncia:

Hom(1p, ,u) Hom(1p,,v)

Hom(P;,M') —————— Hom(P;, M) ————— Hom(P;, M"")

€ exata para cada i se, e somente se, a sequéncia:

[[ Hom (P, ar') ILHomOrow) TT Hom(P;, M) HHomOro) TT Hom(P;, M)
el el i€l

¢ exata.
Afirmagao: O diagrama:

Hom(EB Pi,M/) Hom(1p,u) Hom(@ P;, M) Hom(1p,v) Hom(EB Pi,MH)
el el i€l

HHOm(jmlM/)l HHom(ji,lM)l inHGm(jth”)
[1 Hom(p;, by ILHomOro) TT Hom (P, M) ILHomCrow) TT Hom(P;, M)

i€l iel iel
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onde P = @ P;, € comutativo.
i€l
De fato, temos:

(I] Hom(1p,,w) o (I Hom (s 1ae ) () = (T [ Hom(1p,, w)({f 0 jitier) =
{Hom(1p,,u))(f 0 ji)}ier = {wo f o jitier = (| Hom(ji, 1ar)) (wo f) =

(H Hom(ji, 1n)) o Hom(1p, u)(f)

A comutatividade da seqgunda parte do diagrama se demonstra de forma andloga. A proposi¢ao

seque dos lema A.1.2 e A.1.8 aplicados a tal diagrama.

Q.E.D.
Coroléario A.1.6. Todo A-mddulo livre é projetivo.
Demonstracao:
Todo A-mdédulo livre é isomorfo a alguma soma direta do A-mddulo projetivo A.
Q.E.D.

Proposicao A.1.8. Seja M um A-mddulo livre com uma base finita, se o A-mddulo N € livre

(resp. projetivo), entao o A-mddulo Hom (M, N) € livre (resp. projetivo).

Demonstracao:
Como M ¢ livre com base fitita, temos que existe um conjunto I, tal que #I < co e M ~ A,

Dessa forma, temos que:

Homa(M,N) ~ Hom(A"Y N) ~ (Hom (A, N))) ~ N

Os dois ultimos isomorfismos saindo dos lemas A.1.2 e A.1.1. O resultado seque do coroldrio

A.1.5 (resp. da proposicio A.1.7).
Q.E.D.

Proposigao A.1.9. Seja P um A-mddulo. As sequintes condi¢des sdo equivalentes:
i) P € projetivo.

it) Para toda sequéncia exata:
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a sequéncia:

Hom(1p,u) Hom(1p,v)

0 —— Hom(P,M’) Hom(P, M) Hom(P,M") ——0

€ exata.
iit) Seja f : M — M"" um homomorfismo sobrejetivo, para todo homomorfismo g : P — M,

existe um homomorfismo h, tal que o diagrama:

L

M——M"—>0

€ comutativo.
iv) Existem Q A-mddulo e I conjunto, tais que AD ~ P Q.
Demonstracao:
i) = i)
Desde que P € projetivo, é suficiente demonstrar que Hom(1p,u) é injetivo e que Hom(1p,v)

€ sobrejetivo.

Hom(lp,u)(f)=0=uof=0=u(f(z)) =0,V e P= f(z)=0,VzeP= f=0

Considere a sequéncia exata:

M ——>M"—>0

Desde que P € projetivo, temos que a sequéncia:

Hom(1p,v)

Hom(P, M) Hom(P,M") ——0

é exata, e portanto Hom(1p,v) € sobrejetivo.
if) = iii)
Considere a sequéncia exata:

0—>Ker(f)i M ! M 0
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onde i € a injecdo canonica. Por hipdtese, temos que a sequéncia:

Hom(1p,i) Hom(1lp,f)
—_—

0 — Hom(P,Ker(f)) ———— Hom(P, M) Hom(P,M") ——=0

é exata. Assim sendo, temos que Hom(1p, f) € sobrejetivo. Desde que, g € Hom (P, M"), temos
que existe h € Hom(P,M) /g = Hom(1p, f)(h) = g = foh.

iii) = iv)

Sabemos que existe um homomorfismo sobrejetivo ¢ : AXY) — P. Por hipdtese, existe um

homomorfismo v, que faz o diagrama:

L

A(P)?pﬂo

comutar. Seja z € A(P), temos que:

p(z)=t=got(t) = Ir € Ker(p)/z=1(t)+r

Assim sendo, temos que todo elemento de AP se escreve como uma soma de elementos de

Ker(p) e de im(v). Defina a fungdo:

n: AP im(y) ® Ker(p)

tal que x4y — (x,y), sendoy € Ker(p) e x € im(1). Observe que tal aplicagio estd bem definida,
pois se x1 +y1 = x2 + Y2, com y1,ys € Ker(p); x1,x2 € im(vY) e x1 = P(t1), ¥(t2) = 2, entao

temos:

Ty—xe =1y~ =Pt —t2) =2 —y1 > @o(t; —t2) =0=1t, —to =0=>

zi=Yt)=yv{H) =co=>y—y1 =21 —22=0= (21,y1) = (22, y2)

Claramente n é um homomorfismo. n(z+y) =0= (z,y) =0=>2x=y=x4+y =0, logon é
injetiva. Se (x,y) € im(¢)® Ker(p), entdo (z,y) = n(r+y) e dessa forman é um isomorfismo. A
restricao ¢’ de ¢ a im(y) define um isomorfismo sobre P, pois ' o) = potp =1p € 0 mesmo que
dizer que v € injetiva, mas ela também € sobrejetiva sobre sua imagem, como a inversa € unica,
-1

seque que @' = (Y)~'. Assim sendo, a aplicagdo ¢’ @ lger(,) define, de acordo com o coroldrio
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A.1.4, um isomorfismo de im (i) ®© Ker(p) em P® Ker(p). Compondo ¢’ © 1ker(,) comn, temos
que AY) ~ P @ Ker(p). Basta tomar Q = Ker(p) e I = P.
iv) = 1)

Seja:

M ——= M —> M"

uma sequéncia exata. Desde que todo A-mddulo livre € projetivo, temos que a sequéncia:

Hom(po;Q,u)

Hom(P® Q,M') —— Hom(P® Q, M)

Hom(lp@Q,v)
—_—

Hom(P & Q, M")

€ exata. Pela afirmacdo da proposi¢cao A.1.7, temos que o diagrama:

Hom(1,u) Hom(1,v)

Hom(P & Q,M") Hom(P & Q, M) Hom(P® Q,M")

| | |

Hom(P,M') x Hom(Q, M') —— Hom(P, M) x Hom(Q, M) — Hom(P, M") x Hom(Q, M")

onde 0os homomorfismos que estao faltando sao como em tal afirmacao, € comutativo. Como a
primeira linha desse diagrama € exata e os homomorfismos verticais sao isomorfismos, seque do

lema A.1.8 que a sequnda linha € exata.

Afirmacao: O diagrama:

Hom(P,M’) x Hom(Q, M') —— Hom(P, M) x Hom(Q, M) — Hom(P, M") x Hom(Q, M")

pr \L pri l lpri’

Hom(P,M") Hom(P, M) Hom(P,M")

Hom(1p,u) Hom(1p,v)

onde pri € a primeira projecao e os homomorfismos na primeira linha sao dados pelo diagrama

acima, € comutativo.
De fato,

pri o (Hom(1p,u) x Hom(1g,w))(f,g) = p1(Hom(1lp,u)(f), Hom(lg,u)(g)) =

pri(uo fiuog) =wo f=Hom(lp,u)(f) = Hom(lp,u) o pri((f,9))

A comutatividade da sequnda parte se demonstra de for andloga. Seja f € Ker(Hom(1p,v)),

temos que:
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Hom(1p,v)(f) =0= Hom(lp,v)opri(f,0)=0=

pri o (Hom(1p,v) x Hom(1g,v))((f,0)) =0

Agora observe que sendo pry : Hom(P,M") x Hom(Q,M") — Hom(Q,M") a segunda

projecao canonica, temos:

prhy, o (Hom(1p,v) x Hom(1g,v))((f,0)) = Hom(1g,v)(0) =0

Assim, temos que (f,0) € Ker(Hom(1p,v) x Hom(lg,v)) = im(Hom(1p,u) x Hom(1g,u)).

Dessa forma,

(g, h) € Hom(P,M') x Hom(Q,M")/(f,0) =

(Hom(1p,u) x Hom(lq,u))(g,h) = (Hom(1p,u)(g), Hom(1q,u)(h)) = f = Hom(1p,u)(g)
Por outro lado, temos que Hom(1p,v) o Hom(1p,u)(h) =vouoh =0.

Q.E.D.

A.2 Moébdulos Injetivos

Definigao A.2.1. Seja E um A-mddulo. Se para toda sequéncia exata:

M' ——= M —> M"

de A-mddulos e homomorfismos, a sequéncia:

Hom(v,1g) Hom(u,lg)
_— > _—

Hom(M",E) Hom(M, E) Hom(M', E)

€ exata, entao dizemos que E € um A-mddulo injetivo.
Proposicao A.2.1. Seja {E;}ic; uma familia de A-mddulos. Cada E; é injetivo se, e somente

se, I_IE7 € injetivo.
i€l
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Demonstracao:

Seja:
M’ LN/ M

uma sequéncia exata. Sabemos pelo coroldrio A.1.2 que a sequéncia:

// Hom(v,1g,) Hom(u,1g,) ,
Hom(M",E;) ——— Hom(M, E;) —— > Hom(M', E;)

€ exata para cada i se, e somente se, a sequéncia:

[[Hom(M”, ;) LHomAe) TT Hom(M, E;) ILHomw12) TT Hom(M', E;)
i€l i€l i€l

€ exata.

Afirmacgao: O diagrama:

[[Hom(M”, ;) LHomAe) TT Hom(M, E;) ILHomw12) TT Hom(M', E;)
i€l i€l i€l

E | /|

Hom(M", H Ei)Hom(U’lm B;)) Hom(M, H E;) Hom (u, 1 Ei))Hom(M/7 HEz)
onde 0s homomorfismos verticais sao dados pela inversa do isomorfismo do lema A.1.2, € comu-

tativo.
De fato,

(T Hom(u 15,)) 0 () = ([] Hom(u, 1)) o ([T Hom(iar,pra))(f) =
(T Hom(u, 16.)){pri o f}ier) = {Hom(u, 15,)(pri o f)}ier =
{prio foutier = {Hom(1nr, pri)(f ou)tier =
([T Hom(ar,pri)){f 0 ubier) = (I [ Hom(1ar, pri)) {Hom(u, 111 £,)(f) Yier) =

([T Hom(ar pri)) o (T ] Hom(u. 111 ))(f) = &'~ o (][ Hom(u, 1116.)(f)

A comutatividade da primeira parte do diagrama se demonstra de forma andloga. A conclusdo

da proposicao seque do lema A.1.8 aplicado ao diagrama da afirmacao.
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Q.E.D.

Corolario A.2.1. Seja M um A-mddulo livre com base finita, se o A-mddulo N € injetivo, entdo

o A-mdédulo Homa (M, N) € injetivo.

Demonstracao:
Como M € livre de base finita, temos que existe um inteiro n, tal que M ~ A™. Dessa forma,

temos que:

Homa(M,N) ~ Hom(A",N) ~ (Homa(A,N))" ~ N"

Os dois ultimos isomorfismos saindo dos lemas A.1.2 e A.1.1. O resultado seque da proposicao
A.2.1.

Q.E.D.

Proposicao A.2.2. Seja E um A-mddulo. As sequintes condicoes sao equivalentes:
i) E € injetivo.

it) Para toda sequéncia exata

0 M’ M M" 0

a sequeéncia:

Hom(v,1g) Hom(u,lg)

0—— Hom(M", E) Hom(M, E) Hom(M',E) —=0

€ exata.
iit) Seja f : M’ — M wum homomorfismo injetivo. Para todo homomorfismo g : M’ — E,

existe um homomorfismo h, que faz o diagrama:

comutativo.

Demonstracao:
i) = i)
Desde que E € injetivo, é suficiente demonstrar que Hom(v,1g) € injetivo e Hom(u,1g) €

sobrejetivo. Seja f € Ker(Hom(v,1g)). Temos que:

Hom(v,1g)(f)=0= fov=0= fouv(x)=0,Vze M= fly)=0,Yye M" = f=0
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pois v € sobrejetivo. Considere a sequéncia exata:

00— M —2>M

Desde que E € injetivo, seque que a sequéncia:

Hom(u,1lg)

Hom(M, E) Hom(M',E) ——=0

é exata, e portanto Hom(u,1g) € sobrejetiva.
i) = iii)
Considere a sequéncia exata:

0 M’ f M —"= Coker(f) —=0

a onde m € o homomorfismo canénico. Temos por hipdtese, que a sequéncia:

Hom(rm,1g) Hom(f,1g)
_ >

0 — Hom(Coker(f), E) Hom(M, E) Hom(M',E) ——=0

¢ exata, e portanto Hom(f,1g) é sobrejetivo. Uma vez que g € Hom(M', E), temos que existe

h € Hom(M, E) tal que g = Hom(f,1g)(h) =ho f.

iii) = 9)
Seja:
M ——= M —> M"
uma sequéncia exata. Temos que Hom(u,1g) o Hom(v,1g)(f) = fovou = 0. Seja f €

Ker(Hom(u,1g)). Temos que:
Hom(u,1g)(f) =0= fou=0= Ker(v) =im(u) C Ker(f)

Dessa forma, podemos definir wm homomorfismo f de tal forma que o diagrama:

M$>E
VA
i
M

Ker(v)

onde ¢ € o homomorfismo canénico, seja comutativo. Por hipdtese, existe h € Hom(M" E) que

faz o diagrama:



onde U € o homomorfismo induzido por v, comutar. Assim sendo, temos:

Hom(v,1g)(h) =hov=hoTop=fop=f

Q.E.D.

Corolario A.2.2. Sejam u: M' — M e v : M' — E homomorfismos entre A-mddulos, tais

que Ker(u) C Ker(v). Se E € injetivo, entdo existe um homomorfismo h, que faz o diagrama:

M’ YoM
| A
h
E
comutar.
Demonstracao:

Vide parte iii) = i) da proposi¢ao acima.
Q.E.D.
Lema A.2.1. O Z mddulo % € injetivo.

Demonstracao:

Pela proposicao A.2.2 iii, € suficiente demonstrar que sempre que definirmos um homomorfismo
u de um submodulo M’ de um Z-mddulo M em % podemos estender esse homomorfismo para o
Z-mddulo todo. Seja P o conjunto dos pares (N,v), tais que M’ C N C M e v restrito a M’ é
igual a u. A relagio (N',v") < (N,v) & N’ C N e v restrito a N’ é igual a v’ é claramente uma
relagao de ordem parcial sobre P. Seja {(N;,v;)}icr uma cadeia de elementos de P. Defina sobre

N' = U N; a fungdo v’, tal que restrita a cada N; € igual a v;. Observe que v’ estd bem definida,
il
pois x,y € N' ex =y entdo x € N; ey € N; para algum (i,7) € I x I. Desde que {(N;,v;)}ier

¢ uma cadeia, seque por exemplo que (N;,v;) = (Nj,v;) e assim, v; restrito a N; € igual a v;,
como y = x € N;, temos que vj(y) = v;i(y) = vi(x). Desde que M' C N; C M, Vi € I, seque que
M’ C N C M, como cada v; estende u, temos que v’ também estende u, e assim (N',v') € P.
Como (M',u) € P temos, pelo lema de Zorn, que P possui um elemento (N,v) maximal. Suponha

que N € diferente de M e seja © um elemento que esteja em M e nao esteja em N.
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Afirmagao:N NZx =0

Se nao, seja r o menor inteiro positivo, tal que re € N. Semax € N em =1rp+s, com0< s <
m (lembre-se que mx € N < —max € N, pois N é um grupo), entao mx = (rp)x + sz = p(rz) + sz
e st € N, pela minimalidade de r, seque que s = 0. Defina a aplicagdo f : N + Zx — % por
fly+ma) = v(y)+"202  comy € N. Observe que f estd bem definida, pois y1+mix = yo+maez =

T

(mqy —ma)x = ya —y1 € N. Pelo que foi argumentado acima, temos m; — mg = rp, p € Z, (se

my —mao < 0 faga o argumento com ma —my ). Assim, temos

v(y2) = v(y1) = v((m1 — ma)x) = v(p(re)) = pv(re) = pr

v(rzx) — o(ys) + mzv(m:)

v(y1) +ma

Dessa forma, f estende v e portanto u, mas isso é absurdo pela maximalidade de (N, v).

Seja nZ o nicleo do homomorfismo ¢ : Z — Zzx, tal que p(1) = x. Defina a aplicagdo:

g:N+Zm—>%

tal que g(y+mx) = v(y) + (), comy € N (se n=0, defina g por g(y+mz) = v(y) +m). Observe

que g estd bem definida, pois

Yi+mir =y +mex =y —yo = (Mo —my)z =y — Y2 = (Mg —my)z =0=

_ me M miy_ m2 my _ (M2
3P€Z/m2*m1771p:>n nGZi(n) (n):>(n)+v(y1) (n)+v(y2)
(resp.

Y1 —y2 = (mg —my)r = 0= my = mg = My =Mz = M1 +v(y1) =Mz + v(y2)
Dessa forma, g estende v e portanto u, mas isso € absurdo pela mazimalidade de (N,v). Assim
sendo, temos N = M.

Q.E.D.
Lema A.2.2. Se M é um A-mddulo e F é um Z-mddulo, entdo existe um isomorfismo:
Homa(M,Homz(A, F)) ~ Homz(M, F)

de Z-modulos.
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Demonstracao:

Defina:
w:Homa(M,Homyz(A,F)) — Homy(M, F)
tal que (o(f))(x) = (f(2))(1). ¢ é um homomorfismo, pois

e(f +9)(@) = ((f +9)(@)(1) = (f(z) + g(2))(1) =

f(@)(1) + g(2)(1) = o(f) (@) + ¢(g)(x) = (o(f) + ¢(9))(z)

Observe que:

o(f)=0=v(f)(z) =0,V e M = f(z)(1) =0,V € M

Dessa forma, (lembrando que a estrutura de A-mddulo de Homyz (A, F) € tal que (ah)(z)=h(az))

temos:

f(@)(a) = (af(2))(1) = (f(ax))(1) = 0= f(z) =0,Vz € M = f =0

e assim ¢ € injetiva.

Se h € Homz(M, F), entio defina f : M — Homy(A, F), tal que (f(x))(a) = h(azx). Observe
que para cada x, f(z) € de fato um homomorfismo, pois f(x)(a+b) = h((a+b)x) = h(az)+h(bzr) =
(f(@))(a)+ (f(2))(b) e f € um homomorfismo, pois (f(x+by))(a) = h(a(z+by)) = h(azx+ (ab)y) =
(f(@))(a) + (f(y))(ba) = (f(x))(a) + (bf(y))(a) = (f(x) + bf (y))(a).

Claramente, o(f) = h e portanto ¢ € sobrejetivo.

Q.E.D.
Proposicao A.2.3. O A-mddulo Homz(A, %) € injetivo.

Demonstracao:

Seja:
u v
M —M—M"
uma sequéncia exata de A-mddulos e homomorfismos.

Afirmacgao: O diagrama:
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Hom(v,1) Hom(u,1)

Homg(M",2) Homz(M, 9) Homz(M', 2)

E | B

Hom(v,1 Hom(u,1
HomA(M”,HomZ(A,%)) 1) Hom (M, Homz(A, 2)) %HomA(M’,H

Z
onde H = Homgz(A, %)) e 0s homomorfismos verticais sao as inversas dos isomorfismos do lema
A.2.2, é comutativo.

De fato, temos que:

I
~—
—~
~
—~
S~—
S~—
—~

[l
S~—
S~—"

[¢]

S

I
—
e
=

0]

<
S~—
—~~
-
=
S

[
~—

Hom(v,1g) 0"~ (f) = Hom(v,1g)((f())(1))

onde (f())(1) denota a aplicagio x — (f(x))(1). Por outro lado, temos:

o™t o Hom(v, 1510, 4.9))(F) = 07 (F o) = ((f 0 0))(1)

A comutatividade da sequnda parte do diagrama, se demonstra de forma andloga. Desde que

N

€ um Z mddulo injetivo, temos que a primeira linha do diagrama € uma sequéncia exata de
Z-mddulos e homomorfismos. Aplicando o lema A.1.83 a tal diagrama, vemos que a seqgunda linha
€ uma sequéncia exata de Z-mddulos e homomorfismos, mas se tal sequéncia € exata como Z-

maodulos, também é exata como A-mddulos. Dessa forma, seque a proposi¢ao.
Q.E.D.
Proposigcao A.2.4. Todo A-mddulo M € isomorfo a um submddulo de um A-mddulo injetivo.

Demonstracao:
Pelas proposicoes A.2.1 e A.2.3, temos que EfomA(M’EA), onde By = HomZ(A,%), é um

A-mddulo injetivo. Defina a fungao:

e+ M —s ERomatMEa)

tal que en(x) = {0(%)}peHoma(M,EL)- €M € claramente um homomorfismo de A-mddulos. Seja
x € M, tal que ep(x) = 0. Isso que dizer que p(x) = 0, Yo € Homa(M,Es). Se [ €
Homgy (M, %), entdo, pelo lema A.2.2, existe ¢ € Homa(M, Ey4), tal que f(xz) = (¢(z))(1) = 0,

portanto, x anula todo elemento de Homz(M, %)
Afirmacgao: x=0.

Caso contrdrio, seja nZ o nicleo do homomorfismo Z — Zx, tal que m — mz. Defina a

funcao:

Q
Lx — —
n T 7,
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tal que mx — () (se n=0, faga n(mzx) = (F)). n estd bem definida, pois mix = mox =
1

n

(mi—mp)z=0=3pE€Z, /m—my=pn= "2 —"2cZ = ("2)=("2) (resp. mix = mar =

n n

(mi—mp)z =0=my—mg =0= 5 =52 = (5) = (52)). n € claramente um homomorfismo

de Z-mddulos e n(x) = (1) # 0 (resp. n(z) = (3) # 0), pois como x # 0, temos n # 1. Uma vez
que % é um Z-mddulo injetivo, podemos estender n a um Z homomorfismo vy de M em %. Assim

sendo, temos n'(x) = n(x) #0, o que é um absurdo, pois x anula todo Z homomorfismo de M em
Q

7

Q.E.D.

A.3 Modbdulos Planos

Definicao A.3.1. Dizemos que um A-mddulo a esquerda P € plano, se para toda sequéncia exata:
M v M vy M

de A-mddulos a direita e homomorfismos, a sequéncia:

M @i P25 Mo P22 M @, P

€ exata.

Proposigao A.3.1. Seja P um A-mddulo d esquerda. As sequintes condigdes sdo equivalentes:
i) P ¢é plano.
it) Para toda sequéncia exata:

u v

0 M’ M M 0

de A-mddulos a direita e homomorfismos, a sequéncia:

0— Mo, P25 Mo, P 2L Mg, P—>0

€ ezxata.
iii) Para todo homomorfismo injetivo u : M' — M de A-mddulos & direita o homomorfismo

uR1lp: M @4 P — M ®4 P € injetivo.

Demonstracao:
Desde que P € plano, € suficiente demonstrar que u® 1p € injetiva e v @ 1p € sobrejetiva. Seja
in ®1y; € M" ®4 P. Uma vez que v é sobrejetivo, temos que para cada i existe z; € M tal que

i€l
x; = v(z). Assim sendo, temos:

Zzi QY = ZU(Zz’) ®Yyi = Z(U ®1p)(zi ®@y) = (v® 1P)(Zzi ® i)

el iel el el
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Considere a sequéncia exata:

00— M —2>M

como P € plano, temos que a sequéncia:

0@AP=0—>= M, P25 0

€ exata e portanto u®4 1p € injetivo.
Considere a sequéncia exata:

u T

0 M’ M Coker(u) —=0

onde ™ € o homomorfismo canénico. Por hipdtese, temos que a sequéncia:

0— =M o4 P22 Moy P TE Coker(u) 94 P— 0

€ exata. Dessa forma, segue que u @ lp € injetivo.
iii) = 9)
Seja:
M’ ey M
uma sequéncia exata de A-mddulos a direita. Temos que (v® 1p)o (u® 1p) = (vou)® 1p =0.

Reciprocamente, considere a sequéncia exata:

’

0 —— Ker(v) *Z’>ML>im(v) —0

onde 1 € a injegdo canénica e v' € o homomorfismo que tem por grdfico o mesmo de v. Temos que

a sequéncia:

Ker(v) ®AP&>M®AP@>im(U) R4 P——=0

é exata (isso é verdade independentemente de hipdtese sobre P). Concluimos pela hipdtese que a

sequéncia:

0—>Ker(v)®AP&>M®AP@>im(U)®AP4>O
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também € exata. Seja z € Ker(v ® 1p), temos (v ® 1p)(z) = 0. Uma vez que, por hipdtese,
' ®@1p, sendo i : im(v) — M" a inje¢do candnica, € injetiva, seque que (v @ 1p)(z) = 0. Dessa
forma, z € im(i @ 1p), ou seja, existe uma familia de elementos x; € Ker(v) = im(u), tal que

z= Zml ® y;, onde {x; ® y; }icr tem suporte finito. Assim sendo, para cada i existe t; € M', tal
iel

que 2=y u(t;) @y = (u@1p)(Y_t; ;).

€1 icl

Q.E.D.
Corolario A.3.1. O A-mddulo A € plano.

Demonstracao:

De acordo com a condi¢ao i) da proposi¢ao anterior, basta demonstrar que para todo homo-
morfismo injetivo u : M’ — M, de A-mddulos a direita, o homomorfismo u® 1p: M' @4 P —»
M ®4 P € injetivo.

Afirmacao: O diagrama:

u

M’ M

M’®AAE>M®AA

onde 0s homomorfismos verticais sGo dados pelos isomorfismos T+ © @4 1, € comutativo.

(u®la)o¢(z) = (u®la)(z®al) = (u(z)) ® 1= p(u(z))
A proposi¢io seque do lema A.1.3 aplicado a afirmagdo acima.
Q.E.D.

Lema A.3.1. Sejam {M,}icr e {Ni}rex duas familias de A-mddulos. Existe um isomorfismo:
P Mo = (P M) @a (D M)
(i,k)EIX K i€l ke K

de A-mddulos.

Demonstracao:

Sejam j; : M; — @Mz ej: Ny — @ Ny as injecoes canonicas. Temos que:
i€l keK

Ji ® ji: My @4 N — (@D M) @4 (D Ni)
iel keK
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define um homomorfismo. Pela proposi¢ao A.1.2, existe um tinico homomorfismo

h: @ (M; ®4 N) — (@Ml) A (@ Ny)

(i,k)eIX K iel keK

tal que o diagrama:

M; @4 Ny L (@Mz) ®A (@ Ny)

el keK
-1
Jik
l /

@ (M; ®a Ng)

(i,k)eIx K

onde jij.€ a injecdo candnica, € comutativo.

Defina a fungdo:

F @My x (P N)— D (MiwaNy)

icl keK (i,k)eIx K
tal que f({xi}icr, {yrtrer) = {2 @ Yr i pyerxx -
Afirmacgao: f é A-bilinear.

Demonstremos, por exemplo que f é A-linear na primeira coordenada.

f{zitier + a{aitier, {ye beerx) = f({@i + ax}icr, {yr trex) = {(z; + az}) @ Ykt k)elxK =
{2 @y + (] @ yr) Y merxx = {2 @ Ukt ryerxx + {2 @ Yt pyerxx =

f{aitier {urtrer) + af ({xi Yier, {yrrek)

Pela propriedade universal do produto tensorial, podemos definir um homomorfismo g, tal que

o diagrama:

BM)x(@PN) . P (M)

iel keK (i,k)eIx K

o

(P M) @a (B Ni)

icl keK
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onde ¢ é o homomorfismo ({x;}ier, {Uk trerx) = {itier @ {yr trex, seja comutativo. Observe que

g e h sao inversas uma da outra. De fato,

hog({zitier ® {yrtrerx) = h({z:i @ yr}amerxi) = Z Ji(@i) @ ji.(yw) =
(ik)EIx K

O dila) @ O dilur) = {witier @ {yrtrer

i€l keK

Por outro lado,

goh({zi @ yrYamersxx) =90 > dilw) @) = Y. gUilx:) @ i) =
(i,k)eIx K (i,k)eIx K

Z Jie(@i @ yr) = {2 @ Y} ryerxx
(i,k)ETX K

Q.E.D.

Proposicao A.3.2. Seja {P;}ic; uma familia de A-mddulos & esquerda. Para cada i, P; € plano

se, e somente se, @H- é plano.
icl

Demonstracao:

Seja u: M' — M um homomorfismo injetivo de A-mddulos a direita.

Afirmagao: O diagrama:

P @ap) o) (M @4 P)
iel il

Mes@Pr)__ _ Meos@P)
i€l u®l(gp;) iel

onde 0s homomorfismos verticais sdo dados pelas inversas dos isomorfismos

T @ {Yiticr = {2 @ Yitier, € comutativo.

n o (u®lgr)) (@@ {yiticr) =1 (u(@) @ {y; }icr) =

{u() @ yitier ={(u@1p)(® @ yi) bicr = (©(u@1p,)) {7 @ yi}ic1) =
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(@u@1p))on ™ (@ ® {yi}ier)

Pela proposicao A.5.1, temos que para cada i o homomorfismo u ® 1p, € injetivo. Seque do
coroldrio A.1.4 que ®(u® 1p,) € injetivo se, e somente se u® 1p, 0 é. Assim sendo, A proposi¢cio

seque do lema A.1.8 aplicado ao diagrama da afirmacao.
Q.E.D.

Proposigao A.3.3. Seja M um A-mddulo livre com base finita, se o A-mddulo N plano, entdo o
A-mddulo

Hom (M, N) € plano.

Demonstracao:

Totalmente andloga a da proposicao A.1.8.

Q.E.D.
Corolario A.3.2. Todo A-mddulo livre € plano.
Demonstracao:
De fato, todo A-mddulo livre € isomorfo a uma soma direta do A-mddulo plano A.
Q.E.D.

Coroléario A.3.3. Todo A-mddulo projetivo € plano.

Demonstracao:
Sejam P um A-mddulo projetivo e u : M’ — M um homomorfismo injetivo de A-mddulos
a direita. Pela proposicao A.1.9, temos que existe um conjunto I e um A-mddulo Q, tal que

AD ~ P @ Q. Pela afirmagio da proposicio A.3.2, temos que o diagrama:

u®1
M ©4 (P& Q) S M®4(P&Q)
in/—l ln_l
u®R1p)B(u®1
(M’ @4 P)@ (M 04 Q2D (o) Py @ (M 04 Q)

é comutativo. Do coroldrio anterior, temos que a primeira linha (vertical) desse diagrama é inje-

tiva. Seque do lema A.1.3 que a seqgunda também €.

Afirmacao: O diagrama:
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uR1p)B(u®1
(M @4 P)@ (M @4 Q) 2" (o) PY o (M @4 Q)

pr;i lfm’l

M ®4 P woin M®aP

onde 0s homomorfismos verticais sdo dados pelas projecoes candnicas, € comutativo.
De fato,

(u@1p)opri(z®@z,y®at) = (u®d1p)(r®a2) = (ux) @z = pri((u(z)) ® z (u(y)) ©t) =

prio((u®lp)® (u®1lg))(z® 2,y 1)

A comutatividade de tal diagrama, seque por linearidade. O Resultado segue da proposi¢ao

A.8.1, aplicando o scholium A.1.1 a tal diagrama.

Q.E.D.

A.4 Mobdulos Graduados

Definicao A.4.1. Sejam G um grupo e A um conjunto, uma graduacdao de tipo A sobre G, € uma

famdlia {Gs}sen de subgrupos de G, tal que o homomorfismo ®is : @G(; — G, definido pela
0EA
proposi¢io A.1.2 a partir das inje¢oes candnicas is : Gs — G (vendo G5 e G como Z-mddulos),

é bijetivo. Ao par (G,{Gs}scn), chamamos de grupo graduado de tipo A.

Um elemento © € Gs, serd dito homogéneo de grau 6. No que seque, identificaremos @ Gs

dEA
e G por meio do isomorfismo @is, observe que, com essa identificacdo, todo elemento de G pode

ser escrito de forma tnica como soma de elementos homogéneos (de graus distintos). Por abuso

de linguagem, quando nos referirmos ao grupo graduado G = @Gg (ou apenas G, se nenhuma
dEA
confusdo puder ser causada), estaremos nos referindo a (G,{Gs}secn).

Definicao A.4.2. Sejam A um mondide comutativo, A um anel e {As}sen uma graduacdo de
tipo A sobre o grupo aditivo A. Dizemos que {As}sen € compativel com a estrutura de anel de A,

se para todo (A, ) € A x A, temos:
AyA, C Axgy

Ao par (A, {As}sca), formado por um anel A e uma graduagio de tipo A, compativel com a

estrutura de anel de A, chamamos de anel graduado de tipo A.
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Proposigao A.4.1. Se A = @Ag é um anel graduado e todo elemento de A € regular, entao

SEA
Ap, onde 0 € o elemento neutro do mondide A, € um subanel de A.

Demonstracao:
Desde que Ay € um subgrupo de A e AgAg C Agt+o = Ao, € suficiente demonstrar que 1 € Ayp.

FEscrevamos 1 = Z es, tal que e5 € As. Temos que:
SEA

Zenzlzl.lzZeMZe(;:ZZ%eM:Z( Z €.€s)

neA BEA SEA SEA neA neEA d+p=n

Desde que todo elemento de A € escrito de modo unico como soma de elementos homogéneos,

temos que:

en = E €65

pté=n

para todo n € A. Fazendo n = 0, temos que u = 0, pois u € regular. Dessa forma, seque que

es = eges, Vo € A. Assim sendo, seque que:

12265226065260265260.12606140

SEA dEA dEA

Q.E.D.

Definicao A.4.3. Sejam A um mondide comutativo, A um anel (comutativo) graduado de tipo
A e M um A-mdédulo a esquerda. Uma graduagao {Ms}sen, de tipo A sobre o grupo aditivo M é
dita compativel com a estrutura de A-mddulo de M, se V(A u) € A x A, temos:

A(SM/J, c M§+H

Ao par (M,{Ms}sen), formado pelo A-mddulo a esquerda M e por uma graduagao compativel com
a estrutura de A-mddulo de M, chamamos de A-mddulo a esquerda graduado.

De maneira totalmente andloga se define um A-mddulo a direita graduado. Por abuso de
linguagem, quando falarmos simplesmente de A-mddulo graduado, estaremos nos referindo a A-

mddulo a esquerda graduado.

Exemplo A.4.1. Sejam A um mondide comutativo e A = EB As um anel (comutativo) graduado.
ISYAN
Se munirmos Ag da graduagdo trivial, ou seja, Ay = @Ag, tal que A = Ay e A5 =0, V6 # 0,
ISYAN
entao, de acordo com a proposiciao A.4.1, A é um Ayg-mddulo graduado.

Definicao A.4.4. Sejam A = @Ag e Al = @ A; dots anéis graduados sobre um mondide

dEA HEA
comutativo A. Um homomorfismo h entre esses dois anéis € dito graduado se h(As) C Af, Vo €
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A. Se M = EBM(; e M' = EBMIIL sa@o A-mddulos graduados, ambos de tipo A, entdo um
SEA pPEA
homomorfismo f entre esses A-mddulos € dito graduado de grau 6 € A, se para todo u € A, nos

tivermos f(M,,) C M//H-é' f € dito um isomorfismo entre esses dois A-mddulos graduados se é um

homomorfismo de grau zero, bijetivo.

Proposigao A.4.2. Sejam M = @Mg e M' = @ M;L dois mddulos graduados sobre o anel
dEA PEA
graduado A = @ Ax. Se h: M — M ¢é um isomorfismo entre esses A-mddulos graduados,

AEA
entao para todo § € A, a restricao hs de h a Mg é um isomorfismo de grupos. Reciprocamente,

se h € um homomorfismo de A-mddulos, tal que sua restricdo hs a My é um isomorfismo entre os

grupos Mg e My, para todo 6 € A, entdo h € um isomorfismo de A-mddulos graduados.

Demonstracao:
Desde que hs(Mg) = h(Mg) C M;s para todo 6 € A e h € injetivo, € suficiente demonstrar que
hs(Mj) = Ms, V6 € A. Seja ys € Ms. Desde que h € bijetiva, temos que eziste x = Z z, € M,
REA
tal que z, € M, Vu € A e ys = h(z) = h(z x,) = Z hMz,). Uma vez que h(z,) € M,,

HEA HEA
Yu € A e cada elemento de M ¢é escrito de maneira unica como soma de elementos homogéneos,

seque que Y5 = h(xs) = hs(zs).

Para demonstrar a reciproca, € suficiente demonstrar que h € bijetiva. Seja h(z x,) =

HeEA
h(z Ys), temos que:
dEA
> h(z) =Y h(ys) = Y hulwy) =D ha(ys) = hs(xs) = hs(ys), V6 € A =
HEA dEA BEA dEA

x5 =yYs,V0 € A = Zx#:Zy(;

HEA JEA

Seja agora y € M. FEscrevamos y = Z ys, onde ys € Mg, V5 € A. Por hipdtese, temos que

dEA
para cada §, existe x5 € Mg, tal que ys = hs(xs) (se v & Sup({yi}sca) tome x, = 0). Assim

sendo, temos que:
y=>> ys=» hs(xs) =Y h(zs) =h()_ zs)
seA seA seA seA

Q.E.D.

Observe que se A possui a graduagdo trivial, entdo para todo § € A, temos que AMs = AgM;s C
Mo+s = Ms e dessa forma, cada Ms € um submddulo de M. Assim sendo, podemos trocar na

proposi¢ao anterior, isomorfismo de grupos por isomorfismo de A-mddulos.
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Sejam A um grupo comutativo e M = @ Ms um A = EB A, mddulo graduado, de tipo A.
dEA BEA
Dado A € A, construiremos um A-mddulo graduado M(X), como seque:

M) =& M;

dEA

tal que My = Msyx. Observe que tal graduagdo € de fato compativel com a estrutura de A-mddulo
de M, pois AyMj = AyMsin C Myysin = M, 5. No mais, {Mj}sen, € de fato uma graduagio
de tipo A, pois sendo A um grupo e fazendo p =6 + X\, quando p varia sobre A, § assume todos

os valores possiveis e vice versa. Assim sendo, temos @Mé = @MM,\ = @ M—xy4r =
SEA L ISPAN BEA

@ M, = M. A graduacio {Mj}sen € dita obtida da graduacdo {M,},cn por deslocamento de

HEA
grau .

Sejam {x; }icr uma famdlia de elementos homogéneos do A-mddulo graduado M, sobre o grupo
comutativo A e \; o grau de x;, para cada i € I. Para cada (0,1) € A x I, defina o homomorfismo
de Z-mddulos ;5 : As—x, —> Ms, tal que nis(as—»x,) = as—x,x;. Observe que ;s estd bem definido,
pois As_x,Mx, C Ms.

Pela proposicdo A.1.2, existe um unico homomorfismo de Z-mddulo ns, tal que o diagrama:

Nis
A(s,)\i —_— M5

4

@ As_x,

il
onde js; € a injecdo canédnica, € comutativo. Pelo coroldrio A.1.8, existe um inico homomorfismo

de Z-mddulos n, tal que o diagrama:

ns

Ls Ms;

S

@L‘SH@M‘S

SEA T sen

onde os homomorfismos verticais sao as inje¢oes canonicas e Ls = @Ag_)\“ é comutativo.
el

Proposicao A.4.3. A graduacio {Ls}sen do A-mddulo L = @ Ls € compativel com sua estru-

sEA
tura de A-mddulo e o homomorfismo n é um A-homomorfismo graduado de grau zero.

Demonstracao:
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Sejam a, € A, e ys = {xs_x tier € Ls, tal que z5_, € As_y,. Temos que a,ys =
au{xs—x, Yier = {ap®s—x, ticr. Desde que A é um anel graduado, temos que a,xs5—x, € Auts-x,

Vi € I. Dessa forma, segue que a,ys € @Awéﬁw =Luys.
iel

(@5 (Ys)) = 10u+s(0uYs)) = Frs © Murs(@u¥s) = Fhis © Murs(ap Y dsi(ws—x,)) =
el

j/;+6 ° 77/L+6(Z apjsi(Ts-»,)) = Zjllﬁﬂs 0 Nuts (Juts,i(auts—x,)) =
il il

D s o Miprs(anrsx) = Y dlas(aursxe) = Y auds@s xe) =
iel el el

a,j5 (> wsonei) = auis (> mis(ws-x)) = aud5(O_ s o si(ws-x,)) =

i€l el i€l

apdsons (D dsi(xs-x.)) = aun(is(ys))
il
onde n;5(bs—x,) = e;. Como todo elemento de L pode ser escrito como soma de js(ys), 6 € A

e todo elemento de A como soma de ay, 1 € A, o fato de n ser A-linear, seque da Z-linearidade

das aplicagoes consideradas. Que n € graduada de grau zero, seque por construcao.
Q.E.D.

Definigao A.4.5. Seja M um A-mddulo graduado. Dizemos que M é um A-maédulo graduado livre,
se para alguma famdlia {e;};c; de elementos homogéneos de M, o homomorfismo n, associado a

essa familia, é um isomorfismo de A-mdédulos graduados.

Proposicao A.4.4. Um A-mddulo graduado M sobre um grupo comutativo A é um A-mddulo
graduado livre se, e somente se, ele € um A-mddulo livre com uma base formada por elementos

homogéneos.

Demonstracao:
Sejam {e; }icr uma familia de elementos homogéneos de M que faz o homomorfismo 1 bijetivo
e {a;}icr uma familia de elementos de A de suporte finito, tal que Zaiei = 0. FEscrevamos para
iel
cada i, a; = Z Qpi, onde ay; € Ay, Vi € A, Observe que fazendo 6 = p+ X;, onde para cada i,

HEA
Ai € o grau de e;, quando p percorre A, § assume todos os valores possiveis e vice versa, pois A €

um grupo. Assim sendo, temos a; = E Qi = E a5—x,; i, para cada t € 1. Dessa forma, temos:
HEA 0EA
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Z(Z as—»x;i)ei =0= Z Z Mi,s(as—x;,i) = 0= Z Zmﬁ(aa—,\m) =0=

i€l €A i€l €A dEA el

> 05O dsilas-—ni) =0= 15> dsilas-x,.i) = 0,6 € A =

0EA el el

s oms (D dsi(as—x.) = 0,5 € A= n(Gs(D_ jsilas—x:)) =0,¥5 € A=
el i€l

5(2%@(&57&,2‘)) =0,V9ec A= Zj&,i(aéf)\i,i)) =0,Voc A=
icl iel

{aé—ki,i}(i,é)ele =0= as—x;,i = 0,VieI,V6 € A =

aﬂvi:(),V(i,u) GIXA:>CLZ’ :O,VZGI

Seja y = Z ys € M, com ys € Ms, V6 € A. Desde que n € bijetivo, existe x = Zj5($5),

SEA dEA
com xs € Lg, Vo € A, tal que Z Js(ys) = n(x). Assim sendo, temos:
dEA
> dslws) = 0D ds(ws)) = > nlis(ws) =D d5 o ms(ws)
sen sEA SEA SEA

Escrevendo x5 = ng,-(ag_)\i), temos:
el

> dswe) =D dsoms(Y_dsilasa)) =D dsons(isi(as—x,)) =

dEA SEA i€l SEA iel

ZZ]aomé as—x;) ZZ]a a5, €i) Zj:s(zaé—)\iei) =

dEA el dEA 1€l L ISPAN iel

Js(ys) = Za(s 7€), 70 €A = ys = Zag_,\iei,V(;EAé

iel el

=YY asnei=y=> (D as_a)e

0eA iel i€l deA
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Segue das proposicoes A.1.3 e A.1.4 que {e;}icr € uma base de M.
Reciprocamente, seja {e;}icr uma base de M formada de elementos homogéneos. Seja

{zs}sen € L, tal que n({xs}sen) =0, temos que:

N ds(xs) =0=> nlis(xs)) = 0= jsons(zs) =0

dEA fEA SEA

Escrevendo x5 = E Jsi(as—»;), temos:
i€l

> dsons(ddsi(as—x)) =0=>_ 450> nsosi(as-r)) =0=

dEA icl dEA icl

35O mislas2) =0=> 550 asae) =0=

LISTAN i€l dEA el

jg(Zag,)\iei) =0,Vé e A= Zaéﬁxi@i =0,Vé e A=
iel iel

as—x;, =0,Y(i,0) € I x A= 25 =0,Y € A = {z5}5ean =0

Seja y = Zj(';(y(;) € @M&, temos que existe uma familia {a;}ic; de elementos de A, de
seA seA
suporte finito, tal que Z Ys = Z aze;. Se para cada v € I, nds escrevermos a; = Z a5—),,i; COM

seA iel sen
as—x;i € As—»x,, entdo temos:

Sus =D asniei =3 > mis(as—ni) =D > 150 jsilas—x.i) =

SEA i€l 6€A i€l S€A deA iel
=m0 dsilasr.), ¥ € A= js(ys) = 35D ms 0 Jsilas—x,4)), ¥ € A=
el iel
G5(Ws) =Y 5(ns 0 dsilas—x,4)), V6 € A = Gs(ys) = (s o jsilas—r.i)), V6 € A=
i€l iel

35(ws) =n(>_ s 0 jsilas—xi) Vo € A=y = "0 jsojsias—.i) =

el JEA el

y=n(>_> jsojsilas-r.))

deA iel
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Q.E.D.

Definicao A.4.6. Sejam M um A-mddulo graduado de tipo A, com graduac¢io {Ms}sen € N um
submddulo de M. Dizemos que N é um submddulo graduado de M se a familia {N N Ms}sca define

uma graduacdo sobre N.

Proposigao A.4.5. Sejam M = @Mg um A-mddulo graduado e N um submddulo de M. As

SEA
sequintes condigoes sdo equivalentes:

i) N € um submddulo graduado de M.
it) Toda componente homogénea de um elemento de N pertence a N.

i11) N € gerado por elementos homogéneos.

Demonstracao:
Sejay € N escrevamos y = Z ys, tal que ys € My. Desde que N = @(N N Ms), existe uma
JEA seA
familia {zs}sen de suporte finito, tal que x5 € NNMs, Vo € A ey = Z x5. Como todo elemento
ISYAN

de M € escrito de maneira tinica como soma de elementos homogéneos, seque que ys = x5 € N,
Vo € A.

Seja {e;}icr a familia das componentes homogéneas dos elementos de N. Por hipdtese, cada e;
pertence a N e claramente tal familia gera N.

Desde que A, (N N Ms) € N, pois N é um submddulo e A, (N N Ms) € A, Ms C M,y5, €

suficiente demonstrar que N = @(N N Ms), ou seja, cada elemento de N se escreve de modo

dEA
unico como soma de elementos x5 € N N Ms. Sejay € N, por hipdtese y = Z ys, com ys € N
SEA
homogéneo, ou seja, ys € N N Ms, V6 € A. Seja agora y = Z x5, com x5 € N N Ms. Desde

dEA
que tanto os x5 quanto os ys sdo elementos homogéneos de M e y se escreve como soma dos dois,
seque que x5 = ys, V6 € A.
Q.E.D.

Sejam M = EB Mg um A-mdédulo graduado e N um submddulo graduado de M. Denote N =

L JSYAN
SR
.. M dEA Mé . .
N N Ms. Pelo corolario A.1.4, temos que & = <—— ~ N Identificaremos esses dois
@N5 sea V0
dEA

mddulos via esse isomorfismo. A graduacao {%}geA € compativel com a estrutura de A-mddulo

82



de % De fato, temos que %j = N]r\w/llf/la ~ NJ]“VMé. Sejam a, € Ay, y+ x5 € NRM‘S, comy € N

exs € Ms. Temos que a,(y+zs) = auy +auxs, como a,y € N e a,vs € Msy,, seque que

N+Msi, Ms  , N+Ms
—N.

Noi TN associa classe em classe,

Uma vez que o isomorfismo

apy +a,xs €

seque o resultado.

Definigcao A.4.7. Sejam M um A mddulo graduado e N um submddulo graduado de M. A
graduacao

{%‘:}%A é chamada graduacdo quociente de M por N.

Proposicao A.4.6. Seja f : M — N um homomorfismo graduado de grau 6 € A entre os
A-mddulos graduados M e N. Temos que:
i) Im(f) € um submddulo graduado de N.

it) Se § é reqular, entdo Ker(f) é um submddulo graduado de M.

Demonstracao:

i)

Seja {e;}ier a familia dos elementos homogéneos de M. Desde que f é graduado, seque que
{f(ei)}icr € uma familia de elementos homogéneos de N. Seja y = f(x) € im(f). Escrevamos x

como soma de elementos homogéneos © = E x,. Assim sendo, temos:

HEA
y::f(x)::f(Ez:xu)::j{:j(xu)
BEA PEA

Portanto, a famiia {f(e;)}icr gera im(f).
Sejay € Ker(f) e escrevamos y = Z Yu, como soma de elementos homogéneos. Temos que:
HEA

0=rfy)=F u) = fluu)

HEA HEA

Agora observe que f(y,) tem grau 6+, se f(y,) tem grau d+p, entdo 6+p=06+n=p=m,
pois 0 € reqular. Assim sendo, se p # 1, entdo os graus de f(ys) e f(y,) sdo distintos, como todo
elemento € escrito de maneira Unica como soma de elementos homogéneos (distintos), seque que

f(yu) =0, Y € A. Dessa forma, seque que y, € Ker(f), Vu € A.
Q.E.D.

Seque da proposi¢ao acima que se o grau de f € zero, entao %(f) e im(f) sdo dois A-mddulos

graduados isomorfos.
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Apeéndice B
Algebra Homolégica

B.1 Complexos de A-maddulos

Defini¢cao B.1.1. Um complezo d esquerda de A-mddulos é um par (C,d), formado de um A-
mddulo a esquerda graduado de tipo Z e um endomorfismo de grau -1, tal que dod = 0. O

endomorfismo d € dito ser a diferencial do complexo (C,d).

Por abuso de linguagem, quando nos referirmos ao complero C de diferencial d estaremos
falando sobre o complexo (C,d), em muitos casos omitiremos a diferencial d. De modo total-
mente andlogo se define um complexo a direita de A-mddulos. Quando falarmos de um complexo
(resp. mddulo) sem nenhuma especificagdio, estaremos nos referindo a complexo (resp. mddulo)
a esquerda. No que se seque, a graduacdo do anel A serd a trivial. Segue da definicao que um
complexo € equivalente a uma familia {d, : Cp, = Cp_1}nez de homomorfismos, entre mddulos,

tais que Im(d,) C Ker(d,—1). Tal familia serd representada por:

dn+1 dn dn— 1

Cn+ 1 On On —1

dnt2

Exemplo B.1.1. Se C € qualquer A-mddulo graduado e d é o endomorfismo nulo, C é um com-

plexo.
Diremos que um complezo € livre, projetivo, injetivo, etc. se cada C,, assim o for.

Definicao B.1.2. Um morfismo entre dois complexos (C,d) e (C’, d’) é um um homomorfismo
graduado v : C — C' de grau zero, tal que d ou = uod. Se, além disso, u € um isomorfismo

entre esses modulos graduados, diremos que u € um isomorfismo entre esses complexos.

Observe que o conjunto Mor(C;C"), dos morfismos de C em C' é um submddulo de

Hom(C;C"). De fato, sejam f,g € Mor(C;C") e a € A, temos que:

do(f+ag)=dof+doag=dof+ad og=fod+agod=(f+ag)od
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como 0 € Mor(C;C"), seque o resultado.

Exemplo B.1.2. Se C e C’sdo dois complexos cujas diferenciais sdo nulas, entdo todo homomor-

fismo de grau zero entre tais modulos € um morfismo entre esses complexos.

Seja Z(C)=ker(d), como todo elemento de Z € regqular, seque que Z(C) é um submddulo graduado
de C, podemos pensar no complexo (Z(C),d), onde d é a restricao da primeira diferencial (que ndo
passa do endomorfismo nulo). Os elementos de Z(C) serdo chamados ciclos. Da mesma forma,
podemos pensar nos complexvos (B(C),d) e (H(C),d), onde B(C)=Im(d), H(C’):% (levando-se
em conta o fato que B(C) C Z(C), pois dod = 0) e d, d sdo respectivamente a restrigio e
a induzida por d (que novamente ndo passam da diferencial nula). Os complexos B(C) e H(C)

sdo chamados, respectivamente, complexo de bordos e de homologia do complexo C. Observe que
teremos Z,(C) = Ker(dy,,), B,(C) =im(d,—1) e H,(C) = Ker(dn) |

im(dn_l)

Proposic¢ao B.1.1. Um morfismo entre os complexos (C,d) e (C’,d’) induz trés morfismos
B(u) : B(C) — B(C"), Z(u) : Z(C) — Z(C") e H(u) : H(C) — H(C")

Demonstracao:
y€B(C)=3xeC Jy=d(z)=uly) =uod(x) = u(y) =d ou(x) = u(y) € B(C")

Defina B(u) como sendo o homomorfismo:
B(u) : B(C) — B(C")
que tem por grdfico o mesmo da restrigao de u a B(C). Assim sendo, temos que:
ye Z(C)=dy)=0=uod(y) =0=d ou(y) =0=u(y) € Z(C")
Defina Z(u) como sendo o homomorfismo:
Z(u): Z(C) — Z(C")

que tem por grdfico o mesmo da restri¢ao de u a Z(C).
Denotando ¢ : Z(C) — H(C) e ¢ : Z(C') — H(C") como sendo os homomorfismos

canonicos, temos:

p(x)=p(z)=>z-yeB(C)= Z(u)(z—y) =ulz—y) =

Bu)(z —y) € B(C") = ¢'(Z(u)(x)) = ¢'(Z(u)(y))
Defina H(u) como sendo o homomorfismo induzido por Z(u).

Q.E.D.
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Observe que se (C",d") € um terceiro complexo e v : C' — C" é um morfismo de complezos,

os morfismos induzidos satisfazem a sequinte relagao:
B(v)oB(u) =B(wou), Z(v)oZ(u) =Z(vou) e Hv)o H(u) = H(vou)

Além do mais, se considerarmos o morfismo identidade de C, teremos B(1¢) = 1p(¢), Z(1c) =

lzcy e H(lg) = 1y . Assim sendo, se u é um isomorfismo de complexos, entdo os trés homo-

morfismos induzidos sdo isomorfismos. Para ver isso, basta considerar v =u"".

Seja {(Ci, d;) Yier uma famdlia de complexos, definiremos o complezo pmduto,H{(C’i,di)}iel,
iel
da sequinte forma:

Para cada ¢ € I, temos C; = @C’im, faremos H{(Ci,di)}ie[ = @(H Cin), a diferencial

nez il nez iel
serd o homomorfismo:
Hdi : @(H Ci,n) — @(H Cz‘,n)
nez iel nez iel

tal que [T di({{zin}icrtnez) = {{din(Tin) }ici tnez, onde d;,, é a restri¢io de d; a C; . Definire-
mos o complexo soma direta dessa familia, como @{(Ci,di)}ie[ = @(@ Cin) a diferencial

sendo o homomorfismo: el nez iel
Pd - PECin) — PECin)
nezZ iel nez iel

tal que @ di({{xin}icitnez) = {{din(®in)}tict tnez, observe que tal definicao faz sentido, uma
vez que existe apenas uma quantidade finita de pares (i,n) tais que z;, € ndo nulo. Claramente

esses dois mddulos com as respectivas diferenciais sao complezos.

Proposicao B.1.2. Seja {(C;,d;)}icr uma familia de complezos, existem dois isomorfismos:
o HTA(Codi)bier) — TJAH(C), 0 bier € ¢+ @DIH(C), 0kier — HED(Codi)bier)
i€l i€l il il
ditos canonicos.
Demonstracao:
Seja
Priim) - HCz,n — Ci,n
iel
a (i,n)-ésima projecao. Essa familia de homomorfismos, nos permite definir o homomorfismo

(@pr(i,n)) : @(H Cin) — @Ci,n

n€ezZ 1€l nez

tal que (@pr(i)n))(Z{xm}iQ) = Zpr(i)n)({xim}ie]) = Z Tin. onde acima, estamos identi-

neEZ nez nez
ficando M; com um submddulo de @Ml por meio da injecao canonica.
neEZ
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Aﬁrmagdo.'(@pr(im)) é um morfismo de complezos.

n

De fato
@p?‘ (i,m) Z{xz n}zel = d szn Zdz(mz,n> =
nez ne’ neZ
Z Priimn) {d Tin }16[ @pr(z n) Z{d Tin }ze[
ne”Z neEZ
(@ pr(i,n Z H d .131 n zEI @pr(z n) H d Z{ i, n zeI
n nezZ i % nez

Isso mos permite definir:

H([[ Cim) — H(Cin)

iel
tal que ; = H(@pr(im)). Finalmente, definimos ¥ como o homomorfismo, tal que ¥(x) =

n
{Wi(x)}icr. A sobrejetividade de 1), seque da sobrejetividade dos pr(; »y. Sejam:

¢ THC diYier — H(J{(Ci di) Yier)

el el

;i . Ci — H(Cz)
0s homomorfismos canénicos.

€O Amintien) = 0= (6D {win}ier) =0,Vie I =

neZ nez
(@ prim)O _{zinticr) =0,¥i € I = (> prgm({zinticr) =0,Vie I =
n nez nez

’m(z J,‘i7n) = O,VZ cl=Vie I, E'yi S Oz/ inﬂl = dz(yl) =

neZ nez

{sz ntier = {di(yi) Yier = Z{xz ntier = Hd ({yi}ier) =

nez neZ

E(Z{xi,n}iez) =0

nez

A demonstracao para o caso da soma direta € andloga, e faz-se a partir da inje¢cdo candnica

j(im) : Ci,n — @O@',n

iel
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Q.E.D.

Definicao B.1.3. Uma sequéncia (' s 0o—2s>0" de morfismos e complexos € dita uma

sequéncia exata, se tal sequéncia vista no sentido de mddulos e homomorfismos € exata.

Teorema B.1.1. Dada uma sequéncia exata:

0 ¢ ——=C——=C" 0
de morfismos e complexos, existe um homomorfismo graduado:
A(u,v) : H(C") — H(C)
de grau -1.

Demonstracao:

Uma sequéncia dessa forma € equivalente ao sequinte diagrama:

dy iy dn42 dpya

0 Cria s Cht1 AR Cri 0
dy g dnt1 dpy1

0 C;L U, C. Un Cg 0
d’ dn df,:

0 Cr1 - Cn-1 = Ch 0
d/—l dn—1 d::,—l

0 Ol 5 Cpy 22 CY 0
d, _, dn—2 dn_s

comutativo, com as linhas exatas e as colunas formadas pelas diferenciais. Seja:
Te H,(C") =z € Z,(C")

Desde que vy, € sobrejetivo, 3t € Cy, /x = v,(t). Seja h = dy(t), temos que:

Vn_1(h) = vp_10d,(t) =d ov,(t) =d!(z) =0 =

h e Ker(vp—1) = im(u,—1) = 3s € C,_1/h = upn_1(s)
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Observe ainda que:

Up—2 O d;Lfl(S) =dp_10 unfl(s) = dnfl(h) =

dp—10dp(t)=0=4d,_,(s)=0=s€ Z,_1(C")
Definiremos a fungdo:
On(u,v) : Hy(C") — H,,_1(C")

tal que On(u,v)(Z) =3, onde § denota a classe de s. Da forma que Oy, (u,v) foi construida, foram
feitas trés escolhas arbitrdrias, a saber, x na classe de x, t e s. Mostremos que Op(u,v) independe

dessas escolhas. Sequiremos os trés sequintes passos:

e Suporemos que uma vez escolhido um representante de T, s independe da escolha de t e de s

e demonstraremos que também independe da escolha desse representante de T.

e FEscolheremos um representante arbitrdario de T, suporemos que uma vez escolhido um t, s
independe da escolha de s e demonstraremos que também independe da escolha de t. Por (1)

seque que também independe da escolha do representante de T.

e Escolheremos um representante arbitrdrio de T e um t arbitrdrio e mostraremos que s inde-
pende da escolha de s. Concluindo por (1) e (2) que On(u,v) independe de qualquer escolha

arbitrdria.

1. SejaT =§ = x—y € Bp(C"). Sex =nv,(t1) ey = v,(t2) entdo x —y = v,(t1 — t2).
Por hipétese, podemos escolher o t relativo a z-y como sendo t1 — ta (nesta primeira parte,
manteremos a notagdo: sem indice relativo a z-y, indice 1 relativo a x e indice dois a y).

Assim:
h=d,(t) =dn(t1 — t2) = dn(t1) — (t2) = h1 — ha
Se hl = un_l(sl) € hQ = un_l(SQ), entdo:

h=hi —hy = Un—l(sl) - un—1($2) = Un—1(81 - 82)

Novamente por hipdtese, seque que 5 = (81 — S2) = $1-82.

Por outro lado:
r—yeB,(C")=TreC) Jr—y=d, (r)
Como vp41 € sobrejetiva, seque que:

Ja € Cppr/r—y=d,  ovpi(a) =2 —y=1v,0dpi1(a)
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Por hipdtese, teremos t = dyy1(a). Assim:

h=d,(t)=dyodpt1(a) =0=u,_1(0)
Novamente por hipdtese, teremos 3 = 0. Conclui-se entio que §1 = $3.
2. Seja z € H,(C"). Escolha o representante x € Z,(C"). Se x = v, (t1) = v, (t2), entdo:
t1 — ta € Ker(v,) = im(uy,) = Ja € C), /t; — t2 = uy(a)
Se hy = d,(t1) e ha = dy(t2), entdo:
hi —hg = d,(t1 — t2) = dp, o up(a) = up—1 o d,,(a)
onde hy = un—1(s1) € ha = up—1(s2). Dessa forma, temos que:
Up—10d,(a) =hy —hy =u,_1(s1 — 82)
Da injetividade de u,—1, seque que s1 — s3 = dl (a) e portanto 51 = $3.

3. Seja & € H,(C"). Escolha o representante x € Z,(C"). Escolha t € C,, [z = vy(t).

h = dn(t). Se h = up_1(s1) = up—_1(s2), entdo, de acordo com a injetividade de un_1,

teremos s1 = Sg = 81 = Sa.

Afirmacgao: 0 (u,v) é um homomorfismo.

De fato, observando que Opn(u,v)(x + ay) = On(u,v)(T + af) independe das escolhas feitas no

meio do caminho e usando a notagao de (1), temos:

T+ ay = v,(t1) + avy(ta) = v, (t1 + ats) =t =t1 + ate = h = d,(t) = d,(t1 + ate) =

dn(t1) + ady(t2) = by + ahy = up—1(8) = h = hy + ahg = up_1(81) + aun—1(s2) =

—_~

Un—1(81 + as2) = On(u,v)(x + ay) =35 = (s1 + as2) = §1 + asz = Oy (u, v)(Z) + adp (u,v)(y)
Defina:
A(u,v) : H(C") — H(C)

como o homomorfismo @an(u,v), ou seja:
neL

O(u, U)(Z Tpn) = Z O (u, v)(Zy)

nez nez
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Q.E.D.

Corolario B.1.1. Se

0 c’ c c” 0

€ uma sequéncia exata de complexos e morfismos, entao a sequéncia:
On H, (u H, (v - H,_1(u n—1(v
;;Hn(C') *(; H,(C) *(l H,(C") _On H,_(C") ;L)Hn_l(c}g L> e

de mddulos e homomorfismos € exata.

Demonstracao:
sejam @'+ C' — H,(C"), ¢ : C — H,(C), ¢'" : C" — H,(C"), os homomorfismos

canénicos e ¢'(x) € Hp(C'), temos:

Por outro lado:

() € ker(Hn(v)) = Ha(v)(p(y)) = 0=

¢"(vn(y)) =0 € Hy(C") = 3a € Cp iy /only) = dy i1 (a)

Como vpy1 € sobrejetiva, seque que:
3b € Cr1/vn(y) = dp sy 0 Vpg1(b) = va(y) = vn 0 dpyar(b) =

Yy —dnt1(b) € Ker(vy,) = im(uy) = 3c € C, Jy — dn11(b) = un(c)

Observe que, uma vez que y € Z,(C), temos:

0 = d(y) — dy 0 drs1 (b) = dy 0 tn(c) = tn_1 o d,(c) = 0
Como w1 € injetiva, seque que:
() = 0= c € Z,(C) = ¢(y) = p(un(c)) = Hn(u)(¢'(c))
Seja p(x) € H(C), temos que:
On (u, v) (Hy (v)((2))) = On (u, v)(¢" (vn()))

Se escolhermos vy, (x) como representante de ¢’ (v, (x)), podemos escolher x na imagem inversa
de vy, (veja a construgao de Op(u,v) no teorema anterior.). Uma vez que x € Z,(C), seque que

0=dnp(z) = up—1(s). Como u,_1 € injetiva, temos que s=0, logo:
0= ¢'(0) = ¢'(s) = On(u,v)(Hn(v)(p(2)))
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Seja " (y) € Ker(0,(u,v)), procedamos igual ao teorema, fazendo y = v,(t);h = du(t) e

h=un_1(s), entdo teremos:

o'(s) =¢'(0) € Hy—1(C") = Ja € Cl /s =d,(a) =
dp(t) = up—1 0d,(a) = d,(t) = d, ou,(a) =t —u,(a) € Z,(C) =

Hy(0)(p(t — un(a))) = ¢ (0n(t — un(a)) = " (va(t)) = ¢ (y)
Seja " (y) € Ho(C"), se vn(t) = 2, h = dn(t) € un_1(s) = h (como no teorema), entdo:
Hy1(w)(0(u,0) (9" (1) = Ha-1(u) (¢ (5)) = (un-1(s)) = ¢(h) = ¢(dn(t)) =0
Sendo agora ¢'(x) € ker(Hy,_1(u)), temos entdo:
Hy—1(u)(¢'(2)) = 0= ¢(un—1(2)) = 0= Ja € Cr/un-1(z) = dn(a)

Observe que:

d! ovy(a) =v,_10dy(a) =vh_10u,_1(z) =0

Dessa forma v,(a) € Z,(C"), observando que se tomarmos y = v,(a), entdo h = dy(a) e

Un—1(x) = h, com x € Z,_1(C"). Pelo teorema, seque que Oy (u,v)(¢" (vn(a))) = ¢'(x).

Q.E.D.

B.2 Resolucoes

Definicao B.2.1. Sejam (C,d) e (C’,d’) dois complexos. Dois morfismos f e g, sdo ditos homo-
topes, se existe um homomorfismo s : C — C' de grau 1 tal que f —g=d os+ sod.

Observe que a relacio f ~ g < f e g sao homotopes € uma relagdo de equivaléncia sobre o
A-médulo Mor(C;C’). De fato, a reflexividade e a simetria sdo evidentes. Quanto a transitividade,
sejam f~geg~h= f—g=d os+sodeg—h=d os;+s10d, com s e sy homomorfismos
de grau 1. Somando termo a termo essa equagées, temos f —h =d o (s+s1)+ (s+s1) od, como

s+ s1 € de grau 1, seque o resultado.

Proposicao B.2.1. Sejam (P,d) , (E,d’) dois complezos e {u; : P, — E;},>; uma familia de
homomrfismos, definidos até um certo inteiro n, tais que dj o u; = u;—1 o d;. Se P; sao projetivos
para j >mn e Hj(E) =0 para j > n, entdo a familia {u;},>:, pode ser prolongada a um morfismo u

entre os dois complexos. Se u’ é outro morfismo que prolonga {u;}n>;, entdo u e u’ sGo homotopes.
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Demonstracao:

Temos a sequinte situacao:

dnt3 dnt2 dnt1 dn dn—1
o> 142 Pn+1 Pn Pnfl
lun iun—l
dy s dy o dyiq dy, -

Com P; projetivo a partir de n+1, a sequéncia dos E; exata até n—1 e o diagrama comutativo
(obviamente até n).

Seja y € im(up o dypy1), temos entdo:

Iz € Poy1/y = tn o dpy1(z) = d,(y) = d;, 0 up 0 dpya () =
0y (y) = tn—1 0 dy 0 dp 1 (2) = U1 (0) = 0 =

y € Ker(d,) = im(d,, ;) = im(u, o dny1) C im(d, )
Assim sendo, temos a sequinte situacao:

Pn+1

iunod,ﬁrl

En+1 - ’Lm(d;l_,'_l) —(
n+1

Como P, 11 € projetivo, existe um homomorfismo:
Uttt Ppp1 — B

que faz o diagrama acima comutar. A construcdo de u seque por inducdo.

Sejam u’ outro morfismo que prolongue {u;tn>; €y € im(uni1 — uy, ). Assim sendo, temos:

3z € Pot1/y = tnt1(2) — up i1 (2) = djy 1 (y) = dpy g © Uny1 (2) — dpppg 0 Uy () =

{n+1(y) = Up 0 dn11(2) — Up 0 dpy1(x) = 0 = im(Upt1 — u/n+1) < K6T<d%+1) = im/( ;1+2)
Assim, temos o sequinte diagrama:

Pn+1

iunJrl _“/n+1

Enio — im(d;z-&-Q) —0
dn+2
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Como P,11 € projetivo, seque que existe um homomorfismo:
Sp41 - Pn+1 — En+2
que faz o grdfico acima comutar. Defina s; =0, Vi < n. Dessa forma, temos:
Unt1 = Upgq = Ay © Spi1 = dyyyp O Sni1 + 8n 0 dny1
Suponha que v > 1 e que construimos r — 1 homomorfismos:
S; - Pn+i — En+i+1

1<i<r—1, tais que up4; — u;LH = d'n+i+1 0 Spti + Snti—1© dnti. Esta situacao é representada

pelo sequinte diagrama comutativo:

dpgri2 dngri1 dpir dpgr—1 dny2 dpi1 dn
o I'n4r41 PnJrr Pn+r71 7)"'*>Pn+1 — P, 7)
Rapgrg1 hvrr }“{hnvf}“2 /‘S"l+1/hn¢+l/0/ $ /0
v Lntr41 En—i—r , En+r—1 I En+1 — E, —,
dn+7‘+2 n+r+1 n+r dn+T71 dn+2 n+1 dn

Onde h; = u; —uj. Sejay € im(uptr — Uy, — Spgr—1 © dpir), temos:

32 € Poir /Y = (Untr — Uiy — Sngr—1 0 dnyr)(2) =
Ay () = dyy g 0 Ungr (x) — dyy 0 Uy (%) =y 0 Spgpoy 0 dygr () =y, (y) =
Ay © Ungr () = dpyy 0ty (2) = (Ungr—1 = Uy g — Sngr—2 0 dnyr—1) 0 dpyr(z) =
d;z+7-(y) = d’/rz-‘r’r' 0 Upr(T) — d;H-r ° U;H-r(x) — Upyr—1 0 dpyr(2)+
Uy 1 © Qyger () + Spgr—2 0 dpgr—1 0 dyyr () =
e (Y) = iy g © Unr () — dpyyr © U () — U1 © A () + Uy © diir () =
Qi (Y) = iy 0 Uy (2) = dip o 0 g (2) — dppy 0 U () + iy 0 Uy () = 0 =

im(Upgr — U;H-r — Sn4r—10dnyy) C Ker(dim-r) = im(d;w-r-i-l)

Assim, temos o sequinte diagrama:
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Pn+r
lun+ru;+,«8n+r 10dn 41

E7l+7"+1 - im(d{nJrrJrl) —0
n+1

A proposicao seque do fato de P, ser projetivo para r > 1.
Q.E.D.
No que seque, convencionaremos C'7 = Cl;e di = d_;

Proposicao B.2.2. Sejam (P,d) , (E,d’) dois complezos e {v' : P* — E'},>; uma familia de
homomorfismos, definidos até um certo inteiro n, tais que d'* o v’ = vitl odl. Se EJ sdo injetivos
para j >n e H;j(P) =0 para j > n, entdo a familia {v*}n>4, pode ser prolongada a um morfismo v

entre os dois complezos. Se v’ € outro morfismo que prolonga {v'},>;, entdo v e v’ sGo homotopes.

Demonstracao:

A situagao é a sequinte:

n—2 n—1 n n41 n-42
d Pn—l d P d Pn+1 d Pn+2 d
n—1 n
v v
'n—2 \L 'n—1 l "n /n41 'n42
4 pn1? Er—2% g1 4 pngad

Com os EJ injetivos a partir de n+1, a sequéncia dos P’ exata a partir de n-1 e o diagrama
comutativo. Desde que Ker(d™) = im(d"~1), temos pelo teorema do isomorfismo que existe um

homomorfismo injetivo f, tal que o sequinte diagrama é comutativo:

d7l
PP ——— pn+tl

A

Coker(d"~1)

onde " € o homomorfismo candnico. Observe que:

@) =¢"(y) = ¢ (r—y)=0=TFze Pz —y=d"""(z) =>

d"ov™(z—y)=d"ov" od" (2) =

’

d"ov™(z—y)=d"od" o (2) =0=>d " 0v(z) =d " 0 v"(y)

Dessa forma, aplicagio ©™(x) — d™ o v™(z), define um homomorfismo g", tal que o seguinte

diagrama:
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'n n
prn 47 pn

QF”L\L g/’L
Coker(d™™1)
¢ comutativo. Desde que E™' € injetivo, existe um homomorfismo v™ !, tal que o sequinte dia-
grama:

0 — Coker(d™1) AN prtl

n
g \L ol

En+1

€ comutativo. Assim sendo, temos que:
/
,Un+1odn:vn+lofno(pn:gno(pn:dnovn

A construgdo de v seque por indugdo. Seja v’ outro morfismo que prolongue {v'},>;. Observe que:

" @) =" (y) = " e —y) =0=Fc Pz —y=d"(2) =

(= (@ —y) = @ =0 e d" (2) = (0 =0 (@ —y) =

/

V"o d™(z) — v " o d™(z) =d " o (2) —d " o v™(2) = 0 =

(0" — 0 (@) = (0" =W (y)

"n+1

Dessa forma, podemos definir o homomorfismo g , tal que o diagrama:

’

n+1l__ n+1
PnJrlU v En+1
Lpn«#l \L -
gn
Coker(d™)

seja comutativo. Uma vez que E™T1 ¢ injetivo, existe um homomorfismo s"t1, tal que o diagrama:

et
0 —— Coker(d") —— pn+2
gln+1l T

En+1

onde fit™ é construido tal qual f*, Vi > 0, é comutativo. Assim sendo, temos que:

’ ’
g n+1 O(pn+1 _ 8n+1 o fn+1 O(pn+1 _ 8n+1 Odn+1 — Sn+1 Odn+1 _|_dn 00
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Defina:
Si . Pi-‘rl Ei
como s' =0, Vi <n. Suponha que r > 1 e que construimos r — 1 homomorfismos:
Sn+i . Pn+i+1 En+i

) ) S, o o . ) ) L
1<i<r—1, tais que vt — gyttt = gintizl g gnti=l o gnti o qnti - Fstq situacdo ¢ representada

pelo sequinte diagrama:

an—1 an an+i gntr—2 qntr—1 an+r gntr+l
5 Pn 5 Pn+1 *>/ R, Pn—i—r—l PnJrr Pn+r+1 .
/0/ $ /U/hnv«{»l/snﬁ»l Sn+7‘/2hn+vrl Sn+r{ thr hnvurl
ETl R En+1 - L En+r—1 n—+r En+7-+1 - s ..
am—1 am g+l gmtr—2 gmtr=1 qmr FASEES

onde h" = v* — v, Observe que:

P (@) = () S (e =) =0 Tz e PP p—y = am T (s)

(hn+r _ dln+r71 o SnJrrfl)( hn+r _ d/n+r71 o Sn+r71) o dn+r71(z) —

z—y)=(
hn+r Odn+r—1(z) _ d/n+r—1 o Sn+r—1 Odn—i-r—l(z) —

d/n+r—1 ° hn+r—1(z) _ d/n+r—1 ° Sn-l—r—l ° dn-i—r—l(z) _
d/n+r71 o (hn+r71 o sn+r71 o dnJrrfl)(Z) _ d/n+7‘71 o d/n+rf2 ° Sn+r72(z) =0 =

(thrr _ d/n+r71 ° sn+r71)(l,) — (hn+r _ dln+r71 o Sn+r71)(y)

m—r

Dessa forma, podemos definir o homomorfismo g , de tal forma que o diagrama:

n+r
Pn-i—?“ t4> En+7"

n+tr

Coker(d"tr—1)

onde t"tT = hntT — @'ntr—1l o gntr=1l ¢ comutativo. Desde que E™T € injetivo, seque que existe

um homomorfismo s™t", tal que o diagrama:
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n+4r
0 — Coker(d"t 1) EAN prtrtl

"ntr
g
\L Sn+r

En+r

€ comutativo. Dessa forma, temos:

hn+'f _ g/n+r ° sDn-i—r + dl7z+7'—1 ° Sn—i—r—l _

SnJrr o fn+r o n-+r 4 dln+r71 o SnJrrfl — Sn+r o dn+T + d/nJrrfl o Sn+7"71

¥

E o resultado seque por indugado.
Q.E.D.

Definicao B.2.2. Dado um A-mddulo M, chamamos de resolucdo a esquerda de M, a um par
(P,u), consistindo de um complexos P e um morfismo w : P — M tais que P, = 0,Yi < 0 e o
homomorfismo induzido H(u) : H(P) — H(M) é um isomorfismo. Em tal caso u serd dito um

homologismo.

Na definicao acima, devemos entender o A-mddulo M como o complexo C a diferencial nula,
tal que Cy = M e C; = 0,Vi # 0. De maneira totalmente andloga se define uma resolucdao o direita
de M. Deve-se tomar o cuidado de diferenciar resolugées a esquerda (resp. a direita) de complexos
a esquerda (resp. a direita). Uma resolugdo serd dita injetiva, projetiva, plana , livre, etc. se P o

for. Dar uma resolucdo a esquerda de M, € equivalente a dar uma sequéncia exata:

dn+1 dn dn—l dl uo

H(u)

De fato, dizer que H(P) ——> H(M) ¢ um isomorfismo é equivalente a dizer que:

Hn(u)

H,(P)—— H,(M)

é um isomorfismo para todo n € Z, o que equivale a dizer que H,(P) = 0,Vn # 0 e Hy(P) ~
Hy(M) = M, que por sua vez quer dizer que im(d,+1) = ker(d,),Vn # 0 e ezxiste a seguinte

sequéncia de homomorfismos:

Ker(do) = P() E—— Ho(P) E—— Ho(M) — M

—_~—

tal que © — T — ug(x) — ug(x). Como os dois dltimos homomorfismos sao isomorfismos e o

primeiro € sobre, seque que a composi¢cdo € sobre e seu mucleo € o niucleo da primeira, ou seja,
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tm(dy). Reciprocamente, dizer que B.1 € exata, equivale a dizer que im(d;+1) = ker(d;),Vi > 0 e
o homomorfismo:

. PO
" ker(uo)

f — Ho(M)~M

—~—

tal que T +— ug(x) é um isomorfismo, o que implica H;(P) = 0,Y¥i # 0 e o homomorfismo:
Hy(u) : Hy(P) — Ho(M)
€ um isomorfismo. Dessa forma, seque que:

€ um isomorfismo.
Analogamente demonstra-se que dar uma resolugdo a direita de M, v: M — E (denotaremos
dessa forma uma resolu¢io (E,v) 4 direita de M e da mesma forma u : P — M, para uma

resolugdo a esquerda) € equivalente a dar uma sequéncia exala:

0 M v E° d° El . d7L72En71 dn—1 E" dn__ . (B.2)

Teorema B.2.1. Seja M um A-mddulo, existe uma resolu¢do a esquerda de M livre.

Demonstracao:

Pela observagdo acima, basta construir uma sequéncia exata:

dn41 d dn—1 dy wo
—

Ln*n>Ln—1 Lo M 0

tal que os L; sejam livres. Procedamos por inducao sobre i. Sabemos que existe uma sequéncia

exata da seguinte forma (proposicao A.1.5):
0 —— Ker(up) o, AM) 22 s hr =0
Fazendo Ly = AM) | temos que a sequéncia:
uo

Ly——M——>0

€ exata e Lo € livre. Suponha que construimos uma sequéncia exata:

dy, dn—1 dy Uo
L, —Ln1 Lo M 0

Tal que os L; sao livres. Considere a sequéncia exata:

in41 d’/!L
00— Ker(dpq1) ——> A(Ker(dn)) —"> Ker(d,) — 0
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Defina Ly = AKer@dn) e q 1 =i, 0 d., onde i, : Ker(d,) — L, € a injecdo candnica
(para n=0 faga dy = ug). Desde que d., € sobrejetivo, seque que im(d,+1) = Ker(d,). Assim
sendo, temos uma sequéncia exata:

dn41 dn dn—1 dy uo

LTLJrl Ln Lnfl LO M 0

onde os L; sao livres. Seque por inducdo que existe a sequéncia requerida.
Q.E.D.

Desde que todo A-mddulo livre € plano e projetivo, seque do teorema B.2.1 que dado um A-
mddulo M existem resolugdes a esquerda de M planas e projetivas. Observe que se A € noetheriano
e M finitamente gerado, podemos pegar no teorema B.2.1 Ly = A®) e L,.1 = AU n >0, onde k
ey $ao a cardinalidade de um conjunto finito de geradores de M e de Ker(d,), respectivamente.
Dessa forma, se A € noetheriano e M finitamente gerado, entdo existe uma resolucao a esquerda

de M, w: L — M, tal que os L; sdo livres e finitamente gerados.

Definicao B.2.3. Dado um A-mddulo M, a resolugdo do teorema B.2.1 é chamada a resolucdo

livre candnica de M. E é denotada por (L(M),p).

Proposicao B.2.3. Seja u : M’ — M um homomorfismo de A-mddulos. Existe um dnico (a

menos de homotopismo) morfismo de complezos L(u) : L(M') — L(M), tal que o diagramas:

L(M') 2> pp

€ comutativo.

Demonstracao:

Desde que L(M') e L(M) sdo resolugoes de M’ e de M, respectivamente, temos o sequinte

diagrama:
dy / dy n Pmro
D L) B Ly (M) P 0 — 0
da d1 PMoO \L l i
o —— L1(M) —— Lo(M) M 0 0

com as duas linhas exatas. Pela proposicao B.2.1, existe uma familia de homomorfismos

{Ln(u)}n>0, tal que o diagrama:

--—)d2 L1(Z\T)—>d1 Lo(M’)pM/O M’

iLl(U) iLo(u) iu

da dy PMO

(M) =B (M) M

S<—"-0CO
OSO=<——-9O
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é comutativo. Assim sendo, o homomorfismo L(u) = {Ly(u)}nez tal que L,(u) =0, Vn < 0, €

um morfismo entre os complexos L(M') e L(M). Seja x,, € L,(M'). Se n # 0, entao:

pM’(xn) =0= quM/(mn) =0

par o L(u) () = 0
pois L(u) € graduado de grau zero. Se n =0, seque do diagrama acima que:
par o L(u)(z0) = paro © Lo(u)(wo) = u o parro(zo) = u o par (o)
O resultado segue por linearidade das aplica¢oes consideradas.
Q.E.D.
Teorema B.2.2. Seja M um A-mddulo, existe uma resolugdo a direita de M injetiva.

Demonstracao:

Basta demonstrar que existe uma sequéncia exata:

0 0 1 n—2 dn—1
0 M v EO d El d d En—l L> E™ %

tal que os E™ sdo injetivos. Sabemos que existe uma sequéncia exata (proposicao A.2.4):

0

00— M L>I£IOWA(M;IA)

0
"= Coker(vy) —=0
_ .Q 0 _ pHoma(M;Ia) ; B i .
onde Iy = Homzg(A; ). Defina E° =T, . Assim, temos uma sequéncia exata:
Vo
0——M——E°
com EY injetivo. Suponha que construimos uma sequéncia exata:

20 40 dat a2 an—1!
0 M EO El . En— 1 En

tal que os E* sao injetivos. Considere a sequéncia exata:

1 d'm Hopi1 L m
0 — Coker(d™ 1) I,"* Coker(d™) ——=0

Onde H, 11 = Homa(Coker(d,_1);14). Defina E"! = Ifom*‘(c"k”(d"‘l);[“) ed*=d"on",
onde " : E" — Coker(d"~Y) (para n=0 faga d=* = v°). Desde que d., é injetivo, seque que

Ker(d") = Ker(r") = im(d"~1). Logo, temos uma sequéncia exata:

dn71 dn

0 0 1 n—2
v d d d Enfl En En+1

0 M E° E!

101



tal que os E° sdo injetivos. O teorema seque por inducao.
Q.E.D.

Definicao B.2.4. Dado um A-mddulo M, chamamos de resolucao injetiva candonica de M a res-

olugao do teorema B.2.2. E a denotaremos por (I(M),enr).

Proposicao B.2.4. Seja v : M' — M um homomorfismo de A-mddulos. Existe um dnico (a

menos de homotopismo) morfismo de complexos, I(v): I(M') — I(M), tal que o diagrama:

Engt

M —I(M")

% |

M —>I(M)
€ comutativo.

Demonstracao:

Desde que I(M') e I(M) sdo resolucées de M’ e de M, respectivamente, temos o seguinte

diagrama:
’ 70
0 0 M’ oM IO(M/) L> Il(M/) L>
i l L e 0 1
0 0 M~ 10(M) —2> 1Y (M) —2

com as duas linhas exatas. Pela proposicao B.2.2, existe uma familia de homomorfismos

{I"(v)}n>0, tal que o diagrama:

0 0 M’ em’ IO(M/)LO)II(M’)L>
i i J{ if‘)(v) lﬂ(v)
0 0 M =2 1O — S (M) —Ls

é comutativo. Assim sendo, o homomorfismo I(v) = {I"(v)}nez tal que I"™(v) =0, Vn < 0, € um

morfismo entre os complexos I(M') e I(M). Sejay € M, seque do diagrama acima que:
exr 0 v(y) = I°(0) 0 exrr(y) = 1(v) o earr(y)

Q.E.D.
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B.3 Produto de Torcao

Sejam C = @CZ- um complexo a direita e C' = @C; um complexos a esquerda de A-
i€Z JEZ
mddulos. Considere o produto tensorial T = C®C’ entre esses dois A-mddulos. Dos isomorfismos

canonicos:

T=Cos0' =P es @)= P Cioal)=PP (Cieacy)

i€z JET (4,§)ELXZ neZ i+j=n

tais que {i}iez @ {y;}jez = {7 @ Yt yezxz = {{Ti ® yj}titj=n}nez, segue que podemos
definir uma estrutura de A-mddulo graduado sobre T, onde os elementos homogéneos de grau n

$Go 0s que pertencem a @ (C; ®C%). Sejam d = {di}icz e d' = {d;}iez as diferenciais de C e
i+j=n
C’, respectivamente. Desde que cada d; (resp. d) é A-linear, seque que estd bem determinada a

aplicacao A-linear:

4®ly:CiaC—CaeC = P (Cec)

r+s=n—1
(resp. (=1)'lc®@d}: C;@C) — C;0C)_; — ED (C, @ CY)) onde estamos considerando

r+s=n—1
i+ j =mn. Assim sendo, a aplicagdo A-linear:

D,: P Ciec) — P Cec)

1+j=n 1+j=n—1

tal que Dy (z; ® y;) = di(z;) @ y; + (—1)'z; ® d;(y;), estd bem definida (proposicao A.1.2).
Dessa forma, podemos definir a aplicagdo A-linear:

D:T—T

de grau -1, tal que D( Z ZD Zn).
neZ nez
Afirmacao: Do D =0.

Por linearidade é suficiente demonstrar o caso em que z € T' ¢ da forma z = x; ® y;, com

z; €Cy, y; € CJ'. ei+j=mn. Assim sendo, temos:

Do D(z) = D(Dy(x; ®y;)) = D(di(:) @ y; + (—1)'w; @ dj(y;)) =

D(d(;) @ y;) + (—1)'D(z; @ dj(y;)) = Dp-1(di(zi) @ y;) + (1) Dp—1 (2 @ dj(y;)) =
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[(di—10di(z;)) @y; + (1) 'di(;) ® ()14
(—1)"[di () @ dfy (y;) + (—1)'z; @ (dj_y o dj(y;))] =

(1) di(zs) © d(y;) + (—1)'ds(2:) @ dfy(y;) = 0

Definicao B.3.1. O complexo a esquerda (T,D) é chamado complexo produto tensorial dos com-
plezos C e C'.

Sejam C = {C;}iez um complexo o direita e C' = {Cl}icz um complexo & esquerda de A-
mddulos, de diferenciais d = {d;} e d' = {d}}, respectivamente. Podemos considerar C como um
complezxo & esquerda (resp. C' como um complezo a direita), simplesmente definindo para C (resp.
para C') a estrutura ax = za (resp. z'a :=az’), coma € A ex € C (resp. ' € C'), feita essa
observagdo, nao distinguiremos mais A-mddulo a esquerda de A-mddulo a direita. Assim sendo,

para cada i,j € Z onde i +j =n, n € Z, considere o isomorfismo (entre A-mddulos) canénico:

pij : C; @ C; — C; @ C;

tal que ¢;;(xz; @ y;) = y; ® x;. Ele induz o isomorfismo entre os mesmos A-mddulos 1;; =

(—1)¥p;;, que por sua vez induz o isomorfismo (entre A-mddulos):

Pn * @ (01®O;)_> @ (O;‘@Ci)

i+j=n i+j=n
tal que @, = @;; (com (Bi;)( Z T QYj) = Z Vij(z; ®yj)). E, finalmente, este ltimo
i+j=n itj=n

isomorfismo induz o isomorfismo (entre A-mddulos graduados) p = ®p, de C em C".

Proposigao B.3.1. O isomorfismo ¢ é um isomorfismo de complexos.

Demonstracao:
Por linearidade consideraremos apenas o caso em que z € C € da forma z = x;Qy;, com z; € Cj,
y; €Cj eit+j=n¢€Z. Sejam D e D" as diferenciais de C@C" e C'®C, respectivamente. Temos

que:
D'op(z) = D' op(z; ®y;) = D'(pn(r: @ y;)) =
D' (Yi(w; @ y;)) = D'((=1)7 pij(xi @ y5)) = D'((=1)7y; @ 2) =
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(—1)7D'(y; @ 2;) = (=1)7(d)(y;) @ 2 + (—1)y; @ di(;))

Por outro lado:

poD(z) = p(D(z; ®y;)) =
e(di(zi) @ y; + (—1)'w; @ dj(y;)) = @(di(zs) @ y;) + (1) (s @ dj(y;)) =

(—1)70 Dy @ dy(ai) + (—1)(=1)V D (y;) ® 2 = (—1)7 (d(y;) ® zi + (—1)y; ® di(x))
Q.E.D.

Proposicao B.3.2. Sejam {(Cy,du)}acr € {(C/’B, d’B)}ﬁeJ duas familias de complexos. O isomor-

fismo canénico:

0 (P Ca)@a (P Ch) — P (CawaCh)
@ B

(o.8)

tal que {To}ta ®a{ysts = {Ta ®a Ys}(a,p), € um isomorfismo de complexos.

Demonstracao:

Seja x ® oy um elemento homogénio de grau n em (@ Co) ®a (@ Cé), 1880 significa que x €
a B

um elemento homogénio de grau i em @ C. € y homogénio de grau j em @ C;j tal que i+ j = n.
(03

B
Isso significa que © = {za}a ey = {ys}p tal que cada xo (resp. yg) € de grau i (resp. j) em
Cy (resp. C/B) Dessa forma, xo @4 yg tem grau i +j =n em Cy @4 Cé, para todo par (o, B),

o que implica que {To @A Yp}(a,p) tem grau n em @ (Co ®a C’/’g) Por consequinte, ¢ € um

(e, 8)
homomorfismo de grau 0.

Sejam D e Dog as diferenciais de (@ Co)®4 (@ Cp) e Co®aC}, respectivamente. Considere

a B
T®4Y como acima. Temos que:

(EP Da ) o v(@@ay) = (P Dap) © o({Tata ®a {ys}s) = (D Dap) {0 ®4 Ys}(arp) =
{Das(Ta ©4Ys)}(a,8) = {dai(®a) ®a ys + (=) Ta ®a dj;(Ys) }a,p) =

{dai(®a) ®a Ys}(a,p) + (=1)'{a ®a dj;(y8) }a,)

Por outro lado, temos:
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poD(E®ay)=¢poD{zata ®a{ysts) =
o((®da)({za}a)) ®a {ysts + (=1){za}a ®a (&ds)({ys}s))) =
o({da(ra)}a ®a {ys}s) + (=1)'0({za}ta ®a {ds(yp)}5)) = {da(ra) @4 Ys}a,p)+

()20 ®4 d3(Y8)} 0,8) = {dai(®a) ®a Ys}(a.p) + (—1) {20 ®a dj;(Ys)}a,p)
O resultado seque por linearidade das aplicagdes consideradas.
Q.E.D.
Proposigao B.3.3. Sejam (C,d), (C',d") e (C",d") trés complexos. O isomorfismo canénico:
(CRaCYR4C"~2C @4 (C' 24 C")
€ um isomorfismo de complexos.

Demonstracao:

Sejam x, € Cy, zl, € C. ez} € C} e ¢ tal isomorfismo, temos que:

p((zr @ ) @ 7)) = 20 @ (2, © ;)
Da linearidade de @, seque que:
@(((C ®A C/) ®A C//)rJrerh) g (C ®A (C/ ®A C/,))r+s+h

V(r,s,h) € Z3. Por tanto, p é um homomorfismo graduado de grau zero. Além do mais, se D, D*,
D’ e D" denotam as diferenciais de (C @4 C') @4 C", C @4 (C'R24C"), CR4C" ¢ C'"®4C",

respectivamente, entao por um lado teremos:

©p 0 Dpp1((zr @ ) @ a}y) = @p(D)y (2 @ 2) @ ) 4+ (=1)" (2, @ ) @ djf (a})) =
ep((dr(zr) @ 2, + (—1) 2 @ di(2))) @ ) + (1) 0, ((zr @ 2,) @ djy (27)) =
op((dp(xr) @ 2,) @ ) 4+ (—1)"p((zr @ di(2,)) @ ) + (=1) T p (2 ®@ ) @ dj (7)) =

dp () @ (2}, @ ) + (=1)"z, @ (di(2)) @ afy) + (1) 2, @ (2, @ djy (z})))
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e por outro:

Dy oppii((zr @) @xy) = Dy (2, @ (2, @ @) =
dp(x,) ® (2, @ 7)) + (—1)"z, @ DY, (2, @ a3;) =
dpr(z,) ® (x5 @ ) + (=1)"2, @ (dy(2) @ @) + (=1)°2, @ djy (x},)) =

dp(zr) @ (2, @ 7)) + (—1)"2r @ (di () ® 2) + (=1)" "2, @ (2, @ dj (7))
O resultado segue por linearidade das aplicagoes consideradas.

Q.E.D.

Teorema B.3.1. Sejam M um A-mddulo e (R,f) uma resolugao de M. Se P é um complexo plano,

tal que P, =0,Vi <0, entao f @alp: R®4 P — M ®4 P € um homologismo.
Demonstracgao:
Considere a sequéncia exata de A-mddulos:

00— Ker(f) —>R—1> M 0 (B.3)

Afirmacgao 1: Se d ={d;} ¢ a diferencial de R, entdo (Ker(f),e),onde e é a restri¢io de d,

define um complezo.

De fato, desde que Z é um grupo, seque que Ker(f) é um submddulo graduado, ou seja, Ker(f) =
@(Ri N Ker(f)). Sex € RyNKer(f), entdo foe;(x) = fodi(x) =00 f(x) =0, pois f é um
i€z
morfismo. Logo e;(x) € Ri_1 N Ker(f). O fato de eoe =0, seque de dod = 0.

Como e € a restri¢do de d, seque que o homomorfismo i € um morfismo de complexos e portanto
a sequéncia B.8 € uma sequéncia exata de complexos. Dessa forma, pelo coroldrio B.1.1 temos a

sequinte sequéncia exata:

Bn n (2 n -~ n— i
L g (Ker(h) 22 b, (R) 2 () <2 1 (e () Y

Como (R,f) é uma resolugao, seque que H,(Ker(f)) = 0,Yn € Z. Observe que, sendo D a
diferencial de Ker(f) ® 4 P, temos que:

D((Ker(f))n—i ®a Pi) € (Ker(f))n-1)-i ®a Pi) ® (Ker(f))n—i ©a Pi1),¥(n,i) € Z X Z
Lembrando que estamos considerando Ker(f); ® 4 P; como um submddulo de @ Ker(f)i®a

it+j=n
P; por meio da injecdo canonica. Dessa forma, D induz o complezo:
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Dy, D; Dy,

DI '
n+1 n—1
: g "

n—1 n—2

T

onde T} = @((Ker(f))n,i ®a P;),r € N (observe que (Ker(f)); =0 se i € negativo) e D], é a

=0
restricéo de D a T, . Considere agora, a sequéncia exata de A-modulos:

0 pret e T D(Ker(H)n-r @4 Pr) g
nez

onde i, e T SGO G iNJjecao e a projecao canonica, respectivamente.
Afirmacao 2: i, e m,. sado morfismos de complezos.

Por linearidade, é suficiente considerarmos apenas o caso em que T,,—; € Ker(f))n—i ey; € Py,

0 <i < r—1. Demonstremos primeiro o caso de i,. Assim sendo, temos:

D" oip({Tn—i @y ;:01) =

D({n—i ®yiti—g) = {en—i(@n—i) @ yi + (=1)" "zn_s @ dj(y:) g

sendo o elemento de indice r, o direita e & esquerda da 4dltima igualdade, nulo e d' = {d}} a

diferencial de P. Por outro lado temos:

ir o D"({zn—i @yi}iZg) = ir(D({mn—i @ yi}i2g)) =
ir({en—i(Tn—i) ® y; + (—1)n_i$n—i ®A d;(yz)}::_(}) =

{en—i(xn—i) oY Yi + (_1)n_i$n—i 0y d;(yl)}:zo

sendo o elemento de indice 7, a direita da ultima igualdade, nulo.

Seja agora {xn—; @ y;}i_o € T, temos que:

[@(en—r ®1p,)] o mr({zn—i ®yitio) =

n

[@(en—r ® 1PT)] © Wrn({xn—i ® yi};:o) = (en—r ® lPr)(xn—r 0y yf') = en—T(xn—r) S Yr

n

T 0 D" ({#n—s @ i tieg) = mr({en—i(@n—i) @ yi + (=1)" "wp_; @ di(ys) }i—g) =
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Tr({en—i(@n—i) @ Yyiti—g) + (*1)n7i7rr({$n—¢ ® dg(yi)}fzo) =
r({en—i(Tn—i) @ yiYig) + (=1)"'mr({Z(n-1)— (1) @ di(yi) Yimo) =

WT({en—i(xn—i) & yz}::()) = en—r(xn—r) & Yr

pois {xn_l_(,;_l) ®d;i(yi) o € Tr=1. Pelo coroldrio B.1.1 temos a sequinte sequéncia exata:

Ont1
>

Hoy, (i Hy (7 n Hy 1 (ir
Ho ("L, () 2 () <2 E (L (B

onde K, = @(K@T(f))nfr ®a P) = [Ker(f)(=r)] ®a Pr.
nez

Afirmagao 3: Se (C,d) é um complexo de A-mddulos e P é um A-mddulo plano, entdo

H(C)®a P~ H(C®a P), como A-médulos graduados.
De fato, considere a sequinte sequéncia exata:

0—— B,(C) —=Z,(C) —— H,(C) —=0

Como P € plano, seque que a sequinte sequéncia:
0——=B,(C)®s P ——=Z,(C)@s P——H,(C)@4 P——=0

€ exata. Dessa forma, seque que % ~ H,(C)®a P. Das sequéncias exatas:

0 — Z,(C) >, — 2> 0y

e
Sequem as sequéncias:
Jn®alp dn®alp
0—=Z,(CY@sP———>(Cp,@s P————>C,_1®4 P (B.5)
e
0 — > Bo(C) @4 P—2521 G (C)@u P (B.6)

também exatas. De B.5, seque que j, @4 1p € um isomorfismo entre Z,(C) @4 P e Z,(C ®4 P).
De B.6, seque que podemos identificar B,(C) ®a P com um submddulo de C,, ® 4 P por meio de

Jh ®a 1p. Assim sendo, temos:
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YyE€BL(C)RAP=y= Zml ®a yi/x; € B,(C),y; € P, &

K3

Y= dny1(t:) ®ayi/ti € Cpy1 &y = (dn1 @4 1p) (O _ti®ayi) €y € Bo(C®a P)

Dessa forma, seque que ji, @4 1p é um isomorfismo entre B, (C)®4 P e B, (C ®4p). Observe
que j, @4 1p € a restrigdo de j, @4 1g a Bp(C)®4 P, visto como submddulo de Z,(C)®4 P (isto

é de fundamental importancia para a conclusdo). Assim sendo, temos:

Zn(C®A P) ~ Zn(c) ®AP ~
Bn(C®A P) - Bn(C) Qa4 P

Como P; € plano para todo i inteiro, seque da sequéncia B.4, da afirmacdo 3 e do fato de

H(ker(f)) =0, que H(T") ~ H(T""'). Disso, seque por inducio que:

Hn(C®A P) = Hn(c) ®a P

H(T") = H(T°) = H((Ker(f) ®a Py))

Concluimos da afirmagdo 3 e do fato de H(ker(f)) =0 que H(T") =0, Vr € Z. Sejan € Z,

temos a sequinte sequéncia exata:

n+1 D"*} n+1 nt1 nt1
D(Eer()asi-i ©a Pr) == P((Ker(f)n—i ©a P) ——= P((Ker(f)n-1)-i ©a P)(B.7)
i=0 =0 =0

Observando que:
(Ker(f))n—(n—i-l) ®a PnJrl = (K@T‘(f)),l ®a Pn+1 =0
(Ker(f)(n—1)—(n+1) ®4 Poy1 = (Ker(f)) -2 ®a Ppy1 =0

(Ker(f))n—1)—n ®a P, = (Ker(f))-1®4 P, =0
n+1
e que DZﬁ (resp. D"Hl) é a restricio de D a @((Ker(f))nﬂ,i ®a P) = Ker(f)®a P
i=0
n+1 n

(resp. o @((Ker(H)n—i ©a P) = @(Ker(f)ui ©a P) = (Ker(f) @4 P)a), vemos que
i=0 =0

zm(DZﬂ) =im(Dy41) e Ker(DnY) = Ker(D,,). Como a sequéncia B.7 é exata, temos que:

B, (Ker(f) ®4 P) =im(Dn41) = Ker(D,,) = Z,(Ker(f)®4 P),Vn € Z

Dessa forma, temos H(Ker(f) ®4 P) = 0. Da sequéncia B.3 e do fato de P ser plano, temos

a sequinte sequéncia exata de A-mddulos:

i®alp f®alp (B.S)

0—> Ker(f)®4 P RoaP—1"2" s M@, P—>0
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Afirmacao4: Se u: (C,dc) — (C',dcr) € um morfismo de complezos, entdo
URp1lp:C R4 P — C'®4 P ¢ um morfismo de complexos para qualquer complexos a esquerda

(P,dp).

Por linearidade, ¢ suficiente demonstrar a afirmacdo para o caso em que x; € C; e y; € P;,

i+j=mn¢€Z. Assim sendo, temos:

D'o(u®a lp)(zi ®ay;) = D'(u(z;) ®ay;) =

(der o u(x:)) @4 y; + (=1)'u(w:) ®a dp(y;) = (uo de(wi)) ®ay; + (=1)"u(z:) @4 dp(y;)

D’ sendo a diferencial de C' @ 4 P. Temos ainda:

(u®@a 1p)(D(x; ®4Y;)) = (u®@a 1p)(do(z:) @ay; + (—1)'w;i @4 dp(y;)) =
(u®@a1p)(do(zi) ®ay;) + (—1)" (u®@a 1p)(z; ®a dp(y;)) =

(wode(xi)) ®ay; + (—1)'u(z:) ®a dp(y;)

D sendo a diferencial de C ®4 P.
Da observagdo feita apoés a afirmagao 1 e da afirmacao 4, seque que a sequéncia B.8 é uma

sequéncia exata de complexos. Logo, temos a sequinte sequéncia exata de A-mddulo:

- —— H,(Ker(f)®4 P) —= H,(R®4 P) —= H,(M ®4 P) —— - - (B.9)
A conclusdo do teorema segue da sequéncia B.9 e do fato de H(Ker(f) ®a P) =0.
Q.E.D.

Definigao B.3.2. Sejam M um A-mddulo, N um A-mddulo e (L(M),par), (L(N),pn) as resolugao
projetivas canédnicas de M e N, respectivamente. Chamamos de produto de tor¢do de M por N ao

A-mddulo:
TorA(M,N) = H(L(M)®4 L(N))

Ao A-médulo TorX(M,N) = H,(L(M) ®4 L(N)) chamamos de n-ésimo médulo de tor¢io de

M por N. Fica claro que Tord(M,N) = @Torf(M, N).
nez

Lema B.3.1. Sejam:
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0 N —Ls N —Ys N7 0

duas sequéncias exatas de A-mddulos e homomorfismos. O homomorfismo:
uv: MN — M" @ N"

é sobrejetivo e tem por nicleo o submddulo im(f ® 1n) + im(1y ® g), soma das imagens dos

homomrfismos f @1y : M QN — M QN elyy @g: MQN' — M ® N.

Demonstracao:

Seja z = Z TR Q@yp € M" @ N". Desde que u e v sdo sobrejetivas, podemos escrever para cada

k
k, xp = u(ty) e yp = v(qx), comty € M e g € N. Assim sendo, temos:

Zizxk@)yk:Zu(tk)@w(%):Z(U@W)(tk@% U ) Ztk®Qk
% %

k
Dessa forma, seque a sobrejetividade. Seja agora z € im(f ® 1x) + im(1ly ® g), podemos

2= (fen)Q_th@m) +(n@g) (D ar@p) =Y ftr) @he+ Y a- ® g(pr)
k T k T

comty € M', hy € N,q. € M e p,. € N'. Dai seque que:

(w@v)(z) = (wev)(Y_ f(tr) @b+ Y g ©g(p,)) =
k T

D weo)(f(t) @) + Y (u®v)(gr ® g(p,)) =

k

> (wo f)tn) @ v(hu) + ) ular) @ (vog(py)) =0

k

Uma vez que as sequéncias da hipdtese sao exatas, temos o sequinte diagrama:

Mo NTEY o N A Y M g N
1y ®g 1M ®g Iy ®ag
MeoNE e N AN g, N ——0
1,/ ®v 1y ®v Ty ®av

M & N” f®1NE” M&N" u®1N;” M" & N >0
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comutativo, cujas linhas e colunas sao exatas. Seja z € Ker(u ® v), temos que:

(1M ®U)(Z) S KCT(’U, ® 1N”) = zm(f 024 1N”)

Dessa forma, existe a € M' @ N” tal que (1ps @ v)(2) = (f ® 1nv)(a). Uma vez que 1pp @ v é
sobrejetivo, existe b€ M' ® N tal que a = (1pr @ v)(b). Assim sendo, temos:

(I ®0)(2) = (f ®a 1nv) o (Lar @4 0)(b) = (f @4 0)(b) =
1y ®@av)(2) = (f®av)(0) =0= (1y ®av)(z = (f ®a 1y)(D) =0 =
2—(f@aln)(b) € Ker(ly ®40) = im(ly @4 g) =
Jee M@aN/z—(f®aln)(b) = (1a ®a g)(c) =

z=(f@a1Nn)(b) + (1m ®ag)(c) €im(f@1y) +im(ly @ g)
Q.E.D.

Proposicao B.3.4. Tor(M,N) = 0,Yn < 0 e Tory!(M,N) ¢ isomorfo (como A-mddulos) a
M ®4 N.

Demonstracao:
A primeira afirmagdo € trivial, uma vez que i +j =n < 0 =1 < 0 ou j < 0. Assim, se
Li(M)=0 ou Lj(N) =0, entdo:

Li(M)®a Li(N)=0= @ (Li(M)®a L;j(N)) =0 =
i+j=n

Tor(M,N) = H,(L(M) ®4 L(N)) =0

Quanto a sequnda, observe que Zo(L(M)) = Lo(M) e Zo(L(N)) = Lo(N), dessa forma temos

duas sequéncias exratas:

) T

0 — Bo(L(M)) —— Lo(M) —— Ho(L(M)) —0
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0 — Bo(L(N)) —> Lo(N) —2> Ho(L(N)) — 0
Pelo lema B.3.1, seque que o homomorfismo:
o @a ) : Lo(M) ®4 Lo(N) — Ho(L(M)) ®4 Ho(L(N))

¢ sobrejetivo e tem por nicleo im(Bo(L(M)) ®4 Lo(N)) + im(Lo(M) @4 Bo(L(N))). Seja
z € im(Bo(L(M)) ® 4 Lo(N)) + im(Lo(M) ®4 Bo(L(N))), temos que z pode ser escrito:
2= @ ®aykt Y Pr®adr, comzy € Bo(L(M)),yr € Lo(N),p, € Lo(M) e g, € Bo(L(N)).
k r

Assim sendo, temos:

2= @Akt D P @age =Y di(tk) @ayk + > _pr Dadi(ln) =
k T k r

D Diltk @ayr) =Y Di(pr @aly) = Di(Y tk @ayr— Y pr®aly)
r k r

k

onde D é a diferencial de LIM)®4L(N). Observando que sendo (L(M)®@aL(M)); = @ (Li(M)® 4
i+j=1

L;(N)), teremos os seguintes casos: (1 > 1,7 <0), (j >1,i1<0), (i=1,7=0) e (j =1,9=0),

no primeiro caso teremos Lj(N) =0 e entao L;(M)®4 L;(N) =0, no sequndo L;(M) =0 e dessa

forma L;(M)®4 L;j(N)=0. Assim,

Dy =®(di ®a 1) + (—l)ilL(M) ®a d}) pode ser visto como:

(di @a lpvy — 1o ®ady) @ (do @a 1pvy + 1oan ®a dy)
Como dy e djy sdo identicamente nulas, seque que D1 pode ser visto como:
(di ®a 1pvy) ® (1pan ®a dy)

Seja agora z € im(Dy), pelo que foi discutido acima, temos:

z=(d1®a 1)) © (1rar) ®a di)(z th @A Yk + Zpr ®al)
k r

com Ztk QRayr € L1(M)®4 Lo(N) e Zp,« ®al. € Lo(M) ®4 L1(N). Dessa forma:
k r

2= di(ty) @ayk+ Yy pr ©ady(lr) € im(Bo(L(M)) ®a Lo(N)) + im(Lo(M) ©4 Bo(L(N)))
k T

O que nos da:

im(Bo(L(M)) ®a Lo(N)) + im(Lo(M) ®4 Bo(L(N))) = Bo(L(M) ®a L(N))
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Como (L(M)®4 L(M))o = @ (Li(M)®aLj(N)), teremos os sequintes casos, (i > 0,j < 0),
i+j=0
(1 >0,i<0) e(i=0,j=0),no primeiro caso teremos L;j(N) =0 e entdo L;(M)®4 L;j(N) =0,

no sequndo L;(M) = 0 e dessa forma L;(M) ®4 L;(N) = 0. Assim, (L(M) ®4 L(M))o pode
ser identificado com Lo(M) ®4 Lo(N) e Do com do ®a 1Ny + 1) ®a dy, como dy e dy sao

identicamente nulas seque que Dy também €. Assim sendo, temos que:

Zo(L(M L(N
Tord (4.3 = Bo1400) 04 L) = B

Lo(M)®4Lo(N) N
I (Bo (L)@ Lo (W) Lim(Lo (M@ A Bo (V) = Ho(L(M)) ®4 Ho(L(N))

Como L(M) (resp. L(N)) sao resolugies, seque que Ho(L(M)) ~ M (resp. Ho(L(N)) ~ N ).
E dessa forma, Ho(L(M)) ® 4 Ho(L(N)) =~ M ®4 N. compondo esse dltimo isomorfismo com o

de cima, seque o resultado.
Q.E.D.

No que seque, identificaremos Torg‘(M, N) com M& 4N, por meio do isomorfismo da proposi¢ao

B.3.4, que ndo passa da aplica¢io T @4 y — (py(z)) @4 (pn(y))-

Corolario B.3.1. Sejam Py; uma resolu¢ao de M e Ry uma resolucdo de N. Se Py ou Ry €

plana, entao existe um isomorfismo:

Tor(M,N) ~ H(Py; ®4 Ry)

Demonstracao:

Observando que L(M) e L(N) sdo planos, temos a sequinte cadeia de isomorfismos:

Tor*(M,N) = H(L(M) ®4 L(N)) ~ H(M ®4 L(N)) ~ H(Py ®4 L(N)) ~

H(L(N)®a Pr) ~ H(N ®4 Pyy) ~ H(Ry ®4 Pryp) ~ H(Py ®4 Ry)

se Py for plano, ou:

Tord(M,N) = H(L(M) ®4 L(N)) ~ H(L(N) ®4 L(M)) ~ H(N ®4 L(M)) ~

H(Ry ®4 L(M)) ~ H(L(M) ®4 Ry) ~ H(M ®4 Ry) ~ H(Py ®4 Ry)

caso Ry seja plano.
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Q.E.D.
Proposigao B.3.5. Sejam M e N A-mddulos. Temos que:

Tor (M, N) ~ Tor(N, M)

Demonstracao:

A proposigao seque direto da proposi¢cdo B.3.1 e da observagao a proposi¢do B.1.1.
Q.E.D.

Proposicao B.3.6. Sejam M, N A-mddulos e (L(M),prr), (L(N),pn) as resolugdes candnicas
livres de M e N, respectivamente. Temos que par @4 1rny (resp. 1oy ®apn) induz um isomor-

fismo:
Tor(M,N) ~ H(M ® 4 L(N))
(resp. TorA(M,N) ~ H(L(M)®4 N)).

Demonstracao:
A primeira afirmagao seque direto do teorema B.3.1. Quanto a segunda, basta observar que o

homomorfismo induzido por 1p,nry ®a pn € a composta dos isomorfismos:

Tor(M,N) ~ Tor®(N,M) = H(L(N) ®4 L(M)) ~

H(N ®4 L(M)) ~ H(L(M) ®4 N)

Onde o primeiro isomorfismo, seque da proposi¢cao B.3.5, o seqgundo da primeira parte da

proposicao e o terceiro da proposicao B.3.1 e da observacdo a proposicio B.1.1.
Q.E.D.
Corolario B.3.2. sejam M e N A-mdédulos. Temos que:
Ann(M) + Ann(N) C Ann(Tor®(N, M))

Demonstracao:

Sejam (L(N),dn) e (L(M),dy) as resolugoes candnicas livres de N e M, respectivamente. Se
2@y € HL(N)®a M), comz € L(N), ye M ea e Ann(M), entio a(z ®@y) = 2 ® (ay) = 0.
Sel®z € H(N ®4 L(M)), comt € N, z€ L(M) eb € Ann(N), entdo b@) = (mz =
0. Como H(L(N)®4 M) ~ Exta(N,M) ~ H(N ®4 L(M)), seque que Ann(M), Ann(N) C
Ann(Tor(N, M)).
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Corolario B.3.3. Sejam M e N um A-mddulos. Se M ou N € plano, entio Tor*(M,N) = 0,
vn > 0.

Demonstracao:

Considere M (resp. N) como complexo o diferencial nula e seja (Pyy, far) (resp. (Pwn, fn))
a resolugao de M (resp. N), tal que Pyy = M (resp. Py = N) e fa (resp. fn) restrito a
Pyro = M (resp. Pno = N) € a identidade. Se M € plano, entdo Py € plana. Se N € plano,
entao Py € plana. Assim sendo, teremos que Py ou Py € plana. Pelo coroldrio B.3.1, temos que
Tor(M,N) ~ H(Py ® Pyn). Mas H,(Pyy ®4 Py) =0, Vn # 0.

Q.E.D.

Corolério B.3.4. Sejam {Ma}aca e {Ng}tpep duas familias de A-mddulos. Existe um isomor-

fismo:

D Tor*(My, Ns) ~ Tor* (€D Ma, D Ns)
a 8

(e,8)

Demonstracao:

O isomorfismo requerido seque da composi¢ao dos isomorfismos:

@ Tor? (My, Ng) @ @Tor (M, Ng)) @ @H ) ®a L(Ng))) ~

(e, 8) B

PED H(Ma ®4 L(Np))) @H @ (Mo @4 L(N3))) ~ P H(EP Ma) ®4 L(Np)) ~
B «a B oY

P H( @M ) ®a L(Ng)) @H (Ng) @4 LIED Ma)) ~ @) H(Ns @4 LIE Ma)) ~
B (e B «

H(EP (Vs @4 LI Ma))) = H(EP No) @4 LIED Ma)) = H(LIEP Ns) ®a4 LIEP Ma)) =~
a B e} B @

B

LIEP Ma) ®4 LIED Np)) = Tor* (D Mo, P Np)
a B (e B8

Que sao candnicos ou extensdes a soma direta de isomorfismos ja considerados.
Q.E.D.

Teorema B.3.2. Seja:
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uma sequéncia exata de mdédulos e homomorfismos. Para todo A-mddulo a esquerda N, existe uma

familia de homomorfismos que torna a sequéncia:

o ———=TorX(M',N) — Tor(M,N) — Tor2(M",N) — Tor}_(M',N) ——

u®aln v@aln

i = Tor(M",N) ——= M' @4 N —"> M@y N ——"> M" @4 N ——0

exata.

Demonstracao:

Desde que L(N) ¢é plano, temos a sequinte sequéncia exata (de mddulos e homomorfismos):

00— M ®4 LIN) “222 M @, L(N) 22452 M @4 L(N) —0

Da afirmacgdo 4 do teorema B.3.1 sabemos que tal sequéncia € uma sequéncia exata de morfismos

complexos. Assim sendo, temos pelo coroldrio B.1.1, a sequinte sequéncia exata:
v = Hp(M ®4 L(N)) —= Hy(M" @4 L(N)) —— Hp1(M' @4 L(N)) — -
Defina a familia de homomorfismos, de tal forma que o diagrama:

v ——>=Hy(M ®4 L(N)) — Hy(M" ®4 L(N)) — Hy—1(M' ®a L(N)) —— -

l | |

- ———>TorX(M,N) —— Tor}(M",N) ———Tor*_,(M',N)

seja exato. Sendo a primeira linha como na sequéncia acima e as colunas as inversas dos isomor-
fismos definidos na proposi¢io B.3.6. Segue do lema A.1.3 que a sequnda linha de tal diagrama
¢ erata. Temos agora que mostrar que, com a identificacio Tord(M',N) = M’ @4 N (resp.
Torg'(M,N) =M ®4 N), o homomorfismo definido acima entre M' @4 N e M @4 N éu®a ly.

Sejam n tal homomorfismos,
@ :Torg(M',N) — Torg'(M, N)
o homomorfismo definido acima (sem a identificacdo) e x @4 y € Torg (M', N). Temos que:

p(@®ay) = (H(pa ®a15)) " o Hu®a 1n) o (H(par @4 1n)) ") (@ ®ay) =

(H(pp @4 1n)) P o Hu®a 1n) o H(par @4 1N) (T @4 Yy) =

(H(pyr @4 1n)) ™" 0 H(u®a 1n)(par(2) @4 y) = (H(par @4 1n)) " ((woparr)(z) @a y) =
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(H(par ©a 1n5) ™ ((par 0 L(w))(2) @4 y) =

(H(pam @4 1n3)) 7" 0 Hpy @4 1n)(L(w)(2)) ®ay) = (L(u)(2)) @4y

onde L(u) é como na proposicio B.2.3. Assim sendo, temos que:

n(pa () ®apn(y)) = Bop(r®ay) = B((L(w)(z)) ©ay) =

(par o L(u)(x)) @4 pn(y) = (wo par () @a pn(y) = (u®@a 1n) Py (2) @4 PN (y))

sendo B o isomorfismo que identifica T0T64(M, N) e M ®4 N. Segue por linearidade que ¢ =

u®alny. O caso v®4 1y € totalmente andlogo.

Q.E.D.

Corolario B.3.5. Seja:

u v

N N 0

0 N’

uma sequéncia exata de mddulos e homomorfismos. Para todo A-maédulo M, existe uma familia de

homomorfismos que torna a sequéncia:

o« ——=TorX(M,N') — Tor*(M,N) — Tor(M,N") — TorZ_,(M,N') ——

1v®au 1 ®av
_—

i —>Tord(M,N') ——> M ®4 N’ M@y N —""2 M@y N ——0

exata.

Demonstracao:

Temos, pelo teorema, que existe uma sequéncia:

——Tor(N', M) — Tor(N, M) — Tor(N", M) — TorZ} | (N',M) ——

u®alnm v@alm

o ——>Tor{(N" M) —— N' @1 M N@AaM————>N'®@aM—0

exata. O coroldrio seque da proposicio B.3.5 e do lema A.1.3, observando que o isomorfismo da

proposi¢io B.3.5, restrito (por exemplo) a N' ® 4 M, nao passa da aplica¢io x @4y — y @4 .

Q.E.D.

Coroléario B.3.6. Sejam M e N A-mddulos. Se

Tor{{(M,N) = 0, entdo para toda sequéncia erata:
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u v

M M 0

0 M’

de A-mddulos e homomorfismos, a sequéncia

u®@aln v®alN

0— M UN—M"@s N—> M@y N—0

€ exata. E para toda sequéncia exata:

u v

N’ N 0

0 N’
de A-mddulos e homomorfismo a sequéncia:

1M ®au 1m®av
—

00— M®sa N MRUN —Mes N——0
€ exata.

Demonstracao:

Segue direto do teorema B.3.2 e do coroldrio B.3.5.

Q.E.D.

Corolario B.3.7. Seja N um A-médulo. Se Tor{(M,N) =0, para todo A-médulo M, entdo N é

plano.

Demonstracao:

Consequéncia imediata do coroldrio B.3.6.

Q.E.D.

Corolario B.3.8. Seja:

0 N R, Ry Ry M 0

uma sequéncia exata de A-mdodulos e homomorfismos. Se R;, 1 < i < n, € plano, entdo para todo

A-mddulo P, temos:

A
Tory s,

(P, M) ~ Tori(P,N)
VYm > 1.

Demonstracao:

Facamos inducao sobre n. Supondo n =1, temos a seguinte sequéncia exata:

0 N R, M 0
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Do coroldrio B.3.5, seque que a sequéncia:

o« ——=Tori |(P,R) — Tor{ (P, M) — Tor{t(P,N) — Tor (P, R;) —(B.10)

1p®au 1p®av

= Tor{(P,M) ———> P @4 N —"2"> Py Ry~ Py M ——>0

também € exata. Onde os homomorfismos que ndo aparecem no diagrama acima, sao dados por tal
coroldrio. Como Ry € plano, seque do coroldrio B.3.3, que Tor’ (P, Ry) =0, ¥m > 0. Concluimos
da sequéncia B.10 que Tor;éH_l(P, M) ~ Tord (P,N), ¥Ym > 1. Suponha que o resultado é vdlido

paran > 1, e seja:

fn+1

0 N Rn+1 Rn Rn—l Rl M 0

uma sequéncia exata, tal que R; € plano para todo i, 1 <i < n+1. "Quebremos”tal sequéncia nas

duas sequintes:

0 N Ryt im(fry1) —=0

fn+1

0 ——im(fnt1) R, Ry Ry M 0

que sao também exatas. Da primeira dessa duas sequéncias e da parte inicial do argumento, temos
que Torih (P,N) ~ Tora | (P,im(fn+1)), VP e ¥m > 1. Da sequnda e da hipdtese de inducdo,
concluimos que Toriy (P, M) ~ Tora (P,im(fn+1)), VP e Vm > 1. Compondo esses dois

isomorfismos, seque o resultado.
Q.E.D.
Corolario B.3.9. Sob a hipdtese do coroldrio precedente. Se M € plano, entao N também €.

Demonstragao:
Pelo coroldario B.3.3, temos que Toer(P, M) =0, VP. Concluimos do coroldrio anterior que

Tor{!(P,N) =0, VP. Assim sendo, o resultado segue do coroldrio B.3.7.
Q.E.D.

Corolario B.3.10. Seja:

0 N’ N N 0

uma sequéncia exata de A-mddulos e homomorfismos. Se N' e N sao planos, N também é.
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Demonstracao:

Pelo coroldrio B.3.5, para todo A-mddulo M, existe uma sequéncia exata:
Tor{(M,N") — Tor{( M, N) —— Tor{*(M,N")

Desde que N' e N" sdo planos, temos pelo coroldrio B.3.8 que Tor{(M, N') = Tor{*(M,N") =
0. Assim sendo, concluimos que Tord(M,N) = 0, VM. O resultado, entio, seque do coroldrio

B.3.7.
Q.E.D.

Proposigao B.3.7. Sejam A um anel noetheriano e M um A-mddulo finitamente gerado. Para

todo A-mddulo N, finitamente gerado e para todo inteiro n o A-mddulo Tor (M, N) é noetheriano.

Demonstracao:

Pela observagao feita ao teorema B.2.1, existe uma resolugdo:

d d
2 Rl 1 RO p M 0

de M, tal que cada R;, i > 0, € livre e finitamente gerado. Desde que N € finitamente gerado, seque
que R, ® 4 N € finitamente gerado para todo n € Z. Consequentemente H,(R®4 N) € finitamente
gerado, para todo n € Z. Uma vez que o par formado por N e a identidade é uma resolucao para
N, segue do coroldrio B.3.1, que Tor*(M,N) ~ H,(R®4 N), ¥n € Z. Dessa forma, Tor:*(M, N)

€ finitamente gerado ¥Yn € Z. Como A € noetheriano, seque o resultado.

Q.E.D.

B.4 Mobdulo de Extensao

Sejam (C,d) e (C’,d") dois complexos. Seja Homgr (C,C") o submddulo dos homomorfismos

graduados de grau —n. Se escrevermos C = @ CieC' = C’;», teremos o sequinte isomorfismo:
i€Z jez
Homgr'y (C,C") ~ H (Hom(C;, C"))
i+j=n

tal que f— {f]}itj=n, sendo f] a restri¢io de f a C;. Lembrando que estamos convencionando
Y = Cl;e d7 = d_;. Identificaremos esses dois mddulos por meio desse isomorfismo. Fizados

i,7,n € Z, tal que i 4+ j = n, temos os sequintes homomorfismos:

[T Hom(Co. O oy 09) —> Hom (G, €'9)

r+s=n—1
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(resp_ H (HOm(CT7C/S))pM)H0m(Ci7O/j—l) _—> HOm(C»L‘,C,j) )

r+s=n—1
Onde pr(,s) € a projecao canonica e o seqgundo homomorfismo é dado por f — (—=D)"f od;

(resp. g+ d'7 o g). Esses homomorfismos induzem o sequinte:

[T Hom(C.C™) . yomc,, o)
r+s=n—1

tal que {f7}rysmn_1 > d7 o fI71 4 (=1)"f7_ | od;. Que por sua vez induz:

[I Hom(c,.c™) ot ] (Hom(Ci,CY))

r+s=n—1 i+j=n
tal que D/n_l({fsr}ﬂrs:nfl) = {d,j © fijil + (=" ij—l o di}iJrj:n'
Afirmacdo: D'™ o D' = 0.

De fato,

D" o Dn_l({f;}rﬁeznfl) = Dn({d/j © fz'j_l + (_1)nfz‘j—1 © di}iJrj:n) =
D™({d"” o fi™ }ivjmn) + (=1)"D"({fI_1 0 di}itjen) = {d" 0 d" " o fi724
(=)™ d" o fil od. b iqamnyr + (—1)™{d" o fiz{od. + (—1)" T fl_y0dist 0d it =

(_1)n+1{d,t o f;j o dz}t+Z:n+1 + (_l)n{dlt © f;:} o dz}t+z:n+1 =0

Observe que com a identificagio Homgr’ (C,C") =~ H (Hom(C,C")), D™ se identifica a
i+k=n
aplicagio f — d' o f + (—=1)"*1f od, uma vez que temos as identificacdes d’ o f <+ {d'"* o f¥}isr=n

e fod e {ff oditryizn-

Definigao B.4.1. O complexo (Homgr(C,C"), D’), tal que Homgr (C,C") = @ Homgr'; (C,C")
nez
e D' =®D"™, é chamado de complexo de homomorfismos de C em C'.

Sejam {My}Yacr € {Nsg}pes duas familias de A-mddulos. Se M, = @MM, Ng = @ngk

€L kEZ
€ Jai * Moy — @Ma, prg : HNB — Ng denotam a injecao e a projecdao canonicas, re-
a 8
spectivamente, entdo fF prf3 o fk o jai € um homomorfismo de Hom(@ Mm-,HNg) em
« B

Hom(Mai,Ng). Assim sendo, ele induz o homomorfismo {fF}itr=n — {pr’ﬁC o f¥ o jaititk=n

de H (Hom(@ Mai,HNg)) em H (Hom(Mai,Ng)). Esse por sua vez induz
i+k=n a B i+k=n
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@":Homng(@Ma,HNg): H (Hom( @MM,HNﬁ —>H H (Hom( Maz,Nﬁ)))
o 8

i+k=n afl it+k=n

[T (Homgriy(Ma, Na)), tal que ¢ ({f¥}iskmn) = {{pr 010 ur}istn}p. Finalmente, poderos
aff
definir o homomorfismo graduado de grau zero, ®™ de HomgrA(@ My, HNg) em

a 3

l—I(HomgrA(Ma7 Ng)).
af

Proposigao B.4.1. O homomorfismo ®¢", definido acima € um isomorfismo de complexos.

Demonstracao:

Dizer que {{prg o fFojaititjmntas =0 € 0 mesmo que dizer que:

prio fFojai =0,Ya € VB € JVki/k+i=n

Se Zaoeijai(zai) € @Mai; entao:
{yg}ﬂ = fzk(z a’aijai(xai)) = Zaaifzk(jai<xai)) =
U5 =" aaiprh o fF(jai(ra) = 0= 0 = {yh}s = () taijoi(zar) =

fzk =0= {fik}i+k:n =0

Logo, o™ € injetiva¥n € Z e por consequinte, D™ € injetiva. Seja, agora, hﬁ € Hom(My,;, N/’;)

/i+k=mn. Se j’ﬁ’C : Ng — GBN;;C denota a injecdo canoénica, entao considere o homomorfismo:
B

@a(H hERY = fF de em @Ng — l_INéc Temos que:
B B B

pri o fF o jai(zas) = pri o (@a(H hE%)) 0 jai(Tai) H hor (2ai) = pri{RoY (wai) Yoes = Moy (Tas)
B

Assim sendo, se h = {{hgf}i+j:n}a5 € HHomgrﬁ(Ma,Nﬁ), entio h = " ({fF}ivr=n),
af
onde os f¥ sdo como acima. Disso resulta que @™ é sobrejetiva ¥n € Z. Consequentemente, ®@"

€ sobrejetiva.

Sejam D' e D;B as diferenciais de Homgmd@ MQ,HNg) e Homgra(M,, Ng), respectiva-

a 8
mente. Temos que:

HD {f Vitk=n) HD {{prﬁof O Jaititk=ntap) =
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{D;";a({prfa 0 fF 0 juitivk=n)}ap = {{dgC o (prg_l o fF71 0 jui)+

(—1)"“(177“/]3 0 fF 1 0dai-1)0daitithenti}as

Por outro lado:

"0 DM ({fFYisnmn) = 0" AT ) 0 5 4+ (1) 0 (adad) bishmntn) =
B

‘Pn—H({(H dg“) © fz‘kil}i+k:n+1) + (_1)n+1@n+1({f1‘k—1 o (@adai>}i+k:n+1) =
B

{{prf o (J[d&) o 157" 0 daitivkmntitas + (=" {{prf o f£1 0 (Badai) © jai1 }ith=nt1}ap =
B

{df o (pry~" o £ 0 joi) + (=1)" T (pr§ o f121 0 jai-1) © dai ith=n}ap
Q.E.D.

Lema B.4.1. Sejam M, N e P A-mddulos. Existe um isomorfismo:

Hom(M ®4 N; P) ~ Hom(M; Hom(N; P))

Demonstracao:

Para cada f € Hom(M ®4 N; P) existe um tdnico homomorfismo g que faz o diagrama:

M®a N

onde n é a aplicagao canonica, comutar. Considere a aplica¢do:

w: Hom(M ®4 N; P) — Hom(M; Hom(N; P))

tal que o(f)(x)(y) = g(x,y), onde g € como acima. Da mesma forma, para cada h €

Hom(M; Hom(N; P)) podemos definir a aplicagao:

0:MxN—P
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tal que O(x,y) = h(x)(y). Uma vez que 6 é claramente A-bilinear, podemos definir o dnico homo-

morfismo &, que faz o diagrama:

M®as N

comutar. Assim sendo, considere a aplicagdo:

¥ : Hom(M; Hom(N; P)) — Hom(M ®4 N; P)

tal que Y(h) =&, onde € € como acima. Observe que:

pop(h)(x)(y) = P(h)(z @y) = h(z)(y) = woy(h)(z) = h(x) = po(h) = h

Yoou(f)lz@y)=p(f)@)(y) =flz@y)=>Yop(f)=f
Q.E.D.

Proposicao B.4.2. Sejam (C,d), (C',d') e (C”,d") complexos. Existe um isomorfismo de com-

plexos:

Homgr4(C @4 C';C") =~ Homgr a(C; Homgra(C'; C"))

Demonstracao:
Seque do lema B.4.1 que para cada terna de inteiros (p,q,r) existe um isomorfismo de A-

modulos:

Hom(Cy ®4 Cy; C'") ~ Hom(Cy; Hom(C}; ')

Do coroldrio A.1.2 e da proposi¢cdo B.4.1, temos os sequintes isomorfismos de A-mddulos:

1

H Hom(Cp ®a C(;;C”") o~ H Hom(Cp; Hom(C;C' 7)) =
p+qg=m prq=m

1"

Hom( @ [Cp, @4 Cl;CT) H Hom(Cp;Hom(C;;C/m)):>
pt+q=m prq=m
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H Hom([C ®4 C')p:C'7) ~ H [ H Hom(C’p;Hom(C;;C”T))]:B

m+r=n m+r=n p+q=m

[1 Hom(C®aClmiC )= [ | I Hom(Cps Hom(CL;C™™))) =

mr=n mAp=n gfr=m

[T fonConcluec™) =TT stoniy T] sronCic") =
m+r=n mtpen eirmm

Homgr(C @4 C';C") =~ Homgry (C; Homgr 4(C'; C"))

Se o, € tal isomorfismo, entdo podemos definir o isomorfismo de A-mddulos:

Dn 1 Homgra(C @4 C';C") — Homgr a(C; Homgr 4(C'; C™))

Sejam D, D', D" e D* as diferencias de Homgra(C®4C’; C"), Homgr a(C; Homgr 4(C'; C")),
C®aC" e Homgra(C';C"), respectivamente. Se xz; € C; e y; € C}, entdo:

D" o u(f)(@i)(ys) = D" 0 n(f) (@) (ys) + (=1)" " 0 pn(f) 0 d(wi)(y;) =

d" o on(f)(@) () + (1" pn(f)a:) o d () + (—1)" M (f) 0 dw:) (y;) =

d™o f(z; ®y;) + ()" f(a; @ d(yy)) + (1) f(di(@) @ ;)

@nt10 D" ()(2:)(y) = pnr1(d o f+ (=1)" T f o D")(x:)(y;) =

[d o f+ (-1 foD"|(x;@y;) =d o f(z; ®y;) + (~1)"f o D'(z; ®y;) =

1

=d "o f(z;@y;) + (=1)" fo(di(w:) @y;) + (=1)" " fo (2 ® dj(y;))
Q.E.D.

Proposicao B.4.3. Seja (C,d) um complexo. Existe um isomorfismo:

Homgra(A;C) ~C

de complexos.
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Demonstracao:

Considere, para cada n, o isomorfismo canonico:

on : Homy(A4;C") — C™

Tais isomorfismo induzem o sequinte:

@on : Homgra(A;C) — C

Observe que:

d" o i1 (f) = d"(f(1)) = (d" o f)(1) = ¢n 0 D"(f)
onde D é a diferencial de Homgra(A4;C).
Q.E.D.
Proposicao B.4.4. Seja:
o —=c—=c"

uma sequéncia exata de morfismos e complexos. Se P € um complexo projetivo e I € um

complexo injetivo, entao as duas sequéncias:

Homgr 4(P,C") —“> Homgr 4(P, C) —~> Homgr A(P,C")

Homgra(C”, 1) s Homgra(C,I) —s Homgra(C',I)

de morfismos e complexos, onde U(f) = wo f (resp. U(g) = vog) e v(h) = howv (resp.

u(s) = sou), sdo exatas.

Demonstracao:
sejam ji : Cl — C', §; : C; — C e j!' : C! — C" as injegdes candnicas e u; (resp. v;) a
restrigao de u a C| (resp. de v a C;).
Afirmacao 1: Para cada i a sequéncia:
u;

..
s oy i o

€ exata.
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De fato, temos que o sequinte diagrama:

Uq Uy
Cl s 0 sy

ijé lji ljil

' ——=C——=C"

€ comutativo e tem a seqgunda linha exata. Assim sendo, temos:

yi = ui(w;) = Ji(yi) = ji o wi(ws) = Ji(ys) = wo ji(x;) =

voji(yi) =0=jiovi(y)) = 0= vi(y;) =0

vi(yi) = 0= ji' owi(y;) =0=wvoji(y;) =0=

32 € O'/jilys) = ulz) = Gilw) = u(S 32 = 3 i), 2 € Ch =

1€EZ 1E€EZL

Jilyi) = ZU o ji(zi) = Ji(yi) = wo ji(z:) = ji(yi) = Ji o wi(yi) = yi = wi(w;)
i€z

Fizados i,n € Z, para cada k € Z, tal que i + k = n, temos que as sequéncias:

Hom(Py, C") s Hom(Py,C?) v Hom(Py, C"")

Hom(C!, I¥) —"~ Hom(C;, I*) —> Hom(C!, I*)

sdo exatas, desde que P é projetivo e I € injetivo. Sendo u'(fi) = u'o fi (resp. vi(gi) = viogl)
e U;(hY) = hE o (resp. ;(s¥) = s¥ ow;). Dessa forma, elas definem as seguintes sequéncias

exatas de mddulos e homomorfismos:

[T EHomp, ) O ] (Hom(Py,C%)) 1. [ (Hom(P,C"))
k+i=n k+i=n kb

[T Hom(cy 1%) Mo TT (Hom(Ci, 1%)) o [T (Hom(C},1%))
k+i=n k+i=n k+i=n

Afirmacao 2: Os seguintes diagramas:
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Homgr (P,C") v Homgr" (P,C)

L
H (Hom(Py,C")) 1w H (Hom(Py,C"))
i+k=n 1+k=n

Homgr (C", 1) - Homgr™ (C, 1)

lw l o

[T (Hom(cl, 1) 15 ] (Hom(Ci, 1%)
1+k=n i+k=n

onde os homomorfismos verticais sao os que identificam tais médulos, sdo comutativos.

Demonstraremos apenas o primeiro, o sequndo, sendo demonstrado de forma totalmente andloga.

" ou(f) =" (wo f) ={(uo fitith=n = {u' o fi}itk=n

Sendo (uo f)i : Py — C* (resp. fi) o homomorfismo que tem por grdfico a restrigio do
grifico dewo f (resp. f) a Py. Observe que, desde que f tem grau -n e u tem grau zero, temos que

wo f tem grau -n e portanto, (uo f)i(Py) C C".

(T o ¢ () = QT u){f Y ivrmn) = {0 (fD) Yivhmn = {u’ 0 fi}ith=n

Que as sequéncias sao exatas, seque do lema A.1.8. Falta demonstrarmos que os homomorfis-
mos sao morfismos. Demonstraremos, por exemplo, o caso @, os demais sendo andlogos. Sejam

D’ e D" as diferencias de Homgr™ (P,C") e Homgr'i (P, C), respectivamente. Temos que:

G0 D' (f) = a(der o f + (=)™ fodp) = uoder o f + (=1)" ' uo fodp

D" ou(f) = D"™(uo f) = doouo f+(~1)"uo fodp =uoder o f + (~1)" uo fodp
Q.E.D.

Teorema B.4.1. Sejam M um A-mddulo e (R,f) uma resolugdo (d direita ou a esquerda) de M.
Se P é um complexo projetivo e I um complexo injetivo, tais que P; =0, Vi <0 e I¥ =0, Vk <0,

entao f e f, as duas como na proposicéo anterior, sao homologismos.
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Demonstracao:

Considere a sequéncia exata:

0— > Ker(f) ——>R—1>n 0

de morfismos e complexos (vide afirmagdo 1 do teorema B.3.1). Pela proposi¢ao anterior,

temos que as sequéncias de complexos e morfismos:

0 — Homgra(P, Ker(f)) i Homgra(P, R) I, Homgra(P,M) ——0

0 ——= Homgra(M,I) —f> Homgra(R,I) L Homgra(Ker(f),I) —0

sao exatas. Pelo coroldrio B.1.1, existem duas sequéncias exatas:

G L. IWH o "4 (0)
= H"(H(P,R)) —> H"(H(P,M)) —> H""(H(P, Ker(f))) —> =

H" (i) ~ o™ (f.4) ~ H" ()

D e, 1) L A e (), 1) e (7, 1)

onde ﬁ(C’, C") = Homgr s (C,C"). Dessa forma, € suficiente demonstrar que
H(Homgra(P,Ker(f))) =0 e H(Homgra(Ker(f),I)) =0.
Sejam g € Z"(Homgra(P, Ker(f))) e D' a diferencial de Homgra(P, Ker(f)), temos que:

D'(g) =0= dger(py o9+ (—1)"godp =0=dgerpy o9 =go ((—1)"dp)

Agora observe que (P',(—=1)"dp) é um complexo, onde P' = @ Pl e P! = Puin, Vm € Z,
meZ
que tem por mddulos de bordos, ciclos e homologia os mesmos de (P,dp). Dessa forma, g é um

morfismo de (Ker(f),dgers)) em (P',(=1)"dp). Desde P; =0, Vi <0, temos que g; = 0, Vi <0,
onde g = {gi}iez, 9 € Hom(P;, Ker(f)"~%). Assim, g é um morfismo que prolonga o sequinte

diagrama:

—n 0 0

| |

e Ker(f) —— e > Ker(f) -y ——> Ker(f)—n_1 — Ker(f)_n_s —> -

Desde que H(Ker(f)) = 0 (vide afirmagdo 1 do teorema B.3.1) e o morfismo identicamente

nulo claramente prolonga tal diagrama, seque da proposi¢ao B.2.1 que existe um homomorfismo:

h:P = EBP;n — Ker(f) = @Ker(f)m

meZ mEeZ
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de grau 1, tal que g = dger(ry © h+ho ((—=1)"dp) = dger(sy o h + (=1)"hodp. Agora, dizer que

h é um homomorfismo de grau 1 entre P' = @ P e Ker(f) = @ Ker(f)m, € o mesmo que
mEeEZ meZ

dizer que h é de grau 1-n entre P = @ P, e Ker(f) = @ Ker(f)m. Assim sendo, g = D'(h)
MEZL mEZ
e portanto H(Homgra (P, Ker(f))) = 0.

Sejam h € Z"(Homgra(Ker(f),I)) e D*** a diferencial de Homgra(Ker(f),I), temos que:

D**(h)=0=djoh+ (=1)"""hode. ;) = 0= ((—1)"d;) o h = hodger(y)

Observe que (I',(—1)"dy), onde I' = @ I' e I'™ = ™" ¢ um complezo, que tem por
meZ
mddulos de bordo, ciclos e homologia o mesmo de (I,dy) (deslocados por grau -n). Assim sendo,

h é um morfismo entre os complexos Ker(f) e I'. Desde que I* = 0, Vi < 0, temos que h* = 0,

Vi <0, onde h = {h;}icz, hi € Hom(Ker(f);, I"*). Assim, h prolonga o sequinte diagrama:

o Ker(£) 7 e Ker(f) 7 e Ker(f) e e Ker(f)

L

0 I/—'fl e I/77L

Desde que o morfismo nulo também prolonga tal diagrama, seque da proposi¢ao B.2.2 que eziste

um homomorfismo:
s: Ker(f) — T

de grau -1 (visto nas graduagoes I' = @I’m, Ker(f) = @Kﬂ(f)m e grau 1 visto nas

mEZ meZ
graduagoes I' = ED I, Ker(f) = @ Ker(f)m), tal que h = ((—1)"dy) 0 s + 8 0 djer(y). Dizer
MEZL meZ
que s ¢ de grau -1 entre Ker(f) = @ Ker(f)™ el = @ I'™ ¢ equivalente a dizer que s €
MEZL meZ

Homgr'y ' (Ker(f),I), o que implica que h = D***((—1)"s) e portanto H(Homgr’(Ker(f),I)) =
0.

Q.E.D.

Corolario B.4.1. Sejam Py; uma resolugdo de M e Ry uma resolucao de N. Se Py; € projetiva

ou Ry € injetiva, entdo:

Exta(M,N) ~ H(Homgr(Py, Rn))
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Demonstracao:

Observando que L(M) é projetivo e I(N) € injetivo, temos a sequinte cadeia de isomorfismos:

Exty(M,N)= H(Homgra(L(M),I(N))) ~ H(Homgra(L(M),N)) ~

H(Homgra(L(M), Rn)) ~ H(Homgra(M, Rx)) ~ H(Homgra(Pu, Rn))

se Ry for injetivo, ou:

Exta(M,N) = H(Homgra(L(M),I(N))) ~ H(Homgra(M,I(N))) ~

H(Homgra(Py, I(N))) ~ H(Homgra(Pu, N)) ~ H(Homgra(Py, Ry))
se Py for projetivo.
Q.E.D.

Definicao B.4.2. Sejam M e N dois A-mddulos, (L(M),pnr) a resolucao livre candnica de M e
(I(N),en) a resolucdo injetiva candnica de N. Chamamos de mddulo de extensio de N por M ao

A-mddulo:
Exta(M,N) = H(Homgra(L(M),I(N)))

Ao A-médulo Ext’y(M,N) = H,(Homgr(L(M);I(N))) chamamos de n-ésimo mddulo de ex-

tensao de N por M. Fica claro que Exts(M,N) = @Emtﬁ(M, N).
neL

Proposigao B.4.5. Ext’y(M,N) = 0, Vn < 0 e Ext% (M, N) ¢ isomorfo (como A-mddulos) a
Hom(M,N).

Demonstracao:

Seja f € Homgr (L(M),I(N)), com n < 0. Isso significa que f(Ly,(M)) C I"™™™, ¥Ym € Z.
Se m > 0, entao n —m < 0. Dessa forma, f(Ly,(M)) = 0, uma vez que I*(N) = 0, Vs <
0. Sem < 0, entio f(L,(M)) = 0, uma vez que L.(M) = 0, Vr < 0. Assim sendo, temos
Homgri (L(M),I(N)) =0 e com maior razdo Ext’y(M,N) = 0.

Seja:

f € Z°(Homgra(L(M),I(N))) ~ H*(Homgra(L(M),1(N)))

pois BY(Homgra(L(M),I(N))) =0. Temos que D'(f) =0, onde D' é a diferencial de
Homgra(L(M),I(N)). Dessa forma, seque que:

dynyo f—fodpary=0=dynof=fodrn
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Assim sendo, seque que f € um morfismo entre L(M) e I(N). Pela proposi¢ao B.1.1, temos

que:
F(Bo(L(M))) € B (I(N)) = 0 = Ker(pu) C Ker(f)

Assim, podemos definir o (inico) homomorfismo f', tal que o diagrama:

L(M) —L~ 1(V)

e

M

é comutativo (coroldrio A.2.2). fsendo um morfismo, temos também que f(Zo(L(M))) C Zo(I(N)),
mas Zo(L(M)) = Lo(M), Zo(I(N)) =im(en) e f'(M) = f(Lo(M)). Dessa forma, temos f'(M) C

im(en) e assim podemos definir o (inico) homomorfismo f*, tal que o diagramas:

M ——I(N)
A
N

é comutativo (Lembrando que N ~ en(N)). A aplicagio f — f* é claramente um homomorfismo.

Observe que:
ff=0=f=0=f=0

logo o homomorfismo f — f* € injetivo. Seja g um homomorfismo de M em N. Defina f =

evogopy de L(M) em I(N). Observe que:

drnyof = (dynyoen)ogopu =00gopy =0

fodran =enxogo(prnodrny) =enogo0=0
Dessa forma, f € Zo(Homgra(M,N)). Assim sendo, temos que f' é tal que:
fropu=f=enogopu
Como pyr € sobrejetivo, seque que f' = en o g. Temos ainda, que f* ¢ tal que:
enof =f =eyog

como ey € injetiva, seque que f* = g. Dessa forma, o homomorfismo f — f*, onde f € a classe

de f, € um isomorfismo.
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Q.E.D.

No que segue, identificaremos Ext%(M,N) com Hom(M,N), por meio do isomorfismo da

proposicao anterior, que nao passa do homomorfismo f»—> f*, tal que f =eno f*opy.

Proposicao B.4.6. Sejam M, N A-mddulos, (L(M),py) a resolugdo livre canénica de M e

(I(N),en) a resolugao injetiva canonica de N. A aplicagdo:
oy Homgra(M,I1(N)) — Homgra(L(M),I(N))

(resp. ex : Homgra(L(M),N) — Homgra(L(M),I(N))), tal que f — foppr (resp. h — enoh),
induz um isomorfismo de H(Homgra(M,I(N))) (resp. H(Homgra(L(M),N))) em Exts(M,N).

Demonstracao:

Segue direto do teorema B.4.1.
Q.E.D.
Corolario B.4.2. Sejam M e N A-mddulos. temos que:
Ann(M) + Ann(N) C Ann(Exta(N, M))

Demonstracao:

Sejam (L(N),dr) e (I(M),dr) as resolugées candnicas projetiva e injetiva (respectivamente)
de N e M, respectivamente. Se f € H(Homgra(L(N),M)) e a € Ann(M), entio a(f) = af = 0.
Se § € H(Homgra(N,I(M))) ebe Ann(N), entio b(g) = bg = 0. Como

H(Homgra(L(N),M)) ~ Exts(N,M) ~ H(Homgr (N, I(M)))
segue que Ann(M), Ann(N) C Ann(Exta(N, M)).
Q.E.D.
Corolario B.4.3. Sejam M e N A-mddulos. Se M € projetivo ou N € injetivo, entdo:
Exty(M,N)=0
Vn > 0.

Demonstracao:

Considere M (resp. N) como complexo a diferencial nula e seja (Par, far) (resp. (Rn, fn)) a
resolu¢do de M (resp. N), tal que Pyy = M (resp. Ry = N) e far (resp. fn) restrito a Ppyro = M
(resp. Pno = N) € a identidade. Se M € projetivo ou N € injetivo, seque que Py € projetiva
ou Ry € injetiva. Pelo coroldrio anterior, seque que Exts(M,N) ~ H(Homgra(M,N)), mas
H(Homgra(Puy, Ry)) =0, Vn #0.
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Q.E.D.

Coroldrio B.4.4. Sejam {Cq}aca € {Chlpen duas familias de A-mddulos. Erxiste um isomor-

fismo:

[[ Exta(Ma, N3) ~ Exta(E Mo, [] No)
af «@ B

Demonstracao:

O isomorfismo requerido seque da composi¢ao dos isomorfismos:

[1 Eata(Ma, Ng) ~ [ [(J] Exta(Ma. Np) ~ [[(J ] H(Homgra(L(M,), Np))) ~

af a B a B

[T(H (T Homgra(L(Ma), No))) = [](H (Homgra(L(Ma), [T Na))) ~
8

« B [

[ Exta(Mo, [T Ns) = [ [(H(Homgra(Ma, I(] ] Ns)))) ~
[eY B «a B

H([] Homgra(Ma, I Ns))) = H(Homgra(@ Ma. I([ Ns)))

B B

~ Exta(@) Mo, [ Ns)
a B
Que sao candnicos ou extensoes a produto de isomorfismos jd considerado.
Q.E.D.

Teorema B.4.2. Seja:

u v

0 M’ M M 0

uma sequéncia exata de modulos e homomorfismos. Para todo A-mddulo N, existe uma familia de

homomorfismos que torna a sequéncia:

0 — Hom(M",N) —“—~ Hom(M,N) —>> Hom(M', N) — Eat'(M",N) —

o —— Ext%(M",N) —— Exty(M,N) —— Exty(M',N) —— Eo:tﬁ""l(M",N) —

exata.
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Demonstracao:

Desde que I(N) € injetivo, seque da proposicao B.4.4 que a sequéncia de morfismos e complexos:
0——= Homgra(M", I(N)) —> Homgr (M, [(N)) — Homgra(M’, [(N)) —= 0

€ exata.

Dessa forma, seque do coroldrio B.1.1, a existéncia da sequéncia exrata:
 ——= H"(H(M,I(N))) —= H"(H(M',I(N))) —= H""(H(M", [(N))) —> -

onde fAI(C', C") = Homgrs(C,C"). Assim sendo, defina a famdlia de homomorfismos, de tal forma

que o diagrama:

== H"(H(M, I(N))) —= H™(H(M', I(N))) —= H"*Y(H(M", I(N))) —> -

| | |

- ———> Eat’{(M,N) —— Eat’y(M',N) —— Eat" (M",N) —— --

onde as linhas verticais sao dadas pelos isomorfismos definidos na proposicio B.4.6, seja comu-
tativo. Como a primeira linha do diagrama acima € exata, seque do lema A.1.3 que a segunda
também é.

Falta demonstrar que com a identificagio Ext% (M",N) = Hom(M",N) (resp. Ext%(M,N) =
Hom(M,N)), o homomorfismo definido acima entre Hom(M" ,N) e Hom(M,N) € .

Sejam ¢ tal homomorfismo e g € Hom(M",N). Temos que 3f € Z(Homgra(L(M"),I(N)))

/g =(f)*. Sejan o homomorfismo que faz o diagrama:

H(v
HO(Homgra(M", I(N))) " HO(Homgr (M, I(N))
H(zﬂ»ﬁ)i lH(W)
Exzt%(M",N) - Ext% (M, N)

comutar. Temos que:

o~ ~

n(f) = H(par) o H(®) o (H(par)) " (f)

onde f denota a classe de f. Pela proposi¢ao B.2.3, existe um morfismo de complezos L(v), tal

que:
vopy = pur o L(v)
Afirmacgao:O sequinte diagrama:

Homgra(M",I(N))) - 5 Homgra(M,I(N))

Darr i lﬁﬁ

Homgra(L(M"),I(N)) ﬁ) Homgra(L(M),I1(N))
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é comutativo.

De fato, temos que:

Pt 0 B(h) = hov o pay = h o pasn o L(v) = L(v) o pre(h)
Dessa forma, temos que:

H(pn 0 0) = H(L(v) o prrv) = H(par) o H(v) = H(L(v)) o H(par-) =

H(L(v)) = H(par) o H(®) o (H(parr)) ™"

Assim sendo, temos que:
n(f) = HL@)(F) = fo L(v)

Por construcao, ¥ € o homomorfismo que faz o diagrama:

Ext(M",N) —— Ext% (M, N)

| |

Hom(M" N) L>H0m(]\4,]\7)

onde 0s homomorfismos verticais sao dados por f — f*, f* como na proposi¢cao B.4.5, comutar.

Temos que:

Observe que:
eyogovopy =eyogopyroL(w)=foLw)=eyo(foL({)) opu
Da sobrejetividade de pp; e da injetividade de ey, seque que:
¥(g) = (fol) =gov=0(g)=¢=0
O caso u ¢é totalmente andlogo.
Q.E.D.

Teorema B.4.3. Seja:

u v

0 N’ N N 0

uma sequéncia exata de médulos e homomorfismos. Para todo A-mddulo M, existe uma familia de

homomorfismos que torna a sequéncia:
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0 — Hom(M, N') —“~ Hom(M, N) —> Hom(M, N") — Ext}(M,N') —

o —— Eat}(M,N') — Eat’y(M,N) — Ext},(M,N") — Ext"*'(M,N') —— -
exata.

Demonstracao:
Desde que L(M) € projetivo, seque da proposi¢ao B.4.4 que a sequéncia de morfismos e com-

plexos:
0 ——> Homgra(L(M), N') —> Homgr(L(M), N) —= Homgr(L(M),N") —0

€ exata.

Dessa forma, seque do coroldrio B.1.1, a existéncia da sequéncia exata:
+——= H"(H(L(M), N)) —= H"(H(L(M),N")) — H" "} (H(L(M), N")) —> -

onde ﬁ(Q C") = Homgrs(C,C"). Assim sendo, defina a famdlia de homomorfismos, de tal forma

que o diagrama:

== H"(H(L(M),N)) — H"(H(L(M),N")) —>= H™'(H(L(M), N')) —> -

| | |

o —— Eat’y(M,N) ——— Eaty(M,N") ——— Ext""'(M,N') —— -

onde as linhas verticais sdo dadas pelos isomorfismos definidos na proposi¢io B.4.6, seja co-
mutativo. Como a primeira linha do diagrama acima é exata, seque do lema A.1.3 que a se-
gunda também é. Falta demonstrar que com a identificacio Exty (M, N') = Hom(M,N') (resp.
Ext%(M,N) = Hom(M,N)), o homomorfismo definido acima entre Hom(M,N') e Hom(M, N)
é u.

Sejam ) tal homomorfismo e g € Hom(M,N'). Temos que 3f € Z(Homgra(L(M),I(N")))
/g =(f)*. Sejan o homomorfismo que faz o diagrama:

HO(Homgra(L(M), N')) "> HO(Homgr A(L(M), N))

H(ezw)l lH(ez\r)

Ext% (M, N") . Ext% (M, N)

comutar. Temos que:

~

n(f) = H(ex) o H(a) o (H(en)) " (f)
onde f denota a classe de f. Pela proposi¢ao B.2.4, existe um morfismo de complexos I(u), tal que:

eyou=I(u)oen
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Afirmacgao: O sequinte diagrama:

Homgra(L(M),N")) —~ Homgra(L(M),N)

Homgra(L(M),I(N")) ﬁ) Homgra(L(M),I(N))

€ comutativo.
De fato, temos que:
evot(r)=eyouor=1I(u)oey or=1I(u)oen (r)
Dessa forma, seque que

H(ew) o H(w) = H(ew ow) = H(I(w) o ) = H(I(w) o H(ew) =

Assim sendo, temos que:

o~ _ o~ —

n(f) = H(I(u))(f) = I(u)o f
Por construcao, ¥ € o homomorfismo que faz o diagrama:

Ext%(M,N') —= Ext%(M,N)

l |

Hom(M, N') —~ Hom(M, N)

onde os homomorfismos verticais sao dados por f — f*, com f* como na proposicio B.4.5,

comutativo. Assim sendo, temos que:

Agora observe que:
eyouogopy =I(u)oenrogopy =1I(u)of=enxo(I(u)of) opy
Da sobrejetividade de pyr e da injetividade de ey, seque que:
blg) = (I(w) o f) =uog=Ti(g) =¥ =17
O caso U € totalmente andlogo.

Q.E.D.
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Corolario B.4.5. Sejam M e N A-mddulos. Se Exth(M,N) = 0, entdo para toda sequéncia

exata:

u v

M M 0

0 M’
de A-mddulos e homomorfismos, a sequéncia:
0 — Hom(M, N) —> Hom(M',N) —“> Hom(M",N) — 0

€ exata. E para toda sequéncia exata:

u

0 N N

v

N’ 0
de A-mddulos e homomorfismos, a sequéncia:

0 — Hom(M, N) —%> Hom(M, N") —~> Hom(M,N') — 0
é exata.

Demonstracao:

Consequéncia direta dos teoremas B.4.2 e B.4.3.
Q.E.D.

Corolério B.4.6. Seja M um A-mddulo. Se Exty(M,N) =0 para todo A-mddulo N, entio M é

projetivo.

Demonstracao:

Imediato a partir do coroldrio B.4.5.

Q.E.D.

Corolério B.4.7. Seja N um A-mddulo. Se Exth(M,N) =0 para todo A-mddulo M, entdo N é

mjetivo.

Demonstracao:

Imediato a partir do coroldrio B.4.5.
Q.E.D.

Corolario B.4.8. Seja:

0 N R, Ry -1 Ry M 0

141



uma sequéncia exata de A-mddulos e homomorfismos. Se R;, 1 < i < n, € injetivo (resp. projetivo),

entdo para todo A-mddulo P, temos:
Ext}(P,M) ~ Ext}""(P,N)
(resp. Ext®(N, P) ~ Ext"y™ (M, P)), ¥m > 1.

Demonstracao:

Fagamos indugdo sobre n. Supondo n =1, temos a sequinte sequéncia exata:

0 N Ry M 0

do teorema B.4.3 (resp. teorema B.4.2), seque que a sequéncia:

0 — Hom(P,N) —— Hom(P, R;)

Hom(P, M) —— Ext}(P,N) — (B.11)

+ — Ext}(P,Ry) — Eat’}(P,M) — Ext’y*'(P,N) — Eaty "' (P, Ry) — -
(resp.

0 — Hom(M,P) —— Hom(Ry, P)

Hom(N, P) —— Extly (M, P) —— (B.12)

s ———> Extg(Rl,P) —— El’tg(N, P) —— E.’EtZH_l(M, P) e Ea?tz+1(R1,P) — >

) também é exata. Onde os homomorfismos que ndo aparecem no diagrama acima, sio dados por
tal teorema. Como Ry € injetivo (resp. projetivo), seque do coroldrio B.4.3, que Ext’y(P,Ry) =0
(resp. Ext}(Ry,P) = 0), Ym > 0. Concluimos da sequéncia B.11 (resp.sequéncia B.12) que
Ext}(P,M) ~ Exty"'(P,N) (resp. Ext}(N,P) ~ Ext}"™ (M,P)), Ym > 1. Suponha que o

resultado € valido para n > 1, e seja:

fnt1

0 N Rn+1 Rn Rn—l Rl M O

uma sequéncia exata, tal que R; € injetivo (resp. projetivo) para todo i, 1 < i < n+1. "Quebre-

mos”tal sequéncia nas duas sequintes:

0 N Ryi1 im(fn41) —0

fnt1

0—— im(fnJrl) R, R, Ry M 0
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que sao também exatas. Da primeira dessa duas sequéncias e da parte inicial do argumento, temos
que Exty TP, N) o~ Extt ™ (Pim(fns1)) (resp. Exty(N, P) =~ Ext? ™ (im(fny1), P)), VP e
Vm > 1. Da sequnda e da hipétese de indugdo, concluimos que Ext™y (P, M) ~ Ext"y ™™ (P,im(fn+1))
(resp. Exty (M, P) ~ Exty  (im(fas1), P)), VP e ¥m > 1. Compondo esses dois isomor-

fismos, seque o resultado.

Q.E.D.

Corolario B.4.9. Seja:

0 N R, Ry Ry M 0

uma sequéncia exata de A-mddulos e homomorfismos. Suponha que cada R;, 1 <1i < n, € injetivo.

Se N ¢€ injetivo, entao M também é.

Demonstracao:
Se N € injetivo, seque do coroldrio B.4.3 que EmtT‘l(P, N) =0, VP. Assim sendo, temos pelo
coroldrio B.4.8 que Exty(P,M) = 0. O resultado seque do coroldrio B.4.7.

Q.E.D.

Corolario B.4.10. Seja:

0 N R, Ry Ry M 0

uma sequéncia exata de A-mddulos e homomorfismos. Suponha que cada R;, 1 < i < n, € projetivo.

Se M € projetivo,entao N também €.

Demonstracao:
Se M ¢ projetivo, seque do coroldrio B.4.3 que EQL'tZH(M7 P) =0, YP. Assim sendo, temos
pelo coroldrio B.4.8 que Exty (N, P) = 0. O resultado seque do coroldrio B.4.6.

Q.E.D.

Proposicao B.4.7. Sejam A um anel noetheriano e M um A-mddulo finitamente gerado. Para

todo A-mddulo N, finitamente gerado os A-mddulos Ext’y(M,N) sdo noetherianos.

Demonstracao:

Pela observacao feita ao teorema B.2.1, existe uma resolucdo:

d d
2 Rl 1 RO p M 0

de M, tal que cada R;, i > 0, € livre e finitamente gerado. Pelo coroldrio B.4.1 temos que

Ext"(M,N) ~ H"(Homgra(R, N)), onde estamos considerando (N,1n) uma resolu¢do de N.
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Afirmagao: Hom(R,, N) € finitamente gerado para todo n.

De fato, sejam {ein}i_y uma base de R, e {x;}i_; um sistema de geradores de N. Defina o

homomorfismo:

i Ry — N

T
tal que Z(Z Ain€in) = ainxj. Observe que Z estd bem definida, pois:
i=1

T

r
E AinCin = E binein = Qip = binavZ = Aindj = binxj
=1 =1

n

claramente os f}3’s sio homomorfismos. Seja agora, " € Hom(R,,N). Temos que:

fn(z ainein) = Z ainfn(ein)
i=1 i=1

S
Se f(ein) = Zb?jxj, entao:
j=1

I T
fn(z ainein) = Zb?jainmj = Z bz Z(Z ainein) = f"= Z bezr;
i=1 i,J i,J i,J

i=1

Desde que, Homgr (R, N) ~ Hom(R,, N), seque que Homgr’;(R,N) € finitamente gerado e
com magor razao H"(Homgr (R, N)). Assim sendo, Ext’y(M,N) € finitamente gerado. Como A

€ noetheriano, seque o resultado.

Q.E.D.
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Apéndice C
Algebra Exterior

C.1 Algebras

Definigao C.1.1. Sejam M um A-mddulo e f: M x M — M uma aplica¢do A-bilinear, ou seja,
A-linear em cada coordenada. Ao par (M, f) chamamos de A-dlgebra.

No que seque, denotaremos f(x,y) simplesmente por x.y(com ponto para diferenciar pela mul-
tiplicagao por escalar) e diremos que tal elemento é a multiplicagdo de x por y. Uma A-dlgebra
€ associativa, comutativa ou unitdria, conforme sua multiplicacao for comutativa, associativa, ou

possuir um elemento neutro, respectivamente.

Exemplo C.1.1. Se A e B sao dois anéis comutativos e f um homomorfismo entre eles, entao se
definirmos ab = f(a)b, a € A, b € B e por multiplicagcdo a prépria do anel B, teremos sobre B uma
estrutura de A-dlgebra associativa, comutativa e unitdria. Reciprocamente, dada uma A-dlgebra B,
associativa, comutativa e unitdria a aplicacdo a — alp, define um homomorfismo entre os anéis
AeB.

Proposicao C.1.1. Sejam E uma A-dlgebra e {x;}ic; uma familia de geradores do A-mddulo E.
Temos que:
i) E € uma A-dlgebra associativa, se, e somente se, x;.(x;.xx) = (z;.2;5) .2k, V(i,j,k) € I xIxI.
ii) E € uma A-dlgebra comutativa, se, e somente se, x;.x; = x;.x;, V(i,j) € I x I.

iti) E é uma A-dlgebra unitdria, se, e somente se, 3e € E, tal que e.x; = x;.e = x;, Vi € 1.

Demonstracao:
Desde que a ida das trés afirmagoes sao triviais, demonstraremos apenas a volta. Sejamy, z,t €

FE e escrevamos t = g a; T,y = g bjrj ez = E CkTk, Gi,bj,cp € A. Temos que:
iel jer kel
i)
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t.(y.z) = t(y(z CrTE)) = t(z CLY.TE) = Z crt.(y.xy) = Z ckt.((z bjxj).xr) =

kel kel kel kel jerI
cht.(z bjx;.xy) = Z Z cpbjt.(xj.x8) = Z chbﬂ'(z a;x;).(z;.x) =
kel jer kel jel kel jel il
Z Z chbjaixi.(xj.xk) = ZZchbjai(xi.mj).:ck = Z chbj(z A;T;.25).Tp =
kel jel iel kel jel iel kel jel il
Z chbj((z a;x;).xj). T = Z chbj(t.mj).xk = ch(z bjt.xj).x, =
kel jel i€l kel jel kel  jel

ch(t.(z bjx;)).xr = ch(t.y).azk = (ty)(z crry) = (ty).z

kel JjeI kel kel

Onde acima, utilizamos fortemente a bilinearidade do produto.

ii)

Y.z = (Z bjxj).z = ijmj.z = Z bjxj.(z CrTE) = Z ijckxj.xk =

jerI jel jel kel jeI kel
E E bjcrxy.x; = E bj( E ChTE).Tj = E bjz.x; = z.( E bjxj) =2y
jeI kel jel kel jel jel
iii)
ey =-e( g bjx;) = E bjex; = E bjxj =y
Jjel jeI jeI
e

y.e = (Z bjx;).e= ijxj.e = Z bjx; =y

jer jeI jer

Q.E.D.

Exemplo C.1.2. Sejam M e N A-dlgebras, definiremos uma estrutura de A-dlgebra sobre o produto

tensorial de M por N. Para isso defina a aplicacdo:

n:MxN— £2(M,N; M ®4 N)
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tal que n(x,y)(t,z) = (z.t) ® (y.2), onde estamos denotando por £"(Hy, ..., H,; R) o mdédulo das
aplicagoes n-lineares de Hy x ... x H, em R, sendo Hy, ..., H,, R A-mddulos. Claramente n estd

bem definida e € A-bilinear. Portanto, podemos definir uma aplicacdo A-linear:

V:M®aN— £2(M,N; M @4 N)

tal que Y(x @ y)(t,z) = (z.t) ® (y.z). Uma vez que Y(x @ y) é A-bilinear Vo € M e Yy € N,
podemos definir para todo t @ y € M ® 4 N uma aplicagio A-linear p(z ® y) que faz o diagrama:

ool
Mx N2 e N

M®sq N

onde € a aplicacdo canédnica, comutar. Assim sendo, podemos definir a aplicacdo:

ﬁ:(M@AN)X(M(X)AN)—)M@AN

tal que Bz @y, t® 2) = Pz R Y)(t Q 2z) = (x.t) @ (y.2). B é A-bilinear, pois a linearidade da
primeira coordenada seque do fato de v ser A-linear e do diagrama acima, enquanto a linearidade
da sequnda seque do fato de p(x ® y) ser A-linear para todo t @ y € M ®4 N e da linearidade da
primeira coordenada. Se My, ..., M, sao A-dlgebras, definiremos uma estrutura de A-dlgebra sobre
seu produto tensorial M1 ®4 ... @4 M, como seque:

Defina por indugdo a estrutura de A-dlgebra em ((M; @4 M2) @4 ... @4 My—1) @4 M, e entdo
defina sobre Mi®4...Q a4 M, (resp. (Mi@aMs)R@4(M3s@aM4)R4...(Mp_1@4M,), (M1 M2)R4
M3@AMy®@4..Mp_1®4M,, etc.) a estrutura de A-dlgebra que torna o isomorfismo de A-mddulos
(Mi@aAM)®a...0AMp_1)@aM, =~ Mi®4...04M, (resp. (M;@aM2)®a...04My_1)®4 M, ~
(My @4 My) @4 (Mz @4 My) @4 ..(Mp_1 @4 My,), (M; @4 My) @4 ... @4 My_1) @4 M, ~
(M1 @4 M)A M3 @A MyQR4..My_1 @4 M,, etc.) em isomorfismo de A-dlgebras, tal estrutura é
dada por (21 ®...Q0%y).(Y1 ® ... ®Yn) = (X1.Y1) @ ... @ (Tp-yn). A A-dlgebra M1 @4 ...®@4 My, (resp.
(My @4 M) @4 (M3®@4 My) @4 ...(My—1 @4 My,), (M @4 Ma) @4 Mz @4 My @4 ...Mp_1 @4 M,,
etc.) € chamada produto tensorial das A-dlgebras My, M, ..., M,,. Se cada uma das A-dlgebras
My, Ms, ..., M,, € associativa (resp. comutativa, unitdria) entao seu produto tensorial M1 ®4 ... R4

M,, € (claramente) uma A-dlgebra associativa (resp. comutativa, unitdria).

Definigcao C.1.2. Sejam E uma A-dlgebra e E' C E um submddulo. Se E' € fechado sobre a
multiplicacdo de E, entdo a restricdo do produto de E a E' x E’, junto com a estrutura de A-
mddulo de E' definem uma estrutura de A-dlgebra sobre E' e dessa forma, dizemos que E' é uma

subdlgebra de E.
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E facil ver que a interseccao de subdlgebras de E € uma subdlgebra de E. Assim sendo, a
interseccao das subdlgebras de E que contém um determinado subconjunto Y C E € claramente a

menor subdlgebra de E que contém Y e esta é dita ser gerada por Y.

Definicao C.1.3. Seja E” um submddulo da A-dlgebra E, tal que¥(z,y) € E” X E, temos yx € E”
(resp. xy € E") dizemos que E" € um ideal & esquerda (resp. a direita) de E. Se E" € um ideal &
esquerda e a direita de E, entdao dizemos que E” é um ideal bilateral de E.

Observe que se a A-dlgebra E é comutativa, entao as trés no¢des coincidem. Além do mais,
se {anacn € uma familia de ideais & esquerda (resp. o direita, bilaterais) da A-dlgebra E, entdo

m ao € um ideal & esquerda (resp. & direita, bilateral) de E. Tomando a familia {aq}acr como

a€H
sendo a familia dos ideais a esquerda (resp. a direita, bilateral) de E que contém um determinado

subconjunto Y C FE, fica claro que ﬂ aq € o menor ideal o esquerda (resp. a direita, bilateral)
acH
que contém Y e dizemos que ﬂ ao € o ideal a esquerda (resp. a direita, bilateral) de E gerado
aeH
por Y.

Proposicao C.1.2. Sejam E uma A-dlgebra e a um ideal bilateral de E. O A-mddulo % admite

uma estrutura canonica de A-dlgebra .

Demonstracao:

Sejam x = x'mod(a) e y = y'mod(a). Temos que:

r—2 €a=(r—2)yca=ay—2yca

Por outro lado,

y—y ca=2.(y—vy)ca=2y—-2y ca

Dessa forma, temos:

zy—2y =zy+2y—ady—2y=(@y—2y)+ @ y—29)€a=ry=2"ymodla)
Q.E.D.

Definigao C.1.4. Sejam E e F duas A-dlgebras e h : E — F um homomorfismo de A-mddulos.

Dizemos que h é um homomorfismo de A-dlgebras se para todo (x,y) € E, temos:

h(z.y) = h(x).h(y)

h é dito um isomorfismo de A-dlgebras se, além disso, € bijetivo. Se E e F sao unitdrias, h é dito
um homomorfismo de A-dlgebras unitdrias se for um homomorfismo de A-dlgebras e h(eg) = ep,

onde eg e ep denotam as identidades de E e F, respectivamente.
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Proposigao C.1.3. Seja h: E — F um homomorfismo de A-dlgebras. Temos que:
i) im(h) é uma subdlgebra de F.
ii) Ker(h) = h=1(0) é um ideal bilateral de E.
i) h induz um isomorfismo h : Ke]f(h) — im(E) de A-dlgebras.

Demonstracao:

i)

Desde que im(h) é um submddulo de F, € suficiente demonstrar que € fechado pelo produto.
Sejam y, z € im(h), temos que existem x,t € E, tais que y = h(z) e z = h(t). Dessa forma, segue
que yz € h(x).h(t) = h(z.t) € im(h).

ii)

Sejam x € Ker(h) ey € E. Temos que f(zy) = f(z).f(y) =0.f(y) =0, pois 0.z = (0+0).z =
0.z4+0.z2=02=0c¢ f(yx) = f(y).f(z) = f(y).0 =0 (analogamente, se demonstra que em uma
A-dlgebra z.0 = 0, para todo z).

iii)

Considerando h como sendo o homomorfismo induzido por h no sentido de A-mddulos, € sufi-

ciente demonstrar que h é um homomorfismo de A-dlgebras. Se T, 7 € Kef(h), entao:

h(.3) = h(@g) = h(v.y) = h(x).h(y) = h(#)-h(7)
Q.E.D.
Proposicao C.1.4. Seja F um A-mddulo livre, que tenha uma base indexada num conjunto I.

Dar uma estrutura de A-dlgebra a E € equivalente a dar uma familia {'V]ij}(i,j,k)eﬁ de elementos

de A, tal que a familia {fy,ij}kel tem suporte finito para todo par (i,7) em I x I.

Demonstracao:
Suponha que definimos uma estrutura de A-dlgebra sobre E. Seja {e;}icr uma base de E. Para

cada par (3,5) € I x I, escrevamos e;.e; = Z A/,ijek. Claramente a familia {'Y]ij}(i,j,k)eﬁ satisfaz

keK
as hipoteses. Reciprocamente, sejam y,z € E. Escrevamos y = E ae; ez = E bje;. Defina
i€l jeI
Y.z = E E E a;bjv; er. Observe que tal fungao estd bem definida, pois se y' = g ale; =1y e
kel i€l jel iel
r_ o ~
Z = E bje; = z, entdo:
jel
E ae; = g ate; = a; =a, Vel
i€l il
e

D hiej =Y Viej = b=Vl
jel jel
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Dessa forma, temos que:

abyy = alb J'yk IV, j k) e’ = yz= ZZZaibj'y,ijek = ZZZagbgvzjek =y .2

kel iel jel kel iel jel

Mostremos, por exemplo, que tal aplicagio € A-linear na sequnda coordenada. Sejam z' =

Z Viej ece A. Temos que
jel

(z+c2) ZZZalb +cb fykekuZZal ]7k6k+zzzcaz 71?6’“:

kel iel jel kel iel jel kel iel jel

Z Z Z aibivy ex + CZ Z Z aib;'y,ijek =y.z+cy.?

kel iel jel kel iel jel

Q.E.D.

Proposigao C.1.5. Sejam E uma A-mddulo livre e {sz}(i7j7k)€13 uma familia de elementos de
A, que define uma estrutura de A-dlgebra sobre E. Temos que:

i) A A-dlgebra E é associativa, se, e somente se, para cada terna (i,j,s) € I®, verifica-se a

) k k:
ialdode Y Y it = 3 Y
kel rel kel rel
it) A A-a’lgebm E é comutativa, se, e somente se, para cada terna (i,j,k) € I3, verifica-se a
iqualdade ’y,? = 'yk
i11) A A-dlgebra E € unitdria, se, e somente se, existe uma familia {a;};cr de elementos de A,

de suporte finito, tal que para cada par (j, k) € I? sequem as igualdades:

> aiv? =6

icl

> ] =6

i€l

onde 0;; =1 € d;; =0, sei #j.

Demonstracao:

Seja {e;}icr uma base de E. Temos que e; = Zéikek, Vi € I. Pela proposicao C.1.4, temos
kel

que e;.e; = ZZ Z 0isOirVh €k = Z ’y,ijek. Assim sendo, temos:

kel sel rel keK
i)
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(ei-ej). Z W en). Z v ep.es = Z Z'W?%’fser

keK keK kel rel

ei.(ej.es) = ei.(z Vfer) = nyisei.ek = Z Z'y;k'yiser

kel kel kel rel

Pela proposi¢io C.1.1, temos que E € associativa, se, e somente se, (e;.e;).es = e;.(ej.€5),

V(i,j,s) € I3, ou seja, ZZ%’“%S = ZZ%Z]%’?S, i,j,8) € I3

kel rel kel rel
i) Seque direto da proposicdo C.1.1, observando que e;.ej = Z vWer, ¥(i,j) € I xI.
keK
iti) Pela proposicio C.1.1, existe e € E, tal que e.e;j = ej.e = ej, Vj € I. Escrevamos
e= Z a;e;. Temos que:
icl
e.ej =ej = Zalez =e; = Zaiei.ej =e; = ZZai'ﬁjek = Z(Sjkek =
i€l i€l kel iel kel

> aivy =6,V k) €I x I
el

ej.e =e; = ej.(z ae;) =ej = Zaiej.ei =e; = Z Zamiiek = Z(Sjkek =

i€l iel kel iel kel

> air] =6,V k) €I x I
el

Reciprocamente, seja {a;}icr como na hipdtese. Defina e = g a;e;. Temos que:

el
e.e; aie;).e; a;e;.e; aiye), = 0iper = €5
j = 1€i).€5 = i€i.€5 — iV €k = jEECE — €5
7,61 el kel iel kel

A_A( >_ o . — AJE 5 .
ej.e = ej. a;e;) = aej.e; = aivi'ep = k€l = €;

i€l icl kel iel kel

O resultado segue da proposicao C.1.1.

Q.E.D.

151



Sejam I um conjunto, N = {f € N /#Sup(f) = #Sup({f(i)}icr) < o0} e A uma anel
(comutativo). Para cada (f,g,h) € N x NI x NU) | defina v19 = 6, r1y € A, onde 675 =1 ¢
drg = 0, se f # g. Pela proposicao C.1.4, {V,{g}(jﬁg,h)e[Nu)]a define uma estrutura de A-dlgebra
sobre A(N(I)), essa estrutura atua da sequinte forma Xf. X9 = X119 onde X = jf(1), sendo
jr A — AND) 4 injecao candnica. No que seque, denotaremos por A[(X;)icr] ¢ A-dlgebra
definida pelo A-mddulo AND) ¢ produto acima, a chamaremos dlgebra polinomial em #1 inde-

terminadas. Os elementos X/ da base de A[(X;)ic1] serdo ditos monémios.

Proposigao C.1.6. Sejam A um anel e A[(X;)icr] a A-dlgebra polinomial em #1 indeterminadas.

Al(X;)ier] € uma A-dlgebra associativa, comutativa e unitdria.

Demonstracao:

Temos que

X7 (x9.xM) = xf x9th = xfHg+h) — x(F+9)+h — xf+9 xh — (x/.x9).x"

X/ x9 = xIt9 = x9+f = x9.x/

Se 0 denota a aplicacdo identicamente nula, entdo:

X0 xf — x0+f — xf

x/ x0 = xf+0 _ xf

O resultado seque da proposi¢do C.1.1.

Q.E.D.

Desde que X° é um elemento livre, existe um isomorfismo entre os A-médulos A e AXO,
tal que a — aX°. Com o produto definido sobre A[(X;)icr], fica claro que este é também um
isomorfismo de anéis. No que seque, identificaremos A com AX° por meio do isomorfismo acima.

Sejai € I, defina h; : I — N, tal que h;(i) =1 e hi(j) =0, sei # j. Se f € N, observe que
S Fhi)
f= Zf(z)hZ Dessa forma, temos que Xf = X i€l = HXf(Z)h", onde o produto (resp.
iel iel
a soma) € calculado sobre o suporte de f. Assim sendo, todo mondémio € escrito como produto dos
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monémios X; = X"i. Assim sendo, se p((X;)ier) € A[(Xy)ier], entdo p((X;)ier) Z anf =

fend
Z ar HXif(l), com ay € A.
feND el

Sejam E uma A-dlgebra associativa, comutativa e unitdria e e € E. Desde que E é um A-
mddulo, seque que existe um homomorfismo ¢ entre o A-médulo AN e E, tal que Jn(1) = e,
sendo jn : A — A®N @ n-ésima injecio canénica. Considere a estrutura de A-dlgebra sobre AM)
dada por V™ = g ntm € A, onde Sk, =1 € 3, =0, se j # k. Com essa estrutura de A-dlgebra,
AN ¢ denotado por A[X] e jn(1) por X™. Assim sendo, ¢ ¢é um homomorfismo de A-dlgebras.
De fato,

(O an X))t X™) =) D anbm X" X™) =) anbpp(X".X™) =

neN meN neNmeN neNmeN

Z Z Anbme( X)) = Z Z apbme™™ Z ane (Z bme™) =

neNmeN neNmeN neN meN
g anX™).@ g by X™)
neN mEN

O homomorfismo ¢ € dito ser associado ao elemento e.

Proposicao C.1.7. Sejam E uma A-dlgebra associativa, comutativa e unitdria e {e;};c; uma
familia de elementos de E. Se p; : A[X] — E denota o homomorfismo de A-dlgebra associado ao
elemento e; e 1; : A[X] — A[(Xi)ier] 0 associado a X;, entdo existe um unico homomorfismo de

A-dlgebras n, que faz o diagrama:

AX]| 2~ E

%

Al(Xi)ier]

comutativo.

Demonstracao:
Considere a familia {H 6{(7’)}f€N(1). Observe que como E € associativo, comutativo e unitdrio,
iel
tal familia estd bem definida. Uma vez que E é um A-mddulo, seque que existe um homomorfismo

n entre 0os A-mddulos AND) ¢ E, tal que n(X7') H 10 ge f,g € ND | entdo:
iel

(X7 x9) = n(x7+9) = [T 00 = [l O = (el )-([T ) = n(x7)n(x9)

iel iel iel iel
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A peniltima igualdade sequindo do fato do produto de E ser comutativo e associativo. O fato

de n ser um homomorfismo de A-dlgebras, seque de sua A-linearidade. Temos ainda que:

noi(X) =n(X;) = [[ e = ei = pi(X)
iel
onde h; : I — N € a funcao tal que h;(i) = 1 e hi(j) = 0, se i # j. O resultado seque da
A-linearidade das aplicagoes consideradas. Seja ' outro homomorfismo de A-dlgebras que faz tal

diagrama comutar. Temos que:

n'(Xi) =1 0 hi(X) = @i(X) = noi(X) = n(X;)

Como todo elemento de A[(X;)ic1] € uma combinagdo linear de produtos dos X;’s com coefi-

cientes de A, seque o resultado.

Q.E.D.

Corolério C.1.1. Sejam I,J conjuntos. As A-dlgebras (A[(X:)ier))[(X;)et] e Al(Xi)ierusl,
onde a unidgo I U J € disjunta (se nao € o caso, basta trocar I por I x {1} e J por J x {2}), sdo

isomorfas.

Demonstracao:

Seja:

v
(A[(X)ier))[X] — Al(Xi)ieru]
o homomorfismo associado ao elemento X;, com j € J. Pela proposicao C.1.7 existe um homo-

morfismo de A-dlgebras n tal que o diagrama:

(Al(Xa)ier)[(X;)je]

onde; € o homomorfismo de A-dlgebras associados a X, é comutativo. Sejam f € NUYD £ a re-
stricdo de fa I e fy a restri¢do de fa J. Temos que Xf = n(Xf1.X72), como {Xf}feNuw) geram o

A-mdédulo A[(X;)icrus], seque que ) € sobrejetivo. Além do mais, se n( Z ( Z braX7).X9) =
geN()  feNW)
0, entao:
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Z Z brgn(X1.X9) =0= Z b X" =0 = b, = 0,Vh € NUYI) =
gENW) feNW) heNUUJT)

brg =0,Y(f,9) e NI 5 N = 3™ (N by X7).X9 =0
geNW) feNW)

onde h € a tnica aplicacdo de I UJ em N tal que h restrito a I € f e h restrito a J é g e by, = by,.
Q.E.D.

Corolario C.1.2. Toda A-dlgebra associativa, comutativa e unitdria € isomorfa ao quociente de

alguma dlgebra polinomial.

Demonstracao:
Basta considerar na proposi¢ao C.1.7 a famdlia {x},cp e observar que o homomorfismo n é

sobrejetivo.
Q.E.D.

Definicao C.1.5. Sejam E uma A-dlgebra associativa, comutativa e unitdria e {e; }icr uma familia
de elementos de E. Se o homomorfismo 1 da proposicao C.1.7 € sobrejetivo, dizemos que a familia
{ei}icr € uma famdlia geradora da A-dlgebra E e ao ideal bilateral Ker(n) chamamos ideal dos rela-
tores de E. Se o homomorfismo n € injetivo, entdo dizemos que a familia {e;}ics € algebricamente

independente.

Definicao C.1.6. Sejam A um mondide comutativo e E uma A-dlgebra que com sua estrutura

de A-mddulo é um A-mdédulo graduado sobre um anel graduado A = @A5, Se {Es}sen € a

SEA
graduacdo do A-mddulo E, entdao dizemos que tal graduacdo € compativel com a estrutura de A-

dlgebra de E se para todo par (6,\) € A x A, temos:

Es.Ey C Esqa

Ao par (E,{Es}sca) (ou simplesmente E, se nenhuma confusao puder ser causada) chamamos de
A-dlgebra graduada. Diremos que uma A-dlgebra unitdria E é uma A-dlgebra graduada unitdria,

se E é uma A-dlgebra graduada e seu elemento neutro (da multiplicacdo) é de grau zero.

Exemplo C.1.3. Sejam I um conjunto e A um anel comutativo. A A-dlgebra polinomial A[(X;):cr]

em #1 indeterminadas, com a gradua¢do {E,}nen, tal que E,, =< {X' € A[(Xl)lel]/Zf(z) =
i€l
n} > (o simbolo < a > denotard o submddulo gerado pelo conjunto a), é uma A-dlgebra graduada

unitdria.
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Proposigao C.1.8. Sejam E uma A-dlgebra graduada de tipo A e F uma subdlgebra de E que é
um submddulo graduado. A graduagdo {F N Es}sea € compativel com a estrutura de A-dlgebra de
F.

Demonstracao:
Sejam s € F N Es, y, € FNE,. Desde que F' é uma subdlgebra de E, seque que xs.y, € F.

Além do mais, uma vez que I € uma A-dlgebra graduada, temos que x5.y,, € Es,,.
Q.E.D.

Definigao C.1.7. Sejam E uma A-dlgebra graduada e F como na proposi¢cdo C.1.8, entdo dizemos

que F é uma subdlgebra graduada de F.

Proposicao C.1.9. Seja E uma A-dlgebra graduada, com graduac¢io {Es}sca. Um submddulo

graduado a = @ as de E é um ideal & esquerda (resp. a direita) se, e somente se, Es.a, C asy,
dEA

(resp. ay.Es C asqy), V(0, 1) € A X A,
Demonstracao:

Sejam ys € Es e x,, € a, C a. Desde que a € um ideal ¢ esquerda (resp. a direita) de E, seque
que Ys.z, € a (resp. x,.Y5 € a). Como ys.x,, (resp. x,.ys) € homogéneo de grau § + [, seque que

Ys-Tp € Asqp (TESP. Tp.Ys € Gs4p)-

Reciprocamente, seja y € E e x € a. Decomponhamos = e y em soma de elementos ho-

mogéneos, T = Z T, ey = Z ys. Temos que y.x = (Z Ys).T = Zy(;.x = Zyg.(z x,) =

HEA SEA dEA SEA [ J<PAN HEA
Z Zy(;.m# (resp. x.y = x.(Zy(g) = Zx.yg = Z(Z Tp)Ys = Z wayé)' Por
SEA peA sEA seA SEA peA SEA nEA

hipdtese, temos que ys5.x, € asy, C a (resp. T,.Ys € as4pu C a), pois toda componente homogénea

de um elemento de a estd em a. Como a é um submddulo de E, seque o resultado.
Q.E.D.

Definicao C.1.8. Seja E uma A-dlgebra graduada. Se a é um submddulo graduado de E que €
também um ideal & esquerda (resp. a direita, bilateral) de E, dizemos que a € um ideal & esquerda

(resp. a direita, bilateral) graduado da A-dlgebra E.

Proposic¢ao C.1.10. Sejam E uma A-dlgebra graduada e H = {h;};c; uma familia de elementos
homogéneos. O ideal & esquerda (resp. a direita, bilateral) gerado por H é um ideal & esquerda

(resp. & direita, bilateral) graduado de E .

Demonstracao:
Seja B o ideal d esquerda (resp. a direita) de E gerado por H. Considere C como sendo

o conjunto dos elementos homogéneos de B e N o submddulo de E gerado por C. Temos que
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H C N C B, uma vez que B € um submddulo. Desde que N é gerado por elementos homogéneos,

ele é um submddulo graduado do A-mddulo E. Portanto, podemos escrever N = @Ng, onde
dEA
Ns = NN E;. Sejam z, € E, (E, sendo o conjunto dos elementos homogéneos de grau pn € A)

e yn € Ny. Dizer que y, € N, é o mesmo que dizer que y, ¢ um elemento homogéneo de E, de
grau 1 e pertencente a B (vide defini¢io de N). Assim sendo, x,.y, (resp. yn.xs) € um elemento
homogéneo de E, de grau pn+ n e pertencente a B, pois B é um ideal & esquerda (resp. a direita)
de E. Dessa forma, x,,.y, (resp. yn.xs) pertence a Nyy,. Pela proposicao C.1.9, concluimos que
N é um ideal graduado a esquerda (resp. o direita) de E. Da minimalidade de B, seque que B=N.

O caso do ideal bilateral, seque das defini¢oes, utilizando os casos precedentes.
Q.E.D.

Proposigao C.1.11. Seja E uma A-dlgebra graduada e I um ideal bilateral graduado de E. O

A-médulo % possui uma estrutura candnica de A-dlgebra graduada .

Demonstracao:

Desde que I € bilateral, seque da proposicao C.1.2, que % tem wma estrutura canénica de

A-dlgebra. Como I é um submddulo graduado de E, temos que £ ¢ um A-médulo graduado cuja

T
graduacao € dada por {%‘S}éeA (aqui estamos identificando esses A-mddulos com sua imagem em %
o . Es , / . .
via 0 isomorfismo candnico % a @ A de A-mdédulos). E suficiente demonstrar que tal graduagao
§
dEA

€ compativel com a estrutura de A-dlgebra de %, ou seja, %‘5% C }}J::“ ,V(0, 1) € A x AL Seja:
w w

E Es
= — =
o7 D7

seEA
tal isomorfismo candnico. Se hs € cp_l(%), entio hs = ¢~ (ns(z5)), para algum x5 € Es, sendo
ns : BEs — %5 o homomorfismo candnico. Mas ¢~ (ns(zs)) = ¥(xs), onde p : E — Z € o

homomorfismo canénico. Assim sendo, temos que:
hs.hy = ™" (ns(x6))- 07" (nu(4)) =

E5+u)

w(xé)w(xu) = ¢($5~l‘u) = 90_1(776+;t('r6-xu)) € %0_1( Tsin

Q.E.D.

Definicao C.1.9. Sejam E e E’ duas A-dlgebras graduadas e u: E — E’' um homomorfismo de
A-dlgebras. Dizemos que u € um homomorfismo entre essa duas A-dlgebras graduadas se u € um

homomorfismo graduado de grau zero, entre os dois A-mddulos graduados.
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Proposigao C.1.12. Seu: E — E’' é um homomorfismo de A-dlgebras graduadas, entdo:
i) im(u) é uma subdlgebra graduada de E'.

it) Ker(u) € um ideal bilateral graduado de E.

Demonstracao:

Segue direto das definigoes.

Q.E.D.

C.2 Algebra Tensorial

Seja M um A-mddulo. Defina os A-mddulos T"(M), n € N, como segue:

T?L-’rl(M) — T”(M) ®A M

Seja:

gOn:Tn(M) — M ®@a...004 M
—_—

n—vezes
o isomorfismo "associativo”, se n > 3 e a identidade, sen =0, n =1 oun = 2 . Da mesma

forma, para cada par (p,q) tal que p >1 e g > 1, considere:

Upg: (M @4 ...0A M)A (M®R4..0AM) — M®4s..04a M

p—vezes q—vezes p+qg—vezes

como sendo o isomorfismo “associativo”, sep > 2, ¢ > 1 ou q > 2, p > 1 e a identidade se

p=q=1.
Para cada par (p,q), com p,q > 1, defina hyq, de tal forma que o diagrama:

hpq
(M) 4 THM) Trre()
4Pp®‘/’qi \LSOPJW
M®Rp... A M)Ra(MRa..04 M) (M®4j..04 M)
—— ——
p—vezes q—vezes thpq p+q—vezes
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seja comutativo. Por fim, defina:

hon : TO(M) @4 T"(M) — T"(M)

B : T"(M) @4 TO(M) — T"(M)

como sendo 0s isomorfismos, tais que ho,(a ® x) = ax = hpo(z ® a).

Se para cada par (p,q) € Nx N

gt TP(M) x T9(M) —s TP(M) ® T9(M)

denota a aplicacdo canonica, entdo existe uma aplicacio A-bilinear m,q, que faz o diagrama:

TP(M) @4 T(M)

comutar.

Denote T(M @ T"(M) e defina:
neN

L T(M) x T(M) —s T(M)

de tal forma que (Z mp)(z Yq) = Z Z Tpq(Zp, Yq), onde x,,y, € T™(M) (aqui estamos identi-
peEN q€eN peN peN

ficando T™(M) com sua imagem pela aplicag¢io canonica em T(M)). Como cada elemento de T(M)
é escrito de maneira inica como soma de elementos dos T"™ (M), seque que . estd bem definida. No

mais, . € A-bilinear. De fato, demonstremos, por exemplo, a linearidade da primeira coordenada:

(Z Tp + azxé)'(z Yq) = (Z(-T;D + ax;))'(z Yqg) = Z prq(xp + ax;ﬂyq) =

peN peN qeN peN q€EN peN geN
E ,E :qu Tp, Yq) + aTpg( p’yq E E Tpg(Tp, Yq) +a E ,E :ﬂ'pq pqu =
peN geN peEN geN peN geN
/
(E :xp)(§ :yq)+a(§ xp)'(§ Yq)
peN qeN peEN q€EN
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Definicao C.2.1. Seja M um A-mddulo, A-dlgebra definida por (T(M),.) € chamada dlgebra

tensorial associada a M.

Proposicao C.2.1. Seja M um A-mddulo, a A-dlgebra T(M) é associativa, unitdria e graduada.

Demonstracao:

Considerando A com a graduagado trivial, temos que T(M) é um A-mddulo graduado. Além do
mais, por construgao, seque que TP(M).T4(M) C TPT4(M), ¥(p,q) € N. Portanto T(M) é uma
A-dlgebra graduada. Desde que 1 € A é de grau zero em T(M), para mostrarmos que também
é o elemento neutro de T(M) é suficiente, de acordo com a proposi¢io C.1.1, mostrarmos que
l.x = .1 = x para todo elemento homogéneo. Mas isso seque da definicdo do produto por um
elemento de T°(M).

Pela proposicao C.1.1, € suficiente demonstrar a associativade para os elementos homogéneos.
Sejam x, = (Y1 @ Y2) @ ...) @ Yn, Ty, = ((21 ® 22) ® ...) @ 21 € 1) = ((t1 R t2) ® ...) ® by, com
(Yirzj, te) € M3, V(i 5, k) € {1,....,n} x {1,...,m} x {1, ..., p}.

Caso

(n,m,p > 1)

xnx:n = Tnm (Tn, x’lm) = R (T ® x;n) = ‘P;-ql—m © Yrm © (Pn ® ©m)(Tn ® x;n) =
Pt (Y1 @ Y2 ® . @Yy ® 21 ® 22 ® .. ® 2) = Unpm

(T ),) Ty = Unpm Ty =

Pntm,p(Untm @ a?;’) =
Pt © Ynimp © (Prim @ @p) (Unim © 1) =

Prtmip © Unamp(N O ® . QY 21 © 22 ® ... @ 2] ® [t D2 ® .. @ tp]) =

Pty R Y ® . BYp @2 2 ® .. ® 2y Dt Bt ® ... ® L)

@";nxg = me(m;m xg) = hmp(x;n ® $Z) = (10’;1{‘,-[) © Py © (om ® ‘pp)(x;n ® $Z) =

P (1 ® 22 ® . ® 2y Rl Db ® .. R bp) = Uy,

T (X)) = Ty = M (T @ U, ) =
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QDT_Hl-’m-‘rp 0 Ynm+p © (Pn ® Pmp) (Tn ® Ulm+p) =
Pritmap © Unmip(1 @ Y2 ® . @ Yn| ®[21 ® 22 ® ... ® 20 Rty D b2 ® ... R L)) =

Pty O Y2 ® . QY ® 21 B2 D ... ® 2 Bt D p @ ... @ Tp)

Caso
(n=0)
A 1 ! 1

Temos que x, € A, dessa forma (z,,.7y,).2p = (Tnxy,). 2, = Tn(T),.7)) = Tp.(27,.7)

Caso

(m=0)

Temos que z,, € A, dessa forma
(Tn-7,).Tp = (Tmy,) T = T,

Caso

(p=0)

Temos que ;€ A, dessa forma

!

(Tn-17,). Ty = 2 (T 2),) = T (TpT,) = Ty (2),.2)

Q.E.D.

Corolario C.2.1. Todo grupo comutativo G estd contido, a menos de isomorfismo, em um anel

graduado.

Demonstracao:

Basta ver G como um Z-mddulo e utilizar a proposi¢ao.

Q.E.D.

Proposigao C.2.2. Sejam M e N dois A-mddulos. Se f: M — N € um homomorfismo entre
esses A-mddulos, entdo existe um dnico homomorfismo de A-algebras graduadas T(f) : T(M) —

T(N), que prolonga f.

Demonstracao:
Defina:

T°(f) : T°(M) — T°(N)

como sendo a identidade.
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T (f): T"(M) — T'(N)
de tal forma que T*(f)(z) = f(x). E para cada n > 1:
Tn+1 (f) . Tn+1(M) N Tn+1 (N)

de tal forma que T (f) =T"(f) ® f.

Agora faca T(f) = @T™(f). Falta demonstrar que T(f) € um homomorfismo de A-algebras.
Uma vez que T(f) é por constru¢do um homomorfismo de A-mddulos, € suficiente demonstrar
que T(f)(xp.xy) = (T(f)(2p))-(T(f)(xy)), Yp,q > 1. Observe que todo elemento x, € TP(M)
¢ da forma x, = y1.y2...Yp, COM Y1,...,Yyp € M (aqui estamos utilizando a associatividade de .).

Demonstremos que:

T2 (f)(@p) = f(y1)-f(y2)---f (yn)

Se p=1 nao hd o que fazer. Suponha que para p > 1 a afirmacgdo € verdadeira. Assim sendo,

temos que:

TP () (yr-y2e p-Ypr1) = TP(F) (r-v2e-0p) © f(Wpr1) = TP(F) (wr-92--0p)-f (Yp11) =

f(y1)-f(y2)e fyp)l-f(Wpr1) = F(y)-F(y2) - f(Yp)-f (Yps1)

Se xy = 21.22...2¢, teremos que:

T(f)(xpay) = T(yry2-Yp-21.22..2¢) = TP ) (1. Y2 Yp.-21.22...2¢) =
F@)-f(y2) - (yp)-f(21)-f(22) - f(2) = [ (1) f (y2) - f (yp)]-[f (1) f (22). f (20)] =

TP(f)(y1y2--yp) T f)(21.22-.2¢) = TP (f)(2p) T (f)(2q) = T(f)(2p)-T(f)(z7)
Se g € outro homomorfismo de A-algebras que prolonga f, entdo Vp > 1 temos:
9(xp) = 9(yry2--yp) = 9(1)-9(2)--9(yp) = f(y1)-f(y2) .. f (yp) = TP () (xp) = T(f)(2p)

e se p=0, entao g(xp) = xpg(1pr) = xp.1n = T(f)(zp). Uma vez que T(f) e g sao dois homomor-

fismo de A-mddulos que sao idénticos em um conjunto de geradores, temos g = T(f).

Q.E.D.
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Lema C.2.1. Sejam M e N dois A-mddulos livres de bases {e;}icr e {€}}jcs, respectivamente. O

A-médulo M @4 N € livre e tem por base {e; @4 €/} (i jyerxJ-

Demonstracao:

Desde que M = @Aei e N = @Ae;, temos que:
iel jeJ

MasN=(@PAe) o (@PA)~ P (Ae)@(4e) = P Ale®e)
el jeJ (1,7)€IxJ (i,4)eIxJ

E dessa forma é suficiente demonstrar que para cada par (i,7) € I X J, o elemento

e;®e; € @ Ale; @ €}) € livre.
(4,4)EIXT
Agora observe que a aplica¢do:

p: Ae; X Ae; — Ae;

definida por w(aei,be;) = abe;, € uma aplicagio A-bilinear. Portanto, podemos definir uma

aplicagcao A-linear:

Y (Ae;) ®a (Ae)) — Ae;

dada por v((ae;) @ (bej)) = abe;. O homomorfismo 1 é um isomorfismo, tendo por inversa a

aplicagao:
n: Ae; — (Ae;) @4 (Ae))
definida por n(ae;) = (ae;) ® €]
Assim sendo, temos que:
ale; ®ej) = 0= (ae;) ®e; =0=P((ae;) ®e;) =0=ae; =0=a=0
Q.E.D.

Proposigao C.2.3. Seja M um A-mddulo livre, tendo por base {e;};cr. O A-mddulo T(M) é livre

e tem por base U Hew eus € }(urpiospn)eln 1> sendo ey = 1.
neN

Demonstracao:
Demonstremos por indugao que T™ (M) € livre e tem por base {€,, €,y --Cp,, }(ur os... pin) eI -
Sen =0 oun =1, nio tem o que se demonstrar. Suponha que o resultado foi demonstrado

paran > 1. Desde que T" (M) =T"(M)®4 M, temos pelo lema anterior que o conjunto

{(€pr-€ps€u) ® €y F((uaspizroospin)inp ) €I T = {€4u1-€pigv€pu - €pu iy Y it spim g ) €I

¢ uma base de T"TY(M). O resultado seque do fato de T(M) = @T”(M)
neN
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Q.E.D.
Proposicao C.2.4. Seja M um A-mddulo projetivo. O A-mddulo T(M) é projetivo.

Demonstracao:

Primeiro demonstraremos que se Py e Py sdo A-mddulos projetivos, entdo Py @4 Py € um
A-mdédulo projetivo.

Dizer que Py e Py sdo projetivos, significa dizer que existem dois A-mddulos P| e Pj, tais que

P, & P| e P, ® P} sdo livres. Desde que:

(Pr @ P) @4 (P2® Py) =~ (Pr @4 P2) @ [(PL®a P3) ® (Pl ®a P2) ® (P ®4 P3)]

Temos que, Aplicando o lema C.2.1 a (Py® P]) ®4 (P, ® P}), P1 @4 P2 € projetivo.

Agora mostremos por indug¢ao que T™(M) € projetivo. Sen = 0 ou n = 1, ndo hd o que
demonstrar. Suponha que demonstramos o resultado para n > 1. Assim sendo, T"(M) € projetivo
e dessa forma também o é T (M) = T"(M) @4 M. O resultado seque do fato de T(M) ser a

soma direta de A-mddulos projetivos.
Q.E.D.
Proposigao C.2.5. Se M é um A-mddulo plano, entdo T(M) é um A-mddulo plano.

Demonstracao:
Demonstremos primeiro que se P e Q sdo A-mdodulos planos, entdo P ®4 Q € um A-mddulo

plano. Seja:

M/L>M49>M//

uma sequéncia exata de A-mddulos e homomorfismo. Desde que P € plano, temos que a sequéncia:

1 1
Mo P 2% Mo Pp 2L g, P

€ exata. Do fato de @ ser plano, seque que a sequéncia:

(f®1p)®1lq (9®@1p)®1q
_— _—

(M'®4P)®4Q (M®aP)®aQ (M"®4P)®4Q

€ exata. Observando que o diagrama:

(fR1p)®1q (9®1p)R1q
- - s - =

(M'®4 P)®aQ (M®4P)®aQ (M"®4P)®4Q

| | l

M @4 (P®4Q) M@ (P®aQ) M"®4(P®4Q)

_— _—
fe(lp®lg) 9®(1p®lq)
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onde 0s homomorfismo verticais sao os isomorfismos "associativos”, é comutativo e que 1p®@1g =

lpgaq, temos que a sequéncia:

fe1 g1
M’@A(P®AQ)&>M®A(P®AQ)ﬂ>

M"®4 (P®4Q)
€ exata e portanto P ® 4 Q € plano. O restante da demonstracao se faz como no caso projetivo.

Q.E.D.

C.3 Algebra Exterior

Seja M um A-médulo e considere a familia H = {x%},.crr de elementos de T(M). Desde

que todo elemento de H é homogéneo, seque da proposicao C.1.10 que o ideal bilateral I gerado por

H ¢ um ideal graduado. Assim sendo, temos pela proposicao C.1.11 que o A-mddulo T(;w) € uma

A-dlgebra graduada de tipo N.

Definigao C.3.1. Seja M um A-mddulo e I como acima. A A-dlgebra T(;w) é chamada A-dlgebra

exterior associada a M e é denotada por \(M).
O produto de \(M) serd denotado por A. Observe que como N\(M) € o quociente de uma

A-dlgebra associativa e unitdria ela preserva essas propriedades. Desde que I' = I° = 0, seque
(M)

que % ~Ae % ~ M, faremos tais identificacoes. No que segue, denotaremos —— por
n
N"(M), dessa forma teremos \(M) = @(/\(M))
neN

Proposigao C.3.1. Para qualquer x1 Az A ... Nz € N"(M), n > 2 e para qualquer permutagdo

o de {1,2,...,n}, temos que:
o) NZo2) N oo- NTg(n) = €EcT1 AN T2 N ... Ny
onde €, denota o sinal da permutacdo o.

Demonstracao:

Sejam x,y € M. Uma vez que, pela defini¢io de I, z Nz =0, Vz € M, temos que:

O=(x+y)A(z+ty)=(@+y) A+ (@+y)ANy=zAz+azAy+yAz+yAy=

TANYt+tyANr=xANy=—-yANzx

Suponha que para n > 1 e qualquer familia {x1,x2,...,xm} com m < n elementos, temos:

TANZINAN A AY=—(YANTL A oo Ay A T)
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Seja {x1,x2, ..., Ty, Tpy1} uma famdia de elementos de M. Temos que:

TANZIN . NTy ANTpg1 NY =

TATIAN AT A (Tpp1r AY) =2 AL A AT A (= (Y AZpg1)) =

—(@ AL A AT AYATp41)) = —(EAZIA e Ay AY) Apg) =

—(—(YAZINAN AT AE) N Tpg1) =YAZIA . ATy A (T A Tpg1) =

YANZINA e Ap A (—(Zpp1 AZ)) = —(YATZL A o ATy ATpyp1 A T)

Se o € uma transposicio, entdo existem i,j € {1,2,....,n} tais que i < j, o(i) = j, o(j) =i e

o(k) =k, Yk #1i,j. Assim sendo, temos:

To) N AN Zo(i—1) N To(i) N To(it1) N oo NZo(j—1) N Zo(j) N To(j+1) N oo A To(n) =

TN NANZ; N Z; AN Ti+1 AN /\.’L‘j,1 ANx; N\ Tj41 N ANxy, =

1N .. ANT—1 N (l‘j NZipr Ao ANxj_1 A .IZ) NZjp1 N o Nxy =

T VARRTRIVAN Ti—1 AN (7(!172 /\xi-&-l VANAN Tj—1 A .Z‘J)) A Tj41 A A Ty =

—(xl N ANZi—1 N2y /\.’Ei+1 A A Tj—1 AN T A Tj41 AN £En) =

60($1 N NZi g NB ANTipa N NTja ANXTj A Zjp1 A /\xn)

Suponha que m > 1 e que para a composi¢cdo de m transposi¢oes Ty © ... © Ty, temos:

-r‘rmo...on(l) A meO...OTl(Q) A A xrmomon(n) = €1, €11 €1 (1'1 AP NN -Tn)
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Considerando as transposi¢oes {T1, ..., Tmy1} € fazendo z; = T, o or (i), temos:

T, 10Tmo...0r (1) A ‘rrm+1orm,o...orl(2) JANTA L1, 10Tmo...0m(n) =
Zri (N 2 @) N e N 2 (n) = € (B1 A Z2 N N 2y) =
Crmt1 (x'rmo...o'rl(l) A Tr,0...0m1(2) A A xrmo...orl(n)) =

€t (€rm €rmr - €r (LTI ANT2N o ANT)) = (€74 €7 €y ) (BT AT A Ll A 2y)

Finalmente, seja o uma permutagao. Decomponha-a no produto de transposi¢coes ¢ = T,,0...0T1,

temos que:

To(1) NTo@2) N NTo(n) = Tr,o..0m (1) N Trpo.om(2) N s Ao or(n) =

€rp €rp 1o (BT ANT2 A ATp) = €x(T1 AZa A o A Ty)
Q.E.D.

Corolério C.3.1. Seja {x1, ..., xn} uma sequéncia de elementos de um A-mddulo M. Suponha que

existam dois indices i,j € {1,2,...,n}, n > 2, tais que x; = x; =y, entdo:
TINTI N .. NTy, =06 /\(M)
Demonstracao:
Sen =2, ndo hd o que demonstrar, suponha n > 2 e defina a permuta¢ao:
o:{L,2,..,n} —{1,2,...,n}
de tal forma que o(k) =k, sek # j,i+1;0(i+1)=jec(j)=i+1 (sei=mn, definac(j)=i—1

eo(i—1)=j). Assim sendo, temos:

TINT2N N Ty = Tooo(1) N Tooo(2) N o A Tooo(n) = 60—(3?0(1) NZg2) Ao A aca(n)) =

(@1 Ao ANzt AN(YANY) Axiqga Ao Axy) =0

O caso em que j =n é andlogo.

167



Q.E.D.

Corolario C.3.2. Seja M um A-mddulo com uma famdlia de geradores dada por {x1,22,...,Zn}.

Para todo m > n, temos \"™ (M) = 0.

Demonstracao:

n

Sejam y1, Y2, ..., Yym € M. Escrevamos y; = g aji, xi;. Assim sendo, temos:

ij=1

n n n
Y1 AN Y2 VAN /\ym = (Z aulxil) A\ (Z QQiQIEiQ) VAN ( Z amimzim) =

i1=1 ip=1 i =1

n n n
E E E A1, A2y ---Amy,, Tiy A Ly VANRTRVAN Ti,,

i1=112=1 im=1

Desde quem >n ei; € {1,2,...,n}, Vj € {1,2,...,m}, seque que existem j, k distintos, tais que
ij = ik, qualquer que seja a m-upla (i1,1z, ...,7m) € I, onde I, = {1,2,...,n}. Assim sendo, seque
pelo coroldrio anterior que x;, ANxiy, A...\Nx;, =0, qualquer que seja a m-upla (i1,i2, ..., im) € IT.

Dessa forma, y1 Aya A ... Aym = 0 e portanto N™ (M) = 0.

Q.E.D.

Proposigao C.3.2. Seja M um A-mddulo. Se x € \" (M) ey € N"(M), n,m > 1, entdo:

xAy=(-1)""yANzx

Demonstracao:

O resultado seque da proposi¢ao C.3.1 se n=m=1. Suponha que n=1 e que para todo elemento
dey € /\h(M) temos x Ay = (—1)"y Az, comxz € M em >h>1. Sejam
Y1 A oo AYin A Y1 € /\mH(M) ex € M. Temos que:

TAYLA o AYm A Ymg1) =
(@AY A AYm) AYmgr = (C1D)™ (W A oo Ay AZ)) A Y1 =
(D" A Aym A (@ Ayma1)) = (D)™ (W1 Ao Ay A(=1(Yms1 A ) =
(D)™ (D1 A e A At Ax) = (=1 gt A Ay Ay Az
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Suponha agora que para todo elemento x € /\h(M), n>h >1 e todo elemento y € N™ (M),
temos x Ay = (—1)"™y Az, qualquer que seja m > 1. Sejam Tpi1 Axp A ... Azp € N"TH(M) e
y € N (M), temos que:

($n+1 Nxp N ... /\.’[;1) ANy =
Tnit A ((@n A e A1) AY) = gt A1) A (o A A)) =
(=)™ (Zpg1 AY) A (Zn Ao Azy) = (D)™ (=D)™ (Y A ps1)) A (p Ao Azy) =

(D)™™ (=)™ (Y A (Tns1 Axn A e Az1)) = (=)D (YA (21 Az Ao A1)
Q.E.D.

Observe que a proposi¢do C.3.2 ndo passa de um caso particular da proposi¢io C.3.1.

Definigao C.3.2. Uma A-dlgebra graduada de tipo N, que satisfaz a hipdtese da proposicio C.3.2

€ dita ser anti-comutativa.

Exemplo C.3.1. Sejam M e N duas A-dlgebras anti-comutativas. Definiremos uma estrutura
de A-dlgebra anti-comutativa sobre seu produto tensorial. Para isso, considere M @4 N com
sua graduacdo derivada das graduacoes de M e N, ou seja, a graduacao tal que M @4 N =~

@( @ M; ®a N;) é um isomorfismo de A-mddulos graduados, sendo {M;}ien € {N;}jen as
SEN i+j=6
graduagoes de M e N, respectivamente. Para x; € M;, x,. € M,, y; € N; ey, € N defina:

(zi @ y;) * (z, @ ys) = (=1)" (2 @ ;). (2], @ yl)

onde (x; ® y;).(z,. ® y.) € o produto entre esses elementos no produto tensorial das A-dlgebras M

e N (exemplo C.1.2). Se x5 = Z T QYj €Yy = Z x, @1y, defina:
i+j=08 rH+s=-

Tixyy = > > (@@y) (2 2yl

i+j=0 r+s=vy

Finalmente, se x = E T5 ey = E Yy, COM Ts € Yy homogéneos, defina:
dEA yEA

x*y:Zng*y,y

dEAYEA
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* € claramente A-bilinear. Além do mais, temos:

(25 @) * (27 @ o) = (=) (2 @ y) (2, ® y) = (1) (wi.27) ® (y;.54) =
(=17 (=) hw) @ (1) Yyey;) = (17957 (2l20) @ (yo.yy) =

(—1)““)(3”)“3(3:;.:52») ® (y;.yj) _ (_1)(i+j)(s+r) (39; ® y;) % (z; ® yj)

E dessa forma:

Ts*Yy = Z Z $z®yj JJ ®y5)

i+j=0T+s=y

3OS (I L @yl x (o @ yy) =

itj=0Ts=

i+j=0 r+s=v

—1)7 ST N @ @)+ (@ @) = (—D)Tyy x as

i+j=0 r+s=vy

Defina por indugao a estrutura de A-dlgebra anti-comutativa em (M;@aM3)R4 ... AMy_1)® 4
M,, e entdo defina sobre My @4 ... ®a M, (resp. (M1 @4 M) @4 (M3 @4 My) @4 ...(My—1 ®4
M), (M; ®4 M) @4 M3 @4 My @4 ..Mp_1 ®a M,, etc.) a estrutura de A-dlgebra que torna
o isomorfismo de A-mddulos ((M; @4 M) ®4 ... @4 Mp_1) @4 My, ~ My ®4 ... @4 M, (resp.
(M; @4 M3) @4 ... ®4 Myp_1) @4 M,, ~ (My @4 M) @4 (M3 @4 My) @4 ...(Mp_1 @4 M,),
(M; @4 M) @4 ... @4 Mp_1) @4 My, ~ (M1 @4 M) @4 M3 @4 My ®4 ..Mp_1 @4 M, elc.)
em isomorfismo de A-dlgebras. A A-dlgebra My ®4 ... @4 M, (resp. (M1 @4 Ms) ®4 (M3 @4
My)Ra..(Mp_1@4My,), (My @4 Mo) R4 Ms@a MyRp...Mp_1 @4 M, etc.) é chamada produto
anti-tensorial das A-dlgebras My, My, ..., M,,.

Definicao C.3.3. Sejam M e N A-mddulos. Uma aplicagao n-linear f : M™ — N (n > 2) ¢é dita
alternada se para toda sequéncia {x1,...,x,} de n elementos de M, tal que x; = x; para algum par

de elementos distintos (i,7), temos f(x1,...,2n) = 0.

Proposigao C.3.3. Sejam M e N A-mddulos. Para toda aplicacio f : M™ — N n-linear

alternada, existe um dnico homomorfismo de A-mddulos f*, que faz o diagrama:
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onde 1, € a aplicacao candénica, comutar.

Demonstracao:

Desde que f € n-linear, existe uma unica aplicacdo linear f, que faz o diagrama:

(M)

onde p, € a aplicagcdo canonica, comutar. Agora, para todo elemento de T"™(M) da forma
X1...05-1.T.2.Tj42...Lp, LeMOS que:

f@rzj.x.2.2j00..2,) = f(@1, .0, Tjo1, 2,8, Tj2, 0, Tn) =0

Dessa forma, podemos definir um homomorfismo de A-mddulos f*, de tal forma que o diagrama:

onde Y, € a aplicagdo candnica, é comutativo. Assim sendo, temos:

froma=f"oynopn=Fopn=f
Se g € um homomorfismo de A-mddulos que faz o diagrama da hipdtese comutar, temos que
gXi Ao Nep) = f(z1, ey x0) = (@1 Ao ANap) = g= fF
Q.E.D.

Corolario C.3.3. Sejam M, N A-mddulos, g : M™ — N uma aplicag¢do n-linear alternada e

(z1,22,...,2n) € M™. Para qualquer permutagio o de {1,2,...,n}, temos
g(xd(l)va(Q)v 7md(n)) = 6::7'9(‘%1"%27 ,.’En)

onde €, € o sinal da permutacdo o.
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Demonstracao:

Com as mesmas notagoes da proposicao, temos:

g(xa(l)a Lo(2)s -+ xo(n)) = g*(xa'(l) A Ts(2) ATV LEa’(n)) = g*(EU(II,’l AN WA ZL’n)) -

g (T1 N2 Ao AN2p) = €59(T1, T2, .0y Ty)
Q.E.D.

Corolério C.3.4. Sejam M e N A-mddulos e f : M —> N um homomorfismo. Eziste um inico

homomorfismo de A-dlgebras graduadas A(f) : N(M) — A(N), que prolonga f.

Demonstracao:
Sejam 1, : N — N"(N) a aplicagio canénica e g, : M™ — N™ a aplica¢io
(1,22, 0y Zn) = (f(z1), f(22),..., f(zn)). A aplicacio ¥y, = Ny 0 g, € claramente n-linear alter-

nada. Assim sendo, podemos definir um homomorfismo de A-mddulos \"(f), que faz o diagrama:

onde @, é a aplicagdo candnica, comutar. Defina A°(f) =14 e AY(f) = f e A(f) = ® A" (f).
Afirmacao: A(f) é um homomorfismo de A-dlgebras.

Desde que A(f) é um homomorfismo de A-mddulos, € suficiente demonstrar que:

ANP)(@1 Ao Ao Axp) - (Ynt1 AYnt2 A oo AYnam)) =

(A @1 A2z A e A2)-(A) Ut A sz A oo A Ym)

para m,n > 1 e x;,y; € M. Em assim sendo, temos:

ANz Aze Ao Axn) (Ungt AYnga Ao Alngm)) =

AN @ AZa A e Ay A Yt AYnga A e A Ynim) =

/\n+m(f)(x1 ANTo N ANTy AYnt1 NYnt2 Ao A yn-i-m) =
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Mnm © Gnm (L1, 22, - Tns Yt 1, Ynt2s o Ynm) =
@) A f@2) A A f(@n) A f(ynga) A fYng2) A A S (Yngm) =
[f(@) A f(@2) A A f(@n) L (Uns1) A fWnr2) A A f (Ynm)] =
[ © gn (@1, 22, .oy Z0)]- [ © G (Yn4 15 Ynt2, s Yngm))] =
(N (F) (@1 Azg A A )N (F) (U1 Untzs o Yngm)] =

N (@1t Axa A Azp)LLIACE) (Ynt 15 Ynt2s oo Yntm)]

Se g: AN(M) — A(N) é um homomorfismo de A-dlgebras que prolonga f, entdo teremos:

g@ir ANza Ao Axy) = g(x1) A gza) Ao Ag(en) = flar) A flae) Ao A fay,) =

ANf) (@1 Aza Ao Azy)

para todo n > 0 e toda sequéncia de n elementos pertencentes a M. Como os elementos
Ty ANxa Ao Ay e 1, n >0, z; € M geram \N(M) e g, A(f) sdo homomorfismos de A-mddulos,
seque que g = A(f).

Q.E.D.

Observe que se g : N — P € outro homomorfismo de A-mddulos, temos A(go f) = A(g)oA(f).
De fato, tal igualdade seque da unicidade de A(go f).

Proposicao C.3.4. Sejam M e N A-mddulos. Se munirmos (\N(M)) @4 (A(N)), com a estrutura

anti-tensorial (exemplo C.3.1), entao existe um isomorfismo:
(A @a (A(V) = A(M & N)
de A-algebras.
Demonstracao:
Seja ji : Hi — M@®N, ondei € {1,2}, HH = M e Hy = N, ainje¢ao candnica. Pelo coroldrio
C.5.4 podemos definir homomorfismos de A-dlgebras:
A(ji) : /\(Hi) — /\(M@N)
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que prolongam j;. Assim sendo, podemos definir uma aplicagdo:

¥ (AGD) x (ANV) — (M & N)

tal que Y(x,y) = (A(J1)(2)) A (A(U2)(y)). Como ¢ € claramente A-bilinear, podemos definir uma

aplicagao A-linear:

v (AN @4 (NWV) — A @ N)

tal que p((z1 Az N AZp) R (Y1 AY2 A AYp)) = J1(@1)AJr(z2) Ao AJ1(2p) Ad2 (Y1) AJa(y2) A AJ2(Yp) s
comz; € M ey; € N.

Afirmagao 1: ¢ é um homomorfismo de A-dlgebras unitdrias.

Por linearidade é suficiente demonstrar que o((z @ y).(2' ®y')) = p(z @ y).p(a’ ®Y'), Vo, 2’ €
AM) e Vy,y' € A(N). Novamente por linearidade é suficiente demonstrar o caso em que T =
TINTI N ATy, & =TI ANTEAN AT Y =YLAYAN LAY ey =y AYa A AYg, comz; € M

ey; € N. Assim sendo, temos:

e((z®y).(z' @y)) = (1) (z.2) ® (y.9)) =
(—D)"p((x1 Aza A e Axp ATy ATHEN e AZL) @ (Y1 AYy2 A e AYg AYL A YS A e AYL)) =

(D)™ Azo A AZp AZYATHEN o AZLAYL AY2 A e AYg AYL AYS A Ayl =

(=) (1 Azo A Azp) AN@y AL A AT A (Y1 Aya A Ayg) AyL Ays A AYl) =

(1) (z1 Aza A e Azp) A1)y A e Ayg) A@E A AZDA (Y Ay A A YL) =

(i Aza A e Azp) Ayr Aya A e Ay A (@ ATG A AT A (Y AYLA o Ayl)] =

(pz@y)) A(p@' @Y)) = ez @y)p @y
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onde estamos identificando M e N com um submddulo de M@ N por meio da aplicagao canonica.
Além do mais, p(1®1) =1 A1 =1.1= 1. Definiremos a inversa de ¢ como seque. Para p =0
defina:

EO:A—>/\(M) ®a /\(N)

tal que &y(a) = 1 ® a. Para p =1 defina:

G :MaN— \M)oa ANV

tal que & (x) = (pri(x)) @1+ 1® (pra(z)), onde pri - M &N — M epro: M & N — N sao
as projegoes candnicas. & claramente estd bem definida e é A-linear.

Para p > 1 defina:

& (MaNP — N(M)oa (V)

tal que pr(xl, T2, oy Tp, Tpt1) = &1(21).E1(22)...&p (). Segue da linearidade de &1 que é; é p-linear.

Além do mais, se x; = x; =y para i # j, teremos:

~

€p($17 vy Li—1y Ljy Lily ooy Lj—1, Ly Lj41, ...71'])) =

E1(x1)-&(rim1)E1(y)-Ea(wigr) &1 (xi-1)-E1(y) L1 (2j41) &1 (ap) =

(=17 (@) & (i) [ ()] 61 (@igr) (1) 1 (240) - & () = O
Pois se y = (y1,y2), comy; € M e ys € N, entao:

EWP = ©l+1@yl =)’ @1+ @y +1 ey + 10 () =

NOY+ 1Y =1 QY2 —y1 QY2 =0

Lembrado que em N\(M) (resp. N(N)) 22 = 0 para todo z € M (resp. z € N) e que
(AM)) @4 (A(N)) € anti-comutativa. Sendo assim, podemos definir uma aplicagdo A-linear:

P

& \MeN) — \M)@a \(N)
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tal que (1 Aza Ao Axp) = Ei(x1).&1(z2)...61(xp)

Uma vez definidos os &, defina:
£: \(M & N) — \M)@a \(N)
tal que & = @Ep. Segue por construcdo que § é um homomorfismo de A-dlgebras.
Afirmagao 2: & é a inversa de p.

De fato, temos que:

po&i(r) =p((pri(e) @1+ 1@ (pra(2))) = e((pri(z)) @ 1) + ¢(1 @ (pra(z))) =

(Jropri(z)) A1+ 1A (jaopra(z)) = j1opri(z) + jeopra(z) =

pol(ziNaa A Nrp) = p(€1(21)-&1(w2)--E1(p)) = p(€1(21))-p(€1(22)) . p(Er(p)) =

T1.L2..Tp = T1 AT N .o ATy

FE também:

Eop([tr Az Ao Axp] @ [y1 Ay Ao Aygl) =
EG1(m1) Agi(xa) Ao Adi(ap) Ada(yr) A da(yz) A -dalyg)) =

Gogi() A& ogi(za) Ao A& ogi(y) Ao ga(yr) Ao ga(yz) A& 0 da(yy) =

(01 1)-(22 ® L)ow(ap © VLA @ 11).(1© 2).- (L @ )] =

[(TrAza A ATp) QLI R (Y1 Ay A Ayg)l = [T1 AZ2 A Azp] @ [11 Aya Ao A Yy
O resultado seque da linearidade das aplicagcoes consideradas.

Q.E.D.

176



Corolario C.3.5. Seja {M;}7; uma famiia de A-médulos. Se munirmos:

ALY @4 \(Mz) ©a .. 04 [\(M,)

com a estrutura anti-tensorial, entdo existe um isomorfismo :

n

N @4 \NM) @4 ... @4 \(My) ~ \EP M)

i=1

de A-dlgebras.

Demonstracao:

O resultado seque por inducao, a partir dos isomorfismos de A-dlgebras:

AL @4 NM) @4 ... @4 \(My) ~

(ANOM) @4 NMa) @4 ... 4 \(Mn1)) @4 \(My) =

(NED M) @4 AL = A(ED M) @ M) ~ AED M)

Q.E.D.

Lema C.3.1. Sejam M, N A-mddulos, g : M™ — N uma aplica¢io n-linear e G = {x;};er uma
famdlia de geradores de M. Se para toda sequéncia {y1,ya,...,yn} de n elementos de G, tal que
yr = y; para algum par de elementos distintos (k,j), tivermos g(y1,¥y2,...,yn) = 0 € para qualquer
sequéncia {z1, 22, ..., zn} de elementos de G tivermos g(zr(1), 2r(2), -+ Zr(n)) = —9(21, 22, .y Zn),

qualquer que seja a transposicio T de {1,2,...,n}, entao g € alternada .

Demonstracao:

Da definicao de aplicacao n-linear alternada e do coroldrio C.5.3, vemos que € suficiente demon-
strar que para todo | € {1,2,....n—2} e toda sequéncia {wy, ..., w;, W43, ...,wn } de n—2 elementos
de M, temos g(w1, ..., wy, 2, 2, W43, ..., wy) = 0, Vz € M. Escrevendo ws = z as,i,Ti, temos que

isel

G(W1, ey Wy, 2, 2, Wit 3,y ey Wyy) = E Ay O3 Q43 ,p g O G (T s ooy Tiyy 20 2, Ty gy ooey T,

onde a soma acima é calculada sobre o produto dos suportes das familias {as;, }i,er,
s€{1,2,...,n}—{l+1,142}. Dessa forma, é suficiente demonstrar que para todol € {1,2,...,n—2}

(firo) e toda sequéncia {wy, ..., w, Wiy3, ..., wn} (fixa) de n — 2 elementos de G, temos
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g(wy, ..., wy, 2, 2, Wit s, ..., wy) = 0, V2 € M. Assim sendo, é suficiente demonstrar o caso n = 2.

FEscrevendo z = E b;x;, temos:
iel

9(z,2) = g(z bz, Z bjz;) = Z Zbibjg(xiaxj) = Zbibjg(xiaxj) + Z bibig(wi, vi)+

iel jerI i€l jel i<j il

D bibjg(wi, ) =Y bibjg(wi,xy) + > bibjg(wi, ;) = > bibjg(ai, ;) — > bibjg(as, i) =

j<i i<j j<i i<y j<i
Z bibjg(xi, ;) — ijbig(iﬁi»iﬂj) = Z(bibj —bjbi)g(wi, ) =0
i<j i< i<j
Q.E.D.

Lema C.3.2. Sejam M,N A-mddulos, f : M™ — N, g: M™ — N aplicagoes n-lineares e {x; }icr

uma familia de geradores de M. Se f(xx;, Tagy -y Ta,) = G(Tayy Tags ooy TN, )y V(AL, A2y ooy Ap) € 1T,
entdo f =g.

Demonstracao:

Seja (Y1,...,Yn) € M™ e escrevamos y; = E aji, xi;. Temos que:
ijel

f<y17 ;yn> = f(z 15, Ly ey Z am"xi") = Z Z alil...amnf(xil, ...,.’L‘in) =

1€l in€l i1el in€l

Z Z A1y iy, (X ey Ty ) = g(z A1iy iy y ey Z i, Ti, ) = G(Y1, ey Yn)

n€l  in€l i€l in€l
Q.E.D.
Proposigao C.3.5. Seja M um A-mddulo livre com base {e;}icr. Para todon € N, \"(M) é
livre. Além do mais, se < é uma ordem sobre I, entdo a base de \" (M) é dada por:
{exs Aex, A Aen, P <as<i<an, (i das A€l

Demonstracao:
Sejam Fn(I) ={H CI/#H =n} e JJK C 1. Definadjx =1 se J=K, ;5 =0, se J # K.

Desde que M ¢ livre, temos que T™(M) é livre. Logo, podemos definir uma aplica¢ao A-linear:
M T(M) — AGn D)
tal que mp(ex,.ex,...en,) = Z duyesey, onde J = {A1,Xo,...; A}, {es}ies,. () € a base

HeFn(I)
canénica de AG) ¢ e, ¢ o sinal da (unica) permutacio o de {1,2,...,n}, tal que Ao(1) < Ag(2) <
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. < Ao(n) (se existirem indices i,j € {1,2,...,n} distintos, tais que \; = \j, entdo considere
o como sendo a permutagao do maior subconjunto {1,2,...m} C {1,2,...,n} tal que A\s # A,
Vs, r € {1,2,....,m} e Ao(1) < Ag2) < oo < Ag(m)- No que seque essa condigao ficard implicita).

Se iy, : M™ — T (M) denota a aplicagdo (n-linear) canénica, entdo v, = 1, o, € n-linear,
uma vez que a composicao de uma linear e uma n-linear € claramente n-linear. Agora observe que
se existem i,j € {1,2...,n}, distintos, tais que \; = A;, entdo #J < n e dessa forma, dgy = 0,
VH € §.(I), ou seja, pn(€x;,€xryy--€rn,) = 0. Seja 7 uma transposi¢io de {1,2,...,n}, temos
que a (tdnica) permutacio 0 de {1,2,...,n}, tal que Ador(1) < Mor2) < v < Agor(n) € dada por

0 =ocor!. Assim sendo, temos:

Pn(€x, 1y €xria)r s EAr(n)) = § dmy€ges = E OHJEgor-1€5 =

HeF (1) Hegn(I)
> Onsecerres=— Y duiese; =—pn(er,; ey rn,)
HEFA (1) HEF (1)

Segue do lema C.3.1 que p, € n-linear alternada. Sejam N um A-mddulo e f : M™ — N
uma aplicacio n-linear alternada. Desde que A1) ¢ um A-mddulo livre, podemos definir uma

aplicacao A-linear:

~

tal que fey) = fexay, €rsy--r€r,), sendo J ={A < Ao < ... < A, }. Agora, observe que:

fo Cpn(e,ulae,uza "'aeﬂn) = ]?( Z 5HK€a'eK) - Z 5HK60'}'\(6K)

HeFn(I) HeFn(I)

onde K = {1, pio, ..., in} € 0 € a (tnica) permutacio de {1,2,...,n} tal que 1y < flo(2) < ... <
Ho(n)y- Se€ pi = pj para i # j, entdo #K <n e dgx =0, VH € §,,(I). Dessa forma

o~

foon(euseussen,) =0=f(eu,u, s€p,)

Se p; # p; para todo i, j distintos, entao Z oy = 1. Assim sendo, temos:

HeFn(I)
fo SOn(em y €l oo eun) = ecff(eK) = €tff(eua(1) 1 Clg(ays eua(n)) =
60—1f(eua(1)ﬂ Clig(2yr e e/-"o‘(n)) = f(em TR eun)

A dltima igualdade seguindo do coroldrio C.3.3. Segque do lema C.3.2 que o diagrama:
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AGn(D)

¢ comutativo. Além do mais, se g : AG»)) — N ¢ uma aplicacdo A-linear que faz tal diagrama

comutar, temos que:

g( Y azen)= Y asgle)) = Y asglpn(ers,ergs eas)) =

JEFn(I) JEFn(I) JEFn(I)

Z asf(eny,engsmexy) = Z ayf(en(ens eng;-exy)) =

JEFn(I) JETn (1)
Z an(eJ) = f( Z asey)
JEFn(I) JEFn (D)

onde J = {\{ < \J <...<\/}. Dessa forma, ]? € a unica aplicagido A-linear que faz tal diagrama
comutar. Desde que (N"(M),vn), onde v, : M™ — A"(M) é a aplicacio candnica, também
satisfaz a mesma propriedade universal (proposi¢io C.3.3) seque que 7, : A1) — A" (M) é

um isomorfismo. Assim sendo, temos que a base de \" (M) é dada por:

{mler)tres.) = {Am o enlers,exs, - exs)bimpayani<..<as}iesa() =
{%(evae,\g, - e/\;{)}J:{)\{<)\'27<...<)\%},J€C§n(1) =

{ex, Aex, A e Aea, Fai<do<..<an, (A Ay An)ELT
Q.E.D.
Coroldrio C.3.6. Seja M um A-mddulo livre com base finita {e1, ez, ...,en}. O A-mddulo /\k(M),
0 <k <mn, € livre e tem dimensao dada por ( Z )

Demonstracao:

Pela proposicao e sua demonstracdo, vemos que /\k(M) € livre e tem dimensao igual a cardi-

n
nalidade do conjunto dos subconjuntos de {1,2,...,n} que tem cardinalidade k, ou seja, ( ) )
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Q.E.D.

Corolério C.3.7. Se P é um A-mddulo projetivo, entdao \"(M) é um A-mddulo projetivo para

todo n € N.

Demonstracao:

Desde que P é projetivo, existe um A-mddulo M e um conjunto I, tais que AY) ~ M & P,
identificaremos esses A-mddulos por meio desse isomorfismo. Seja f : M & P — P a proje¢do

canonica. Uma vez que P € projetivo, existe um homomorfismo g que faz o diagrama:

7l

A ——= P ——>0

comutar. Seque do coroldrio C.3.4 que existem homomorfismos de A-dlgebras graduadas,
A : AAD) — A(P), Alg) : A(P) — AAD) € A(f o g) : A(P) — A(P), que prolongam
f, g e fog=1p, respectivamente. Da observacao feita ao corolario C.3.4 e da unicidade de tais

prolongamentos, temos que:

A(f)oN(g) = A(fog) =NA(1p) = 1rwp)

Uma vez que tais prolongamentos sGo homomorfismos de A-dlgebras graduadas, seque que para

todo n € N, temos:

A" (f) o N"(g) = 1an(p)

Sey € N"(AD), temos:
AN (F) W) = Lanpy o A" (F)(y) = A" (f) o A" (g) o A" (f)(y) =

n n

3z € Ker(A"(f))/y = 2+ A"(9) o A" (f)(y) = N\(AD) = Ker(A"(£) + A" (9)(/\(P))
Além do mais, se x € Ker(A"(f)) N A™(g)(A"(P)), entdo:

32 € \(P)/a = A"(g)(2)e A" (F)(@) = 0= A"(f) o A™(g)(z) =0 = 2 = 0 =
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= A"(g)() =0

Assim sendo, podemos definir um homomorfismo de A-mddulos:

n n

Yn s \AD) — Ker(A"(f)) & A"(9)(/\(P))

de tal forma que se x € Ker(A"(f)) ey € A"(g)(\"(P)), entio ¥n(x +y) = (x,y). Observe
que 1y, estd bem definida. De fato, se x,2' € Ker(A"(f)) e y,y' € AN*(g)(\"(P)) sdo tais que
z+y=a2+y, entiox—a' =y—y =0¢€ Ker(A"(f))NA"(g)(N"(P)) = (z,y) = (2, y'). ¥, €
de fato um isomorfismo, cuja inversa € dada por (x,y) — = +y, que claramente estd bem definida.
Como A™(f) o A"(g) = Lan(p), temos que A"(g) € injetiva, logo N"(g)(\"(P)) ~ A\"(P). Assim

sendo, temos:

n n n

NAD) = Ker(A"(1)) @ A™(9)(\(P) = Ker(A™(f)) & /\(P)
Segue da proposi¢io que \"(AWD) € livre, portanto \"(P) € projetivo.

Q.E.D.
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Apeéndice D

Sequéncias Regulares e Simbolo de

Multiplicidade

D.1 Sequéncias Regulares e Profundidade

D.1.1 Sequéncias Regulares

Definicao D.1.1. Sejam M um A-mddulo e {a1,az,...,a,} um sequéncia de elementos de A. A

sequéncia {ay,az, ...,an} € dita M-regular, ou uma M-sequéncia, se a multiplicagcao com relagao @

M

@i em <ai,az,...,a;—1>M yeensQn

Exemplo D.1.1. A sequéncia {a} € uma sequéncia M-regular, se, e somente se, a ndo € um

divisor de zero em M, ou seja, se x € M e ax =0, entao x = 0.

Proposicao D.1.1. Sejam {ai,as, ..., ay,,b1,ba, ..., by um sequéncia de elementos de A e M um
) b) b) b) b) b) b)
A-mddulo. Se M' = m, entdo a sequéncia {ai,as,...,an,b1,ba,....,b,,} € M-reqular,

se, e somente se, {a1,as,...,an} € M-reqular e {by,ba,...,by} € M'-reqular.

Demonstracao:
Sejam Ij =< ai,ay, ...,an,b17b27...7bj > e Kj =< bl,bz,...,b]‘ > 0<57<m (Ko =0,

Iy =< ay, a3, ...,an, >). O homomorfismo composto dos homomorfismos canonicos:

M’
M— M —
K;M'
. . . , M .M
¢ sobrejetivo e tem por nicleo I; M. Dessa forma, temos um isomorfismo 0 = R Portanto,

. . ~ .. . . Vi .
a multiplicagdo por bjy1 € injetiva em I,-%’ se, e somente se, 0 € em % Assim sendo, segue

o resultado.
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Q.E.D.

Proposicao D.1.2. Sejam {ai,as,...,ar} uma sequéncia de elementos de A, {ni,na,...,nK} uma
sequéncia de elementos de N* e M um A-mddulo. A sequéncia {ai,as,...,a} € M-regular, se, e

somente se, a sequéncia {a}",a3?,...,a,*} é M-regular.

Demonstracao:

Sejam a, B € A.

Afirmacao 1: As multiplicacées com relacdo a o e com relacdo a 8 em M sao injetivas, se, e

somente se, a multiplicacdo com relacao a afS em M € injetiva.

De fato, se (af)x =0, entao:

alfr)=0=pr=0=2=0

Reciprocamente, se ax = 0, entao:

Blar) =0= (Pa)r=0= (af)z=0=2=0
e analogamente, seque que fxr =0 = x = 0.

Afirmacao 2: A multiplicacao com relacao a o« em M € injetiva, se, e somente se, a

multiplicagcao com relacao a o™ em M é injetiva.

1

De fato, seque da afirmacao 1 que a multiplicacdo com relagao a a e a @™~ em M sdo injetivas

n—1

se, e somente se, a multiplicacdo com relagdo a aa = a"™ em M € injetiva. O resultado segue

por inducdo.

Afirmacao 3: Sejam n,m € N*. As multiplicacoes com relagao a o e com relagao a B em M

sao injetivas, se, e somente se, a multiplicacao com relagao a ™ B™ em M € injetiva.

De fato, da afirmagao 2 temos que a multiplicacao como relagdo a o (resp. )em M € injetivas,
se, e somente se, a multiplicacdo com relagdo a o™ (resp. ™) em M € injetiva e da afirmagdo
1 temos que A multiplicacao como relacdo a o™ e com relacdo a ™ em M sdao injetivas se, e

somente se, a multiplicacdo com relacao a a™B™ em M € injetiva.

Afirmacgao 4: Sejam o, € A. Se a multiplicacdo com relagao a o em M € injetiva, entdo a

multiplicagao com relagao a B em % € injetiva, se, e somente se, 0 € em %
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Suponha n > 1. Se fy =0 em J—IM, entao:

. M -
«

Suponha que demonstramos que y = odx;, com 1 < j <n —1. Dessa forma, temos:

Badz; =0= (fad)z; = a"zj41 = Br; =" Iz = BT, =0 =

11/7\]‘ =0= Tj=QTj41 = Y = Ozj+1$j+1

Segue por indugao que y = a"xy,, para algum x, € M, e portanto y = 0. Reciprocamente, seja

By =0, temos que:

By =az= Bty =a"z=Blaly) =0=aly=0=a" 'y =a"x

Da afirmacgao 2, seque que y = ax e portanto y = 0.
Se k =1, entdo o resultado seque da afirmagdo 2. Suponha que k > 1 e sejam {aq, ..., ag, ag+1},
{b1, ..o, b, b1} duas sequéncias de elementos de A, {n1, ..., ng, ngt1}, {m1, ma, ..., mp, Mp41}+ duas

sequéncias de elementos de N* e M um A-mddulo. Temos pela afirmacdo 4 que a multiplicacdo

POT QAg41 €M <a17a27]_\f['7ak>M o~ aiVII\;[” com M' =< ag,as,...,ar > M, € injetiva, se, e somente
se, 0 € em alb]\fl;l, ~ <a7111,a2],\{.,ak>M' Da hipdtese de inducdo, concluimos que a multiplicacdo
por axt1 em <af’1,a2],\{4,ak>M o <a2)a3f{:;k>M,,, onde M" = a*M, é injetiva, se, e somente
se, 0 € em <a;2’a;3¥i:az,€>M” ~ <af1,a§2{\{.,azk>M' Seque por inducdo que {ay,as, ..., a5, ag41}
¢ M-regular, se, e somente se, {ay",a5>,...,a.", a1} € M-regular (o passo k = 1 ndo passa
da afirmacao 4). Da afirmagio 2, temos que {ai',a3?,...,a.* a1} € M-regular, se, e so-

n ’ .
mente se, {a}",ay®,...;ap*,a, 5"} € M-regular. Observe ainda que < af*,a3”,...,a* > M C

<ai,ag,...,ap > M #* M.
Q.E.D.

Proposicao D.1.3. Sejam {a1,as,...,an} uma sequéncia de elementos de A e M um A-mddulo.

A sequéncia {ay,ag, ...,an} € M-regular, se, e somente se, a sequéncia:

$o P1 P2 Pn—1 Pn
0 M My

My M, _1 M, 0 (Dl)

onde M; = M% (Mo =M) e piy1 : My — M1 € tal que p;11(Z) = aj42T (T e T
denotam as classes de © em M; 1 e M;, respectivamente) (po(z) = a1z, pn(x) =T € M,,), € exata

e M, #0.
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Demonstracao:
Se a sequéncia {a1,as,...,an} € M regular, seque que @o € injetiva, pois tal func¢do ndo passa

da multiplicacdo por a1 em M. Além do mais, temos:

41
(p¢+1($) =002 =072=052= Zaij ST =0Qi41%2i41 S T = SOZ(Z/'L—\H)
J=1

sendo T a classe de x em M;y1 € Zi11 a classe de z;11 em M;.

Reciprocamente, se a sequéncia D.1 € exata, temos que a1 € injetiva em M e também:

a;x =0= @171(@\) =0=>z= api,g(E) = ai,lg/z €< ar,a9,...,04;_2>M=T=0

onde T denota a classe de x em M;_1, T denota a classe de x em M;_o e Z denota a classe de z

em Mi_g.
Q.E.D.

Proposicao D.1.4. Sejam M um A-mddulo e {ay,as,...,an} uma M-sequéncia. Se M € Noethe-
riano e cada a;, 1 < i < n, pertence ao radical de Jacobson, entdo {ag(l),ag(g), ...,ag(n)} € uma

M-sequéncia, para qualquer permutacao o : {1,2,...n} — {1,2,...,n}.

Demonstracao:

Faremos indugao sobre n. O cason =1 € trivial. Suponha que o resultado € valido para n > 1.
Se T € uma transposi¢io de {1,2,...,n,n + 1}, entdo existem i,j € {1,2,....,n,n + 1}, tais que
T(i)=4,7(j) =t e7(k)=k,Vk#1i,j. Sei,j€{1,2,...,n}, entdo seque por hipdtese de indu¢ao

que {ar(1y; Qr(2); s Gr(n)} € uma M-sequéncia. Além do mais, temos que:

M B M N
< Ar(1); Ar(2)s ++es Ar(n) > M < Q1,02 ..., an > M

an+1E:0€ x=0

Logo, {a-(1), @r(2), -+, r(n), Gr(nt1)} € M-regular. Se i = n+ 1, entdo podemos ver T como a

composicao das sequintes transposigoes:

yije—mn

n:n—n+1

C:7—n

Segue do caso "i,j € {1,2,...,n}" que {ay(1), Gy (2); s Qy(n), Gy(n+1)} € uma M-sequéncia.
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Afirmacgao 1: Sejam « e B pertencentes ao radical de Jacobson. Se {a, B} é uma M-sequéncia,

entao {8,a} é uma M-sequéncia.
— M ~
Seax=0c¢€ Bars entao:

M
amzﬁyéﬁi]zOE—M:>ﬂ:O:>y:az:>ax:a(ﬁz)émzﬁz:fzo
a

Seja (0 :pr B) = {xz € M/Bx = 0}. Claramente, (0 :pr B) € um submddulo de M e
<a>(0:pB) C(0:p B). Além do mais, temos:

xE(O:Mﬁ)éﬂx:0:>ﬁf:0€aﬁM:>T:0:>x:ay:>a(6y):0:>
By=0=>ye(0:y B)=z=aye<a>(0:p)

Portanto, < a > (0 :pr 8) = (0:31 B). Segue do lema de Nakayama que (0 :pr ) = 0. E dessa

forma, a multiplicacdo por B € injetiva em M.
Afirmacdo 2: {0y (1); Gnoy(2)s > Gnory(n)s Anoy(nt1) ) € uma M-sequéncia.

Pela proposigdo D.1.1 € suficiente demonstrar que {ayoy(n)> Gnoy(nt+1)} = 1@ny1,a;5} €

M = M reqular. Mas isso seque da afirmag¢ao 1 (trocando M por M') e

<anofy(1)7anofy(2)7---7ano'y(n—1)>M

do fato de n(k) =k, Vk < n.
Assim sendo, seque do caso "i,j € {1,2,...,n}" que:
{a'r(l)7 QA7(2)5 -+ A7 (n)> aT(nJrl)} = {a<0n07(1)7 A¢onoy(2)y ++s A¢onoy(n)s a(onoy(nJrl)}

€ M-regular. Dessa forma, temos por inducdo que {aT(l), Ar(2)s ey aT(n)} é M-regular para qualquer
transposicio T : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Como 0 = T, 0Tpy_10...0T1, cOM 08 T; transposi¢oes,

o resultado seque por indugcdo sobre m.
Q.E.D.

D.1.2 Profundidade de um A-moddulo relativo a um ideal

Definigao D.1.2. Sejam M um A-mddulo e J C A um ideal. Chamamos de profundidade de M

com relagio a J e denotamos por prof(J; M) ao “inteiro”:

prof(J; M) =inf{n € NU {oo}/Eth(é,M) # 0}
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Proposicao D.1.5. Sejam J C A um ideal e {M;};c; um familia de A-mddulos. Se M = HMi,

iel
entao temos a sequinte igualdade:
prof(J; M) =inf{prof(J; M;)/i € I}
Demonstracao:
Pelo coroldrio B.4.4 temos que Ext (J; M) ~ HEa:tZ(J; M;). Sen < prof(J; M), entdo:

i€l
[[E=ti(7: M) = 0= Eaty(J; M;) =0, VieI,VneZ
el

Dessa forma, prof(J; M) <inf{prof(J;M;)/i € I}. Se m < inf{prof(J;M,;)/i € I}, entio:

Ext}(J;M;) =0, Viel= [[Eaty(J;M;) =0= Ext}(J; M) =0
el

Assim sendo, temos inf{prof(J;M;)/i € I} < prof(J; M).
Q.E.D.

Lema D.1.1. Sejam N,M A-mddulos e J um ideal. Se J C Ann(N), entdo Ext’y(N;M) = 0,
Vn < prof(J; M).

Demonstracao:
Sabemos que N tem uma estrutura candnica de %—mo’dulo. Temos pela proposicio A.1.5 que

eriste uma sequéncia erata:

0—=H— () —=N—>0 (D.2)

onde H é um 2-mddulo e I é um conjunto. Seque do coroldrio B.4.4 que Ext’}f((%)(l);M) ~

J
[Ext?(%;M)]l, VYm € Z. Assim sendo, temos que Eztf(%(l);M) =0 sem < prof(J;M). Da

sequéncia exata de %-médulos (D.2), que pela estrutura de %-mo’dulo de tais mddulos também

1

€ uma sequéncia exata de A-mddulos, e do teorema B.4.2 concluimos que Ewtfﬁl(H; M)
Ext™(N;M). O resultado seque por indugdo, lembrando que Emt;‘l(H; M) =0 e que J C
Ann(M).

Q.E.D.
Proposigao D.1.6. Sejam M um A-mddulo e J' C J C A ideais. Temos que:
prof(J'; M) < prof(J; M)
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Demonstracao:
Desde que J' C J = Ann(%), temos pelo lema D.1.1 que Emt’}x(%;M) =0,Vn <prof(J,M).

Assim sendo, segue-se o resultado.
Q.E.D.

Proposicdao D.1.7. Sejam M um A-mddulo, J C A um ideal e {ay,as,...,a,} C J uma M-

M

<a1,a2,...,a; >M?’ entao:

sequéncia. Se M; =
prof(J,M) =prof(J; M,) +n

Demonstracao:
Observe que prof(J; My) = prof(J; M), onde My = M. Suponha que demonstramos que
prof(J; M;) = prof(J; M) —i, 0 <i<n—1. Considere a sequéncia exata:

onde @; € a multiplicacao por a;11 em M; e ;1 @ M; — M;y1 é a aplicagdo canonica. Pelo

teorema B.4.3, temos as sequéncias exatas:

Ext’y (4, M;) — Eaty (5, M;1) — Eat’F' (4, M;)

r€Z. Ser <prof(J; M)—i—2, entdo temos por hipdtese que Emtg(é, M;)=0= Emtgﬂ(%, M)
e portanto Emtﬁ(%,Mﬂ_l) = 0. Assim sendo, temos que prof(J; M;y1) > prof(J; M) —i — 1.

Considere a sequéncia exata:

Ext’ (4, Miy,) — Ext’y (4, M;) —"> Eat’y (4, M)

onde s = prof(J; M) —i e ns(f) = aip1f (teorema B.4.3). Como a;y1 € J = Ann(%), segque do
coroldrio B.4.2 quen,(f) = 0. Seprof(J; M;y1) > prof(J; M)—i—1, entdo Exti‘_l(%, M;+1) =0.
Dessa forma, n; € injetivo e teriamos E:cti(%,Mi) = 0. O que contradiz a hipotese de indugdo.

Logo, prof(J; Mi41) = prof(J; M) —i— 1. O resultado segue por indugdo.
O.E.D.

Lema D.1.2. Sejam M um A-mddulo e 3(M) = {a € A/ax = 0 para algum 0 # x € M}. Se
A € Noetheriano e M finitamente gerado, entao existe uma famdlia finita {Py, Ps, ..., P,} de ideais
primos de A, tais que 3(M) = U P;. Além do mais, para cada i € {1,2,...,n} Jx; € M tal que

=1

P, = Ann(x;).
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Demonstracao:
Afirmacgao 1: 3(M) = U Ann(x)
0AxEM

Evidente!

Afirmacdo 2: Os elementos mazimais (com relagdo a inclusdo) do conjunto

B = {Ann(z)/0 # x € M} sao primos.

Seja Ann(z) maximal em B. Se ab € Ann(z) e b & Ann(zx), entdo:

abr = 0,bx #0 = a € Ann(bz) € B

Além do mais, temos:

d € Ann(z) = dx =0= d(bx) = 0 = d € Ann(bz) = Ann(x) C Ann(bz)

Da mazimalidade de Ann(z) seque que Ann(x) = Ann(bx) e portanto a € Ann(x).

A existéncia de elementos maximais em B estd garantida pelo fato de A ser Noetheriano. Seja N
o submddulo de M gerado pelos elementos x € M, tais que Ann(z) é mazimal em B. Uma vez que M
¢é Noetheriano (A é Noetheriano e M finitamente gerado) seque que existem x1, s, ..., T, € M, tais
que N =< x1,To,....x, >. Sex € M € tal que Ann(z) é maximal em B, entdo x € N e portanto
n
ﬂ Ann(z;) C Ann(N) C Ann(x). Pela afirmagio 2, temos que Ann(z) € primo, portanto i €

i=1
{1,2,...,n} tal que Ann(z;) C Ann(z). Da mazimalidade de Ann(z;), seque que Ann(x;) =

Ann(zx). Portanto, os unicos elementos mazimais de B sao {Ann(z1), Ann(xs), ..., Ann(z,)}. Da

afirmagao 1 e da mazimalidade dos Ann(x;), seque que 3(M) = U Ann(z;). O resultado segue
i=1

da afirmacgao 2.

Q.E.D.

Lema D.1.3. Sejam A Noetheriano, M um A-mddulo finitamente gerado e J C A um ideal. O
submddulo N = {x € M/J C Ann(z)} € nulo, se, e somente se, Iy € J tal que a multiplicacdo

com relagdo a v em M € injetiva.

Demonstracao:
Suponha que para qualquer v € J, existe 0 # x, € M tal que yr, = 0. Em assim sendo,

temos que v € Ann(x,) e portanto J C U Ann(z). Pelo lema D.1.2, temos que existem

0#xeM
n

X1,T2,...,Tn € M — {0}, tais que Ann(z;) sdo primos e J C U Ann(z;). Como os Ann(x;) sao
i=1
primos, 3i € {1,2,...,n} tal que J C Ann(z;). Absurdo, pois N é nulo. A reciproca € evidente.
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Q.E.D.

Lema D.1.4. Sejam M um A-mddulo, J C A um ideal. Temos que:

HomA(é,M) ~{zx e M/JC Ann(z)}

Demonstracao:
Defina:

0 HomA(é,
tal que o(f) = f(1). Sea € J, entdo af(1) = f(al) = f(a) = f(0) = 0. Logo, ¢ estd bem definida

e € claramente um homomorfismo. Se p(f) =0, entao:

M) — {xe M/J C Ann(x)}

f()=0=af(1)=0,Yac A= f(@)=0,Yac A= f=0

Seye{xe M/JC Ann(x)}, entao defina f : A — M, tal que f(a) = ay. Seb € J, entdo:

by=0= f(b)=0=be Ker(f) = J C Ker(f)

Dessa forma, podemos definir o homomorfismo g : % — M, tal que g(a) = ay. Claramente

w(9) =y
Q.E.D.

Teorema D.1.1. Sejam M um A-mddulo J C A um ideal € {ay,as, ...,an,} C J uma M-sequéncia.
Se A é Noetheriano, M finitamente gerado e prof(J; M) > n, entdo Jant1, ani2,...,as € J, com

s=prof(J; M), tais que {ay,as, ..., an, Gni1,Gpio, ..., as} € uma M-sequéncia.

Demonstracao:

Seja M,, = W Da proposicao D.1.7, sabemos que prof(J; My,) = prof(J; M)—n >
0. Dessa forma, temos que HomA(é, M) = 0. Segue dos lemas D.1.3 e D.1.4 que existe ap41 € J
tal que a multiplicagdo com relagdo a an+1 em M, é injetiva, ou seja, {a1,as,...,an, ant1} € uma

M-sequéncia. O resultado segue por indugdo.
Q.E.D.

Corolario D.1.1. Sejam M um A-mddulo e J C A um ideal. Se A é Noetheriano e M € finita-
mente gerado, entdo todas as M-sequéncias maximais formadas por elementos de J tem o mesmo
comprimento (O comprimento de uma sequéncia {ay,as, ...,an} € definido como a cardinalidade

do conjunto {ai1,as,...,a,}) e tal comprimento é dado pelo 7inteiro”prof(J; M).
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Demonstracao:

Segue direto do teorema e da proposi¢ao D.1.7.
Q.E.D.

Lema D.1.5. Sejam M um A-mddulo I um conjunto e p((X;)icr) € A[(Xi)ier]. Se a multi-
plicagao com relagao a p((X;)ier) em M @4 A[(X;)ier] ndo € injetiva, entdo Im € M tal que
m @ p((Xi)ier) = 0.

Demonstracao:

Desde que A[(X;)icr] = A(Nm), temos um isomorfismo de A-mddulos:

¢ M @4 A[(Xi)ier] — MO

tal que p(m ® HXif(i)) = j¢(m), onde jy : M — MO ¢ g inje¢do canonica. Se 0 #
iel
Z my @ X5 € M®a A[(X;)ic1] (observe que todo elemento de M @4 A[(X;)icr] € dessa forma)
feNW)
é tal que p((Xi)ier)( Z my@XT)=0e Z my® X' tem a menor quantidade de coeficientes

feN) fENW)
nao nulos possivel, entdo:

(> agX)( D), mpeX)= > > ampeaxi™) Y (Y ampeX'=0=

geN) feN) feN) geNW) heN) f4+g=h
(> agmp)® X" =0,vh e N (D.3)
ft+g=h

onde p((X;)ier) = Z agX9. Considere sobre N o ordem lexicogrifica, ou seja, se f # g,
geN)
entio f < g < f(i) < g(@), onde f(i) = inf{f(5)/f(G) # 9(j)}. Se n (resp. s) é o maior
entre os 7g’s”(resp. 7f’s”) tais que ag # 0 (resp. my # 0), entdo ( Z agmys) @ X" =
fg=n-+s
(a,ms) ® X" =0. Sendo ¢ como na proposicio D.1.9, temos que:

o((ayms) @ X)) =0 = juys(anms) =0 = a,ms =0

Disso seque que a quantidade de coeficientes nao nulos de an( Z my ® X1 € estritamente

fenN)
menor que a de Z my ® X7 Além do mais, desde que:
feN)
p(Xa)ien)(an( Y mp @ XF)) = an(p((Xo)ier)( Y my@ X7)) =0

fent feN
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temos da minimalidade dos coeficientes nao nulos de Z my® X7 que an( Z my® xhH=o.
fen) feN)
Suponha que demonstramos que ap,—,( Z m;@X') =0, onde n—r é o (r+1)°-esimo maior (Por

feN)
exemplo, com a ordem candnica de N o elemento 3 é o seqgundo maior do subconjunto {1,2,3,4})

dos "f’s”tais que ay # 0 (por abuso de linguagem e por simplicidade, faremos a fung¢do n-r se
comportar como um nimero natural o que facilitard no raciocinio indutivo). Segue da igualdade

D.3 que:

( Z agmf) ® Xn—r—1+s — (an—r—lms) ® Xn—r—1+s =0
g+ f=n—r—1+s

Segue por raciocinio totalmente andlogo ao caso a, que ap—r—1( Z my ® Xf) = 0. Assim
feND
sendo, segque por indugdo que ap( Z ms® Xf) =0, Yh e N . Dessa forma, temos que:
feNO

Z (anmy) @ XT =0 = (apms) @ X* =0 = ¢((apms) @ X*) =0 =
feN)

Js(apms) = 0= apms =0,Vh € N= m, @ p((X;)icr) = Z (agms) @ X9 =0
geN)

Q.E.D.

Proposigao D.1.8. Sejam M um A-mdédulo, I um conjunto e 0 # J C A um ideal finitamente
gerado. Se prof(J; M) > 0, entao existe v € JA[(X;)ier] tal que a multiplicagao por v em
M @4 A[(X:)icr] € injetiva.

Demonstracao:

Suponha que todo elemento de JA[(X;)icr] anula algum elemento nao nulo de M @4 A[(X;)ic1]-
n

Seja {ag, a1, ...,an} um conjunto de geradores de J. Defina o polindmio p((X;)icr) = Zang €
3=0

JA[(X:)ier], com 6 € I. Temos que existe um elemento nao nulo r € M ®4 A[(X;)ier] tal que
p((Xi)ier)r = 0. Segue do lema D.1.5 que existe um elemento m € M tal que m @ p((X;)ier) = 0.

Se ¢ é como na proposi¢cdo D.1.5, entdo:

o(m @ p((X;)ier)) =0={aim}ltien=0=am =0,0<i<n=JC Ann(m)
Mas de acordo com o lema D.1.4 isso € absurdo!

Q.E.D.
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Proposicao D.1.9. Sejam M um A-mddulo J C A um ideal e {a1,a9,....,ant C J uma M-
sequéncia. Se I € um conjunto, entdo a sequéncia {a1,as,...,an} C JA[(X;)ic1] € uma

M @4 A[(X;)ier]-sequéncia.

Demonstracao:
Seja al(z m; @ pi((Xi)ier)) = 0, com m; € M e p;j((X;)ier) = Z b X7 € Al(Xi)iex].
jeJ fEN)

Assim sendo, temos que:

a1 Zm] ®p] X ze]))) :Oéalgo(ij@)( Z bijf)):

jeJ jeJ FeN)

Z Z bjfalga(mj®Xf):O:>Z Z bjrarjr(m;) =0=

jed FeNm JEJ FEND)

{a1 ijfmj}f€N<1> =0=u Z bjfmj = O,Vf € N(I) = Z bjfmj = O,Vf S N(I)
JjeJ jeJ jeJ

Dessa forma, temos que:

ij ®pj((Xi)ieI:ij®( Z bipX') = Z (ijfmj)®Xf):0

jeJ jeJ feN) feN) jeJ

Aﬁrmagﬁ,o' Para todo ideal H C A, os A[(X;)icr]-mddulos % ®a A[(X:)icr] €

Da sequéncia exata de A-mddulos:

0 HM — A —2 M 0

onde i e ¥ sdo a inje¢do e a projecio candnicas, e do fato de A[(X;)icr] ser uma A-mddulo livre,

temos a sequéncia exata de A-mddulos:

i®1 PRal

0 —= (HM) @4 Al(Xi)ier] —= M @4 A[(Xi)ie1] — 757 @4 Al(Xi)ier] —=0  (D.4)

Se p((Xi)ier), ¢((Xi)ier) € A[(Xy)ier] e m € M, entdo:
(1 ® 1)(q((X3)ier)(m @ p((Xi)ier))) = (i ® 1)(m @ (¢((Xi)ier)p((Xi)ier))) =

i(m) @ (¢((Xi)ier)P(Xi)ier)) = ¢((Xi)ier)i(m) @ p((Xi)ier) = q((Xi)ier (i ® 1)(m @ p((Xi)ier)))
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Dessa forma, i ®@ 1 € uma homomorfismo de A[(X;)icr]-mddulos. Analogamente, se demonstra
que Y ®1 é um homomorfismo de A[(X;)icr]-mddulos. Portanto, a sequéncia D.4 é uma sequéncia
exata de A[(X;)ier]-mddulos. Além do mais, é claro que (HM) @4 A[(X;)icr] =
H(M @4 A[(X;)icr])-

O resultado seque por indugdo, considerando na afirma¢ao H =< ay,as, ...,an—1 > € aplicando

a parten = 1.
Q.E.D.

Coroldrio D.1.2. Sejam M um A-mddulo I' um conjunto, J C A um ideal e {a1,as,...,an} C
JA[(X:)ier] uma M@ A[(X;)icr]-sequéncia. Se I € um conjunto tal que I' C I, entdo a sequéncia
{a1,a2,...;an} C JA[(X:)icr] € uma M ®4 A[(X;)ic1]-sequéncia.

Demonstracao:
Pela proposi¢cao D.1.9 temos que {a1,az,...,an} C (JAU(X,)jer)Al(Xi)ier] = JA[(X:)ier]
é uma (M ®a A[(X;)jer]) ®ajx;),c, 1 Al(Xi)icr]-sequéncia. Considere os isomorfismos de Z-

modulos:

(M ®a Al(X;)jer]) ®apx;),e 0 Al(Xi)ier] = M @4 (A[(X;)jer] ®ajx;), e, AllXi)ier]) =

M @4 A[(Xy)ier]

Sem e M, (p((X;)jer) € Al(Xj)jer] e ¢(Xi)ier), r((Xi)ier) € Al(Xi)ier], entdo:

7((X)ier)((m @ p((Xj)jer)) © ¢(Xi)ier)) = (m @ p((Xj)jer)) @ (r(Xi)ier)a((Xi)ier)) —
m® (p((Xj)jer) @ (r((Xi)ier)a((Xi)ier))) = m @ (r((Xi)iern)p(X))jer)a((Xi)ier)) =

r(Xi)ier)(m @ (p((X;)je1)q((Xi)ier)))
E dessa forma, o isomorfismo composto é um isomorfismo de A[(X;)icr]-mddulos.
Q.E.D.

Definicao D.1.3. Sejam M um A-mddulo e J C A um ideal. Para cada conjunto I defina o
Zinteiro"prof(J; M) como sendo o supremo dos "inteiros”n € NU {oo} tal que existe uma

M® 4 A[(X,)ic1]-sequéncia formada por elementos de JA[(X;)icr] de comprimento n. Ao “inteiro”:
profes(J, M) = sup{prof(J; M)/Ié um conjunto}

chamamos de profundidade polinomial de M com relacdo a J.
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D.2 Caracteristica de Euler-Poincaré e Simbolo de multi-
plicidade

D.2.1 Aplicagoes Aditivas

Definicao D.2.1. Seja € uma subclasse da classe dos A-mddulos e A um mondide comutativo.

Dizemos que uma aplicagdo x : € — A € aditiva, se para toda sequéncia exata:

0 M’ M M" 0

tal que M', M, M" € €, temos que x(M) = x(M") + x(M").

Exemplo D.2.1. Seja € a classe dos A-mddulos el : € — N U {oo} a aplicagdo comprimento
(lembrando que o comprimento de um A-mddulo € definido como o supremo dos comprimentos de

suas séries de composicdo). Temos que | é uma aplicagdo aditiva.

Proposigao D.2.1. Sejam € a classe dos A-mddulos e x : € — A uma aplicagdo aditiva. Se

0 M,

Demonstracao:

O cason =1 € trivial. Suponha que n > 1 e que para qualquer sequéncia exata:

0 N Ny Np—1 0

de comprimento n — 1 o resultado é vdlido. Fazendo N; = M;, 1 <i<n—2e N,_1 =im(pn_2),

entao temos que:

Considerando a sequéncia exata:

0 4>7Jm(<%7n—2) M, M, 0

vemos que:
X(Mn—l) = X(im(@n—2)) + X(Mn) =
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(=)™ X (Mp—1) + (=1)"x(My) = (=1)" " x(im(pn-2))
Dessa forma, seque-se o resultado.

Q.E.D.

Proposicao D.2.2. Sejam M um A-mddulo, € a classe dos A-mddulos e x : € — A uma

aplicacao aditiva. Se 0 = My C My C ... C M,, = M € uma série de composi¢cdo de M, entdo:

Demonstracao:

O caso n = 1 € trivial. Suponha que demonstramos que o resultado € vdlido para qualquer
A-mdédulo N e para qualquer série de composi¢io de N, 0 = N9 C N; C ... C N, = N, de
comprimento n — 1. Seja 0 = My C My C ... € My41 = M uma série de composicao de M de

comprimento n. Considere a sequéncia exata:

0 M, M At 0
Temos, por defini¢ao, que x(M) = x(M,) + x(%) Mas, por hipdtese de inducao, temos
n
M
que x(M,) = Zx( “). Dessa forma, seque o resultado.
o Mia

Q.E.D.

D.2.2 Caracteristica de Euler-Poincaré

Definigcao D.2.2. Sejam M = EBMP um mddulo graduado de tipo Z sobre o anel graduado A,

PEZL
¢ a classe dos A-médulos el : € — N U {oo} a aplicagio comprimento. Se M € limitado (ou

seja, existem p,q € Z, com p < q tais que M, =0 e My, =0, Vr < p, Vs > q) e M, € [7}(N),
Vp € Z (0s A-mddulos M, sao ditos de comprimento finito), entdo definimos a caracteristica de

FEuler-Poincaré como sendo o inteiro:

X(M) = (=1)7U(M,)

PEZ
Proposicao D.2.3. Seja € a classe dos A-mddulos onde é possivel definir a caracteristica de

Euler-Poincaré. A aplicag¢do:
x:¢€—N

tal que M € aplicado em sua caracteristica de Fuler-Poincaré, é uma aplicacdo aditiva.
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Demonstracao:

Seja:

0 ML s g 0

uma sequéncia exata de elementos de €. Por restricio podemos construir, para cada p € Z, a

sequéncia exata:

¥p

0 M, M, il M) 0

Uma vez que a aplicagao | € aditiva, temos que:

X(M) = (~1)PUM,) =Y (~1PIU(M,) +U(M,)] =

pEL pEZ

D (CUPUM)] + [ (~1)PUM,)] = X (M) + x(M")

PEZ pEL

Q.E.D.

Corolario D.2.1. Seja C' um complexo. Se a caracteristica de Euler-Poincaré estd definida para

C, entdo ela estd definida para Z(C), B(C) e H(C). Além do mais, temos que:

Demonstracao:

Como C € limitado, seque claramente que Z(C), B(C) e H(C) sdo limitados. Das sequéncias

exatas:

0——Z,(C) ——=C,, ——= B,_1(C) ——=0

0 B,(C) Zn(C) — Hn(C) —=0

e do fato de | ser uma aplicagdo aditiva, vemos, por indugao, que Z,(C), B,(C) e H,(C) sdo de
comprimento finito para todo n em Z.

Das sequéncias exatas:
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00— B(C) —= Z(C) —= H(C) —=0

tiramos que:

O resultado seque da segquinte afirmacao:

Afirmagao: Para todo inteiro n e todo complexo C’ tal que a caracteristica de Fuler-Poincaré

pode ser definida, temos que x(C'(n)) = (=1)"x(C").

Claramente a caracteristica de Euler-Poincaré pode ser definida para C'(n). Além do mais,

temos que:

X(C'(n)) =Y (=1)PU(C'(0))p) = D _(~1PUCpsn) = (=1)"(Q_(=1)"*"U(Cprn)) =

PEZL PEZ pEZ

(=D)"Q_(=1)U(Cy)) = (=1)"x(C")

qEL

Q.E.D.

D.2.3 Sistema de Multiplicidade

Definigao D.2.3. Sejam M um A-mddulo e {v1,72, ..., Yn} uma famdlia de elementos de A. Dize-
mos que {V1,Y2, ..., n} € um sistema de multiplicidade sobre M se o A-mddulo M é

<Y1,Y25- Y0 >M
de comprimento finito.

Proposicao D.2.4. Sejam {v1,72, .-, Yn} uma familia de elementos de A e




uma sequéncia exata.
i) Se {71,72, -y Yn} € um sistema de multiplicidade sobre M, entao também é sobre M.

ii) Se {V1,72, .., Yn} € um sistema de multiplicidade sobre M’ e sobre M", entdo também é
sobre M.

Demonstracao:

Defina as aplicagoes:

M’ M

: —
14 <’71,’}/2,...,’}/7L>M/ <’}/1,’}/2,...,’)/n>M

tal que B(T) = p(x) e

— M M//
P — -
<Y1y Y2y ooy Y > M < V1, Y2y ooy Y > M

tal que (%) = (z).

Da sequéncia exata:

— M M//
0 Ke?“@) <V1,Y250 e Y > M <Y1,Y2 5wy Y > M 0

e do fato del (aplicagao comprimento) ser uma aplica¢do aditiva, seque da proposicao D.2.1 que:

M o M
l =Il(Ker +1
(<’yl”727---,7n>M) ( (q/})) (<715727"'a7n>M//)

Assim sendo, seque-se i)

Afirmacao: A sequéncia:

— M’ M E M
0 Ker(@) <Y1,Y250e Y > M <Y1,7250 Y0 > M <V1,Y2500 Y0 > M 0

6l

€ exata.
De fato, temos que o =1 o =0. Além do mais, se Y(T) = 0, entdo:

B@) =0 9(@) = 3w = 3 wh(e) =@ = s+ p(t) > 7 = 90 = 70

A sobrejetividade de 1 seque da sobrejetividade de 1. Novamente pela aditividade de l, seque

da proposicao D.2.1 que:
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M/
< V15,725 V0 > M/

—l(Ker(®)) +1( )—

M MII

l +1
(< 71;727"'77H>M) (< 717727"'577L>MH

)=0

M’ M M
= +1 =Il(Ker(p)) +1
(< Y15Y25 o0y Y > MI) ( ) ( ((p)) (< Y15Y25 00y Y > M

)

< V1,725 V0 > M

Dessa forma, seque ii).
Q.E.D.

Proposigao D.2.5. Sejam M um A-mddulo e v um elemento de A. Para todo n € N, temos que:

My oM
Y RV

i )

onde | € a aplicacdo comprimento.

Demonstracao:

Considere a série de composicao sobre M:

Da proposi¢ao D.2.2 seque que:

100 =3 1(7;2\% (M) = U(M) — 1(y"M) = Z;(”iflM) N

Considere a aplicagdo:

,yiflM

1M -
vis M — o

tal que ¥;(z) = v~lz. Claramente v; é A-linear e sobrejetiva. Além do mais, o nicleo de 1; é

dado por:

Ker(y;) = {zx € M/y~lz =0}
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={zeM/ye=vyyeMy={ze M/y" (z—y) =0,y e M} =

{reM/z—yyec (07" )} =0y +9M
Onde (0 :pr v*~1) denota o miicleo da aplicaggo M — M, tal que x — ~vx. Dessa forma,

temos um isomorfismo:

’yi_lM N M
yiIM (0 ) M

E assim temos que l(";:&M) = l((0:Mpyﬂ41)+,yM). Como yM C (0 :ps v~ 1) +yM, existe uma

sequéncia erata:

n
00— Ke?“(n) A/MM (O:M’yill/ll)qL'yM 0

onde 1 leva classe em classe. Assim sendo, temos que:

M . M M B ,yiflM
l(m)—l(Ker(n))+l((0 - Wi‘1)+'yM) (W)—Z(Ker(n))+l( 3T, ) =
VM M M Sy I M
() <37 MwM)—;u —ar) <l

Q.E.D.

Corolario D.2.2. Sejam M um A-mddulo e {~v1,7v2,...,7s} uma familia de elementos de A, com
s > 1. Para todo (n1,na,...,ns) € N° temos que:

M ) < I M
<’Y?17’7£L27"'77g5>M = ° <717727"'778>M

[ )

onde | € a aplicacdo comprimento.

Demonstracao:
Faremos indugao sobre s. O caso s = 1 nada mais € do que a proposicao. Suponha que demon-
stramos que para toda sequéncia {v1,7a,...,7s} de s elementos de A e toda s-upla (ny,na,...,ns) €

N*, temos que:

N ) < I N
— o < ning..ms
<71177227"'7PYSS>N r <71772""775>N

I( )

qualquer que seja o A-mddulo N.
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Seja {V1,V2, -, Vs, Vsr1} uma familia de s + 1 elementos de A e (ny,ng,...,ng,ngyq) € N5F1

uma s + 1-upla. Considere o isomorfismo:

M M’

MNs41 MNs+1

<7?17732a"'a7g5775+1 >M— <,Ys+1 >M/

onde M' = = vnQM TS Da proposicao e da hipotese de indugao segque que:
1 V2 s

M P TR G P TR &
= n —
<ALV, YR e > M AT > MY T T s M

i

)=

M M
< AT T2 s M) = nsJFll( niy . na Ng M
71 772 yeens Vs 5 Vs41 > <71 ,"}/2 g ooy Vs >

) <

ns+1l(

M ) l( M
= N1N2...NsN
shet < Y15 Y2y ooy Vs Vsl > M

ning...n +1l(
° <V17725"'578>M”

" __ M
onde M" = SoaSHT

Q.E.D.

Coroldrio D.2.3. Sejam M um A-mddulo e {y1,72,....,7s} wma familia de elementos de A, com
s > 1. Se {y1,72,.-,vs} € um sistema de multiplicidade sobre M, entdo V7', Y52, ...,y € um

sistema de multiplicidade sobre M, qualquer que seja (nq,na,...,ns) € N*.

Demonstracao:

Segue direto do coroldrio D.2.2.
Q.E.D.

Lema D.2.1. Sejam I um ideal de A e {M,}nen uma familia de submddulos do A-mddulo M.
i) O A-mddulo B = Z I"X™ (I° = A) é uma subdlgebra graduada de A[X].
neN
i) Se I"My, € Mypan, V(n,m) € NxN, entdo Z M, @4 X" C M®4A[X] tem uma estrutura
neN
canonica de B-modulo graduado.

Demonstracao:

Sejam a, € I e b, € I, n,m € N, temos que:
(@ X™).(bn X™) = apby, X"t € [Pt XTm

el e AX® = I°X°. Dessa forma, i) seque por bilinearidade do produto em A[X]. Além do

mais, se Ym € My,, entdo:
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(anX"™)(Ym @ X™) = ym @ (aan+m) =

(anyYm) @ Xrtm e (I"Mp,) ® xXntm C Myym ® xntm
Novamente, ii) seque por bilinearidade da estrutura de A[X]-mddulo de M ® 4 A[X].
Q.E.D.

Lema D.2.2. Sejam I C A um ideal e {M,}nen uma cadeia decrescente de submddulos do A-
madulo noetheriano M, tal que I™ M, C M, 1. Para que ezista ng € N tal que My yn, = I"M

ng s

Vn € N € necessario e suficiente que Z M, ®4 X" C M ®4 A[X] seja finitamente gerado sobre
neN
> oIrxr.
neN
Demonstracao:
Desde que M é um A-mddulo noethriano, para cada i € N ezxiste uma familia finita {e;; }g@l de

geradores do A-mddulo M;. Sen > ng entdo:

m
. n—ng e ! X m(k,n,5) n—mno / m(k,n,5)
enj €1 My, = en; = E AenjChnjs {@kn; } iy CcI ,{e,mj}k:1 C M,,

k=1
Como My, € gerado (como A-mddulo) por {enoj};(ﬁf), temos que:
l(no) l(no) m
e;gnj = Z bhnjenoh = €Enj = Z (Z bhnjaknj)enoh
h=1 h=1 k=1

Dessa forma, para n > ng M, pode ser gerado por {enoh}lh(:‘i) com coeficientes em I™~™0. Seja

l(no)
y e M,, comn>ng. Sey= Z anenyh, com ap € 1”770 entao:
h=1

I(no) I(no) I(no)

YO X" = (D anengn) @ X" =Y an(engh © X") = Y an X" (enon @ X"°)
h=1 h=1 h=1

Dessa forma, seque por linearidade que o Z 1" X" -mdédulo Z M, ®4 X" € gerado por
neN n>ng
I(n)
{€noh ®X”°};(z‘{). Seja agora z € M, com 0 < n < mng. Se z = ijenj, comb; € A=1°,
j=1
entao:

l(n) i(n)
2OX" = (D bien;) @ X" =Y ;X (e,; @ X")
j=1

j=1
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no
Segue por linearidade que o Z 1" X" -mdédulo z M, @4 X™ € gerado por U {en; ®X"}é(£i
neN n<ng n=1

no
Concluimos entdo que o Z I"X"™-mddulo Z M, ®4 X" € gerado por U {en; ® X”}é(g

neN neN n=1
Reciprocamente, sejam {e; @ XJ 2, uma familia de geradores do Z 1" X™-mdédulo
neN

ZM" ®a X" eye M,, comn>ng ee; € M. Temos que:

neN
no no
y@ X" =33 (ai;X))(e; ® X7) = > (> aije;) @ XH)
j=1 €N ieN j=1

onde a;; € I' e a familia {a;j}ien tem suporte finito para todo j € {1,2,...ng}. Considere o

isomorfismo candnico de A-mddulos:

©: M@ AX] — MM

Temos que:

Py X™) = oY ( Zazkek ) © XY = ZZ%M iker)

€N k=1 i€N k=1

70 no no
¥) =Y dnlan-rrer) = y=> an rrer € » 1" FM;
k=1 k=1 k=1

Como M; C My, e I"™" C [""™ 1 < i < ng, temos que I"*M; C I""" M, , 1 <i<mnge

no
portanto 2:["_]“M;C C I" "™ M,,. Dessa forma, temos que I"~"™0 M, = M,.
k=1

Q.E.D.

Lema D.2.3 (Artin-Rees). Sejam M um A-mddulo finitamente gerado, N C M um submddulo e

I C A um ideal. Se A € noetheriano, entdo existe um inteiro ng € N tal que:

mm((I™M)NN)=I"M)NN
qualquer que seja n > ny.

Demonstracao:
Observe que I™(I"M) = It M. Além do mais, como M € noetheriano, seque do lema D.2.2

que Z(I"M) ®a4 X" C M ®4y A[X] € finitamente gerado sobre Z I"X™. Desde que AX™ é um
neN neN
A-mddulo livre para todo n € N, temos que a aplicacdo A-linear:
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in@1: (I"M)NN)@A X" — (I"M)®4 X"
onde i, : I"N — I"M € a injecao canoénica, ¢ injetiva.

Afirmacgdo 1: Seja {My}nen uma familia de sub-mddulos de M. Existe um isomorfismo de

A-mddulos:
D My @a X" = (P My
neN neN
Sejam Zyn@@X” =0¢ ZMn®AX" e
neN neN

0: M®oaAX] — MD

o isomorfismo, de A-mddulos, canénico. Temos que:

@(Zyn®X"):0:>{yn}neN:OEM(N) = yn =0,Yn € N= {yn}ne zoe@Mn
neN neN

Dessa forma, podemos definir a aplicagdo:

w:ZMn®AX”—>@Mn

neN neN

tal que ¢(Z Yn @ X™) = {yntnen. ¥ € claramente A-linear e € bijetiva, pois a aplicagdo:
neN

n: @My — ) M, ©4 X"
neN neN

tal que N({yn tnen) = Z Yn @ X™ claramente estd bem definida e € a inversa de 1.

neN
Segue da afirmacao 1 que podemos definir uma aplicagdo A-linear injetiva:

B(in®1): > (I"M)NN) @4 X" — > (I"M) @4 X"
neN neN

tal que ®(ip, ® 1)(2 Yn @ X7) = Zzn(yn) ® X". Claramente ®(i, ® 1) € Z I" X" -linear.

neN neN neN
Dessa forma, seque que o Z I"X"™-mddulo Z((I”M) NN)®R4 X" € isomorfo a um submddulo
neN neN
do > I"X"-médulo » (I"M) @4 X".
neN neN
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Afirmacgao 2: O anel Z I"X™ € noetheriano.
neN
Como A € noetheriano, temos que I € finitamente gerado, digamos I =< by,bs, ...,b, >. Defina

a aplicagdo:

€ AXy, Xy ooy X — > I'XT
reN

tal que &( Z apX¥) = Z( Z afb{(l)...bf;(”))Xr. Como {X7} jentienmy € uma
FEN{1....n} reN f(1)+..+f(n)=r
base do A-mddulo A[X1, Xa, ..., Xy,], seque que £ estd bem definida. Claramente & é um homomor-

fismo de A-dlgebras. Se y € I™, para algum n > 1, entdo existe um polinémio homogéneo de grau

n (os elementos homogéneos de grau s € N de A[X1, Xa,..., X,] sdo pertencentes ao submddulo

H, =< {Xf/Zf(z) =s} > ) p(X1,Xo,.... X,) tal que y = p(by,ba,...,b,). Assim sendo, temos
i=1

que £ € sobrejetiva. Dessa forma, seque pelo teorema da base de Hilbert que Z I"X™ € noetheri-

neN
ano.

Como o Z 1" X" -maodulo Z(I"M) ®4 X" € finitamente gerado e Z I"X™ € noetheriano,
neN neN neN

temos que Z(I”M) ®a X" € noetheriano e dessa forma seu submddulo Z((I”M) NN)®a X"
neN neN

¢ finitamente gerado. Uma vez que claramente I™((I"M) N N) C (I"t™M) N N, temos que o
resultado seque do lema D.2.2.

Q.E.D.

Proposigao D.2.6. Sejam M um mddulo finitamente gerado sobre o anel noetheriano A, N C M
um submddulo e {y1,72, ..., ¥n} uma famdlia de elementos de A. Se {y1,7v2,....,yn} € um sistema

de multiplicidade sobre M, entdao também o € sobre N.

Demonstracao:

Do lema de Artin-Rees (lema D.2.3) sabemos que existe um inteiro m € N tal que:

(I™T*MYNN =I((I"M)NN) CIN

onde I =< 7y1,7%2,...,Vn >. Dessa forma, temos a seguinte sequéncia exata:

n N 0

0 — Ker(n) (I""+1]\][\4)HN N

~

onde n leva classe em classe. Assim sendo, temos que:
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N N N N

l(m) =(Ker(n)) + l(m) =1

) Sy an)

N N (I17L+1M)+N

Do isomorfismo TFAN = A © da sequéncia erata:

m+1 M
0 — U™ T T M) TN 0
vemos que:
M N M N M
l =1 l =1 <]
(Im-‘rlM) ((Im+1M')ﬁ]\[)Jr ((pn+1M)+N) (([m-‘rlM)ﬁN)— ([m+1M)
Desde que < 7{”“,75”“, oy YL S C IMFL ) egiste uma sequéncia exata:

M P M 0
<t T > M TN

0 — Ker(p) —

onde p leva classe em classe. Dessa forma, temos que:

M M

l =Il(Ker H () =
(< ry{n-‘,—l’,y;n+l7 .”7,_)/771n+1 > M) ( (p)) (Im+1M)
M M
l <l
() <12 WAt At > 2
Concluimos entdo que:
N M

<l
< V02 Y0 > N = (< VAt Lt > M)

O resultado seque do corolario D.2.3.

Q.E.D.

Coroldrio D.2.4. Sejam A um anel noetheriano, {v1,7v2, ..., n} uma familia de elementos de A

e

0 M’ M M 0

uma sequéncia exata. Se M € finitamente gerado, ent@o {y1,7%2, ..., Yn} € um sistema de multipli-

cidade sobre M se, e somente se, o € sobre M' e sobre M" .
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Demonstracao:

De fato, o resultado seque das proposicoes D.2.4 e D.2.6.

Q.E.D.

Proposigéo D.2.7. Sejam {’717 ooy Vi1 Yir Vit1y -5 ’771}7 {717 ey Vi1, ’77{7 Yi+1, 7’771} duas famz'lias

de elementos do anel noetheriano A e M um A-mddulo. Se {1, ..., Vi—1,YisYVit1, -, Vn} OU
{V1s ooy YVie 1y Ves Vit 1y oy Y} € um sistema de multiplicidade sobre M e M é finitamente gerado,

eNnt@o {Y1, ooy Yie1, ViYes Yitls - Yn} € um sistema de multiplicidade sobre M.

Demonstracao:
I !
D M ~_M . M ~ M
esde que <VLseeesYim 15V s Vi LseeesYn > M <vi>M’' (resp <YLy Yim 1Yo Vit Lseees Y0 >M <y;>M’’
M ~ M’ M = M
<AL Vi LY YA s Y > M <%7§>M’) onde = i Vit S M VEOS que

{71, ey Yi—15Yis Yid1y oes ’Vn} (resp. {717 vy Yi—1, ’7;/7 Yi41ls ey ’Yn}; {71; ceey %‘—1»%%"7 Yi+1, 7’771}) é
um sistema de multiplicidade sobre M, se, e somente se, {v;} (resp. {V.}, {viVi}) é um sistema
de multiplicidade sobre M'. Dessa forma, é suficiente demonstrar o caso i =n = 1.

Suponha por exemplo que {v} € um sistema de multiplicidade sobre M e considere a sequéncia

exata:
'yM M M
0 WW'JYW M vy M 0
Temos que:
M M ~'yM M ~'~yM M
I(—) =1 l I(—) =1 =1
() = U + 1) = ) — D) = 1)

Por hipdtese, l(%) < o0 e pela proposi¢io D.2.6, l(%) < o0. Dessa forma, seque-se o

resultado.

Q.E.D.

D.2.4 Simbolo de Multiplicidade

Sejam A um anel noetheriano e {v1,7va2,...,yn} um sistema de multiplicidade sobre o

A-mddulo finitamente gerado M, com n > 1. Sabemos que {¥1,72, ..., Yn} € um sistema de multi-

plicidade sobre M se, e somente se, {y1,7V2, ..., Yn—1} € um sistema de multiplicidade sobre %LM

Por outro lado, desde que < Y1,72, -, Yn > (0 1m0 V) =< V1,725 s Yn—1 > (0 :ar ), temos a

sequinte sequéncia exata:

(01]\4’7’71) O

0——< Y1725 -5 In—1 > (0 ‘M ’Yn) —— (0 ‘M ’YTL) <Y1,Y25 Y > (0501 Ym0 )
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(O:M"/n) ~ (OZM'YH)
<7172, > (0 vn) T <1725 Yn—1> (000 vn)

D.2.6 que < Y1,72, ., Yn—1 > € um sistema de multiplicidade sobre (0 :pr ). Isso nos permite

Segue da proposi¢cao

Dessa forma, temos que

definir indutivamente uma aplicagdo:

6(715727 ooy Yn ) : 6(717727 77") — Z

onde €(y1,Y2, .., Yn) € a classe dos mddulos finitamente gerados sobre o anel noetheriano A que

tem {y1,7%2, ..., Yn} por sistema de multiplicidade, como seque:

M
nM

e(y; M) = l(—=) = 1((0 :ar 1))

M
e(V1, 72y ooy Yns M) = €(71, 72, oy Y1 W) —e(71,725 s Yn—1; (0 201 )

n

onde l é a aplicacao comprimento.

Definicao D.2.4. Sejam A um anel noetheriano, M um A-mddulo finitamente gerado e
{71,72, - Yn} um sistema de multiplicidade sobre M. Ao inteiro e(y1,7Y2, ..., Yn; M) chamamos de

sitmbolo de multiplicidade do A-mddulo M com relagao a famdlia {~y1,¥2, -os Yn}-

Lema D.2.4. Seja:

0 M’ M M" 0

uma sequéncia exata de A-mddulos. Para todo v € A, existe uma sequéncia exata:

00— 0 y) —=(0:7) —=(0:p7) 7]\1\44// T %4/:/ 0

Demonstracao:

Considere o diagrama:

0 M’ M M" 0
0 M’ M M" 0

onde 0s homomorfismos verticais sao as multiplicagdoes por -y, enquanto os horizontais sdo 0s
homomorfismos originais. Claramente tal diagrama € comutativo. Segue do lema da serpente a

existéncia de tal sequéncia exata.

Q.E.D.
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Proposicao D.2.8. Seja {v1,72,...,n} uma famdlia de elementos do anel noetheriano A. A

aplicacdo:

6(715727 oo Ims ) : ¢(717727 7771) —Z
tal que M — e(v1,Y2, ..oy Yn; M), € uma aplicagao aditiva.

Demonstracao:
Suponha que n = 1. Desde que a aplicagdo comprimento | é aditiva, seque do lema D.2.4 e da

proposicao D.2.1 que:

10 3 2)) 10 3 ) = (05300 )+ 1) ~ U )+ ) =0 =
M M/ M//

W) —1((0 :ar )] + U(W) —1((0 i1 )] =

e(y; M) = e(y; M') + e(y; M")

O caso n > 1 seque diretamente por indugdo, trocando na demonstra¢ao do cason = 1, 1 por

e(Y1:725 s Yn—13-) €Y POT Yn.
Q.E.D.

Proposicao D.2.9. Seja M um mddulo finitamente gerado sobre o anel noetheriano A. Se

{1592y ooy Y15 Y b € {V15, 725 s Y1,V } S0 sistemas de multiplicidade sobre M, entdo:

e(V1,725 o Y15 TV M) = €(V1,725 -0, Y1 Vs M) + €(71, 725 -+ Y1, Vs M)

Demonstracao:
Temos pela proposi¢do D.2.7 que {V1,72, ..., YTn—1, VnYa} € um sistema de multiplicidade sobre

M, 10go e(v1,Y2, -oos Yn—1, YnVh; M) estd bem definido. Considere a sequéncia exata:

M M M
0 'VYWM M M 0
Temos que:
M M M
6(717’727 vy Yn—1; W) - 6(71a727 vy Yn—13 W) + 6(717’727 ey Yn—15 W)

Observe que o epimorfismo composto:
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tal que x — vyx — 7T, tem por nicleo:

{freM/yz=0}={recM/yx=yyec M} ={x c M/y(x —~'y) =0,y € M} =

{eeM/z—~ye(0:vy),ye M} =0:7)+7'M

Dessa forma, temos os sequintes isomorfismo:

M
M M . yu
VM (0 y) o' M Q)M
’Y/

FE assim temos que:

M M (0:ar7) +7'M

6(71772a"'a’yn—1;W) 26(71772%"’7”—1;7/7]\4)_6(715727"'77”—1; ,Y/M )

Mas sabemos que:

Oy +y'M  (0:m7)
~' M (0 )Ny M

Agora observando que:

(0 M) ﬂ’YIM = {’y’x S M/’y’y/x = ()} = ’}/(0 ‘M ’7’7/)

Teremos:

(0:ar y) +~'M

6(71772%"’777,71; ’7/M ) =

e(11:725 s Yn=15 (0202 7)) — €(Y1, 725 - V=137 (0 20z ¥Y"))

Considerando o homomorfismo:

p:M—M
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tal que p(x) = vz, vemos que sua restri¢do:
¢ (0 vY) — (00 7Y

tem por miicleo (0 :a7 7') N (0 :ar vY') = (0201 '), pois (0:a1 7') € (0201 7).

Dessa forma, temos que:

e(Y1,72, ooy V=137 (0 a0 ¥Y)) = €(Y1, 725 s Yne13 (0 201 YY) — €(Y15725 ooy Yn—1; (0 11 ')

Concluimos entao que:

e Y2, .- —15 =€ Y2y «-- —1, +e —1,
V15725 -+ Yn—15 N V15725 -5 I 177 V15725 -5 I 1"}//

6(717’727 vy Yn—13 (O M ’7)) + 6(717’725 ey Yn—1; (O ‘M ’7’7,)) - 6(717727 vy Yn—13 (O M Fy/)) =

M
ey V1) ——— ) — s Yn—1; (0 : M) =
6(717727 ) Yn—1; ’Y'YIM) 6(717727 » Tn—1 ( M YY ))
M
[0 725 o Y13 Z37) = (0057250 Y13 (0200 7))+

M
[6(71/}/27 vy Yn—13 W) - 6(717727 vy Yn—1; (0 ‘M ’yl))]
Q.E.D.

Coroléario D.2.5. Seja M um mddulo finitamente gerado sobre o anel noetheriano A. Se

{7Y1,72, -y Yn=1,Vn} € um sistema de multiplicidade sobre M, entao:

e(V15725 s V=15 T s M) = me(y1, 72, -+, Yn—1, Yn; M)

qualquer que seja o inteiro m € N*.

Demonstracao:

Segue direto da proposi¢do por argumento indutivo.

Q.E.D.
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Proposi¢ao D.2.10. Sejam M um mddulo finitamente gerado e {v1,72,...,n} um sistema de
multiplicidade sobre M formado por elementos do anel noetheriano A. Se {vn,Yn—1,-,Vi}, 0 <

i <n, é M-regular, entdo:

M
< Yis Yi41s s In > M

)

6(717725 < Ins M) = 6(713727 ey Vi1
onde estamos considerando e(¢p; M) = 1(M).

Demonstracao:

Como a multiplicagao por {v,} em M € injetiva, temos que (0 :ps vn) = 0. Dessa forma, segue

que:

M
6(713’727 oo Yn3 M) = 6(71,723 vy Yn—15 W) - 6(717’72, vy Yn—1; 0)

Agora da sequéncia ezxata:

Concluimos que:

6(717727 vy Yn—15 0) = 6(71772a ey Yn—15 0) + 6(’717727 "'777171;0) = 6(717727 ey Yn—13 0) = O
Como {Vn-1,Vn-2,--sVi} € %%—regular (proposicao D.1.1), o resultado segque por indugao.
Q.E.D.

Proposicao D.2.11. Sejam M um mddulo finitamente gerado e {v1,7a,...,n} um sistema de

multiplicidade sobre M formado por elementos do anel noetheriano A. Se ~,, € \/Ann(M), entao:

6(717’727 777747M) =0

Demonstracao:

Desde que v, € \/Ann(M), temos que Im > 1 tal que vy*M = 0. Dessa forma, segue que
(0:p v™) = M e entao:

M
e(Y15725 s Tn s M) = €(V1, 725 - Yn—13 W) —e(11,725 - Y13 (01 7)) =
n

M

6(717’727 vy Yn—15 F) - 6(717’727 vy Yn—15 M) =
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e(V1, Y25 s Y13 M) — e(V1, 725 ooy Yn1; M) = 0 =

me(Y1, 72, - Yn; M) = e(71, 72, oy Y s M) =0 = e(y1, 72, ooy Yn; M) =0

Q.E.D.

Proposicao D.2.12. Sejam M um mddulo finitamente gerado e {v1,72,...,Yn} um sistema de

multiplicidade sobre M formado por elementos do anel noetheriano A. Eziste mg € N tal que:

F

s Y M) = e Y1 —2
6(717’727 s Yns ) 6(717727 s Yn—15 ’YnFm)
_ M
VYm > myg, onde F,,, = T

Demonstracao:

Observe que temos a sequinte cadeia de submodulos de M:

(0:a ) € (0:ar72) S (0 ) C -

Uma vez que M é noetheriano, temos que Img € N tal que (0 :pr v70) = (0 a7 ¥*), Ym > my.

Seja m > mg e considere a sequéncia exata:

0——=(0:m ") M (o;%m 0

De tal sequéncia vemos que:

e(Y1:725 -+ Yo M) = €(71,725 -+, a3 m) +e(v1,72, V3 (0 i 77))

n

Agora, desde que v, € \/Ann((0 :pr ™)), seque da proposicao D.2.11 que:

e(V1,725 -3 (0202 757')) = 0

Além do mais, se v, T =0 € %, entao:

m—+1

T = 0= vo2 € (0:7 V) = 71 i

x=0=z2€0:pyy"")=0:7")=T=0
Dessa forma, o resultado seque da proposi¢ao D.2.10.

Q.E.D.
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