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Resumo

Neste trabalho investigamos propriedades de simetria e monotonicidade de solugoes para
equacgoes envolvendo o operador de p-Laplace-Beltrami no espago hiperbdlico e na esfera.
As principais ferramentas empregadas para obtencao do resultado é uma variante do

método dos planos moéveis e um cuidadoso uso de principios do maximo e de comparagcao.

Palavras-chave: Operador de p-Laplace-Beltrami; hiperficies totalmente geodésicas; mé-

todo dos planos méveis; simetria de solugoes.



Abstract

In this work we investigate monotonicity and symmetry properties of of solutions to
equations involving the p-Laplace-Beltrami operator in hyperbolic space and sphere. The
main tools used to obtain the result is a variant of the method of moving planes and a

careful use of the maximum and comparison principles.

Keywords: p-Laplace-Beltrami operator; totally geodesic hypersurface; method of mo-

ving planes, symmetry of solutions.
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Introducao

Neste trabalho estudamos propriedades de simetria e monotonicidade de solu¢oes para

o Problema
—Apu = f(u) emQ
(1)
u=10 sobre 02,
em que {2 é um subconjunto do espago hiperbolico H" ou da esfera S", n > 2, A, é o
operador de p-Laplace-Beltrami de , p > 1, f : [0,4+00) — R é uma fungao continua.
Ao longo do trabalho teremos hipéteses adicionais em 2, f e u.

A fim de motivar e ilustrar a importancia de nossos resultados iniciamos dando uma
breve histéria deste assunto. O estudo de propriedades de simetria e monotonicidade para
solugbes de equagoes diferenciais foi iniciada por J. Serrin [31I] em 1971 usando o método
dos planos moveis (MPM), também conhecido como método de reflexao de Alexandrov,
criado pelo matemético Soviético A. D. Alexandrov no inicio da década de 50 pra estudar
variedades com curvatura média constante [1I, 2]. Depois, nos célebres artigos [22} 23],
usando o MPM, B. Gidas, M. Ni e L. Nirenberg provaram que toda solucao positiva
u € C%*(Q) do Problema

—Au= f(u) em
u=0 sobre 0f),
é radialmente simétrica quando f € C*([0,+00)) e  C R" é uma bola ou Q = R"
*=")

(supondo que u(z) = O(|x no infinito, n > 3). Depois disto, pelo uso do método

dos planos moéveis em combinagao com o principio do maximo para dominios estreitos,



H. Berestycki e L. Nirenberg [5] melhoraram o resultado em [22], 23]. Explicitamente, eles
provaram monotonicidade e simetria na dire¢ao x; para solugoes positivas u € VV@:(Q) N
C(Q) de equagdes nao lineares em um dominios limitados  C R™ que é convexo na
direcao x; e supondo que f é um fungao Lipschitz continua.

O método dos planos moveis e suas variantes juntamente com principios do maximo
tem sido aplicados para estender e melhorar o resultado citado acima em algumas dire-
¢oes. Primeiro, ele foi usado para obter propriedades de simetria e monotonicidade para
solugoes nao negativas de equagoes elipticas semi lineares em dominios tanto limitados
quanto nao limitados do R™ e com nao linearidades continuas, mas nao necessariamente
Lipschitzianas (ver por exemplo |8, [9, 10, 17, 18], 19] e suas referéncias). Em outra diregao
ele foi usado para estudar propriedades de simetria para solucoes positivas de equacoes
envolvendo o operadores quase lineares comecando pelo operador p-Laplaciano. Deve ser
mencionado que as ideias usadas para estudar o caso Laplaciano nao podem ser aplica-
das diretamente para obtencao de resultados de simetria e monotonicidade de solucoes
para equagoes envolvendo o operador p-Laplaciano porque este é um operador eliptico
singular ou degenerado (se 1 < p < 2 ou p > 2, respectivamente) no conjunto critico
Z = Z(u) = {x € Q: Vu(zr) = 0}, e como foi provado em [I6], [32], temos em geral
apenas Ch?-regularidade para suas solucoes e estas podem somente ser consideradas no
sentido fraco. Também os principios do maximo nao sao validos em geral sendo substi-
tuidos por principios de comparacao

O primeiro trabalho envolvendo o operador p-Laplaciano é devido a M. Badiale e
E. Nabana [4], assumindo que f é uma fungao de classe C', eles provaram que solugoes

positivas do Problema
—Apu = f(u) emQ
(2)
u=0 sobre 0f)
sao radialmente simétricas quando 1 < p < 0o, quando €2 C R™ é uma bola ou 2 = R”

(supondo que u(z) — 0 no infinito) e sobre a hipotese adicional que o conjunto critico

Z = {0}. Eles aplicaram o método dos planos moveis sem muitas dificuldades, pois sobre



estas hipoteses, solugoes de ([2]) pertencem a classe C? em Q\{0} e satisfazem uma equagao
de segunda ordem uniformemente eliptica e assim podemos usar principios do maximo
usuais.

Para caso 1 < p < 2 diversos autores melhoram os resultados contidos em [4]. Sem
a hipotese adicional sobre o conjunto critico Z foi obtidos resultados de simetria e mo-
notonicidade em [111, 12], 13| [14], [15]. Para isto foi crucial no argumento dos autores um
principio de comparagao provado em [11].

Para p > 2, usando espagos de Sobolev com o peso p = |Du|P~? e o método dos
planos moveis em combinagao com técnicas de comparagao, L. Damascelli e B. Sciunzi [15]
provaram propriedades de simetria e monotonicidade para solucdes positivas u € C*(Q)
do Problema , quando €2 C R™ é um dominio suave limitado simétrico e f é uma
fungao continua localmente Lipschitziana. Em [30] B. Sciunzi estendeu os resultados em
[15] para o caso em que f muda de sinal, mas é nao decrescente perto dos seus zeros.
Enfatizamos que este caso ¢ mais envolvente. Por exemplo, M. Grossi et al [25] e F. Brock
[7] deram exemplos de solugbes nao simétricas de para nao linearidades de classe C?
que mudam de sinal. Usando uma nova técnica de rearrajamento, chamada simetrizacao
Steiner continua, F. Brock em [0, [7] provou resultados de simetria para solugdbes nao
negativas do Problema no caso 1 < p < 2 e introduziu a nogao de simetria local e
provou que no caso p > 2 toda solucao para é radialmente localmente simétrica se f é
nao decrescente. Uma variante do método dos planos moéveis juntamente com um método
de inversao local foi usado por J. Dolbeault, P. Felmer e R. Monneau [20] para obter que
resultados de simetria local se f é somente continua, tem um nimero finito de zeros e é
nao crescente quando muda de sinal. Além disso, eles obtiveram resultados de simetria
global se f é somente continua e positiva.

Resultados de simetria para problemas elipticos definidos sobre variedades Riemannia-
nas com curvatura sectional constante foram considerados recentemente, por exemplo, por
S. Kumaresan and J. Prajapat. Mais precisamente, nos artigos [26] e [27] eles obtiveram

resultados analogos aos em [22] e [31] respectivamente quando €2 é uma bola geodésica



e 2 ¢ um dominio suave no espaco hiperbolico H" ou na esfera S™. Para este fim, eles
introduziram uma nocao de reflexao em S” e H" e entao usaram esta nog¢ao, o principio
do maximo para dominios em R" e uma adaptacao do método dos planos moveis para
estes espacos.

Em nosso trabalho estendemos alguns resultados de monotonicidade e simetria de
solucoes para o operador de p-Laplace-Beltrami em espacos Riemannianos modelos, como
o espago hiperbolico H"” e a esfera S™. Nossa tese foi dividida em quatro capitulos.

No Capitulo 1, a fim de tornar nosso texto mais independente para o leitor, encontram-
se fatos basicos sobre variedades Riemannianas e principios do méximo e comparacao que
usaremos no decorrer dos capitulos seguintes. Definimos o ente geométrico que substituira
os “planos” no Método dos Planos Moveis, a saber as hiperficies totalmente geodésicas
fechadas, e também definimos reflexao com respeito a estes entes no espago hiperbodlico e
na esfera.

No Capitulo 2, estudamos a simetria de solucoes para o Problema

;

—Ayu= f(u) emQ

u>0 em () (3)

u=0 sobre (,

(
quando 1 < p < 00, Q = B = B(xg, R) é uma bola geodésica no espago hiperbolico H" ou
cujo fecho esta contido em um hemisfério da esfera S™, e a nao linearidade f é uma fungao
continua localmente Lipschitziana (ver Teorema Para provar o resultado usamos
o método dos planos moveis adaptado a hiperficies totalmente geodésica fechadas e um
principio do méaximo forte e Lema de Hopf para operadores uniformemente elipticos no
espago euclidiano R™. Para tanto se faz necessario introduzir um controle adicional sobre

o conjunto critico Z(u), a saber
Vu(z) # 0 em B\ {zo}. (4)

Neste capitulo provamos também um resultado de simetria e monotonicidade para o



espaco hiperbolico H™ inteiro. Mais especificamente, fixado xy € H"™ estudamos solucoes
positivas do Problema
—Apyu = f(u) em H"
(5)

u(z) =0 quando  d(z,xg) = 00

satisfazem , onde 1 < p < oo, f é uma funcao continua localmente Lipschitziana
crescente em [0,7), para algum 7 > 0 (ver Teorema [2.1.3)).

No Capitulo 3 focamos o caso p > 2 (caso degenerado) do Problema

;

—Ayu = f(u) em B

u>0 emB (6)

u=0 sobre 0B,

\
onde A, é o operador de p-Laplace-Beltrami na bola geodésica B = B(zg, R) em H".
Diferente do Capitulo 2 é requerido apenas a regularidade

ue C*B\ (Vu) 1 (0)NnCh*(u 1([0,M))) com M = maxu, (7)

B

obtida naturalmente via resultados de regularidade como em [16] ou [32], ndo supondo
um controle adicional no conjunto critico Z(u). No caso em que a nao linearidade f €
C(R;,R) ndo muda de sinal obtemos um resultado de monotonicidade e simetria radial
(ver Teorema . O caso em que f pode mudar de sinal é mais delicado e as solugoes

podem nao ser radiais. Supondo que
(i) o conjunto f~1(0) ¢é finito,
(if) f(0) =0

(iii) e que se sp € f~1(0) entdo existe n > 0 tal que f(s) ¢ crescente sobre (so — 1, o +

n) NR; ou f(s) > 0 sobre (so, So + 1)

obtemos um que as solu¢oes do Problema @ sao localmente radialmente simétricas (ver

Teorema [3.1.2). A Demonstracao deste resultado envolvem a utilizacdo do método dos



planos méveis, os principios do maximo forte e de comparacao juntamente técnicas de
inversao local. Aqui também se fez uso de hiperficies totalmente geodésicas para substituir
a nocao de planos no espaco hiperbolico. Retirada da hipotese , presente nos resultados
estudados no Capitulo 2, nos leva a um método mais local com a anélise de pontos de
obstrugao (ver Defini¢ao gerados pelo conjunto critico Z(u).

No Capitulo 4 estudamos resultados de simetria e monotonicidade para o caso singular,

isto é, 1 < p < 2 do Problema

;

—Ayu= f(u) emQ
u>0 em (8)

u=0 sobre €,

\
onde 2 é um dominio limitado em H", A, é o operador de p-Laplace-Beltrami em H",
1 <p<2,e fé&uma fungao localmente Lipschitz continua.

Iniciamos com o Teorema que diz que, quando comeg¢amos o procedimento dos
planos moéveis, devemos alcangar a possivel posicao maximal a menos que o conjunto Z
de pontos criticos de u crie uma componente conexa C' do conjunto onde Vu # 0, que é
simétrico com respeito a uma hiperficie totalmente geodésica fechada T, (que é definida
em (4.13)) e onde u coincide com a fungao u,,. Portanto todos os esforgos subsequentes
serao para provar que o conjunto C nao existe. O primeiro passo para isto, deduzido
da Proposicao 4.2.2) é que se u é constante sobre um subconjunto conjunto conexo de
ponto criticos de OC cuja projegao na hiperficie totalmente geodésica fechada T), contém
um subconjunto aberto de T), entao um tal conjunto C' nao existe. Isto é provado por
um cuidadoso uso do Lema de Hopf que da uma propriedade do conjunto critico de uma
solucdo u de ({§]). Depois vamos mover ortogonalmente hiperficies totalmente geodésica em
diregbes proximas a e, a fim de provar que o “mau” conjunto C' é também simétrico com
respeito a hiperficies totalmente geodésicas fechadas proximas, e logo na sua fronteira
existe pelo menos uma parte conexa onde u é constante, Vu = 0, e cuja proje¢ao na

hiperficie T, contém um subconjunto aberto do hiperplano.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo pretendemos introduzir conceitos e resultados bésicos que serao utili-

zados no decorrer do texto.

1.1 Operadores Diferenciais em Variedades

Neste capitulo (M, g) denota uma variedade de classe C*° paracompacta com uma
métrica Riemanniana g. Seja (U, z1,...,z,) uma vizinhan¢a coordenada denotemos por
(O1,...,0,) os campos coordenados, g;;(p) = g(p)(9i(p),0;(p)) a expressao local da mé-

trica Riemanniana.

Definigao 1.1.1 Seja f € C°(M). O gradiente de f € o campo vetorial de classe C,
Vf:M—TM, definido por
<vf7X>p = Xp(f)7

para todo X € X(M).

1. Se {E),...E,} ¢ um referencial ortonormal em uma vizinhanga U de M entéo

i,j=1

2. Dadop € M ev € T,M, seja v : (—¢,¢) — M uma curva de classe C* tal que



~v(0) =p e v (0) = v. Entao

(VF,0)p = 57 o)1)

t=0

Proposigao 1.1.2 Sejam f: M — R de classe C* e U C M uma vizinhang¢a coordenada

com campos coordenados Oy, ...,0,. Seja g tal que > ,_, gixg™ =1 entdo
\V4 k:l
f I;g 8xl

Em particular,

k=1 8xk 8:61
Demonstragao. Sejam a; € C*°(U) com k = 1,...,n tais que Vf = > 7, a0} entao
of &
8_:El 8(f) Vf 8k Zaﬁ],& = Zaj@j,al) = Zajgjl.
j=1 j=1
Dai,
jl=1
=>4 (Z 9klglj> =20 = a.
j=1 1=1 j=1
Logo,

Vf= Z a0 = Z gkla

k=1

E consequentemente,

2 _ 2: kl 2 : mj _ § : kl mj

k=1 Gk, lm=1
0f 0f = w0f OF [N~
— kl _mj kl~ZJ ~J mj —
Z R v =29 52 9, Zg Gim
Jik,lm=1 4.k, 1=1 m=1
_y w2 Z wf Of
dx, 895] O, 0z’

g,k =1

conforme desejado. [ ]



De agora em diante consideraremos apenas variedades Riemannianas (M", g, V), isto

e, V:X(M)x X(M) — X(M) é uma conexao afim compativel com métrica g.

Definigao 1.1.3 Seja X € X(M). A divergéncia de X € a funcao divX : M — R, de
classe C*°, dada por
(div X)(p) = tr{v — (V. X)(p)},

onde v € T,M.

Proposicao 1.1.4 Sejam X € X(M) e {E,..., E,} um referencial ortonormal em uma
vizinhanga U C M. Se X =>"" | f;E; em U, entao

div X = Z — (Vg E, X)) emU.
Em particular, se o referencial for geodésico em p € U (isto é, Vg, E;(p) = 0) entao

(div X)( ZE (fi)(p

Demonstragao. Por definicao temos

divX = i<vE1X7 Ez> Z EZ<X E> <X7 VE27EZ>)

i=1

:i(&@ b))

n

_ZEf] )= (X, Vg, E)

= > (), B

Se o referencial é geodésico no ponto p entdao Vg, F;(p) = 0. Portanto, (divX)(p) =
Z?:l Ez(fz) |

M:

(X, Vg, E;).

=1

Lema 1.1.5 Sejam X € X(M) e U C M wma vizinhan¢a coordenada com campo coor-
denados 01, ...,0,. Se X =>"1" | fi0; em U, entao

divX = Zn: g
i=1

3,0=1

onde Ffj sao os simbolo de Christofell da métrica de M em U.



Demonstragao. Note que

Vo X = Vg, (Z fk3k> Zva f1Ok) = Z (gf
k=1
= Z (gi’fak + fk2r5k8j> (m Z Fi12,.0;

af af

k= k,j=1 k=1

Usando o fato da conexao ser Riemanniana, isto ¢, I';; = I'’; obtemos

divX =) (gﬁ +ijr;ij) _ 8fz -+ Z fiT%
— —

=1 2,7=1

Zafl‘f‘ijF;z— afz_l_zf] Z]_Z(fz_l_zf] )7
1,5=1

=1

como queriamos. [ |

Proposicao 1.1.6 Sejam X € X(M) e U C M uwma vizinhanga coordenada com campos
coordenados 0y, ...,0,. Se X =>"" | f;0; em U, entao

, 1 0, ——
dlvx—mgg—xz(fl detG) emU,

onde G = (g;;) € wuma matriz da métrica.

Demonstracao. Note que

i F (agzk 09 _ agz‘j) gkj
j= 1 k= 1 . Oy

’L

Jj=
_1 agzk k] ag]k kg agzg k:]
- (Z sy Z Z P
_1 agl] Jk agjk kj agl] k]
k,j=1 7,k=1
:1 - 9gjk kj
7,k=1

10



Afirmacgao 1.1.7 Vale a sequinte identidade:

8ng k] . 1 6
Z Oxz ~ det G 9z (det ).

Jk—

De fato, seja (G*); a matriz obtida de G = (g;;) derivando as entradas da k-ésima coluna

na direcao de 0;:

gu - Oigwe - Gin
(Gk)' | 92 Digar *** Yon

Desde que det G € linear em cada coluna, temos

1 0
det G (%:Z

(det G) Zdet Y det((G*),) Zdet

E usando que GG = Id seque que

Mo gt g g o gk 0 Gin
G (GF); = gt o gt g | g2 o igak =+ Gon
1 -+ 0 Ay 0 -0
0 -+ 1 Ay 0 -+ 0
0 -+ 0 Appp 1 0
0 - 0 Ay 0 -+ 1

onde Ay = Y77, g7 (0g;r/0x;). Dai

n

de1 G aa Z det(G Z A=) g" agﬂk

7,k=1

que prova a Afirmacgao.

11



Agora usando o Lema [1.1.5| juntamente com a Afirmacgao obtemos que
divX = Z (8:@ + fi jzlrij>
= det G
Z (8% 2vdet G &L‘z‘( )

Z(Ziz g VAI0))

( f’\/W+ fig (\/M))

mz
Za (#:vaera),

T

\/ det G

concluindo a prova. ]

Definicao 1.1.8 Seja M uma variedade Riemanniana. O Laplaciano em M € o operador

A C®(M) — C®(M), também chamado de operador de Laplace-Beltrami, definido por
Ay =divVu, wueC®(M).
Analogamente, para 1 < p < oo definimos o operador de p-Laplace-Beltrami de M por
Ayu = div{|VulP~2Vu}, ue C®(M).

Observacao 1.1.9 Usando a Proposicao é fdcil ver que em uma vizinhanga coor-
denada U C M os operadores Laplaciano e p-Laplaciano assumem respectivamente as

formas:

1 g a i 8u n .. 8211, au
- _ ij ./ ga ij _ ok Ou Y
Au \/detG”z: ox; (g detG@m) Z g (axiaxj Ny axk) ; (1.1)

ig k=1

A gV det G|VulP~ 28u) (1.2)

Pt = V det Z < T
1.2 Reflexao em Espacos de Curvatura Constante

1.2.1 Reflexao no Espaco Hiperbdlico

O espaco hiperboélico H" é o semi espago superior

H" = {(z1,...,2z,) € R"; z, >0}
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com a métrica Riemanniana g¢;;(xy,...,2,) = x;25ij. E bem conhecida que H" é uma
variedade suave com dimensao n e curvatura seccional constante igual a —1. As linhas
retas perpendiculares ao hiperplano OH" = {(zy,...,2,) € R" : z, = 0}, e os circulos
de H™ cujos planos sao perpendiculares ao hiperplano OH" e cujos centros estao neste
hiperplano sao as tnicas geodésicas em H".

Lembremos que uma subvariedade N de (M, g) é totalmente geodésica se a segunda
forma fundamental H, da imersao ¢ : N — M ¢é identicamente nula para toda p € M
en € (T,N)*, ou equivalentemente, se toda geodésica v de N iniciando em p é uma
geodésica de M iniciando em p.

Motivado pelo caso Euclidiano, é natural aplicar o “método dos plano moéveis” usando
hiperficies totalmente geodésicas fechadas de H" em vez de planos de R™. Observe que
intersegoes em H"™ de hiperplanos de R"™, ortogonais a 0H" e a intersegao com H" de
esferas de R"™, com centro sobre 0H", sao as tnicas hiperficies totalmente geodésicas
fechadas de H". Baseados nesta nocao geométrica de hiperficies totalmente geodésicas
fechadas introduzimos a definicao de reflexao em H", que seré usada ao longo desta tese.
Lema 1.2.1 Seja I' uma hiperficie totalmente geodésica fechada de H"™. Dado x € H",

existe um unico ponto p = Pr(z) € ' tal que d(x,T") = d(x,p), onde denotamos por d a

funcgao distancia em H™.

Demonstragao. Desde que I' é um conjunto fechado, existe p € I' tal que d(z,I[') =
d(x,p), além disso p é unico. De fato, Suponha por contradi¢ao que existe p € I" tal que
d(xz,p) = d(xz,T") = d(x,p) e p # p. Denotemos por v a geodésica minimizante ligando z e
p e 7 a geodésica minimizante ligando x e p. Pela formula da primeira variagao de energia
concluimos que vy e 7 intercepta I' ortogonalmente em p e p, respectivamente. Além disso,
seja o a geodésica minimizante em I' ligando p e p, entao o é uma geodésica em H"
porque I' é totalmente geodésica. Assim, T'=~yUo U4 é um triangulo geodésico em uma
superficie isometria a H? com angulos /p = 7/2 = /p, e consequentemente a soma dos
angulos interiores de 7' é maior que 7, que é impossivel pelo teorema de Gauss-Bonnet,

j4 que a curvatura seccional de H? ¢ igual a —1, e a prova esté completa. [
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Agora, desde que H" é completo e usando o Lema podemos definir reflexdes com

respeito a hiperficie totalmente geodésica fechada I' como segue:
Rr:H" — H"; Rr(xz)=~(-t),

onde v denota a geodésica minimizante tal que y(0) = = and y(¢t) = Pr(z) € I

Observagao 1.2.2 Para cada A € R o conjunto Iy = {p = (p1,...,pn) €E H" : p; = A}
€ uma hiperficie totalmente geodésica fechada de H" e a reflexao de um ponto x € H"™ com
respeito a Il €

Ry(z) := R, () = 2\ — z1, 22, ..., Ty)

Lema 1.2.3 A aplicacao Ry definida acima é uma isometria de H".

Demonstracao. De fato, dados 1, xo em H" seja p; = Pr(z1),p2 = Pr(z2) € ' e seja
71, V2 geodésicas minimizante tais que v1(0) = p1, 71 (t1) = x1, 12(0) = p2 e Yo (ts) = xa.
Assim,

d(Rr(z1), Rr(z2)) = d(71(—t1),72(—t2)) = d(71, 72),

que completa a prova. ]
Seja ¢ uma isometria de R™ e seja u : 2 C R"™ — R uma funcao. Considere u =

uwoep™:Q — R, onde Q = (). Temos o seguinte

Lema 1.2.4 (1) O operador de p-Laplace-Beltrami é invariante sobre isometrias, i.e.,

(Ap)(u)soil = Ap(uo 9071)'

(2) Se u satisfaz a equag:iio diferencial Ajyu+ f(u) =0 em § entdo G satisfaz a equagio
Ayt + f(u) =0 em Q.

Demonstracao. Segue da expressao local do operador de p-Laplace-Beltrami. [

1.2.2 Reflexao na Esfera

Seja

n+1
S*(r) = {x e R . fo = 7“2}

=1

a esfera de raio r com a métrica Riemanniana §;;(p) = d;; induzida por R"*. Sem perda

de generalidade, podemos supor que r = 1, ou seja, vamos considerar a esfera unitaria
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S™ = §"(1). Sabemos que S" é uma variedade suave compacta com dimensao n e curvatura
seccional 1. Os grandes circulos sao as tinicas geodésicas em S™. As hiperficies totalmente

geodésicas de S™ sao as esferas equatoriais S*~1.

Lema 1.2.5 Seja I' uma hiperficie totalmente geodésica fechada de S™. Dado x € S™ com
d(xz,T") < /2 entao existe um unico ponto p = Pr(z) € T tal que d(z,T") = d(z, p).

Demonstragao. Como I' é fechado, existe um ponto p € I' tal que d(z,I") = d(z,p).

Suponha que existe p € ' tal que p #p e

d(p,T) = d(z,p) = d(p,T').

Sejam 7,7 geodésicas minimizantes tais que

7(0) =3(0) =0 ko) =p, e F(to) =P
Pela primeira formula da variagao de energia

~ intersepta I ortogonalmente em p e
7 intersepta I' ortogonalmente em p.
Seja I' a geodésica minimizante em I' ligando p a p, entdo o é uma geodésica em S"™. Assim
T =~UoU# é um tridngulo geodésico em uma superficie isométrica a um hemisfério de
S% com /p =m/2 = /Zp. O que uma contradigao. [
A reflexao com respeito a uma hiperficie totalmente geodésica fechada em S™ é definida

como sendo a aplicacao Rr : S” — S™ dada por

Rr(z) =~(-t) sed(z,T') <m/2,
Rr(z) = Ar(z) sed(z,T') =7/2,
onde 7 é a geodésica minimizante tal que v(0) = x e y(t) = Pr(z) € ', e Ap : S" - S" ¢

a aplicacao antipoda com respeito a I'.

Anélogo ao caso H", temos

Lema 1.2.6 Seja Q um subconjunto de S™ tal que Q estd contido em wm hemisfério. SeT
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¢ uma hiperficie totalmente geodésica e Q2 € simétrico com respeito a T, isto €, Rp(2) = 2
entao a aplicagao Rr definida acima é uma isometria de ).

E se ¢ uma isometria de S" e seja u : 2 C S — R uma funcao. Considere & = uo o1 :
Q0 — R, onde Q = ©(2). Entao

Lema 1.2.7 (1) O operador de p-Laplace-Beltrami é invariante sobre isometrias, i.e.,

(Ap)(u)soil = Ap(uo 9071)

(2) Sew satisfaz a equagao diferencial Apu+ f(u) =0 em § entdo, U satisfaz a equagdo

Aya+ f(a) =0 em Q.

1.3 Principios do Maximo e de Comparacao

Consideremos um operador uniformemente eliptico sobre um conjunto aberto limitado

Q' C R” tal que

Lu = Z a;;(z)Dyj(x) + Z biDju(z) + c(x)u(z) <0 em (1.3)

ij
onde a;j(x), bi(x) e c(x) s@o funcoes coeficientes limitadas. Seja u uma solugao cléssica

de (1.3)). Entao temos

Teorema 1.3.1 (Principio do Maximo Forte) Suponha que u > 0 e que existe uma
bola B C Q) e um ponto xy € 0B NI tal que u(zy) = 0. Entdo ou u > 0 em todo B ou

para toda diregao interior v em xy temos % > 0.

Teorema 1.3.2 (Principio do Méaximo para Dominios Estreitos) Existe uma
constante 6 > 0, dependendo somente de d = diam(QY), tal que se Q0 C ' é um subcon-

gunto aberto e || < 0, entdo u > 0 sobre 9y implica uw > 0 em ;.

Observagao 1.3.3 Para a prova do Teorema nos citamos [22] ou [24]. Para uma
prova do Teorema ver [5] ou [21)].

Vamos enunciar uma versao do principio do méximo forte e do principio de comparagao
fraco em variedades Riemannianas para o operador de p-Laplace-Beltrami. Seja (M, g)
uma variedade Riemanniana n-dimensional de classe C2. Sejam €2 C M um dominio e u

uma fun¢ao pertencente a C'*(€2).
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Teorema 1.3.4 (Principio do Maximo Forte e Lema de Hopf) Suponha que
f(0) =0 e f € nao decrescente sobre algum intervalo (0,6), § >0 el <p < co. Entdo o

principio do mdximo forte € vdlido para a inequacao
Apu = divy(|Vulf?Vu) < f(u) em Q (1.4)

sempre que
f=0 para s€0,u), para algum p >0, ou

5
f(s)>0 para s€(0,0) e /O(Sf(s))l/pds:oo.

Além disso, se 2 satisfaz uma condigdo da esfera interior em xo € 9Q, u € CH(QU {zo})

e u(xg) =0 entdo Ou/Ov < 0 em xg, onde v é o vetor normal exterior sobre ) em xy.

Teorema 1.3.5 (Principio de Comparagao Fraco em Variedades) Sejam M uma

variedade compacta. Suponha que ou
l<p<2euveWh(M), ou
p>2euveWP(M)NL*(M)

e que ou p = |VulP= ou p = |Vu|P~2 satisfaz a sequinte condi¢io

1
sup ———dy < C 1.5
s |, s =

para algum vy € (n — 2,n). Suponha que u,v satisfazem fracamente
—Apu+ g(z,u) — Au < —Apu+g(z,v) — Au,  em M

onde A > 0 g € C(M x R) € tal que para todo x € M firo, g(x,s) € ndo decrescente
para todo |s| < max{||u| pe(ar), V]| e} Seja M' C M um aberto e suponha que u < v
sobre OM'. Entao, existe 6 > 0 dependente de tal que, se | M| < 0§, entao u < v em M.

Observagao 1.3.6 Par a prova do Teoremall.3.4| citamos [29,(33], enquanto para a prova
do Teorema[1.3. citamos [3, 28].

Observagao 1.3.7 A condigao (1.5) € vdlida no espago hiperbélico H", ver .

Suponha que €2 ¢ um dominio limitado em uma variedade Riemanniana M de classe

C? e que u e v resolvem fracamente
—Ayu < f(u) em )
—Ayv < f(v) em
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com f continua localmente Lipschitziana. Para todo conjunto A C 2 definamos
My = Ma(u,v) = sup(|Vu| + |Vvl|)
A

e denotemos por |A| sua medida de Lebesgue Riemanniana.

Teorema 1.3.8 (Principio de Comparacao Fraco) Suponhamos 1 < p < 2, entdo
existem a, M > 0 dependendo somente de p, |Q)|, Mq e das normas L™ de u e v tais que:
se um conjunto aberto Q' C Q satisfaz Q' = Ay N A, |[A1TN Ay =0, |A| <a My, <M

entao u < v sobre OY implica u < v em V.

Teorema 1.3.9 (Principio de Comparagao Forte) Suponhamos 1 < p < oo, e de-
finamos Z' = {x € Q: Vu = Vv =0}. Seu < v emQ e existe xgp € Q\ Z! com

u(zg) = v(xg), entao u = v na componente conexa de Q\ Z¥ que contém xy.

Observagao 1.3.10 Para a prova dos Teoremas[1.5.8 e[1.5.9 ver [11].
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Capitulo 2

Equacoes Envolvendo o Operador de
p-Laplace-Beltrami com 1 < p < oo em
H" e S™ Nao Uniformemente Elipticas

em Apenas um Ponto

2.1 Resultado Principal

Estamos interessados em estudar propriedades de monotonicidade e simetria das so-

lugoes do Problema
(

—Ayu= f(u) emQ
u>0 em( (2.1)

u=0 sobre (,

\

onde €2 é¢ uma bola geodésica em uma variedade Riemanniana M com curvatura seccional
K constante (por exemplo, o espago hiperbolico H" e a esfera S™) ou o espaco inteiro
M (no caso K < 0), Ayu = div{|Vu[P"?Vu} é o operador de p-Laplace-Beltrami em M,
1 <p<oo,n>2, féuma funcao continua localmente Lipschitziana.

Mais precisamente, provamos

Teorema 2.1.1 Sejam p > 1, f € C([0,+00)) e seja Q@ = B = B(xg, R) uma bola



geodésica em H". Suponha que
f € uma fungao localmente Lipschtziana em [0, 400). (2.2)

Considere u € WP(B) N L=(B) uma solugdo positiva do Problema

{ —Apu= f(u) emB 2.3)
u=0 sobre 0B,
tal que
Vu(x) #0 em B\ {xo}. (2.4)

Entao v € uma func¢do radialmente simétrica sobre xg, isto €, u depende somente da
distancia geodésica ao ponto xy: u(x) = u(r) onde r = d(x,xq). Além disso, temos a
derivada radial Ou/0r < 0.

Teorema 2.1.2 Sejam p > 1 e f € C(]0,+00)). Considere uma bola geodésica B em
S™ tal que B esta contido em um hemisfério. Suponha que u € W'P(B) N L>(B) ¢ uma

solugao positiva do Problema (2.1)) e que as hipdteses (2.2)) e (2.4)) sao vdlidas, entao u €

uma fun¢ao radialmente simétrica sobre xo e du/Or < 0.

No espaco inteiro H", temos o seguinte teorema.

Teorema 2.1.3 Sejamp > 1, Q=H" e f € C([0,4+00)). Suponha que (2.2) € vdlidas e
que

f € uma fung¢ao nao crescente sobre [0,m),  para algum n > 0. (2.5)

Fizado x¢ € H", seja u € WP(H") N L>®(H") é uma solugdo positiva do Problema

{ —Ayu = f(u) emH" (2.6)

u(x) = 0 quando d(z,xy) — o0,

tal que Vu(x) # 0 se x # g entdo u € uma func¢dao radialmente simétrica sobre xy. Além
disso, temos Ou/Or < 0.

2.2 Prova dos Teoremas
2.2.1 Prova do Teorema 2.1.1]

Consideremos as hiperficies totalmente geodésicas e fechadas de H" do tipo

I ={z=(21,...,2,) e H": 21 = A},
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com A € R, e R\(z) = Ry, a reflexdo com respeito a II, como definida Observagao [1.2.2]

Denotemos por A; o ntmero real
A =sup{r; € R: z = (z1,2") € B, onde 2/ = (xq,...,2,)}

e \g o namero real tal que B ¢é simétrico com respeito a II,,. Note que z¢ = (Ao, z() com
zp € H' 1. Para A € (Ao, A1) definimos
(7, =1,nB,

Ya={xeB: x>\ {Rx(zo)},

xy = Ry(x), ux(z)=u(zx)),

\w,\:uk—u.

Afirmacgao 2.2.1 A funcao wy satisfaz uma equagao uniformemente eliptica de sequnda
ordem da forma
a;;Dijwy + b;Dywy + c(z)wy =0 em X, (2.7)

onde a funcoes coeficientes a;j, b; e ¢ pertencem a L. De fato, primeiro por regularidade
eliptica de equagbes quase lineares temos que toda solu¢do do Problema (2.3) que satisfaz
([2.4) pertence a classe C?(B \ {x¢}) e verifica, em coordenadas locais,

" 8u2p7_2n82u _ 8u2%n8u8u 0%*u
[Z(a)] > gz T2 [Z<a—x>] 2 5,0m, 320,

+(p—n)ah! [

i(c‘?;z)zlggzjf(w:o (2.8)

=1

para cada © = (z1,...,2,) € B\ {z0}. Usando (2.8) podemos provar que u, satisfaz
—APU)\ = f(U)\) em 2)\.

Entao em coordenadas locais as fungoes u e u, satisfazem

alu]lAu + hlu|DyuDjuD;u = fu) (2.9)
alur]Auy + hluy]|DiuyDjurD;juy = f(U,\) .
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onde

(p—4)/2

hlu] = h(u,z) = (p — 2) [Z <(§JZ)1

7

(p—2)/2

Z (5;;)2] o

i

flu) = f(u,2) = (n = p)at! [

\

e z = (Ou/dxy,...,0u/dx,). Multiplicando as equagoes em (12.9)) por 2 e subtraindo as
equacoes resultantes obtemos

{a[u] + alun]} Awy + {h[u] D;uDju + hluy]DyuxDjuy}D;jwy +
+ {alu] — afua]}A(u + wy) + {h[u]D;uDju — hluy]DyuyDjuy} D;ju (2.10)
= 2{f[u] = flus]}.

Pelo Teorema do Valor Médio, podemos escrever

alu] — afuy] = (%)HW + Z (§Z>9 Dyuwy, (2.11)

para 6 entre u(x) e uy(x). Usando que f ¢ uma fungao continua localmente Lipschitziana
e 0 Teorema do Valor Médio obtemos equacdes analogas a (2.11) para flu] — fluy] e

hlu]D;uDju — hluy]D;suyDjuy respectivamente. Entdo escrevendo

a;j(x) = (afu] + alur])di; + hlu]DiuDju + hluy]DyuyDjuy

concluimos que
aij(x) Dijwy + bi(z)wy + c(z)wy = 0,

onde a;(x), b;(z) e c(z) sao limitados e os a;;(z)’s definem uma matrix uniformemente

eliptica quando x esta longe de Ry(xo):
a;;&&5 > K(|Vu(z)) P72 + [Vu(z) P72) €],

onde K > 0 é uma constante.

Usaremos o “método dos planos moéveis” em trés etapas para provar que wy, = 0.

Etapa 1. Afirmamos que o método dos planos mébveis pode ser iniciado, isto é, existe A
suficiente proximo de A\; tal que wy > 0 sobre X). De fato, desde que a funcao w, satisfaz

(2.7) e wy > 0 sobre 0%, podemos usar o principio do méximo para dominios estreitos
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(Teorema |1.3.2)) para obter que

wy >0 em Xy

quando Ay — A > 0 é pequeno, porque a medida de H" é absolutamente continua com

respeito a medida de Lebesgue em R".

Etapa 2. Da afirmacao acima podemos definir
A=inf{A > Xg: w, >0em X, Vu € (\A)}. (2.12)

E claro que A > \g. Afirmamos que A = \g. Suponha por contradicdo que A > \g. Por
continuidade temos que

wy >0 em X5. (2.13)

Se A > (Ao + A1)/2 temos que Ry(wo) & {v € B: x; > A} e entdo wj satisfaz a equagdo
uniformemente eliptica em X5 = {r € B: x; > A} e uma contradicio segue
com argumentos analogos ao caso do operador de Laplace-Beltrami (ver S. Kumaresan e
J. Prajapat [26]). Se A < (Ao + \1)/2 entdo Ry(z¢) € {v € B: x; > A}. Denote por
B,, = B(xg,n) a bola geodésica com raio n > 0 e centro em z,. Desde que z( é o ponto

de maximo de u podemos escolher n > 0 pequeno de modo que

n<XA e inf{u(z): z € B,} >sup{u(z): x € X5} (2.14)

Entao definimos

Y5 =25\ Ri(By).

Segue que
( N
ws () € COEE) N W (25),

wy, satisfaz (2.7) em Xf,

ws, > 0 sobre 9%

(2.15)

wy, > 0 em R3(B,),

onde a ultima desigualdade segue que (2.14). Por (2.15)) e (2.13]) podemos usar o principio

do méximo usual em R" para concluir que wy > 0 em X5. Seja 0 > 0 tal que o principio
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do méaximo para dominios estreitos seja valido e considere um conjunto compacto K tal
que K C X% e |X5 \ K| < /2. Por compacidade temos wy > p > 0 em K. Para e > 0
pequeno definamos

le\—g = 25\—8 \ RS\(BU)

Como Rj5(zo) € R5(B,) temos que w;_, satisfaz a equagdo uniformemente eliptica (2.7)

em Y% _. E usando continuidade escolhemos ¢ tal que
35 \K| <6, ws_.>0em K.

Em ¥ = ¥{ _\ K a fungao wy_, satisfaz (2.7) com condigao de fronteira wy_. > 0. Entao

pelo principio do méximo temos
wy_.(z) >0 em X.

Como wy_, > 0 em K e também em R;(B,) segue que ws_, > 0 em X5__, que é uma
contradicdo com a definicio de A. Isto prova que A = \g e segue que wy, > 0. Repetindo
o argumento na dire¢ao de —z; obtemos que w,, < 0, portanto wy, = 0.

Etapa 3. Consideremos uma diregao 7 (diferente de x;), uma hiperficie totalmente
geodésica fechada ortogonal a 4 é um hemisfério Cy com centro no plano x, = 0. Seja ¢
uma isometria que leva C5 em um hiperplano T\. Consideremos a funcao @ = uoy em B.
E pelo argumento na Etapa 2 obtemos que @ é simétrica com respeito a T, e, portanto,
u é simétrica com respeito a alguma hiperficie totalmente geodésica ortogonal a 7. Isto

termina a prova.

2.2.2 Prova do Teorema 2.1.2|

Em R"™ considere a métrica esférica

40,5
WO e

Entao a projegao estereografica ¢ uma isometria entre (S™ \ N, (-, -)grn) sobre (R", g). A

prova do Teorema ¢ reduzida ao modelo (R", g).
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Observe que o Conjunto
H)\:{J}: (‘le-‘;xn) ERn ,],"1:)\},

com A € R, é uma hiperficies totalmente geodésicas e fechadas de (R™, g) logo podemos
considerar a reflexao como respeito a I como sendo Ry(z) = Ry, definida como no Lema

1.2.50 Denotemos por \; o nimero real
A =sup{z; ER: x = (x1,2") € B}

e Ao 0 nimero real tal que B é simétrico com respeito a II,. Note que xy = (Ao, z() com
zy € H'™!. Para A € (Ao, A1) definimos
(1, =1.n B,

Ya={xeB: x>\ {Rx(z0)},

zy = Ra(z), ux(r) = u(zy),

\UJ)\:’LLA—U.

Como na prova do Teorema [2.1.1] podemos provar que u) satisfaz

—Apuy = f(uy) em X,.

e w) satisfaz uma equacao uniformemente eliptica de segunda ordem da forma

a;;Dijwy + b;Dywy + c(z)wy =0 em X (2.16)

onde a funcoes coeficientes a;;, b; e ¢ pertencem a L>. Agora podemos executar os mesmos

passos da prova do Teorema para obter a o resultado.
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2.2.3 Prova do Teorema 2.1.3

Seja A\g o ntmero real tal que zy = (Ao, zj)) com x) € H"~!. Moveremos as hiperficies

totalmente geodésicas e fechadas de H" do tipo

I ={z=(x1,...,2,) € H": 1 = A},

com A € R. Para A > )\q definimos

T\ =11, N B,

2)\ = {x € B: xr1 > )\} \ {R)\<$0)},

xy = Ry(z), ur(x)=u(zxy),

\QU)\:UA—U,

onde Ry(x) = Ry, a reflexdo com respeito a Il como definida no na Observagao [1.2.2]

Usando que v — 0 quando d(z,,z5) — oo podemos obter A > 0 tal que

wy(z) > 0em X,

(2.17)
para todo A > . Definimos
A =inf{u > Ao : ¢ verdadeira para A > p}.
Queremos provar que A = \g. Como antes na prova do Teorema , suponha que
A > Xg (2.18)

para obter uma contradi¢ao. Por continuidade, é claro que

wy >0 em X5

Por (2.18) existem sequéncias {\,} e {z,} com 0 < A, \, A e x,, € ¥, tais que
Wy, < 0, Vw,\n(xn) =0,

{Dijwr(x,)} >0
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(escolha x, como um ponto de minimo para wy, em X, ). A menos de subsequéncia
temos ou d(x,, ) — o0 ou T, — T € L.

Se d(zy,x9) — +oo entdo u(z,) — 0 e u(Ry,(z,)) — 0. Por (2.5 temos c(z,) < 0 e
entao

S (220,0) ST
—~\ Oz; " — Oz}

2

~2)/
8?1))\ 82'LU)\
<
Z (935@ 8:16] )&Ejaxi (z) <0,

que é impossivel porque {D;jw,, (z,)} é positivo.

Se ,, — T € L3 temos wy, () — wy(Z), entdo por continuidade w;(Z) < 0. Por outro
lado, wx(z) > 0 em YX5. Como xy é um ponto de maximo de u existe uma vizinhanca
V de Ry(x) tal que wy(z) > 0. J4 em X\ V temos wy(z) > 0. Mas, a equacio é
uniformemente eliptica em todo conjunto limitado contido em X5 \ V. Pelo principio do
méximo usual obtemos que wy > 0 em X5\ V, entdo wy > 0 em Y5 U{Ry(70)}. Portanto
z € Ty, e por continuidade Vwy(Z) = 0. Mas, pelo lema de Hopf temos (Ows /0x1)(Z) < 0,
que é uma contradicdo. Portanto A = )g, e como na prova do Teorema podemos

concluir que u é radialmente simétrica em xo e du/dr < 0.
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Capitulo 3

Equacoes Envolvendo o Operador de

p-Laplace-Beltrami com p > 2 em H"

3.1 Introducao e Resultados Principais

Neste capitulo estudaremos resultados de monotonicidade e de simetria local e global
para solucoes nao negativas de equacgoes envolvendo o operador p-Laplace-Beltrami de-

finido no espaco hiperboélico H™. Mais precisamente, provamos os seguintes resultados.

Teorema 3.1.1 Sejap > 2, a € (1/(p—1),1) e B uma bola geodésica em H". Suponha
que
feC R, R) e f(s)>0 paratodo s> 0, (f1)

onde Ry = {s € R : s > 0}. Seja A,u o operador de p-Laplace-Beltrami em H" e
considere u € W'P(B) N L>(B) uma solu¢io do Problema

—Ayu= f(u) emB
u>0 emDB (3.1)

u=0 sobre 0B,

tal que

u€ C*(B\ Z(u)NC*(u ([0, M))) com M = max u. (3.2)

Entao u € positiva e radialmente simétrica sobre B, sempre que f(s) € nao crescente em

uma vizinhanca de M.



Também tratamos o caso em que a nao linearidade f € C°(R,,R) muda de sinal.

Primeiro, para facilitar a referencia, introduzimos as notagoes:

Zy={s0 € f71(0) : f(s) éndo crescente sobre (so — 1, 5o + 1) NR,,
para algum n > 0},
Zy={so € f71(0): f(s) >0 sobre (sg, 50+ 1), para algum n > 0}.
Note que se f~1(0) ¢ finito, entdo Z, N Z, = 0.
Agora, introduzimos o conceito de fungoes localmente radialmente simétricas, seguindo
[6] e [20]. Dizemos que u é localmente radialmente simétrica se existe uma familia no

méaximo enumeréavel (u;);c; de fung¢oes radialmente simétricas com suporte em bolas geo-

désicas B;, i € I, tais que

(i) w|p, € uma solugao radial nao negativa de
Ayu; + f(u; + C;) = 0 sobre B;,

onde u;|p\p, = 0 e C; > 0 é uma constante satisfazendo f(C;) =0, e

(i) w =3 e v

Teorema 3.1.2 Suponha que p > 2, « € (1/(p—1),1) e B € uma bola geodésica em H™.

Além disso, suponha que f(s) satisfaz
o conjunto f~(0) € finito, f(0) >0 e f1(0) = Z,U Z,. (f2)

Seja u € CY(B) uma solugdo de (3.1)) satisfazendo (3.2)). Se f(s) € ndo crescente em uma

vizinhang¢a de M = maxgu e se o subconjunto J :=u~*(Zy,) N Z(u) € vazio, entdo
(i) a funcao u € localmente radialmente simétrica sobre B e

(i) o subconjunto u='([0, M)) N Z(u) estd contido em Z,.

3.2 Prova dos Resultados Principais

Nesta secao provamos os Teoremas e [3.1.2] Para isto, usamos uma variante do

método dos planos méveis combinado com técnicas de comparagao e principio do maximo.
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Dividimos a prova do teorema em cinco etapas: na Etapa 1 provamos que o método dos
planos méveis pode ser iniciado. Na Etapa 2 analisamos os pontos de obstrucao para
o Problema (ver Definigao e na Etapa 3 provamos que existem pontos de
obstrucao regulares para o Problema . Na Etapa 4 provamos um resultado de simetria
local e, finalmente, na Etapa 5 completamos a prova de nossos teoremas.

Antes de iniciarmos o método dos planos moéveis, necessitamos introduzir algumas

notagoes. Para \ € R, seja
H)\:{(l'l,...,l’n) e H" : T :)\}

o hiperplano ortogonal a direcao x;. Desde que IT, é uma hiperficie totalmente geodésica

fechada de H"™ podemos definir a reflexao com respeito a Il e esta é dada por
Ry(z) := R, (v) = (2A — x1, 29, ..., 2,), x€H"

(ver Observagao |1.2.2]).

Seja B uma bola geodésica em H"™ e denote por

p

piy = sup{zy : x = (v1,2") € B},

p_ =inf{z;: v = (r1,2") € B} e

| Ho = (- +p4)/2:
Note que i é tal que B é simétrica com respeito a II,,,. Para A € (po, 1), defina
(

Ty ={(z1,2") € B:x=(z1,2') e H", x; =} =1, N B,

Uy ={(z1,2") € B:a = (v,2") € H", 21 > A},

ry = Ry(z) = 2X —z1,2") se z = (x1,2'),

L ua(z) = u(zy) e wy=uy—u

Etapa 1: Iniciando o Método dos Planos Moéveis.
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Vamos iniciar do lado direito da regiao. Para isto consideramos
Ao = sup{x; € (po, puy] : 30" € H" ! com (1,2") € B e u(zy,2') > 0},

que, a menos de uma translagao, podemos supor que Ay > .

Lema 3.2.1 Euxiste \* € (uo, \o) tal que wy > 0 em Xy se A € (A", A\g). Assim, o método

dos planos mdoveis pode ser iniciado.

Demonstragao. Temos dois casos a considerar

Caso 1: 0 € Z, ou f(0) > 0. Neste caso existe n > 0 tal que fl(,) > 0. Assim,
—Aju=f(u) >0 em{zeB: 0<u(z)<n}

Definindo

0 para s € [0, 7],
B(s) =
f(s) paras € [n,+o0)

temos que 3 € C([0,+00)) e
Apu+ f(u) >0 em B.

Pelo Teorema m podemos concluir que u > 0 em B e du/dv < 0 sobre dB. Portanto,
Mo = sy e usando que u € CY(B) existe § > 0 tal que (Qu/dv)(z) < 0 se v € B e
d(x,0B) < 6, assim o resultado do lema é verdadeiro se escolhermos A\* suficientemente
proximo de g .

Case 2: 0 € Z,. Sejan > 0 tal que f](,) ¢ nao crescente. Suponha por contradicao que

o lema ¢ falso, assim podemos encontrar sequéncias pp < A\p  p14 € x € Xy, tais que
W, (:Bk) < 0. (33)

Note que uy, > u sobre 0X,,. Denotemos por p; o tnico ponto que pertence a interseccao
T,, NOB. Desde que u(py) = 0 e u € C'(B), entao existe r > 0 tal que 0 < u(z) < 7

para x € B N B(py,r). ¢ facil ver que, para k suficientemente grande, os conjuntos
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Xy, € Ry (2),) estdo contidos em B N B(ps, ), e consequentemente u(Xy,) e uy, (Xy,)
etao contidos em [0,7). Pelo Teorema segue que uy, > w em Xy, para k grande,

contradizendo (13.3)). ]
Etapa 2: Caracterizando as Obstrugoes.

O conjunto critico Z(u) que torna o operador —A,, degenerado gera solucoes sao simé-
tricas em alguns casos. Para identificar mais precisamente como isso ocorre necessitados

da seguinte definicao.

Definigao 3.2.2 Para A\ = inf{\ > pg : wr(x) > 0, Vo € )}, dizemos que T € B ¢ um
ponto de obstrucio do Problema (3.1)) quando existem sequéncias po < A\ /* X e ), € X,
tais que wy, (vx) < 0, Vwy, (zx) =0 ez — .

Lema 3.2.3 Suponha que T € B € um ponto de obstrucio do Problema entao

(i) T € Xy,

(1) wx(z) =0,

(111) Vws(z) = 0.
Demonstracao. Seja © = (Z;,Z’) um ponto de obstrugdo do Problema (3.1), entao
existem sequéncias yy < Ay ' A e 2y, = (21, 7,) € Xy, com zj, — 7. Desde que a1, — 7
e Tk > A, temos Z; = limxq, > lim A\, = ), e assim Z € f;.

Para provar (ii), observamos que

0> wy, (zx) = un (vx) — ulzy)

= u(2\, — 1, 2y) — u(wyp, ).
Assim, tomando o limite temos
0> u2A — Z1,7') — u(71,7') = wy(Z). (3.4)
Como T € i;\, existem sequéncias iz — \ e y, — 7, logo

0< Wy, (yk?) = Uy, (ylkvy;c) - u(yllmy;g)
= w2k — Y1, Yi) — w(Yix, Yi)
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e tomando o limite novamente obtemos
0 < w2\ — 21, ) — ulyix, y),) = ws(Z). (3.5)

Portanto, de (3.4) e (3.5) temos w5 (z) = 0.
Para verificar (iii) observe que u € C'(B) e Ry, € C®(H") assim (uo Ry )(zr) —

(uo R3)(x) e
0 = Vwy, (xr) = V(uy, —u)(xr) = V(uwo Ry, )(xr) — Vu(zg).

Logo, passando o limite,

0= V(uo R5)(Z) — Vu(z),
que implica que Vw;(z) = 0. [ ]

Agora, nosso préximo objetivo é provar que A = po. Ja sabemos que A > py. No
seguinte resultado provamos a existéncia de pontos de obstrugdo para o Problema (3.1

sempre que A > .

Lema 3.2.4 Se \ > o entio existem pontos de obstrucio para o Problema (3.1]).

Demonstragao. Considere sequéncias (M) e (7)) C Xy, tais que g < A S X e
wy, () < 0. Como w,, > 0 sobre 0%,,, podemos supor que zx ¢ um ponto de minimo
de wy,, e assim Vw,, (zx) = 0. Logo, a menos de subsequéncia, podemos assumir que

x, — Z € B. Portanto, existem pontos de obstrucdo para o Problema (3.1)). ]

Suponha por contradicdo que A > . Pelo lema acima, o Problema tem pontos
de obstrucao.

A provas dos nossos resultados principais dependem de uma analise delicada dos pontos
de obstrucao do Problema . Vamos localiza-los em um subconjunto de X5, mais

precisamente, vamos provar que os pontos de obstrug¢ao ocorrem em

K:={zeX5: Vu(z) =0} U{r € T3\ Tx : u(r) = us(2)}.
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Para este fim usaremos um método de inversao local em combinacao com o resultado

abaixo.

Proposigao 3.2.5 (Caracterizagdo do Conjunto Critico) Seja Q2 C H™ um dominio

limitado e suponha que u € CH*(Q) satisfaz
Apu+ f(u) =0 em €, (3.6)

com a(p—1) > 1. Sexg € Q e Vu(zy) = 0, entio f(u(zy)) = 0, onde se xg € I,

também assumimos que 0S) satisfaz uma condi¢ao do cone interior em xg.

Demonstragao. Como a curvatura seccional de H" é K = —1, entao pelo Teorema de
Hadamard a aplicagao exponencial exp,, : T, H" — H" ¢ um difeomorfismo. Entao fixada
uma base ortonormal {Ey, ..., E,} de T,,H" determinamos uma carta (H"; ¢), chamada

de coordenadas normais, dada por

p(z) = exp, (x) = (1(2), .. yn(2)).

Assim, para x = ¢ ' (yy,...,y,) temos
.12
yiy; , sinh”(|y|) { yyj}
gij(T) = + 0;i — ) (3.7)
! ly[? ly[? T yl?

Para ¢ > 0, a expressao local de M® : H" — H"; M*(z) = exp,, (cp(x)) é dada por

poM oo (yr, . ) = (Y1, Yn)

e
5 = O(y; o M?) OM8 9, = 0 0
(dM)‘”(a ) Il DSl v I i I
Yila/ 5= YVilwe@ 525 Wil Yi lnre o)
assim, paray =" | V" a%_ temos
(d) ZéY’ (3.8)
8% MS(ZL‘)
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Seja Q. := (M)~ () = M '(Q) e considere u° : Q. — R definida por
uf(x) = e 'u(Me(x)).

Podemos ver que

(Vur)(z) = (Vu) (M ().

Isto segue de calculos padroes e de (3.8). De fato, para Y =3 " | V" 8% , temos
(du?),(Y) = e (du) pre () (dMF)(Y)
~1 - i 9
= (du)pe(w) ZEY (x) 5
i=1 Yilne (@)

= ((Vu)(M*(2)),Y (2)).
Entao u® satisfaz a equagao

Apu® +ef(eu®) =0 em Q.. (3.9)

Com efeito, usando (3.6) para ¢ € C5°(€2.) podemos escrever

IVus[P~2(Vuf, Vo) = |Vuo ME[P~2(Vu o M®, V)
Qe Qe
= / |VulP~2(Vu, Vé o (M)™1) det(dM*) ™
Q
= 5/ IVulP~*(Vu, V(¢ o (M)™1)) det(dM®) "
0
=¢c [ f(u)go (M) det(dM®)"

—c [ fluo M.
Qe

Caso 1: 75 € Q. Considere uma fungao teste radial e nao trivial ¢ € C§°(H", [0, +00))

tal que supp ¢ = B(xg,r) CC ). Entao, pelo teorema do valor médio,

lim / flew)o = flutan) [ o (3.10)
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Agora, usando (3.9)), podemos escrever

g! / |Vu P 2Vu Ve = / f(uf)o. (3.11)
Qe Qe
Como u € CH*(Q), temos que

IVl (2)[P = |[Vu( M (z)) — V(M (z0))[P"
(3.12)

< d(M*(x), M*(z0))*(p — 1) = e*® " Vd(, 2)**Y,
para r € Q. Assim, para (3.10) — (3.12) e usando que a(p — 1) > 1, vem que

0 < f(u(xo)) ¢ < lim 5_1/ (Vus [P~ Vel
Hr e—0 Q.

S hm ga(pl)l/ d<x7$0)a(p*1)|v¢| = 0

e—0

Portanto, f(u(zo)) = 0.

Caso 2: ry € 0f). Lembremos que neste caso assumimos que 0f) satisfaz uma condicao

do cone interior em xy, isto é, existe dg, 79 > 0 e vy € T, ,H", ||vg|| = 1 tais que
CY50,7“0,110 = €XPy, (050,1”0,110) cQ

onde

Cooron = {2 € (T H") \ {0} : (z,v0) < |l (1 = &) e ]| < o}

Lema 3.2.6 Seja 0 < r; < 1r¢ e considere uma func¢ao teste radialmente simétrica e nao
trivial ¢ € Cg°(H", [0, 400)) tal que supp ¢ = B(xg,71), entdo temos

—+00

(r)r"tdr, (3.13)

lim
E—r

0Ja 0

f(eu€)¢ > Ln—l(C(SOJ'LUO N S(x07r1))
onde L,—1(Csyry0o N S(xo,71)) > 0 € a medida de superficie (n — 1)-dimensional da

por¢io da esfera S(zo, 1) in H" que jaz no cone Csypy 0y € ¢ 2 [0,+00) — [0, +00) € tal

que ¢(x) = ¢(r) se r = d(x, xo).

36



Demonstracgao. Primeiro, observemos que

flew)e = f(u o M%)¢

Qe
/ fu ~)det(aMe) !
= [ e () der(aar)
QNB(zo,er1)
que implica
hH(l) fleu®)¢ > lim f(w)[po (M)~ det(dMe)~". (3.14)
Qe 5:12?«0 C&,srl,vo

Agora, pelo teorema do valor médio, podemos encontrar & € Csp, 4, tal que

/C F(w)[é 0 (dM7)) det(Me) !

8,em1,v0

:f(u({a))/ [p o (M) det(dM®)™. (3.15)

C&,arl,vo

Por (3.14) e (3.15), temos

i [ o> i flate) / (60 (M)~Y] det(dM?)

srl <r0 05,57“1,1;0

(3.16)
— lim f(u(e)) /C 6

e—0
ery <ro sT1,Y0

Desde que lim. o Cs .y 0, = {%0} quando € — 0, concluimos que £ — xy quando € — 0.

Entao, por ,
lim / Hewo > flulm) /C o (3.17)

Assim, usando coordenadas polares geodésicas, podemos escrever

/ ¢ - ﬁn—l(OEO,n,vo x07 Tl / ¢ 71 ! dT'
06,7'1,110 (3 ].8)

- Enfl(ciso,ﬁ,vo N S(:C()?Tl)) (b( ) e dr.
0

Portanto, (3.17)) e (3.18)) implicam (3.13]) e o Lema esta provado. |

Para continuar a prova da Proposicao [3.2.5, note que usando coordenadas polares
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geodésicas obtemos

¢ =Ly-1(5(x0, 1)) / o(r)r"~*dr,
H» 0
e pelo Lema concluimos que

Usando (3.9)), temos

/ f(eu) / VU [P2VufVeg — e~ 1/39 |Vus|P~2(Vus, v)é. (3.20)

Substituindo (3.20]) em (3.19)) e usando (3.12)), vem que

0<f <u<xo>)ﬁ”_l(cc,fofl(?(;i()xf’7“1>> o

< hme (/ [Vus [P~ Vgl +/ ]Vzﬂp_lqﬁ)

< lim g2P~-D-1 (/ d(z, 20)*P~ V|Vl —l—/ d(x>$o)a(p_1)¢) =0
e—0 n 695

Portanto f(u(zg)) = 0, que completa a prova. u

A seguir voltaremos a analisar os pontos de obstrucao do Problema Note que se
0 € Zy ou f(0) > 0, entdo u é decrescente na diregao de x; perto de 9B N X, para A perto

de X (de fato, du/0x; < 0), assim & € OB. Entdo um dos seguintes casos ocorre:

Caso 1: = € X5. Neste caso se Vu(z) =0 e u(z) < M, usando o Lema concluimos
que f(u(z)) =0. Caso contrario, temos wy = 0 sobre B(Z,¢) para algum € > 0 pelo lema

abaixo.

Lema 3.2.7 Se Vu(z) # 0 temos que wy = 0 sobre B(z,¢) para algum € > 0.
Demonstragao. Vamos supor que Vu(z) # 0 assim, sem perda de generalidade, temos
que (Ou/0x1)(z) # 0. Como Vws;(Z) = 0 temos que

9us 2y = 2% (5
8x1 8x1

Consideremos as fungoes auxiliares g,g5; : R x B — R dadas por ¢(t,x) = u(z) —t e
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gx(t, ) = uz(z) — t. Note que

g9(u(),7) =0
dg , . . Ou _
8_351( (7),7) 8_1:1<x>7é0

gx(u(7),7) = wx(7) =

dgs ouy
oo (u(@),7) = 52(7) #0.

Entao, pelo teorema da fungao implicita, existe uma vizinhanga V' C H" de (u(Z),Z’) e

funcoes v, v € C* tais que

g(v(t,xe, ..., x,), T2y ..., Ty) =0
g (0(t,xay ... p), Ty .y wy) =0, YV (t,x9,...,2,) €V,

e assim,

t=u(v(t,ze,...,xn),To, ..., Ty)
(3.21)
t=us(v(t,xe,...,Tp),Tay ..., xn), V(t,z2,...,2,) V.

Usando que u é uma solu¢ao do Problema (3.1]), podemos ver que v e v satisfazem

o (2 1

Ly = (%)pﬂf(t)

onde
0% Ov ov
Lv=A1— Ajj— + B,,—
v o2 + , Z jﬁxixj + oz,
(4,5)#(1,1)
e
_ 0% 0V _ 0v
Lv=A1— A B,
v 1otz + Z J 0z,x; + oz,

(4,)#(1,1)
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sao operadores uniformemente elipticos com coeficientes dados por

(

(% ov \ 2
= p _ p— 4 . } :
ov 02; 02;
I L= p—27"7 p—2
A = Ay 2| V| yn —2(p —2)|Vv| 9 0z,
ov\? ov ov
L= AL = =2 22 . _ - - L
o () s[5 (22) ()]
k>2
p—1
= - ma o (5)
e ) ,
. 81} 81} o0v
_ b|P -+ _ |p—4 7" _ E
ov (% c%

Aq = Ay = —2|Vo|P2=— —2 2 p—22_
71 1z ’vvl t (p )|VU’ at a

Ay = A = |VoP? 9v 25.A+( —2) Z v\ (o 5o — 1
A or) "W = Oxy, ) \Oz; ) ¥ ’

_ ov\"!
B = _ p—1lix75p—2 [ 22
o= = ()

para i, j > 2. Chamando z = v — ¥, podemos ver que z satisfaz uma equacao de segunda

Lz= [(%)pﬂ - (%)M] f(t), (3.22)

\

ordem da forma

onde
_ 0%
Lz = An Z Azya (9 + (A — An) sy 12
0*v Oz
+ )4y + Y (B, B) (3.23)

8:10 Oz, oxp,

1,j>2
Observemos que os coeficientes da equagao (3.22) podem ser escritos como segue

- 0z 0z
Ay — Aij = Mija + Z Nijla_xla

1>2

aw\" o\ 9z
&) - (%) ]f“)—%
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em que M;;, N;ji e R sao fungoes limitadas em V. Portanto, z satisfaz a equacao
0%z 0z 0z 0z
A= Ajj——— + b1 — bi— =0, 3.24
"o +]Z>2 im0, et 2 (3:24)

com coeficientes limitados. Como z < 0 em V e z(u(Z),Z) = 0 podemos usar o principio

do méaximo forte para concluir que z =0 em V. Assim, em V temos

wi(z) = ux(v(t, e, ..., &Tn), Toy ooy @) —w(V(t, Ty . oo, X)), Ty ..y Tp)
= ux(0(t, e, ..., Tpn), Tay ... ) —w(V(t, e, ..., Tp), Ty ooy Tpy)
= 0.
Portanto, existe € > 0 tal que w5 = 0 in B(Z, ¢). u

Caso 2: ¢ € T5 N B. Observemos que para x € B, temos
wy(z) = ux(2) —u(z) = w2 — 21, 2') — u(x).

Assim,

owy, . Ou < ,
8_5131 T _a$1<2)\_x17x)( 1) (l’),

que implica que

owsy, ,_ ou ,_
= — p— _2_
05 z) (@)

0
onde usamos que Z € Ty and Z; = .
Lema 3.2.8 Se & € Ty, temos que Vu(z) = 0.
Demonstragao. De fato, suponhamos por contradigdo que Vu(z) # 0. Assim, sem

perda de generalidade, temos que

ou ,_
a—xQ(x) £ 0. (3.25)

Observemos que (uy/0z2)(z) = (Quy/0z2)(z), desde que ux(z) = u(2X — 21,2'). Repe-

tindo argumentos como no Lema [3.2.7, usando o teorema da funcao implicita, existem
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funcoes v e v definidas em uma vizinhanca V' de T tais que

t =u(zv(x, t,z3,.. ., 2,), 23, ..., Ty)
(3.26)

t =wux(z1,0(x1,t, 23, ..., X)), X3, . .., Tyy)-

A fungao z = v — v satisfaz uma equacao de segunda ordem anéloga a (3.24). Observe
que z(zq1,u(x), Z3,...,T,) = 0, desde que v(Z1,u(Z), T3, ..., Tn) = 0(T1,u(T), T3, ..., Ty).
Temos z(x1,t,x3,...,2,) > 0 para z; perto de p. Entdo podemos usar o Lema de Hopf

e concluir que (0z/0x1)(Z1,u(z),z5...,x,) < 0. Tomando as derivadas em (3.26)) com

respeito a x, temos que

0= (5 + 3 S ul@). B )
81‘1 8x2 8x1 (3 27)
0= 1+ 995 9% 2, (@), 5, 50) |
axl 81:2 81:1 b oA P T
Como
~ Ou . Ouy,_ Ou . Ouy,_ N
0= o, z) = oz, z), 0t z) = axQ(x), e u(x) =u;5(7)
e usando (3.27)), obtemos
ou ,_ [ 0v,_ L _ v, _ . _
8_1'2 x <a_ﬁ(x1’U(x>7x37 B 71'71) - 8_151<x1’u<x),x37 B axn)>
ou . 0z o oy
= a—@(x)a—m(xl,u(x),xg, ,Tn) =0,
e entao,
ou , .
a—m(l’) =0,
que é uma contradi¢ao com (|3.25)). [

Usando os Lemas e concluimos que vale apenas uma das possibilidades: ou
uw(z) = M ou f(u(z)) = 0.

Caso 3: 7 € 9B N Xy. Neste caso u(Z) = 0 que juntamente com wy(z) = 0 implica que
u5(Z) = 0. Assim Z3 é um ponto de minimo de u e concluimos que Vus(Z) = Vu(zz) = 0.
Portanto

Vu(z) = Vu(z) — Vuy(z) = Vwz(Z) =0
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(lembremos que este caso ocorre somente quando 0 € Z,).
Etapa 3: Existem Pontos Regulares no Conjunto de Obstrugoes.

Seja A o primeiro valor de A\ para o qual um ponto de obstrucdo Z aparece aplicando
o método dos planos moveis. Pela Etapa 2 um eventual ponto de obstrucao ocorre no

conjunto

K:={ze€X5: Vu(x) =0} U{r € 3\ Tx : u(z) =us(z)} C B.
Lema 3.2.9 Euxzistem pontos regqulares em K, isto €,

Ky :={zx € K: Vu(x) # 0} #0.

Demonstragao. Suponha por contradi¢ao que K; = (), entao Vu(x) = 0, para todo

x € K. Denotemos por
Oz, e) ={y=(y,y) EH" : [z1 —yn| <c ey € By, o)},

onde B(y',¢) ¢ a bola geodésica em H" ! de raio ¢ centrada em y' € H*"'. A prova sera

dividida em dois casos:

Caso 1: 0 € Z, ou f(0) > 0. Neste caso, usando o Lema de Hopf temos que K C B.
Como K é um subconjunto compacto existe € > 0 tal que
L
K c|JO(x.e) = W.C B,
j=1
com z; € K. Notemos que 9W, =T UN onde I' ¢ a C'-hiperficie em H", N tem medida
nula e OW, N K = (). Além disso, como wy € positivo em X5, podemos escolher 0,6 > 0

tal que

us >u-+0 sobre X5 NT. (3.28)
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Afirmacao 3.2.10 Para 6 > 0 suficientemente pequeno temos

ou < —0 sobre T5NT.
(9.CC1

Prova da Afirmacgao (3.2.10 Se a afirmacao é falsa entao existe uma sequéncia
x € T5NT tal que (Ou/0x1)(xy) > —1/k. Podemos supor, a menos de subsequéncia, que

x — g e assim (Ou/0z1)(x9) > 0. Por outro lado, temos que du/dz; < 0 sobre Tj:

wy(A +¢,2) ’ wiy( A+ €,2") — wx (A, 2)

0<lim ————~= = lim
e—0t 5 e—0t e
owsy, ,~ ou

IO ) = 22 (8 ).
S (') = ~25 (3,

Entao (Ou/0x1)(z9) = 0 e Vws(zg) = 0 pois wy = 0 sobre T5. Como zy € I' temos
Vu(xg) # 0. Entao usando o método da inversao local e o principio do méximo (como no
Lema [3.2.7) temos que uy = u em uma vizinhanca o em 35, e assim zy € K7, que ¢ uma

contradigao. [ ]
Usando a Afirmagao [3.2.10] podemos escolher 4, > 0 tal que

(%“ < =0 sobre (Z5\Xj5) NI (3.29)
1

Assim, de (3.28)—(3.29)), existe n > 0 tal que

uy > u+6/2 sobre My,5 NT, para A€ (A—n,\),
% < —§/2 sobre (X,\X5.5)NT, para A€ (A—mnN).
1

que implica

uy >u sobre (I, \ Y54 ) UL,

uy > u sobre I'NX,.

Como uy = u sobre T\ N W,, obtemos que

uy > u sobre OW?, vYae(A—mn,A)
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onde W2 := W.NX,. Entao, pelo Teorema m,
uy > u sobre W2, vae(A—mn,N).

Isto prova que nao existem pontos de obstrucao em WEA, que é uma contradigao. Portanto,

K1 #0.

Case 2: 0 € Z,. Primeiro observemos que fixado € > 0, considere a cobertura do
conjunto K U (K NT NAB) dada pelos conjuntos abertos O(z, ) para x € K. Assim, por

compacidade, podemos extrair uma subcobertura finita

L
K C U O(zj,¢),
j=1
com z; € K. Tome 6, < dist(TxNIB,0W.), onde W, = (Ule O(z;, 5)) NB. Escolhamos
n > 0 suficientemente pequeno. Agora, analisaremos o comportamento de u e uy no
conjunto A; = (B \ B(u, 1 — 1)) N Ex.4,- Para todo xg € ' N 9B N X5,,,, por definigao
de K,

us (o) = ux(xo) — ul(xg) > do > 0,

onde I' = OW,. N B. Por continuidade, para  em uma vizinhanca de zy e para A — A > 0
suficientemente pequeno temos que uy(zg) — u(xg) > 6o/2 > 0. Podemos escolher n > 0
de modo que

uy>u em I'NA;. (3.30)

Consideremos Ay = B(up,1 — 1) N 35,5, Entao, por continuidade, como
uy > u+9 sobre I'MN Ay,

podemos ver que

uy >u+06/2 sobre I'N A,, (3.31)

onde § > 0 foi dado em (3.28]). Usando um argumento similar ao da prova da Afirmagao
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3.2.10, podemos mostrar que

% < —0 sobre T5NT.
axl

E novamente, podemos escolher §1,6 > 0 tais que

% < —0 sobre (f;\ \ E;\Jﬂ;l) NT. (3.32)
1

Assim, de (3.30)—(3.32]), temos que

uy > u-+0/2 sobre Sie, NI, se A€ (A—n,N),
% < —§/2 sobre  (E5\Z545) NL, se e (A—n,A).
1

Agora, a partir deste ponto completamos a prova seguindo os mesmos argumentos do

Caso 1. -
Etapa 4: Simetria Local.

Usando a Etapa 2, Caso 2 e Caso 3, obtemos que K; C X5 e pelo Lema [3.2.7] mos-
tramos que K; é um conjunto aberto em B C H". Denotemos por C uma componente

conexa de K;. Desde que 0Ct C B\ K, entdo é claro que
Vu=0 sobre ' =09C* N (I5\Ty).

Gracas a hipotese

{x e B:Vu(x)=0}Nu*(Z) #0

e o Lema [3.2.5] concluimos que
w(l) C Z,Uu{M}, onde M = max u,

e entdo u é constante em toda comente conexa de 9Ct N X5. Assim, C*+ NT5 # 0, caso
contrario terfamos C* C X5\ Tx: a fungao u seria constante em cada componente conexa

de 9C* que é uma contradi¢gao com o fato de u ser nao crescente e Vu # 0 em C™.
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Definamos C~ = R5(C™") e
C=CctucC-,

entao o conjunto C' é simétrico com respeito a 7T e conexo, mais ainda por construgao a

fungao u é simétrica sobre C' com respeito a T5.
Step 5: Simetria Global.

Defina u; = infou e uy = sup,u. Como u é mondtona na diregao z1, ou u assume o
valor u; > 0 sobre 0C, onde Vu = 0, ou u; = 0 sobre dC'N9OB. Portanto, pela Proposicao
, temos que f(u;) =0 se u; # 0. Analogamente, ou u assume o valor us sobre outra
componente conexa de JC e entdo f(uz) = 0, ou assume o seu maximo em um ponto
interior £ € C que pode ser tomado em 75 N C.

Desde que u; e usp estdo no conjunto finito {0} U Z, U {M} e |Vu| é uniformemente
limitado em B, existe uma bola geodésica de raio rq > 0 contida em C, onde ry depende
somente de f e u. Assim, existe somente um nimero finito de tais componentes conexas
C. Além disso, se considerarmos todos os possiveis conjuntos C, simétricos com respeito
a uma certa hiperficie totalmente geodésica fechada, ao longo do qual u é decrescente e
Vu = 0 sobre 9C (exceto possivelmente para u; = 0), teremos uma quantidade finita,
digamos d.

Agora considere diregoes ; € S"71 i =1,2,...,d = ndy+1 tais que o angulo (v;,7;) €
27-irracional para todo (7, j) com i # j, e toda familia de n vetores unitarios geram o R™.
Um conjunto que é simétrico com respeito a todas estas diregoes é radialmente simétrico,
com respeito a algum ponto. Assim, se aplicarmos o método dos planos moveis a todas
as direcoes dadas acima, encontramos uma componente conexa radialmente simétrica
C' = B(xg,m1)\ B(xg,r2) com ry > ry > 0, e tal que u = uy sobre B(xg,71) € u = uy sobre
0B(xg,r2). Entdo podemos considerar as seguintes modificagoes da func¢do w. Primeiro,
considere v; definida em B com v; = uy em B(xg,71) e vy = u em B\ B(zg,7r1). Agora,
no caso 1o > 0, definimos vy = u em B(xq, rs).

Sobre as hipoteses do Teorema [3.1.1], temos que a funcao u é radialmente simétrica.
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Considerando as hipoteses do Teorema [3.1.2] reaplicamos as Etapas 1-5 para a funcao
z +— v1(z) em B, e para a fungao = +— vy(x) — us em B(zg,72). Observemos que u > ug
sobre B(xg,rs) por monotonicidade das solugoes na dire¢ao 1. Assim, todas as hipoteses
do Teorema é verdadeira com B(xg,79) no lugar de B. Repetindo o processo uma

quantidade finita de vezes obtemos o Teorema [3.1.2]
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Capitulo 4

Equacoes Envolvendo o Operador de

p-Laplace-Beltrami com 1 < p < 2 em
H’n,

Vamos provar resultados de monotonicidade e simetria em dominios limitados 2 de

H"™. Considere o Problema

¢

—Ayu= f(u) emQ
u>0 em( (4.1)

u=0 sobre (,

\
onde €2 ¢ um dominio limitado em H", A, é o operador de p-Laplace-Beltrami em H",
1 <p<2 e féuma funcao localmente Lipschitz continua.

Vamos introduzir algumas notacoes que serao utilizadas no capitulo. Seja v uma

direcao em R” isto ¢, v € R™, [v| =1 e £ = v se A € H" ou £ = —\v caso contrario.
Definamos
1Y = exp({w € TH" : (w,v) = 0}) (4.2)
Yy = exp({w € TH" : (w,v) > 0}) (4.3)

[EK = RT;(I), x e H" (44)



(observe que TY é uma hiperficie totalmente geodésica e que Ry € a reflexao definida no

Capitulo 1). Denotemos

a(v) = sup{\: TY N Q # 0}.

Se A < a(v), entdao 3% ¢é nao vazio e denote

(25)" = Ra(X5). (4.5)

Observagao 4.0.11 Supunha que Q@ C H" é suave e A < a(v), com a(v) — X pequeno
entio a calota refletida (X%)" estd contida em §2 e permanecerd nela, até que uma das

sequintes condigoes ocorra:
(i) (X))’ tornar-se internamente tangente a OS2 em algum ponto ndao pertencente a Ty

(i) TY € ortogonal a 02 em algum ponto.

Seja A1(v) o conjunto dos A < a(v) tais que para cada u € (A, a(r)) nenhuma das

condigoes (i) e (ii) é verdadeira e defina

A1 (v) =inf Ay (v). (4.6)

4.1 Resultados Principais

O resultado principal deste capitulo é o Teorema abaixo.

Teorema 4.1.1 Seja Q um dominio limitado em H", n > 2, e u € CY(Q) uma solucéo
fraca de (4.1) com 1 < p < 2. Para toda dire¢io v e todo A € (A1 (v),a(v)) temos

u(z) <wu(zy) Vet (4.7)
Além disso,
ou 5

em que Z = {x € Q: Vu(z) = 0}.

Temos a seguinte consequéncia do Teorema [4.1.1]

Corolario 4.1.2 Suponha que Q é uma bola geodésica B(xy, R) em H™ com centro em

zo € H" e raio R. Entdo u € radialmente simétrica e Ou/0r < 0 para 0 <1 < R.
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O Corolario acima também implica um resultado de regularidade desde que para
Vu # 0 em B(xg, R) \ {zo}, por resultados de regularidade eliptica, concluimos que
u € C*(B(xg, R) \ {x0}).

A prova do Teorema[4.1.1]¢é longa e tecnicamente complicada, assim vamos inicialmente
ilustrar suas ideias principais.

Iniciamos com o Teorema que diz que, quando comecamos o procedimento dos
planos moéveis, devemos alcangar a possivel posicao maximal a menos que o conjunto 72
de pontos criticos de u crie uma componente conexa C' do conjunto onde Vu # 0, que é
simétrico com respeito a uma hiperficie totalmente geodésica fechada T), (que ¢ definida
em (4.13)) e onde u coincide com a fungao u,,. Portanto todos os esforgos subsequentes
serao para provar que o conjunto C' nao existe.

O primeiro resultado, deduzido da Proposi¢ao [£.2.2] ¢ que se u é constante sobre
um subconjunto conexo de pontos criticos de dC' cuja projecao na hiperficie totalmente
geodésica fechada T}, contém um subconjunto aberto de T}, entao um tal conjunto C' nao
existe. Isto é provado por um cuidadoso uso do Lema de Hopf que da uma propriedade
do conjunto critico de uma solugao u de (4.1)).

Veremos que a hipotese de u ser constante em uma componente do conjunto de pontos
criticos de (que poderia ser obviamente satisfeita por alguma funcao de classe C*) nao
é desnecessaria, uma vez nao é possivel verificar se o conjunto de pontos criticos de u é
muito singular. Portanto, se o conjunto critico Z de u nao é muito ruim as afirmacoes
do Teorema [4.1.1] sdo consequéncia do Teorema [4.1.1 e da Proposigao [£.2.2] sem explorar
qualquer hipotese de suavidade sobre 0f) (ver Observagao .

Mas, de fato, nao é possivel ter de modo geral informagoes “a priori” do conjunto critico
Z. Assim, para provar que u é constante no subconjunto conexo de pontos criticos de
O0C' cuja projegao na hiperficie totalmente geodésica fechada 7}, contém um subconjunto
aberto da hiperficie.

Para isto vamos mover ortogonalmente hiperficie totalmente geodésicas em direcoes

proximas a e, a fim de provar que o “mau” conjunto C' é também simétrico com respeito
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a hiperficies totalmente geodésicas fechadas préximas, e logo na sua fronteira existe pelo
menos uma parte conexa onde u € constante, Vu = 0, e cuja projecao na hiperficie T},

contém um subconjunto aberto do hiperplano.

4.2 Resultados para Dominios Gerais

Aqui provamos alguns resultados de simetria e monotonicidade para um dominio li-
mitado que ndo é necessariamente suave. Nesta se¢ao p € (1,2) serd um namero fixo, 2
um dominio limitado de H", n > 2 e f uma funcao Lipschitz continua. Para toda direcao

v defina a(v), 3% e (XX)’ como anteriormente. Defina também
Ao(v) = {A <a(v); (57) € Q, Ve (Aa))}

ese Ay(v) # 0
Ao(v) = inf Ay (v). (4.9)

Observe que se €2 é suave entao
(Z) % A1<I/) C AQ(I/).

Se a(v) > A > \(v), z € X% e u € CY(Q) consideremos

= u(z%), (4.10)

onde z¥ ¢ definido em (4.4)),
Zy = Z¥(u) ={z € X5 : Vu(zr) = Vui(z) =0}, (4.11)
Z=7Z(u)={reQ: Vu(x) =0} (4.12)

Finalmente, definimos

Ao(v) ={r € (Na(v),a(v)) : u<uy em ¥7, Ve (N a(v))}.
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Se Ag # ) considere
)\0(V> = inf Ao. (413)

Obviamente temos A\o(v) > Aa(v).

Teorema 4.2.1 Seja u € CYQ) uma solugio fraca de (A1), com 1 < p < 2. Para
toda diregao v tal que Ao(v) # 0 temos que Ao(v) # 0 e, se A\g > Ag entao existe uma
componente conexa CV de QKO(V) \ Zj\’o(y) tal que u = U () €M Cv.

Para toda tal componente conexa C¥ também obtemos que

Vu(z) #0 Voel (4.14)
Vu(x) =0 Ve ol \ (T,\O(l,) U (99) (4.15)

Além disso, para todo a(v) > XA > A\g(v) temos
u < uy em Q5 \ ZY (4.16)

e finalmente

%(.T) >0 Viz € Q) \ Z- (4.17)
Demonstragao. A prova é muito longa, dividiremos em trés etapas.

Etapa 1. Seja v uma diregao tal que Ag(v) # (). Para a(v) > A > \o(v) vamos comparar
as fungoes u e u§ no conjunto aberto 2§ usando o Teorema [I.3.8]e o Teorema [I.3.9]

Usando a expressao local do operador de p-Laplace Beltrami (ver equagao (1.2))) temos

que a funcao uf satisfaz a equagdo —A,uf = f(uf) em Q. E como consequéncia
el @y, lluxllz g < llulle@  [Dul + [Duy] < sup[Duf, — |25] < |2

e podemos fixar a, M > 0, independente de A, de modo que o Teorema [1.3.8| possa ser
aplicado em 25 para u e para v = u5.

Se A < a(v) e a(v) — X\ é pequeno entdo |3¥| é pequena. Além disso, temos sobre 0%,
desde que 0 = u < uf sobre 9€2 N X%, enquanto u = uf sobre 9§ N T} por definigao.
Portanto, pelo Teorema temos que u < uf em ¥ para A < a(v), a(v) — A pequeno,
assim Ag # ().

Etapa 2. Na calota ZKO(V), por continuidade, a desigualdade u < us ) € verdadeira.

Além disso, pelo Teoremal|1.3.9/temos que se C* é uma componente conexa de EKO(V)\ZKO(V)
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entao ou u < uKO(V) em C% ou u = uKO(V) em C".

Suponha agora que Ay > Ay e suponha, por contradicao, que u < uKO(V) em C".
Escolhamos um conjunto aberto A, com Z/\”O(V) CAC ZKO(V), tal que M4 5, = sup,(|Vu|+
[Vuy ) < M/2 (isto é possivel desde que Vu = Vuy = 0 em ZY ). Também
fixemos um conjunto compacto K C ¥, tal que [Z5 \ K| < a/2 (o e M sao os
nameros fixados a Etapa 1). Se K \ A # 0, por nossas hipoteses a fungao Us ) —u €
positiva em K \ A, e como K \ A é compacto temos que minK\A(uKO(V) —u) =m > 0. Por
continuidade existe € > 0 tal que \o(v) —e > A2(v) e tal que para A\og(v) > A > \g(v) — ¢
temos

X5\ K| < a, My, = sup(|Du| + |Duf|) < M
A

e,se K\ A0,

uK—u>%>O em K\ A

(em particular u§ > 0 sobre (K \ A)). Além disso, para tais valores de A temos que
u < uf sobre (3% \ (K \ A)) porque se zy ¢ um ponto sobre esta fronteira ou xy € ¥
onde u < u¥ como ja observado na Etapa 1, ou zg € 9(K \ A) onde u¥ ¢é positiva.

Desde que X\ (K \ A) é a unido disjunta de 3% \ A = A; (com medida pequena) e
K N A = A, (onde os gradientes sdo pequenos), do Teorema obtemos que u < uf
em Q5 \ (K'\ A). Desde que, se K\ A # 0, temos que u§¥ —u > 0 em K \ A, obtemos que
u < u¥ em XX para \o(v) < A < A\g(v) — . Isto contradiz a defini¢do de \o(v) e mostra

que se Ag(v) > Aa(v) entdo nao é possivel que u < uf , em Qf )\ Z} ), assim existe

pelo menos uma componente conexa C* de X5 ) tal que u = uf () €m Cv.

Se C" ¢é tal componente conexa, por defini¢ao |Vu| + |VUKO(V)| > 0 em C%, mas desde
que u = uf (,, também temos que Vu # 0 em C%, isto é, (4.14]).

Finalmente, pela defini¢ao de C*, temos (4.15) desde que 9C” C Ty, ) UoNU Z (onde
Z ¢ definido por (4.12))).

Etapa 3. Para provar (4.16]) é suficiente mostrar que

u < uy em X5\ Z, se a(v) > A > A(v). (4.18)
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De fato, se ¢ falsa e u(xg) = uX(xy) para um ponto zy € X%, entdo u = uf na
componente conexa de ¥¥ na qual zy pertence, e isto implica que ambos [Vu| e |Vu§\0(y)|
nao sao zero, isto &, xp € XX \ Z¥ assim nao ¢é valida.

Agora vamos provar (4.18) e suponha por simplicidade de notagoes, que v = e; =
(1,0,0,...,0). Escrevemos as coordenadas em H" como x = (y,z) com y € R, z € H*™!
e omitiremos o indice v = e; em X%, uf, etc.

Suponha, por contradi¢do, que existe p, com a(e;) > p > Ao(e1) e xg = (yo,20) €
2, \Z, tal que u(xo) = u,(20). Pelo Teoremal1.3.9)temos que u = u,, em uma componente
conexa C de ¥, \ Z, na qual z, pertence. Se A\ < p e ;1 — A é pequeno temos que
Ry(z0) = R,(z), onde z = (y, 29) € um ponto de C' com y > yo, assim u(z) = u(R,(x)) =
u(Ra(z0)) > u(zp), desde que para A > u, — A pequeno (mais precisamente para A < \g)
a desigualdade u < uy é véalido em X,. Assim se y > yg, com y — yo pequeno produz
a desigualdade u(y, z0) > u(yo, 20), que implica que u(y, z0) = u(yo, 20) porque u é nao

decrescente na direcao e; em §2,,. Portanto o conjunto

U={y>v: (y,20) €Q e u(y,2)=u(yo,2)}

é nao vazio. Agora definamos

y1 =supU. (4.19)

Afirmamos que 21 = (y1, 20) € 0. De fato suponha que z; € 2 e chame A\ = (y1+0)/2.
Por continuidade u(x;) = u(xg) e x; € Qy, \ Zy,, desde Ry, (x1) = z9 e Vu(xg) # 0. Além
disso, do Teorema obtemos que u = uy, na componente conexa de €2, \ Z,, na qual
x7 pertence, que por sua vez implica que Vu(z;) # 0. Repetindo os argumentos anteriores,
com g e xp substituidos por A\; e x1, obtemos que u((y, 20)) = u((vo, 20)) para y > y,
y—y1 pequeno, e isto contradiz a defini¢ao de y;. Assim 1 € Qe 0 = u(z1) = u(zg) > 0.
Esta contradigao prova e consequentemente ([1.16).

Finalmente ¢ uma consequéncia de (4.16)) e o Lema de Hopf. De fato, seja
r=(\z)€e Q\Z, isto &, A > Ny e Vu(x) # 0. Na bola geodésica B = B,(z) temos

que |Vu| > e > 0, assim |Vu|, |[Vuy| > ¢ > 0 em BNQ,. Isto implica por resultados
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padroes que v € C%(B) e a diferenca uy — u satisfaz uma equacao estritamente eliptica
linear L(uy —u) =0 (ver |?], |?] ou o Capitulo 2). Por outro lado temos, por (4.16)), que
uy—u > 0em BNY, enquanto u(z) = uy(x) porque = pertence a T). Consequentemente,

pelo Lema de Hopf temos que

O(uy —u) _ 0u
0> a:L’l ($1> = 283;‘1 (3’)1)7

isto é, (4.17)) é valido. |
Agora vamos provar uma proposi¢cao que da uma importante informagao sobe como o

conjunto de pontos criticos Z da fungao u pode intersectar a calota €25 .

Proposicao 4.2.2 Suponha que u € C*(Q) € uma solugdo fraca de [4.1)), com 1 < p < 2.
Para toda direcao v a calota EKO(V) nao contém subconjunto I' de Z no qual u € constante e
cuja projecao sobre o hiperplano T/’\’O(V) contém um subconjunto aberto de Ty, (com respeito

a topologia induzida).

Demonstragao. Por simplicidade tome v como a direcao x; e denote um ponto x em
H" como x = (y,z) com y € R, 2 € H*'. Como usual omitiremos o indice v = e; em
¥, u¥, etc. Argumentando por contradi¢ao assumimos que X, contém um conjunto I

com as propriedades:

(i) existe v > 0 e 2o € H"! tal que, para cada (), z) € Ty, com z pertencente a bola

geodésica B(zg, ) de raio v centrada em zy em H" ! existe y > \g com (y,z) € T
(ii) Vu(z) =0 para todo z € I’
(iii) u(z) =m > 0 para todo x € I.
Note que I satisfaz as mesmas propriedades de I' e que por
(iv) rnQ#J.

Sejaw = w, a bola geodésica em H" ' centrada em zy com raio . Consideremos o cilindro
R X w e denote por S a intersegao deste cilindro com a calota X,,. Agora distinguimos

dois casos:
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Caso 1: f(m) < 0. Neste caso considere a parte “esquerda” S; de S com respeito ao

conjunto I, isto é,
Si={(y,2) : 2 €w, y € (01(2),02(2))}

onde

o1(z) = inf{y tal que (y,2) € X),}

o1(z) = inf{y tal que (¢/,2) € T para algum 3y’ < y}.

Note que por (i) e (iv) a definigdo de ¥, faz sentido e 01(2) < 02(2) < Ag. Mais ainda,
temos

ulz)<m VzeX, e uzZmem . (4.20)

De fato, se (y,z) € ¥, entao u(y, z) < u(oa(z),2) = m desde que u é nao decrescente na
diregao 71 em wy, e o ponto (05(2), 2) pertence a I' (caso contrario terfamos uma distancia
positiva a I' e ndo terfamos que (y, z) € T para y > 09(2)).
Mais ainda, u # m em %; desde que u = 0 sobre 92 e 0N NY; # (.
Como f(m) <0 temos
—Ap(u—m)+Au—m) = f(u) +Au—Am
(4.21)
< f(u) + Au— (f(m) + Am)
para qualquer I' > 0. Por outro lado, desde que f é localmente Lipschitz continua
existe I' > 0 dependente somente de ||| z~(q) tal que f(s)+I's é ndo decrescente para

s € [0, ||lu|| ()] - Para tal valor de A da equacao (4.21)) resulta que
—Ay(u—m)+Alu—m) <0 em X, (4.22)

Agora observemos que para algum ponto z’ sobre 9¥; N T a condicdo da esfera inte-
rior é satisfeita. De fato, tomemos 3y € R com o1(z9) < yo < 02(20). Desde que

dist ((yo,20),T) > 0 existe £ > 0 tal que 0 < € < 7, B:((y0,20)) C &;. Paray € R
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seja B(y) a bola geodésica centrada em (y, zp) com raio € e definamos

y1 =sup{y >yo: Yy € (yo,y) B(y)NT #0}.

Como se B(y;) NT =  entdo dist(B(y;),T') > 0, é claro que B(y;) NT # (. Além disso,
B(y1) NT C 0B(y;) como ¢é facil checar da definicao de ;.

Assim B(y;) C X e existe 2’ € 9B(y;) NT com u(z’) = m por (ii). Por (4.20),(4.22)
e o Lema de Hopf obtemos que %(x’ ) < 0 para toda derivada direcional interior, que
contradiz (iil)
Caso 2: f(m) > 0. Neste caso considere a parte “direita” ¥, = ¥\ ¥; e ¥ com respeito

al, isto é,

Y, ={(y,2): z€w,02(2) <y < Ao}

Novamente 3, esta bem definido e por monotonicidade de u em €2, temos
u(z)>m VzeeX, e uZEmemb, (4.23)

porque se u fosse constante em ¥, entdao f(m) seria zero contrariando nossas hipoteses.

Como antes, explorando que f é Lipschitziana e o fato de que f(m) ser positivo obtemos
—Ap(u—m) 4+ Alu—m) > f(u) +Au— (f(m)+Am) >0 (4.24)

para algum I' > 0. De ([4.23)) e (4.24)) aplicando o Lema de Hopf em um ponto 2’ € 9%, NI
obtemos (sendo u(z’) = ming-u) que %% > 0 para toda derivada direcional interior, que

contradiz ({i). |

Observacao 4.2.3 Uma primeira consequéncia do Teorema[4.2.1] e da Proposi¢ao
€ a sequinte. Suponha que u € uma solugdo de cujo conjunto critico é bem reqular e
tal que u € constante sobre toda componente conexa do conjunto Z de seus pontos criticos.
Entao, para toda direcao v, temos que Ao(v) = Aa(V).

De fato, se para alguma diregdo v acontece que Ag(r) < A2(v) entdo, pelo Teorema
existe uma componente conexa C” de €2y |\ ZY ) tal que u = uy ) em C”. Assim
0C" conteria um conjunto I" sobre o qual Vu = 0 (por defini¢ao, ver (4.15))), u é constante

(por hipotese) e cuja projecao sobre o hiperplano T/’\’O(V) contém um subconjunto aberto
de Ty )¢ isto & impossivel pela Proposicéo .
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Note que noés apenas comegamos usamos a hipoétese de que u é constante em qualquer

componente conexa do conjunto Z dos seus pontos criticos.

4.3 Prova do Teorema [4.1.1] e seus Corolarios

Iniciemos com um lema topoldgico simples que serd usado posteriormente.

Lema 4.3.1 Seja A, B subconjuntos abertos nao vazios em um espaco topoldgico tal que
ANB+#0, BZ A. Se B é conexo entao 0AN B # (.

Demonstracgao. Por hipotese AN B é um subconjunto aberto nao vazio proprio de B.

Argumentaremos por contradi¢ao, suponha que 0A N B = (). Como B ¢é aberto também

temos que 9B N B = ), e sendo d(AN B) C JA U IB obtemos que (AN B) N B = ().
Isto implica que B\ (AN B) = B\ (AN B) ¢ aberto nao vazio e disjunto de AN B,

contradizendo a hipdtese de que B é conexo. [ ]

Corolario 4.3.2 Seja A, B conjuntos abertos conexos em um espago topoldgico e suponha

que ANB # 0, A# B. Entao (0)AN B)U(0BNA) # 0.

Agora provaremos o Teorema e seu corolario. Assim, nesta segao, ) serd um
aberto limitado suave em H", n > 2. Seja v uma diregao e A\ (v), A2(v), Ao(v) definidos
como acima. Desde que  é suave temos que () # A;(v) C Ay(v), assim Ag(v) # 0 pelo
Teorema[1.2.1] e a(v) > A (v), Ao(v) > A2(v). Vemos da defini¢do de Ag(v) e do Teorema
[41.2.1], que o Teorema seré provado se mostrarmos que \g(v) < A1 (v).

Como a prova € tecnicamente muito complicada gostariamos de ajudar o leitor, falando
em poucas palavras sobre elas. A ideia da prova ¢ mostrar que se \g(r) < A\ (v) ent@o
existe um conjunto pequeno I' de pontos criticos de u na calota EKO(V) no qual u é constante
e cuja a projegao sobre o hiperplano Ty (») contém um subconjunto aberto de T}, )" Uma
vez mostrado isto obtemos uma contradi¢do com a Proposi¢ao [£.2.2] Como vimos na
Observagao [4.2.3] se o conjunto critico Z ndo ¢ muito ruim entdo A\g(v) = Xa(v). Disto
seguiria que A\g(v) > A\1(v) e o Teorema estaria provado. Mas, desde que a priori o
conjunto critico Z de u pode ser tao ruim que u nao é constante em suas componentes

conexas (ver Observagao |4.2.3)), para provar a existéncia do conjunto I" usamos o Teorema
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e um método que consiste em mover o hiperplanos ortogonalmente em diregoes
proximas de v e que requerem a suavidade de 9€) como observado na introducao.

Como usual seja v uma direcao e defina F,, como a colecao de todas as componentes
conexas C” de X%\ Z} ) tais que u = uf ,, em C7, assim (C¥ N ONY) \IY ) = = () desde
que u = 0 sobre 02 enquanto uf, W) > 0 em Cv \ TV , porque da definicao de \; temos
que (X5 Ao (1/)) \TV C .

Logo existem duas alternativas: ou Vu(z) = 0 para todo x € OC”, neste caso definimos
C” = C, ou existem pontos z € dC” N 1%, ) tais que Vu(z) # 0. Neste caso definimos
C” =C"UCYUCY onde CY = Ry, (C¥), Cy = {x € 9C" NTY,,, : Vu(x) #0}. E facil
checar que C¥ é um aberto conexo, com Vu # 0 em C¥, Vu = 0 sobre dC",

Finalmente definamos a colecao F = {C” : C* € F}.

Observacao 4.3.3 Neste ponto € crucial observar para a sequéncia o sequinte: se vy, Vs
sao diregoes e C* € F, , C"? € F,,, entao ou C"NC" =0 ou C" = C™. De fato, se

CNC™ #£ 0 e C # C™, entio pelo Coroldrio ou IC"' N C" ou C NAC™ ¢

nao vazio, e isto nao € possivel desde que Vu # 0 em C", Vu =0 sobre 9C", i = 1,2.

Demonstracao do Teorema [4.1.1 Se v é uma dire¢do e 6 > 0 denotemos por I5(v)

o conjunto
Is(v) ={peR": [u| =1, [p—v|[<d}.

Como ja observado o teorema serda provado se mostrarmos que A\o(v) < A(v) para
toda diregao v.

Como na prova do Teorema podemos fixar a, M > 0 de modo que o Teorema|l.3.8
possa ser aplicado, isto é, para toda diregao v, todo A € [A\(v),a(v)) e todo subconjunto
aberto €2 de €, a desigualdade u < uf sobre 02" implica a desigualdade u < u¥ em €
sempre que Q' = A; U Ay com |A;| < a. My, = supy, (|Vu| + |[Vuy]) < M.

Agora suponha que 1y ¢ uma diregao tal que A\o(r9) > A1(vp). Desde que Ai(rvp) >
Ao (1), segue que Ag(vp) > A2(1p), Assim do Teorema obtemos que F,, # 0. Desde
que H" satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade e toda componente é aberta, F,,

contém no maximo uma quantidade enumeréavel de componentes de X, \ Z% (), assim

)
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F ={C", i € I C N}. No caso em que [ ¢ infinito, desde que as componentes sao
disjuntas, temos que Y .-, |C7°] < |Q] < oo, e assim podemos escolher ny > 1 para o qual

o

Sl <<
no+1

Se I é finito seja ngy a sua cardinalidade.

Entao escolhamos um compacto Ko C X5 ) \ U;erCY® de modo que

|(Z%00) \ Uier) \ Ko| < %

Finalmente tome ng conjuntos compactos K;, i = 1...,nq tal que
IO\ Ki| < >, i=1,....np.
! 671/0
Assim temos decomposto EKO(V) em conjuntos Ky, Ki,..., K,, e na parte restante com
medida

v n (67 o
|Q>\0(U) \ UzioKz‘ < 36 = 5

Se A= {x €X ¢ [Du@)] + [Duf | < %}, desde que Ko\ A é compactoeu < uy
em K \ A pelo Teorema [1.3.9, existe m > 0 tal que

uS, oy —u>m>0 em Ko\ A

Desde que € é suave as fungdes a(v) e A\;(v) s@o suaves com respeito a v. Por continuidade

existem &g, dp > 0 tais que se |A — N\g(o)| < &g € |V — 1| < g entédo

)\1(1/) < )\o(l/[)) — £y (425)

|Du| + |Duf| < M em A (4.26)

KiCEK, 1=20,...,n9
(4.27)

Kl C (C™), i=0,...,n
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onde K| é a reflexdo RY(K;)

ng
K\ JKi| <a (4.28)
=0
m

Agora procederemos em varias etapas em sequéncia para mostrar que existe i; €
{1,...,n0} e uma direcdo v; € I, (1) tal que C’;’f € F, para toda direcio em uma
vizinhanga adequada I5(v1) de v1, e OC}° contendo um conjunto I' como na Proposigao

(com respeito a diregao vy).

No que seque nos implicitamos que ¢ > 0 significa 0 < ¢ < g9 e § > 0 significa
0<d<dy.
Etapa 1. Aqui mostraremos que a fungao \o(v) é continua, isto é, para cada ¢ > 0 existe

d > 0 tal que se v € I5(1p) entdo
Mo(vo) — e < Mo(v) < Ao(wo) + €. (i)
Mais ainda, para cada v € Is, () (1) temos
Jie{l,...,n} tal que C?° € F,. (ii)

Prova da Etapa 1. Seja e > 0 fixo. Por definicdo de \g(1p) existe A € (Ao(vp) — &, Xo(10)) €
r € X1 tal que u(z) > u’. Por continuidade existe §; > 0 tal que para todo v € I5, (1p),

x pertence a X§ e u(z) > u¥. Isto implica que para todo v € I5, (1) temos
)\0(1/) —e< A < /\0(V0).

Em seguida mostramos que existe d2 > 0 tal que A\o(v) < A\o(vp) +¢ para todo v € Iy, ().
Suponha o contrério, entao existe uma sequéncia {v,} de diregdes tais que v, — vy e
Xo(Vn) = Xo(p) + €. Além disso, como A\g(vy) < a(vy) e a(v,) — a(vp), também temos

que A < a(vp).
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De fato esta desigualdade é estrita porque a calota EK’;(%) tem medida maior ou igual
ao nimero o do Teorema [1.3.8] (caso contrario Ag(v,) nao seria maximal com respeito a
desigualdade u < uf*, ver a prova da Etapa 1 no Teorema {4.2.1]).

Agora, desde que A < A\o(1), por (4.16]) do Teorema [4.2.1}, temos
u<uf® em X\ ZY°. (4.30)

Argumentando como na Etapa 2 do Teorema [4.2.T] podemos construir um conjunto aberto

A C X5 e um conjunto compacto K C ¥5° tais que
14 14 M U Q
Z3 C A, sgp (IVu| + [Vu]) < = }Z;\O \ K| < 5

(v € M sendo os nimeros usuais que vieram do no Teorema [1.3.8)).

Por continuidade existem r,d > 0 tais que
sup (|[Vu|+ [Vu§]) < M, || <a, u{—u>0 em K\A
A

sev e () el (N—3,\+0).

Para tais valores de v e A, aplicando o Teorema [1.3.8| exatamente como na Etapa 2
do Teorema , obtemos que u < u¥ em X¥. Isto em particular ¢ verdadeiro para
V = U, A = Xo(v,) — 1 para todo n suficientemente grande e 7 suficientemente pequeno,
contradizendo a defini¢ao de Ag(v,). Logo (i) esta provada.

Observe que, desde que implicitamente supomos que € < gqg e § < g, por (i) e
temos que

)\1(1/) < )\0(1/) Ve 16(50)(V0) (431)

e (4.26)-(4.29) sao verdadeiras para todo v € Isi,) (1), A = Xo(V).

Vamos agora provar . Fixemos uma direcdo v € Is,) (). Suponha que existe
i € {i,...,no} e um ponto z; € K; tal que u(z;) = uf ) (z;). Desde que Vu(z;) # 0, pelo
Teorema obtemos que u = uf () na componente C* € F, para o qual z; pertence
também temos que z; € CY NC™ porque K; C Cr C é’f" e assim, pela Observacao m,
Cr=_Cv e esté provada.
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A outra possibilidade é que para cada i € {1,...,n0} e todo z € K; temos u(x) <
us, () (z). Se este € o caso, por (4.26)-(4.29) a desigualdade u < uf ) € verdadeira em
EKO(V), exceto para um conjunto com medida menor do que « e para o conjunto ZKO(V).
Entao argumentando como na prova de (i) (isto é, repetindo o argumento da prova da
Etapa 2 do Teorema obtemos a desigualdade u < uf em X para A > A\o(v),
Xo(¥) — A pequeno, contradizendo a defini¢do de Ag(v). Assim estd completamente
provada.

Etapa 2. Aqui vamos mostrar que existe uma direcdo v € Iy, (1), uma vizinhanca
I5, () € um indice 7, € {1,...,no} tal que para todo v € I5 (v1) o conjunto C’;’lo pertence
a colecao F,.

Prova da FEtapa 2. Antes de iniciar a prova lembremos que da Etapa 1 assegura que
para toda dire¢do v em uma vizinhanca Is.,)(9) da diregao vy entdo existe um conjunto
éz” ° na cole¢ao .7:"1,0 que também pertence a F, .

Aqui queremos provar que existe um conjunto C’;’l 0 que pertence a F, em ema vizi-
nhanca adequada /5, () de uma certa direcao vy € Is()(10).

Agora observemos que na prova de da Etapa 1 vimos que se v € I (1) e se existe
x; € K;, para algum i € {1,...,n9}, tal que u(z;) = Uy, ()> €ntao u = uK%(VO) = uy,(,) em
K; e C’z” e F,.

Assim para todo v € Iy, (1p) e cada i € {1,...,n0} temos duas alternativas: ou
u = uf () em K; (e logo em C" deste modo C¥ € F,) ou u < uy ) € valida em K.
Neste caso, desde que uf " u=m> 0 em K, e a fungdo A\g(v) é continua com respeito
a v, obtendo que a desigualdade u < u‘;o o € valida em K; para todo 4 em uma vizinhanca
adequada I(v) de v; isto implica que C’Z”O ¢ F, para todo p € I(v).

Para provar as afirmacoes da Etapa 2 notemos que se ng = 1 a afirmacao esta provada
em da Etapa 1, caso contrario iniciamos tomando um conjunto em .7:"VO, digamos
Ct’ e argumentamos como segue. Se C}° pertencem a J, para todo v em 5., (1)
entao a afirmacao esta provada. Caso contrario, pelo que explicado acima, existe uma

direcao 1 € Isy) (o) tal que Cv € F, para todo p em uma vizinhanca adequada
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Is, (p1) C Is(0)(v0). Agora, por da Etapa 1 existe um conjunto em JEI,O, digamos
Cy, tal que Cy° € F,,. Assim ou C3° pertence a F, para todo u € I5,(j11) e afirmagdo
estd provada, ou existe uma dire¢do ps € Iy, (11) tal que C~’2”° ¢ }1 para todo g em uma
vizinhanga adequada Is,(u2) C I5 (111). Logo para toda direcao p em Is,(u,)(p2) (em
particular j5) temos que nem C}° nem C3° pertencem a F,. Assim se ng = 2 temos uma
contradicao com da Etapa 1 e afirmacao esta provada, enquanto se ng > 2 procedemos
como antes tomando um conjunto C%° em F,, tal que C%° € F,,. Argumentado como feito
para 62”0 e C7° ou depois de k < ng etapas encontramos um conjunto C;° que pertence
a .73# para todo p € Is,_, (1k—1), provando a afirmacdo, ou ap6s ng etapas obtemos uma
diregio fin, € Is(ey)(v0) tal que C¥° ¢ ]:"MO para todo ¢ € {1,...,np}. Isto contradiz ({i
da Etapa 1 e prova novamente a afirmacao. [J

Etapa 3. Seja v, i1, 6; como na Etapa 2 denote C' = C;°. Aqui mostraremos que
oC ﬂQKIO(Vl) contém um conjunto I' no qual u é constante e cuja projecao sobre a hiperficie
totalmente geodésica fechada T’ /{’01(1/1) contém um subconjunto aberto da hiperficie.

Desde que Vu = 0 sobre 0C'N Q! ,  isto dd uma contradi¢do com a Proposi¢ao m

1/1)
e termina a prova do Teorema [4.1.1}
Prova da Etapa 3. Por simplicidade vamos supor que v; = e; = (1,0,...,0) e seja

)\0 = >\0<€1), 2)\0 =3

M) etc.

Temos pela Etapa 2 que para cada v € 5 (e1)

u=uf,, emC e CEF, (4.32)
Agora observamos que, desde que C ¢ aberto, os conjunto C¥ = RKO(V)(C’) nao pode
ser disjunto de C' para v suficientemente proximo de e;. Além disso, desde que Vu =
0 sobre AC, por também temos que Vu = 0 sobre dC” e entdo, argumentado
como na Observacao , obtemos que C* = C" para v suficientemente proximo de e;.
Entao tomamos um ponto = (y, z) em 0C N X,, e consideramos o ponto &' = (2X¢ —
y, Z) simétrico com respeito ao hiperficie totalmente geodésica fechada T),. Refletindo

7’ através dos hiperficie totalmente geodésica fechada T No(v) PaTa v € Is, (e1) obtemos os
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pontos
A(v) = (y(v), 2(v)) = RS, (')

que pertence a dC pelo que observamos antes. Desde que ' ¢ T), podemos supor,
tomando ¢; menor se necessario, que para cada v € Is (e;) o ponto A(v) pertence a
S = X5 (e)- Observe que, como a fungao v — Ag(v) € continua, a fungao v — A(v) ¢
continua (e ela é injetiva).

Por a funcdo u é constante sobre o conjunto I' = {A(v) : v € Is(e1)}, e o
gradiente de u € nulo sobre I'. Iremos provar que a projecao de I' sobre T}, contém um
subconjunto aberto de T),. Desta maneira iremos obter uma contradi¢ao com a Proposicao
e a prova do Teorema estard concluida.

Agora escreveremos uma dire¢do genérica v € S com v = (Vy, l/z) com vy, € R e
v, € R Se v esta suficientemente proximo de e; entao v, = m Tomamos

agora [ > 0 pequeno e consideremos o conjunto

K = {y = (v,v.) : v, € Bg, v, =+/1— ]yZP}

onde B = {z € R"!: |2] < 8} ¢ a bola fechada em R"! centrada na origem e com raio
s

O conjunto K é uma vizinhanca compacta de e; no espaco métrico S !, e se 3 é
pequeno entao K estda contido em Iy, (e1). Iremos mostrar que se A(v) = (y(v), z(v))
entdao o conjunto {z(v): v € K} contém um conjunto aberto de H" .

Observe que 2(v) = F(v,), onde v = (1/1 — [v.]2), v. € Bs. Assim temos que provar
que a imagem da fun¢do F'(v,) contém uma bola geodésica (n — 1)-dimensional centrada
na origem.

Consideremos agora um ponto | € S"2 = {z € R"' : |z] = 1} e o segmento
Sy = {tl : |t| < B} contido em Bs. A imagem F(S;) é um segmento geodésico contido
numa geodésica passando F(0) na diregao [ em R"™! porque F' ¢ isometria local. Além

disso, S; contém pontos v, = tl com ¢ ambos positivo e negativos, temos que a F'(0) é um
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ponto interior de F'(S;). Logo podemos escrever
F(S) = {~v(s) : s € [di(l),da(1)]}, di(l) <0 < ds(l) e y geodésica passando por F'(0).

Desde que d; e dy sdo continuos em S™ 2, que é compacto, entdo temos respectivamente

um maximo negativo d e um minimo positivo d. Se d = min{—d, d} obtemos que
exppy({z € R"™': |2| <d}) = By C F(Bg)

que termina a prova. u
Agora provamos o Corolério [£.1.2]
Prova do Corolario [4.1.2l  Se Q = Bg(0) pelo Teorema nos imediatamente
deduzimos que u é radialmente simétrica, u(zx) = U(|z|), com U'(r) < 0 para todo
r€[0,R. Se0<r < ReG = B,\ B,, entdo m = U(r) é o maximo de v em G e o
minimo de v em B,.
No caso f(m) < 0, como na prova da Proposi¢ao observamos que como f é

Lipschitziana existe A > 0 tal que
—Ap(u—m)+Alu—m) <0 emG.

Além disso, como m > 0 e u = 0 sobre 0B, temos que u nao é constante em G. Pelo
Lema de Hopf obtemos que U'(r) < 0.

Ja se f(m) > 0 ent@o u ndo é constante em B, (caso contrario f(m) seria zero) e
—Ay(u—m)+A(u—m) <0 em B,.

para algum A > 0. Novamente pelo Lema de Hopf obtemos que U’(r) < 0. [

Observagao 4.3.4 Se f(0) > 0 entao obtemos também que U'(R) < 0
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