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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é fornecer uma demonstracao do bem-conhecido
Teorema de Rentschler, que descreve a estrutura das derivagoes localmente nilpotentes
sobre o anel de polindmios em duas variaveis (sobre um corpo de caracteristica zero), a
menos de conjugacao por automorfismos “tame”. Como aplicagao central deste resultado,
provamos o Teorema de Jung, sobre os geradores do grupo de automorfismos em duas
varidveis. Finalmente, alguns exemplos sao discutidos, ilustrando conexoes com outros
topicos importantes.

Palavras-chave: Derivacoes localmente nilpotentes, teorema de Rentschler, teorema

de Jung.
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Abstract

The main goal of this work is to furnish a proof of the well-known Rentschler’s Theo-
rem, which describes the structure of the locally nilpotent derivations on the polynomial
ring in two indeterminates (over a field of characteristic zero), up to conjugation by tame
automorphisms. As a central application of this result, we prove Jung’s Theorem, con-
cerning the generators of the group of automorphisms in two variables. Finally, some
examples are discussed, illustrating connections to other important topics.

Keywords: Locally nilpotent derivations, Rentschler’s theorem, Jung’s theorem.
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Introducao

A principal meta deste trabalho é fornecer uma demonstracao do bem-conhecido Teo-
rema de Rentschler, que descreve a estrutura das derivagoes localmente nilpotentes sobre
o anel de polindmios em duas variaveis (com coeficientes em um corpo de caracteristica
zero), a menos de conjugagao por automorfismos planares tame.

Trata-se de um dentre os varios resultados importantes a respeito de derivagoes lo-
calmente nilpotentes (DLN’s), que sdo de reconhecida importancia para vérias areas da
matematica, a exemplo da Geometria Algébrica.

Antes de alcancarmos o nosso objetivo principal, necessitaremos de varios conceitos e
propriedades acerca das derivagoes localmente nilpotentes. Lembramos que uma derivacao
D de um anel A — comutativo e com 1, como sempre convencionaremos — é dita localmente
nilpotente se para cada f € A, existe n € Z, (dependendo de f) tal que D"(f) = 0.

Como ja mencionamos, o nosso objetivo nesta dissertacao sera apresentar uma prova

do Teorema de Renschler, que pode ser enunciado precisamente como:

Teorema de Rentschler. Seja k£ um corpo de caracteristica zero. Se D € DLN (k[z,y])

nao nulo, entao existe f € k[z] e um automorfismo tame o € GAy(k) tal que aDa™t =

f(x)0,.

Geometricamente, isto significa que toda G,-agao planar (que corresponde bijetiva-
mente a uma DLN em duas variaveis) é conjugada, por um automorfismo tame, a uma
agao triangular ¢ - (z,y) = (z,y + tf(2)).

Como principal aplicagao do teorema de Rentschler, daremos uma demonstragao do

classico teorema de Jung:

Teorema de Jung. O grupo GAs(k) de automorfismos algébricos de k[z, y| é gerado por
seus subgrupos triangular e linear (que s@o denotados por BAy(k) e GLy(k), respectiva-

mente).
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A seguir, descrevemos sucintamente o contetido de cada capitulo desta dissertagao.

No primeiro capitulo, revisamos o conceito de derivagao de um anel A com valores
em um A-moédulo qualquer, e vemos também algumas propriedades béasicas sobre esta
noc¢ao. Em seguida, explicitamos as defini¢oes de graduacao e de filtragao, e aproveitamos
para relaciona-las com derivagoes.

Ja no segundo capitulo, tornamos o nosso trabalho mais especifico e voltamos nossa
atencao para a classe especial formada pelas derivagoes localmente nilpotentes. Listaremos
e provaremos alguns principios que serao importantes para a demonstragao do teorema de
Rentschler que iremos tratar no préximo capitulo. Ainda neste capitulo, apresentaremos
uma equivaléncia entre DLN’s e certas agoes algébricas em variedades algébricas, a qual,
mesmo nao tendo sido utilizada no nosso resultado principal, tem reconhecida relevancia
para o estudo das DLN’s e suas relacoes com outros temas importantes.

Por fim, no terceiro capitulo, apds algumas defini¢oes e observagoes preparatorias,
iremos provar o importante Teorema de Rentschler ja enunciado acima. Apo6s apresentar-
mos a prova deste resultado crucial, daremos como principal aplicacao uma demonstracao
do bem-conhecido Teorema de Jung, a respeito dos geradores do grupo de automorfismos
planares. Em uma secao final, apresentaremos dois exemplos ilustrando algumas rela-
¢oes e “patologias” envolvendo derivacoes localmente nilpotentes e alguns outros topicos
importantes.

Além destes trés capitulos, fornecemos um pequeno apéndice com alguns conceitos
bésicos em geometria algébrica.

Na elaboracao desta dissertacao, utilizamos como principal referéncia o excelente livro
de Gene Freudenburg |F|, bem como alguns artigos cientificos e teses de doutorado escritos

sobre o tema.



Capitulo 1

Preliminares sobre derivacoes

Em toda esta dissertacao, o termo anel significara anel comutativo e com elemento
identidade 1.

Neste primeiro capitulo, apresentamos o conceito de derivagoes de um anel A com
valores em um A-moédulo qualquer, e vemos também algumas propriedades bésicas so-
bre esta nocao. Em seguida, explicitamos as defini¢oes de graduacao e de filtracao, e

aproveitamos para relaciona-las com derivagoes.

1.1 Definicoes basicas

Definigao 1.1. Sejam A um anel e M um A-moédulo. Uma derivagcio de A em M é uma

aplicacao D : A — M satisfazendo as seguintes propriedades:
1. D(a+b) = D(a) + D(b);
2. D(ab) = aD(b) + bD(a) (regra de Leibniz),

para quaisquer a, b € A.

Escrevemos Der(A, M) para o conjunto de todas as derivagdes de A em M, e este,
com as operagoes D + D’ e aD definidas naturalmente por (D + D’)(b) = D(b) + D'(b) e
(aD)(b) = aD(b) (com a, b € A) torna-se um A-modulo.

Seja A uma k-algebra (k anel) através de um homomorfismo estrutural f : k — A.
Dizemos que D € Der(A, M) é uma k-derivagao ou derivagao sobre k se D o f = 0.
Denotamos por Derg(A, M) o conjunto de todas as k-derivagdes, o qual é, claramente,

um A-submoédulo de Der(A, M).



Capitulo 1. Preliminares sobre derivagoes 1.1. Definigoes bdsicas

Observemos que, para qualquer D € Der(A, M), tem-se D(1) = D(1.1) = D(1) +
D(1), e assim D(1) = 0. Dessa forma, torna-se claro que Der(A, M) = Dery(A, M).

Dada D € Dery(A, M), podemos considerar o nicleo ker(D) = {a € A| D(a) = 0} de
D. Observe que Im(f) C Ker(D).

No caso em que M = A, escrevemos simplesmente Der(A) = Der(A, A) e Dery(A) =
Der(A, A).

Vejamos agora alguns resultados basicos sobre derivacoes.
Observacao 1.2. Dada D € Der(A), tem-se:

a ker(D) é um subanel de A, chamado anel de constantes de D;

b Sea€ Ae D, E € Der(A), entdo, denotando [D, E] = DE — ED (o chamado colchete
de Lie), tem-se que aD, D + E e [D, E] também pertencem a Der(A);

¢ D(ab) = aD(b) para todos a € ker(D) e b € A, ou seja, D é um endomorfismo ker(D)-

linear de A,
d Regra da poténcia: Para quaisquer a € A e n > 1, tem-se D(a") = na" *D(a);

e Regra de Leibniz generalizada: Para quaisquer a,b € A e m > 0, tem-se

pray =S | " | D@D,

i+j=m ?

Observagao 1.3. Sejam A um anel e S C A um sistema multiplicativo. Cada D €
Der(A) induz a derivagao Dg € Der(Ag) dada por Dg(t™ta) = t72(tD(a) —aD(t)) (regra
do quociente). No caso em que A é um dominio de integridade e S = A\{0}, tem-se que
K = Ag é o corpo de fragoes de A, e tomando um corpo L contendo A, podemos estender

qualquer elemento de Der(A, L) para um elemento de Der(K, L).

Proposigao 1.4. Seja B um subanel de A, e sejat € A um elemento transcendente sobre

B. Sep(t) € Blt] = A ¢ dado por p(t) = Y <icp, ait’, com a; € B para todo i, entdo

p(t) = Z iait"

1<i<m

com p'(t) = (£)(p(t)), onde (§)p € Derp(A) satisfaz (§)p(t) = 1.
Demonstragao: A prova segue de aplicagoes diretas das observagoes anteriores. ]

Vejamos o caso do anel de polindmios em n variéveis.
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Capitulo 1. Preliminares sobre derivagoes 1.1. Definigoes bdsicas

Exemplo 1.5. Considere A um anel e A[t] = Alty,ts,...,t,] 0 anel de polindmios em n
indeterminadas sobre A. Tem-se que Der4(A[t]) é um A[t]-modulo livre, de posto finito

igual a n, gerado pelas derivadas parciais 0, ..., 0, . Isto é,

Dera(Alt]) = @D Alt)o,, = A"

i=1
Defini¢ao 1.6. Um ideal I C A é um ideal integral (ou diferencial) para uma derivagao
D se D(I) C I. Além disso, dizemos que um elemento x é integral para D se o ideal

principal (z) C A é integral para D.

Proposigao 1.7. Seja D € Der(A). Tem-se:

a D(A)Nker(D) é um ideal de ker(D);

b Qualquer ideal de A gerado por elementos de ker(D) é um ideal integral para D;

c Se p(t) € ker(D)[t], com t € A transcendente sobre ker(D), entao D(p(t)) = p/(t)D(t)

(regra da cadeia);

d Se A é um dominio, entao ker(D) € um subanel algebricamente fechado de A (isto €,
o fecho inteiro de ker(D) em A é o proprio ker(D)).

Demonstragao:

a Como D : A — A é um homomorfismo de ker(D)-modulos, temos que ker(D) e D(A)
sao ker(D)-submodulos de A. Logo, ker(D) N D(A) é um ker(D)-submodulo de
ker(D), ou seja, um ideal de ker(D).

b Considere um A-ideal I = (1,3, ...,x,), onde cada x; € ker(D). Seja b € I. Logo
b=>" ax;, coma; € A Assim, D(b) = D> ax;) = > x;D(a;) € 1.
Logo, D(I) C I e portanto I é um ideal integral para D.

c Considere p(t) € ker(D)[t] e escreva p(t) = ag + ait + ... + a,t™. Com alguns calculos,
obtemos

D(p(t)) = D(ag + art + ... + ant™)
D(p(t)) = a1 D(t) + ... + a, D(t")
D(p(t)) = (a1 + 2as + ... + na,t" ") D(t)

D) = (ot0)) DO = #0100



Capitulo 1. Preliminares sobre derivigdes Derivacoes homogéneas associadas a filtragoes

d Para mostrar que ker(D) é um subanel algebricamente fechado de A, temos que verificar
a igualdade ker(D) = ker(D). Claramente, basta provar que ker(D) C ker(D).
Seja s € A um elemento algébrico sobre ker(D) e seja p(t) € ker(D)[t] o polinémio
de menor grau tal que p(s) = 0. Assim, aplicando a regra da cadeia e avaliando
em s, obtemos 0 = D(0) = D(p(s)) = p'(s)D(s); sendo A um dominio, segue que
P'(s) =0 ou D(s) =0. Mas a condi¢ao p'(s) = 0 contradiz a minimalidade de p, de
modo que, necessariamente, D(s) = 0 e portanto s € ker(D), o que conclui a nossa

demonstracao.

1.2 Derivagoes homogéneas associadas a filtracoes

Nesta parte, k denota um corpo de caracteristica zero, e o anel A é um k-dominio

graduado, no seguinte sentido:

Definigao 1.8. Dizemos que A é (Z-)graduado se pode ser escrito como uma soma direta
A= @iez A;, onde Ay = k e cada A; é um k-espaco vetorial satisfazendo A;A; C A;;
(multiplicagdo em A) para todos i,j € Z (em geral, poderiamos tomar graduacao sobre
um semigrupo abeliano ordenado qualquer, mas para os nossos propositos consideraremos
apenas Z ou o conjunto dos naturais N). Cada elemento a € A pode, entdo, ser escrito
de forma tnica como uma soma finita de elementos homogéneos:
a= Z a;, a; €A,
soma finita

Se chamarmos por w tal graduacao de A, entao os elementos dos espagos vetoriais A;’s

sao chamados elementos w-homogéneos de A, e mais especificamente, se f € A;, entao

dizemos que o w-grau de f é i.

Exemplo 1.9. Um exemplo de anel graduado é o anel de polindmios sobre &k (em qualquer
caracteristica). Tem-se k[z] = €, k[z];, onde k[z]; & o espago vetorial dos polinémios

de grau total igual a j. Assim, k[z] ¢ um anel (N-)graduado da maneira usual.

Um exemplo mais geral de anel graduado é o anel graduado associado, o qual veremos

mais adiante.



Capitulo 1. Preliminares sobre derivigdes Derivacoes homogéneas associadas a filtragoes

Definicao 1.10. Dizemos que uma deriva¢ao D € Der(A) ¢ w-homogénea se existe um
inteiro fixado d € Z tal que D(A;) C A;1q para todo ¢ € Z. O numero d é chamado de

w-grau, de D.

Observagao 1.11. Note que se D é uma derivagao w-homogénea, e dado f € A escrito
como f = Y7 o tinita Ji» cOM fi € A;; entdo temos que D(f) = 0 se, e somente se,

D(f;) = 0 para cada i.

Agora, vamos supor que A admite uma Z-filtragao, ou seja, existe uma familia {A; };cz

de subconjuntos de A tal que:

1 Cada A; é um espago vetorial sobre k;
2 A; C A; sempre que j <7

3 A=z Ais

1€EZ
4 A;A; C A,y para todos 4,7 € Z.

Além disso, tal filtragao sera dita propria se, além das propriedades acima, forem satisfeitas

as duas condigoes abaixo:

i) ﬂieZ A; ={0};

6 Seaec AiNAY ebe AjNAS |, entao ab € A ;N AG,_, (onde “x°” denota o

complementar de x em A).

Se A admite uma Z-filtragao propria, é possivel construir um certo anel Z-graduado
de fundamental importéancia sob véarios pontos de vista, denotado por Gr(A), e obter uma
derivacao homogénea em Der,(Gr(A)).

Assim, suponhamos que A = (JA; seja uma Z-filtracdo propria. Vamos definir a
dlgebra graduada associada Gr(A) como a seguir. A estrutura k-aditiva em Gr(A) é dada

por

Gr(A) =P 4

€Z Ai*l
onde cada A;/A; 1 denota k-espago vetorial quociente usual.

, A
“eb+ A / A;ebe A
1, ev+ A; 1 € Aj_l,comae i €0 € Aj

Considere, agora, elementos a + A;_1 €
O produto entre eles é dado através de
Ai % A] N Ai-‘rj
A Aj Airja

9
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Capitulo 1. Preliminares sobre derivigdes Derivacoes homogéneas associadas a filtragoes

onde
(CL —f- Az_l)(b —|— Aj_1> = ab —|— Ai+j—1~

Finalmente, por “colagem”, podemos estender (usando a lei distributiva) e obter a
multiplicagdo Gr(A) x Gr(A) — Gr(A) em todo Gr(A).

Note que, pela propriedade (6) de filtragdes proprias, obtemos que Gr(A) é um k-
dominio comutativo. Pela propriedade (5), para cada elemento a € A\ {0} dado, o
conjunto {i € Z;a € A;} possui um elemento minimo, que sera denotado por t(a). A
aplica¢do natural p : A — Gr(A) é uma aplicagdo que leva cada a € A, a # 0, na classe
a+ A;/A;_1, onde i = 1(a). Definimos p(0) = 0. Além disso, dado a € A, fica claro que
se p(a) = 0 entdo a = 0 (logo, p é injetiva).

Como A é um anel Z-graduado, temos que A admite uma filtracao em relacao a qual
A e Gr(A) sado canonicamente isomorfos via p. Em particular, se A = ,., B;, entao
uma Z-filtragao propria satisfatoria é dada por A; = @jsz‘ B;.

Como ilustracdo, retomando o exemplo anterior do anel de polindmios A = k[z]| (k
corpo), temos que A = J; k[z]; (com k[z]; os polindmios de grau maior ou igual que j) ¢
uma Z-filtragao (poe-se k[z]; = 0 se j < 0) e além disso, neste caso, Gr(A) = @, kv! ~
A.

Definigao 1.12. Suponha que A = J, A; é uma Z-filtragao propria e considere D €
Derp(A). Dizemos que D respeita a filtragdo se existe um inteiro s tal que, para todo

1€ Z, vale D(Al) C Ai—i—s-

Seja D € Deri(A) que respeita a filtragdo. Vamos definir uma funcdo gr(D) :
Gr(A) — Gr(A) da seguinte maneira. Se D = 0, entdo gr(D) é a aplicagdo nula. Se
D # 0, seja s o menor inteiro tal que D(A;) C A,y para todo i € Z. Entao, dado i € Z,
defina

A; Aits

gr(D) : a1 — -

por gr(D)(a+ A;_1) = D(a) + Airs_1-

Finalmente, por linearidade, estendemos esta aplicagao a todo Gr(A).
Observagao 1.13. A aplicagao gr(D) ¢ uma k-deriva¢ao homogénea de Gr(A) (valendo
gr(D) = 0 se, e somente se, D = 0). Além disso, tem-se p(kerD) C ker(gr(D)).
Demonstragao: Por linearidade, basta considerar a aplica¢ao gr(D) em um grau qual-

Ai Ai-i—s
_)
Ai—l Ai+s—1

quer, gr(D) : ,onde D(A;) C Ajis. Assim, dados a,b € A;, segue-se



Capitulo 1. Preliminares sobre derivacgoesl.3. Funcao grau induzida por uma derivagao

que

gr(D)((a+ Ai—1)(b+ Ai—1)) = gr(D)(ab + Azi1)
= D(ab) + Agirs1
— aD(b) + Agiss_1 +bD(a) + Agirs 1
= (a+ Ai—1)(D(b) + Aiys-1) + (0 + Aim1)(D(a) + A1)
= (a4 Ai—1)gr(D)(b+ Ai—1) + (b+ Ai—1)gr(D)(a + A;i—y).

Dessa forma, gr(D) ¢ uma k-derivagao homogénea de Gr(A).

Por fim, note que, dado a € ker(D), temos p(a) = a + A—Z, onde i = min{i € Z;a €
i—1
A

) ) =D(a) + Aips—1 = Airsa.
i—1

Ai}. Logo, gr(D)(p(a)) = gr(D)(a +

1.3 Funcao grau induzida por uma derivagao

Antes de enunciarmos o proximo resultado, consideremos uma D € Der(A) e defina-

11108

Nil(D) ={be A|3 n € Z, tal que D"(b) = 0},
isto é, o subconjunto de A formado pelos elementos onde D é nilpotente.

Defini¢ao 1.14. (Fungao grau induzida por uma derivagao) Sejam D € Der(A) e f €
Nil(D). Logo, D"f =0 paran > 0. Se f # 0, defina

vp(f) = min{n € N| D"*! f = 0}.
Além disso, para f = 0 definimos vp(0) = —o0.
Proposicao 1.15. Seja D € Der(A). Entao:
a vp(D(f)) = vp(f) =1 sempre que f € Nil(D) \ ker(D);
b Nil(D) é uma subanel de A;
c vp € uma fungao grau em Nil(D).

Demonstracao: Seja f € Nil(D), com D(f) # 0, e seja m = vp(f). Note que
D™ f) = 0 e assim D™(D(f)) = 0, implicando que D(f) € Nil(D) e, agora, segue
facilmente da defini¢ao de vp que vp(D(f)) =m — 1.
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Tomemos, além disso, g € Nil(D) e seja n = vp(g). Definindo k = maz{m,n}, temos
que D*Y(f + g) = D*(f) + D*'(g) = 0. Isso mostra que Nil(D) é fechado para
adigdo. Esta equagao também implica que para todos f, g € Nil(D) tem-se vp(f + g) <

max{vp(f),vp(g)}. Usando a regra de Leibniz de ordem superior, temos ainda que

i = Y | TN by,

i+j=m-+n-+1 ?

Sei+j=m+mn+1, com i e j inteiros nao-negativos, temos que ou i > m ou j > n.
Portanto D'(f)D’(g) = 0 e daf segue que D™ *1(fg) = 0. Dessa forma, Nil(D) é
fechado para o produto, mostrando que Nil(D) é um subanel de A e portanto concluimos
a demonstragao da afirmagao (b).

Por fim, o mesmo raciocinio acima mostra que vp(fg) < m-+n e além disso D™ (fg) =

|
MDm(f)D"(g) # 0. Portanto vp(fg) = m-+n, e fica provado (c), concluindo assim
m!n!
a demonstracao da proposicao. [

Observe que, sendo Nil(D) uma subélgebra de A, e vp uma fungao grau em Nil(D),
entao supondo que Nil(D) = A (em cujo caso D sera dita localmente nilpotente), teremos
que vp, também denotado por degp, induz uma Z-filtragao prépria A = | J,. Ai que D
respeita, onde A; = {f € A;vp(f) <i}. Neste caso, Ay = ker(D) e cada elemento s de
Ay N AS & uma fatia local, no sentido de que D(D(s)) = 0 mas D(s) # 0.



Capitulo 2

Derivacoes localmente nilpotentes

Neste capitulo apresentaremos e estudaremos uma classe particular especial de deri-
vagoes: as deriwagoes localmente nilpotentes (DLN’s). A partir da definigao, listaremos
e provaremos alguns principios que serao importantes para a demonstragao do teorema
principal que iremos abordar no proximo capitulo. Ainda neste capitulo, apresentaremos
uma equivaléncia entre DLN’s e certas agoes algébricas, a qual, mesmo nao sendo utili-
zada no nosso resultado principal, tem reconhecida relevancia para o estudo das DLN’s e

suas relacoes com outros temas importantes.

2.1 Principios sobre as DLN’s

Suporemos que A é um anel contendo Q.

Defini¢ao 2.1. Uma derivagdo D € Der(A) é chamada de derivagao localmente finita se
para cada f € A, o Q-espago vetorial gerado pelas imagens {D"(f);n > 0} tem dimensao
finita. Equivalentemente, se existe um polinémio ménico p(t) € Q[t] (dependendo de f)

tal que p(D)(f) = 0.

Definigao 2.2. Uma derivagdo D € Der(A) é dita localmente nilpotente se para cada
f € A, existe n € Z, (dependendo de f) tal que D™(f) = 0, isto é, se, e somente se,
Nil(D) = A. Assim, podemos observar que as derivagoes localmente nilpotentes sao
casos especiais das derivagoes localmente finitas. Denotaremos por DLN(A) o conjunto

de todas as derivagoes D € Der(A) que sao localmente nilpotentes.

Observagao 2.3. Se B ¢ um subanel de A, escrevemos DLNg(A) := Derg(A)NDLN(A).



Capitulo 2. Derivagoes localmente nilpotentes 2.1.  Principios sobre as DLN’s

Exemplo 2.4. As derivagoes parciais de um anel de polinémios constituem exemplos

classicos de derivagoes localmente nilpotentes. Outro exemplo é a deriva¢ao yd, no anel

klx,y].

Agora, vamos apresentar alguns resultados que envolvem as DLN's.
Principio 2.5. Suponha que D € DLN(A).

a ker(D) é fatorialmente fechado em A (isto é, dados f,g € A\{0} tais que fg € ker(D),

tem-se necessariamente f, g € ker(D));
b A* C ker(D). Em particular, DLN(A) = DLN(A);
c Se D #0, entao D admite uma fatia local r € A;
d O grupo de automorfismos Auty(A) age sobre DLN(A) por conjugacao.
Demonstragao:

a E claro que ker(D) = {f € A;vup(f) < 0}. Considere f,g # 0 elementos de A tais
que fg € ker(D), ou seja, vp(fg) = 0. Logo, vp(f) = —vp(g), o que implica que
vp(f) =vp(g) =0, e portanto, f,g € ker(D).

b Se y € A* entao existe y~' € A tal que yy=! = 1. Como 1 € ker(D) e ker(D)
¢ fatorialmente fechado (pelo item (a) acima), segue que y~' € ker(D). Assim,
A* = (ker(D))* C ker(D). Finalmente, temos por hipotese k C A*, logo D|k = 0,
i.e., D € Derg(A).

¢ Escolha b € A de modo que D(b) # 0 e seja n = vp(b) > 1. Portanto, temos que
D"(b) # 0 e D" (b) = 0. Agora, basta tomar r = D"~1(b), visto que D(D(r)) =0
D(r) # 0.

d Considere a aplicagao * : Auty(A) x DLN(A) — DLN(A), onde a x D = aDa™'.
Segue-se que a aplicagao * é uma acao de Auty(A) sobre DLN(A). Para isto, basta

observar que (aDa™ )" = aD™a~! para todo n > 0 e todo k-automorfismo a de A.

Corolario 2.6. Se K é um corpo de caracteristica zero, entao DLN(K) = {0}.
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Principio 2.7. Seja S um subconjunto qualquer de A que gera A como uma k-dlgebra e

seja D € Derg(A). Entdo
D e DLN(A) & S ¢ Nil(D).

Demonstragao: Como A = k[S], este resultado segue facilmente do fato de que Nil(D)
é uma k-subalgebra de A, como ja provamos anteriormente.
]
Suponha agora que A seja finitamente gerada sobre ker(D), ouseja, A = ker(D)[t1, ..., t,).
Assim, o resultado acima implica que D € DLN(A) se, e somente se, existe um N € Z

tal que D™ (t;) = 0, para cada i.

Principio 2.8. Suponha D € DLN(A), D # 0, e seja p(t) € ker(D)[t], com t € A, tais
que t,p(t) # 0. Entdao
vp(p(t)) = (deg(p))vp(t).

Demonstragao: Vamos supor que vp(t) # 0 (o caso contrario é trivial). Seja p(t) =
ag + art + ... + a,t™ € ker(D)[t]. Temos que, para qualquer indice a; diferente de zero,
vp(ait') = ivp(t). Sendo assim, cada termo terd grau distinto e pela propriedade de

fungao grau segundo a qual vp(f + g) = max{vp(f),vp(9)} < vp(f) # vp(g), obtemos

vp(p(t)) =vp(ag + art + ... + ant”)
=maz{vp(ao), vp(a1) + vp(t), ....vp(as) + vp(t")}
=maz{vp(t), vp(t*),..,vp(t")}
—maz{vp(t),2vp(t), ... nup(t)}
=(deg(p))vp(t).

Principio 2.9. Sejam D € DLN(A) e fi, fo,..., fn € A (n > 1) dados. Suponha que
existe uma permutacdo o € S, tal que D(f;) € (frt)) C A para cada i. Entdo, para cada

orbita de o, existe um i tal que D(f;) = 0.

Demonstragao: Vamos supor por absurdo que D(f;) # 0 para cada i. Escolha a;, as, ..., a, €
A tal que D(f;) = a;fo;). Assim, temos que vp(f;) > 1 e vp(a;) > 0 para cada i. Assim,
segue que

vp(fi) — 1 =vp(D(fi)) = vb(a:) + vp(fow) = vb(fow)-

11
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Portanto, somando sobre i, obtemos

Z vp(fi) —n > Z vp(fo(s))-

1<i<n 1<i<n
Mas isso é um absurdo visto que os dois somatorios que aparecem sao iguais. Logo, temos
que D(f;) = 0 para pelo menos um ¢. Agora, basta que apliquemos esse resultado para a

decomposigao de o em ciclos disjuntos e provamos o nosso resultado.

Tomando n = 1 no Principio acima, obtemos:
Corolario 2.10. Se D(f) € (f) para D € DLN(A) e f € A, entio D(f) = 0.

Principio 2.11. Seja A um dominio. Dados D € Dery(A) e f € A, f # 0, tem-se:
fD € DLN(A) < D € DLN(A) e f € ker(D).

Demonstragao: Vamos supor que fD € DLN(A), mas Nil(D) # A. Entao, D # 0.
Seja N = vsp(f) > 0eescolha g € A\Nil(D). Entao g # 0, vp(g) > 0evep(D™(g)) > 0

para todo n > 1. Portanto, por um lado, temos

vep(fD"(g)) = vep((fD)(D"(g))) = vip(D"H(g)) — 1.

Por outro lado, observamos que

vip(fD"(g9)) = vip(f) + vep(D"(g)) = N + vip(D"(g))-

Portanto,

vip(D"(9)) = vip(D" (g)) — (N + 1) para todo n > 1.

Assim, sabendo que a tltima igualdade vale para todo n > 1, podemos aplicar o soma

finita em ambos os lados. Logo,
Z vip(D'(g)) = Z vip(D'(g)) = n(N +1)
i=1 i=1

vip(D™(9)) = vip(g) = n(N +1)
e tomando n muito grande, chegamos em uma contradicao, visto que a funcao grau vyp nao
assume valores negativos. Dessa forma, D € DLN(A). Para mostrar que f € Ker(D),
observamos o corolario 2.10. Como (fD)(f) = f(D(f)) € (f) e (fD) € DLN(A), tem-se
(/D)(f) = 0. Assim, F(D(f)) =0 = f =0 ou D(f) =0 = D(f) =0.

12
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Para provarmos a reciproca basta observarmos que [(fD)"] = (f*D"), que é provado
usando o principio de indugao e o fato de f € Ker(D). Admitindo isso, concluimos a

demonstragao, pois se D € DLN(A) entao para cada g € A existe n tal que D"(g) =0 e
assim (fD)"(g) = f"(D")(g) = 0. l

Principio 2.12. Suponha que B C A € um subanel, onde A = Bt] et € A € transcendente
sobre B. Entao:

d
— € DLNg(B|t|);
a dt € B( [])7

d
b ker (= | = B;
r () =B
d

¢ DLNp(Blt)) =B~ —

Demonstragao:

a O item (a) segue imediatamente da proposicao 1.4, visto que cada vez que aplicamos a
d

derivacao 7 a um polindmio em A, o seu grau diminui (em 1 unidade). Sendo assim,
dado um polinémio de grau n basta aplicarmos a derivacao n + 1 vezes e obtemos

d d d
que — € DLN(BJt]). Temos ainda que E(B) =0, e assim, o € DLNg(B[t]).

b A inclusao B C ker (% segue por defini¢ao. Agora, seja p(t) € ker (%) Vamos

mostrar que deg(p(t)) = 0. Caso contrario, se p(t) = ag + a1t + ast® + ... + axtk,

onde deg(p(t)) > 1, entdo aplicando a derivada obtemos
ay + 2ast + ... + kagt* ' = 0.

No entanto a igualdade acima implica que ¢ é raiz do polinémio ¢(x) = a; + 2asx +

oo + kagpa®t € ker <%) [z]. Como ker (%) ¢ algebricamente fechado, temos

d
que t € ker o ) © due seria uma contradigdo. Portanto deg(p(t)) = 0 e assim,

d
k — | =0B.
()

¢ Seja D € DLNg(Bt]) dado, tal que D # 0. Da proposicao 1.7 temos que para qualquer

p(t) € B[t], D(p(t)) = p'(t)D(t). Como p'(t) = %(p(t)), temos que D = D(t)%.

d
Como D e 7 sao localmente nilpotentes, segue pelo principio anterior que D(t) €
d

d
ker (E) = B. Sendo assim, D = D(t)a € B'E e a nossa primeira inclusao esté

13
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satisfeita. Para mostrarmos a reciproca, observemos que dado f - % €B- c;Zt
sendo f € B = ker (5) e % € DLNg(B]t]), entao segue-se, ainda da proposi¢ao
anterior, que f.% € DLNg(B][t]).

u

Para o préximo principio precisamos da seguinte definicao.

Defini¢ao 2.13. Dado D € DLN(A), a funcao exponencial determinada por D é expD :
A — A, onde

SZUEDY D)

Principio 2.14. Suponha que D € DLN(A).
a expD € Auti(A)

b Se [D,E]| =0 para E € DLN(A), entdo D+ E € DLN(A) e exp(D + E) = (expD) o
(expk).

¢ O subgrupo de Auty(A) gerado por {expD; D € DLN(A)} é normal.

Demonstragao: Note que expD(f) = >, Zl,DZ( f) é uma funcdo aditiva, visto que
cada funcdo D? é aditiva. Agora, vamos mostrar que expD respeita a multiplicacao.
Suponha que f,g € A s@o elementos nao nulos, onde vp(f) = m e vp(g) = n. Entdo

D'(f)=Di(g) =0 parai >m e j > n. Assim,

(expD)(f)(expD)(g (Z SDU(f ) <O< 3 j,D]( ))

O<7,<m :
1
= 2 aAPr
0<itj<mtn
1 147 ;
0<i+j<m+n
1 147
- > glE DDt
0<t<m+4n = \i+j=t

E da regra de Leibniz generalizada segue que

(copD)()(eapD)(g) = 3~ 3D'(fo)

0<t<m+4n

(expD)(f)(expD)(g) = (expD)(fg).
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Resta-nos provar que para todo a € k temos que a(expD)(f) = (expD)(af) com
f € A. Mas esse fato é valido visto que D € DLN(A) = DLN(A). Logo, ja temos que
expD é um homomorfismo de algebras.

Seguindo, seja f € A dado e escolha m > 0 tal que D™(f) = E™(f) = 0. Tome

n = 2m. Como [D, E] = 0 temos que D e E comutam e portanto

D+ =3 | | DEW.
itj=n \ ?

Observe que para cada termo desta soma, ou ¢ > m ou j > m e portanto temos que
D'Ei(f) = E?D'(f) = 0 para cada par i, j. Assim, D+ E € DLN(A). Para mostrar que
exp(D + E) = (expD) o (expE) usaremos a expansao acima. De fato, se considerarmos
m + m o menor natural tal que (D + E)™*™ = 0, onde D™(f) = E™(f) = 0, temos o

seguinte:

exp(D + E)(f) = Z %(D"‘E)k(f)

0<k<m+m

k o
- S| e

0<k<m+m  i+j=k ?

1 1+ o
= —, " o)
0<k<m+m ) i+j= k

1+ o

- 7 piEi
0<z+]<m+n
- z!]! E'(f)
0<z+]<m+n

= expD o expFE.

e concluimos a igualdade, provando a letra (b).
Além disso, pelo principio 2.11, vemos que —D € DLN(A). Pela afirmacao (b) segue
que expD o exp(—D) = exp(—D) o expD = exp(0) = I e isso prova que expD € Auty(A).
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Para provarmos a afirmagao (c) basta observamos que, para qualquer a € Auty(A),

vale a seguinte igualdade:
alexpD)a = exp(aDa™t).

De fato,

— cap(aDa”)(f).

Como aDa™! € DLN(A), nossa afirmagao esta provada. |

Principio 2.15. Suponha que A seja um anel graduado A = @,., A; e seja D € DLN(A)
dada. Suponha que, para inteiros m < n, D admite uma decomposi¢ao D = ngign D;,

onde D; € Derp(A) é homogénea de grau i relativo a esta graduagdo, e onde D, # 0 e

D, #0.
a D,,, D, € DLN(A):

b Se f € Ker(D) e f =)<, fi para fi € A;, entdo f, € ker(Dy,) e f, € ker(Dy).
Demonstragao:

a Como Nil(D) = A, tome f € A um elemento homogéneo, tal que D!(f) = 0. Por outro
lado, observe que D' é a soma de fungoes na forma D;, D;,...D;,, onde m < i; <n
para cada j. Note que cada mondémio é uma fungao homogénea sobre A e o somando
de maior grau aparecendo em D' é (D,,)". Dessa forma, o somando de maior grau de
Dt(f) é igual a (D,,)!(f) e desde que D*(f) = 0, segue que (D,,)'(f) = 0. Portanto,
temos que Nil(D,) contém cada elemento homogéneo de A e sendo o Nil(D) um

subalgebra ele ir4 conter todas as combinacoes lineares desses elementos e assim
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obtemos que Nil(D,) = A. Analogamente, o somando de menor grau de D'(f)
é igual a (D,,)'(f), e assim (D) (f) = 0, o que implica que D,, é localmente

nilpotente, provando o item (a).

b Agora, temos que

D(fy= Y. Dify).

m=i<n,u<j<v

Note que cada termo D;(f;) é homogéneo e o grau de D, (f,) excede o de qualquer
outro termo. Portanto D,(f,) = 0. Da mesma forma, o termo de menor grau é

Dy, (fu), que também tem de ser zero, concluindo portanto a demonstragao.

2.2 Um aspecto algebro-geométrico das DLN’s

Nesta secao vamos apresentar uma relacao que existe entre as acoes algébricas em
variedades algébricas e as derivagoes localmente nilpotentes, que apesar de nao ser algo
fundamental para o objetivo principal desta dissertacao, é um resultado de reconhecida
relevancia.

Sendo k£ um corpo algebricamente fechado, A um k-dominio afim e X = Spec(A) a
variedade afim correspondente, o nosso objetivo nessa se¢ao é mostrar que existe uma
bijegdo entre DLN(A) e o conjunto de todas as G,-ag¢oes algébricas sobre X, onde uma
dada D € DLN(A) induz a G,-agao algébrica exp(tD) sobre X (¢t € k), e uma dada
Gq-acao algébrica p: G, x X — X induz a derivagao p'(0) (onde a derivada de p é com
relagao a t € G,).

Seja D € DLN(A). Usando os principios 2.11 e 2.14, obtemos um homomorfismo de
grupos

n: (ker(D),+) — Auti(A), n(f) = exp(fD).

Observe ainda que se D # 0, entao n é injetiva. Podemos restringir nosso homomorfismo
ao subgrupo G, = (k, +), visto como um grupo algébrico, ou seja obtemos a representagao
algébrica

n: G, — Autg(A), n(t) = exp(tD).

Da observagao 4.9, supondo que G = G, = (k,+), e X = Spec(A) variedade afim,

vamos provar que de fato existe uma acado algébrica de G, = (k,+) sobre X = Spec(A).

17
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Como ja temos que a aplicagao
(k,+) = Auti(A), t — exp(tD)
¢ um homomorfismo de grupos, ela induz um outro homomorfismo de grupos, dado por
(k,+) — Auty(Spec(A)), t — Spec(exp(tD)).
Para obtermos a agao de G, sobre Spec(A), basta ver que a aplicagao

a: kx Spec(A) = Spec(A), (t,p) = Spec(exp(tD))(p),

1. )
onde exp(tD)(p) = > ;o0 =D'(p)t', ¢ um morfismo no sentido de geometria algébrica.

i>0 7
Observe que k x Spec(A) Z: Spec(A[t]) onde ¢ é uma indeterminada. A derivagdo D €
DLN(A) induz o homomorfismo de k-algebras dado por £ : A — Alt],
&) = S i)
jEN J:

aplicando Spec temos que Spec(§) = a, e assim, como um homomorfismo induz um
morfismo via uma aplicacao funtorial, segue que o é um morfismo e portanto, uma acao.

Se considerarmos p : G, x X — X uma G,-acao algébrica sobre k, temos que p é um
morfismo, onde p(0,x) = z e p(a+ b, x) = p(a, p(b,x)). Sendo assim, pela proposigao 4.5,
p induz o homomorfismo

P A(X) = O(G, x X),

dado por p*(f) = f o p. Da proposigao 4.4 podemos identificar
OGy x X)=AG, x X) = Ak x X) = A(A' x X) = k[t] @, A = A[t].

Logo p* esta definida em A com valores em A[t]. Agora, vamos definir § : A — A

como sendo a composicao

. 4 _
AL Al S Al S A,
d
ou seja § = eap*, onde e é evaluacao para t = 0.
Proposicao 2.16. § € DLN(A).

Demonstracao: Para verificarmos isso temos que primeiro mostrar que ¢ é uma deriva-
¢ao. Ja temos que ¢ satisfaz a propriedade de aditividade, visto que é uma composi¢ao

de homomorfismos de k-modulos. Para verificarmos a regra de Leibniz, observe que dado
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a € A tal que p*(a) (t) € Aft], temos que para cada ty € k,ty-a = P,(tp). Em

— P,
particular, a = a - 0 = P,(0) = ep*(a). Portanto, dados a,b € A, temos

3(ab) = o7 @) = ¢ (@) 07 0) + 7 () (@) ) = ab0) + 83,

satisfazendo a regra de Leibniz e portanto § é uma derivagao. Agora vamos verificar que
¢ ¢ localmente nilpotente. Seja f € A e suponha que p*(f) = P(t) = > <<, fit" com

fi € A. Para s,t € k temos que

(s+t)-f=s-(t.f) = Z (s f)t",

0<i<n
e por outro lado, usando a férmula de Taylor
Pi(s) .
_ _ f i
(s+t)-f=Prs+t)= Y Tt
0<i<n

Pi(s)
4!

Igualando coeficientes, segue que s.f; = . Para provar o desejado vamos usar indugao
sobre o t-grau de p*(f). Se o grau é zero, entdo §(f) = P;(0) = 0 e portanto f € Nil(J).
Assuma que g € Nil(d) onde o grau de p*(g) é¢ menor que n. Observe que §(f) = P;(0) =
fredegp(fi) = deg(s- f1) = degP;(s) = n—1. Portanto f; = §(f) € Nil(5), o que implica
que f € Nil(d). Supomos inicialmente que degp*(f) = n, no entanto se tivéssemos por
exemplo que degp*(f) = m, concluiriamos da mesma forma. De fato, no caso m < n

poderiamos usar nossa hipotese de inducao. Para m > n, bastaria aplicarmos § m — n

vezes e chegariamos ao desejado. Portanto, 6 € LND(A). [ ]
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Capitulo 3

O teorema de Rentschler e aplicacoes

Neste capitulo, apds algumas defini¢oes e observagoes preparatorias, iremos provar o

importante Teorema de Rentschler:

Teorema de Rentschler. Seja k um corpo de caracteristica zero. Se D € DLN (k[z,y]),
D # 0, entdo existe h € k[x] e um automorfismo tame o € GAy(k) tal que aDa™t =

h(x)0,.

Apobs apresentarmos a prova deste resultado principal, daremos como principal aplica-
¢ao uma demonstragao do bem-conhecido Teorema de Jung, a respeito dos geradores do

grupo de automorfismos planares.

3.1 O caso do anel de polindmios

Seja A um anel de polinémios em n indeterminadas sobre um corpo k. Qualquer
subconjunto {ty,ts,...,t,} C A satisfazendo A = k[t1,ts,...,t,] € dito um sistema de
varidveis ou sistema de coordenadas de A. Um polindmio f € A é chamado uma varidvel
ou fung¢ao-coordenada para A se, e somente se, f pertence a algum sistema de variaveis
de A. Denotamos por k(ti, ...,t,) o corpo das fung¢oes racionais em n variaveis sobre k.

O grupo dos k-automorfismos algébricos de A é chamado o grupo afim geral ou grupo
de Cremona afim em dimensao n e é denotado por GA, (k). Se A = kl[t, ta, ..., t,], entdo
o grupo linear geral GL, (k), grupo das matrizes quadradas de ordem n, invertiveis, com
entradas em k (ou equivalentemente o grupo dos automorfismos de k™ em k™) pode ser

visto como um subgrupo de GA, (k), formado pelos elementos que se restringem a uma
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transformacao linear do k-subespaco vetorial
V=ktiDkt ®... D kt, CA,

e como esse subespago é isomorfo a k", podemos interpretar o grupo G L, (k) como sendo
os automorfismos algébricos de V' que sejam transformagoes lineares. Os elementos de
GL, (k) sao chamados de automorfismos lineares de A.

Dado um sistema de coordenadas A = klty,...,t,], um automorfismo f € GA, (k)
se escreve como f = (fi,..., fn), onde f; = f(t;) € A. Os automorfismos triangulares
sao aqueles da forma f = (f1,..., fn), onde f; € kl[ty,...,t;]. Os automorfismos trian-
gulares formam um subgrupo, denotado por BA, (k). No nosso caso, vamos trabalhar
com polinémios de duas variaveis, e portanto os automorfismos triangulares sao da forma
a=(ax+b,cy+ f(x)), coma,c € k*,b ek, f(x) € klz]. O subgrupo tame de GA, (k) ¢ o
subgrupo gerado por GL, (k) e BA, (k) e seus elementos sdo chamados de automorfismos

tame.

3.1.1 Derivagoes do anel de polindmios

Para a graduacgao de anéis de polinomios, estaremos interessados em Z™-graduacgoes,
para algum m > 1. Seja A = k[ty,...,t,] e consideremos [ = Z™ (para algum m > 1) e
J = 7Z". Dado uma aplicagao Z-linear, a : J — I, defina a funcao deg, sobre o conjunto
dos monomios por deg, (t'...tc") = a(ey, ...,e,). Dado ¢ € I, seja A; o k-espago vetorial
gerado pelos monémios p com deg, (1) = i. No caso em que I =Z e a(ey,...,e,) = > €,
entao a graduacao induzida é a chamada gradua¢ao padrao de A, relativa ao sistema de
coordenadas (1, ...,t,). Se por exemplo af(ey,...,e,) = e; € Z, entao A é graduado de
acordo com o seu grau usual relativo a t;.

Dado um sistema de variaveis sobre o anel de polindémios A = klty, ..., t,,], um conjunto
natural de derivacoes sobre A sao as derivadas parciais relativa ao sistema de variaveis.
Assim, definimos 0;, € Dery(A) com a regra 0Oy, (t;) = d;; (delta de Kronecker). Uma

. L .. 0 .
outra notacao bastante usada para as derivagoes parciais é 7 e se f € A entao pode-se
t.

7

escrever f;, para denotar Oy, (f).

. .0 :
Observe que para cada i, a derivada parcial — é localmente nilpotente desde que

2.,
)

0
e —(B) = 0. Note ainda que o significado de —
ati ati

depende de todo o sistema de variaveis ao qual t; pertence. Por exemplo, em dimensao 2,

A = B[t;], com B = k[ty,....1;, ... t,]
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0
vale k[x, y] = k[z, z+y] e no entanto note que 0—(:17—|—y) = 1 com relagao ao sistema (z,y),

e, por outro lado, g(:v + y) = 0 relativo ao sistema (z,x + y). Em geral, diremos que
D e DLN(A) é umax derivada parcial se, e somente se, existe um sistema de coordenadas
(t1,...,t,) em A relativo ao qual D = —.

E facil verificar que, como um A—m(’)éllulo, e fixado um sistema de coordenadas t1, ..., t,,
Dery(A) é finitamente e livremente gerado pelas derivadas parciais {agtl, o %} (que,
além disso, é uma base de derivagoes comutantes). Em particular, dada D € Dery(A),

vale:

D= > D(ti)ag

)
1<i<n ti

o que pode ser rapidamente verificado: escrevendo D = ) e avaliando em cada

j=197
J Oy,
t;, torna-se 6bvio que g; = D(t;).

J& vimos que dado um automorfismo « qualquer, quando conjugamos a uma derivacao
D, temos que aDa~! também é uma derivacao. No entanto, é importante sabermos como

se comporta essa nova derivacao obtida pela agao. Assim, no caso dos anéis de polinémios,

ja temos que sendo A = kl[t, s, ..., t,], uma derivacdo D € Der(A) é da forma,

“ 0
D = Z;gza,

onde g; = D(t;). Podemos escrever

e portanto

-1 _ ~1
aDa™" = ;:1 a (]E:l gj 7 (a (tJ)) o
Dada D € Derg(A), definimos o coposto de D como sendo o maior inteiro i tal que

existe um sistema parcial de variaveis {¢i,...,t;} de A contido em ker(D), ou seja, ¢ o
méximo nimero de derivadas parciais de ordem j tais que g; = 0.

Agora, defina o posto de D como sendo posto(D) = n — coposto(D). Note que, pela
formula acima, o posto e o coposto sao invariantes de D, no sentido de que estes valores nao
mudam apds conjugacao por um elemento de GA, (k). Dessa forma, o posto da derivagao
D é o menor nimero de derivadas parciais que sao necessarias para expressa-la. Portanto,
elementos de Der(A) que tem o posto 1 sao aqueles da forma f0;, (com f € A), com

relagdo a algum sistema de coordenadas (11, ...,t,) de A.
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3.2 Os teoremas de Rentschler e Jung

Provaremos o nosso teorema principal considerando A = k[z, y], onde k é um corpo de
caracteristica zero. Seja D € DLN(A), D # 0. Comegamos observando a seguir algumas

propriedades que sao consequéncias de resultados ja provados neste trabalho.

P1 ker(D) é um subanel de A fatorialmente fechado. (2.5)

P2 Quaisquer a,b € Z determinam uma Z-graduacao w sobre A via
deg.,(z'y’) = ai + bj.

Seja f € Ker(D) dado. Se D & o somando homogéneo de maior grau de D relativo
a w, e f é o somando homogéneo de maior grau de f, entdo D € DLN(A) e

F € ker(D). (2.15)

P3 LN Dy (A) = k[2].0, (2.12)

P4 Se D(f) € (g9) e D(g) € (f) para f,g € A, entdo ou D(f) =0 ou D(g) =0. (2.9)

As propriedades acima seguem diretamente dos resultados destacados ao lado.

Vejamos agora dois lemas auxiliares.

Lema 3.1. Sejam a,b inteiros positivos e coprimos definindo a graduagio w sobre A =
klz,y] com deg,(xz) = a e deg,(y) = b. Entao f € A é w-homogénea se, e somente se,
existe um polinémio homogéneo standard g € A tal que f = 2'y/g(2®,y*), para inteiros

1,7 com0<i<bel<jy<a.

Demonstragao: A prova desse lema exige um certo conhecimento na Teoria de Invarian-
tes e como iria fugir do nosso objetivo, algumas passagens foram assumidas diretamente.

Se a = b =1, entao simplesmente tomamos g = f. Vamos entao assumir que ab > 1.
Seja G o grupo ciclico Z, X Zy, = Z4, (essa igualdade decorre do teorema chinés do resto)
e suponha que G é gerado por t. Nao é dificil verificarmos que G age em A através da
operacao

t- (ZL‘,y) = (taxatby)'

Temos ainda que A% = k[xb, y].
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Vendo A como um A%médulo, podemos decompor A como soma direta de espacos

semi-invariantes

A= GB zlyl AG

0<i<b,0<j<a
onde o peso de um elemento de 2'y? A% é ai + bj. Se f € A é w-homogéneo, ele é um
semi-invariante por esta G-acao, e portanto f = xiy/g(x®, y*) para certos i, j > 0 e algum
g € A. Uma vez que f é w-homogéneo, g deve ser homogéneo standard.

Lema 3.2. Seja p(x,y) um polinémio nao-nulo, homogéneo de grau d em duas varidveis
com coeficientes em um corpo algebricamente fechado K. Entao p(x,y) pode ser fatorado
como produto de polindmios lineares,

d

p(z,y) = [ [(aiz + biy),

i=1

para certos a;,b; € K.
. z\" .
Demonstragao: Escreva p(z,y) = Zf«lzo a,x"yd " = y? Zﬁ:o a, (—) ,com a; € K. Seja
Y
T T
e o maior elemento entre {0, ...,d} tal que a. # 0. Logo Zﬁ:o a, <—> ¢ um polindémio

. x ~
com coeficientes em K de grau e em (— , € entao pode ser fatorado como
Y

A € K. Logo,

Vamos agora a prova do nosso principal teorema:

Teorema de Rentschler. Seja k um corpo de caracteristica zero. Se D € DLN (k[x,y])\

{0}, entdo existe h € k[z] e um automorfismo tame o € GAy(k) tal que aDa™! = h(z)d,.

Demonstracao: Considere D € DLN(k[z,y]), com D # 0. Suponha primeiro que
D(x) # 0e D(y) # 0. Sendo assim, vamos escolher f(x,y) € k[z,y] onde f € ker(D)e f #
constante. Vamos assumir que f € (x,y) (ideal maximal), caso contrario, substituimos

f(z,y) por f(z,y) — f(0,0). Mostraremos que:
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AFIRMACAO: Eziste wma N-graduacio de A, em relagio a qual o somando homogé-
neo de f, de maior grau, tem a forma f = d(z +cy")® ou f = d(y + cx”)*, com c,d € k*,
r,s € N.

Para provar isto escreva f = p(x) + q(y) + xyF onde p(z) € zklz], q(y) € ykly] ¢
FeA Sep=0oug=0entaoou f € yAou f € xA. Se f € yA segue que f = yg(x,y)
e assim, D(yg(x,y)) = 0 e pela propriedade P1 concluimos que D(y) = 0. Analogamente
para f € xA. Portanto chegamos em uma contradi¢ao para ambos os casos. Logo p, q # 0.
Seja m = deg p(z) e n = deg q(y) onde m,n > 1. Tomando e = mdc(m,n), vamos definir

n

a="cb="" Considere a graduagao w sobre k[z,y] onde deg,(z) = a e deg,(y) = b
e e

tal que deg,(x'y’) = ai + bj. Assim, deg,p(z) = am = bn = deg,q(y) e daf segue que

deg,f > am, uma vez que o grau da soma é o méximo entre os graus de cada termo.
Suponha que f, F e D sejam o somando homogéneo de maior grau de f, F' e D relativa a
w. Logo f, D # 0. Pela propriedade P2 D € DLN(A) e D(f) = 0.

Se deg,f > am segue que f = zyF. Uma vez que I # 0 temos de P1 que D(z) =
D(y) = 0, contradicio, pois D # 0. Portanto, deg,f = am, o que implica que f =
uzx™ + vy" + myﬁ, com u,v € k. Temos ainda que u,v # 0, visto que sao os coeficientes
de maior grau de p e q. Note que D(x) # 0 e D(y) # 0. De fato, se D(x) = 0, entdo
D(f —uz™) = 0. Sendo assim, y(vy" ' + 2F) € ker(D) e como y # 0 e vy ' + 2F # 0
temos que y € ker(D) o que implica que D(y) = 0 e dai, D = 0, contradicdo. Portanto,
D(z) #0e D(y) #0.

Observe que como a = g, b= %, com e = mdc(m,n), segue que (a,b) = Z e aplicando
o lema 3.1 na fun¢do f concluimos que f = g(z*,y%), onde g é uma funcdo homogénea
standard nao-constante. Agora, denotemos K como sendo o fecho algébrico de k. Em
Klz,y], pelo lema 3.2, g(x,y) fatora-se como produto de polinémios lineares e portanto
f fatora-se como f = 15, (ciz® + d;y®) para algum ¢;,d; € K. Note que se ¢; ou d; forem
0, entao ou u ou v também sera 0.

Seja d a extensdo de D para K[z,y]. Entdo & é localmente nilpotente, uma vez que
8 (x) = Et(x) e d(y) = Et(y) para todo ¢t > 0. Como f € ker(D), segue pela propriedade
P1 que §(c;x® + dy®) = 0 para cada i. Se qualquer dois destes termos sao linearmente
independentes, entdao §(z°) = §(y*) = 0, o que implicaria que d(z) = §(y) = 0, uma
contradicao. Logo para cada 7 existe (3; tal que ¢; = §;d;. Portanto, existe ¢, d € K* com

d = dydy...d, e c = f3; para todo i, tal que f = d(cz® +y*)°. Uma vez que 6(ca® 4 y*) = 0,
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segue que

ay*o(y)

b—1 _ 01 - <7 I/
cbz’0(x) = —ay® o(y) = ¢ b 13(x)

€ k(z,y) NK = k.

Portanto, cz® 4+ y* € A e assim D(cx® +y*) = 0. Note que se a > 1 ou b > 1 segue
que D(z) € yA e D(y) € xA. Pela propriedade P4, ou D(z) = 0 ou D(y) = 0, uma
contradi¢ao. Assim, ou a =1 ou b = 1 e nossa afirmacao fica provada.

Voltemos agora a prova do teorema. Suponha que f = d(y + ca), e defina um
automorfismo triangular o = (z,y — cz?), onde a(f) = f(x,y — ca®) = p(z) +q(y — ca®) +
x(y — ca®)F(z,y — cxb). Assim, seja D' = aDa~!. Note que D’ é localmente nilpotente e
o seu nucleo contém a(f), visto que D'(a(f)) = (aDa ) (a(f)) = a(D(f)) = a(0) = 0,
onde «a(f) € (z,y). Uma observagdo importante é que deg,a(f) < deg,f, ao passo que,
deg,a(f) = deg,f. Da mesma forma se considerarmos f = d(x + cy®)¢, tomando D’ =
BDB™! com = (x — cy®,y). Neste caso, deg,(f) < deg,f e deg.a(f) = deg.f.

Agora, se D'(x) # 0 e D'(y) # 0, usamos o mesmo argumento anterior, agora aplicado
na derivagdo D’ e o polindémio a(f), a fim de reduzir o grau dos elementos do nicleo
das derivagoes obtidas. Seguindo nesse processo o grau nao pode continuar reduzindo
indefinidamente, logo em algum momento do processo obteremos um automorfismo tame
v tal que yDy~(z) = 0 ou Dy !(y) = 0. Aplicando a transposigao (y,z) em tltimo
caso, assumimos que 7 ¢ um automorfismo tame tal que 7D7*1(x) = 0.

Assim, segue da propriedade P3 que vDy~! € DL Ny (A) = k[z].0,, ou seja, existe

h(z) € k[z], tal que yDy~ = h(z)9,, ficando provado o nosso teorema.

Agora, para f € k[z,y|, considere a derivacao Ay = f,0, — f,0x.

Corolario 3.3. Seja D € Dery(klx,y]). Entao D € DLN (klx,y]) se, e somente se, D é

da forma D = Ay, onde f € k[v] para alguma varidvel v de klx,y|.

Demonstracgao: Assuma que D ¢é localmente nilpotente. Se D = 0, entao tome D = A.
Se D # 0, entao, pelo teorema de Rentschler, existe g(x) € k[z] e um automorfismo tame
a € GAy(k) tal que aDa™! = g(x)d,. Tomando « de tal modo que a(z) =v e a(y) = u,
com (u,v) um novo sistema de variaveis, e sendo k[z, y] = k[v, u], segue o isomorfismo 1,

entre Derg(k[x,y]) e Dery(k[v,u]) de modulos induzido por «, onde

0 0 0 0
Yalf(@,y) 5 +9(2,y)57) = 9(u,v) 5= + fu,v) 5.
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Em particular, usando a igualdade obtida no teorema de Rentschler,

D =¢o(aDa™t) = Ya(9(2)0y) = g(v)0y.

Por abuso de notacdo, poremos D = D.
Sendo assim, uma vez que (u, v) ¢ um automorfismo de k[z, y| segue que o determinante

da sua matriz jacobiana é invertivel, ou seja, existe ¢ € k* tal que

et -

Vamos assumir que ¢ = —1, caso contrério, substitua v por —c 'v. Assim, segue que

A, (v) = v0, — vV, =0

Ay (u) = vyuy — vyu, = 1.

Agora, tome f(v) € k[v] tal que f'(v) = g(v). No sistema de variaveis (u,v) =

(a(y), a(x)), podemos escrever, para um dado p € kfu, v],
Ap = POy — Puy.
Em particular A, = 9,. Por outro lado, como f = f(v), temos:
As = Fudu— fudy = P00, = DA,

Dessa forma temos que Af(u) = f'(v)A,(u) = f'(v)1 = g(v) = D(u) e As(v) =
f'(v)A,(v) = 0= D(v). Portanto D = Ay.

Reciprocamente, se f € k[v] para alguma variavel v, entao existe, como acima, u €
k[z,y] tal que k[u,v] = k[z,y], e Ay(v) =0, A,(u) = 1, ou seja, A, = 0,. Uma vez que
Ay = fl(v)A, = f'(v)0y e f'(v) € ker(A,) segue do resultado 2.11 que Ay é localmente
nilpotente.

Observagao 3.4. Cada automorfismo (mudangas de coordenadas) de A define um par
de derivagoes localmente nilpotentes de A, ou seja, as derivadas parciais com relagao as

novas func¢oes coordenadas.

Como principal aplicagao do teorema de Rentschler, que ja provamos, daremos uma

demonstracao do seguinte resultado classico:
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Teorema de Jung. O grupo GAs(k) de automorfismos algébricos de k[z, y| é gerado por

seus subgrupos triangular e linear (BA(k) e GLa(k)), respectivamente).

Demonstragao: Se (F,G) € GAy(k), entao Op € DLN(A) e ker(dr) = k[G]. Essa
primeira afirmagao sera assumida, onde a sua justificativa encontra-se em Rentschler [R].
Pelo teorema de Rentschler, demonstrado anteriormente, existe um automorfismo tame
¢ € GAy(k) tal que ¢ '0rp = f(x)0, para algum f € k[z]. Além disso, uma vez que
Or(F') =1 o ideal gerado pela imagem de Or é (1) = A. Portanto, A = fA, o que implica
que f € A* = k*.

Note que ker(9,) = k[z]. Por outro lado, (¢~ '0rp)(¢~H(G)) = f(2)0,(¢ 1 (G)), ou
seja, 0 = f(2)9,(¢~H(G)). Logo, ¢~ 1(G) € ker[d,] o que implica que ker[9,] = k[p(GQ)]
e portanto, k[z] = k[¢ ' (G)]. Assim, p~}(G) = ax + b, 0 que implica que G = ap(x) + b
para a,b € k e a # 0. Além disso, f(z)9,(p 1 (F)) = ¢ H0r(F)) = ¢~ (1) = 1 que
implica que 9,(¢ ' (F)) = f~'. Integrando a igualdade segue que ¢ '(F) = f~ly +
g(z), ou ainda, F = f~lo(y) + g(p(x)). Assim, nos temos que (F,G) = (flo(y) +
g(p(x)),ap(r) + b), que é a composigao de ¢ com um automorfismo triangular. Logo

(F,G) é tame.

3.3 Alguns exemplos

Nesta parte iremos apresentar dois exemplos ilustrando algumas relacoes e “patologias”

envolvendo derivagoes localmente nilpotentes e outros topicos importantes.

Exemplo 3.5. Tome R = C[t?,#3] C C[t] e defina a R-derivagao D sobre R|x,y] por
D(x)=t e D(y) =t

Entao ¢ claro que D € DLNg(R|x,y]), mas o nicleo de D nao ¢ finitamente gerado sobre
C. Para vermos isso, note que D é a restri¢ao de uma derivagao de Clt, z,y| cujo nicleo

¢ C[t, f], onde f =y — tz. Portanto,
ker(D) = CIt, f| N Rla,y] = RIfE2, 2.,

que nao ¢ finitamente gerado.
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O seguinte exemplo encontra-se na referéncia [BD| e resolvemos colocé-lo a nivel de
curiosidade. No entanto, nao entramos em detalhes, visto que abrange uma teoria que

nao foi mencionada no nosso trabalho.

Exemplo 3.6. Scja R = C[z,y, 2|(zy,»)/(F), com F = y*z—2’+x2%, e onde Clz, y, 2] (4,4.2)
denota localizagao no ideal maximal (x,y, z). Note que F' define uma curva ctbica eliptica
(nao-singular) no plano projetivo. Os autores deste exemplo mostram que existe D €
DLNg(R[z,y]) cujo nicleo é isomorfo a algebra de Rees simbolica

& P

n>0

de algum ideal primo P C R de altura 1 para o qual nenhuma poténcia simbolica P

(n > 1) é principal. Em particular, ker(D) nao é finitamente gerado sobre R.
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Apéndice

4.1 Alguns resultados basicos em Geometria Algébrica

Considerando o espago afim A™ sobre um corpo k algebricamente fechado de caracte-
ristica zero, vamos tomar uma familia de polindémios S C kl[t, ta, ..., t,]. O conjunto dos

pontos de A™ que anulam todos os polindmios em S,
X=2(8)={peA" f(p)=0, Vf €S},

é chamado conjunto algébrico afim.
Dado um conjunto algébrico afim X C A", podemos definir o seu anel de coordenadas
como sendo o anel quociente

Elt1,ta, ..., ty]

ALx) = SR,

onde Z(X) é o ideal formado por todos os polindomios que se anulam em X, ou seja
I(X) = {f(tl,tg, ,tn) € k[tl,tQ, ,tn], f(p) = O, Vp < X}

Consideramos a topologia de Zariski em A", cujos fechados sao os conjuntos algébricos.
Chamamos ainda de wvariedade algébrica afim os fechados e irredutiveis na topologia de
Zariski. Uma variedade quase-afim é qualquer subconjunto aberto de uma variedade afim.

Observe ainda as seguintes definigoes.

Definicao 4.1. Seja X uma variedade quase-afim em A". Dizemos que f : X — k é
reqular em p € X se existe uma vizinhanga p € U C X e polindmios g,h € k[ty, ..., t,]
tal que h é nao nula em U e podemos escrever f = 9 em U. Denotamos por O(Y) o

h
conjuntos de todas as fungoes regulares em X.

30



Capitulo 4. Apéndice 4.1.  Alguns resultados bdsicos em Geometria Algébrica

Definicao 4.2. Sejam X, Y duas variedades. Um morfismo ¢ : X — Y é uma aplicagao
continua, onde dado o conjunto aberto V' C Y e uma funcao regular f : V — k temos

que fog: ¢ Y (V) — k éregular.

Definicao 4.3. Se p é um ponto de X, podemos definir o anel local de p em X, denotado
por O, como sendo o anel dos germes das fungoes regulares sobre X préximo a p. Ou
seja, um elemento de O, é um par < U, f >, onde U é um subconjunto aberto de X

contendo p e f é uma funcao regular sobre U.
A partir dessas definigdes apresentamos os dois resultados que seguem.
Proposigao 4.4. Se X C A™ é uma variedade afim, entao O(X) = A(X).

Demonstragao: Observe que podemos definir um homomorfismo injetor o : A(X) —
O(X). De fato, vejamos que cada polindémio f € kl[t, ta, ..., t,| define uma fungao regular
sobre A™ e, portanto, sobre X. Sendo assim, dado o homomorfismo A — O(X), ele tem
como ntucleo Z(X) e assim temos que « é injetora. Por outro lado, sendo o ideal maximal

de A(X) correspondente a p o subconjunto

my = {f € A(X); f(p) = 0}

temos a seguinte aplicacao natural oy, : A(X),, — O, dada por Ozp(%) = #, que é
injetiva pois « € injetiva, e sobrejetora por definicao de fungao regular em p. Sendo assim
A(X)m, = O,. Agora note que O(X) C () O,. Portanto,

AX) cOX) (0, C [ AY ), = A(X),

peEX

onde a ultima igualdade segue da proposicao 4.6. ]

Proposicao 4.5. Sejam X e Y wvariedades afins. Entao, existe uma aplicagao bijetora

natural entre os conjuntos
a:Hom(X,Y) = Hom(A(Y),O(X)),

onde o Hom da esquerda sao morfismos de variedades e o Hom da direita sao homomor-

fismos de k-dlgebras.

Demonstragao: A prova desse teorema se encontra no livro do Hartshorne [H| na segao

1.3. [ ]
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Proposigao 4.6. Seja A um dominio de integridade. Entao vale a sequinte igualdade

A= ﬂ A,

méeMax(A)

Demonstracao: Considere a aplicagao natural ¢ : A — A,,, onde ¢(a) = %. Note que

¢ é injetiva, pois se ¢(a) = %, segue que existe u ¢ m tal que au = 0 e sendo A um
dominio temos que a = 0. Logo sendo a aplicacao uma injetividade podemos considerar
como sendo uma inclusao A C m, e sendo essa inclusao verdadeira para todo maximal,
segue que A C ﬂmeMw(A) A,,. Agora, considere % € K(A), corpo de fragoes de A, e tome
I={ze€ A;:Bg

b
nao esta contido em P.

a
€ A}. Observe que se 7 € Ap, com P um primo qualquer, segue que [

a a
Em particular, 7 € A,, = I nao esta contido em m. Portanto 1 € I e assim 7 €A o

que prova a nossa igualdade. [ ]

4.2 Acoes de grupos

Nessa se¢ao vamos dar a definicao de agoes de grupos e logo em seguida relacioné-la
com a geometria algébrica.

Iniciamos com duas defini¢oes envolvendo ac¢oes de grupos.

Definicao 4.7. Seja G um grupo qualquer e S um conjunto nao vazio. Uma a¢ao de G
sobre S (& esquerda) é uma fungao * : G x S — S, onde *(a,s) = a * s satisfazendo as

seguintes propriedades:
1. exs=s;
2. ax*(b*s)=(ab)*s.
onde, a,b € G,s € S e e é o elemento neutro de G.

Definicao 4.8. Dizemos que uma acao é fiel se dados dois elementos distintos g, h € G,
existe s € 9, tal que g *x s # h x s. Por outro lado, dizemos que uma acao é livre, se dados

g,h € G tais que existe s € S com g * s = h x s, tem-se g = h.

Observagao 4.9. Seja X uma k-variedade afim e G um grupo algébrico (isto é, G é uma
variedade algébrica munida de uma estrutura de grupo). Uma agao algébrica de G sobre

X é um morfismo o : G x X — X que satisfaz:
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1. a(0,2) =z V2 e X;
2. a(t+s,z) = a(t,as, x)).

Ou, equivalentemente, uma a¢ao ¢ um morfismo a : G x X — X com a propriedade de

que induz um homomorfismo de grupos ¢ : k — Auti(X), t — a(t,—).

Demonstragao: Observe que sendo a : G x X — X um morfismo satisfazendo as
propriedades acima, segue que ¢(a +b) = a(a+b,_ ) = a(a+ b,x) com = € X. Assim,
d(a+b) = a(a,a(b,z)) = ala, p(b)) = ¢(a)op(b). Por outro lado, se ¢ ¢ um homomorfismo
de grupos note que de fato « satisfaz as propriedades de ag¢ao. Primeiramente, a(0,z) =
#(0) = Id, = x e além disso, a(a + b,z) = ¢(a +b) = ¢(a) o ¢(b) = a(a,p(b)) =

ala, a(b, x)). n

Suponha agora que G seja um k-grupo algébrico e que G age algebricamente sobre
a k-variedade afim X. Neste caso, X serd chamada de uma G-variedade e o anel de

invariantes para a acao é dado por
AY = {f € A;a(g, f) = f para todo g € G}.

Um elemento f € A% é chamado de funcdo invariante para a acdo. Por outro lado,
f € A & chamado semi-invariante para a agao se existe uma fungao caracteristica X :
G — k* tal que g f = X(g)f para todo g € G. Neste caso, X é o peso do semi-invariante

f- O conjunto dos pontos fixos para a agao é
X% ={z e X;alg,z) =z para todo g € G}.

Dizemos que a acdo é livre quando o conjunto X for vazio. Para o nosso estudo, o

interesse reside nas G,-agoes, onde G, denota o grupo aditivo (k,+).
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