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Notacao e terminologia

Neste texto usaremos as seguintes notacoes:

B, (x) : Bola aberta de centro x e raio r.

suppu : Suporte da funcao u.

LP() : Espaco da fungdes mensuréaveis u : @ — R tais que [, [u[Pdz < oo,
1 <p<oo.

L7 (Q) : Espaco da fungdes mensuraveis u : @ — R tais que [ |u[Pdz < oo

para todo conjunto compacto K C 2, 1 < p < oo.

H'(R?) : Espago de Sobolev das fungoes em L?(R?) cujas derivadas fracas de

primeira ordem estao em L?(R?).

DY2(RYN) Espaco das fungoes u € L* (RY) tais que Vu € L*(RY).

C () : Espago das fungoes u € C*°(Q) tais que suppu CC Q.

H : Dual topolégico do espaco vetorial normado H.

on(1) : Sequéncia de nimeros reais convergindo para 0 quando n — co.
(PS), : Sequéncia Palais-Smale no nivel c.

() Produto escalar em um espaco de Hilbert H.

|- |po - Norma do espago LP(Q). Caso Q2 = RY | usaremos a notagao | - |,.

- - Norma usual do espago H*(IR?).



12 : Norma do espago D%?(RY).

X —=Y: Imersao continua de X em Y.

XeompY Imersao compacta de X em Y.

=, = Convergéncias fraca e forte, respectivamente.

q. t. p.: Quase todo ponto, ou seja, a menos de um conjunto de medida nula.
|A] : Medida de Lebesgue do conjunto A.

C,Cq, - Constantes oriundas das imersoes continuas de Sobolev H*(RY) —

L3 (RY), s € [2,27].
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Resumo

Neste trabalho, usaremos o Teorema do Passo da Montanha, Principio Variacional
de Ekeland, o Principio de Concentracao de Compacidade, o Método de Brezis &
Nirenberga, o Método de Penalizacao e propriedades envolvendo Variedades de Nehari
para obter resultados de existéncia e multiplicidade de soluc¢oes positivas para uma
classe de sistemas elipticos ( também conhecidos como sistemas do tipo Schrodinger-

Poisson)

—Au+V(z)u+ ¢u=r(z,u) em R

(%)
—A¢p = u? em R3,

onde 7 : R? x R — R é uma funcio que possui crescimento critico.

Palavras-chave: Métodos Variacionais; Crescimento Critico; Concentracao de Com-

pacidade.
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Abstract

In this work, we will use the Mountain Pass Theorem, Ekeland’s Variational
Principle, the Concentration-Compactness Principle, the Brezis & Nirenberg Method,
Penalization Method and some properties involving Nehari manifolds to obtain exis-

tence and multiplicity of solutions for the following class of elliptic systems.

—Au+V(z)u+ ¢u=r(r,u) em R3

(%)
—A¢ = u? em R?,

where r : R? x R — R is a function that has critical growth.

Keywords: Variational Methods; Critical Growth; Concentration-Compactness.
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Introducao

Neste trabalho apresentaremos resultados de existéncia e multiplicidade de solu-
¢oOes positivas para o sistema de equagoes nao-lineares
() —Au+V(z)u+ ¢u=r(z,u) em R
*
—A¢ = u?, em R3,

conhecido na literatura como sistema do tipo Schrédinger-Poisson.

Mais especificamente estudaremos os sistemas:

—Au+u+ ¢pu = Ag(z)|ulP?u + f(z)u®, em R3,

(SP) —A¢ = u?, em R,
u >0, em RS
e
(
—Au+ AV (x)+ Z(x))u+ ¢gu = Pu? +u®, em R3
—A¢ = u?, em R3,
(F2)
u >0, em R3,
| u€ H'(R?)

onde f, g,V e Z sao fungoes continuas que satisfazem hipoteses que serao detalhadas
nos capitulos subsequentes.

Sistemas do tipo (*) s@o utilizados em varios campos da fisica tais como Mecanica
Quéantica e teoria de semicondutores . Eles sao obtidos quando olhamos para a existén-
cia de ondas estaciondarias para a equacao nao-linear de Schrodinger, interagindo com
um campo eletrostético ¢.

Para mais detalhes sobre os aspectos fisicos de (x) citamos os artigos [41], [42] e

suas referéncias.
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Como veremos no Lema 1.2.1, para cada u € H*(R?), existe uma tnica

¢ = ¢, € DV?(R3), solugao da equagao de Poisson

—Ap=u? em R
Podemos entao, via substituigao, transformar o problema () na equagao de Schrodinger
(xx) —Au+V(z)u+ ¢yu =7r(z,u), em R’

O termo ¢,, também conhecido na literatura como termo nao-local, possui diversas
propriedades que serao utilizadas ao longo de todo trabalho e cuja demonstracao sera
apresentada no Apéndice A.

Uma solugdo fraca para a equagao (xx) é, por defini¢ao, uma fungio u € H'(R3)
tal que

Vu-Vo+V(z)uwvdx+ | ¢yuvdr = / r(z,u)vdr, paratoda ve H'(R?) (1)

R3 R3 R3

Associado & equagao (x*) temos o funcional energia I : H!(R3) — R definido por

I(u) = %/RB(WUP + V(z)u®)dx + i g pyu’dr — /R3 R(x,u)dx

onde R(z,s) = [ r(x,t)dz.

Podemos mostrar que (u, ¢) € H'(R3) x DM?(R3) ¢ solugio de (*) se e somente
se u € H'(R?) é ponto critico do funcional I e ¢ = ¢,,.

Dizemos (u, ¢) € H'(R3) x D?(R3) é uma solugiao ground state do problema (x)
se, e somente se, u ¢ uma solugao ground state do problema de Schrédinger associado
ao funcional I. Lembramos que u € H'(R?®) ¢ chamada de solu¢ao ground state da
equagao (xx) quando u é solugdo de (**) e minimiza o funcional energia I dentre todas
as possiveis solugoes nao triviais.

O problema (*) vem sendo estudado por muitos autores, explorando as questoes
de existéncia e nao existéncia de solugoes, multiplicidade de solucoes, solugoes do tipo
ground state, radiais e nao radiais, concentracao de solugoes dentre outras questoes.

O primeiro resultado sobre a existéncia de solucao ground state para o pro-
blema (x) foi, a0 nosso conhecimento, obtido por Azzollini & Pomponio em [2]| quando

p(z,u) = |ulP~'u, 2 < p < 5 e V(r) uma constante positiva. Zhao & Zhao em [26],
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assumindo um elenco de hipoteses sobre as fungoes coeficientes f e g, provaram a exis-
téncia de solugao positiva para o sistema (*) quando 3 < p < 6 e, de solugao radial, no
caso em que 2 < p < 4.

Resultados de existéncia e multiplicidade de solugoes positivas também foram
estudados por Gaetano em [36] para o sistema (), nos casos em que p(z,u) = |u[P~2u,
1 <p<2*—1eRY ésubstituido po um dominio limitado 2. A multiplicidade de so-
lugoes foi obtida utilizando resultados envolvendo categoria de Lusternik-Schnirelman.

Em [6] Cao & Noussair, explorando o numero de pontos de maximo da funcao
coeficiente (), provaram a existéncia e multiplicidade de solucoes positivas e nodais para
a equagao —Au + A = Q(x)|uff"?u, 2 <p < 2*—1. Em [40] T. F. Wu, também
explorando a forma do gréafico da fun¢ao coeficiente provou a multiplicidade de solugoes
positivas para uma equagao semilinear com crescimento subcritico. Em |21, 20] Lin,
usando técnicas semelhantes provou a existéncia e multiplicidade de solugoes positivas
para uma equagao e um sistema (com nao-linearidade critica) respectivamente.

Em [16] Cerami & Vaira provaram que o sistema de Schrédinger-Poisson

—Au+u+ K(z)pu = a(z)|[ulP?u, em R3
—A¢ = K(x)u?, em R3.

possui uma solugao positiva de energia minima, quando 3 < p < 5 e as fungoes K e a,
satisfazem as hipoteses 0 < K(z) e LA(R%),  limyoea(®) = ax >0,
a(z) =a(r) —aw € L%(RZ)’) e a(x) > 0 em um conjunto de medida positiva.

Alves, Souto & Soares em [5], usando o Teorema do Passo da Montanha, con-
seguiram solugoes do tipo ground state para o sistema (%) quando p(x,u) = f(u), V
periddico ou assintoticamente periddico e, f satisfazendo uma condi¢ao mais fraca que
a de Ambrosetti-Rabinowitz.

Em [43] Ding & Tanaka, inspirados por [27] e [12], demonstraram, para A suficien-
temente grande, a existéncia e multiplicidade de solugoes positivas do tipo multi-bump

para a equacao de Schrodinger
~Au+ NV () +Z(@))u=ul, u>0 em RY (2)

onde 1 < ¢ < 2*, V e Z funcgoes continuas e a func¢ao positiva V' tem a propriedade que

Q) = intV~(0) ¢ um dominio aberto composto de k componente conexas Q1+ , Q.
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Em [4], Alves, Filho e Souto completaram o estudo feito em [43] no sentido que
a nao-linearidade tem um crescimento critico da forma p(z,u) = SuP + u* 1.

Mais recentemente outro autores estudaram a existéncia e multiplicidade de solu-
¢oes do tipo multi-bump. Citamos em particular os trabalhos de Li, Peng e Weng [14] e
Wang, Xu, Zhang e Chen [25]. Nesses dois trabalhos a nao-linearidade é ndo-auténoma
mais ainda com crescimento subcritico.

Uma pertubagdo do termo critico nos problemas (SP) e (Py) se faz necessaria
pois D’Aprile & Mugnai em [37] provaram que quando p(z,u) = u® e V(z) = V5 > 0
o sistema (x) nao possui solugao diferente da trivial. Azzollini & Pomponio em [2]
provaram, utilizando uma identidade do tipo Pohozaev, o mesmo resultado para o caso
em que o potencial V' é nao constante.

Nosso trabalho esté estruturado da seguinte forma. No Capitulo 1, inspirados nas
ideias de Lin [20], estudamos os efeitos do coeficiente f(x) da nao linearidade critica no
sistema de Schrodinger-Poisson, (SP), no que diz respeito a existéncia e multiplicidade
de solucoes. As funcoes coeficientes f e g satisfazem um conjunto de hipoteses que serao
detalhadas posteriormente. Dois teoremas sao apresentados nesse capitulo.

No primeiro teorema provamos que, para cada A > 0 fixado, o sistema (SP)
possui uma solugao positiva de energia minima. No segundo teorema provamos que
existe um namero A > 0 tal que, para cada A € (0,A), o sistema (SP) possui pelo
menos k solugoes distintas e positivas, onde k é o ntimero de maximo relativos isolados
da fungao coeficiente f.

Por conta da perda de compacidade nas imersoes de Sobolev usamos o método
de Brezis e Nirenberg para determinar os niveis de energia do funcional associado ao
problema (SP) para os quais vale a condi¢ao de Palais-Smale. A variedade de Nehari
do funcional energia associado ao (SP) também desempenha um papel importante
nesse processo.

Para a obtencao resultado de multiplicidade de solugoes nés introduzimos uma
fungao baricentro @ : H'(R?) \ {0} — R? e a partir dela, definimos k vizinhangas
na variedade de Nehari associada ao funcional energia. Em seguida, a partir de cada
sequéncia minimizante sobre essas vizinhangas nés construimos, via Principio Variaci-
onal de Ekeland, sequéncias de Palais-Smale em niveis de energia para os quais vale a

condi¢ao de Palais-Smale para o funcional energia associado, demonstrando portanto,
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a existéncia de pelo menos k solugoes positivas.

No capitulo 2, inspirados em Del Pino & Felmer [27] e, explorando a geometria do
potencial V| apresentamos resultados de existéncia e multiplicidade de solugoes posi-
tivas para o sistema (P)). Esses resultados sdo conseguidos sob as seguintes hipoteses:
-V eCR,RY) e Z e C(R3R).

- Existem constantes positivas M, e M; tais que
V(z)+Z(x) > My e |Z(x)| < M; paratodo zeR”

- intV1(0) := Q é um dominio aberto com fronteira suave composto de k componentes
conexas {21, -+, onde

dist(Q:, ) > 0, i #J.

Nosso resultado de multiplicidade de solugoes nao inclui solugoes do tipo multi-
bumps como no caso da equagao de Schrédinger. Aqui o cardter nao local dificulta a
construcao de solucoes com mais de um ponto de maximo local.

Mais recentemente em [44| Jiang & Zhou estudaram um problema semelhante no
caso em que a nao linearidade é do tipo poténcia homogénea subcritica.

O método consiste em associar um problema auxiliar ao problema original, provar
a existéncia de solugoes para o problema auxiliar e, através de uma estimativa na norma
L concluir que essas solugoes sao, na verdade, solugoes do problema original. Nesse
processo foi importante os resultados apresentados no Lema 7?7, que é uma adaptacao,
para o problema (A,) da Proposi¢ao 2.2 em [24].

No Apéndice A apresentamos a demonstragao das propriedades do termo nao local
¢, relacionadas no Lema 1.2.1 e finalmente, no Apéndice B, destacamos os resultados

gerais que foram utilizados ao longo do trabalho.



Capitulo 1

Existéncia e Multiplicidade de
Solucoes positivas para um sistema do
tipo Schrodinger-Poisson com

crescimento critico

1.1 Introducao

Neste Capitulo, vamos estabelecer resultados de existéncia e multiplicidade de
solugoes positivas para o sistema
0, —Au+u+ ¢u = Ag(x)|ulP?u + f(z)u®, em R3,
(SP) —A¢p = u?, em R3,
u >0, em R3,
onde A >0,4<p<6e f;g:R>— R sao funcoes continuas e positivas satisfazendo

as seguintes hipoteses:

(Hy) g(z) > 0 para todo z € R* e lim g(x) =0,

|z|—o00

(H,) Existem k pontos a',a?, ..., a* € R3 tais que

fla) =max f(z)=1, je{1,2,..,k}

z€R3

e para algum o > 3,

f(z) - f(a’) = O(|Jx — ¢’|°) quando z — d’,
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(Hs) limsup f(x) < 1.

|z =00

Sistemas do tipo (S P) sao conhecidos na literatura como sistemas de Schrédinger-
Poisson. Esses sistemas foram primeiro estudados por Benci e Fortunato [41] e sdo
modelos fisicos na Mecanica Quéntica e na teoria de semicondutores. A primeira
equacao de (SP) é do tipo Schrodinger nao-linear estacionéria e a segunda equagao é
do tipo Poisson.

A multiplicidade de solugoes para (SP) esta relacionada ao nimero de maximos
isolados que a funcao coeficiente f possui e os resultados serao obtidos via métodos
variacionais.

Nossos principais resultados neste capitulos sao os seguintes teoremas:
Teorema 1.1.1 Suponha que as funcoes [ e g satisfazem (Hy), (Hs2) e (Hs) para

k = 1. Entao para cada A > 0, o problema (SP) possui uma solu¢do positiva de

energia minima.

Teorema 1.1.2 Suponha que as fungoes f e g satisfazem (Hy) - (H3). Entao existe
um numero A > 0 tal que, para 0 < A < A, o problema (SP) possui ao menos k
solucoes distintas e positivas.

1.2 Resultados preliminares

O sistema (SP) pode ser transformado numa equagao de Schrédinger com um
termo nao local. De fato, usando o Teorema de Lax-Milgran, dado v € H*(R?) existe

uma tnica ¢ = ¢, € DV?(R?) solugao da equagao
—Ap=1u? em R

Esta solugdo, ¢,, define uma aplicagao ® : H*(R?) — D"?(R3) dada por ®(u) =
¢ que goza das propriedades citadas no lema abaixo e cuja demonstracao seré apre-

sentada no Apéndice A.

Lema 1.2.1

(i) Eziste C > 0 tal que ||¢u||pramsy < Cllul|® e

/ |V, |*dx = / ppuidr < Ollul|*  para todo u € H'(R?);
R3 R3
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(ii) ¢ >0, para todo u € H'(R?);
(iii) Gp, = t2¢y, para todo t >0, u € H'(R?);
(iv) Se u, — u in HY(R?), entdo ¢,, — ¢, in DV?(R3) e

ppuidr < liminf bu, u2da.
R3 n—o0 R3

(v) se u, — u in H'(R?), entdo
/ Pl —u) (U — u)’dr = / qﬁunuidm — puuidx + o,(1),
R3 R3 R3

Oy, Upudr = duuldr + on(1),
R3 R3

Ouuu,dr = puudr + 0,(1).
R3 R3

(Vi) Pl = du-

Com as propriedades do Lema 1.2.1 o sistema (SP) pode ser transformado na

equagao de Schrodinger abaixo:
— Au+u+ ¢yu = Ag(x)|ulP?u+ f(x)u’,u € H'(R?). (1.1)

Associado a equagao (1.1) temos o funcional energia I, : H'(R?) — R definido

por
1, ., 1 LA L1 ]
L) = Slull*+ 5 [ dwu’de — = [ glo)lufde — = [ f(z)(u)’dr.
2 4 R3 P Jr3 6 R3

E bem conhecido que o funcional I, € C*(H'(R?),R), com derivada dada por

I (u)v = / (Vu - Vv +uwv)dx + | ¢yuvdr — )\/ g(@)|ulP~tvdr — / f(z)u’vdx
R3 R3 R3

R3
Assim, (u,¢) € H'(R3) x D?(R3) é uma solugio fraca do sistema (SP) se, e
somente se, u € H*(R?) ¢ ponto critico do funcional Iy e ¢ = ¢,,.

Observe que, se u é ponto critico do funcional I, entao

0= Bw) = w7l + [ o d > Ju

implicando que u~ = 0. Portanto pontos criticos de I, sdo solugoes positivas de (SP).

A parte do funcional Iy que contém o termo ¢, é homogéneo de grau quatro, isto

b (tu)’dz = t* | ¢ uPdr, paratodo t>0 e wuec H'(R?).
R3 R3
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Definigao 1.2.2 Seja X um espaco de Hilbert e [ € C'(X,R). A variedade de Nehari

associada ao funcional I é definida por
N ={ue X\{0}: I'(u)u=0}.

Um ponto critico uw # 0 de I € dito uma solugao ground state ou solugao de energia

minima se
I(u) = inf I(u).
(u) = inf I(w)
No que segue, como os pontos de maximos a',--- ,a* da funcao f sao distintos,

iremos fixar py > 0 de modo que

B,y (a’) N B,y (a?) =0 paratodo i,j€{l,---,k} com i j.

Para estudar as propriedades do funcional energia I, vamos introduzir inicialmente os

funcionais Ip; I, : H'(R3) — R definidos como

1

1 1
mm:—wW+—/¢wmw- flapdd,
2 4 R3 6 ]R3

1 1 1
Li(u) = §||u||2 + 2 /R3 puudr — 8 /RS uldz.

De agora em diante denotaremos por Ny, Ny e N as variedades de Nehari asso-

ciadas aos funcionais I, Iy e I; respectivamente.

Observagao 1.2.3 N, ¢ uma variedade de classe C' e de codimensdo 1.

De fato. Considere o funcional ¥ : H!(R3) — R definido por ¥y (u) = I;(u)u. Entao,

para u € M,

U (w)u = U (w)u — 49 (u)

= —2||ul|* + A(4 — p) /RS g(x)|ulPde — 2/R3 f(z)uldr < 0.

A desigualdade acima implica que Ny = ¥;'({0}) \ {0} é uma variedade de classe C*

e de codimensao 1.

Observagao 1.2.4 FEuxiste rq > 0 tal que

|ul| > 7o para todo u € N.
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Para verificar a observacao acima basta ver que se u € N, entao

Hu|]2+/ gbuuzda::)\/ g(a:)]u\%la:%—/ f(z)ubdz.
R3 R3 R3

Assim, usando a positividade do termo nao-local ¢,, e as imersdes continuas de Sobolev

H'(RY) — LP(RY), p € [2,2%], obtemos
1< Cillglloolul= + Coflul"

Portanto a afirmagao segue diretamente da desigualdade acima.

Lema 1.2.5 O funcional Iy é coercivo e limitado inferiormente sobre Ny.

Demonstragao. Se u € N, entao usando a positividade do termo nao-local e o fato

que 4 < p < 6 temos

1
In(u) = I(u) — ];I;(u)u
1 1., ., 1 1 ) 11 .
—(c— - - wulds + (= — - d
G-l +G=) [ dutderC-5) [ raptas
-2
> £ ul? > 0.

0 que prova o lema. m
O lema acima é também vélido para os funcionais Iy e I; e a demonstragao é

similar. Portanto podemos definir os ntimeros

0, = inf I\(u), 60y= inf Iy(u) e 6= inf [(u).

ueNy u€Np ueN]

A estimativa obtida na demonstracao do Lema 1.2.5 juntamente com a Observagao
1.2.4 garante que 6, > 0 ( valendo o mesmo para gy e 6;). O lema seguinte mostra que
o funcional I, satisfaz a geometria do passo da montanha (com resultados semelhantes

para os funcionais Iy e I7).

Lema 1.2.6 Suponha (Hy), (Hs) e 4 < p < 6. Entao, fitado X > 0, o funcional I,

verifica as sequintes condicoes:
(i) Ezistem p,dy > 0 tais que

I(u) > dy, para |jul] = p,

(ii) Eziste e € H'(R?) tal que |le]| > p e I (e) < 0.
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Demonstragao.
(i) Por (H,) e (H,) temos que f(z) <1e g(z) < M := ||g|l« para todo z € R3.

Usando as imersoes continuas de Sobolev H!(R?) — L*(R?), s € [2, 6] temos:

1 1 A 1
() = gl + 5 / puda — / o) lul?ds — / ()t
> —H H2— —M/ |ulPdx — —/ wSdx
R?’

A
> §HUH2 - ];MCHHUHP - 602HuH6a
onde C] e (5 sao constantes positivas. Escolhendo p > 0 de modo que

% — %M CipP=2 — —C Hpt = % obtemos da desigualdade acima que

1

I(u) > 2p* :=dy >0 para |[ju] = p.

Ny

(i1) Fixada u € C5°(R?) \ {0} e usando as propriedades do termo nao-local temos

2 4 P
L(tu) = t—||u||2 t/gbuuzdx—)\—t oz |u|pdm——/ F(x)ubdz.
R3 p

Visto que 4 < p < 6, concluimos que tlim I\(tu) = —o0. Portanto, para t > 0 suficien-
—00

temente grande, e = tu satisfaz ||e|]| > p e I\(e) < 0. m

Lema 1.2.7 Seja ug € N, satisfazendo I(ug) = Hljl\I/l I\(u) = 05. Entao uy é uma
ueN

solugdo de (SP).

Demonstragao. Vimos na Observagdo 1.2.3 acima W) (u)u < 0 para todo u € N,.

Como ug minimiza Iy em N, segue do Teorema dos multiplicadores de Lagrange (ver

[31]) que existe p € R tal que I} (ug) = uW)(uo) € (H'(R?))". Portanto
0 = I} (uo)uo = pW (uo)uo,

donde se conclui que ;. = 0 provando que ug € Ny é ponto critico de I,. m

Lema 1.2.8 Para cada u € H'(R3)\ {0}, existe um 1inico nimero positivo t = t,, tal
que t,u € Ny e

L(t,u) = max I(tu).
Demonstragao. Para cada v € H'(R?)\{0} fixado, considere a fungio h : [0,00) — R

definida por

t2 2 t4 ) AP 6
h(t) = Ii(tw) = S llull” + pu’de —— | g(z)jufde — = f da.
R3 p
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De maneira analoga a demonstragao do Lema 1.2.6 concluimos que h(0) = 0, h(t) > 0
para t > 0 suficientemente pequeno e tlim h(t) = —oo. Assim, h possui um valor
—00

maximo positivo atingido em algum ¢, = t(u) > 0. Portanto

0="n(t,) = L (tyu)u = tl];(tuu) (tyu)

u

e podemos entao concluir que t,u € Ny. A unicidade de ¢, segue do seguinte fato. A

equacao I (tu)(tu) = 0 é equivalente a

1
e 2 _— 2 fng p 67p 6
7fp_2HuH + pro /RB Ouudx )\/]R3 g(x)|ulPde +t /RB f(x)uldx.

Como 4 < p < 6, o lado esquerdo da igualdade acima é uma fungao decrescente em
t € (0,00) e o lado direito é uma fungao crescente em t € (0, 00) concluindo-se portanto
que a igualdade s6 pode ocorrer em um tnico ¢ > 0. =

Observacgao 1.2.9 O Lema 1.2.6 também € wvdlido para os funcionais Iy e Iy e a

demonstracao € feita de maneira andloga.

Como o funcional I, possui a geometria do passo da montanha (ver Lema 1.2.6) é
tacil verificar que o nivel do passo da montanha, c,, associado ao funcional I é positivo.
Além disso, 0, = ¢, > 0 (ver Teorema 4.2, [30]). De modo analogo temos também que
0y e 01 sao positivos.

Definigao 1.2.10 Dizemos que (u,) C H'(R?) é uma sequéncia de Palais-Smale para

o funcional I no nivel ¢ € R, ou simplesmente uma sequéncia (PS)., quando

. _ . ! _
nh_{gof)\(un) =c e nh_)rrgo I\ (u,) = 0.

Além disso, se toda sequéncia (PS). admite uma subsequéncia que converge forte em

HY(R3) entao dizemos que o funcional Iy satisfaz a condigdo (PS)..

Como a variedade de Nehari é um espago métrico completo, a aplicacao do principio
variacional de Ekeland nos da o seguinte resultado, cuja demonstracao sera omitida

pois as idéias sao semelhantes as utilizadas na demonstracao do Lema 1.3.9.

Lema 1.2.11 Euxiste uma sequéncia (u,) C Ny que é (PS)g, para o funcional I.

Lema 1.2.12 Se (u,) C H'(R3) ¢ uma sequéncia (PS). para o funcional I, entdo
(un) € limitada em H'(R3).
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Demonstragao. Seja (u,) € H'(R3) uma sequéncia (PS), para o funcional I. Entao,

para n suficientemente grande temos

1
c+ 1+ [Jun|| > In(u,) — —I/\(un)un
1 2 6

e WP+ G =2 [ uudde+ (5 — > d
=G Dl + G5 [ suide+ G- 5 [ s
1 1

> (= — = 2

> (5= Dl

pois 4 < p < 6 e a parte do termo nao-local é positiva. Segue entao da desigualdade

acima que (||u,||) é limitada. m

Lema 1.2.13 Seja S a melhor constante da imersio de Sobolev H'(R3) — L°(R3).
Se c € (0, %S%) entao toda sequéncia (PS). associada a I\ admite uma subsequéncia

que converge forte em H'(R3) e, consequentemente, I, é um funcional (PS)..

Demonstragao. Pelo Lema 1.2.12 (u,,) C H'(R?) ¢ limitada. Segue entao da reflexi-

vidade de H*(R?) que, passando a uma subsequéncia se necessério,
u, —~u em H'(R?) (1.2)
e, usando os teoremas de imersao de Sobolev temos,
u, —u em L (R¥) para 1<s<6. (1.3)

Pelo Lema 1.2.1(iv) temos

Dl —u) (Un, — u)*dx = / Gu,uidr — [ ¢ uidr + o0,(1). (1.4)
3 R3

R3

Afirmagao: Dado € > 0 existe R > 0 tal que
/ () Pz — / g(@)ufPdz = on(1): 2<p<6 (15)
R3 R3
De fato, por (H1), dado £ > 0 existe R > 0 tal que g(z) < ¢ para todo || > R. Entao,

\ [ st@uaprae— [ gtolupas
R3

< / 9(0)|lunl? — P |dz + / 9(0)|lunl? — [ul?|da
€(0) Br(0)

BR(0 R

<Cet gl [ lunl ~ upde.

Bgr(0
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onde C' = 2sup{|u, [y, [ulb}. Fazendo n — oo na desigualdade acima e usando 1.3

| s@lupds= [ g@luras

Como € > 0 é arbitrario concluimos a prova de (1.5).

obtemos que

lim sup < (e paratodo €>0.

n—oo

Usando (1.2) obtemos
lun = wll* = [luall* = 2(un, w) + [Jull® = [[unll® = Jul* + 0u(1) (1.6)
A aplicagdo do Lema de Brezis-Lieb a sequéncia (fs 1( )Ju,,) implica em
/ F(@) n — ul’de = / £ (@) — / f@)lulfde +o,(1).  (L7)

De (1.4) - (1.7) obtemos

ot =l + [ st = e = I3 ), = Ty

([ s@urae - [ atopura)
+ (/R F(@)un|Od — /]R f(x)|u|6d:z:> + on(1)

= I\ (up)uy — I\ (uw)u + /R3 f(@)|un — ul|®dx + 0,(1).

E um céalculo padrao mostrar que o limite fraco, u, é ponto critico do funcional 1.

Assim, concluimos da igualdade acima que

lwn — ull* + / Plun—w) (Un — u)’dr = [ f(x)|un —ul’dr +o0,(1).  (L8)
R3 R3
Por outro lado, procedendo de forma analoga a obtengao de (1.7) temos que
1 2 1 2 1 6
Sl = ull®+ 7 | Gu—w)(tn —u)de — = | f(x)|un — udz
2 4 R3 6 R3
A
= I\(uy) — In(u) + — </ g(x)|un|Pdz —/ g(x)|un|pdx> + 0,(1)
P \Jrs R3
= I)\(Un) — I)\(U) + On(l)
e portanto,
1 2 1 2 1 6
Sl —ull®+ 7 | b= (tn —u)de — = | f(x)[un —udz (1.9)
2 4: R3 6 R3

=c— I\(u) + 0,(1).
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Observe que

In(u) = In(u) — 11}\( Ju

2
= Ll + / puds + O / F(@)ul¢dz > 0.

Podemos assumir que
Hun - UH2 —a >0,
/ f@) | —ul’de - 1>0 e
R3
Dlun—u) (U, — w)?dz — b > 0.
3

Fazendo n — oo em (1.8) obtemos que [ = a + b e portanto [ > a.

Supondo a > 0, segue da definigdo da constante S e de (H3) que

||, — u||2 > 9 </}RS luy, — u|6da:) > S < g f(z)|u, — u|6dx>

A desigualdade acima implica, no limite, que a > Sis > Sa%, donde a > S3.
Usando (1.9) e o fato que I)(u) > 0 obtemos

c>c—DL(u==a+-b—=l=

que é uma contradicao pois, por hipotese, ¢ <
esta concluida. m
O préximo resultado estabelece que, fixado A > 0, 6, pertence ao intervalo onde vale a
condi¢ao de Palais-Smale para o funcional [.

Seja S a melhor constante de Sobolev na imersao DY2(RY) < L2"(RY) definida

por
|Vul3

1n 3
ueDL2(RN)\{0} |u

S:

2*
Para N = 3, a constante S é realizada pela funcao de Talenti, U, dada por

1
Ulr) = —
(14 [z[?)?

Além disso temos que |[VU[2 = |U|6 = S2. Considere as fungdes 7; € C3°(R3) com

0<m <1, [Vl <2 e tal ques

1, se € B, (a’)
0, se z¢€ B (a).
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Para cada i € {1,2,...,k} defina a fungao u'(z) = 5’%17i(a:)U(x_T‘li). Faremos uso dos

seguintes fatos sobre as fungoes u! (para uma demonstragao ver [18], [29], [30]).

(

[ulg = |UI§ + O(e),

[Vuil; = [VU[; + O(e), (1.10)

il = 0(t). se.3)
quando ¢ — 0.

Tomando 0 < & < £ temos, para cada 1 < i < k, que

|ui\£ 2/ |’ [Pdz :/ ‘5’%U <§>
B%l(ai) 3%1(0) €

" da (1.11)

:/ ‘5_%U <§> ’pdaH—/ ’5_%U <§> pda:
B:(0) ¢ B pg (0)\B=(0) c
2\p/4 2\p/4
> / %d“ﬁ / (38—326195
B.(0) (2e2)P/ B (0)\B:(0) (2[z[2)r/
= Ce’ + 0(¢)
onde §# = 3 — £ > 0. Usando (H3), como o > 3, obtemos
, 3
([ f@@re) ek +o@ =0k +06). 1<isk (1
R3

Lema 1.2.14 Euxiste ¢g € (0, min {1, %}) tal que para 0 < € < g,

; 1
suply(tuy) < =S para cada 1 <i < k.

t>0

w

Além disso,
0<b,< %S%

Demonstracao. A demonstracao deste lema sera realizada em varios passos.

Passo I: Vamos primeiro mostrar que

sup Io(tu!) <
t>0

+0(s). (1.13)

Wl =

Considere a fungao h : [0,00) — R dada por

1 1 1
h(t) = Io(tul) = §A5t2 - ng + cht‘*
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onde

A= VB4l Bo= [ f@@rde e €= [ o)
R3 R3
Um célculo simples mostra que dados a,b > 0,

3
b 1 B
max <gt2 — —t6> = — < ) .
t>0 \ 2 6 3

De modo analogo a demonstracao do Lema 1.2.6, a fungao h atinge o maximo em

(=l
w\>—‘| S

algum t. > 0 e além disso, h(t.) > 0. Afirmamos que existe 7" > 0, independente de ¢,
tal que t. < T. De fato. Primeiro observe que, usando (1.10) e (1.12), A., B. e C. sao

uniformemente limitados e portanto

1 1 1
h(t.) < = A t2 — =Byt¢ + Oy t?
( )—2 16 6 15+4CIE

Se a afirmagao nao é verdadeira existe uma sequéncia (t.,) C (0,00) com t., — o0 e,

pela desigualdade acima, h(t.,) < 0 para n grande, que é uma contradigao.

Assim,
1 1 1 1, A, s 1
h(t) < h(t.) = A2 — Bl + —C.t! < = (—)2 + ~C.T*
Usando as propriedades do termo nao-local temos
C. = / bu. (ue)?dr < O|ug|iz.
R3 5
Logo, a desigualdade acima juntamente com (1.10) (para s = 2) implicam que C. =

O(e), donde se conclui que

Segue entao de (1.10) que

1 /|VU|2+0@)\ 2 s
h(t) < 3 ( T2+ 0(e) ) +0(e) < §S + O(e)

e fica assim demonstrada (1.13).
Passo IT: Observe primeiro que, por (1.10), as fungoes u! sao uniformemente limitadas.
Logo, pela continuidade do funcional Jy, existe ¢ty > 0 tal que

- 1
sup Iy(tuy) < —S% para 1<i<k e 0<e< min {1, @}.
0<t<to 3 2
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Quando t > tg, segue de (1.11), (1.13) e da defini¢do de I, obtemos

. A :
L(tu)) = Io(tuz)—];tp / L 9(@)luPdz
R

1 A .
< 551+0@-24 [ g
3 P By ot
1 A 1 A
< 553 +0(e) — Etgmice@ < 583 +O0(e) — 5t{‘)’mce@
onde m; = B%I)l(fai)g >0em = 1I£ii£k{mi} > 0. Agora, 0 =3 -2 e4 <p<6o0que

implica em 0 < 6 < 1. Logo podemos escolher £y < min{1, 2} tal que
A 0
O(e) — —tgmCe” <0 paratodo 0 < e < g.
p

Dali,
. 1 s
sup [ (tu,) < =52

t>tg

w

e portanto temos que

~ 1
sup](tuze)<§S% para i€ {1,2,--- ,k} e 0<e<ep.
>0

Passo III: Usando o Lema 1.2.6, dados ¢ € (0,e0) e i € {1,2,....k} existe tL > 0 tal
que t'u’ € Ny. Segue entao, da definigao de )\ que

o , 1
0 <0\= inf Iy(u) < I\(tiu,) = sup I (tuy) < gt
ueN) t>0 3

completando assim a demonstracao do Lema.

]
Demonstragao do Teorema 1.1.1

Pelo Lema 1.2.11, existe uma sequéncia (u,) C N, que é (PS),, para o funcional
I, isto é,

Iv(up) = 0y, L(up)u, =0 e I3(u,) —0.

Como 0y, € (O, %S%), segue do Lema 1.2.13 que existem uy € H'(R?) e uma subsequén-
cia de (u,) (ainda denominada de (u,)) tal que u,, — uy forte em H'(R?). Daf uy ¢ uma
solugdo fraca nao nula de (SP), com I(uy) = 0y e uy € Ny. Como I(uy) = I \(July)
e |u|y € N, podemos assumir que uy > 0. Pelo principio do méaximo segue que uy > 0

e portanto uma soluc¢do positiva ground state para o sistema (SP).
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1.3 Existéncia de multiplas solucoes positivas

Nesta segao demonstraremos que o problema (SP) possui ao menos k solugoes
positivas. A estratégia usada consiste em usar a func¢do baricentro definida abaixo para
construir k£ vizinhancas em N, e, em cada vizinhanca, uma sequéncia de Palais-Smale
fortemente convergente e assim distinguir as diversas solugoes.

Escolha 79 > 0 de modo que Uf_, B, (a?) C B,,(0) e defina y : R* — R® como

z, se |x|<rg
neose x| > ro.
Definigao 1.3.1 A funcao baricentro, Q : H*(R?) \ {0} — R? € definida por
Jrs X(@)|uldx
Jgs [u|0dx
E facil verificar que a funcdo baricentro é continua e homogénea de grau zero, isto &,

Q(tu) = Q(u) para todo t € R\ {0} e u € H'(R?) \ {0}.

Q(u) =

No que segue considere os conjuntos, K = {a',a?,...,a"} constituido de pontos
k

de méaximos globais da funcao f e, Kpo = U Bpo at).
Usando o Lema 1.2.8, para cada i € {1 -+, k} existe t© > 0 tal que tiul € Nj.
Temos entao, o seguinte resultado.

Lema 1.3.2 Emiste €° € (0,¢0) tal que para cada i € {1,2,....k} e e € (0,°) temos
Q(tz Z) S Bpo( Z) C K%O.

Demonstragao. Usando a homogeneidade de () e a mudanca de variaveis

z = (x — a') /e obtemos

Q(tiur) = Q(u)
_ g X($>|5_%Ui($)U(%ﬁ)|6dx
fRB |€_%772~([E)U(m_€al) 6
_ Jro x(e2 + a)le~2mi(ez + a')U(2)[0dz
Jes e 2n,(ez + al)U(2)[0d=

Segue entao, do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que Q(t'u’) — a

quando ¢ — 07. Logo, podemos escolher €° € (0,¢9) tal que |Q(tiul) — a'| < £. Dai

temos que Q(tlul) € Bu (a') para todo 0 <e <c’. m
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No que segue, para a obten¢ao de multiplas solugoes para o sistema (SP) serd
importante estudar os niimeros 6 e #;. Os dois lemas seguintes nos dao tais informa-

coes.
1 3/2
Lema 1.3.3 6, = gs /2,

Demonstragao. Usando a mesma argumentacao apresentada na primeira parte da

demonstracao do Lema 1.2.14 temos que

sup I (tul) < 53/2 +O0(e), para i€ {1,2,.., k}.
>0

Usando a observagao 1.2.9, para cada i € {1,2,...,k} existe s; > 0 tal que s;u’ € N.

Segue entao da defini¢ao de 6; que

, : 1
0< 91 < ]1(Sluz) < sup Il(tué) < 583/2 + O(E)
t>0

Portanto, fazendo € — 0" na desigualdade acima obtemos que 6; < %S?’/ 2. Para provar
a outra desigualdade considere (u,) C Nj uma sequéncia minimizante para 6, isto &,

J1(up)u, =0 e Jy(u,) — 0;. Entao temos

[ (,bunuidx:/Rgugdx. (1.14)

= —Hun||2 / by, udr — —/ uldx + 0,(1). (1.15)
R3
Assumindo que [[u,||* = a, [ps Pu,uidz — be [ uddr — | e tomando o limite quando
n — oo em (1.14) e (1.15) obtemos

1 1 1
l:a+b (§] 91=§a+1b—6l

As equagoes acima implicam que ¢, = %a+ 1—126 > %a e como a > Sis (ver demonstragao
do Lema 1.2.13) e [ > a temos que a > S2. Assim 0, > %a > %S% o que completa a

demonstracao. m

1
Lema 1.3.4 0y = 553/2.

Demonstragao. Observando que I;(u) < Iy(u) para toda u € H*(R?) e, dado u € N

existe s > 0 tal que su € N; temos

01 < I(su) < Ip(su) = sup Ip(tu) = Ip(u).

>0
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Dai, 0; < Iy(u) para todo u € Ny e portanto 6; < 6. Usando o lema anterior e o

primeiro passo da demonstracao do Lema 1.1.12 temos

sup Ip(tu') < 92

t>0

+O(e) =0, + O(e).

W =

Seja s > 0 tal su’ € Ny. Entao,

0o < Io(sul) = sup Io(tu) < 0, + O(e).
£>0

Fazendo ¢ — 0 na desigualdade acima obtemos que 6y < 0, e portanto 8y = 6;. =

No restante deste capitulo denotaremos simplesmente por 6 o valor %S 3

Lema 1.3.5 Euziste 0y > 0 tal que se u € Ny e Iy(u) < 0+ 6y entio Q(u) € K,y /2.

Demonstracao. Supondo por contradicao que tal fato nao acontece, existe uma

sequéncia (u,) C N tal que
Io(un) =0 +0,(1) e Qu,) ¢ K, 2 paratodo neN.
Seja s, > 0 tal s,u, € N;. Entao,
0 <0< Li(spun) < In(spuy) < s;1>1£) Iy(tu,) = Ip(u,) = 0 + 0,(1).

Portanto, usando o Principio Variacional de Ekeland, existe uma sequéncia (P.S)g,

(Uy,), para o funcional Iy com ||U, — s,u,|| = 0,(1). Assim, para n grande,

—HU 1% + /chnUzdx— /Unﬁdx—Q—i-on(l) (1.16)

||Un||2—i-/]RS gzﬁUnU,fdxz/]R3 USdr = 0,(1). (1.17)

Combinando (1.16) e (1.17) obtemos

1 1
0+ 0,(1) = / USdr — = (bUnUzdx < —/ USdz. (1.18)
3 4 3 Jrs

Podemos entéo concluir, de (1.18), que [ Uldz - 0. Usando (1.16), (1.17) e proce-

dendo de forma analoga a demonstracao do Lema 1.3.3 temos

||Un||2—>Sg,/R3|Un\6dx—>5g e /]R)3 ¢y, U2dr — 0 quando n — oo. (1.19)
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Segue entao da definicao de S e dos dois primeiros limites acima que
Jgs VU, Pdz

(Jos Udzr)?

Podemos entdo usar o Teorema 1.41 [30]| para garantir a existéncia uma sequéncia

(Yns An) C R3 x R tal que (v,) C DY2(R3) definida por v,(z) = A 2Up(Anz + yn)

— S quando n — oo.

converge forte (a menos de uma subsequéncia) para uma v € D?(R3) que realiza a
constante de Sobolev S.

Observe que v é nao-trivial pois

/\v\ d:z:—hm/ |Un | dx—hm/ |U\6d:1:—52 > 0.
3

Afirmagao 1: Podemos escolher (),) de modo que A, — 0. De fato, se \,, - 0, existe
Ao > 0 e alguma subsequéncia, ainda denominada por (\,), tal que A, > A\ para todo

n e entao,

v, (2))?dz = A / U (A + yn)Pde = — / U, (2 |d:c<— (1.20)
R3

Como v, (z) — v(x) quase sempre em R?, usando o Lema de Fatou em (1.20) obtemos

que o [v(x)[Pdx < /\% que é uma contradigao pois, quando N = 3,
0

) 00 7,2
lv(x)|*de = C dr = oc.
0

R3 1+72
Afirmacgao 2: Podemos assumir que a sequéncia (y,) é limitada. De fato, uma vez
que Io(spun) = 0 4 0,(1) e [|[Up — spun|| = 0,(1) segue da continuidade de Iy e dos

limites em (1.19) que

532 — /R3 f(@)|Un(2)%dz + 0,(1) (1.21)
1

6
vn(x 5 yn) dz + 0,(1)

n

[ 1@

Y
_ / F Oz + 1) [0 (2) Pz + 0,(1).
R3
Se y, — +o0o, usando (Hj3) e o Lema de Fatou para em (1.21) tem-se

S32 < limsup [ |v,(2)|%dz = 3/,

n—oo R3

que ¢ uma contradi¢do. Logo existe r9 > 0 tal que {y,} C B,,(0) e, a menos de

subsequéncia, existe yo € By, (0) tal y, — yo. Assim, de (1.21) e do Teorema da

Convergéncia Dominada temos

Nlw

e

= f(yo)s
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e portanto yy € K. Uma vez que
v, —v em DY(R?) e ||U,— suunl = 0,(1)
segue das propriedades da funcao ) e da mudanca de variaveis x = A,z + ¥y, que

Qun) = Q(snun) = Q(Uy) + 0,(1)
_ fR3 X(x)’Un(x)]6dx
= e Owrd W
o XOwz + ) |on(2)|°dz

Jas [vn(2)|0dz

Portanto Q(u,) — yo € K,,/2 quando n — 0o, que é uma contradi¢do.

+ 0,(1).

Lema 1.3.6 Seja 69 > 0 como no lema anterior. Se u € Ny e I\(u) < 0 + %0 entao

existe A > 0 tal que

Q(u) € K,y 2 para todo A€ (0,A).

Demonstragao. De modo analogo ao Lema 1.1.7 existe s > 0 tal que su € Nj e além

disso podemos verificar que

1/2
b (e
| 2¢ 4 \ c &

onde, a = ||ul|?, b = / puuidr e c= [ f(x)ubde.
R3 R3

1/2

Afirmagao: Existem A, > 0 e d > 0 (independente de u) tal que s < d para todo
A € (0,A,). Para demonstrar esta afirmagao iremos primeiro obter estimativas para a,

b e c. Usando a hipotese do Lema e o fato que 4 < p < 6 temos

—_

0 +% > I\(u) = I\(u) — =1 (u)u

1 1\, ., (1 1 ) 11 ]
—(=-= S wide + (= — = d
(2 Il +(p 6>/R3¢u I+(4 p) ]R3f(x)u '
1
> (55 ) Iul?

2p do
= 2oy = 2 + =1. 1.22
a=ull” <e p—2 <90 2) ( )

s

— 3
S~ — RS

Dai,
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Lembrando que existe p > 0 tal que p < 6, = ir}\f/ I (u) temos
ueNy

1
p <0y < Kw) = Lw) — S 14(w)
=gl + g5 [ dutdn AP [ galups
< gl + 55 [ oaia

Assim
1
ull2 > 3p — -/ b, (1.23)
4 s

Como u € N, segue de (1.21), (1.22) e da imersao de Sobolev L?(R?) — H(R?) que

[t = ul? + / putde = [ gl

> 3p —i— qﬁu *dx — )\/ g(x)|ulPdz
4 s
> 3p - AH!JHOOCIIUHP
> 3p = MgllCc}?
Podemos entao escolher A, > 0 tal que
c= [ f(@)|ul®dz>c; >0 paratodo M€ (0,A,). (1.24)
R3
Pelo Lema 1.2.1(i) temos que
b= / puuidr < Cllul|* < c3:= Ccf (1.25)
R3

Segue entao de (1.21), (1.23), (1.24) e da expressao de s que existe d > 0, independente
de u, tal que s < d para todo 0 < A < A,, demonstrando que a afirmacao ocorre.

Usando novamente a hipotese do Lema e a afirmacao acima temos

0,
0+ 5 > Ii(u) = sup I(tu) > Ix(su)
2 >0

p
= Io(su) — /\S—/ g(x)|ulPdz
D Jrs

dp
> Io(su) — Agugumc&”.

Escolhendo A < A, de modo que \Z|| g||OOC’c’1?/ ’< % temos, pela desigualdade acima
»

que Ip(su) < &y para todo 0 < A < A. Portanto, pelo Lema 1.3.5, temos que

Q(u) = Q(su) € K, /2 paratodo A€ (0,A).
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No que segue, para cada i € {1,2, ..., k} defina as vizinhangas em N,
Oy = {u € Ny 1 |Q(u) — a'| < po}

e suas fronteiras

004 = {u € N, : |Q(u) — a'| = po},

Considere também os nimeros
By = inf Iy(u) e Bi= inf I\(u).
ueOy u€dOj
Os préximos lemas sao importante na obtencao de sequéncias de Palais-Smale
nos niveis 8 para o funcional Jy via aplicagao do Principio Variacional de Ekeland. O

segundo é uma versao do Lema 2.4 [15] e o terceiro segue as ideias da demonstragao

do Teorema 2.1 [9].

Lema 1.3.7 Dados A € (0,A) ei € {1,2,....k} temos

gy=inf Jy(u) (1.26)
u€0 Uo0%
‘ 1
Bl < gs%. (1.27)

Demonstragao. Primeiro demonstraremos (1.27). Pelo Lema 1.3.2, existe € > 0 tal
que Q(tiul) € K, 2 para cada i € {1,2,...,k} e e € (0,¢°). Segue entao da defini¢ao

)

de K,,/2 que t'ul € O}. Usando o Lema 1.2.14 e a defini¢do de (3} obtemos

By = inf Iy(u) < I(tul) < sup I (tu') < =52
ueOy t>0 3

para cada i € {1,2,...,k} o que demonstra (1.27). Para demonstrar (1.26) ¢ suficiente

verificar que BE > (3i. Para isto afirmamos que
—~ 1
B = 553/2 +d9/2 paratodo X € (0,A). (1.28)

onde &y e A sdo dados no Lema 1.3.6. De fato, se (1.28) nao ocorre, segue da defini¢do
de BE que existe u € 905 tal que I)(u) < 1532 + §,/2. Pelo Lema 1.3.6 temos que
Q(u) € K, 2 para todo A € (0,A) e portanto

Q(u) € B (a?) paraalgum j € {1,2,....k}.
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Se j =i temos u € O% que ¢ uma contradigao. Se j # i entao
o . . . 3

@/ —a'| = | = Q(u) + Qu) — a'| < |Q(u) — a'| +]Q(u) — a’| < Spo
que é também uma contradi¢ao pois, pela forma como p, foi escolhido, temos
la? — a'| > 2py. Portanto (1.28) ocorre. Segue entdao de (1.27) e (1.28) que, para cada
i€{l,2,...k}eXe(0,A)

g 3/2 1 3/2 i
o que completa a demonstracao. m
Lema 1.3.8 Para cada u € OY existem n > 0 e um funcional de classe C*
(: B,(0) c H'(R?) —» R*
com as sequintes propriedades:
0)=1, L(v)(u—v)€ Oy paratodo v € B,(0),

U (u)p

= T (u)u para todo ¢ € C3°(R?)

U'(0)p

onde Uy € o funcional definido na observagao 1.1.2.

Demonstragao. Fixado u € Of C N, considere a fungao F : H(R*) x RT —» R

definida por
F(v,t) =WU\(t(u —v)).

Pelas propriedades do funcional ¥ temos que F ¢ de classe C* e F/(0,1) = U, (u) = 0.

Além disso,

%F(v,t) =V (t(u—v))(u—v) e

0 :
EF(O, 1) = ¥ (u)u < 0.

Segue entao, do Teorema da Fungdo Implicita aplicado ao ponto (0, 1), que existem
n > 0 e um funcional ¢ : B,(0) — R* de classe C" tal que , para v € B,(0), t = {(v),

com

0)=1 e F(v,4(v)) =0 paratodo ve B,(0).

As propriedades do funcional ¢ citadas no lema seguem entao da continuidade da fungao

baricentro e da aplicacao da regra da cadeia a equagao F(v,l(v)) =0. m
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Lema 1.3.9 Para cada i € {1,2,....k} existe uma sequéncia (u’) C O} de Palais-

Smale no nivel 3% para o funcional Jy.

Demonstragao. Com a finalidade de simplificar a notagao facamos as seguintes iden-
tificagoes:
Bi=p, Br:=B e O):=0.

Ja vimos que na demonstracao do Lemal.3.7 que § < B Dal,

6 - uGIOnj@O Iy (U)

Considere (u,) C O uma sequéncia minimizante para 5. Usando o Principio Variacional

de Ekeland, existe uma subsequéncia, ainda denotada por (u,,) satisfazendo
1
B < ) <5+ (1.29)
1 _
I\(u) < I\(w) + —||lw —u|| paratodo w € O.
n

Como f < B podemos assumir que u, € O para n grande. Aplicando o Lema 1.3.8

com u = uy, existem 7, > 0 e um funcional ¢, : B, (0) — R* tal que

0,(0) =1, {y(v)(u, —v) €O paratodo ve B, (0)

e
W (un)y
0,(0)p = AT todo ¢ € C5°(R?).
(O = GRS paratodo ¢ € CR(R)
Dado v € H*(R?) com [[v]] = 1 tome v, = ov com 0 < o < 1,. Temos entdao que

U, € By (0) e Wy = Ln(vs) (U —vy) € O

e assim, de (1.29), obtemos

1

1
d
~ o = wall = In(1tn) = L) = / Dt + (1= )t (1.30)
0

1
_ / I (1 + (1 = ) (1 — wom )t
0
Seja
A= L(un) — D(wep) — I3 (un) Uy — o)

- / (I3 (ty 4+ (1 — wen) — I3 () (U — W )dt.

0
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Observando que Wy, — Uy, € tu, + (1 —t)w,,, — u, quando o — 0, segue da continui-

dade de I que

| A
—Hw o < ts%pl] | 15 (tuy + (1 — t)won) — Iy (uy)|| — 0.
on n c

Escolhendo o suficientemente pequeno tal que |A] < L||lwg,, — u,| temos, por (1.30),

que
2 '
EHwU’" — Uy || > 15 (up) (Un — Wo ). (1.31)
Como uy,, — Wy, = 0y (V) + (1 — £, (v,))up € £,(0) = 1, (1.31) implica que
, 2,1
fn(UU)IA(un)v < n ;(6 (0) l (UU))un'f_g (vo)v H (1'32)
2 V) )
< — vl|[lunll + €, (v) ||V ] .
- ( || U” [Vl llwnll + €nve) |0l

Tomando o limite quando o — 0+ em (1.32) e observando que (||u,||) é limitada

obtemos
I (uy)v 2 ,
Bl < 2 e o) (1.33)

Para estimar ||¢] (0)| recordemos primeiro que existe dy > 0 tal que ||u|| > dy para

todo u € Ny e portanto

W)t = 2l + 34 =) [ g =2 [ flaubde < —2(a. (130
R R
Dada ¢ € C§°(R?),
W) ()] < 2l 47 [ @il loldo6 [ F@lnlleldat [ b luallolds
R R R
Agora, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e a limita¢ao de (||u,]||) temos

[(un, 0) < lunllllell < Cllee]l- (1.35)

Usando a desigualdade de Hoélder, as propriedades do termo nao-local e as imersoes de

Sobolev obtemos que

439($)\un|p1\¢ldx < lgllclunl o lel e < Cllgl| (1.36)

/R3 Gu, [tn||@]dr < [Py, [6|Un|12/5]10|12/5 < Clldu, [|12]lunl|l¢]l (1.37)

< CllunlPllell < Cllell-
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Assim, de (1.34) - (1.37), obtemos que

0001 - |

< sl

e portanto ||¢/,(0)|| é uniformemente limitada em n. Segue entao da desigualdade (1.33)

que || Ix(uy)|| = 0n(1), 0 que completa a demonstra¢ao do lema. m

Demonstracao do Teorema 1.1.2

Pelo Lema 1.3.9, para cada i € {1,2, ..., k} existe uma sequéncia de Palais-Smale,
(u’) C O}, associada ao funcional I . Usando (1.27) e o Lema 1.2.13 podemos concluir
que, para cada A € (0,A) e € {1,2,...,k} existe u' € N, que é ponto critico para
o funcional I,. Como Iy(|u‘|) = I\(u') podemos assumir sem perda de generalidade
que u' é nao negativa e pelo principio do maximo fraco temos entdao que cada u' é

positiva. Para garantir que as k solucoes obtidas acima sao distintas duas a duas

observe que se i # j entdo Q(u') # Q(uw’) pois Q(u') € B, (a?), Q(u!) € B,y (a?) e
B, (a*) N B,,(a’) = () para i # j. Portanto u’ # u/ e o sistema (SP) possui pelo menos

k solucoes positivas distintas.



Capitulo 2

Multiplicidade solucoes positivas, via
geometria do potencial, para um
sistema do tipo Schrodinger-Poisson

com crescimento critico

2.1 Introducao

Neste capitulo, explorando a geometria do potencial V', provaremos a existéncia

e multiplicidade de solugoes positivas para o sistema do tipo Schrodinger-Poisson

(
—Au+ AV (2) + Z(x))u+ ¢u = Bu? +u®, em R3
—A¢ = u?, em R3,
(Pr) 9 ‘
u>0 em R3,
| ue H'(R?)

onde A € [1,00), 8>0,q€ (3,5) e, V,Z:R3— R sdo fungoes continuas satisfazendo

as seguintes hipoteses:

(V1) V(z) > 0 para todo x € R?*, Q :=intV1(0) # 0 ¢ um dominio aberto, limitado,
com fronteira suave, V"1(0) = Q e Q pode ser decomposto em k componentes

conexas {1y, -+, Yy, tais que dist(2;, ;) > 0 para ¢ # j;
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(V2) Existe My > 0 tal que

V(z)+ Z(z) > My paratodo € R?

(Z) Existe M; > 0 tal que

|Z(x)] < M, paratodo z € R?

Em [43], motivados por [27] e [12], Ding e Tanaka consideraram a equagao de Schro-
dinger
~Au+ MV (z)+ Z(x)u= |uff 'y, em RY

com p € (1,2* — 1) e provaram a existéncia de pelo menos 2¥ — 1 solugoes positivas do
tipo multi-bump com pequenas modificagoes nas hipoteses sobre V' e Z apresentadas
acima. Em [4] Alves, Filho e Souto completaram o estudo feito por Ding e Tanaka [43]
no sentido que a nao linearidade na equacao de Schrodinger envolve o expoente critico.

Em [44], Jiang & Zhou estudaram o sistema abaixo onde ¢ é positiva, limitada e

Qo := g '({0}) tem interior nao vazio.

—Au+ (1 + pg(z))u + Apu = |ulP'u, em R3,
—A¢p=u? lim ¢(z)=0.

|z|—o00

Neste trabalho os autores provaram o seguinte resultado: para cada p > 0 grande, o
problema acima possui uma solug¢ao u, com a seguinte propriedade:
Existe u € H'(R?) com u(z) = 0 q.t.p. em = € Qf e u(z) # 0 em  tal que,

passando & uma subsequéncia,
u, »u em H'(R®) quando p— .
e u é solucao do problema

—Autu+ 2 <u2 * ﬁ) u=[uPlu , em Q,
u(z) =0 , x € 08y.
Neste capitulo exploramos a geometria do potencial V' para conseguir resultados de

existéncia e multiplicidade de solugoes positivas para o problema (Pj).

O teorema seguinte é o nosso principal resultado neste capitulo.
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Teorema 2.1.1 Suponha que V' e Z satisfazem (V1), (Va), (Z) eq € (3,5). Entdo para
qualquer componente conexa U de ), existem B, > 0 e A, = A\(Bs) > 0 tais que para
todo B > B, e A > A, o problema (Py) possui uma solu¢ao positiva uy. Além disso, a
familia de solugoes, {uy}r>n,, possui as sequintes propriedades: para qualquer sequéncia
An = 00, podemos extrair uma subsequéncia A, tal que uy, converge fortemente em
HY(R3) para uma funcio u que satisfaz u(z) = 0 para x ¢ U e sua restri¢io, uly, €

uma solucao positiva para o problema

—Au+ Z(x)u+ ¢u = Bul +u°, em U,
(Prr) ~A¢ = (w)?, ¢ € D"(R?),
u =0, em OU

onde U € a extensio de u em todo R? definida por
u(z) = u(z) se zel, u(z) =0 se xeU"

Observagao 2.1.2 Chamaremos o sistema (Py) de problema limite de (Py) quando
A — 00.

Como consequéncia imediata do teorema acima noés temos o seguinte resultado.

Corolario 2.1.3 Sob as hipdteses do Teorema 2.1.1, existem 3, > 0 e A, = A\ (Bs) >0

tais que, para X\ > \., o problema (Py) possui ao menos k solugdes positivas.

2.2 Preliminares

Neste capitulo, fixado A > 1, trabalharemos com o espago de fungoes (H,, || - ||x)
definido por
Hy = {ue H'(R?) : / V(z)u*dr < oo},

RS

munido da norma

1/2
|lul[x = (/ (Vul> + (\V (2) + Z(x))qux)
R3
e do produto interno

(w,v)x = [ Vu-Vo+ AV (z)+ Z(z))uvdz.
R3
Para cada aberto © C R3 também definimos os espacos

H,(0) = {u € H'(O): /@ WV (2) + Z(x))uddz < oo}
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munido da norma

]

o = ( /@ (Va2 + WV (z) + Z($))u2]dx) "

Usando as hipdteses (V1), (V2) e (Z) é facil verificar que os espagos (Hy, || - |[x) e
(HA(O), ]| - lne) sao espagos de Hilbert, valendo as imersoes continuas Hy < H'(R?)
e H)\(@> — Hl(@)

Observe que para cada A > 1 temos, por (V3), que
lull3e = Molul3e

onde | - |5 ¢ a norma usual do espago L*(U).

Em vista da desigualdade acima temos o seguinte lema.

Lema 2.2.1 Dado & € (0,1) emiste vy € (0,1) tal que, para qualquer aberto © C R?,

dollullfe < lullie — wlul3e, paratodo uweHA(O) e A>1. (2.1)
Demonstragdo. A equagio (2.1) & equivalente a dizer que [[u[|3 o > 725 |ul3 o. Assim,
fixado dy € (0, 1), basta tomar vy = 1]\}‘;0 que o resultado segue direto do fato que

lul36 = Molul3e- m

Observe, pela demonstracao do Lema acima que se dg ~ 1 entao vy ~ 0.

Tendo em vista o crescimento critico da nao-linearidade do problema (Py), o
proximo lema, que é uma consequéncia imediata do Lema de concentracao-compacidade

(ver [29], pag. 45), seré de extrema importancia nos nossos estudos.
Lema 2.2.2 Seja (v,) C H'(R?) uma sequéncia limitada satisfazendo:
vy, —=v em L*(RY),
oal*” = v,
Voul* = p,

onde v e pu sao medidas finitas nao negativas. Entao existem, uma sequéncia de pontos

(z,) C RN e uma sequéncia numérica (v,) C [0, 00) tais que

o0
v=|v* + Z ViOg,,
i=1

com

ny/z* <oo e p({z}) > Syf/z* para todo i € N,
i=1

onde 0., € a medida de Dirac concentrada em x;.
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Procedendo de forma analoga ao capitulo 1, solugoes fracas nao-negativas do

problema (Py) sao pontos criticos do funcional I : H, — R definido por

I(u) = % /R 3(\Vu|2+(>\V(:z:)+Z(I)))dx+i ) ¢uu2dx—qf 1 /R 3(u+)q+1dx—é /R ()

onde u, (x) = max{u(x),0}.

2.3 O problema auxiliar (A))

Nesta segao, inspirado nos argumentos de del Pino & Felmer [27], faremos uma
modificacao na nao-linearidade do problema com a finalidade de obter um problema
auxiliar a (Py).

Como estamos interessados em solugoes positivas considere as funcoes h; H : R —

R definidas por
Bs?+ s se s>0,

0, se s <0,

)= [ b

h h
h(s) é crescente em (0,00), lim h(s) =0e lim his)
S s—=0+ S s—oo 8

do Valor Intermediario que existe a > 0 tal h(a)/a = vy, onde vy > 0 é a constante

dada no Lema 2.2.1.

Como = oo segue do Teorema

Considere as funcoes f; F' : R — R definidas por

0, se  s<0,
f(s) =19 h(s), se s€][0,a],

S, se s> a,

_ /O ()

Como h(s)/s ¢ crescente em (0, 00) ¢é facil ver que f(s) = min{wgys, h(s)} para s > 0.
No que segue fixaremos as seguintes notagoes:
Para cada j € {1,2,---  k}, seja Q; um aberto limitado, com fronteira suave

satisfazendo

Q,CcQ; e Q_;-ﬂ ;=0 paratodo j#I.

J
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No que segue, com a finalidade de simplificar a notacao denotaremos por U qual-
quer uma das componentes €y, --- €, e por U qualquer um dos abertos Q'l, e ,Q;ﬁ.

Considere também a funcao caracteristica do conjunto U’ definida por

1, se zeU,
0, se xz¢U

Com as notacoes acima definimos as funcoes g; G : R* x R — R por

g(x,8) = xv(@)h(s) + (1 = xu(2)) f(s)

G(z,s) = / g(x,r)dr = xy(x)H(s) + (1 — xu(x))F(s).
0
Observe, pelas definigbes de h e f, que g(z,s) é nao negativa e valem as seguintes

desigualdades que serao bastante tteis ao longo deste capitulo.

1

H(s) — q—l——lh(s)s <0, paratodo sé€R, (2.2)
F(s) ! f(s)s < L ! 2 ara todo s e€R (2.3)
s) — ——f(s)s ———— | s r s :
g+ 1=\ T ) P ’
e
g(x,5) < h(s) e g(z,s)s <1ps® paratodo (z,s) € R*xR. (2.4)

Considere agora o funcional Jy : H), — R definido por

Ta(u) = % /R [Vl + V() + Z())ulda + i [ dutda - /R Glruydz (25)

Sob as hipéteses (V1), (Vz), (Z) e a definicao de g, verifica-se que Jy € C1(H,,R) e

seus pontos criticos sao solugoes fracas nao-negativas do problema auxiliar

—Au+ AV (x) + Z(x))u+ ¢pu = g(x,u) em R3

(Ax)
u e H'(R?).

Os problemas (A,) e (P)) estao relacionados no seguinte sentido: se u, ¢ uma

solugdo nao-negativa do problema (A,) satisfazendo
uy(z) < a paratodo xeR*\U

entao uy é também solugao de (P).
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Observacao 2.3.1 Como o nosso funcional energia possui um termo nao-local
1 1
In(vi +v;) — (a(v;) + a(vy)) = Z/ (/)viv?dx + Z/ (bvjv?da: >0
Q, of

para todos v;,v; € Hy com suppv; N suppv; = O, dificultando a construgao de solugoes

multibumps para o nosso problema.

2.3.1 A geometria do passo da montanha

Tal como no capitulo anterior, uma sequéncia (u,) C H, ¢é dita uma sequéncia de
Palais-Smale no nivel ¢ € R, ou simplesmente uma sequéncia (PS). para o funcional
Jx, quando

/7

In(up) = c e Jy(u,) = 0€ (Hy) (2.6)

Se além disso qualquer sequéncia (PS)., (u,) C H,, possui uma subsequéncia que

converge forte em H, dizemos que Jy satisfaz a condigao (P.S)..

Lema 2.3.2 Seja (u,) C Hy uma sequéncia (PS). do funcional Jy. Entao (u,) €
limitada em (u,) C Hy e em H*(R?) .

Demonstragao. Usando (2.6) temos que, para n grande

1
oy 1J/’\(un)un <c+ 1+ |lup|x (2.7)

J)\(Un) —

Por outro lado,

1 1 1 1 1
i) = 3 ) = (5 - —) lual2 + (1 - —) [ onar 29

+1 qg+1 qg+1
- [ (Gu) = g e > (5= — )
s , Un q+1g y Up JUnp, = 9 q+1 Unp || )
1 1
— G(x,up) — ——g(x, u,)uy, dw—/ G(x,up) — ——g(z, u,)uy,)dx
(G~ ot wnade = [ (@)~ o)

Usando (2.2) e (2.3) temos que

//(G(x, ) — g, wnun ) = //(H(un) D hwude <0 (2.9)
U U

qg+1 g+1
e
/ (G, ) — —— gl up)u )dx—/ (Flu,) — —— f(u)u)dz  (2.10)
RS\U/ 9 n q + 1g b n n RB\U/ n q —"_ 1 n n .
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Assim, de (2.7) - (2.10) segue que

1 1
(5 57 (lunl} = ol < e+ 1+ s, (2.11)

Combinando (2.11) e o Lema 2.2.1 temos

1 1

(5 . m) Sollunll3 < ¢+ 1+ flunlls

o que implica na limitagao da sequéncia (u,). ®

Fixado j € {1,2, ..., k} considere o funcional I; : Hj(;) — R, dado por

Ii(u) = %/Q(|Vu|2 + Z(x)u?)dx + éll /Q puuidr — /Q H(u)dz. (2.12)

J

Observe que os pontos criticos de I; sao solugoes fracas do problema

—Au+ Z(z)u + dpgu = Pful +u® in  Qy,

u>0 in 0 (2.13)

79
u=20 in 09,
onde u é tal que u(x) =u(r) se x€Qeu(r)=0 se z ¢,
Procedendo de forma analoga ao capitulo anterior, verifica-se que I; possui a
geometria do passo da montanha. Considere o nivel do passo da montanha, ¢;, dado
por

o,y o)

onde
Ty ={yeC([0,1],Hy(Q;)) :v(0) =0 e L;i(v(1)) <0}.
Além disso, usando que h(s)/s* é crescente em (0, 00) e [30, Lema 4.1], podemos
caracterizar o nivel do passo da montanha, c¢;, associado ao funcional /; como

0<c¢ = inf  max[;(tu).
weH}(@)\{0} ¢20

Ainda mais, fixada uma fungao nao-negativa v; € Hj(€2;)\{0}, existe um tnico t5; > 0
tal que

max I;(tv;) = I;(ts,5v;).
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Lema 2.3.3 FEuiste 5, > 0 tal que, para todo B > B, temos

11\ 8!
¢ € (0, (5 — m) 72> para todo j € {1,2,....k},

onde S é a melhor constante de Sobolev na imersio H'(R3) — L9(R3).

Demonstragao. Pelos comentarios anteriores a este lema temos que
c; < I(tg,v;) paratodo je{l,2,.. k} (2.14)

onde tg; > 0 é tal que max I;(tvj) = I;(ts;vj). O ntmero tg; é caracterizado pela
equagao I(ts vj)v; = 0, ou seja,

/v(|ij|2 + Z(:v)vjz-)d:)s + t%,j /Q vajvjzdx = 5756’5’_].1/9

Q;

v?“dm%—té,j/ vSdz. (2.15)

J J
Para simplificar a notacdo sejam a;, b;, ¢; e d; (todas positivas) as integrais que apa-
recem em (2.15) respectivamente. Segue de (2.15) que a; + bjt} ; > d;t} ; e portanto

existe M > 0 tal que
tg; <M paratodo >0 e je{l,2,... k}.
Usando novamente (2.15) e a limitac@o de t3; obtemos

Q; < 5Cjt%’_jl + djt%d S Q; + bjMQ

-1

e portanto ﬁcjtqﬁ’j +djt%7j é limitado para todo # > 0. No entanto, este fato s6 acontece

se
lim ¢35 = 0.
5 B3

Usando entdo a continuidade de [; e (2.14) existe 37 > 0 tal que

< ! ! ki ara todo [ > (37 (2.16)
Cj - — ] — r . .
! 9 q+1) 2 P =

Para concluir a demonstragao do lema basta tomarmos . = max 3;. =
1<j<k

Lema 2.3.4 J, satisfaz a geometria do passo da montanha.
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Demonstragao. Pela defini¢ao da fung¢ao f temos que F(s) < %1/052 para todo s € R.

Assim,
Lo 1 2
Ia(u) = Sllullx+ 5 ¢u dz— | Gz u)dz
1
z—mM—/ M—/H
2 R3\U
1 2 q+1

> §HUH>\ - §Vofu|2 - m|“|q+1 - 6|u|6'

Como H, — L*(R3) para s € [2,6], existem constantes positivas C;, Cy e Cs tais que

BCz
5™

Ta(u) = 5 (1=l ull} —

1
— ngl\uHi

l\DI»—

Escolhendo vy > 0 suficientemente pequeno de modo que 1 — v5Cy > 0 e lembrando
que ¢+ 1 € (4,6), a desigualdade acima implica que existem r > 0 e o > 0 tais que se
||u||x = r, entao

Ja(u) > a.

Por outro lado, fixando v € C§°(U) nao-negativa, para t > 0 temos

1 1 3 1
T (to) = —42 2 —t4/ e — — gt a+1 4 __tﬁ/ 64
) = 5203+ gt [ owtde = Lot | pprttar - gt |

e portanto

lim Jy(tv) = —oc.
t—00

O limite acima implica que podemos escolher t > 0 tal que t > ol © Jy(tv) < 0,
mostrando a geometria do passo da montanha. m

Fixado A > 1 seja c) o nivel minimax do passo da montanha do funcional J, dado
por

— inf
ey = ngm max Ia(y(1))

onde

Iy={v€C([0,1,H'(R?):7(0)=0 e Jr(v(1)) <0}.

Lema 2.3.5 Fizado A > 1, existe B, > 0 tal que para todo § > B, temos

o (L 2 S5
aS\P\2 T 1) 2 )
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Demonstragao. Como Hj(2;) C H'(R?) e Jy(y(1)) = I;(7(1)) para v € T';,

temos que I'; C I'y. Assim,

— inf < inf = inf I = ¢
e ;gxgﬁ§JWWﬂ)_;gvgﬁ§%&ﬂﬂ) ¢gﬁgﬁﬁjhﬁh Cjs

ou seja ¢y < ¢;. Portanto, pelo Lema 2.3.3 temos

O<ey<e < ! ! ok
c Cj - | —.
A= =\2 gr1) 2

2.3.2 A condicao de Palais-Smale

Proposicao 2.3.6 Para cada N > 1 ec € (O, (% — qu1> S%) o funcional Jy satisfaz
a condig¢io (PS)..

Demonstracao. Seja (u,) C H, uma sequéncia (PS). para o funcional Jy. Pelo
Lema 2.3.2 temos que (u,) ¢ limitada em #,. Usando a reflexividade de H, podemos

assumir que

u, ~u em Hy, e H'(R? (2.17)
para alguma u € H,. Além disso,

u, —u em Lj (R¥, para r€][l,6) (2.18)

loc

U () = u(r) q. t. p. em R? (2.19)

Usando o fato que H, ¢ uniformemente convexo ( pois ¢ Hilbert) a demonstracao se
completa se mostrarmos que, a menos de subsequéncia, |[u,||x — ||ul|x. Este fato sera
demonstrado em varias etapas.

1% Parte: Dado € > 0 existe R > 0 tal que

/ [[Vu,|* + AV (2) + Z(z))ui]de < €/2 para n  grande. (2.20)
|z|>R

Para demonstrar (2.20) escolha R > 0 de modo que U C Bg(O) e considere uma
funcéo ng € C5°(R?,[0,1]) tal que, |Vng| < 2 com ng(z) =1 em |z > R e nr(z) =0

em |x| < %. Como w, := ngru, ¢ limitada em H, temos

on(1) = J3(up)w, = / (IVun > + AV (2) + Z(2))u2) nrdx (2.21)

]R3

+/ unVun-Vanx—l—/ qbunuianx—/ g(x, uy ) u,nrde.
R3 R3 R3
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Observe que, se z € U C Bg(()),
sg(z,s)nr(z) =0 paratodo seR
esex ¢ U,
sgle, $hu(e) = 57 (s)nu(e) < vos™na(e) paratodo s € R.

Usando (2.21), a positividade do termo nao-local e a observagao acima temos que

ANWMM%WWHJQM®WM§%/

uinpdr — / U, Vu, Vrdz + o0,(1).
R3 R3

(2.22)

Além disso, usando as desigualdades de Holder, Cauchy-Schwarz, a defini¢ao da fungao

ng e a limitagao de (u,), temos

C
< —.
R

/ U VU, Vnrdx
R3

Combinando (2.22), a desigualdade acima e o Lema 2.2.1 obtemos
C
= +0,(1) > / (IVun)® + (\V (2) + Z(z) — vo)ul)nrdz (2.23)
R3
> / (|Vu,|* + AV (2) + Z(x) — vo)uZ)nrdx
|z|>R
= / (IVun|* + AV (2) + Z(2) — vo)ul)da
lz|>R
>0 [ (Yl + (V(a) + Z(a))u o
lz|>R

A conclusao da demonstragao de (2.20) segue entao de (2.23) tomando n e R suficien-
temente grandes.

2% Parte: A sequéncia (v,) C [0,00) obtida da aplicagdo do Lema 2.2.2 & sequéncia
(u,) satisfaz

v, =0 paratodo n € N.

Para comegar, afirmamos que a sequéncia (1) é finita. De fato, como (u,) é uma

sequéncia (PS)., temos, para cada p € C5°(R?),

J;\(un)SO = 0n(1)‘

Fixemos ¢ € Cg°(R?, [0, 1]) tal que

el =1, @‘Bg(o) =0 e |Vyl <2
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Para cada j € N e e > 0 arbitrario defina ¢ (x) = ¢(*=2) onde (z;) C R? ¢ a sequéncia

€

do pontos distintos dada no Lema 2.2.2. Observe que a fungao ¢, satisfaz

Pelpe)) =1, @elpg@p =0 e [V <2/e

Como ¢, ¢ limitada em H, e (u,) é uma sequéncia (PS). do funcional J) temos
/ |V, ?pedr + / u, Vu, - Vodr + / AV (2) + Z(z))up.dx (2.24)
B B B
—I—/ Pu, U2 pcdT = / 9(x, up ) uppedr + o0, (1)
B B

onde B := By (x;).

Observando que
[0V + z@eds+ [ ouuede>0
B B
pois todas os integrandos envolvidos sao positivos e,
g(z,5)s < sh(s) = 357" +s° paratodo (z,s) € R* x RT,
segue de (2.24) que
/ |V |*pedr < B/ uZL+1goed$+/ ubpdr — / U, Vi, - Voedr + 0,(1). (2.25)
B B B B
Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Holder e a limitagao de (u,,) temos
2C
—/ Up Vg - Voedr < —up o B
B €
e assim podemos reescrever (2.25) como
2 +1 6 20
\Vup|*pede < B | ul™pcdr + | u,pcdr + —|uylop + on(1). (2.26)
B B B €
Fazendo n — oo em (2.26) e usando o Lema 2.2.2 obtemos
2C
/ oedu < / goedl/—i-ﬂ/ uT™ o dr + —|ulz 5.
B B B ¢
Novamente, pela desigualdade de Holder temos que
[uls,5 < |B|"*Juls = Creluls,s.

e portanto

/gped,ug/cpedu+6/uq+1g0€dx+5|u]6,3. (2.27)
B B B
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Como

¢e(z) = X{z;3(z) q.t.p. em B, quando € — 0,

onde xy,,} ¢ a funcao caracteristica do conjunto {z;}, temos, pelo Teorema da Con-

vergéncia Dominada de Lesbegue que

[edn>ute) =, [ pdvsvlamh =y o [ wtiode—o
B B B

quando ¢ — 0. Passando o limite em (2.27) quando ¢ — 0 e usando os limites acima

obtemos

p({z;}) <v; paratodo jeN (2.28)

O Lema 2.2.2 também nos da que
1/3 ,
p({x;}) = Sy;’",  para todo j.

Logo, se v; > 0 temos de (2.28) que v; > S%2, donde se conclui a afirmacdo, pois de

outra forma teriamos

o

Z 1/3
v, = 0
J

j=1

que é uma contradi¢ao com o Lema 2.2.2.
Para provar que v; = 0 para todo j € N usamos novamente que (u,) é uma

sequéncia (PS), para obter

on(1) + ¢ = I (tn) — —— T (t )1ty (% _ L) /Rg(yvun\?d;c (2.29)

q+1A qg+1

1 1 9 1 1 )
i (4 q+1) s Dun U + (2 q+1) /Rg()\v(x)ﬂLZ(x))undx

- /Rg[qulg(w, Up )y, — G(,uy)]dx.

Usando (2.2), (2.3), (V») e o Lema 1.2.1(ii) obtemos

(3 ) [ove s zeniaes (3 ) [Lowiar @)

2 atl g+1
+ / [—g(l', un)un - G<5U, Un)]dl'
R3

1 1 1 1
- — Mo/ wide — = — —— Vo/ u?dx
2 qg+1 R3 2 q+1 R3
1 1
2(———> (MO—I/[))/ uideO
R3
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Assim, por (2.29) e (2.30), temos

11 ,
o= <
(2 q+1) /Rg(|Vun| dx < c+ o0,(1)

e portanto, fazendo n — oo,

(% - L) u({z;}) < (% - L) /R du<c paratodo jEN.  (231)

q+1 q+1
A desigualdade (2.31) implica que v; = 0 para todo j € N, pois caso exista algum

Jo tal que v;, > 0, obtemos, de (2.28) e (2.31) que

11 11 2 T B
> (= - — > (- s> (2 — )92
°= (2 q+1)ﬂ({%})_ (2 q+1) i 2 (2 q+1)5

que ¢ uma contradicao. Assim v; = 0 para todo j € N e portanto, pelo Lema 2.2.2
temos que

[un|® = [ul® em M(R?).
Como consequéncia do fato acima, obtemos, da definicao de convergéncia fraca em

medida e da aplicacao do Lema de Brezis-Lieb que

u, —u em LY (R?).

loc

3% Parte: Observe que

lim g(z,up)upde — | g(x,u)udz. (2.32)

n—oo R3 R3

Com efeito, como u, — L7 (R3), r € [1,6], usando o crescimento de g(z,s) e o

loc

Teorema da Convergéncia Dominada temos que

/ g(x, up)upde — g(x,u)udx (2.33)
Br(0) Br(0)

para qualquer R > 0.

Dado € > 0 existe R > 0 tal que

€
c < —.
|ul2,Bg0) < v

Escolhendo R > 0 de modo que U’ C By(0), usando (V3), (2.20) e o fato que g(w, s)s <

vos? para z ¢ U e s € R temos

/ g(x,un)undx—/ g(z,u)udx S/ l/oufldx—i—uo/ u?dz
Bx(0) Bg(0) Bg(0) B (0)

< / (V> + (AV (2) 4+ Z(z))ul]dz + v|ulz 5 (o)
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Da desigualdade acima temos

lim sup ‘/ g(z, u,)upde —/ g(z, u)udz
n—00 c B%(O)

e como € é arbitrario segue que

<e

/ g(x, up)u,de — g(x, u)udz. (2.34)
B%,(0) B%(0)

Assim o limite em (2.32) segue de (2.33) e (2.34).
3% Parte: Conclusao:
No que segue, usaremos o fato bem conhecido que o limite fraco, u, da sequéncia (u,,)

¢ ponto critico do funcional Jy. Portanto J§(u)u = 0, ou ainda,

HuHi—i—/ ¢uu2dx:/ g(x, u)udz. (2.35)
R3 R3

Como (u,) ¢ uma sequéncia de Palais-Smale temos também que

| ||5 + / By, u2 dx—/ g(x, up)upde + o, (1). (2.36)

Aplicando liminf em (2.36), usando as propriedades do termo nao local e (2.35) ob-
temos que hrrgic}.}f |unls = |lull3, garantindo que ||u||2 é um ponto de aderéncia para
a sequéncia (|lu,||3), donde se conclui que, a menos de subsequéncia |u,|3 — ||ull3 e
este fato junto com u, — w implicam em u,, — u forte em Hy e em H'(R3). m

Teorema 2.3.7 FEziste 5, > 0 tal que para todo f > P, e A > 1 o problema (A))

possui uma solugcao positiva .

Demonstragao. Consequéncia imediata do Lema 2.3.5, da Proposicao 2.3.6 junta-
mente com o Teorema do Passo da Montanha aplicado ao funcional J,. m
Observacao 2.3.8 Os lemas 2.3.2, 2.3.3, 2.3.4 e a Proposicao 2.3.6 sao vdlidos para

0s funcionais 1;, 1 < j < k. Portanto vale o Teorema 2.5.7 para o problema limite
(2.13).

2.4 A condigao (PS)u.c

A seguir estudaremos o comportamento de um tipo de sequéncia, importante
na demonstragao do principal resultado deste capitulo e também para distinguir as

solugoes.
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Definigao 2.4.1 Dizemos que (u,) C H'(R?) € uma sequéncia (PS)s, se existe uma

sequéncia (N\,) C [1,00) com A\, — 0o quando n — oo verificando

U € Hy,, lim Jy (u,)=c e Jy (u,) —0.
n—oo

Proposigao 2.4.2 Seja (u,) C H'(R3) uma sequéncia (PS)u. comc € (0, (l - L) S%>.

Entao, a menos de subsequéncia, existe u € H*(R?) tal que
u, —~u em H'Y(R?).
Além disso:
(1) l|un, —ullx, = 0 €, em consequéncia disto, u, — u em H*(R?);
(i) u=0 em R*\ U e uy € uma solugio nao-negativa do problema (Py);

(111) a sequéncia (u,) também satisfaz:

/R3 AV (2)uidr — 0, (2.37)

[unll, g0 = O, (2.38)

Hm”in b / (|Vu|2 + Z(a:)u2) dz, (2.39)
’ U

Iy, () = I (u) (2.40)

onde,

1 3 |
_ 2 2 - 2 . q+1 )
IU(u)—/U(|Vu| + Z(z)u )dx+4/Ugbuu dx /U(q—l—1u+ +6u+> dz.

Demonstracao. Seja (u,,) uma sequéncia (PS) . com ¢ € (O, (% - qul) S%). Usando
o mesmo raciocinio apresentado na demonstragdo do Lema 2.3.2, temos que (u,) é li-

mitada em H'(R3) e portanto, a menos de subsequéncia, podemos assumir que
13
u, —~u em H (R%).
Além disso, pelos teoremas de imersao temos,

u, —»u em L (R®), s¢€][l,6),

loc

e também

Un(x) = u(r) q. t. p. em R®
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Para cada m € N defina o conjunto
3 1
Vm=qx€eR :V(z) > —7%.
m

Usando (Z) e a definigao de V,,, temos,

/ uidr < )\E/ AV (z)uZdr < )\ﬂ AV () + (Z(2) + | Z(2)|) uida
m n m n R3
m m
<3 (Il + [ 1Z@Hddr) < 3 Qluld, + Milua ).
n R3 n

Como Hy, — L*(R?) a desigualdade acima implica que

/ uidm <

Assim, do Lema de Fatou e da limitagao da sequéncia (||u,||»,) obtemos

|3

Cm
(14 CLMY)[|un3, = ~

lunll3,-

>~

/ u?dx =0 paratodo m €N,

o0

implicando que u = 0 em V}, e, consequentemente em R?\ = U V,n. Com este fato
m=1
podemos demonstrar (i) — (iv).

(i) Observe que

T (1)t — 1) — T}, () (1t — ) = [t — w2, + / (Gt — utt) (1 — )z

An
(2.41)
~ [ () = @)~ iz = [ (Flun) = F))(w, - 0)da
U’ R3\U'
Usando as propriedades do termo nao-local (Lemma 1.2.1) podemos observar que
A, = qﬁunuidas + dpuldr — OuUly — Ou, Upudx (2.42)
R3 R3 R3 R3

= | ¢y uidr — [ ¢ utdr +o0,(1)
R3 R3
— / Gu, —u (U — w)2dx + 0, (1).
RS
Se mostrarmos que

lim Jy () (tn —u) = lim Jy (u)(u, —u) =

n—oo n—oo
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lim [ (h(u,)— h(uw))(u, —u)dz =0

n—oo U/

entao (i) segue de (2.41), (2.42), e da aplicacao do Lema 2.2.1.
De fato, como u = 0 em R*\U’, f(0) = 0 e f(s)s < vys® para todo s € R obtemos

/ (f(un) — f(uw)(up, —u)de < VO/ [y, — ul*dz < volu, — ul3.
R3\U’

R3\U’

Dali,
on(1) =t = ull, + [ Gumalin = wPde— [ () = F(w) e~ )
R3 R3\U’
> |lun = ull3, = volun —ulz > dollun — ull3,.
A desigualdade acima claramente implica que
lim [lu, —ul]3, =0
n—o0

Usando argumentos anélogos & demonstragao da Proposi¢ao 2.3.6 temos que u,, — u

em L9

6 (R3) de assim temos que

/U,(h(un) — h(w))(u, —u)dz = o0,(1).
Usando que (||uy]/»,) é limitada temos
| T3, () (= )| < 15, () [ (s, + ln,) = 0.
Por fim, para demonstrar que J§ (u)(u, —u) — 0 basta observar que

Iy, (w)(uy —u) = / (Vu-V(u, —u) + Z(z)u(u, — u)) dz

U/

+ . duu(u, —u)dr — / h(u)(u, — u)dx

/

e valem

/U, (Vu - V(u, —u) + Z(x)u(u, —u))dr — 0,

pois u, — u em H'(R?) e a aplicagao

v — / (Vu - Vo + Z(z)uv) dx
U/
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define um funcional linear continuo em H'(R3). Além disso, pelas propriedades do
termo nao-local ¢, temos que
. Gut(u, —u)dr — 0.
Isto completa a demonstragao de ().
(ii) Como u € HY(R?) e u = 0 em R\ Q temos que u € HZ(Q) e portanto
uly € HY(U). Usando que
u, ~u em H'(R®) e J§ (u,)p — 0 paratoda o€ C(U),

obtemos que

/ (Vu-Vo+ Z(x)up) dr + / duupdr — / g(z,u)pdr = 0. (2.43)
U U U

Como g(z,u) = h(u) em U, (2.43) nos diz que u|y é solugdo do problema (F;) para o
caso em que U = ();.

Por outro lado, se ¢ # j, tomando ¢ = u|g, em (2.43) obtemos

/Q(waJrZ da:—i—/ Py de—/ f(u

K3

Dai, pela positividade de ¢, temos,
A Iy s
Q; Q;

HUH?\Q - VO\U@&. <0.

e, consequentemente,

Assim, pelo Lema 2.2.1 obtemos,
dollullXe, < llull3q, — volulsq, <0,

provando que u|g, = 0 para i # j e, consequentemente, u = 0 em R? \ Q.
(i17) Para demonstrar (2.37) observe que V. =0em U e u = 0 em R3\ U. Assim,

usando (Z) e a imersao Hy, < L*(R?) temos,
/ AV (2)uide = / AV (2)uide = / AV (@) |y — ul*de
R3 R3\U R3\U
< / (19 (e — 0)? + 0V (@) + Z(2) + |Z(2)])n — uf?) d=
R3
~ =l + [ 2@~ s
RS

< Hun - u“in + M1|un - u|§

< (1+CM) ||u, — uHin
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Portanto usando (7) e a desigualdade acima, o limite (2.37) segue.

Para demonstrar (2.38) basta usar novamente (7) na desigualdade abaixo

HunHin,Rl"\U = |lun — u”in,R3\U

< [lun = ull3, -

Para provar (2.39) observe primeiro que v = 0 fora de U e V =0 em Q . Logo

ol = [ (1l + ZG02) o+, =l o

Assim, (2.39) segue diretamente da igualdade acima e de (7). Para provar (2.40) observe
primeiro que
I, (un) = / (|Vun > + MV (2) + Z(2))uide + / (IVun > + AV (2) + Z(2))uldz
v’ R3\U’
1
+ - | ¢y, undx —/ G(z, uy,)dz.
4 R3 R3

Usando agora os itens anteriores, as propriedades de ¢, e a definicao de G temos

/U,(\Vun]Q + (MY () + Z(2)uide — /U(|Vu|2 + Z(z)u?)dz,

/ (IVunl? + V(&) + Z(2))ida — 0,
R3\ U’

1 1
- w, UndT — — wud
1 /RS Ou, Undx 1 /Ugb udx
e
/ G(z,u,)dr — [ ( (up) ™ + (u+)%)da
R3 v g+l
Portanto, os trés limites acima implicam que
Ix, (un) = Iy(w).
[ ]

2.5 A limitagao das solugoes do problema (A))

Nesta secdo, estudaremos a limitacio das solucdes de (A,) fora de U', com a

finalidade de mostrar que solugoes de (A,), no caso em que \ é suficientemente grande,
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sao na verdade solugoes de (Py). Para isto, adaptaremos argumentos encontrados em
Chabrowski & Szulkin [24] e um manuscrito de autoria de Xiang-Dong Fang & Zhi-Qing
Han.

Proposicao 2.5.1 Seja (uy) uma familia de solugdes positivas do problema auziliar
(Ay) tal que
1 1
sup {Jn(uy)} < (= — —— ] ¥~
A;f{ ")} (2 q+1>
Entao existe \* > 1 tal que

[ur| o g\ < @, para todo A > A"
Portanto, uy € solugao do problema (Py), para A > \*.
Antes de provar a proposicao acima precisamos de dois resultados. O lema abaixo
¢ uma versao de [19, Teorema 2.3| (ver também |4, Proposigao 3.8]|).

Lema 2.5.2 Sejam b : RY — R, uma fun¢ido mensurdvel e g : RY x R — R, uma

funcdo satisfazendo a sequinte propriedade: para cada v € H'(R3) nao negativa, existe
~ N N

uma fungio h € Lz (RY) tal que

g(z,v(x)) < (Cy + h(z))v(z), para todo x € RN,
onde Cy > 0. Sev e H(RY) ¢ uma solugio fraca da equagdo
—Av+b(x)v = g(z,v) em RY,

entao v € LP(RN) para todo 2 < p < 0o. Mais ainda, existe uma constante
Cp,=C(p,Cy, h) >0 tal que
|vlp < Cpllv]]

Além disso, se (vy,), (bp) e (hy) satisfazem as hipdteses acima e hy — h em L2 (RN),

a sequéncia Cp, = C(p, Cy, hy) € limitada.

Lema 2.5.3 Sejam h € LY(RY) ndo negativa onde ¢ > 5, b: RY — RT mensurdvel

ev € HY(RYN) uma solugdo fraca nao negativa da equagao
—Av +b(z)v = g(z,v), em RY (2.44)
onde g : RN x R, — R, satisfaz
g (z,v(z)) < h(x)v(z) para todo =€ RY.

Entao dado xq € R? existe p > 0 tal que

sup v(z) < M / lv
By (o) Bap(z0)

1

2*) i : (2.45)
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onde M = M(q,h,p) > 0. Em particular temos que
[V]oe < M|[v]].

Mais ainda, se vg, by e hy satisfazem as hipdteses acima e (|hy|,) € limitada, entao as

constantes My = M (q,|h|x, p) em (2.45) (substituindo v por vy) sao limitadas em k.

Demonstragao.
Seja ¢(x) = n(z)*v(x)vy(z), onde vy (z) = min{|v(z)|*L, L}, 3 >1e L >0
sao constantes e n € C1(RY,[0,1]) é uma fungao com suporte compacto. Um calculo

simples nos da que

Vo = 2oV + n* o Vo + Xqe-1<ny (8 — D)oo > n*V([v]).

V¢ - Vv =n*vr|Vo|* + 2nvv V- Vo + X{jvjp-1<r} (B — 1)n2v|v|ﬂ_2Vv -V (|vl])
(2.46)

onde x4 denota a fungao caracteristica do conjunto A. Observando que V(|v|) = Vv

obtemos que

/R3 Xqpfe-1<ry (8 = D)iPolo]P V- V(o] )da > 0.
Usando ¢ como fungao teste na equagao (2.44) segue de (2.46) e da observagao acima
que

/ 7721)L|Vv|2dx+/ QUUULVn-VdeS/ hl|v*n*vpda. (2.47)
RN RN RN

Como vy, >0 e

1
§]Vv\2n2 < |Vul*n? + 2noVn - Vo + 20%|Vn|?
temos

1

—/ |Vv|27721}Ldm§/ |Vv|2n2dex+2/ nuvr,Vn - Vodx
2 RN RN RN

+2/ v?ur | Vn|2da.
RN

Assim, por (2.47) obtemos que

1
—/ |Vv]2n2dex§/ h|v|2772de:U+2/ v?ur|Vnide. (2.48)
2 RN RN RN
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Fazendo L — oo em (2.48) obtemos

1
—/ |Vv|2772|v|ﬁ_1dx§/ h|v|ﬁ+1n2dx+2/ |7 | V| 2da
2 RN RN RN

e, usando a substitui¢do w := |v| Berl, reescrevemos a desigualdade acima como
2 2
— Vw|*dr < 2/ w?|V 2da¢—i—/ hw*n*dz. 2.49
eyl AR B (2.49)

Agora, usando (2.49) e a desigualdade abaixo
[V (w)[* < 20*|Vw|? + 2w®|Vnl?
obtemos que

/RN |V (qw)|Pde < (B + 1)2/ hw’n?*dx (2.50)

RN

+2((6+1)2+1)/

w?|Vn|*dz.
RN

Segue entao, das desigualdades de Sobolev e Holder, combinadas com (2.50) que

N—-2

s([ ooras) " < apinl, ([ o) g (251)

+2((B+ 1)+ 1)/ w?|Vn|*dz
RN

1,1
onde s T = 1.
No que segue, fixe zp € RY e considere mais especificamente, n € C1(R¥, [0, 1])

tal que n(z) =1 em B, (79), n(z) = 0 em R3\ B,,(x9), |Vn(z)| < =2, 0 <1 <1y,

— r2-T1

ro — 11 < 1. Assim, (2.51) pode ser reescrita na forma

1 1
*

/ ) dz go(5+1)/ e +01M/ wpPde |
By, (z0) Br, (z0) (ro —71) By, (20)

Usando novamente a desigualdade de Hoélder e o fato que ro — 1 < 1 obtemos que

3 &
. 1 "
/ lw|* dx < OgM / lw[*? da
B’"l (IE()) (T2 - Tl) Br2 (900)

e dai, voltando a funcao v pela equacao w := |v|% obtemos

B'rl ($0)

W i m
25 gy < (C3M) o / o]+ dy )
(rg —11) By, (0)
(2.52)
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Como q > % temos que o = %ql > 1. Assim, tomando 5+ 1 = 20 em (2.51) obtemos
1

7 Cs20 \ 7 2
* U e *
/ lv|* 7 dx < < > ) / lv|* dx .
By, (z0) ro — T Bry (z0)

Para iterar a desigualdade (2.51), faga s, = p(1 4+27™), r1 = Sy, T2 = Spm_1 €

From=T
* m—1
2*%o dI
Por indugao sobre m obtemos que

L 00\ St & >

* M Fom =2l m g *

(/ lv[*? dx) < (—3> (20) %=1 27 / |v[* dx
By (20) P B (zo)

para cada m > 1. Como sg = 2p, s, — p e 0 > 1, concluimos, da desigualdade acima

substitua 8 + 1 por 26™, m =1,2,---. Dai temos

1 1
* __m 2%o™m 20 o m _m
(/ lv 2o dx) < <_3) 257 (g)o / lv
By (z0) p Bs,,_, (z0)

que existe uma constante constantes M > 0 ( que depende de p) tal que

b
sup |v(x)] < M / Jv|* (2.53)
By (o) Bap(z0)

Por fim, observe que se a sequéncia (|hg|,) ¢ limitada, segue de (2.51) que quando

tivermos v no lugar de v em (2.53), as constantes M, = M(q, |h|x,p) podem ser

tomadas uniformemente limitadas em k. =
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Demonstragao da Proposicao 2.5.1

Seja (A\,) C [1,00) uma sequéncia qualquer com nh_}rlolo An = +00. Denote por
un(x) := uy, () a solugdo positiva de (A,), obtida pela aplicagdo do Teorema 2.3.7,
para A = \,. Segue das hipoteses que (u,) é uma sequéncia (PS). e portanto, pela

Proposicao 2.4.2, existe u € H'(R3), com v = 0 em R3\ U tal que
u, = u em H'(R?).

Com a finalidade de usar o Lema 2.5.3 (com N = 3 e 2* = 6) mostraremos que g
satisfaz a condigdo de crescimento requerida. Para tal, usando (2.4) temos a seguinte

estimativa:
g(r,s) < h(s) =Bs1+5° < Bs+ (B+1)s° paratodo (x,s)€ R*x [0,00).

Assim, g(z,un(x)) < (B8 + ho(2))un(z), onde h,(z) = (B + 1)ut(x). Observe que
hy € L2(R3) e hy — h:= (B + 1)u* em L2 (R3) pois H'(R3) — LS(RY).

As conclusoes acima implicam que as hipoteses do Lema 2.5.2 sao satisfeitas pela
equagao (A,,) e portanto u, € L"(R?) para todo 2 < r < oo.

Podemos reescrever (A,,) como
—Auy, + (A V(2) + Z(2) — v + du,, )un = g(z,upn) — vouy, = g(x, uy,).

Usando (2.4), temos que  g(x,t) = g(x,t) — vot < h(t) — vt = Bt? + t5 — vyyt. Como
3 < q <5, existe C >0 tal que g(z,t) < Ct° paratodo (z,t) € R® x R. Assim,

g(z,u,) < C|un|5 = hn()[un|

onde h,(z) := Clu,(x)[*. Observe que h, € LI(R?) com ¢ > 2 desde que ¢ = % e
r > 6. Além disso, usando o Lema 2.5.2 e o fato que u,, — u em H'(R?) temos que a
sequéncia (|hy|x) é limitada em n.

Segue entao da observacao anterior e de (V3), que estamos nas hipoteses do Lema
2.5.3. Assim dado qualquer 2 € R3\ U’ e escolhendo p > 0 tal que 2p < dist(U’, 99)
temos, por (2.45) (substituindo v por u,), que

1
6
sop [ <M ([ k) < Ml
B(z0,2p)

B(z,p)
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Como u, — 0 em H'(R?\ U) a desigualdade acima implica que existe n, € N tal

que

up(z) < a, paratodo zeR*\U e n>n,.

Finalmente, como a sequéncia (A,) C [1,00) foi tomada arbitrariamente, segue o re-

sultado.

2.6 Demonstracao do Teorema Principal

Demonstragao do Teorema 2.1.1 Para g, > 0 fixado no Lema 2.3.3 seja u) a

solugao do problema (A,) dada pelo Teorema 2.3.7. Como, para todo 5 > [,

3

1 1
J = <|(=———|92,
A =iet < (5= 55)

podemos usar a Proposi¢ao 2.5.1 para garantir que existe A\, = A\.(f.) > 1 tal que,
para todo A > A, uy € solugao do problema original (Py).

Para demonstrar a segunda parte do teorema considere uma sequéncia (\,) C
[As, 20) tal que A, — oo quando n — oo e considere u, := uy, a solugao de (P,) para

A= \,. Como

11\ &S:
J n) = < |=——— ) — nparatodo eN
M (Un) = e, (2 q+1>2 par n
podemos assumir que, a menos de subsequéncia, Jy, (u,) — ¢ € (0, (% — qu1> S

quando n — oo, donde, (u,) é uma sequéncia (PS). nas hipoteses da Proposigao
2.4.2. Assim, existe u € H'(R?) tal que u,, = wem H'(R*), u=0em R*\ U e uy é

uma solucao de energia minima para o problema
—Au+ Z(x)u+ ¢u = Bu? +u°, em U,

(Fv) —A¢ = (u)?, ¢€ DY (R,
u =0, em OU
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Apéndice A

Propriedades do termo nao-local

Neste apéndice, apresentamos as principais propriedades do termo nao local ¢, e
damos uma demonstracao do Lema 1.1.1.

Dada u € H'(R?) considere o problema

—A¢ = u?, em R3,

(A.1)
¢ € DM?(R3).

também conhecido como equacao de Poisson. Uma aplicacao direta do Teorema de
Lax-Milgram garante que, para cada u € H'(R3), existe uma tnica ¢ = ¢, € DV?(R?),

solugao de (A.1). O termo ¢, é tambem chamado de termo nao local.

Para cada u,v € L5 (R%) dados, considere o funcional linear h : DY2(R?) — R

definido por
h(w) = / wuvdz
R3

Como D'?(R?) < L5(R?), h esta bem definido e, pela desigualdade de Holder, obtemos
h(w) < fwlelulzlolsz < Cllwlyalulslo]s,

donde se conclue que h ¢ continuo e [|h[| < Clufsz|v]12. Segue entdo, do Teorema de
Riesz que existe um tnico ¢ € DV?(IR?) tal que

Vi - Vwdr = / wuvdr para todo w € DV?(R?) (A.2)

R3 R3
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e, além disso, [|¢]12 = ||h]|. Veja que ¢ = 1, € solugdo fraca da equagdo de Poisson

—AY=uv em R3 Podemos entao definir a aplicacdo
B: L% (R% x L5 (R¥) — DY?(R?) (A.3)
(u,v) = B(u,v) = Py,
Observe que B ¢ bilinear, simétrica e vale
1Bt vz = ]z = Al < Clul s [o]2 (A4)
e portanto B é continua. Usando a aplicacao B podemos definir a forma quadri-linear
a: (L?(R3)>4 — R dada por
a(u,v,u,vy) = /3 uv1 B(u, v)dz.
R
Observe que a aplicagao, a, é limitada e possui as seguintes propriedades de simetria
(S1) a(u,v,uy,v1) = a(v,u,vy.uqp),
(S2) a(u,v,uy,v1) = a(ug, vy, u,v), isto é
[ s = [ G Vs = [ it
R3 R3 R3
Podemos agora, usando as propriedades da aplicacao B, interpretar o termo nao
local com sendo a aplicacao
¢: L3 (RY) — DY*(RY) (A.5)
u— o(u) = ¢, := Blu,u).
Desse modo, ¢,, = 1, €, como B é bilinear e continua, temos as seguintes propriedades:
(i) ¢y & de classe C® e ¢ (u)v = 2B(u,v),

(i) para cada u,v,w € L5 (R?) temos

/vwgbudx:/ V%,w-ngud:E:/ uzwvywdx
R3 R3 R3

Considere agora o funcional J : L5 (R%) — R definido por J(u) = sa(u, u, u,u).

Segue entdo, da defini¢ao de a e das propriedades (S1)-(S2) que J é de classe C™ e:

1 /
J(u) = 1/ puldr e J (u)v = g uuvdz.

Demonstragao do Lema 1.1.1
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(i)

Usando a defini¢ao de ¢, e (A.4) temos que
161112 = 1B (u, u) 12 < Clul..
Além disso, como ¢, é solucao fraca de (A.1), temos
[ IVod =10, < Iullul 2luls < Clull.
O item (ii) é uma consequéncia imediata do principio do maximo.
G = B(tu,tu) = t2B(u,u) = t2¢,,.

Seja u, — u em H'(R?®) e tome v € C°(R?). Segue da definigao de ¢, e da

desigualdade de Holder que

V(6w — ) - Vods / (2~ ?)ude = / (2 —Dvdz  (A6)

R supp(v)

1/2 1/2
< v]loo (/ (un — u)zdx> </ (un + u)zdx) :
supp(v) supp(v)

Como (u,) é limitada e u, — w em L?*(supp(v)), fazendo n — oo em (A.6)

]R3

obtemos que
/ V(¢y, — ¢u) - Vodr — 0 para toda v € C5°(R?).
R3

Por densidade, concluimos que ¢, — ¢, em D?(R?). Segue também da con-

vergéncia acima que ||¢,||2, < liminf ||@y, |55, ou seja,
’ n—00 ’

2 B 2
ppudr <liminf [ ¢y, u; dz.
R3 n—o0 R3

Fixado € > 0 considere M, > 0 e uma fungao de corte 7. € C5°(R?, [0, 1]) satisfa-
zendo

n=1 em |z|]<M. e n.=0 em |z|>2M,
de modo que w = un, satisfaz |w — u|% < ee|w(z)| < |u(z)| para todo x € R3.
Como u,, — u em H'(R?) existe K > 0 tal que |u, — ulz < K e luz < K.

Pelas propriedades da aplicacao a temos:

(U, Uy, Uy, ) — AUy Uy, Uy U) = A(Upyy Uy, Uy — Uy ) (A7)

= a(Up, Up, Uy — U, U — W) F AUy, Upy Uy, — U, W);
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|a(tn, Up,y Uy — u,u — w)| < ]un|21?2\un — u|1?z\w — u|1?z < K% (A.8)

la(tpy, U, Uy — u, w)| < / Gu,, |Un — ul|w|dz (A.9)
R3

:/ Su [t — u||w|dz
supt(w)

< |un|%2 |w|%|un N U|L%(BZIVIE(0)).

Usando, (A.7), (A.8) e (A.9) obtemos que

lim sup |a(t, n, Un, w) — @(ty, Un, u,u)| < 2K para todo € > 0.
n—o0

e daf segue que
Hm (@, Up, U, @) — a(Up, Up, u,w)) = 0. (A.10)
n—o0

Assim, da defini¢ao de a e da convergéncia fraca ¢,, — ¢, obtemos,
lim Ou, Upudr = lim ¢unu2d:€ = lim gzﬁuuzdx.
n—oo [p3 n—00 Jpr3 n—=0o0 JRr3
De modo anélogo ao caso acima mostra-se que
lim a(uy,, Uy, u,w) = lim a(u,, u, u,, u) = a(u, u, u, u). (A.11)
n—oo n—oo

Usando as propriedades (S1) e (S2) temos:
AUy — Uy Uy — Uy Uy — Uy Uy, — W) = AUy, Uy Uy, Uy) + @, u, w, w) (A.12)
— da(tp, U, U, u) — da(u, u, u, uy,)
+ 2a(up, w)n, u, u) + da(,, u, Uy, u).
Agora, (A.10) e (A.11) implicam que
a(u, u, u, ) — 4a(ty, Uy, Up, w) — da(u, u, u, u,) (A.13)
+ 2a(Up, u)n, u, u) + 4a(t,, u, u,, u) = —a(u, u, u,u) + o, (1).
Portanto, de (A.12) e (A.13) segue que
AUy — Uy Uy — Uy Uy, — Uy Uy, — U) = AUy, Uy, Upy, Uy ) — @, w0, u, w) + 0, (1)
ou seja,

Blun—u) (Un — u)2dx = / qbunuidx — dyuidr + on(1).
R3 R3 R3

(vi) m



Apéndice B

Resultados gerais

B.1 Resultados de convergéncia

Lema B.1 (Lema de Brezis-Lieb, 1° versao) Seja (u,) C LPF(RY), 1 < p < oo,

uma sequéncia limitada em LP(RY) e tal que u,(z) — u(z) ¢.t.p. em RY. Entao

T (Jualf — it — uff) = Jul?

REFERENCIA: Kavian [31], pag. 10.

Lema B.2 (Lema de Brezis-Lieb, 2° versao) Seja (u,) C LP(RY), 1 < p < oo,
uma sequéncia limitada em LP(RY) e tal que u,(x) — u(z) q.t.p. em RYN. Entdao

u, = u em LP(RY), ou seja,

/ upvdr — uvdzx
RN RN

para toda v € LY(RY), onde 119 + é =1.

REFERENCIA: Kavian [31], pag. 11.

Lema B.3 (Lema de Fatou) Seja (u,) uma sequéncia de fungées mensurdveis e po-

sitwas. Entao
/liminfun(a:)d:c < hminf/un(x)d:n.
Q Q

n—oo n—0o0

REFERENCIA: Kavian [31], pag. 09

Teorema B.4 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (u,) C

LY(Q) uma sequéncia de funcoes que satisfaz
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(i) un(z) = u(x) q.t.p. em ,

(ii) existe g € L' () tal que para todo n, |u,(z)| < g(z) ¢.t.p. em Q.
Entao u € L'(Q) e |u, —ul; — 0.
REFERENCIA:  Brezis [17], pag. 42.

Teorema B.5 Sejam E um espago de Banach reflexivo e (u,) uma sequéncia limitada

em E. Entdo existe uma subsequéncia (un;) que converge fraco para alguma u € E.

REFERENCIA: Brezis, [17], Teorema 3.18, pag. 69.

B.2 Teorema do Passo da Montanha

Teorema B.1 (Teorema do Passo da Montanha sem a condigao Palais-Smale)
Seja E um espago de Banach e I € C'(E,R), com I(0) = 0 satisfazendo:

i) existem o, p > 0 tais que

I(u) >« para todo ||u|| = p,

it) eziste e € E tal que |le|| > p e I(e) < 0. Entao existe uma sequéncia (u,) C E
tal que
I(u,) —c e I'(u,) >0€F

onde

0 < ¢ = inf I(~(t
¢ = Inf max (v(1))

I'={ye (0,1}, E) : 7(0) = 0,7(1) = e}.

REFERENCIA: Willem, [30], Teorema 1.15, pag. 12.

Teorema B.2 (Teorema do Passo da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz)
Sob as hipdteses do Teorema B.1, se I satisfaz a condigao (PS),, entao ¢ é um valor

critico de 1.

REFERENCIA: Willem, [30], Teorema 1.17, pag. 13.
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B.3 Principio de concentracao-compacidade de Lions
Lema B.1 (Segundo lema de concentragao de compacidade) Seja (u,) uma sequén-
cia limitada em D%“?(R3) tal que

u, —~u em DY(R?),

lu,|* = v em M(R?),

Vun|> = p em M(R?)
onde u € DV2(R3) e, v e pu sao medidas finitas nao-negativas em R3. Entdo

i) Existe um conjunto contdvel J, uma familia {x;,j € J}de pontos distintos do R?
] 33

e uma familia {v;,j € J} de nimeros nao-negativos tais que

v=|ul* + Z Vjlg,-

jeJ
onde 0, € a medida de Dirac concentrada em x.

(11) a medida p verifica
> v+ S,
jeJ
para alguma famdlia {p;;j € J}, p; > 0 satisfazendo
pi = S(y)*

Em particular

> (1) < 0.

jeJ

REFERENCIA: Struwe [29], pag. 42.

B.4 Multiplicadores de Lagrange

Teorema B.1 (Teorema dos multiplicadores de Lagrange) Sejam X um espago
de Banach, J,¥ : X — R funcionais de classe C' e

M={ueX: :¥(u) =1},

com V' (u) # 0 para todo w € M. Se J é limitado inferiormente em M e existe ug € M

verificando

J(ug) = ulélj\% J(u)
entao existe X € R (chamado de multiplicador de Lagrange) tal que

J (ug) = AV’ (ug).

REFERENCIA: Kavian [31], Proposicao 14.3, pag. 55.
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