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Resumo

Neste trabalho, estudamos existéncia de solucao positiva para uma classe de equagoes elipticas
semilineares em um dominio limitado suave, com condicao de fronteira de Dirichlet, tanto com
termos nao-lineares mudando de sinal, quanto com termos com pequenas perturbagoes. A fim
de obtermos solugao positiva, no primeiro caso, usamos uma versao do Teorema do Passo da
Montanha para Espagos de Banach Ordenados. No segundo caso, o termo principal estd sob
condicoes que garantem a aplicacao do Teorema do Passo da Montanha usual e o termo de

perturbagao nao requer nenhuma hipétese.

Palavras-chave: Equacoes elipticas semilineares, método variacional, Teorema do Passo da

Montanha, espacos de Banach Ordenados.



Abstract

In this work, we study the existence of positive solutions for a class of semilinear elliptic
equations in a smooth bounded domain, with Dirichlet boundary condition and non-linear terms
changing sign as well as with small perturbations. In order to obtain the positive solution, in the
first case we use a version of the Mountain Pass Theorem in Ordered Banach spaces. In the second
case, the main term is under assumptions that guarantee the application of the usual Mountain

Pass Theorem and the perturbation term does not require any hypothesis.

Keywords: Semilinear elliptic equations, variational method, Mountain Pass Theorem, Ordered

Banach space.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas na dissertacao.

e  denota um dominio limitado de R";

e || denota a medida de Lebesgue do conjunto €2;

o (' (1, (s, ... denotam constantes positivas, possivelmente deferentes;
e [ 1 denota o final de uma demonstracao;

e — denota convergeéncia fraca em um espago normado;

e supp(u) denota o suporte da funcao u;

o Vu = %, ey ﬁ denota o gradiente da funcao u;
0:751 (’)xN

N

0%u

e Au = Z 922 denota o laplaciano da funcao u;
i=1 0

o [P(QQ) = {u:Q—>R;/]u|pdx<oo}, em que 1 < p < ooe CRYéum conjunto
Q

1/p
lull, = ( / |u|pdx) ;
Q

e () denota o conjunto das fung¢oes mensuraveis que sao limitadas quase sempre em 2

mensuravel, com norma dada por

com norma dada por

| t]|oo = Inf{C > 0; |u(x)| < C quase sempre em Q};



e (C'(Q) denota o espago das fungoes continuas em 2 e Cy(€2) denota o espago das fungoes

continuas de suporte compacto;

e C*(Q), com k > 1 inteiro, denota o espaco das funcoes k vezes continuamente diferencidveis
em e C*(Q) = mk21 CH(Q);

o C5°(02) = C(Q) N Co(Q);
e Para 1 < p < o0,

g1, ..., gn € LP(Q)) tais que

WhP(Q) — c LP(Q ,
Q) =quelr(@)) [ 9y /gz«p Vo e OX(Q), Vi=1,....n
Q

U = —
Q 0z,

1/p
lulls, = ( [owur +u2>da:) ;
Q

e W,*(€) denota o completamento de C5°(€2) com respeito a norma de W1?(Q)

com a norma dada por

o H\(Q) =W %(Q)

e Para m > 2 inteiro e 1 < p < o0,

ou
ﬁa:i

WmP(Q) = {u e W hr(Q) ; € W™ bP(Q) para todo i = 1,..., N} )

com a norma dada por

lllmp =" I1D%ullp-

0<|a|<m

X1



Introducao

Neste trabalho, primeiramente estudamos questoes relacionadas a existéncia de solucoes

estritamente positiva para equacgoes elipticas semilineares da forma

— Au= f(z,u), em
u =0, sobre 0f2,

(1)

em que o termo ndo-linear é continuo sobre Q x [0,00) e pode mudar de sinal, Q é um dominio
limitado de RN com fronteira 9 suave e N > 1.

Usando o método variacional, pode-se associar ao problema um funcional de classe C*
para o qual pontos criticos correspondem a solugoes do respectivo problema. Quando o funcional
associado possui a geometria do Passo da Montanha, o usual Teorema do Passo da Montanha
devido a Ambrosetti-Rabinowitz (ver [I]) garante a existéncia de uma solugdo nao-trivial para
o problema . Além disso, se f(x,0) = 0, entdao estendendo a aplicagdo convenientemente e
aplicando o Principio do Maximo Forte é possivel garantir a existéncia de solucao estritamente
positiva.

Quando f(z,s) é impar com respeito a s, o método da variedade de Nehari encontrada em
Willen (ver [§]) também ¢é valido para obter uma soluc@o positiva. Uma outra abordagem, usada
por Liu e Sun (ver [I4]) é usar um espaco invariante de fluxo descendente. Entretanto, neste
trabalho, os estudos sobre solugao positiva do problema seguem o artigo [I1] de Kajikiya como
referéncia. Em tal artigo, Kajikiya prova a existéncia de solugao positiva quando f(z,0) # 0 ou
f(z,s) ndo é impar. Para isso, ele estabelece uma nova versao do Teorema do Passo da Montanha,
aplicada sobre espacos de Banach Ordenados, também definidos por ele.

Num segundo momento, também considerando € um dominio limitado de RY com fronteira
0 suave e N > 1, estudamos questoes relacionadas a existéncia de solucao positiva para equagoes

elipticas semilineares da forma

— Au= f(z,u) + Ag(z,u), em

(2)
u =0, sobre 0f2

em que as aplicacoes f(z,5s) e g(x,s) sdo continuas sobre Q x [0,00), f é dito termo principal e
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tem uma estrutura do Passo da Montanha, g é dito termo de perturbacao e é livre de condigoes,
e ainda, |A| é suficientemente pequeno.

Nesse caso, usamos outra referéncia de Kajikiya (ver [12]), na qual o termo principal estd sob
hipéteses que garantem f(z,0) = 0 em ©, o que torna possivel estender a aplicacio f € C(QxR,R)
com f(z,s) = 0 para s < 0, e ainda garantem a geometria do passo da Montanha do funcional
associado a 7 com a extensao de f, quando A = 0. Entao, aplica-se o Teorema do Passo
da Montanha de Ambrosetti-Rabinowitz para provar a existéncia de uma solucao nao-trivial e,
em seguida, o Principio do Maximo de Hopf para demonstrar que a solucao é positiva. Além
disso, quando |A| é suficientemente pequeno, a solucao existente para quando A = 0 torna-se
também solucao de quando A # 0, sem que se coloque hipdteses adicionais sobre o termo de
perturbacao. Se o termo de perturbacao for nao-negativo, prova-se ainda a existéncia de pelo
menos duas solucoes positivas.

Assim sendo, nosso trabalho estd dividido em trés capitulos e um apéndice, onde os dois
primeiros capitulos sdo baseados no artigo [I1] e o terceiro capitulo é baseado no artigo [12].

No Capitulo 1, apresentamos o Teorema do Passo da Montanha usual, as definicdes de
Espagos de Banach Ordenados e de Espacos de Riesz-Banach, exemplificamos e analisamos a
possivel continuidade da aplicagdo u — |u| definida sobre um espago Riesz-Banach. Além disso,
apresentamos uma demonstracao do Lema de Deformacao e do Teorema do Passo da Montanha
para Espacos de Banach Ordenados, o qual é aplicado em espacos de Riesz-Banach em que
a aplicacdo u — |u| é continua. O conhecimento de tais resultados nos dé suporte para a
demonstracao de existéncia de solucao positiva nos capitulos seguintes.

O Capitulo 2 é dedicado a duas aplicacoes do Teorema do Passo da Montanha para espacos
de Banach Ordenados em equacoes elipticas semilineares com termo nao-linear mudando de sinal.
Na primeira delas, ndo se exige que o termo nao-linear satisfaga h(x,0) = 0, nao sendo necessario
fazer uma extensao impar do termo nao linear. Na segunda, o termo nao-linear satisfaz h(z,0) = 0
e a extensao é definida de forma a ser impar.

No Capitulo 3, aplicamos o usual Teorema do Passo da montanha na demonstracao da
existéncia de solugao positiva de uma equacao eliptica semilinear quando nao ha termo de
perturbagdo. Em seguida, considera-se uma perturbagao suficientemente pequena (isto é, com
A suficientemente pequeno) de forma que a solugao positiva encontrada inicialmente permaneca
sendo solucao do problema, mesmo sem a adi¢ao de hipéteses sobre o termo de perturbagao.

Finalmente, o Apéndice [4] é dedicado aos enunciados de alguns resultados bdsicos que serdo

utilizados ao longo dos capitulos.
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Capitulo 1

Teorema do Passo da Montanha em

espacos de Banach Ordenados

Neste capitulo, vamos apresentar alguns resultados que serao essenciais para o restante do
trabalho. Partimos do usual Teorema do Passo da Montanha devido a Ambrosetti-Rabinowitz
(ver [1], [10]) , que é aplicado em espagos de Banach e fornece solugado nao-trivial, pelo método
variacional, para equagoes elipticas semilineares cujo termo nao linear possui a geometria do Passo
da Montanha. Em seguida, apresentaremos as definicoes de espago de Banach Ordenado e espaco
Riesz-Banach, sobre os quais é possivel demonstrar uma nova versao do Teorema do Passo da
Montanha devida a Kajikyia [11]. Este fornecerd uma solu¢do nao-trivial e ndo-negativa para
0 nosso problema, e aqui denomina-se Teorema do Passo da Montanha em Espacos de Banach
Ordenados.

Definigao 1.1. Sejam ¢ € R e E um espago de Banach. Um funcional I € C*(E,R) satisfaz a
Condi¢ao de Palais-Smale no nivel ¢, chamada de condicio (PS)., quando toda sequéncia {u,}
em E que satisfaz

I(u,) = ¢ e I'(uy) = 0 quando n — oo

possuir uma subsequéncia convergente. Além disso, se I satisfaz a condi¢ao (PS). para todo ¢ € R,

entdo diz-se que I satisfaz a Condi¢ao de Palais-Smale, chamada de condi¢ao (PS).

Teorema 1.1 (Teorema do Passo da Montanha, Ambrosetti-Rabinowitz, 1973). Sejam E um

espaco de Banach, I : E — R um funcional de Classe C, e € E e r > 0 tais que
lel| > 7 eb:= ”iI”1£ I(u) > I(0) =0 > I(e). (1.1)

Se

= inf I(~(t
¢ := Inf max (v(t)),



1. Teorema do Passo da Montanha em espacos de Banach Ordenados

onde
['i={yeC([0,1], E) : 7(0) = 0 e y(1) = e},

e I satisfaz a condigao (PS)., entdo o funcional I possui um ponto critico u € E tal que I'(u) =0
el(u)y=c>b>1(0)=0.

Demonstragao. ver [1]. O

A condigao dada em (|1.1)), denomina-se geometria do Passo da Montanha, cuja intuigao
geométrica estd representada na figura abaixo. Além disso, o nimero ¢ é dito nivel do Passo
da Montanha.

Figura 1.1: Geometria do Passo da Montanha. Fonte: Struwe [7] p.109 (modificada).

Observe que na versao acima impomos /(0) = 0 na geometria do Passo da Montanha. Assim,
em funcionais que nao satisfazem essa hipétese nao se pode garantir, via Teorema do Passo da
Montanha, a existéncia de uma solucao nao-trivial. Esse fato justifica a nao utilizacao do Teorema

do Passo da Montanha na primeira aplicacao do Capitulo 2.

1.1 Definicao e exemplos de Espacos de Banach Ordena-

dos

Sobre um espaco de Banach real, pode-se definir uma ordem parcial, originando assim um
Espaco de Banach Ordenado. Nessa se¢ao, definiremos tais espagos e daremos alguns exemplos,

baseando-nos no artigo [11].

Definicao 1.2. Um conjunto E ¢é dito um espaco de Banach Ordenado se satisfaz as sequintes
condicoes:

(i) (E, =) € um conjunto parcialmente ordenado,

(ii) (E,||.||) € um espago de Banach real;

(111) Sejam u,v,w € E. Seu X v entdo u+w 2 v+w e Au <X A para todo A € [0,00);

(iv) ET :={u € E:0=u} éum subconjunto fechado de E chamado de cone positivo.

2



1. Teorema do Passo da Montanha em espacos de Banach Ordenados

Um exemplo simples de espaco de Banach Ordenado é o conjunto dos niimeros reais R, munido
da ordem e norma usuais. Adiante, daremos exemplos mais complexos desse tipo de espaco.

Por hora, chamamos a atencdo para o fato de que a ordem do item (i) é, a priori, somente
parcial. Entdo, dado um subconjunto {u,v} de um espago de Banach ordenado E, é possivel
que u A v e v A u. Nesse caso, sup{u,v} # u, sup{u,v} # v e é possivel que nao exista
sup{u,v} € E. No caso em que sup{u,v} e inf{u,v} existem em E, chamaremos F de espago

Riesz-Banach, conforme a definicao seguinte.

Definicao 1.3. Seja F um espago de Banach Ordenado. Diz-se que E é um espago Riesz-Banach

se para cada u,v € E existem
uVuv:=sup{u,v} € E e uAv:=inf{u,v} € E.

Nesse caso, define-se |u| :=uV (—u), vt :=u V0, u” = (—u)VO0.

Observacgao 1.1. Seja E' um espago de Riesz-Banach. Entao, temos que
1) u™ = (—u)";

2) Jul =ut +u;

3) ut — %(u +Jul).

De fato, ocorre 1) pois (—u)™ = (—u) V0 = u~. Além disso, note que

um=uVv0=sup{u,0} = u=<uted=<u"

u = (—u)VO0=sup{—u,0} = —-u=<u el =<u".
Dai, e do item (iii) da Definigao 1.1, segue que

0<=u =0+u" =u +u"=u<u"<u"4+u =u<ut+u"

0<=u"=0+u <ut+u = —u=<uv ut+u = —-—u=<u"+u"

donde |u| = uV (—u) = sup{u, —u} <u"+u” =ut 4 (—u)*. Por outro lado, u < |u| e —u = |ul,

o que implica
1 1
0=u+(—u) < |ul + (—u) = |u| + |u| = 2|u| = 5.0 < §2|u| =0 =< |ul.

Entao sup{u, —u,0} < |u|. Logo, u™ + (—u)* = sup{u, 0} +sup{—u, 0} = sup({u, 0} +{—u,0}) =

sup{u, —u,0} =< |u|. Portanto, |u| = u™ + (—u)" e tem-se 2). Note ainda que

u+ (—u)" = sup{u} + sup{—u,0} = sup({u} + {—u,0}) = sup{u, 0} = u™.



1. Teorema do Passo da Montanha em espacos de Banach Ordenados

Dali,

1 N N o L + ) L _ ot
§(u+(—u) )—§u = Fu +§(u+(—u) ) =u :>§(u+(u +(—u)")) =u :>§(u+|u|)—u :

que prova 3).

A partir dessa observacao, vé-se que, num espaco de Riesz-Banach, as continuidades das
aplicagoes u +— |u|, u — u™ e u — u~ sdo equivalentes, pois as aplica¢oes u +— u, u — —u,
soma, produto por escalar e composicao de funcoes continuas sao continuas. Ou seja, supondo
u — |u| continua tem-se u — ut = §(u + |u|]) e u = u~ = (—u)T continuas; supondo agora
u — ut continua tem-se u — |u| = vt + (—u)t e u = u~ = (—u)T continuas; e finalmente se
u+— u~ for continua tem-se u — |u| = u"+(—u)" = (—u)"+u eur> ut = §(u+|u|) continuas.
Exemplo 1.1. Sejam 2 um subconjunto aberto limitado de RY e p > 1. Os espacos de Lebesgue
LP(Q) e os espacos de Sobolev W ?(Q) e WiP(Q) siio espacos de Banach Ordenados, munidos da
ordem

u=v<u(r) <v(r) qt.p. em Q.

As condigdes (i) e (iii) da Definicao 1.1 sdo claramente satisfeitas para esses espagos. Além disso,

ja sabemos que eles sao espacos de Banach reais. Entao, basta mostrar que

PO ={uelP(Q):0=2u}={uecl’(Q):ulx) >0 qtp. em Q},
WEP(Q)Y = {u € WHP(Q): 0 < u} = {u € W*(Q) 1 u(z) >0 qt.p. em Q} e
cu(x

W) == {u e WHP(Q) : 0 < u} = {u e WP(Q) ) >0 q.t.p. em Q}

sdo subconjuntos fechados de LP(Q), WH?(Q) e WiP(Q), respectivamente. De fato, seja (u,) C
LP(Q)" tal que u, — w em LP(Q). Entdo, u,(z) > 0 q.t.p. em Q e, a menos de subsequéncia,

un(z) = u(z) q.t.p. em Q. Mas,

lim u,(x) >0 q.t.p. em .

n—o0

Logo, u(z) > 0 q.t.p. em Q. Portanto, u € LP(Q)* e LP(Q)T é fechado em LP(Q). As provas que
WHh2(Q)T e WEP(Q)* sdo subconjuntos fechados de LP() seguem analogamente, pois se 1, — u
em WHP(Q) ou em WrP(Q) entdo u, — u em LP(Q).

A fim de exemplificar que WP (Q) é um espaco de Riesz-Banach, com p > 1 e £ um subconjunto

aberto limitado de RY, apresentaremos abaixo alguns resultados auxiliares.

Proposigao 1.2. Sejam 1 < p < oo e f € CY(R) tal que f(0) =0 e cuja derivada f' € limitada.
Se u € WHP(Q) entdo

ov ou

vim flw) € W) e 22 = flu)

para cada t =1, ..., N.



1. Teorema do Passo da Montanha em espacos de Banach Ordenados

Demonstracao. Seja 1 < p < oo. Dado t € R, pelo teorema do valor médio, existe ¢ty entre 0 e ¢

tal que
/() — f(0)]
|t = 0]
pois f" é limitada. Entao |f(t)] < M|t| para todo t € R. Portanto, |f(u(z))| < M|u(x)| para todo
x€QeuecWhH(Q). Logo

=|f'(to)| < M para alguma constante M,

/]f \pdx<Mp/]u )Pdr < 0o, sel <p<ooe

|f(u(x))] < Mu(z)| < Cy q.t.p. em Q se p = oo,

donde v := f(u) € LP(R2). Além disso, |f'(u)] < M em Q, para u € W?(Q). Entao, para cada
1=1,..., N, tem-se

ou ou u
! <M|— LP(Q).
0l 5] < ar| 54 com 2 € (o)
Dai,
ou , P ou, |
! P < MP <
/Q|f(u(x)) 8%(@ de < M /Q axz(a:) dr < oo, sel <p<ooe

ou
o (z)

< C5 q.t.p. em € se p = o0,

|f (u())]

ou
<
<M ‘(%ci (x)

€ LP(Q). Resta mostrar que

|swgs == [ rag

ou
Logo /(u) -

%

Q). (1.2)

0 0
isto &, a_v = f/(u)au. Quando 1 < p < oo, pode-se escolher uma sequencia {u,} em C°(RY)
ZT; ZT;
tal que
ou, ou
u, — u em LP(Q2) 9. By, 0 LP(w) para todo w CC €.
L L

Como {u,} C C(RY) e f € CHR), entdo f(u,) € CY(R). Em particular, temos que

/f Up) =—— /f gb para todo ¢ € C5°(Q),
o que implica
do . , ou,, -
tin [ )5 == lim [ )G, para todo o € CE(®), (13

Pela escolha de (u,,) e pela continuidade de f’, tem-se para cada ¢ € C5°(Q2)

9¢

0¢ -em LP(Q2) e

8x,-

flun)5— — f(u)
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, ou, . O0u
f (un)a—mzqﬁ — f (u)axl (w) para todo w CC €.
Além disso, como ¢ € C§°(§2) tem suporte compacto, |u,| < h, € LP(Q2) e " < h, € LP(Q),
tem-se '
99 cb p
fun) 5= | < Mlun| | 5| < Cilun| < Cshy € LP(Q)
f@ﬁ%ﬁgM&Mw<@%{<@hemm

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, de ((1.3) segue ((1.2)).
Agora, quando p = oo, dada ¢ € C§°(2) fixe um aberto Q' tal que suppp C Q cC Q. Entao
u € WHP(Q) para todo p < oo e (.2) segue da mesma forma que o caso anterior. ]

Tal resultado permite provar o seguinte.

Proposigao 1.3. Seja 1 < p < oco. Seu € WHP(Q) entdo

ut = max{u,0}, v~ = max{—wu,0}, |u| :=ut +u" € WH(Q) e

IV]ulll, = |Vul|, para todo u € Whe(Q).

Demonstragdo. Primeiro, vejamos que ut := max{u,0} € W'(Q). Como u € WH(Q) e
lut(z)] < |u(z)| para todo x € Q, entao ut € LP(2). Agora, dado ¢ > 0 defina f. : R — R
por
(t2+€2)%—5, set>0
fe(t) =
0 , set < 0.
Note que f. satisfaz as hipéteses da Proposicao 1.2. Entao, f.(u) € WP(Q) e para cada

t=1,..., N, tem-se

ofe(u) ., Ou u ou
Dai, o6
u
() = — - Vo € C° 1.4
[ == ] e e Cro) (14
Além disso,
u, se u >0
lim f.(u) = = lim f.(u) =u",
e—0 O, seu<0 e—0
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e ainda
a5 0| = ulo? + € =l |72 a)
< lu(w) + 2u(w)e + )} — o] | 22 @)
= |u(x)] gz ()| € LP(2) quando u(z) > 0 e

3
@) |92

’ =0 < |u(z)] € LP(2) quando u(z) < 0.

Logo, pelo Teorema da Convergen(:la Dominada, tem-se

/ fo(u 8x / ut af quando € — 0
7 (9] 7

u ou ou
/ ¢2—2%8_x — / Qbax quando e — 0.
(>0} (u?+¢€?) i {u>0} i

De ([1.4) segue que
0o / ou
ut— = — o Vo € C5°(Q).
/S‘l aLCZ {u>0} &cl 0 ( )

+
Assim, existe a derivada fraca 5 e
T
ou
dut R q.t.p. sobre {u > 0}
Oz 0, q.t.p. sobre {u < 0}.
Como ut (x)| < Ou (z)| e u € WHP(Q), tem-se . € LP(QQ) para todo i = 1,..., N. Assim
ox; ~ |0 ’ x; P o ’
ut € WHP(Q), com

Tt = Vu, q.t.p. sobre {u > 0}
0, q.t.p. sobre {u <0}

Por outro lado, —u € W'?(Q) e u™ = (—u)™, entdao v~ := max{—wu,0} € WH(Q), com

V(—u), q.t.p. sobre {—u > 0}

Vu~ =V(—u)t =
0, q.t.p. sobre {—u < 0},

ou ainda
—Vu, q.t.p. sobre {u < 0}

0, q.t.p. sobre {u > 0}.
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Por fim, como W?(Q) é um espaco vetorial, entao |u| = u™ + (—u)" = u™ +u~ € WH(Q2), com

Vu, se u(z) >0
V0|u| = 0, seu(x)=0
—Vu, se u(x) <0
e, como
IVell, = [ 1Vhella
Q
= / |VulPdp +/ | — VulPdp
{u>0} {u<0}
= /Q |VulPdp = ||Vu|, para todo u € WHP(Q),
temos que ||V|ull|, = || Vul|, para todo u € W'?(Q). O

Exemplo 1.2. Sejam 1 < p < oo e © C RY limitado. O espaco WP(Q2) é um espaco de

Riesz-Banach, ou seja, dados u,v € WP(Q), tem-se

1 1
uV o= §(u+v) —|—§|u—|—v| c WhP(Q)

1 1
uAv= é(u—l—v) - §]u+vl e Whr(Q).

Com efeito, dados u,v € W1P(Q), pela Proposicao 1.3 e pelo fato de WHP(2) ser espaco vetorial,

tem-se ] 1
A= 5(u—l—v) + §|u+v| c Wh(Q) e

1 1
B = §(u+ v) — §]u+ v] € WHP(Q).

Afirmamos que u Vv = A. De fato, para cada x € Q) pode-se ter

o que implicau < A, v < AeuVwv <A Além disso, u < uVvev =<uVuv, entdo para cada

x € () pode-se ter
u(z) <v(x) = A=u(r) <v(x) <ulx)Vo(zr) ou

v(z) <ulzx) = A=v(x) <ulx) <ulx)Vo(r)
o que implica A < uVwv. Logo, pela propriedade antissimétrica de ordem, concluimos que uVv = A.

Analogamente, vé-se que u A v = B.

Destacamos que as aplicagoes ut, u~ e |u| definidas na Proposigao 1.3 correspondem as

aplicagoes vt := u V0, u~ = (—u) VO e |u| := uV (—u) definidas no espago de Riesz-Banach

8
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WhP(Q). De fato, u Vv = sup{u,v} = maz{u,v}, pois

u,v < max{u,v} q.t.p. em
= sup{u, v} < max{u,v} q.t.p. em Q

= sup{u, v} < max{u,v}
e para cada z € () pode-se ter

max{u(z),v(z)} = u(z) < sup{u(x),v(z)} ou

v(z) < sup{u(z),v(z)}

max{u(z),v(x)}

em ambos os casos, max{u(z),v(x)} < sup{u(x),v(x)}. Entao, max{u,v} < sup{u,v} q.t.p. em
Q2. Logo max{u,v} < sup{u,v}. Entao, pela propriedade antissimétrica de ordem, concluimos
que u Vv = max{u,v}. Assim, vt = max{u,0} = vV 0, v~ = max{—u,0} = (—u) VO e
lu| =ut +u” =ut + (—u)" =uV (—u).

Analisemos, agora, a continuidade da aplicacao u +— |u| nos espagos de Sobolev.

Proposigao 1.4. Quando 1 < p < oo, a aplicagio u — |u| € continua em WhP(Q).

Demonstragdo. Suponha que u,, — u em WP(Q). Entao u, — u em LP(Q) e Vu, — Vu em
LP(Q2). De u, — u em LP(2) tem-se

fen] = lullly = /QI |un ()| = |u(z)| [Pdz < /Q |un(z) — u(@)|Pde = [jup — ullj — 0

donde |u,| — |u| em LP(Q2). Além disso, de Vu,, — Vu em LP(Q) tem-se

1) V]u,| — V|u| q.t.p. em €

2) [|V]unlll, = [|Vunl|l, < C, para alguma constante C;

3) 19 lnlly = [ Vtnlly — 90l = 9l

Dal, pelo Lema de Brezis-Lieb (ver Apéndice A), ||V|u,|—V|ul||, — 0, isto é, V|u,| — V]u| em
L*(Q). Logo, |u,| — |u| em W1P(Q). Portanto, a aplicagao u +— |u| é continua em W'?(Q). O

A aplicacdo u — |u| nao é continua em W1°°(Q). Por exemplo, supondo N =1, Q = (-1, 1),

u(x) = e uy(x) = v+ —, tem-se u,, — u em WH>(Q) e claramente
n

1

d 1, sex >0 d 1, se x> ——

Vil = L juf = e Vhial = | = "
n

1
Dai, V|u,| — V]u| = 2 quando —— < = < 0. Logo,
n

un| = [ul[[wree—1,1) = V|tn] = Vl]ul||loo =2 > =1.

9
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Portanto, a aplicagao u + |u| nao é continua em W1°°(Q).

Dos exemplos e proposicoes acima, concluimos que os espagos de Sobolev W*?(Q) e W(f P(Q)
sao espacos de Banach Ordenados para quaisquer £ € N e p > 1. Além disso, quando k = 1
eles se tornam também espagos de Riesz-Banach e, quanto a continuidade da aplicagdo u +— |ul,
ela ocorre apenas quando 1 < p < oo, ou seja, a aplicagao u — |u| nao é continua em W1H((Q).
Por fim, veremos a seguir que quando k > 2, os espacos de Sobolev sao apenas espacos de
Banach Ordenados, ou seja, nao sao espacos de Riesz-Banach, pois existe u € W%?(Q) para o qual
lu| ¢ W2P(Q). Portanto, dos espacos de Sobolev, apenas W?(Q) e Wy () com 1 < p < oo sdo

espagos de Riesz-Banach com a aplica¢ao u +— |u| continua.

Exemplo 1.3. Os espacos de Sobolev de segunda ordem ou mais nao sao espacos de Riesz-Banach.
Considerando N =1, Q = (—1,1) e u(z) = z, tem-se

z, sex >0
u(x)] =

—x, sex <0

cujas derivadas no sentido das distribuigoes sao

4 ufa)| = 2H(z) =1 e = Ju(a)| = 20
Slu(@)] = x e —lu(z)l =25,

onde H ¢ a fungao Heaviside e § é a distribuicao Dirac dadas, respectivamente, por

H(x) 1, sex >0
€Tr) =
0, sex <0,

e d(¢) = ¢(0), para ¢ € C°(2). De fato, note que a fungao Heaviside é quase sempre diferenciavel

com derivada T nula. Essa derivada gera, portanto, a distribuicao
x

dH
TZZI(qS):/QE = 0 para ¢ € C5°(92).

Por outro lado, a derivada de distribuicao de H é dada por

A ri(8) = ~Tu(%) = - /0 9 _ i 4(e) + 6(0) = 6(0) = 5(6),

dz dz dx c—1-

para ¢ € C5°(Q2). Agora, suponha, por absurdo, que H tem derivada fraca. Entao considerando

uma funcao teste ¢ nao nula na origem, teriamos

0= [ Moo [ 1D = ~1u(5) = L1i0) = 5(6) #0.

10
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o que é um absurdo. Portanto, |u| ¢ W*P(—1,1). E conclui-se que os espagos W*P(—1,1) nao sio

espaco de Riesz-Banach.

Exemplo 1.4. O conjunto C'[a,b] = {f : [a,b] — R diferencidveis com f' € C|a,b]} nao é
um espago de Riesz-Banach. De fato, a fungao sen : [0,1] — R pertence ao conjunto C'[0,1].
No entanto, a funcao sen™[0,1] ¢ C'[0,1] pois tal fungdao nao ¢ diferencidvel no ponto z = .

Portanto, Ct[a, b] nao é um espago de Riesz-Banach.
A seguir, exemplos de espacos de Riesz-Banach.

Exemplo 1.5. Os espacos de sequéncias [P com 1 < p < oo definidos por

P = {5 = (&)ioy Z 1E]P < oo} , quando 1 < p <
k=1

[* = {5 = (&k)iy SUp [§k] < OO}
sao espagos de Riesz-Banach, com a ordem parcial dada por

E= (&) =n=(m) & & < n para todo k € N.

Primeiro, note que I é um espaco de Banach Ordenado, para qualquer 1 < p < oco. Com efeito,
as condigoes (i) e (iii) da Definigao 1.2 sao claramente satisfeitas e sabemos que [P é um espago de

Banach real. Entao, vejamos que
(M ={ el 0= ={= (&) €M 0< &, YheN, C PP
¢ um subespaco fechado de P. Seja (§,)52, uma sequencia em (IP)* tal que
&, — £ € 1P quando n — oo. (1.5)

Entdo, para cada n € N tem-se &, = (£%)2°, e £ > 0 para todo k € N. Além disso, £ = (£%)22,.
De , segue que, para cada k € N tem-se £ — €F quando n — oo. Mas €% > 0. Logo, &8 > 0
para todo k € N, ou seja, £ € (I?)". Donde, (I?)* é um subespago fechado de IP. Portanto, [P é
um espaco de Banach Ordenado. Agora, note que dados & = (&)521,m = (k)52 € [P, temos que

a sequéncia v = (1x)5,, definida por vy := max{&, n,} para todo k € N, é tal que
ngVkenkS’YkaeNiganj’%
e para toda sequéncia &, < 6 = (0;)22, tal que &, nr < 6, para todo k € N, tem-se

Eky ke < O Yk € N = v, = max{&, i} < O VEEN =~ <0,

11
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donde v = sup{&,n}. Além disso, quando 1 < p < oo, tem-se
T < &+ e = [l? < (6] + Im))P < 2P7H(|&[” + |nel?) YE € N

o que implica que
> P <2 (Z S |77k|p> < 00,
k=1 k=1 k=1

ou seja, v € [P. Quando p = 0o, tem-se
Yo < &+ < Sgp|£k| +Sip|nk| <00 Vk € N = sup || < o0,

donde vy € I*. Logo, existe £ Vn = sup{&,n} = v € [? para todo 1 < p < oo. Analogamente,
existe E An = inf{&,n} =0 = (k)72 € " para todo 1 < p < oo, onde 8, = min{&, n,} para todo
k € N. Portanto, [’ é um espaco de Riesz-Banach para todo 1 < p < oc.

Exemplo 1.6. Os conjuntos C(Q), C?(Q) e Lip(Q) formados, respectivamente, pelas funcoes
continuas, Holder continuas com expoente 6 e Lipschitz continuas sao espagos de Riesz-Banach,
cuja ordem é dada por

f=g & flx)<g(z) Vo e

Vamos provar aqui este resultado apenas para o espaco C(€)), pois para os outros espacos
procede-se analogamente. Primeiro, note que C?(Q) é um espaco de Banach Ordenado, pois
C?(Q)* ¢ um conjunto fechado. De fato, dada uma sequéncia de fungoes (f,,) em C?(Q)* tal que
fn — f € C%Q), temos que para cada ¢ > 0 existe N, tal que n > N, implica ||f, — flce < e.

Entao, para cada n > N.,

|fu(z) — f(2)] < Sug |fn(@) — f(2)] < ||fa — fllce < €, para todo z € Q,

donde (f,) converge para f uniformemente em Q. Desde que f,(z) > 0 para todo x € Q e para
todo n € N, segue que f(z) > 0 para todo x € Q, e assim, f € C?(Q)*.

Agora, provemos que dadas funcoes f, g € C%(Q) existem fVge fAgem C?(Q), isto é, C?(Q)
é espaco espaco de Riesz-Banach. Afirmamos que se f, g € C%(Q), entdo a funcio h = max{f,g}

definida por h(z) := max{f(z), g(z)} pertence ao espaco C?(Q2). De fato, em R vale a desigualdade

| max(¢, s) — max(t',s")| < |t —t'| + |s — §],

12
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pois

1 1 1
| max(t, s) — max(t', s’ :'§t+5 |t—s| (é(t'+s/)+§]t’—s/|)‘
1 1
:'5 Nyt 2 (lt—sl = <)
§2 ty+—|s—s\+—|yt—s| = 5|

IN
:

t|+—|s—s|+ |t—s—t+s|

IN

1
E\t t’]+—|s—s/|+ (|t—t\+|5—s])
=t'=t|+1]s— 4|

Dai, tem-se
|h(x) — h(y)| = |max{f(x), g(x)} — max{f(y), g(y)}|
< |[f(z) = f(y)l + lg(z) — g(y)]
<allz —yl” + Bz —yl’ = (a+ Bz — yl’
onde «, 8 € R, pois f e g sao Holder continuas de expoente 6. Logo, a afirmacao esta provada.

Além disso, tem-se h = f V g pois
f(z) < (@), g(x) < h(z) Vr € Q= f g Zh,

e para toda funcdo [ definida sobre Q tal que f(z), g(z) < I(z) para todo x € €, tem-se
f(z),g(x) <l(z) Vo € Q= h(r) = max{f(z),g(x)} < l(z) Vz € Q= h =< L.
Analogamente, mostra-se que existe f A g = min{f, g} € C?(Q). Portanto, C?(Q) é um espaco de

Riesz-Banach.
Proposicao 1.5. A aplicacio f + |f| € continua em C(Q).

Demonstragdo. Basta notar que dada uma sequéncia (f,,) de fun¢des em C(Q) tal que f, — f em
C(Q), tem-se
I[fal = 1flle@ = sup |[fa(2)] = | £ ()]

€

<sup |f(z) — f(2)]

e
=fa = flle@ — 0

quando n — oo. O

A aplicagdo f + |f| ndo é continua em C%(Q)). Por exemplo, considere N = 1,Q = (—1,1), e

13
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1
a sequencia f,(z) = f(x) + — em C?[—1,1], onde
n

|z|?, se x >0
fx) =

—|z|?, set <0

S

Entao f, — f em C[—1,1] quando n — co. Além disso, tomando x = — (%) ey =0, tem-se

U= oo = sup 1@ — @+ sup @I =1 @) = ()] = @)D

v€[-1,1] el 1) |z —yl®
sy L@ @] = 1.0 = )]
svel-L1 |z —yl|®
NASCHIRIES (%1)9>‘;(|fn(0)| -1ron| o-t-4 _,
- ()7 0] z

que implica a ndo continuidade da aplicacdo f ~ |f| em C?(Q).

Afirmamos, ainda, que a aplicacio f + |f| ndo é continua em Lip(f). Por exemplo, no caso
N=1eQ=(-1,1), tem-se Lip(—1,1) = WH>(—1,1) (ver [4], p. 207). Entao, pelo que foi visto
anteriormente, como a aplicagdo u + |u| ndo é continua em W*(—1,1), temos a validade da

afirmacao.

1.2 Nova versao do Teorema do Passo da Montanha

Os espagos de Riesz-Banach em que a aplicacdo u + |u| é continua sdo particularmente
interessantes, pois sobre eles se aplica uma versao do Teorema do Passo da Montanha, a
qual apresentaremos nessa secao. Primeiramente, sao necessarias algumas suposicoes, que
descreveremos a seguir.

Sejam E um espagco de Riesz-Banach, no qual a aplica¢do u — |u| é continua, e I : E'— R um

funcional de classe C*!. Para cada u € E e ¢ > 0, pode-se definir
dist(u, ET) :=inf{||lu —v|| :v e Et} e

Ef :={ue E:dist(u, E") <e}.

A fim de obter condicao suficiente para a existéncia de um ponto critico do funcional I em E*,

adiciona-se a esse cendrio a seguinte hipdtese: existem pontos ey, e; € ET e um subconjunto aberto

14
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U de E sobre os quais se define

I:={yeC([0,1], ET) : 7(0) = eg,¥(1) = e1},

¢ := inf max I(y(t)), (1.6)

yer 0<t<1
e que satisfazem:
(M) eg € EYNU, e; € EY\ U,
(I2) max{I(eo), I(e1)} < infoynp+ I(u);
(I3) se {u,} C E, dist(u,, ET) = 0, I(u,) — ¢ dado em e I'(u,) — 0, entdao {u,} possui
uma subsequéncia convergente;
(I4) existem constantes a € (—oo,¢) e € > 0 satisfazendo (I4i) ou (I4ii):
(I41) I(|u]) < I(u),se a < I(u) < ceu € ET;
(L4ii) I(u™) < I(u),sea < I(u) <ceué€ ET.

Note que E* é convexo. Com efeito, dados u,v € ET et € [0,1] tem-se 0 S u,v e 0 <t 1—1.
Pelo item (iii) da Defini¢ao 1.1, segue que 0 < v(1—1¢)+0 < v(1—t)+ut. Logo, v(1—t)+ut € ET.
Dai, o caminho v dado por v(t) = eg(1 — t) + eyt pertence a I', donde I" é nao vazio. Além disso,

se o funcional I satisfaz a condigao (PS)., com ¢ definido em (].6)), entao claramente I satisfaz

(I3).

Teorema 1.6 (Passo da Montanha para Espagos de Banach Ordenados). Sejam E um espaco de
Riesz-Banach, no qual a aplicagdo u — |u| € continua, I : E — R um funcional de classe C*,
eo,e1 € ET e U C E satisfazendo (I1) — (I4). Entao, existe um ponto critico uw € ET de I tal que
I(u) =c.

A fim de demonstrar esse teorema, vamos aplicar uma versao do Lema de Deformacao, descrita

abaixo.

Lema 1.7 (Lema de Deformacao). Sejam E um espaco de Banach, I : E — R um funcional de

classe C1', X C E, ¢ € R e ey, 7 > 0 constantes que satisfazem
dist(u, X) <eg e [I(u) —c| <eo = [[I'(w)| >r.

Entao, para todo e >0 e b € (—o0,c), existem 6 € (0,c—b) en € C([0,1] x E, E) tais que
(1) n(0,u) = u, Yu € E;

(1) ||In(t,u) —ul| <e, V(t,u) € [0,1] x E;

(iit) I(n(t,u)) < I(u), Vt € 0,1] eu € E;

(iv) se I(u) < b entao n(t,u) = u, ¥Vt € [0,1];

(v)seue X eb<I(u)<c+0d entiob<I(n(l,u)) <c—9.
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Demonstracdo. Seja E == {u € E : I'(u) # 0}. Entfo, existe um campo pseudo-gradiente
V : E — E para I sobre E (ver [10], p.81), isto é, V é localmente lipschitziana e para todo u € E

tem-se
IV (w)]] < 2[[1'(u)] (1.7)
(I'(w), V() > [[I'(u)|”. (1.8)
De , segue que

41 @7 = V)P = 1 (@)]* > 1V (W] para todo u € E (1.9)

1 =

e de obtemos
11 (W[ < (I'(w), V() < [T @)V (@)] = [I'(w)]| < |V (u)]| para todo u € E. (1.10)

Dados b € (—00,¢) e e > 0, tome 0 < v < min{c — b,&g,£} e 0 < § < min {fy, %} Assim, pode-se
definir

Bi=T"e=8c+d)NX; CA:=T"Yc—v,c+7])NX,
Agora, define-se a funcao ¢ : F — R por

o dist(u, £\ A)
VW)= G BN A) £ dist(a. B)°

Note que » = 0em E\ A,¢) = 1 em B e [¢p] < 1. Além disso, 1 é localmente lipschitziana. De
fato, a funcdo distancia de um elemento a um subconjunto Z, isto é, dist(-, Z) é lipschitziana, pois

dados dois elementos u e v, tem-se
dist(u, Z) < |lu — z|| < ||u —v|| + ||v — z|| = dist(u, Z) — ||u — v|| < ||v — z|| para todo x € Z.

Entao,
dist(u, Z) — ||ju —v|| < dist(v, Z) = |dist(u, Z) — dist(v, Z)| < ||u —v]|.

Logo, dist(-, E'\ A) e dist(-, B) sao lipschitzianas. Assim, podemos concluir que 1 é localmente
lischitziana, pois é o quociente de duas fungoes lipschitzianas e dist(u, £\ A) + dist(u, B) > 0
para todo u € E. Agora, definamos a aplicacao f : F — E da seguinte maneira:
V(u)
—(u) ===, seu € A
Fu) = DI
0, se u ¢ A.
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1. Teorema do Passo da Montanha em espacos de Banach Ordenados

Quando u € A tem-se |I(u) — ¢| < g¢ e dist(u, X) < o o que implica ||[I'(u)| > r e daf u € E.
Entao, faz sentido calcular V(u) e, consequentemente, f estd bem definida. Além disso, f é

localmente lipschitziana, pois quando u € A, tem-se f(u) como produto de fungoes localmente
lipschitzianas com #(u) limitada. E ainda, de ((1.10]), segue que

Wil =~y 40 ! E uando u
WUH"M)WWW S V@ < Ty S 7 andou €4
7@l =0 <+, quando u ¢ A

Portanto, f é limitada. Assim, para cada u € E, o problema de Cauchy

d
Zo(tu) = f(o(t,u)) (1.11)

o(0,u) =u

tem uma tnica solugdo o(-,u), pois f é localmente lipschitziana. Ademais, tal solugdo pode
ser estendida para toda a reta devido o fato de f ser limitada (ver [I0] ou [5]) e, da teoria de
Equagoes Diferenciais Ordindrias, a aplicacao o(-,u) : R — E é continua. Assim, vamos considerar

a aplicagao continua 7 : [0,1] x F — FE dada por

n(t,u) = o(yrt,u).

Logo, por definigao, n(0,u) = 0(0,u) = u para todo u € E, o que prova (i). Por outro lado, desde

que || f(u)]| < 1/r obtemos
yrt d
/0 %a(s,u)ds

yrt 1
s/ 1 (0(s, w)) | ds < 2rrt < v < e,
0 T

In(t,u) = ull = [lo(yrt,u) — o (0, u)|| =

para todo (t,u) € [0,1] x E, o que mostra (ii). Além disso,

d : d o
1ot u)) = T(o(t v)), ot ) = ({I'(a(t,u), flolt,v))).
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1. Teorema do Passo da Montanha em espacos de Banach Ordenados

Se o(t,u) € A, da igualdade acima, de (|1.8) e de (1.9)), obtemos

d olt.u :M "(o(t,u o(t,u
Lt ) ”V( ( ))IPU( (t,w), V(a(t,u)))
< HV( (’ ))H S (ot u))

< —i@b(o(t,u)) <0.

Agora, se o(t,u) ¢ A, tem-se
d , B
(o (t,0)) = {10 (t,1)),0) = 0.

Entao, em qualquer um dos casos, —1I(o(t,u)) < 0, o que mostra, em particular, que

dt
d —I(n(t,u)) = %I(a(vrt,u)) < 0 para todo t € [0, 1].

Dai, I(n(t,u)) é ndo crescrente em t € [0,1] e, portanto, I(n(t,u)) < I(n(0,u)) = I(u) para todo
t € [0,1] eu € E, donde se verifica (iii). Para obter (iv), basta notar que se I(u) < b < c—+, entao
I(u) ¢ [c —7v,¢+ 7], o que implica que u ¢ A. Dai, f(u) = 0 e, portanto, o(t,u) = u soluciona
(1.11)) mostrando que n(t,u) = o(yrt,u) = u para todo t € [0,1]. Resta mostrar (v). Primeiro,
vamos supor que b < I(u) < ¢ — . Neste caso, u ¢ A e, como vimos anteriormente, n(1,u) = u o
que implica que b < I(u) = I(n(1,u)) < ¢ —J. Agora, suponha que u € X, c—y < I(u) <c+de
c—vy <I(n(l,u)). Logo, u € Bec—~vy<I(nlu)) <I(n(tu)<I(u)<c+4d. Poroutro lado,

observemos que, para cadat>0eu € F,
Jott) = ul = ott.) ~ o0, |
t
<)
0
t

1

§/ —ds = —,
0o T r

Portanto, se ¢t € [0,vr] concluimos que ||o(t,u) — u|| < 7. Logo, pelo exposto acima, segue que

/Ot %a(s,u)ds
s = [ Irtots.ulds

d
%a(s,u)
t

18



1. Teorema do Passo da Montanha em espacos de Banach Ordenados

o(t,u) € A para todo t € [0,yr]. Assim,

I(n(l,u)) = I(o(yr,u

~—

)

yr
—I—/ ))dt
d
t dt
+/0 dto( )

+/ ,flo(t,u)))dt

Vio(t.u))
+Agmr“wﬁ (ott ), =9 ™
(

i OB W) e ) Vit
=1l A@Mﬂ@MMHWdu»n<(“ ) Vielt,u)))dt

1
<iw-y [ (o (t, u))dt
4 Jitepomiotu)caAy

< I(u) - i|{t € [0,47] : o(t,u) € A}

:I(u)—¥§c+5—%§c—d

Ademais, desde que n(1,u) € A entao I(n(1l,u)) > ¢ —~ > b, o que finaliza a prova do item (v) e

a prova do Lema de Deformagao. O]

Demonstrac¢ao do Teorema 1.6: Aqui, vamos aplicar o Lema de Deformagao com X = ET.
Suponha, por absurdo, que nao existe u € ET tal que I(u) = ¢ e I'(u) = 0. Nesse caso, a
seguinte afirmagao é vélida:

Existem constantes r, ey > 0 tais que
dist(u, EY) <ege |[I(u) —c| <eg = [[I'(u)|| >
De fato, se tais constantes r, £y nao existissem, entao para cada n € N existiria u,, € F tal que
dist(un, B¥) < <1 I(un) — ¢ < ~ e |7 (un)]| < ~.
n n n
Fazendo n — oo, terfamos uma sequéncia {u,} em E tal que
dist(un, EY) — 0, I(u,) = ce I'(u,) = 0

entdo, por (I3), {u,} possuiria uma subsequéncia {u,, } convergente para v € E. Mas, note que
1) dist(u, ET) = dist (limg—ootin, , ET) = lim_odist(u,,, EY) =0=u € Et;

2) I(u) = I (limg—ootin,) = limg_ool (Un,) = ¢;

3) I'(u) = I" (limg—sootin, ) = limg_ool’ (up,) =0,
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1. Teorema do Passo da Montanha em espacos de Banach Ordenados

o que contradiz a hipotese inicial da demonstracao. Portanto, existem tais constantes 7,69 > 0 e
a afirmacao estd provada.

Agora, dado v € T', como ([0, 1]) é conexo e, por (I1), tem o ponto ¢y em comum com U e
e; em comum com £\ U, pelo Teorema da Alfandega (ver Apéndice A) existe ¢, € [0, 1] tal que
v(ty) € OU N~([0,1]) € U N E*. Entao,

onf I(u) < I(y(ty)) < max I(7(t))

e sendo v arbitrario, tem-se

< :
aohe 1) = 2 42 T00)

Logo, por (I2) e pela definigao de ¢, tem-se

max{/(ep),[(e1)} < 6[}2£“+ I(u) <ec.

Sejam € > 0 e a < ¢ como em (I4). Pode-se escolher b de modo que ¢ — b > 0 tal que
A =max{I(eg),I(e1),a} <b<c. (1.12)

Logo, considerando € > 0 e b < ¢ acima, existem § € (0,c—b) en € C([0, 1] x F, E) satisfazendo as

afirmacoes (1) — (v) do Lema de Deformagao. Como ¢ = mlf; mex I(~(t)), pode-se escolher v € T
€

tal que
c < max [(v(t)) < c+0. (1.13)

0<t<1

Além disso, de (1.12)), tem-se I(e;) < A < b para i = 0,1. Segue, da afirmagao (iv) do Lema 1.7,
que
n(1,7(0)) = n(1,e0) = e e n(1,7(1)) =n(1,e1) = es.

Lembre que 7(t) € E* para t € [0,1], pois v € T'. Além disso, as constantes € > 0 e a < ¢

consideradas aqui podem satisfazer (I4i) ou (I4ii). Primeiro, suponhamos (I4i). Defina

Como 7 é continua e a aplicagdo u — |u| também o é, entdo 7 é continua. Além disso,

0= |n(1,y() =7() =7(t) € EF;
7(0) = |n(1,7(0))] = |eo| = e, pois eg € E* e
(

7
(1) = Ip(LA(L)] = lea] = e, pois e; € E*

donde 7 € T". Seja t € [0,1]. Se t satisfaz I(y(t)) < b, entdo pela afirmacao (iv) do Lema 1.7
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1. Teorema do Passo da Montanha em espacos de Banach Ordenados

tem-se 7)(1,7(t)) = () € E* o que implica que (t) = [n(1,v(t))| = |y(t)| = 7(t). Assim,

Agora, se t satisfaz I(y(t)) > b, entao por (1.13]),

b<I(y(t) < max I(y(t)) <c+4.

T 0<t<1

Como 7(t) € ET, segue de (v) do Lema 1.7 que
a<b<Inl,y(t)) <c—d<c (1.14)
e de (ii) do Lema 1.7 dist(n(1,~(t)), ET) < ||n(1,7(t)) —v(t)|| < e, mostrando que
n(1,v(t)) € E;_ (1.15)
Entéo, de (1.14), e (I4i), obtemos
I(7(t)) = I(In(L,y(®)]) < I(n(1,~(t)) < c—4.
Assim, para qualquer ¢ € [0, 1], tem-se I(5(t)) < ¢ — 9§, donde

< y <c-—
c< max I(7(t) <c -3,

o que é um absurdo. Para o caso (I4ii), define-se 7 := n(1,v(t))" e analogamente chega-se a um

absurdo. Portanto, existe u € E1 tal que I(u) =ce I'(u) = O

Coroléario 1.8. Sejam E um espago de Riesz-Banach, no qual a aplica¢io u — |u| € continua, e
I: E — R um funcional de classe C' satisfazendo (I1), (I12), a condi¢io (PS)., com ¢ definido
em (1.6)), e pelo menos uma das condigoes abaixo

I(Ju|) < I(u) para todo u € E;, (1.16)

I(u%) < I(u) para todo u € E. (1.17)

Entao, existe um ponto criticow € ET de I tal que I(u) =c e I'(u) = 0.

Demonstragao. Claramente, sob as hipdteses desse corolério, I satisfaz (I1)—(14), pois a condi¢ao
(PS). implica (I3) e, para qualquer a € (—o0,c) e € > 0, a ocorréncia de (1.16) implica (I14i)
enquanto a ocorréncia de (|1.17)) implica (I4ii). Portanto, pelo Teorema 1.6, tem-se o desejado. [
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Capitulo 2

Equacoes elipticas semilineares com

termos nao-lineares mudando de sinal

Neste capitulo, com base no artigo [I1], aplicaremos o Teorema do Passo da Montanha para
espacos Riesz-Banach, especificamente o Corolario 1.8, para obter solucao positiva para dois
problemas elipticos semilineares cujos termos nao-lineares podem mudar de sinal. No que segue,

N >1e Q éum dominio limitado de RY com fronteira suave 0.

2.1 Primeiro problema

Como primeira aplicagao, considere o problema

—Au = a(z)u? + A\g(x,u) em Q
u=20 sobre 02,

_ — N+2
onde a € C(,R), g € C(2 x[0,00),R), 1 <p<oo,se N=1,2 e 1<p<N—+2, se N > 3.
Dizemos que u :  — R é uma solugao (fraca) de (2.1) se u € H}(Q),u >0 e

/ VuVodr = / a(x)uPpdr + )\/ g(x,u)pdx, para todo ¢ € C5°(Q).
) Q

Q

Vamos impor as seguintes condicoes sobre as aplicagoes g e a:
(g90) g(,0) > 0 para todo x € Q;
(g1) existem constantes ¢,C' > 0 e 6 € [0, 2] tais que

2
,se N > 3,

+
1<g< N=12 1<gqg<
q <00, se , 1< 355 >

lg(z, )] < C(|s|"+1) e (2.2)
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2. Equagoes elipticas semilineares com termos nao-lineares mudando de sinal

(p+ 1)G(z,s) — sg(z,s) < Cls|” + C (2.3)

para s > 0 e x € ), onde G é dada por
G(z,s) = / g(x,t)dt para s > 0; (2.4)
0

(92) s7P|g(x, s)] — 0 uniformemente sobre {2 quando s — o0;

(a1) a(zo) > 0 para algum z, € €.

(az) a(x) > ag > 0 para todo x € ;

Daqui por diante, quando fizermos referéncia ao problema , estaremos supondo que o mesmo
estd sob as hipdteses (go), (91), (a1) ou (go), (g2), (az). Embora se tenha (as) = (a1), as condigdes
(91) e (g2) ndo sugerem implicagdo entre si, entdo esses conjuntos de hipdteses com os quais

trabalhamos sao diferentes.
Teorema 2.1. Eziste Ao > 0 tal que (2.1 tem solugao positiva para cada X\ € [0, Ao).

Observagao 2.1. Em geral, (2.1) nao tem solugao positiva se A > 0 for grande. Vejamos, por

exemplo, um caso particular em que a = g = 1. Considere o problema

—Au=u’+ X em
u>0em () (2.5)
u = 0 sobre 0f)

Sejam A; o primeiro autovalor de —A e ¢ uma autofungao positiva correspondente tal que ||¢||; = 1.

Fazendo o produto interno de L? na primeira equacao em com ¢, tem-se
(—Au, ) = (u" + A, ¢) = (u”, ¢) + Al|]|1.
Como —A é um operador autoadjunto, segue que
(u, —AP) = (uP, p) + .
Dai e da Desigualdade de Jensen (ver Apéndice A), tem-se
A (u, @) > ((u, d))P + M. (2.6)

Agora, denote L := max;>o A\t — tP. Seja A > L > 0 suficientemente grande. Suponha, por
contradigao, que (2.5)) tem uma solucao u positiva. Entao, (u, ) > 0, e por ([2.6)

L < X< A(u,¢) — (u, ) < rgxg(/\lt—tp =1L,
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2. Equagoes elipticas semilineares com termos nao-lineares mudando de sinal

o que nao pode ocorrer. Portanto, (2.5)) nao tem solug¢ao positiva.

Dessa observagao, nota-se a relevancia da restricaio A € [0,)¢) no Teorema 2.1. O
questionamento natural é se existe uma funcio ¢ € C(Q x [0,00),R) que satisfaz (go), (g1)
ou (go), (g2). Com efeito, o exemplo a seguir mostra que a resposta a tal questionamento é

positiva.

Exemplo 2.1. Sejam b,c,d € C(Q) tais que b(x) pode mudar de sinal e c¢(z),d(x) > 0 em €.
Entao, as fungoes
g(x,s) =b(x)s?+c(x), com 0 < g<ps>0e
N+2
g(x,5) = b(x)s” + c(r)s? +d(x), com 1 <p < q< N—_l_Q’S >0

satisfazem, respectivamente, (gy), (92) e (g,).(g,).- De fato, devido a continuidade de b,c e d,
tem-se g e g continuas. E ainda, g(z,0) = c(z) > 0 e g(x,0) = d(x) > 0 em €2, o que implica (g,)
e (g,)- Agora, note que

|sI"[g(x, 5)| = [s]"P[b(x)s? + c(2)|
< [s|"®b()] + 5] P|c(z)|
< |s|"P=9M + |s| PN para todo z € Q,

onde M e N sao constantes positivas, devido ao fato de b e ¢ serem limitadas. Dai, quando
s — oo tem-se |s|7?|g(z, s)| — 0 uniformemente sobre €2, donde ocorre (g,). Portanto, g satisfaz

(Go), (g). Além disso,
lg(z,5)] < [s|PM + |s|?N + L para todo s > 0 e z € €,

onde M, N e L sao constantes positivas devidas ao fato de b, ¢ e d serem limitadas (pois sdo
fungoes continuas definidas num conjunto compacto). Se |s| > 1, como p < ¢, entdo ||’ < [s]9.
Logo,
lg(@,s)] < [s["(M + N) + L
< max{M + N, L}|s|? + max{M + N, L}
= Cys|?+ Cy

onde C7 = max{M + N, L} é uma constante positiva. Se |s| < 1, entao |s|P < |s| e |s|? < |s|. Dali,
lg(z,8)| < [s|(M + N)+ L. Como 1 < g, pode-se tomar uma constante C, > C; > 0 tao grande

que

Cy
M+ N’

2
sl < Tl +
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2. Equagoes elipticas semilineares com termos nao-lineares mudando de sinal

Logo,
&
M+ N

= M+ N
< Cyls|"+Cy+ L
< (Cy+ L)|s|? + (Co + L)
= Css|? + Cs,

|g(a:,5)|§( Ca 5|7 + )(M+N)+L

onde C3 > () é uma constante positiva. Assim, em qualquer um dos casos, tem-se |g(z,s)| <
C3|s|?+ C3 para todo s > 0 e o € Q, e isso garante (2.2) para g. Finalmente,

(p+1)G(x,s) —sg(x,s) = (p+1) /Os [b(2)t? + c(x)t? + d(z)]dt — s[b(x)s? + c(x)s? + d(x)]

—(p+1) {b(m);i -+ c(x);(i: -+ d(2)s| = bla)s" = cw)s™! — d(2)s
— (5:::—1 — 1) c(x)s™ + pd(z)s
pb—q

c(x)s™ + pd(x)s < pd(x)s < pLs

entao tomando C' > pL > 0 e 0 = 1, tem-se
(p+1)G(x,s) — sg(z,s) < Cs’ 4+ C paratodo s >0ex € Q.

Donde ocorre (2.3)) para g. Portanto, g satisfaz (go), (Q1)'

Anteriormente, impomos sobre o problema as hipdteses (go), (91), (a1) ou (go), (g2), (az).
Em ambos os casos, os termos nao lineares a e g podem mudar de sinal. Além disso, é permitido
tratar o caso g(x,0) > 0. Dessa forma, o Teorema do Passo da Montanha usual nao é aplicdvel
em geral a este problema. De fato, defina f(z,s) := a(z)s? + Ag(z,s). Se f(z,0) =0, como f é

continua, pode-se estender f(x,s) fazendo

f(z,s) = f(z,5),5e >0

0, ses<0

Fu) = /Q G\w? —F(x,u)) dz

Flau) = / " . 5)ds.

e definimos

onde

Entao, quando f possui condigoes que garantem a estrutura do passo da montanha, obtém-se um
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2. Equagoes elipticas semilineares com termos nao-lineares mudando de sinal

ponto-critico nao-trivial ug de I. Assim, I'(ug)v = 0 para todo v € H} (), em particular,

I'(ug)(—ugy ) = /(Vua)2dx — / f~(m, —uq Jug dz = 0.
Q Q
Por outro lado, pela extensdo f de f, tem-se f(x, —ug ) =0 em Q pois —ug (z) < 0 em Q. Logo,

/Q(Vug)gdxzo = u, =0.

Portanto, ug é solucao nao-negativa. Entao wug se tornaria uma solucao positiva de , pelo
Principio do Maximo Forte. No entanto, como nao assumimos f(x,0) = 0, nao se pode estender
continuamente a funcao f colocando apenas f (x,s) = 0 para s < 0. Isso dificulta mostrar a
existéncia de uma solugao nao-trivial nao-negativa. A existéncia de tal solucao sera garantida pelo
Corolério 1.8, quando A > 0 é suficientemente pequeno, e a positividade da solu¢ao encontrada
decorrera do Principio do Maximo de Hopf (ver Apéndice A).

Lembre que g(x,s) é definida apenas para s > 0. A partir do lema seguinte, estende-se a

defini¢ao de g(z, s) para todo s € R.

Lema 2.2. Seja g € C(Q x [0,00),R) satisfazendo (go), (91) ou (go), (g2). Entdo, em ambos os
casos, g(x,s) possui uma extensao para Q x R que cumpre os mesmos pressupostos da g para todo
s € R e que satisfaz

G(z,s) < G(x,|s|) para todo x € 2, s € R, (2.7)

onde G(x,s) € definida por (2.4]) para todo s € R.

Demonstracao. Defina h(zx,s) := g(x,s) —g(x,0) para s > 0. Entao h(x,0) = g(x,0) —g(z,0) =0
e, consequentemente, h(x, s) pode ser estendida sobre € x R como uma fungao impar com respeito
a s, pois basta considerar h(x,s) = —h(x, —s) para s < 0. Assim, define-se a extensdo de g como

g(x,s) == h(x,s) + g(z,0) para s € R. (2.8)

Vejamos que tal extensdo satisfaz (go), (g1) ou (go), (92), para s < 0, e também satisfaz a
desigualdade ([2.7]). De fato, fazendo

H(z,s) ::/ h(z,t)dt,
0
temos de (2.8) que

/ g(x, t)dt = / h(x,t)dt + g(z, 0)/ dt para cada s € R
0 0 0

= G(z,s) = H(z,s) + g(x,0)s para cada s € R.

(2.9)
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Além disso, como h(x,s) é impar com respeito a s, entao

H(m,—s)—/osh(m,t)dt—/os—h(x, —t)dt_/osh(ac,—t)d(—t)_/Osh(x,t)dt_H(x,s),

isto é, H(x,s) é par com respeito a s. Seja s > 0. Como g satisfaz (go), (1) ou (go), (g2), entao

em qualquer dos casos tem-se (gp), ou seja, g(x,0) > 0 para todo x € €. Entao, por (2.9), tem-se
G(x,—s) = H(z,—s) — g(x,0)s = H(x,s) — g(x,0)s < H(z,s) + g(z,0)s = G(z,s) = G(z, | — 5|),
e G(z,s) = G(x,|s|). Portanto, ocorre (2.7)). Além disso, se g satisfaz (go), (1), tem-se

(p+1)G(z,s) — sg(x,s) < Cls|” + C

= (p+ 1)[H(z,5) + g(z,0)s] — s[h(z, s) + g(x,0)] < s’ +C
S (p+ 1) H(x,5) + pg(z, 0)s — sh(r,s) < Clsl’ + C

= (p+ 1) H(z,s) < sh(x,s) — pg(z,0)s + C|s|” + C, para s > 0.

Como H(z,s) e sh(x,s) sdo pares com respeito a s, entao a desigualdade acima equivale a

(p+ 1) H(x,—s) < —sh(x, —s) — pg(x,0)s + C|s|’ + C
= (p+1)[G(z,—s) + g(z,0)s] < —s[g(z, —s) — g(x,0)] — pg(z,0)s + C|s|’ + C

= (p+ 1)G(z, —s) + pg(x,0)s < —sg(x, —s) — pg(x,0)s + C|s|’ + C
= (p+ 1)G(x,—s) < —sg(zx, —s) — 2pg(x,0)|s| + C|s|” + C

= (p+1)G(z, —s) < —sg(z, —s) + Cy|s| + Cls|’ + C

= (p+ 1)G(x,—s) — (—s)g(z, —s) < Cy|s| + C|s|]” + C

= (p+ 1)G(x,—s) — (=s)g(x, —s) < C1(Cyls|? + Cy) + Cls|” + C
= (p+ 1)G(x, —s) — (—s)g(w, —s) < Cs|s|” + C3, para s >0,

onde C1,Cy e (5 sdo constantes positivas que nao dependem de s. Dai, (2.3)) é vélida para s < 0.
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E ainda,
(@, s)| < Cls|’ +C

= |h(z,s) + g(z,0)| < Cls|” + C

= | — h(z,—s) +g(x,0)| < C|s|? + C

= | = lg(z,—s) — g(2,0)] + g(,0)] < Cls|” + C
= | — g(z,—s) +2g(z,0)| < Cls|’ + C

= |g(z, —s) — 2g(x,0)| < C|s|? + C

= lg(z, —s)| = 29(z,0)| < CJs|” + C

= |g(z, —s)| < 2¢(z,0) + Cs|’ + C

= |g(z,—s)| < Cs+ C|s|’ + C

= |g(z, —s)| < Cs|s]’ + Cs, para s > 0,

onde Cy, C5 > 0 sao constantes positivas que nao dependem de s. Logo, é valida para s < 0.
Portanto, (g;) ocorre também para s < 0. Agora, se g satisfaz (go), (g2) entdo a extensao de g
satisfaz (go) quando s — oo. Além disso, claramente 3_1? — 0 quando s — —o0, onde (s é uma
constante positiva tal que Cg > [2¢(z,0)| > 0, para todo x € €. Entdo, dado £ > 0 existem
Aq, Ay > 0 tais que

&

spP

Cs
s> A = s Pg(x, 5)\<§paratodoxEQ es< A2:>—p§

5

Tomando A := max{A;, A2} > 0, temos que

s -Ao s> A= @yg(x,_s” <<
= (_1S>p!h(x,_s) +g(z,0)| < 5
= (_1S>p’ — h(a, s) + g(z,0)] < 5
= (_15)”’ —[g(z,5) — g(z,0)] + g(z,0)| < %

£
- —9 0 bl
= (@ 8) = 29(,0)| < 3

= 5 (lo(w. )| = a(.0)) < ¢
2g(x, 0)]

€ 06 €
< J—
|g(af sl <5+ <3

9
—|g<x < s+

9
+

5 = ¢ para todo x € €.

Dai, (g2) também é valida quando s — —o0. O
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Agora que estendemos g(z, s), para cada A > 0 define-se um funcional I(u) sobre HJ(§2) por

I(u) = /Q Gyw? _ ﬁa(z)\uﬁ’“ - )\G(x,u)) da, (2.10)

cuja derivada de Fréchet é dada por

I'(u)v = /Q (VuVo — a(@)u]’ " uv — Ag(z, w)v) dz para v € Hy(€2). (2.11)

Note que um ponto critico do funcional I se torna solugao da equagao (2.1). A fim de aplicar o
Corolério 1.8 para este funcional e obter pontos criticos, veremos no lema abaixo que I satisfaz a

condicao de Palais-Smale, para A > 0 suficientemente pequeno.

Lema 2.3. Seja g € C(Q x [0,00),R) satisfazendo (go). Se g(x,s) satisfaz (g1) com 6 < 2
ou g(z,s) satisfaz (g2), (az), entdo o funcional I satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale para todo
A > 0. Além disso, se g(x,s) satisfaz (g1) com 0 = 2, entdo o funcional I satisfaz a condi¢ao de

Palais-Smale para A > 0 suficientemente pequeno.

Demonstragdo. Seja {u,} uma sequéncia qualquer em Hg(Q) tal que I(u,) é limitada e I'(u,)
converge para zero. Primeiro, suponha que g(z,s) satisfaz (go),(g1). Seja 1 < 6 < 2. Entao,

usando as defini¢oes de I(u) e I’(u)v, obtemos

(p+ 1) () — I' () = (p + 1)/9 (%|Vun|2 _ pi o) - MG un)) da

— / (|Vun|2 — a(x)|un|pJrl — )\g(x,un)un) dx
Q
p—1 2

= T|Vun] + Ag(x, up)u, — AMp+ 1)G(z,uy) | do

Q

-1
- pT/ \Vu, |*dz — )\/((p—i- DG (z,upn) — g(x, up)uy,)dx

Q Q
que, por ([2.3]), implica

-1
22 / Vi 2z — A/(C|un|9 +C)dz < (p+ 1) () — I'(up )it (2.12)
Q Q

Devido & desigualdade de Poincaré, a norma em Hg(2) dada por [[ul g1 (o) = [[Vull2 é equivalente
a usual. Como I(u,) é limitado e I'(u,) converge para zero, existem constantes C; > 0 e

n1 =ny1(Ch) € N tais que

()] < -

<7 | I (un)|| < Cy desde que n > ny.
p
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Entao, para n > n; tem-se

[(p+ DI (un) = I'(un)un] < (p+ D (un)| 4 [T (tn) ]
< (p+ DI (un) |+ 11 () ||t

C
<(p+1) +11 + C1|| V|2

p
= C1||Vuy,||2 + Ch.

Dai e da desigualdade (2.12), segue que

~1
pTHVunH% = AC[unlly — ACIQ| < C1[Vun|l2 + C

-1
= Lo [Vunl3 < ACHunlly + ACIQ + Ci[Vua]l2 + Cy

onde |Q| é a medida de Q. Mas, pela imersao de Sobolev, H} () — L"(Q) para qualquer r € [1,00)
se N =12er € [l,-2)se N > 3. Entdo, como 6 € [1,2], [1,2] C [1,00) se N = 1,2 e

' N2
[1,2] € [1,25) se N > 3, temos que Hg(2) < L(Q2). Logo, |lunlle < Ca||Vuyl2, donde
—1
pTHVunHE < ACCo||Vu,||5 + ACI1Q| + C1||[ V|2 + Ch, (2.13)

onde C5 é uma constante positiva. Tanto no caso # < 2, quanto no caso =2 com 0 < A < 1;;021
suficientemente pequeno, a desigualdade (2.13) mostra que [|un | g1o) = [|[Vual|2 ¢ limitada. De

fato, se fosse ||Vu,|2 — 0o, ocorreria

p—l 2.0 Cl )\C|Q|+Ol
—[|Vu, |57 < ACCy + — ,sel<h<2e
2 ’ Vw5 VS
—— < \OCy + ,se 0 =2.
2 [V |2 Va3

Mas, na primeira desigualdade, o lado esquerdo diverge para oo, enquanto o lado direito converge

para A\C'Cs e, na segunda desigualdade, basta fazer n — oo para obter p%l < A\CCy, o que implica

p—1
2CCo

Agora, seja 0 < 6 < 1. Entao,

< A. Ambas situagoes sdo absurdas. Logo, ||Vu,|2 < M para alguma constante M > 0.

(p+ 1)G(z,s) — sg(x,s) < c|s|” + C < C(|s| + Cs) + C < Cyls| + Cy,
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onde C3,Cy > 0 sao constantes. Dai, analogamente ao que foi feito acima,

2%1 /Q \Vu,|*dx — /\/9(04|un| + Cy)dx < (p+ DI(up) — I'(up)uy,
= P2Vl = Al = AR < G Vusl +
N f%lnwnné < ACullunll + ACAlQ + C1||[Vun|ls + Cy
e pela imersao H}(Q) — L'(Q) segue que
f%ﬂwunng < AC5||[Vinl2 + ACIQ| + Cr[[Van|ls + C, (2.14)

com uma constante C5 > 0. Logo, a desigualdade (2.14) mostra que [unllgi) = [[Vunl2
é limitada. Assim, como H}(Q) é reflexivo, entdao para todo 6 € [0,2] pode-se extrair uma
subsequéncia de {u,} (novamente denotada por {u,}) que converge fracamente para um limite

ug € H(2). Por imersao compacta, u, — uy fortemente em L"(€) para qualquer r € [1,00) se

N=12erell, ]\2,—1172) se N > 3. Dali, a menos de subsequéncia, u, — uy converge q.t.p. em € e

|un] < h, q.t.p. em Q, onde h, € L"(2). Além disso, de (2.2 segue que

lg(z,s)s| < C|s| + C|s|?™ para todo s € Rex € Q
= |g(z, un)un| < Clu,| + Clu, |7 para todo n € N.

= |g(z, up)u,| < C hy +C hgﬁ € L'(Q) para todo n € N.

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

/g(:v,un)und:v—>/g(x,u0)u0d:r;. (2.15)
Q 0

Analogamente, para qualquer v € H}(), temos que

lg(z,un)v| < Clu| + Clv||u,|? para todo n € N
= |g(z, un)v| < Clo| 4 Clv|he € L'(Q) para todo n € N,

e, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
/ g(z, up)vde — / g(x, ug)vde. (2.16)
Q Q
De ([2.11)), segue que

]/(Un)uo = / (VUnVU() - a<x)|un|p_1unu0 - )\g(l‘, Un)uo) dx.
Q
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Fazendo n — oo, como I'(u,) — 0, entao por (2.16) com v = ug, temos que

/ |Vug|*dz = /(a|uo|p+1 + Ag(x, up)ug)dz.
Q Q

Além disso,
I'(up)u, = / (IVun > = a(@)|u, [T = Ag(z, un)uy,) d
Q

= / |V |*de = I'(u,)u, + /(ot(a:)\un\pJrl — Ag(z, up)uy)dr.
Q Q

Fazendo n — oo, como I'(u,) — 0, entao por (2.15)
iy = 1900l = [ 9 — [ [T = [Tl = ol

Portanto, a subsequéncia {u,} é limitada em H}(Q), converge q.t.p. em ) para ug e unll g2 ) —
[uoll (). Entdo, pelo Lema de Brezis-Lieb (ver Apéndice A), tem-se |u, — uol| gy — 0, isto &,
u,, converge fortemente para ug em Hg (), o que prova que {u, } é uma sequencia de Palais-Smale.

Agora, suponha que g(z, s) satisfaz (go), (92), (a2). Fixe A > 0 arbitrario. Por (g5), dadoe >0

de forma que eag > 0, entao existe C. > 0 tal que para s > C. tem-se

_ ea ea ea(x
57 lgta, )] < 52 = Jg(a, ) < Sfspr < g
ea(x
= Isllgta, o) < <o,
donde
Nsg(x, s)| < ea(x)|s|P™ + C. para z € Q. (2.17)

Além disso, por (2.7)), temos que

eag |s[Pt?

[s] [s]
W@wSW@Mﬂg/wmmﬁﬁ/fﬂmHWWhﬁ—
0 0 A A p

(p+1),

donde
MNG(x,8)| < ea(x)|s|P™ + C. para z € Q. (2.18)

Entao, usando (2.17)) e (2.18]), obtemos as estimativas

1 1
I(u,) = /Q (§|Vun\2 —T la(:ﬁ)|un|p+1 - \G(z, un)) dx
1 1
> /Q <§|Vun|2 — ol — o)l cg) dx

= [ (3190l = = 17 + el — . )
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e
I'(up)uy, = / (IVun > = a(@)|u, [T = Ag(z, un)uy) d
Q
< [ (VP = @)l + Wlgle, 1)) do
Q
< / (|Vu,? = a(@)|un ™ — ea(@)|u, [P + C.) dz
Q
< / (|Vu, > = (1 = e)a(z)|u, [P + C.) da.
0
1— 2
Fixe 0 <e < @. Entao
2
———>3=>1-€c—2e> ——=1—e> ——+2 = (——i—s),
p+ p+1 1
donde se pode definir .
—¢
= > 2
P+~ +e
Logo,
r(un) — I'(un)u, > / (EIVUNF — (1 — &)a(x)|u, [P — 7’05) dx
Q \2
— / (IVua > = (1 = e)a(z)|u, [P + C.) da
Q
r—2 9
= |\Vu,|* — (r+1)C. | dx.
Q 2
Entao 5
Va3 = (r + DCLIQI < rL(un) = I'(un)un

< I (un)| + 11 (wn) [ 1wn 2 )
< rCs + Cg||Vuyla,

que implica
r—2

2

IVunllz < CrllVunll2 + Cr,

onde Cg, C7 > 0 sao constantes. E, analogamente ao realizado no caso em que g satisfaz (go), (g1),
temos que essa tltima desigualdade assegura que a sequéncia {u,} é limitada em H}(Q). Entao,
podemos extrair uma subsequéncia (novamente denotada por {u,}) que converge fracamente para
um limite ug € H{(2). Por imersao compacta, u, — uy fortemente em L"(€)) para qualquer
rell,oo)se N=1,2er € [1,%) se N > 3. Dali, u, — ug converge q.t.p. em Q e |u,| < h,
q.t.p. em ©Q onde h, € L"(Q). Entao, usando (2.17), temos que

A

’un’erl"‘ )\’

| ||g (7, upn)| <
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o que implica que
|un|lg(@, un)| < Cshﬁ} + Cg € L*(Q) para todo n € N.

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que

/g(m,un)undx—>/g(:c,u0)u0dx. (2.19)
Q Q

De modo anéalogo, chega-se a convergéncia

/Q gz, un)vdr —s /Q (@, uo)vdz. (2.20)

quando n — oo, qualquer que seja v € H(2). Por fim, analogamente ao feito no caso
anterior, usando as desigualdades (2.19) e (2.20) chega-se a [[un|lg1) — |luollmy)- Portanto,
a subsequéncia {u,} satisfaz todas as hipéteses do Lema de Brezis-Lieb, donde w, converge

fortemente para ug em H{(f2), o que prova que {u,} é uma sequéncia de Palais-Smale. O]

O Teorema, a seguir, aplica o Teorema do Passo da Montanha para espacos de Riesz-Banach,

especificamente o Corolario 1.8, para demonstrar a existéncia de solu¢ao nao-trivial nao-negativa

para o problema ({2.1]).

Teorema 2.4. Existe Ao > 0 tal que (2.1)) possui uma solugdo nao-trivial ndo-negativa, qualquer
que seja A € [0, Ag).

Demonstragdo. Lembre que o espaco Hj(f2) estd imerso continuamente nos espagos L7 ({2) para
todo o € [1,2*). Assim, para cada o € [1,00), se N = 1,2, e 0 € [1,%), se N > 3, pode-se

denotar por A, a constante da imersao de Sobolev dada por
|ull, < Ay || V|2 para todo u € Hy (). (2.21)

Além disso, tanto no caso de ([2.1)) estar sob as hipdteses (go), (91), (a1) quanto no caso de estar

sob (go), (g2), (az), temos que existem constantes Cy > 0 e ¢ > 1 tais que

N +2
1<q<Ni_27 se N > 3,
e
|G (z,5)] < Co(|s|7™ + 1) para (z,s) € Q x R. (2.22)

De fato, no primeiro caso, por ([2.2)) existem constantes C' > 0 e ¢ > 1 tais que

2
, se N > 3,

1<<Jr
1=~ N3
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IG(I,S)!—/Iga:tydt</c|yq+1 ||q+1+CH

<
q+1

+C(|s |qul + C1) < Col|s |q+1 + 1), para (z,s) € Q2 x R,

onde Cy, C sao constantes positivas. E, no segundo caso, por (gq), temos que dado € > 0 tal que

e < Cy(p+ 1), existem constantes C. > 0 e p > 1 que satisfazem

l<p<

2
Ni_2’ se N > 3,

|maw=/W@mws/dwﬁ
0 0

= ]ﬁ\gﬂp“ < Co(]s|P*! 4+ 1) para todo # € R, desde que |s| > C..

Nesse caso, ¢ = p. Portanto, (2.22)) é valida. Note que a fungao a(x) é continua e definida num

conjunto compacto, portanto a € L>*(£2). Entdo, define-se

1

Cy = o lall ALy, Cs = CoAlty (2.23)
e fixe p > 0 tao pequeno que
2
CopP™! + Cypt*! < pz. (2.24)
Em seguida, define-se A\; > 0 por
2
AMColQ| = %. (2.25)

Em ambos os casos de hipdteses sobre (2.1, existe zp € € tal que a(xy) > 0. Entao pode-se
escolher um § > 0 suficientemente pequeno de forma que a(x) > 0 na bola B(zg,d). Fixe, assim,
¢ € C5°(Q) nao-trivial tal que suppp C B(xg,d) e ¢ € (Hi(Q))T, isto é, ¢(x) > 0 q.t.p. em Q.

Fixada tal fungao ¢, pode ser que ocorra |Vl < p. Entao fixe também r > 0 tao grande que

p <Vl (2.26)
e
I9li < s [ at@ioptd 221)
r < a\xr Z. .
> T p+1 B(x0,6)

Além disso, como a fun¢do G do problema (2.1)) pode mudar seu sinal, define-se Ay > 0 tao

pequeno que

rptl

—_— a(x ¢p+1da:+)\/ G(z,rd)dx > 0, para X € [0, \s]. 2.28
2@+1%éuw)(ﬂl [ G 0N (228)
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Pelo Lema 2.3, pode-se definir A3 > 0 suficientemente pequeno tal que o funcional satisfaca a
condigao (PS) para todo A € [0, A3, qualquer que sejam as hipéteses sobre (2.1)). Finalmente,
defina \g = min{\;, Ay, A3,1}. Sendo E := H}(Q) e fixado A € [0, \), verifica-se que I satisfaz
as hipoteses do Coroldrio 1.8. Com efeito, como ||V|u|ll, = ||Vull, para todo u € Hj(Q) e
G(z,s) < G(z,|s|) para todo = € €2, s € R, tem-se

1) = [ (GI70P = el ™ = AGla fu) ) do

< /Q (%yw? - i a(o) ! AG(m,u)) dz

= I(u), para todo u € F.

Como A foi definido de forma a I satisfazer a condigao (PS) para A € [0, o], resta verificar
(I1),(I2). Defina U como sendo a bola aberta de centro 0 e raio p em Hj({2) com a norma
[ull ) = [Vullz, ou seja,

U= {u € Hy(Q) : [|Vull2 < p}

Faga ey = 0 e e; = r¢, entado claramente ey, e; € ET. Como ||[Veg|la =0 < p, entdao ey € ET NU.
Além disso, por (2.26), 7||Vé|lz > p = "Vl > p= [[V(rd)|s > p=>1¢ ¢ U = e, € EX\U.
Entao (/1) se verifica. Note que para u € U, tem-se ||Vul|s = p entao

I(u) = /Q (%|vu|2 - pi —a () ul"*! - )\G(x,u)) dx

1

1
= |V - ——
51Vl A

a(x)|ulPdr — >\/ G(z,u)dx.
Q

Da desigualdade de Hoélder e de ([2.22)), segue

1 1
I(u) > =|Vu|? — ——||a||e ||uPT —A/C 14 1)d
(u) > 2|| ull3 p+1||a|| [[w”" |y g o([ul*™ + 1)dz
1 1
> §HVUH§ - pHHaHooHuHiﬁ — ACo([[ullZiy +1920).

E, de (2.21)), a desigualdade acima implica que

1 1
I(u) = S[[Vul; - mllallmz‘liﬂllwﬂ’z’“ = ACoATLIIVulF™ = ACo| Q.

2
Além disso, de (2.23)), do fato de A < 1 e A < \; segue que

1
I(u) 2 5[ Vull; - Col| Vuly™ = ACs [ Va5 = \Col Q-
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Entao, usando (2.24]) e (2.25)), obtemos que

1, +1 +1 p2
I(u) 2 5p° = Cop™ = Cap” -3
1 2 2 2
Zﬁpz_%_%:%’ para todo u € 9U.
Logo,
P2
> —. .
ulenan I(u) > 3 (2.29)
Usando ([2.27)) e (2.28]), temos que
1 2 1 p+1
I(er) =1(r¢) = SIIV(ro)ls — —— [ alx)[ro|""de — A | G(z,r¢)dx
2 p+1Jjq 0
2
= —||Vo|2 - —— prLg —)\/G ,To)d
SIVolE -~ [ at@lror e~ [ Gloroyds
s / (@op e — / (2)[o]" " dx — A / Gz, r¢)d
< a(x T — alx T — z,7o)dr
2(p+1) S (P +1) B B(20,0)
1 rptl

=—= ax)¢p+1da:—)\/ G(z,r¢)dx < 0.
2(p+1) /B(ayo,cS) (@)lo B(20.0) (

Além disso,
0
I(ep) = —/\/ G(z,0)dx, com G(x,0) = / gz, t)dt =0,
@ 0

o que implica que I(eg) = 0. Logo, usando ([2.29)), obtemos

2
P . .

= — < < .

max(/(eg), I(e1)) =0 < 3 ulenan I(u) ch')l(I]lrf;E"' I(u)

Portanto, (I5) se verifica. Entao, pelo Coroldrio 1.8, existe um ponto critico v € ET tal que
I'(u)=0c¢

I(u) = ¢ = inf max,
el 0<t<1

onde I := {y € C([0,1], ET) : v(0) = 0,~(1) = ro}.
Mas, da desigualdade (|1.16]), segue que

I(u) = ¢ > infaynp+1(u) > infoul(u) > %2 > 0. (2.30)

Portanto, u € H}(€) é uma solugao fraca nao-trivial nao-negativa de ([2.1]). O

A partir dessa demonstracao, quando nos referirmos a \y supomos a definicao dada no Teorema
2.4.
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Lema 2.5. Qualquer solugao u € H} () nao-trivial nao-negativa de ([2.1]) com X € [0, \o) satisfaz
u e L7(Q) para todo 1 < o < o0.

Nesse caso, a aplicagao f dada por f(z,u) = a(x)uP + Ag(x,u) pertence a L7(S) para todo
1 <o < o0.

Demonstragao. Fixe A € [0, \g). Agora, seja f(x,s) := a(x)s? + A\g(z, s). Como as fungdes a(z) e

g(z, s) s@o continuas, entdo f é carathéodory. Além disso, note que para todo s € R temos que

[f(z,8)| < la(2)][s]” + Alg(z, 5)]
< [lallsc|s[” + Alg(x, s)|.

Note ainda que, tanto no caso de o problema ({2.1)) estar sob as hipéteses (go),(g1),(a1) quanto no
caso (go),(92),(az), tem-se
lg(x, s)] < C(1+|s|?) (2.31)

devido a (2.2)) e a (g2), respectivamente, com ¢ = p no segundo caso. Dai,

s|<1=|s/97<|s
<1 7 <

= |g(z,5)] < C(1+|s|?) < C(L+|s]) < (C+2C[s]" ") (1 +]s]),

|s] >1=1s|7>1
= Jg(z,5)| < C(1+]sl7) < Clsl? +|sl7) = 2C]sft = 2C1s[7s
= g(e,8)] < 20111+ [s]) < (C + 20151+ ),

o que implica que

(2, 8)] < llalloo] s + A(C + 2C]s]*71) (1 + [s])
< flafloo (L + ) + X(C + 2C]s]*71)(1 + [s])
< (lallss + llalloolsP~") (L + [s]) + MC + 2Cs|*)(1 + |s])
< (lallss + llalloolsP~" + AC + A2C]s|"71) (1 + |s])
< (Ch|s|Pt+ Chls|Th + C(L + |s)).

Seja u € Hg(€) uma solugao fraca do problema (2.1 para A € [0, \¢] que estd fixado. Defina
h(z) := Cilu(z)[P~! + Ci|u(z)|* ! + C;. Note que

N N
(p—l);,(q—1)5<oose]\7:1,2
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(p_1> ’(q_l)

N N_N(N+2 N N 4 2N
2 2 ° 73 TON_—2 N_2¥ =7

Entdo, pela imersdao de H}(Q) em L7(2) para todo o € [1,00), se N = 1,2, e 0 € [1,%), se

N > 3, temos que
/ \u(x)](p_l)%dx < o0 e / |u(x)\(q_1)%d$ < 00,
Q Q

donde h(z) € L2(Q) e |f(z,u)| < h(z)(1 + |u|) para quase todo 2 € Q. Portanto, pelo Lema
Brezis-Kato (ver apéndice A), u € L7(2) para todo 1 < o < oc.
Agora, seja 1 < o < oco. Usando (2.31]), temos que

[\ wlde < [ (lallelu@)l + Moo, ute)])da
<2l [ fu@)de+ 27 [ loteuta))lde
<2l [ fu@)de+ 27 [ oo @y
<277 Ya|, /Q lu(z)[P7dx + 27 A7 0727} /Q(l + |u(x)|*7)dz

< 05/ |u(z)[P7dx + 05/ lu(x)|?dx + C5|Q] < oo,
0 Q
pois u € LP7(Q2) e u € L97(2). Além disso,
1 flle < Csllullps + Csllullgz + Cs. (2.32)

Portanto, f € L7(Q2) para todo 1 < o < oo. O

No Teorema 2.4 provou-se para cada A € [0, \g) a existéncia de uma solu¢ao nao-trivial nao-
negativa para o problema (2.1). Entao, para demonstrar o Teorema 2.1, basta mostrar que tal

solugao é estritamente positiva.

Demonstragao do Teorema 2.1: Seja X € [0, o). A fim de fazer uma discussao rigorosa, reescreve-
se o valor critico, a fungao f(z,u) definida no Lema 2.5, a solucdo fraca e o funcional como c,,
fr, uxn e Iy(u), respectivamente. Primeiro, note que pelo Lema 2.5, uy, fA € L7(Q)) para todo

1 < o < 0o. Logo, pelo Teorema(ADN) (ver apéndice A), temos que uy € W27(Q) e

llurllz.e < Csllfallss para todo 1 <o < oo. (2.33)

Assim, pode-se tomar o suficientemente grande de modo que 20 > N e 0 < % < 1. Segue do

Teorema da desigualdade geral de Sobolev (ver apéndice A) que uy € CY*(Q) e pela imersio

compacta de C1*(Q) em C1(Q) tem-se uy € C*(Q). Agora, note que existe uma constante C7 > 0
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independente de A tal que
0
) < ¢y < Cy, para todo A € [0, \]. (2.34)

De fato, de (2.31)) segue a desigualdade da esquerda. Além disso, para mostrar a outra desigualdade
coloca-se y(t) := te; para 0 < t < 1, que claramente pertente a I'. O caminho 7 ainda satisfaz,

para cada t € [0, 1], a igualdade

t2 tp—i—l
Li(y(t)) = I\(tey) = —HV61H§ = / a\el\p“dx — )\/ G(z,tey)dz.
2 P+ 1 /B B(0,5)

De (2.27) e dos fatos t < 1 e A < Ag, segue que

1
Iter) = 3 |[Veul — 27 r[V[ + A / |l te)ds

1
= §||V61||§ + Ao sup / |G(z,tey)|dx = C.
0 B(z0,0)

<t<1
Dali,
=i < < (7.
cx = inf max I,(7(t)) < max Ii(te1) < Cy
Logo, (2.34]) é valida. Portanto, I,(uy) = ¢y é limitado para A € [0, \o] e I'(uy) = 0. Entao, pelo
argumento usado na demonstragao do Lema 2.3, concluimos que [|u || g3q) = [[Vua|l2 ¢ limitada

para A € [0, \g]. Faz-se, agora, um argumento de bootstrap para obter a desigualdade

sup ||ua]|2,0 < 0o para todo o € [1,00). (2.35)
0<A<Ao

Para N = 1,2, pela imersao de Sobolev, temos que H}(2) < L°(f2) para todo 1 < o < co. Entao,
lualle < Cslluallmp) < oo para todo 1 <o < oo,
pois HuAHHé(Q) é limitada. Por (2.32)), segue que
| fallo < oo para todo 1 < o < 0.
Dai, a desigualdade (2.33)), implica que
|uga|l» < oo para todo o € [1,00),

qualquer que seja A € [0, \g]. Portanto, tem-se (2.35). Para N > 3, pela imersao de Sobolev,
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temos que H{(€2) < L7(Q) para todo 1 < o < 2%, com 2* = 22 Entdo,

llurll2s < CBHU)\“HOl(Q) < oo para todo 1 < o < 00,

pois [[uxl| gy () ¢ limitada. Defina 1 < pp := max{p, ¢} < 2" — 1. Entao,

|l < Nlalloolual” + AC(1 + [ux|?)
< JJalloo(Jur ™ + Co) + AC(1 + [ur [ + Cy)
S ClOlu)\’po + 0107

onde Cy e (g sao constantes positivas. Logo, fazendo oy := 12)_07 temos que

/’f,\‘goz/ | falPo §C1o/|u,\
O Q Q

Donde fy € L) e ||filloe < Ciollurllz + C10]©2] < oo. Da desigualdade (2.33), segue que

|lurllo, < 0o. Hé trés possibilidades para oy.

o + Olo‘Q‘ < Q.

Se 20y > N, entdo pela desigualdade geral de Sobolev (ver apéndice A) temos que uy € C%7(Q).
Logo, uy € L*(Q) e [lurlle < ||uallo < o0 para todo 1 < o < oco. Entdo, por (2.32)) e :
temos que

|ug.a|ls < oo para todo o € [1,00),

qualquer que seja A € [0, Ao]. Donde, segue .

Se 209 = N, entao por Imersao, temos que W29(Q) — L7(Q) para todo o € [1,00). Logo,
uy € L7(Q) para todo o € [1,00), o que implica f, € L7(2) para todo o € [1,00). Pelo Teorema
(ADN) (ver apéndice A) uy € W?7(Q) para todo o € [1,00). Em particular, pode-se tomar o tal
que 20 > N. Assim, pela desigualdade geral de Sobolev (ver apénide A) uy € C%7(Q). Entdo,

analogamente ao caso anterior, uy € L>®(Q) e |luxlls < |Jua|lo < 00 para todo 1 < o < co. Entao,

por (2.32) e (2.33), temos que

|ua.a|ls < oo para todo o € [1,00),

qualquer que seja A € [0, Ag]. Donde, segue ([2.35)).
Se 209 < N, entdo pela desigualdade geral de Sobolev u, € LP*(£2) onde pil = B _
lurllp, < Citllunll2,00- Note que py > 2%, pois

1 p 2 2N
b1 2% N poN—2.2*
¢ N N N 4N
+ 2
< = poN — 2.2 < N+2)—-22"=—-(N+2)— —=N
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donde
2*N 2*N

b1

Entao, fazendo oy := Z—;, temos que

p1
/mwz/mmzcgﬁWWHmM<m,
Q 0 (9]

ou seja, fy € L7 (), com o1 > 0y > 1. Entao, pelo Teorema(ADN), segue que uy € W7(Q).

Analogamente ao realizado para og, ha trés possibilidades para oy:

Se 201 > N, entdo uy € C%7(Q). Donde, segue .

Se 201 < N, entdo pela desigualdade geral de Sobolev u, € LP?(2) onde p% = o _ ]% e
>

2t
[urllp, < Cuillurll2,0,, com p2 > pi. Fazendo oy := 22, temos que fy € L7*(Q2), com 03 > 01 > 1.

Entao, pelo Teorema(ADN), uy € W%92(Q).

Prosseguindo dessa forma, encontramos nimeros < log < 01 < 09 < ... < g e pp < 2" < p1 <

P2 < ... < pi tais que pij = % — ]% Entao,
1 Po 2
p 2¢ N’
1 2 2 2 2 2
— == po(@——>——=p—3——(po+1),
1 p 2 Py 2 2 _py 2 0,
(B D) - =R Xeh D),
1 Po 2 4

3
Po 2,9 2 P 2,3, o
— === — +po+1))—==52— +p5+po+1
p“(Q* ACCREL )) N NPT,

donde

po<]]:[[t§:>N(po—1)<N<—%t§—1) :—]\;U_VQ
N —2 2
TN N1
1 2
< 0.

= =
2* N(po—1)

Logo, existe j € N suficientemente grande tal que 1% < 0, o que implica
J

2 2 j
@——<0:>@<—:>2(&):20j>N.
pi N p; N Po
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Portanto, para esse nimero j finito de passos, tem-se uy € C%7(Q). Donde, segue (2.35)).

Agora, prova-se que u, é estritamente positiva para A € [0, \;] com \; > 0 pequeno (A, < o).
Com efeito, suponha por absurdo que existem sequencias {\,}, {u,} e {x,} tais que A\, > 0,
An — 0, u, € ET u, é um ponto critico correspondendo a ¢, z, € Q e u,(z,) = 0. Note que,
por , para todo n € N ocorre

lunll2e < sup ||uallz, < oo para todo o € [1,00),
0<A< A0

entdo a sequencia {u,} ¢ limitada em W?7(Q) para todo o € [l,00). Logo, existe uma

subsequencia de {u,} (novamente denotada por {u,}) que converge fracamente para um limite ug

em W279(Q) para todo o € [1,00). Assim, pode-se tomar o tao grande que 20 > N e 0 < % <1,

entdo segue da desigualdade geral de Sobolev que ug € C*7(£2) e por imersdo compacta ug € C*(Q).

Entao

U, — ug em CH(€). (2.36)

Como u,, é solugao de ({2.1)), entao para A, temos que

/ Vu, Vv = / a(z)ubv + )\n/ g9(x, u,)v, para todo v € Hy(Q2).
Q Q Q

Fazendo n — oo, por (2.36) e A, — 0, segue que

/ VuyVo = / a(x)ubv para todo v € Hy(Q).
0 0

Portanto, ug é solucao do problema

— Aug = a(x)uf, em

ug =0,  sobre 0f)

(2.37)

Além disso,

_ 1 o 1 prl
I,\n(un)—/g(2|Vun| el = A Glo ) ) de

1 1
/Q <§|Vuo|2 — oy 1a(x)|u0|p+1> dx.

1
p+1

converge para

Entao,

P’ | — | p
enn = Iy, ) > 2 = / <§]Vu0| @)t ) dr >
Q

Assim, se fosse ug = 0, terfamos da desigualdade acima que 0 > % > 0, o que é absurdo. Portanto,

ug é solugado nao-trivial de ([2.37)).
Note que, como ug € C1(Q), temos que ug é limitada. Daf, auﬁ’*l ¢ limitada e pode-se definir
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M = ||aud " "||s. Adicionando Mug a (2.37)), temos que
—Aug + Muy = a(z)uy + Muy = (M — A)ug = a(x)uy + Mug.
Por outro lado,

—a(z)uf = —a(z)uf ug < la(@)uy o] < llauf " |ooto = a(z)uf > —laug ™" [|octo-
Portanto,

(M = A)uy > (M — [laug " [loo)uo = 0, (2.38)

o que implica que uy > 0 em €. De fato, suponha por contradicao que existe = € €2 tal que
up(z) = 0. Entao, x é ponto de minimo de ug (pois uy é ndo-negativa). Por outro lado, como
ocorre (12.38)), segue do Principio do Maximo de Hopf que ug é constante. Como ug(x) = 0, temos
que ug = 0, o que é uma contradicao. Portanto, ug > 0 em €2 e o minimo de ug € atingido em 0f2,
o que implica que

u0>Oeer%<Oem89, (2.39)

onde % denota o vetor derivada normal de ug. Agora, considere a sequencia {z,} tal que
un(x,) = 0. Como z, € Q para todon € N e  é limitado, entao {z,} é lmitada. Assim, tomando
uma subsequencia, se necessario, temos que {x,} converge para um limite zg. Se zy € €2, como

un(z,) = 0, temos que

[uo(z0)| = |un(2n) — uo(wo)| = [un(®n) — uo(wn) + uo(zn) — uo(z0)]
< [(un = uo)(@n)| + [uo(zn) — uo(zo)]

< — uolfoo + [uo(2n) — uo(z0)| — 0

Donde ug(zg) = 0, o que contradiz (2.39)). Se zy € 09, como x,, — wy, entdo x,, é suficientemente
proximo de 0f)2 para n suficientemente grande. Logo, pode-se escolher y, € 0 tal que
dist(x,,00) = ||z, — ynl|lgy. Dai, % ¢ o vetor normal exterior. Além disso, como
n n R

Un () = 0 = up(yn) (pois y, € 992 ), temos pelo Teorema de Rolle que existe um ponto z,

no segmento que liga x, e y, tal que
ou,,

v

onde v é o vetor normal exterior. Sabemos que x,, — g ¢ ||z, — Zo||gy — 0, entdo

(zn) =0, (2.40)

1Yn = @0 + 20 — Zalley < llyn — nlley + [l2n — zollry — 0.

Donde v, — xg. Assim sendo, z, e y, convergem para o, o que implica que z, — xo. Dai e
de (2.40), segue que 2%(z) = 0, o que contradiz (2.39). Portanto, em ambos os casos chega-se
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numa contradi¢ao, donde u, é estritamente positiva para todo A € [0, /\6] com )\6 suficientemente

pequeno. ]

2.2 Segundo problema

Para uma segunda aplicacao, considere o problema

—Au = f(x,u) em )
u=0 sobre 0f),

(2.41)

onde f € C(Q x [0,00),R). Dizemos que u : 2 — R é uma solugdo (fraca) de ([2.41) se u € H ()
e

/ VuVodr = / f(z,u)pdz, para todo ¢ € C5°(£2).
Q Q

Vamos impor as seguintes hipoteses sobre a aplicacao f:

(f1) existem constantes C' >0, u > 2,0 €[0,2) e

l<p<oo,se N=1,2

+2
1 N >
<p< N _ o se N >3
tais que
[f(z,8)] < C(|s]" +1) (2.42)
pE(z,s) —sf(x,s) < Cls|” + C (2.43)

para s > 0 e x € 2, onde F' é dada por

F(z,s) = / flz, t)dt; (2.44)
0
(f2) existem xg € Q2 e d > 0 tais que

F
min —(:E’ )

Lo — 0o quando § — o0; (2.45)
r—xo|< S

(f3) existem a(x) € C(Q) e uma constante C' > 0 tais que A\;(—A — a) é positivo e
—Cs < f(x,s) < a(x)s, para cada x € € (2.46)

se s > 0 é suficientemente pequeno, onde A\;(—A — a) denota o primeiro autovalor de —A — a(x)
com a condi¢ao de contorno de Dirichlet.

As seguintes observagoes fornecem condigoes suficientes para que uma aplicagdo f € C(€ X
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[0,00),R) satisfaca a hipétese (f2) ou a hipétese (f3).

! ( dlverge para oo uniformemente sobre

Observagao 2.2. Se existem xy € 2 e § > 0 tais que
B(zg,0) quando s — oo, entao ocorre (fy). Com efeito, dado A > 0, existe sp € N (que depende

apenas de A) tal que:

f(z,s)

s> 89 = > 2A, para todo x € B(zg, )

= f(x,s) > 2As, para todo x € B(x,0)

= f(z, t)dt > / 2Atdt, para todo x € B(xo,0)
0 0

2
= F(z,s) > QA%, para todo x € B(zg,J)

:F(x s)

> A, para todo x € B(xo,9)

= min ——~= > A.

Portanto, ocorre (f5).

f(x,s)
s

Observagao 2.3. Se converge para zero uniformemente sobre € quando s — 01, entao

ocorre (f3). De fato, dado ¢ = 1 > 0, existe § > 0 tal que

O<s<<5:>‘M < 1, para todo = € Q
s

= |f(x,s)| < |s| = s, para todo = € Q

= —s < f(x,s) < s, para todo = € Q.

Assim, basta tomar C =1 > 0 e a(z) =1 € C(Q). Dai, ocorre (f3).

O questionamento natural diz respeito & existéncia de uma aplicacdo f € C(92 x [0,00), R)

satisfazendo as condigdes (f1) — (f3). O exemplo a seguir garante essa existéncia.

Exemplo 2.2. Seja f(z,s) = a(z)s” —b(x)s?, com 1 < p < ¢ < ¥£2 e N > 3, um termo nao-linear

tal que a(xg) > 0 para algum z( € Q) e ocorre
a(x) >0€Q ou blx)>0¢€.

Entao f satisfaz (f1) — (f3). De fato, como a(zg) > 0 e a é continua, entao existe § > 0 tal que
a(r) > a > 0 em B(xg,d), onde a € R. Além disso, como b € C(Q) temos que |b(x)| < M para
todo z € Q, com M uma constante positiva. Entdo, |b(z)| < M em B(xo,d), donde —b(z) > —M.
Logo, para s > 1 > 0 temos que

M
f(z,5) =a(z)s? ™t —b(z)stt > asP! — Ms? = P71 (a — ) :

S spP—4a
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Comop—q>0ep—1>0, entao dado A > 0 pode-se tomar s, suficientemente grande de modo

que
sgi <aest? (a— Sg{q) > A.
Dai,
§> 89 = @ > Pt (a— spﬁ) > A em B(xg,9).
Assim, @ diverge para oo uniformemente sobre B(zg,d) quando s — oo e, pela Observagao

1.7, f satisfaz (f2). Além disso, a é limitada, pois a € C(Q2), donde |a(z)] < N em €, com
N > 0 uma constante. Entao, dado € > 0, existe sqg > 0 suficientemente pequeno de forma que
sg_l + 38_1 < m Logo, para 0 < s < sy tem-se

(=, s)|

= < la(z)|s"" + [b(x)]s"
S

< NPt 4 Mgt
< max{N, M}s*~' + max{N, M}s?*
= max{N, M}(s"~ ! 4+ 5771
< max{N, M}(sL™" + s
€

<maX{N,M}m = £ em Q.

‘f(x, s)

S

f(z.9)

s

Assim, converge para zero uniformemente sobre 2 quando s — 07 e, pela Observacao 1.8,
f satisfaz (fs). Finalmente, como p > 1, pode-se tomar C' > 0 tal que |s| < C|s|P + C. Pela

convergencia acima, dado € = 1 > 0 existe ¢ > 0 tal que

f(, )]
s

= |f(z,s)] < |s]

= [f(2,s)| < C|s]’ + C em Q.

<1

0<s<d=

donde f satisfaz (2.42). Resta a verificagao de (2.43). Se b > 0 em €2, entao faz-se 2 < y=p+ 1.
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Logo,

(04 1)F(x,s) — sf(x.s) = (p+ 1) / ()t — sf(zs)
=(p+1) /Os(a(x)tp — b(2)t?)dt — s(a(x)s? — b(z)s?)

g+l g+l
— + 1 —b _ p+1 4 b q+1
0+ 0 a2 b0 | ) e
1 1l—p—1
=(1- pt- b(x)sit! = eti-p—2 b(x)sitt
qg+1 q+1

P—q 1

=— [ =—)b(2)s? <0, paras>0ezx € Q,
(q + 1> @) 20, p a

pois p — ¢ > 0. Donde, a desigualdade (2.43)) é satisfeita, qualquer que seja 6 € [0,2) e tomando

C > 0 como acima. Se a > 0 em (), entao faz-se 2 < u = ¢ + 1. Dali, analogamente ao feito no

caso acima, temos que

(q+1)F(x,s) — sf(x,s) = (g +1) {a(m);il — b(x);(:rl — a(x)sPt + b(x)s?H!
— ﬂ — alz Sp+1
B (p+ 1 1) @)

p

Portanto, f satisfaz (fi).

Teorema 2.6. Seja f € O(Q x [0,00),R) satisfazendo (f1) — (fs). Entdo o problema [2.41]) tem

uma solucao positiva.

Demonstracdo. Para s suficientemente pequeno, pela hipétese (fs), existem a(z) € C(Q) e uma

constante C' > 0 tais que
—Cs < f(z,s) < a(z)s, para cada = €

entdo, fazendo s — 0%, tem-se 0 < f(z,0) < 0, donde f(z,0) = 0. Logo, pode-se obter uma

extensao impar com respeito a s para a fungao f, definindo f(x,s) = —f(z, —s) para s < 0. Faga

E = H}(Q) e defina
I(w) = /Q (%yvuﬁ —F(a:,u)) dz,

que é um funcional de classe C! (ver apéndice A). Primeiro, mostra-se que I satisfaz as hipdteses
do Corolério 1.8. De fato, a derivada de Frechet de I(u) é dada por

I'(u)v = / (VuVv — f(z,u)v)dz, para todo v € Hy(Q).
Q
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Seja {u,} uma sequéncia em HJ () tal que I(u,) ¢ limitada e I'(u,)) converge para zero.
Procederemos de modo anélogo ao argumento usado no Lema 2.3, a fim de concluir que o funcional
I satisfaz a condicao de Palais-Smale. Seja 1 < 6 < 2. Usando as definigdes de I(u) e I'(u)v,

obtemos
1
wl (uy) — I'(up)uy, = u/ <§]Vun\2 — F(:c,un)) dr — / (IVun> = flz, up)uy) do
Q Q
(=2 2
=(— |\Vu,|*de — [ (uF(x,u,) — f(z,up)u,) dz
2 Q Q
—2
> ("T> Vu,|l5 — / (Clu,|’ + C) da.
Q
Por outro lado, por hipdtese, existem constantes C; > 0 e n; = ny(C;) € N tais que

Ch
I(u,)| <
)| < 1

e ||[I'(u,)|| < C; desde que n > n;.

Entao, para n > n; tem-se

1l () — I’ (wn )un| < pl I (wn)| + 1 (wn)un]

<l ()| =+ 1 () [t 12

C
< Mi + C1| Vgl

= Cif[Vun[l2 + Ch.
Portanto,
-2
(“52) 19wl = [ (Clunl’ +.€) o < Col Tunl + G
Q
Como 6 € [1,2] C [1, 3

1,2
1,2

*), onde 2* = 22 temos pela imersdo de Sobolev que (H}(Q) —
L7(Q) para todo o € [1,2*]). Entao,

—2
(“—) IV unll2 = Cllunll§ + €1 < C1l[Vanla + C

2
p—2 2 0
= | 75 ) IVuallz < Clluallz + Cill Vunllz + o, (2.47)
com uma constante Cy > 0. Como ¢ < 2, tal desigualdade mostra que [|un | mi@) = |Vunll2 é

limitada. Agora, seja 0 < 6 < 1. Entao,

pF(z,s) — sg(x,s) < Cls|” + C < C(|s| + C5) + C < Cyls| + Cu,
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2. Equagoes elipticas semilineares com termos nao-lineares mudando de sinal

onde C3 e (4 sao constantes positivas. Dai, analogamente ao feito acima,

-2 ,
(“52) 190l [ (Calunl + e < pt) = I

-2
= (“52) 191 = Calualh = Cal < CilI Vil +

-2
= (152) 19l < Cllwlls + GVl + €y

e pela imersao, H} () < L'(Q), segue que

-2
(“52) IVl < Call Pl + CilI Vil + Ci

com constantes Cs, Cg > 0. Donde [|u, || g3 () = [[Vunl|2 é limitada. Entao, como Hy(Q2) é reflexivo,
para todo 6 € [0,2] pode-se extrair uma subsequencia de u,, (novamente denotada por u,) que
converge fracamente para um limite ug € H}(€). Por imersao compacta, u, — ug fortemente em
L7 () para qualquer o € [1,00), se N = 1,2 e 0 € [1, 25
q.t.p. em Q e |u,| < h, q.t.p. em Q onde h, € L7(Q),0 € [1,2*). Além disso, (2.42)) implica

), se N > 3. Dai, u,, — ug converge

|sf(x,s)] < C|s| + C|s|P*, para todo s >0ez € Q.

Entao,
[ f (7, un)| < Cluy| + C|un|p+1

Logo,
|un f (2, u,)| < Chy + CREL € LY(Q).

E, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que
/unf(x,un)dx — / uo f (x, up)dx
Q Q
quando n — oco. Note ainda que

[0f (2, un)| < Clo| + Clo[un]”
= [vf(z,uy)| < Clo| + Clolh? € L'()

e, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

/vf(x,un)dxﬁ/vf(x,uo)d:c
Q Q
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2. Equagoes elipticas semilineares com termos nao-lineares mudando de sinal

quando n — oo. Assim, fazendo n — oo nas igualdades

I'(up)ug = /Q (Vu,Vug — f(x,un)ug) dx e

I'(up)uy, = /Q (IVun|* = f(z,up)u,) dz,

/|Vu0|2d:p:/f(x,u0)uod:pe
Q 0

/|Vun\2dx—>/f(x,u0)uodx,
Q Q

como I'(u,) — 0, temos que

respectivamente. Donde

ey = [ IVunlde — [ [Vuode = Juolfyy o
Q Q

Portanto, pelo Lema Brezis-Lieb (ver apéndice A), temos u, convergindo fortemente para uy em
H{(2), o que prova que {u,} ¢ uma sequencia de Palais-Smale. Como f(z, s) é {mpar com respeito

a s, entao F'(x,s) é par com respeito a s, pois

:/O_sf(gg,t)dt:/ fla, —t)dt = / f(x,—t)d /fxtdt F(z,s),

para s > 0. Logo F(x,s) = F(z,—s) = F(x,|s|). Dai,

1) = [ (§I0P = Flala ) do = [ (GI9uP = Flea) ) do = 100

para toda u € E. Resta mostrar (1) e (I2). Afirmamos que existe g9 > 0 tal que
/ (IVul® — a(z)u®) dz > &0||Vul)3, para todo u € Hy(€2). (2.48)
Q

De fato, suponha por absurdo que para cada n € N existe u, € Hy(Q), [[unll g3y = [|Vualls = 1

tal que
1

/Q (IVu, > — a(z)ul) doe < —.

n
Note que {u,} ¢ limitada em H} (). Entao, a menos de subsequencia, u, — ug em H} () e, pela

imersdao de Sobolev, u,, — ug em L*(Q). Como, por (f3), temos

2 _ 2 d
0<AM(—A—a)= inf Jo (IVul” — av?) :B,
0£ue HE(Q) o, lul?dz
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2. Equagoes elipticas semilineares com termos nao-lineares mudando de sinal

entao .
0<M\(—A-— a)/ |up |*dx < / (IVu, > — a(z)ul) doe < —.
Q Q

n

Dessa desigualdade temos

1
0<M\(—A—a) / uldr < ~ e (2.49)
Q n
9 1
0<1— | au,dr < —. (2.50)
Q n

Fazendo n — oo, como |au?| < ||al|«h3 € LY(Q) com hy € L?(£2), obtemos de (2.49)

/uidx—>02>/ugdx:0:>u:0q.t.p. emQé/augdx:O
Q Q Q

e de (Z50),

/ auZdr — 1 = / augdr = 1,
Q Q

que é um absurdo. Portanto, a afirmagao é valida. Pela hipétese (f3), existe so > 0 tal que

0<s<sy= f(z,s) <a(zx)s

= —f(z,—s) <a(x)s em Q,
pois f é impar com respeito a s. Logo,
0<s<so= f(z,—s) <a(x)(—s) em Q,
donde a desigualdade f(z,s) < a(z)s em Q é valida também para —sy < s < 0. Assim,
f(z,8) < a(r)s em 2, desde que |s| < so.

Integrando tal desigualdade com respeito a s, temos que

2

F(z,s) < a(x)% em €, desde que |s| < sq.

por outro lado, por (2.42)), temos
Flas) < [F(as) < [ 17(0lde< [ e+ v
0 0
C
“p+1

A

C
[P 4 Clsl < sl 4 C(JsP ™+ Cr) = Cils™, para s 2 0.
p
Além disso, como F' é par, temos
F(x,8) = F(z,—s) < Cg| — s|"t" = Cg|s[P™ para s < 0.
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2. Equagoes elipticas semilineares com termos nao-lineares mudando de sinal

Segue que
2

F(z,s) < Cg|s|P*! + a(:c)%, seR. (2.51)
Dali,

1
I0) = 3IVul} = [ Fle,uds

1 2 +1 u?
> || Vullz - Cslu|"™" + a(z)—= ) dz
2 Q 9
1
B (”VU’@ - / a(x)vfda:) — Cg||u| ﬁﬁ, para todo u € Hy ().
Q

Logo, por (2.48)) e pela imersao de Sobolev com A, ; como em ([2.21)), temos que

V

v

1
I(u) > 5 (20l Vul3) — Cs AL Vul[5*!, para todo u € HY(R). (2.52)
Fixe p > 0 tao pequeno que C’gAgﬁ < %Op2, o que ¢ possivel porque p+1 > 2 e p < 1. Defina U

como sendo a bola aberta de centro 0 e raio p em Hg(2) com a norma [|ul| gz gy = [[Vul2, ou seja,
U:={uec H(Q):||[Vuls < p}

Logo, por (2.52), para u € H}(Q) tal que ||Vu|s = p temos

& &
(20p%) — Cx AP p" > = p? — =2p” = =2, (2.53)

Iw) = 4 4

N |

donde

. €0 o
> — . .
ulenan I(u) > i 0 (2.54)

Fixe, ainda, ¢ € C§° ndo-trivial tal que suppp C B(xo,d), onde xy e § foram dados em (f2), e
¢ € (HJ ()T, isto é, ¢(x) > 0 q.t.p. em Q. Afirmamos que existe r > 0 suficientemente grande
de forma que I(r¢) < 0. Faga a := H e defina

D :={x € B(xo,9) : ¢(x) > a}.

Note que dado M > 0, pela hipétese (f3), existe S > 0 tal que

SZS:>F(x,s)2F($’S) - F(z,s)

> M > 0, para z € B(zg,0). (2.55)
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2. Equagoes elipticas semilineares com termos nao-lineares mudando de sinal

e tem-se
DcCDe (2.56)
F(z,7¢) > 0 em D, (2.57)
pois g
re€D=éz)>a=rdr)>ra>=-a=95=x€cD,
a

r€D=rox)>8 = F(z,ro(x)) > 0.

Segue de ([2.56]) que

[ Fla,ré)dz = / Flz,ré)dz + / F(z,ré)dz,

D D D\D

e de (2.57)) tem-se
—/ F(z,r¢)dz <0.

D\D
Logo,

_/F(x,r¢)d:c:—/DF(x,mﬁ)dx—[ Flz,ré)dr < —/ Flz, re)dz.

D D\D D

Dai, denotando B := B(zy, ), tem-se

—/ F(z,r¢)dx = —/ F(z,r¢)dx —/ F(z,r¢)dx
B {z€B: r¢(z)>S} {zeB: 0<r¢(z)<S}
< —/ F(z,r¢)dx +/ |F(z,r¢)|dx
D {z€B: 0<r¢(z)<S}
< [ Plroda+ | mx [P, ro)lds
—— [ Flaroys + 19 max _|Plzr0)
D 0<s<S,2eQ

= —/ F(z,r¢)dx + Cy,
D

com Cy > 0. Como suppp C B, entao

2
1) = SIVolE - [ Flaroyis

suppe
7,.2
= SIV6l3 - [ Floroda
B
7,2
< SIVolE— [ Faropde +Co

2 F(z,r¢)
< lIVéls - 7’2/D¢2Wd$+ Co.
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2. Equagoes elipticas semilineares com termos nao-lineares mudando de sinal

Por outro lado, em D, tem-se ¢(x) > a = —¢(z)* < —a, entao

1 F(z,r¢
Hm»grQQﬂvw@—a{é—%%%lw)+{b

Desde que a < ¢(x) < ||¢|leo = 2ac em D, a integral F((fg;;f ) diverge para oo uniformemente sobre

D quando r — oo. Logo, pode-se tomar r > 0 suficientemente grande de forma que I(r¢) < 0. E
a afirmacao estd provada. Entdo, fixe r > 0 tao grande que I(r¢) < 0 e r||Vo|ls > p. Faca eg =0

e e; = r¢, entdo claramente eg, e; € ET. Como ||Veylla = 0 < p, entdo ¢y € ET N U. Além disso,
rIVolle > p=[IrVella > p= [V(ré)lla > p=>ré ¢ U= e € E"\U.

Logo, (I1) se verifica. Como I(eg) = I(0) =0 e I(e;) = I(r¢) < 0, entdo max(I(eg), I(e1)) = 0.
Por (2.54)), segue que

max([(eg), I(e1)) =0 < inf I(u) < inf I(u).

uedU uedUNET

Entao, (I2) se verifica. Portanto, segue do Corolario 1.8, que existe uma solugao nao-trivial
nao-negativa ug de (2.41)). Pela hipétese (f3), pode-se escolher M > 0 tao grande que

s € [0, [Juolloc) = f(2,8) = —Ms

= f(x,s) + Ms > 0, para todo = € Q.
Entao, adicionando Mwug a (2.41) com u = ug, temos que
—Aug + Muy = f(z,ug) + Muy > 0, em €,

pois 0 < wp(z) < |luplleo em 2. Logo, ug > 0 em 2. Caso contrario, existiria x €  tal
que ug(x) = 0, o que implicaria z ser ponto de minimo de ug (pois ug é nao-negativa). Pela
desigualdade acima, seguiria do Principio do Maximo de Hopf que ug é constante, donde u = 0

(pois ug(x) = 0), que é absurdo. Portanto, a solu¢ao ug é estritamente positiva. ]
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Capitulo 3

Equacoes elipticas semilineares com

pequenas perturbacoes

Este capitulo se dedica a aplicar o usual Teorema do Passo da Montanha na demonstracao da
existéncia de uma solugao positiva para equacoes elipticas semilineares nas quais o termo principal
sofre uma pequena perturbacao. Aqui, o termo principal esta sob hipdteses que garantem sobre
ele a geometria do passo da montanha e, consequentemente, a existéncia de uma solugao no caso
de perturbacao nula. Sem que se coloquem hipoteses sobre o termo de perturbacao, tal solucao
satisfaz a equacao também no caso de perburbacao nao-nula suficientemente pequena. Por fim,
quando se coloca sobre o termo de perturbacao a hipétese de ser nao-negativo, encontra-se para

o problema uma outra solucao, diferente da primeira. Nesse sentido, considere o problema

—Au = f(x,u) + A\g(z,u) em 2
u=20 sobre 0€2,

(3.1)

onde € é um dominio limitado em RY com fronteira suave 92, N > 1, as funcoes f(z,s) e g(z, s)
sao continuas sobre € x [0,00), e A é um parametro real cujo valor absoluto é pequeno. Sobre a
aplicacao f impomos as sequintes condicoes:

(f1) Existem constantes C' > 0 e

l<p<oo,se N=1,2

2
se N >3

l<p< i
p N _2’

tais que

|f(z,8)] < C(s”" +1)
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3. Equacoes elipticas semilineares com pequenas perturbacgoes

para s > 0 e x € (.
(f2) Existem constantes a > 2, 6 € [0,2) e C' > 0 tais que

aF (z,8) —sf(x,s) < Cls|” +C

para s > 0 e x € ), onde F' é dada por

F(z,s) = /OS flz, t)dt.

(f3) Existem zo € Q e §y > 0 tais que

. F(x,s)
min —_— — X quando S — oQ;
|1‘—$0|§50 52

(f4)

lim sup (max f(x,s)) < 1,

s—07t zeQ S

onde ; denota o primeiro autovalor do Laplaciano com condigoes de fronteira de Dirichlet em 2.

(fs)
lim inf (min M) > —00.

s—07T zeQ S
As hipéteses (f1) — (f1) garantem que f(z,s) tem uma estrutura do passo da montanha, e (fs)
garante que uma solugao do passo da montanha é estritamente positiva. Note que se a hipétese (f3)

estivesse sendo considerada para todo x € 2, ela se tornaria a condicao de Ambrosetti-Rabinowitz.

Teorema 3.1. Sejam f(x,s) e g(x,s) fungdes continuas sobre Q x [0, 00). Suponha que (1) — (fs)
acontecem. Entdao, valem as sequintes afirmativas:

(1) Existe Ao > 0 tal que tem uma solugdo positiva uy quando |A| < Ag. Além disso, para
qualquer sequéncia {\;} convergindo para zero, corresponde uma subsequencia {uy,} que converge
para ug em W>4(Q) para todo q € [1,00), onde ug € uma solu¢do do passo da montanha de
com A =0 e W>4(Q) denota o espago de Sobolev.

(i1) Se g(x,0) > 0 e g(x,0) € nao-trivial em 2, entao tem outra solug¢do nao-negativa vy para
A suficientemente pequeno tal que 0 < vy(z) < uz(z) e vy — 0 em W24(Q) para todo q € [1,00).

Além disso, se

lim inf (min 9(x,5) = g(x’())) > —o0, (3.2)

entdo cada vy € estritamente positivo.

A observacao, a seguir, fornece condigoes suficientes para que uma aplicagao f satisfaca (f3),

(fa) e (f5)-
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3. Equacoes elipticas semilineares com pequenas perturbacgoes

Observacao 3.1. Seja f(z,s) como no problema (3.1]). Se

T

= 0, uniformemente em (2, (3.3)
s—0F S

entdo f satisfaz (fy) e (f5). Além disso, se f é superlinear em s = co numa pequena vizinhanga

hHl( min ftas))::oo, (3.4)

s—00 \ z€B(zo,9) S

de xq € €1, isto é,

entao f satisfaz (f3). De fato, dado € > 0 com € < puy, por (3.2)) existe 6 > 0 tal que

O<s<5:>M<5, para todo x € €2
s
B O B (0 B (0] D
z€Q S z€Q S z€Q S
e ainda

min f(x,s) = min |f(,9)] <e

zeQ S z€Q S

~ min f(z,s) -

N S

(, s)

S

lim sup (max f(:v,s)) < 1,

s—07t zeQ S

Logo, a funcao que associa a cada s € R a expressao max, g ¢ limitada por € na vizinhanga

superior (0,6). Assim,

e a condicao (fy) é satisfeita. Analogamente, a fungado que associa a cada s € R a expressao
f(@,s)

¢ limitada inferiormente por —e na vizinhanga superior (0,¢). Assim,
s

min, o

lim inf (min f(:zc,s)) > —00,

s—0t zeQ S

e a condicdo (f5) é satisfeita. Além disso, dado A > 0, por (3.3)) existe sy € N tal que

. x,S
$> Sy = min f( )>2A
z€B(z0,0) S
>

@) )

> 2A, para todo x € B(xg,d)
S (JCGB(wo,(s) S

= f(x,s) > 2As, para todo = € B(x, )
= F(z,s) > As?, para todo x € B(x,9)

F
N (x27 5) > A, para todo x € B(x,9)
s
= min M > A.

z€B(x0,0) 52
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3. Equacoes elipticas semilineares com pequenas perturbacgoes

Portanto,
. F(x,s)
min

|x—x0]|<do 52

— 00 quando s — 00
e a condicao (f3) é satisfeita.

Exemplo 3.1. A funcdo f(z,s) = a(z)s? + b(x)s? definida sobre Q x [0, 00), onde a,b € C(Q) e

l1<g<p,se N=1,2

2
+2 se N > 3,

Y

1<<<N
CIPN

é um exemplo de termo nao-linear que muda de sinal e satisfaz (f;) — (f5), desde que pelo menos
uma das condigoes a seguir seja valida.

(i) a(z) pode mudar seu sinal, mas a(zg) > 0 em algum xy € Q e b(x) <0 em €;

(ii) a(xo) > 0, a(x) é nao-trivial em Q e b(x) é qualquer funcao.

Com efeito, como a, b € C(£2), entao existem constantes M, N > 0 tais que |a(z)| < M e|b(z)] < N
para todo = € Q. Entdo

|f(z, )| < la(z)||s]P + |[b(x)||s|? < MsP + Ns?, paras>0ex €.
Mas 1 < ¢ < p, entao existe uma constante Cy > 0 tal que s? < s? + Cy. Logo,
|f(z,s)| <K MsP+ N(s? +Cp) <C(s"+1), paras >0ex €,

onde C' é uma constante positiva. Donde f verifica (f;). Agora, note que dado ¢ > 0, como

3

p—1,q—1 > 0, pode-se tomar sy > 0 suficientemente pequeno de forma que sg_1+sg+1 < SN

Entao, para 0 < s < sy tem-se

< Ms["~" + Ns|P~
S

‘f(iv, s)

< max{M, N}s*! + max{M, N}s?!
= max{M, N}(s""! 4+ s771)
< max{M, N}(sh™ "+ s

3

- Q.
max{M, N} e o

< max{M, N}
Dai, ocorre (3.2]). Além disso, tanto no caso (i) quanto no caso (ii), existe zo € €2 tal que a(zg) > 0.
Entao, pode-se tomar uma bola B(xg, d) na qual a(x) > p > 0, com p > 0 uma constante pequena.

Dado A > 0, como p — ¢,p — 1 > 0, pode-se tomar s; suficientemente grande de forma que

N 1
—_<p (S Sp i >A



3. Equacoes elipticas semilineares com pequenas perturbacgoes

Logo, para s > s; temos que

N
f(xs’ s) = a(x)s" 1+ b(z)sTt > psPTt — Nst™h = gP7t (p - —

Dai,

p—q
81

. f(x7 S) p—1 N p—1 N
ccEan(lxr;ﬁ){ . }>s P ) =5t P > A.

Entao, ocorre (3.3)). Pela Observagao acima, temos f satisfazendo (f3) — (f5). Resta a verificagao
de (f2). Primeiro, considere o caso (i) e escolha a = p+ 1 > 2, entao

aF(z,s) —sf(x,s) = (p+1)F(z,s) — sf(x,s)
=+ 1)/0 flz, t)dt — sf(z,s)

=(p+1) /0 (a(x)t? + b(x)t?)dt — s(a(x)s? + b(x)s?)

P+ g0+l

=(+1) (a<w);+ [ @) 1) — a(x)sPt — b(z)stH

_br~4 qb(x)sqJrl <0< Ols’+C,
qg+1

para algum C' > 0 e 6 € [0,2). Analogamente, considere o caso (ii) e escolha @ = ¢+ 1 > 2, entdo
al(z,s) = sf(x,s) = (¢+ DF(x,s) = sf(z,s)
G+ D) [ fat)dt - sf(,s)
0

=(¢+1) /0 (a(x)t? 4+ b(x)t?)dt — s(a(x)s” + b(x)s?)

p+1 gat1

=(q¢+1) (a(m);+ 1 + b(:c)q n 1) — a(z)sPT! — b(z)stT!

1
=+ 4 a(x)sPt!
p+1

b= qoz(a:)spJrl <0< s’ +C,
p+1

para algum C' > 0 e 6 € [0,2). Donde f satisfaz (fs).

Para a demostragao do Teorema 3.1, utiliza-se o Teorema do Passo da Montanha e o Principio

do Méximo de Hopf. Primeiro, note que as hipéteses (f4) e (fs) implicam f(z,0) = 0 em Q. De
fato, de (fy), temos que existe d; > 0 tal que

O<s<51:>M<,u1:>f(x,s)<,uls, em (Q,
s
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e, de (f5), temos que existem C' > 0 e d; > 0 tais que
0<s<d= f(r,s) >—Cs, em (.
Entao, para 0 < s < min{dy,d2} temos
—Cs < f(x,5) < s, em €.

Fazendo s — 0% temos f(z,0) = 0 em Q. Dessa forma, pode-se estender a funcido f do problema
(3.1)) colocando f(x,s) = 0 para s < 0 obtendo uma extensdo f(x, s) definida em Q x R e continua
em s. Além disso, tal extensao satisfaz (fy) e (f5), com s — 0 em vez de s — 07, e (f2) para todo

s € R, pois para s < 0 tem-se @ =0 em €. Donde

€N S zeQ S

=0> —o0.

Por outro lado, dados aw > 2, C' > 0 e 6 € [0,2) temos
aF(x,s) —sf(z,s) =0<Cls|” + C.

Definigao 3.1. Diz-se que uma fungio u € solucao fraca de (3.1)) se u € H}(Q)NL>®() e satisfaz
a primeira equacao de (3.1) no sentido das distribuigoes.

Seja u uma solugao de (3.1)). Apresentaremos adiante a demostracao de que, por um argumento
de bootstrap com o Teorema de regularidade eliptica, tem-se u € W?7(Q) para todo o € [1,00)

satisfazendo a primeira equacdo de (3.1 quase sempre em Q. Além disso, u € C*(Q).

Lema 3.2. Seja u uma solugao nao-trivial de (3.1) com X = 0. Entao u é estritamente positiva

€ g—z < 0 sobre 012, onde % denota o vetor normal exterior.

Demonstracao. Primeiro, defina
D :={x € Q:u(zx) <0}

Suponha, por absurdo, que D é nao-vazio. Entao, para z € D tem-se u(z) < 0 que pela extensao

de f implica f(z,u(z)) =0, donde u é solugao do problema

—Au = f(x,u) =0em D
u = 0 sobre 052

Dai, v = 0 em D, o que é uma contradigao. Logo, u(x) > 0 em . Faca A := ||ul|s. Por (f5),
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existe C' > 0 tal que
0<s<A= f(z,s) > —Cs, em (.

Entao

0<u<A= f(r,u) > —Cu, em (2,

donde
—Au+ Cu= f(x,u) + Cu >0, em Q.

Isso implica u estritamente positiva, pois supondo, por absurdo, que existe zg € ) tal que

u(zg) = 0, entdo como u > 0 tem-se

u(zo) = {Ene%l u(z)

e pelo Principio do Maximo de Hopf, u é constante, donde u(x) = u(zy) = 0 para todo = € €,
isto é, u = 0, o que é um absurdo. Portanto, u > 0 em 2 e, como u = 0 sobre 0f, tem-se g—’; <0
sobre 0. m

Pela primeira equacao de ({3.1]), define-se o funcional de Lagrange Iy(u) por

Io(u) = /Q (%|Vu|2 - F(J;,u)) do,u € HY(Q),

onde F(z,u) é definido em (f3), cuja derivada de Fréchet é dada por
I(u)v = / (VuVv — f(z,u)v) dz, para todo v € H} ().
)

A fim de aplicar o Teorema do Passo da Montanha para o problema (3.1]) com A = 0, os préximos
lemas mostram que tal funcional I satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale e possui a geometria do

Passo da Montanha.
Lema 3.3. O funcional Iy satisfaz a condi¢cao de Palais-Smale.

Demonstragdo. Seja {u,} uma sequéncia em H;(Q) tal que In(u,) é limitada e || I} (u,)|| converge

para zero. Seja 1 < 0 < 2. Usando as definigoes de Iy(u) e [} (u)v, obtemos

oo () — Tt ()1t — a/ﬂ <%|Vun\2 _ F(x,un)) da — /Q (1Vunl® = (&, un)un) da

) <a;2> /QWUn|2dx_/Q(aF(x,un)_f(x,un)un)dx
> (952) 19wl - [ (Clul+0)as
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Por outro lado, por hipdtese, existem constantes C; > 0 e n; = ny(C;) € N tais que
Ch ,
[ Io(un)| < — e || Ij(un,)]] < Cy desde que n > n;.
o

Entao, para n > n; tem-se

lado(uy,) — ](,)(un)un| < alp(un)| + |I(/)(un)UN|

< allo(un)| + [ Lo (n) || [tnl] g
C
< a;l + C1|| Vg2

= C1[|Vuy,l|l2 + Ch.

Logo,

-2
(a 5 ) V|3 —/ (C\un|9 +C) dx < C1||Vuy,lls + Cy.
Q

Como 6 € [1,2] C [1,2*) = [1, £5), a imersdo de Sobolev H{(Q) < L7 () para todo o € [1,2%)

implica que u, € LY(Q) e

oa—2
( ) IV unll2 = Cllunll§ + €10 < C1l[Vanla + C

2
= | —5 ) IVuallz < GlIVuallz + Cil Vul2 + Co, (3:5)
com uma constante Cy > 0. Como ¢ < 2, tal desigualdade mostra que [|u, |1 = [|Vunllz é
limitada. Pois, se tivéssemos ||Vuy,|ls — 0o, de (3.5) terfamos
[Vun|l3™ < Cy + — + ,
( 2 ’ IVunlls™ VUl

com o lado esquerdo divergindo para oo e o lado direito convergindo para Cs, o que é uma

contradigdo. Entao ||Vu,||2 é limitada. Agora, seja 0 < 6 < 1. Entao,
aF(z,s) — sf(x,8) < Cls|” +C < C(|s| + Cs) + C < Cyls| + Cy,

onde ('3, Cy > 0 sao constantes positivas. Dai, analogamente ao feito acima,

a—2
( 5 ) V|3 — L(C4|un| + Cy)dx < ady(uy,) — I (un)uy,

a—2
= (2532 IVl = Cullwll = Gl < CilTu ]l +

a—2
= (2532 IVl < Culunll + GVl + Cy
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e pela imersao H} (Q) < L*(Q) segue que

a—2
(%52 IVl < Cull Vil + GV + G,

com constantes Cs,Cs > 0. Donde |Ju,||g1q) = [[Vun|2 é limitada. Portanto, como Hg(€2) é
reflexivo, entdo para todo 6 € [0, 2] pode-se extrair uma subsequencia de u,, (novamente denotada
por u,) que converge fracamente para um limite uy € HJ(f2). Por imersiao compacta, u, — g

fortemente em L7()) para qualquer o € [1,00), se N = 1,2 e 0 € [1,]3—1172), se N > 3. Dali,

Up, — ug converge .t.p. em Q e |u,| < h, q.t.p. em Q onde h, € L7(2),0 € [1,2%). Além disso,

(f1) implica
|sf(x,s)] < C|s| + C|s|P™!, paratodo s € R ez € Q.

Dali,
|unf(xaun)| < Clun| + O|un|p+1'

Logo,
|un f (2, u,)| < Chy + CREL € LY(Q).

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
/unf(x,un)dx — / uo f(x, ug)dx
Q Q

quando n — oco. Note ainda que dado v € Hj (), pela imersao compacta, tem-se v € L'(Q) e,

por (f1),
[0f (2, un)| < Clo| + Clof[un]”

= vf(z,u,)] < Clv| + Clo|hY € L'(9).

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que

/vf(x,u@dx—)/vf(x,uo)dx
Q Q

quando n — oco. Fazendo n — oo nas igualdades

I (up)up = /Q (Vu,Vug — f(z,un)ug) dx e

%wmwzéuv%ﬁ—ﬂ%%mo@a

como I}(u,) — 0, temos que

/|Vu0|2dx:/f(:z;,u0)uodxe
Q Q
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/|Vun\2dx—>/f(a:,u0)uodx,
Q Q

respectivamente. Donde

g = [ IVunlde — [ [Vuofde = fuoly oy

Pelo Lema Brezis-Lieb (ver apéndice A), temos que u, converge fortemente para ug em Hg ().

Portanto, {u,} é uma sequéncia de Palais-Smale. O

Lema 3.4. O funcional Iy tem uma geometria do passo da montanha, isto é, existem uy € Hy ()

e constantes r,p > 0 tais que Iy(u1) <0, [|[Vuy|la > 17 e

Iy(u) > p quando |Vu||y = . (3.6)
Demonstragao. Lembre que, pela extensao de f, a hipdtese (fy) é valida com s — 0. Logo, existem
so > 0e p € (0,p) tais que para |s| < s¢ temos

f(@,s) < maxM < < gy, em €.
S x€N S

Dai, para todo |s| < sg, temos que

2

flz,s) < pus = /Sf(x,t)dt < u/stdt = F(z,s) < ,u% em Q.

0 0

Por outro lado, de (f;), para todo s € R temos que
Fla,s) = /sf(x,t)dt < /scqﬂu 1)t = Cls[ + Cs]
0 0
< Cls|P + O(|sP™ + C1) < Cyls|Pth em Q.
Portanto, para todo s € R temos
F(z,s) < 532 + Cy|s|Ptt em Q.

Além disso, como p é o primeiro autovalor de —A, segue que

Vu|?d Vu|*d Vul|?
= inf Jo| UJ ’ < Jo UJ T ” u!2 para todo u € Hy ()
0eeHY Q) [q |ul?dx o [uf?dx [|lul|3

= |Jul|3p1 < ||Vul)3 para todo u € Hy(Q).
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Entao, Iy é estimado como

1
(W) = 5 IVull = [ Flowde

1
> SIvulg— [ (5u+ Caful) o
Q

1 Iz
= Lol — Bl + ol
1 w1
> 3Ival — & (L 19ul ) + Calvulg”

I
~ (5 5 ) IVl - Callvulg

M1 — K
= (M) Ivulg - calvulg

Fixe r > 0 tao pequeno que (%) r2 — Oyr?™ > 0 e defina p = (%) r? — CyrP™ > (. Entéo,

para todo u € Hg(Q) tal que |[ullgi) = [IVulla = r temos que Io(u) > p. Sejam x,d como

em (f3). Seja ¢ uma fungao nao-trivial tal que ¢ € H}(Q), ¢(z) > 0 em Q e suppp C B(xg, ).
Entao, por (f3),

- Flz,s)

min  ——=

>— — 00 quando z — oc.
zeB(w0,00) 5

Faca a := l2l= ¢ D= {z € B(z, ) : d(z) > a} C suppe. Para t > 0, temos que

2
L(t9) = 51903~ [ Flato)is

suppe
t2
< 5IVel - [ Pla,to)ds
D
2 9 F(x,19)
< _ 2 _ 2 —7
= 9 ||v¢||2 t D t2¢2 dx

t? F(z,t
< §HV¢||§ — t2a2/ %dm —+ —oo quando t — oo.
D

Fixe t > 0 tao grande que Iy(tp) < 0 e t||Vo|lo > r. Entédo, fazendo uy := t¢ temos I(uy) < 0,
|Vuylla > r. Além disso, como Iy(0) = 0, entao o funcional I, satisfaz a geometria do passo da

montanha. O

Para u; como no lema acima, define-se

I = {y € C([0,1], Hy(Q)) : 7(0) = 0,%(1) = u},

co = irelgfél[?ﬁ(] Io(v(1))-

Pela Teorema do passo da montanha, temos que ¢y um valor critico de Iy e ¢y > p, ou seja, existe
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u € H}(Q) tal que Iy(u) = cy > pe I)(u) = 0.

Lema 3.5. Egziste uma constante C' > 0 tal que [uller@ < C para toda solugdo passo da montanha

u de Iy.

Demonstracao. Dada u uma solu¢ao passo da montanha de Iy. Entao I)(u) = 0 e Iy(u) = co.

Analogamente a demonstagao do Teorema 2.6, como

oa—2
2

aly(u) = Ty = "2 NVul = [ (@F ) - uf (. 0) do
Q
e existem a > 2, 6 € [0,2) e C' > 0 tais que

aF(z,s) — sf(z,s) < C|s|” + C, para s € Rex € Q,

entao, temos que
a JR—

2

2
Vul|3 < alo(u) — Ij(uw)u + C’/ lul’dz + C|Q).
Q
Essa desigualdade implica

o —

2
5 Vull3 < aco + C1||Vullz + Ca, quando 6 € [0, 1]

a_
2

Por outro lado, pelo Teorema do Passo da Montanha, temos que ¢q > p. Além disso, considerando

2
|Vu||3 < aco + Cs||Vul|§ + Cy, quando 6 € [1,2).

o caminho 7(t) := tu; para t € [0,1], com u; como no Lema 3.4, temos que 7(0) =0 e y(1) = uy,

donde v € T'. Para cada t € [0, 1] temos

t2
Io(tur) = EHVWH%—/F(x,tul)dx
Q
1
< IVl + [ |G tu)lda
Q

1 C
< IVl + sup [ PG tun)lds = <,
2 } (9] (0%

te(0,1

onde Cy é uma constante positiva independente de u. Assim,

Cy
= inf 1 ) < Io(t < —.
co = Inf max o(7(t)) < max oltur) < —
Dali,
—2
a —|IVull3 < Ca+ C1[[Vullo + o, quando 6 € [0, 1,
€
a—2 9 0
5 IVull; < Cy + Cs3||Vull5 + Co, quando 0 € [1,2).
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Portanto, |[ul|giq) ¢ limitada, isto ¢, [|[Vulls < C com C independente de u. Afirmacao: Se
u € L7(§2) para todo 0 < oo, entdo f € L7(Q2) para todo o < oo. De fato, para cada o < oo

tem-se

[l <ce [ (up sy
Q Q
v [ e
Q
< (oot / Pz + 72710 < oo,
Q

pois u € LP?(Q)). Agora, por um argumento de bootstrap com (f;) e o teorema de regularidade
eliptica, obtém-se também ||ul|o, limitada para todo o € [1,00). Especialmente, u € C*(Q) e
||u||01(§) < C para alguma constante C > 0. Com efeito, Para N = 1,2, pela imersio de Sobolev

H}(Q2) — L°(Q) para todo 1 < ¢ < oo temos que
[ulle < Csllull g1 (o limitada para todo o € [1, 00).
Entao, pela afirmagao acima, f € L7(2) e
IIfle < C“QU_1||u||§g + C72°71Q| é limitada, para todo o € [1,00).

E, pelo Teorema (ADN) u € W?7(Q) e |lull2o < Cs|/f|ls ¢ limitada para todo o < co. Para
N > 3, pela imersiao de Sobolev tem-se u € L*(Q) e ||u
2" = 2N Defina 1 < pg := 2?*. Entao, por (f),

o+ < Crllullma) € limitada, com

N-2"

[l aprde = cmet [ (up 4 1o
Q Q

:Cp02p01/ ‘u
Q

1£15s < €27~ u

2 dx + CP2r Q| < 0.

donde f € L (Q2) e
g* + Cp02p0—1|Q|

é limitada. Entao, pelo Teorema(ADN), u € W27 (Q) e ||ull2p, < Csl/fllp, ¢ limitada. H& trés
possibilidades para pg = 21.7*. Se 2(2;*) > N, entdo pela desigualdade geral de Sobolev u € C%7(Q).
Se 2(2?*) = N, entdo pelo Teorema de Imersao Wk (Q) — L7(Q) para todo o € [1,00). Logo,
ue L7(2) e

llull, < Clull2p, é limitada

para todo ¢ € [1,00). Pela afirmagao acima, f € L7(Q) e

1£11Z < €727 Hul||bg 4+ C72771|Q] ¢ limitada, para todo o € [1,00).
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E, pelo Teorema (ADN) u € W?7(Q) e |jullse < Collf]lo ¢ limitada para todo o < oc.

Se 2(%) < N, entao pela desigualdade geral de Sobolev u € LP*(Q2) onde ]%1 = £ —

2
> N €

lullp, < Cllul|2yp, € limitada. Note que p; > 2%, pois

l_p_2_ _ 2N
n 2 N PPTON 99
¢ N N AN
< — pN — 2.2* < N+2)—22=_" (N492)— - _N
PSN—o 7P N2V +2) N 2N +2 -y
donde
_ 2N 2N,
Pr="N_227 N
Entao,

/V@up<c/mw+qm<m
Q

donde f € L%(Q) e

H

/1l pl CllullPr + C' ¢é limitada ,

P

com £ > Z > 1, entdo pelo Teorema(ADN) u € w2y P () e

l[ully.rr < C|[f]|x 6 limitada.
’p P

. *
Analogamente ao realizado para %,

hé trés possibilidades para %, das quais se obtem: Se
2(%) > N, entao u € Co7(Q). Se 2(%) > N, entao Wh < L?(Q) para todo o € [1,00).
Logo, u € L7(Q2) e

ull, < C|lully e 6 limitada
’p

para todo ¢ € [1,00). Pela afirmacao acima, f € L7(Q2) e
IfIe < 727~ 1||u||p" + C72°71Q| é limitada, para todo o € [1,00).

E, pelo Teorema (ADN) u € W?7(Q) e ||ul2o < Cs|/f|ls é limitada para todo o < oco. Se
2(%) < N, entao pela desigualdade geral de Sobolev uy € L(Q2) onde p% = > - 2 e
|w]|py < Cll||u||27%1, com py > py. Donde f € L%(Q), com 2 > £t > 1, entao pelo Teorema(ADN)
u € WQ%Q(Q) e

|lullg 2 < C||f||22 é limitada.
TP P

Prosseguindo dessa forma, encontramos niimeros 2* < p; < ps < ... < p; tais que z% = —
J
Entao,
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1 2 2 2 2 2
_zﬁ__:p(ﬁ__>___p___(p+1),

p2 p N 2 N N 2 N
1 p 2 p? 2 2 p? 2 5
L (o)) -3 - L2,
1 P 2

3 4
p 2 _p 2
——————p(———(p2+p+1))—N—g—ﬁ(p3+p3+po+1),

donde

N N +2 4N
<N_2:>N(p—1) N(—N—Q_l):—N—Q
N —2 2
=N Np-1 Y
1 2

Entao, existe j € N suficientemente grande tal que i < 0, o que implica que
J

2 2 ;
£——<0:>£<—:>2(&>>N.
pi N p;i N p

Portanto, para esse nimero j finito de passos, tem-se u € C%7(Q). Dai,
u € W>7(Q) e ||ull2o < C||flls é limitada,
para todo o < co. Logo, por imersdo compacta, u € C*(Q) e [uller@) < Cllull2,o ¢ limitada. O
Pelo Lema anterior, temos M > 0 tal que
[ulloo < luller@m < M (3.7)
para toda solugdo passo da montanha u de Iy. Agora, defina (ver [12])

g(x,0), se s <0
G(z,8) =< g(x,8), se 0 < s <2M
g(x,2M), se s > 2M
Note que

lim §(x,s) = lim,_o+g(x,s) = g(z,0) em Q,

s—0t
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pois g é continua, e

lim §(z,s) = lim g(x,0) = g(x,0) em Q,

s—0— s—0~

donde g é continua em s = 0. Note, ainda, que

lim g(ﬂT,S) = lims—ﬂM*g(va) = g($a2M) em ﬁa
s—2M~

pois g é continua, e

lim g = i 2M) = 2M Q
img(z,s) = lim g(z,2M) = g(w,2M) em £,

donde § é continua em s = 2M. Logo, § é continua sobre {2 xR. Entdo, sobre o fechado Qx [0, 2M],
g ¢ limitada, digamos |g(z, s)| < C. Dai, |g(z, s)| < max{C, g(x,0), g(z,2M)}, donde g ¢ limitada
sobre  x R. Escolha uma funcio h € C5°(R) tal que h(x) € [0,1] para todo z € R, h(s) = 1
quando |s| < 2M, e h(s) = 0 quando |s| > 4M. E defina o funcional

I\(u) := /Q (%|Vu|2 — F(z,u) — M(u)G(z, u)) dz, para u € H} (), (3.8)

onde f satisfaz (f1) — (f5) e
G(z,u) ::/ g(x,t)dt.
0

Por (f1), Iy é um funcional de classe C'*, com derivada de Fréchet de I,(u) dada por
I (u)v = / (VUVU — v f(z,u) — Ah(u)j(z,u) — k' (u)G(z, u)) dz para v € Hg(Q).
Q
Entao, um ponto critico de I(u) é uma solugao de

— Au = f(z,u) + M(uw)j(z,u) + A\ (u)G(z,u), em Q

(3.9)
u = 0, sobre 0f2

A estratégia da demonstracao do Teorema 3.1 é encontrar uma solucao do Passo da Montanha
uy de I, provar que 0 < u), < 2M para A suficientemente pequeno, h'(uy) = 0, h(uy) = 1,
g(z,uy) = g(z,uy) e, dai, uy é solucao de (3.1).

Note que h(s)é(m,s) é uma funcao limitada com respeito a s pois h e G o sdao. Além disso,
a derivada de h(s)G(z,s) com respeito a s é dada por h(s)g(x,s) — h'(s)G(z,s) que também
é limitada devido a limitacao de h, g, h' e G com respeito a s. Portanto, existem constantes

C1,Cy > 0 tais que

|h(s)G(z,s)] < Cy e |h(s)§(x,s) — W (s)G(z,s)| < C, para todo s € R. (3.10)
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Lema 3.6. Para cada A € R, o funcional Iy satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale.

Demonstragdo. Dado A € R. Seja {u,} uma sequencia em H}(Q) tal que I)(u,) é limitada e

|74 (u,)|| converge para zero. Como
L (u)v = / (VuVU —vf(x,u) — Mh(u)j(z, u) — Mk’ (u)G(z, u)) dr para v € Hy (),
0

temos que

aly(uy) — I (uy)u, = a/ﬂ (%|Vun|2 — F(x,u,) — )\h(un)é(x,un)) dx
— /Q <|Vun|2 — U f (2, U ) — M (1) G (0, 1) — Mgk (1) G (2, un)> dx

a—2

= 2 /Q ‘Vun|2d$ — /Q (OKF(xyun) - U,nf(fE,Un)) dx

— a)\/gzh(un)é(x, Uy )dx + )\/Qun (h(un)g(x,un) + W (u,)G(x, un)> dx

a—2

=
2

IVull2 < aly(t) — Ty (tn)utn + /

(Clu,|” + C) dx + a)\/ Cydx + A/ || Codi
Q Q Q

< ally(un)| + 115 (un) IV tn]|2 + C/ |un|9d1’ + C|Q| + aAC1|Q| + ACa|uy, |1 dz
Q
< C+ CO||Vug|2 + C’/ lun|?dz 4+ C|Q| + aACL|Q] + ACs|| V|2
Q
< Cy|[Vulls + c/ un|dz + C
Q

Essa desigualdade implica

oa—2

5 [Vuall3 < G|Vl + Cllunlly + Cs < Csl|Vunlls + Col Van|l5 + Cs, quando 6 € [0,1]

a—2
2

HVunﬂg < Cs]|Vuy||2 + Cllun |l + Cs < Cs]|Vuy|2 + Cs|| Vuy |2 + Cs, quando 6 € [1,2).

Ambas desigualdades mostram que ||Vu,||2 é limitada. Dai, podemos extrair uma subsequéncia
de {u,} (novamente denotada por {u,}) tal que u, — uy em H}(Q). E, por imersao compacta,

Uy, — up q.b.p. em Q. Segue, de (3.10)), que

Uy, (h(un)g(ac,un) + h/(un)é(x,un))’ < |u,|Cy € LYQ) e

‘U (h(un)g(x,un) + h/(un)é(x,un)>‘ < |[v|Cy € LY(Q), parav € Hol(Q).
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Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que

/Qun <h(un)§(x,un) + h'(un)é(:c,un)) dx — /Quo (h(uo)g(x, ug) + h'(uo)@(:c,uo)> dx e

/Qv (h(un)f](:z:,un) + 1 (un) Gz, un)> de — /Qv (h(ug)fy(w, uo) 4 W (ug)G(x, u0)> dzx.

Como
I (un ) ug = /Q (VunVuo — ug f(z,un) — Mig(h(un)§(, un) + I (un) Gz, un))> dz,

entdo, fazendo n — oo, das convergéncias acima e do fato de I4(u,,) convergir para zero, temos

0= /Q |Vuo|*dx —/Qf(x,uo)uo — )\/Quo(h(uo)g}(:c,uo) + W (o) Gz, ug) dz:

:>/Q|Vu0]2dx:/Qf(x,uo)uo—i-)\/Quo(h(uo)g(x,uo)+h'(u0)G(x,u0))d:U.

Analogamente, fazendo n — oo em

I} ()t = /Q (Il = 00 f 1) = Nt (A)(, w0) + 1 (1) G, 10,)) )

temos que

0 = iMoo /Q |Vu,|*dr — /Q [z, uop)ug — )\/Quo(h(uo)g(x, uo) 4 H (ug)G (, up))dx

= i / VP — / £, 0o + A / o (h(110)3(x, 10) + 1 (110) G, o) )t — / (Vo 2dz.
Q Q Q Q

Donde ||un|[g2) — lluollmp()- Portanto, pelo Lema de Brezis-Lieb, tem-se I satisfazendo a

condicao de Palais-Smale. n

Lema 3.7. Existe um Ao > 0 tal que I, tem uma geometria do Passo da Montanha para todo
Al < Ao

Demonstracao. Note que

L(u) = /Q (%|Vu|2 _ Plou) — Ah(u)@(m,u)) do
= Io(u) — /\/Qh(u)é(x,u)dx.
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Além disso, por (3.10), temos para cada u € H3(Q) que

— Cy < h(w)G(w,u) < Cy

S0l < / h(w) G, u)dz < C1|
Q

= —C; < / h(u)G(z, u)dz < Cs.
Q
Entao, para A > 0, temos

SN < —|/\|/ Gl u)dz < |\|C
= Iy(u) — |NC3 < In(u) — )\/Qh(u)é(x,u)dx < Ip(u)+ [N Cs
= Io(u) = [A|Cs < In(u) < Io(u) + [A[Cs.
Para A < 0, temos que
CINGs < |>\|/ G, u)dz < |NCs
= Io(u) — |NC3 < In(u) — )\/Qh(u)é(w,u)dx < Ip(u)+ [N Cs
= Io(u) — |A[Cs < In(u) < Io(u) + |A|Cs.

Portanto,
Io(u) — |N|C3 < I)(u) < Iy(u) + |A|C3 para todo u € Hy (), (3.11)

com C3 > 0 uma constante independente de A e u. Sejam r,p e u; como no Lema 3.4. Entao,

como Iy(uy) < 0, para || suficientemente pequeno, temos que

I)\(ul) < Io(ul) -+ |)\|03 <0

Ln(u) > Io(u) — |A[Cs > p— |\[Cs > g quando ||Vulls = r, (3.12)

o que mostra que o funcional I, satisfaz a geometria do Passo da Montanha para todo || < A,

com A suficientemente pequeno. O

Assim sendo, define-se o valor do Passo da Montanha ¢y de I, por

e = inf mex L(y(@)).
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Entao, quando A — 0, por (3.11)), temos I,(u) convergindo para [y(u). Assim,

¢y = inf Imax L(y(t)) — inf max Io(7(1)) = co.

Lema 3.8. Seja A\, € R uma sequéncia convergindo para zero e u, uma solucao do Passo da
Montanha de I,. Entio uma subsequéncia de u, converge para um limite uy em W°(Q) para

todo o € [1,00), onde ug € uma solug¢io do Passo da Montanha de .

Demonstracao. Para cada n € N, como u,, ¢ uma solugao do Passo da Montanha de I, , temos
que Iy, (u,) = ¢\, > § e I (u,) = 0. Note que g < ¢y, < Oy para todo n € N, onde C é uma
constante positiva independente de w,. De fato, considerando o caminho dado por 7(t) := tuy
para t € [0, 1], temos v(0) = 0 e y(1) = uy, donde y € I". Entao, para t € [0, 1] temos que
Iy, (tuy) = / (%\vmlﬁ _ Pz, tuy) — Ah(tul)é(:p,tul)> do
Q

t2
< EHVMH%—F/ |F(z, tuy ) |dz + AC1|9|
Q

1
< 5IVuilB+ sup [ [P, tun)lde + Co = O
Q

o t€[0,1]

com Cy uma constante positiva independente de u,,. Logo,

< ¢y = inf I (~(1) < I (tuy) < C,.
< o, = inf max An(v())_gg[% A (tur) < Cy

N

Analogamente ao que foi feito na demonstracao do Lema 3.7, temos que

o —

2
5 Vunllz < Csl|Vanl + Cul|Vn||3 + Cs, quando 6 € [0,1]

a J—
2
Ambas desigualdades mostram que ||Vu,||2 é limitada. Além disso, por (f1) e (3.10]), obtemos

2
HVuan < Cs]|Vug||2 + Cs||Vug|l2 + Cs, quando 6 € [1,2).

[f (@ n) + Auh(wa) G (2, wn) + At ()G, wa)| < | f (@, un)| + Al Co < Clual” + 1) + [ X |Co.

Afirmamos que se u, € L7(2) para todo o < oo entdo f(z,u,) + Ah(u,)g(z,u,) +
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3. Equacoes elipticas semilineares com pequenas perturbacgoes

Al ()G (2, u,) € L7(R) para todo o < oo. Com efeito, para cada ¢ < 0o temos

/ (1) + Ah ()G, 1) + A (1) G, )| < / (Cllunl + 1) + Ml Co)° da
Q Q
< 2“—1/ (C7(Jun|? + 1)7 + [N\, |7CF) dz:
Q
< 2”1/ (C727  ([unl?” + 1) + |\a|7CY) da
Q

< 06/ |, [P7dx 4+ Cg < 00,
Q

pois u, € LP7(Q2). Portanto, g, := f(x,u,) + Ah(u,)g(x, u,) + )\nh'(un)é(:v,un) € 17(Q) para
todo o < o0 e
lgnls < Colluallzz + Cs.

Note que essa estimativa, juntamente com
|9n|” < Cslun|P” + Cs,

é analoga as usadas na prova do Lema 3.6, o que permite a utilizacao de um argumento de bootstrap
para concluir que u, € W27(Q) e |Ju,||2, é limitada para todo o € [1,00). Logo, podemos extrair
uma subsequéncia de {u,} (também denotada por {u,}) tal que u, — uy em W2?(Q2) para todo
o € [1,00). Por imersdo compacta, u,, — 1o em C*(Q). Como I, converge para Iy, ¢, converge
para ¢y e u, — 1o em C'(Q) quando A\, — 0. Fazendo n — oo em Iy (u,) = cy, I3 (uy) =0,
segue que Io(ug) = co e Ij(ug) = 0. Dali, uy é solugao Passo da Montanha de I e, pelo Lema
3.6, up € W?7(Q) para todo o € [1,00). Além disso, g, converge para f(x,ug) uniformemente
sobre z € Q0. E o teorema de regularidade eliptica assegura que u, — ug em W27(Q) para todo

o€ [1,00). O

Para 6 > 0, define-se
Qs = {z € Q: dist(z,00) < §},

onde dist(x,0Q) denota a distancia de x para 0f).

Lema 3.9. FExistem constantes \g,0g, a,b > 0 tais que qualquer solu¢ao do Passo da Montanha u
de I com |\ < Ao satisfaz (i) e (ii) abaizo:

(1) 0 <wu(x) <2M em ), onde M foi definida por (3.7));

(i) 94 < —a em Qs e u(z) > b em Q\ Q;, onde 2 € definida em cada ponto de Qs para § > 0

pequeno devido a 0S) ser suave.

Demonstragao. Para toda solu¢ao do Passo da Montanha u de I, tem-se |u(z)| < 2M, com
0 < |A| < X\o. De fato, suponha por absurdo que existem sequéncias A, € R e u, € H}(Q) e

x, € () tais que A\, — 0, u, é uma solucao do passo da Montanha de I, e |u,(z,)| > 2M, o que
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3. Equacoes elipticas semilineares com pequenas perturbacgoes

implica que ||u, || > 2M. Entao, pelo Lema 3.8, u,, converge a menos de subsequéncia para uma

solugdo do Passo da Montanha ug de Iy em C*(£2). Além disso, como |lugllee < M, temos que
[tnlloo = lltn — o + uolloo < [ltn — uolloo + [[tolloc < M + M = 2M,

para n suficientemente grande. O que é uma contradi¢ao. Entao, ||u|l. < 2M. Agora, suponha
por absurdo que para cada a = +,6p = L > 0 existem 0 < |A,| < |Xo|, u, solugdo Passo da

Montanha de I, , e x,, € (21 tais que

Fazendo n — oo obtemos

lim inf %(mn) >0 e dist(z,, Q) — 0.

n—oo v

Dai, existe ny € N tal que dist(x,,0€) < 1 desde que n > ng, o que equivale z,, € €2, donde
a sequéncia {z,} é limitada. Entao, podemos escolher uma subsequencia de {z,} (novamente
denotada por {z,}) que converge para um limite xy em 9. Pelo lema anterior, u, converge a

menos de subsequencia para uma solucdo Passo da Montanha uy de I em C'(€2). Logo,

[un(0) — uo(wo)| = [un(Tn) — uo(wn) + uo(zn) — uo(z0)|
< [(un — uo)(@n)| + uo(zn) — uo(zo)]
< |lun = wolloo + [uo(zn) — uo(zo)| — 0,

Oy, 0
ou seja, uy,(x,) — ug(xg). Donde i(.'17n) — %(xo) quando n — oo. Como
v

ov

ou,,
lim inf n) >0,
iminf - " (#n) 2

. Ou . ou
entao a—vo(:vo) > 0, o que contradiz o Lema 3.2. Portanto, o < —a em (5, para algum a, oy > 0,
qualquer que seja a solugao Passo da Montanha u de I, com 0 < |A| < [A\g|. Por fim, suponha por
1
absurdo que para cada b = —,§; = — > 0 existem 0 < |\,| < |Ao|, u, solugao Passo da Montanha
n

n
de I, e x, € Q\ Q1 tais que

Entao,

lim sup uy,(x,) <0

n—o0

e {x,} é uma sequencia limitada. Assim, podemos escolher uma subsequencia de {x,} ( novamente
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denotada por {z,}) que converge para um limite zy € . Pelo Lema anterior, analogamente ao

feito acima, temos que u,(x,) — uo(xo) quando n — oco. Dali,

uo(zo) = limsup u,(x,) <0
n—oo

o que contradiz o Lema 3.2. Portanto, existem b > 0 e §; > 0 tais que uw@x) > b > 0 em Q \ Q.
portanto, existem a,b,§ = min{dy, d;} > 0 para os quais (ii) é vélida. Em particular, u(x) > 0
em )\ 5. Por argumento andlogo, suponha que existem sequéncias A, € R, com A\, — 0, e u,

solugdo Passo da Montanha de I, tais que u,(x,) < 0 para algum z, € QN Q. Entao,

lim inf u, (x,) <0
n—oo

e x, converge, a menos de subsequencia, para um limite zo € (). Pelo Lema anterior,
Un(2y) = up(zo) quando n — oco. Dai, temos que
up(zo) = liminf u,(z,) <0,

n—oo

que contradiz o Lema 3.2. Logo, u(z) > 0 em QN Qs. Donde u(z) > 0 em Q. Portanto, (i) é
valida. ]

Lema 3.10. Eziste ro > 0 tal que para cada r € (0,7¢) existem p,, A > 0 tais que
I(u) > p, quando |Vullz = 7, para todo [N < X.

Demonstragao. Pelo Lema 3.4, existem rg, pg > 0 tais que

lofw) 2 =5 E|Vul = ColIVullg* = po > 0 quando || Vul; = ro.
1
onde ry é tao pequeno que M12— ur% - CgrgH > 0. Entao, para cada r € (0,79), podemos tomar
M1
pr > 0 tal que 2p, = %72 —CyrP™ >0 e
H1

Iy(u) > 2p, quando ||Vulls = r.

Por outro lado, pelo Lema 3.8, existe A tal que

20,
]/\(U,) 2 Qpr — |)\|03 Z p

= p, quando ||Vul|; = r, para todo |A| < AL.

Donde temos o resultado. ]

Demonstracao do Teorema 3.1: Escolha Ay > 0 satisfazendo os Lemas 3.7 e 3.9. Entao, para todo
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3. Equacoes elipticas semilineares com pequenas perturbacgoes

|A| < Ao, o funcional I, tem a geometria do Passo da Montanha e satisfaz a condigao (P.S), donde
existe uy ponto critico de I,. Seja u) um ponto critico de I com |A| < A\g. Entao, uy é solugao

de (3.9)). Por outro lado, pelo Lema 3.9, temos que
0 < up(z) <2M em €.

Dai, uy é uma solucao positiva de I, e, pela definicdo de g, temos que g(x,uy) = g(x,uy).
Além disso, como |uy(x)| < 2M em (2, temos pela definicdo de h que h(uy) = 1 e W' (uy) = 0.
Portanto, u, é uma solugao positiva de (3.1). Seja A; uma sequencia convergindo para zero.
Entao, pelo Lema 3.9, {uy,} converge, a menos de subsequencia, para uma solucao ug de I, em
W?*7(Q) para todo o € [1,00), onde {uy,} é solugao Passo da Montanha de I,. Portanto, o
item (i) estd provado. Agora, suponha que g(z,0) > 0 e g(x,0) é nao-trivial em 2. E defina
B:={ue€ H}(Q):||Vulls <r}. De (3.12)), segue que

L §
By B = el D) 2

>0= I)\<0),

N

onde 7 e p sao como no Lema 3.7. Afirmamos que o minimo de I, em B é atingido em um ponto
interior vy € intB. Com efeito, escolha uma sequencia {u,} em B tal que

I(u,) — igjfgl,\(u).

Como B é limitado, entao {u,} é limitada e, a menos de subsequencia, temos que u,, — vy em €,
com vy € B. Além disso, como I, é fracamente semicontinuo inferiormente, tem-se

I(vy) < liminf I)(u,) = lim I\(u,) = inf I(u).

n—00 n—00 ueB

Mas, vy € B, entao

[)\(U)\) = igg[,\(u) = [,\(1))\) = zrggf)\(u)

Em particular,

< _ .
I)\(’U/\) < ])\(0) 0< ule%fB I)\(u),

donde vy € intB. O que prova a afirmacao. Além disso,

I)\(U)\) < [,\(0) =0< g <cy = [)\(U)\).

Portanto, vy # u,. Analogamente a demonstra¢ao do Lema 3.6 com |A| e 7 > 0 suficientemente

pequenos, usa-se um argumento de bootstrap para provar que ||v,||oc < M. Entao, pelas definiges
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de g e h, tem-se
~ g(x,0), se vy(z) <0
g(:U, 'U)\) =
g(z,0), se vy(z) >0
e h(vy) =1, h'(vy) = 0. Donde vy é uma solugao de (3.1)). Note que v, é nao-trivial. De fato, se

fosse vy, = 0 teriamos
f(z,uy) = f(x,0) =0e 0= —Avy = N\g(z,v)) = Ag(z,0) = ¢(z,0)=0,

pois A # 0. E isso é uma contradigao, pois g(x,0) é nao trivial. Logo, v, é uma solu¢ao nao trivial
de (3.1). Mostra-se, ainda, que vy(z) > 0 para A > 0. De fato, defina D :={z € Q: vy(z) <0 e
suponha por absurdo que D é nao-vazio. Como f(x,s) = f(z,0) =0 e g(x,s) = g(z,0) > 0 para
s < 0, tem-se para A > 0

— Avy = f(x,v)) + Ag(z,v)) >0, em D
vy = 0, sobre 9D

donde vy > 0 em D, o que contradiz a definicao de D. Logo, D é vazio e vy > 0 em (2. Pelo
Lema 3.10, ||V, |2 converge para zero quando A para zero. Entao, |[vx (o) € limitada e, como
é solucao de (3.1), analogamente a demonstragao do Lema 3.6, por um argumento de bootstrap,
tem-se

vy € W?7(Q) para todo o € [1,00).

Dai,
loall2.c < Cl[Voalla — 0 quando A — 0,
especialmente, vy — 0 em C*(Q). Logo, considerando b > 0 como no Lema 3.10, temos que

() < b < uy(z) em Q para A > 0 suficientemente pequeno. Finalmente, suponha que (3.2)) é

véalida. Entao, sendo A := ||vy]|0, existe C' > 0 tal que

min g((L’,S) - g(ZE,O)
z€Q S

> —C, para0<s<A

_ 9(@.9) = g(@.0)

= g(z,s) — g(z,0) > —=Cs, para0 < s< Aex €.

>—C, para0<s<Aexe(

Além disso, analogamente a demonstracao do Lema 3.2, temos que existe C > 0 tal que
flz,s) > —Cs para 0 < s < A e x € Q. Entdo, considerando C; = min{C,C} > 0, temos
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que
((1 + )\)Cl — A) Uy — (1 + )\)Cﬂ))\ — AU/\

= Choy + Aoy + f(z,03) + Ag(z, va) — Ag(z,0) + Ag(z,0)
Z Cﬂ})\ + /\C'lv,\ — C’lv,\ — )\011})\ + )\g(m, 0)

Portanto, pelo principio do méaximo forte, vy é estritamente positiva.
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Apeéendice A
Resultados basicos

Para tornar a leitura mais clara, enunciamos nesse apéndice alguns resultados usados nas

demonstracoes realizadas ao longo do nosso trabalho.

s

Teorema A.1 (Teorema da Alfandega). Sejam X um espago topolégico e A C X. Se C C X é
conexo, CNA# @ eCN(X\A) #3, entao CNIA # 2.

Demonstracao. ver [3], p. 95. ]

Teorema A.2 (Desigualdade de Jensen). Sejam f : R — R uma fun¢do convexa, U C R"™ um

subconjunto aberto limitado e u: U — R somdvel. Entao,

f (ﬁludm) < |—é|/Uf(u)dx.

Demonstragao. ver [6], p. 621. ]

Teorema A.3 (Principio do Méximo de Hopf). Sejam Au > 0 (Au < 0) num dominio 2, ndao
necessariamente limitado. Entdo, se u atinge seu mdximo (minimo) no interior de ), entao u
é constante. Consequentemente, a fun¢ao harmonica nao pode atingir um mdximo nao-negativo

(minimo ndao-positivo) no interior de €2, a menos que seja constante.
Demonstragao. ver [2], p. 15. ]

Lema A.4 (Brézis-Lieb, 1983). Sejam Q um subespaco aberto de R", 1 < p < oo e (u,) uma

sequéncia em LP(QY). Se (uy,) for limitada em LP(Q2) € u, — w ¢.t.p. em 2, entdo
Tim (unll = e — ) = [l

Demonstragao. ver [9], p. 10. ]

Lema A.5 (Brezis-Kato). Seja Q um dominio limitado em RN e seja f : Q x R — R uma fungdo
carathéodory tal que

|f(x,u)| < h(x)(1+ |u|) para quase todo x € €,
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() eue H

N
onde a fungao ndao-negativa h(x) € L e

e (Q) € uma solugdo fraca de

—Au = f(x,u), em Q.
Entdo u € LY () para todo o < co. Seu € HY(Q) e h(z) € L= (Q), entio u € L7() para todo
o < 00.

Demonstragao. ver [9], p. 48. ]

Teorema A.6 (ADN). Sejam f € L°(Q2) com o > 1 e u € H} () uma solugdo fraca de
—Au = f(x,u), em Q.
Entio, u € W?7(Q) e existe C > 0 independente de u tal que

[ullze < ClFI-

Demonstragao. ver [13]. O

Teorema A.7 (Desigualdade Geral de Sobolev). Seja 0 um subconjunto aberto limitado de RY,
com fronteira C'. Assuma que u € WHP(Q).

1°) Se k < % entao u € L1(2), onde % =1_

5 %, e tem-se a estimativa

lully < Cllullwer @),

com a constante C dependendo de k,p, N e ).

N

2°) Se k > % entdo u € C’ki[P]fl’V(ﬁ), onde

N N N L
—| +1——, se — nao for inteiro
N = p p p

. N L
algum numero positivo menor que 1, se — for inteiro
p

e tem-se a estimativa

<
HUHCF[%]?M@ > CH“HW’“’(Q);
com a constante C dependendo de k,p, N e Q.
Demonstragao. ver [6], p. 270. ]
Nesse trabalho, as equacoes elipticas semilineares consideradas foram da forma

— Au = h(z,u), em Q
u =0, sobre , €2

83



A. Resultados bésicos

onde © é um dominio limitado de RY com fronteira suave 92, N > 1 e a aplicacdo h(z,u) €

C(Q x [0,00),R) possui um crescimento subcritico, isto ¢, existem constantes ¢, C' > 0 tais que

2
,se N > 3,

_I_
l<g< N=12 1<g<
q OO,Se )= q N—2

e |h(z,s)] < C(]s|?+1). Além disso, o funcional associado é definido por

1
I(u) := / <—]Vu|2 — H(x,u)) dz,
a \ 2
onde H ¢ dada por
H(z,s):= / f(x, t)dt.
0
A proposicao a seguir, justifica a existéncia da derivada de Frechet de I.

Proposigao A.8. Seja Q) C RY um subconjunto aberto limitado. Entdo a aplicagao I : H}(Q) —

R definido por
I(u) := / <1|Vu|2 - H(:z:,u)) dx
a \ 2

Demonstragao. ver [§]. O

¢ de classe O*.
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