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Resumo

Neste trabalho estudamos as equagoes de Navier-Stokes em dominios limitados do
R™. Inicialmente consideramos o caso n = 2 e mostramos que sua formulagao variacional
estd bem posta (no sentido de Hadamard). Em seguida, mostramos a existéncia de

solucao para o caso n < 4. Em ambos os casos utilizamos o método de Faedo-Galerkin.

Palavras-chave: equagoes de Navier-Stokes; existéncia de solucao; método de Faedo-
Galerkin.



Abstract

In this work we study the Navier-Stokes equations in bounded domains of R™.
Initially we the case n = 2 and we show that its variational formulation is well put (in
case the Hadamard). We show the existence of solution for the case n < 4 . In both

cases we use the Faedo-Galerkin method.

Keywords: Navier-Stokes equations; existence of solution; Faedo-Galerkin method.
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Introducao

Neste trabalho, motivados por Medeiros [13], estudamos algumas questoes relacio-
nadas as equacoes de Navier-Stokes. Estas equagoes foram estudadas incialmente por
Claude Louis Henri Marie Navier, engenheiro, matematico e fisico francés que viveu
entre 1785 e 1836, por Simeén Denis Poisson, matematico e fisico francés que viveu
entre 1781 e 1840, por Adhemar Jean Claude Barre de Saint Vennant, professor e en-
genheiro frances que viveu entre 1797 e 1886 e por George Gabriel Stokes, matematico,
fisico, politico e tedlogo irlandés que viveu entre 1819 e 1903. Para mais detalhes ver
Rodriguez [19].

As equagoes de Navier-Stokes constituem um modelo matematico para descrigao
do movimento de fluidos homogéneos, com densidade p constante, incompressiveis
e viscosos. Consideremos uma regiao do R", constituida por pontos da forma x =
(1,9, ..., ), ocupada por um fluido em movimento. Suponhamos nesta regidao um
aberto (2, limitado, convexo e com fronteira regular representada por I', represente-
mos por v > 0 a viscosidade e por p a pressao deste fluido. Denotemos por u =
(ui(z,t),us(x,t), ..., u,(z,t)) o vetor velocidade das particulas do fluido, sendo ¢ uma

variavel temporal. Assim sendo, as equagoes de Navier-Stokes sao dadas por:

ot :
divu =0, em Q, (1)

u =0 sobre %,

@—l—yAu—i—;ui%:f—Vp, em Q =Qx(0,7), T >0,

u(z,0) = up(x) em £,

Y é a fronteira lateral de Q e f(z) = (fi(x), fo(x), ..., fu(z)) é uma aplicacdo conhecida.

No Capitulo 1, introduziremos defini¢coes, notacoes e alguns resultados essenciais
para tornar a leitura deste trabalho auto-suficiente. Definiremos os espagos de Sobolev,
introduziremos algumas nogoes bésicas sobre a teoria das distribuicoes e os espacos
LP(0,7T; X). Finalizaremos, lembrando alguns resultados sobre equagoes diferenciais
ordindrias em espacos de Banach e a andlise de Fourier.

No Capitulo 2, mostraremos que a formulagao variacional das equacoes de Navier-
Stokes (1), para o caso n = 2 é bem posta no sentido de Hadamard, via o método de
Faedo-Galerkin.

O Capitulo 3 sera destinado ao estudo de solugdo para o problema (1), para o

caso n < 4, para isto usaremos o método de Faedo-Galerkin. Finalmente provaremos



um teorema que garante a unicidade de solugao para as equagoes de Stokes, caso

estacionario, no caso n < 4.



Capitulo 1

Notacoes e resultados preliminares

Neste capitulo fixaremos algumas notacoes e apresentaremos definicoes e resulta-
dos essenciais a continuidade do trabalho. Introduzimos a teoria das distribuicoes, os
espacos de Sobolev, os espacos LP(0,T, X), como também, a analise de Fourier e al-
guns resultados classicos sobre espagos vetoriais normados. Para maiores detalhes veja
Adams [1], Brezis [3], Evans [5], Lions [9], [11], Medeiros [13], Medeiros-Miranda [14],
Medeiros-Rivera [15], Oliveira [16], Rincon [17], Temam [21] e Yosida [22].

1.1 Sobre a teoria das distribuicoes e os espacos de

Sobolev.

Dados €2 C R™ um aberto e uma funcao continua f : 2 — R, definimos suporte
de f, e denotamos por supp(f), o fecho em Q do conjunto {x € Q; f(x) # 0} . Assim,
supp(f) é um subconjunto fechado de Q.

Uma n-upla de inteiros ndo negativos a = (ay, ..., ;) é denominada de multi-indice
e sua ordem é definida por |a| = a3 + ... + a,.

Representamos por D o operador de derivagao de ordem |« , isto é,

olel

D% = —/—F—.
0x{"...0z8n

Para a = (0,0, ...,0), define-se D% = u, para toda fungao u.
Denotamos por C§° (€2) o espaco vetorial das fungoes infinitamente diferenciaveis
definidas em € e com suporte compacto (com as operagoes usuais).

Um exemplo cldssico de uma funcao de C§° (€2) é dado por

Exemplo 1.1. Seja Q@ C R™ um aberto tal que By (0) = {x € R"; |z| < 1} esteja
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compactamente imerso em €2, ou seja, By C Q. Consideremos f : Q — R, tal que

1
e|$|2—1

, se x| <1
f() = -
0, se |z| > 1,

n 2
onde z = (x1,22,....,x,) € |z| = <Zx12> ¢ a norma euclidiana de x. Temos f €
i=1

C> () e supp(f) = By (0) é compacto, isto é, f € C§°(Q).

Definigao 1.1. Dizemos que uma sequéncia (@), oy em Cg° (€2) converge para ¢ em

Ce (), quando forem satisfeitas as seguintes condigoes:

(1) Existe um compacto K em € tal que supp(¢) C K e supp(¢,) C K, para todo
n € N,

(i1) D*p, — D“p, quando n — oo, uniformemente em K, para todo multi-indice a.

Observacgao 1.1. E possivel dotar C§° (€2) com uma topologia de forma que a nogao

de convergéncia nessa topologia coincida com a dada pela Definicao 1.1.

O espago C§° (), munido da convergéncia acima definida, serd denotado por D (€2)

e denominado de espaco das funcoes testes sobre 2.

Definicao 1.2. Uma distribuigdo (escalar) sobre 2 ¢é um funcional linear continuo
sobre D (), ou seja, uma distribui¢ao sobre 2 é um funcional 7' : D (Q2) — R satisfa-

zendo as seguintes condigoes:

(0) T(p+PY) =T (p)+ BT (), VBERe Vo, ¢ €D(Q),

(i) T é continua, isto é, se (p,),cy converge para ¢ em D (), entdao (T (¢n)),en

converge para T (¢) em R.

E comum denotar o valor da distribuicao 7' em ¢ por (T, @) .

O conjunto de todas as distribuicoes sobre {2 com as operagoes usuais ¢ um espago
vetorial, o qual representamos por D’ (£2).

Os seguintes exemplos de distribuigoes escalares desempenham um papel funda-

mental na teoria das distribuigoes.

Exemplo 1.2. Sejau € L}, (). O funcional T, : D (Q) — R, definido por

loc

(T o) = / u(z) o (z) dr,
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é uma distribuigao sobre 2 univocamente determinada por u (ver Medeiros-Miranda [14]) .
Por esta razao, identificamos u & distribui¢ao T;, por ela definida e desta forma, L], (Q)

seréd identificado a uma parte (prépria) de D’ (2).

Exemplo 1.3. Consideremos 0 € €2 e o funcional d : D (£2) — R, definido por

(60, ) = ¢ (0).

Em [14], mostra-se que dy é uma distribui¢ao sobre . Além disso, é possivel ver que

o nao é definido por uma fungao de L}, (Q2).

Definigao 1.3. Dizemos que uma sequéncia (7,), .y em D’ (€2) converge para T em

D' (2), quando a sequéncia numérica ({15, )), oy convergir para (T, ¢) em R, para
toda ¢ € D (Q).

Definigao 1.4. Sejam T uma distribuigao sobre 2 e  um multi-indice. A derivada
DT (no sentido das distribuigoes) de ordem |«| de T" é o funcional definido em D ((2)
por

(DT, ) = (=1)*UT, D), VYo eD(Q).

Observagao 1.2. Decorre da Definicao 1.4 que cada distribuicao T sobre {2 possui

derivadas de todas as ordens.

Observagao 1.3. D*T é uma distribuigao sobre €2, onde T' € D’ (f2). De fato, vemos
que DT ¢ linear. Agora, para a continuidade, consideremos (), oy convergindo para
@ em D (). Assim,

(DT on) — (DT, )| < (T, Dpn — Dp)| =0,

quando n — oco.

Observagao 1.4. Em Medeiros-Rivera [15] é possivel verificar que a aplicagao
D*: D' (Q) — D' () tal que T +— DT ¢ linear e continua no sentido da convergéncia
definida em D' (Q2) .

Dado um numero inteiro m > 0, por W™?(Q), 1 < p < oo, representamos o
espago de Sobolev de ordem m, sobre 2, das (classes de) fungoes u € L? (Q2) tais que
D®u € LP (), para todo multi-indice o, com |oo| < m. E possivel provar que W™ ()
munido com as operacgoes de soma entre fungoes e multiplicacao por escalar é um espago

vetorial para quaisquer m >0e 1 < p < 0.
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Munidos das normas

3=

[l ) = Z / | D (z)|’dx | , quando 1 < p < oo
0

|| <m

[wll oo ) = Z sup gss | D% (x)|, quando p = oo,
NE

os espagos de sobolev W™P () sao espagos de Banach (ver Medeiros-Rivera [15]).

Observagao 1.5. Quando p = 2, o espago W™? () ¢ denotado por H™ (), o qual

munido do produto interno

¢ um espaco de Hilbert.

Teorema 1.1 (Imersao de Sobolev). Seja Q@ um aberto do R™ com fronteira I regular.

2
(i) Sen > 2m, entao H™ () — LP (), onde p € [1, : _T;ml |

(i1) Se n = 2m, entao H™ () — LP(Q), onde p € [1,+o0].

(i7i) Sen=1em > 1, entao H™ () — L™ (Q).

Aqui o simbolo < denota imersao continua.
Prova: Ver Brezis [3], Corolario 9.14, p. 284.

Teorema 1.2 (Rellich-Kondrachov). Seja Q um aberto limitado do R™ com fronteira

I’ regular.

c 2n
) Sen > 2 tao H™ (1) — LP (Q2 d 1 .
(1) Sen m, entao (Q) (),onepe{,n_%n{

(i7) Se n = 2m, entdo H™ () < LP (), onde p € [1, +o0|.

(iii) Se 2m > n entdao H™ () < C* (Q), onde k é um inteiro ndo negativo tal que
k<m—(n/2)<k+1.

Aqui o simbolo <% denota imersdo compacta.
Prova: Ver Brezis [3], Teorema 9.16, p. 285.
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Proposigao 1.3 (Du Bois Raymond). Seja u € L}, (). Entao

/Qu(x)gp(w)dx =0, V¢ € D),

se, e somente se, u = 0 quase sempre em ().
Prova: Ver Medeiros-Miranda [14], Proposigao 1.3.1, p. 10.

Lema 1.4 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q@ C R™ um aberto limitado. Entao existe

uma constante C' > 0, tal que

Jull o) < C Va0 Vs € HYO). (1)
Observagao 1.6. Para o caso unidimensional, ou seja, 2 = (a,b), a constante da
desigualdade (1.1) é C' =b—a.
Prova: Ver Brezis [3], Corolédrio 9.19, p. 290.
Lema 1.5 (Desigualdade de Young). Sejam a,b constantes positivas, 1 < p < oo e

1 < g < o0 tais que — + — = 1. Entao
p q

alP b
ab < —+ —.
p q

Prova: Ver Brezis [3], Teorema 4.6, p. 92.

Lema 1.6 (Desigualdade de Holder). Sejam f € LP () eg € L9(Q2),com 1 < p,q < oo

1 1
e—+—=1,entao fge L' (Q) e
P q

nmm@=4uwmgwmmwmm

Prova: Ver Brezis [3], Teorema 4.6, p. 92.

Teorema 1.7 (Gauss-Green). Se u € C*(Q), entdo

Ou dr = /uyidf,
o 0z; r

(1=1,2,...,n), onde v = (v1, Vs, ..., V) € 0 vetor normal unitdrio em x € T.
Prova: Ver Evans [5], Apéndice C, Teorema 1, p. 627.

Teorema 1.8 (Férmulas de Green ). (i) Se v € H?(Q), entao
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/Vv -Vudr = —/uAUdI—I— /@uds, Yu € HY(Q).
Q [9) 1‘*8]/

(ii) Se u,v € H*(Q), entdo /(UAU —vAu)dxr = /(u@ - v%> ds.

Q o0

Prova: Ver Evans [5], Apéndice C, Teorema 3,iii, p. 627.

Teorema 1.9 (Tonelli). Seja F : Q1 xQs — R, com 4, Qy abertos em R™. Suponhamos
que

|F(z,y)|dy < 0o, para todo x €
Qo

/ dz [ |F(x,y)ldy < oo.
o) Qs

Entao F' € Ll(Ql X Qg)

Prova: Ver Brezis [3], Teorema 4.4, p. 91.

Teorema 1.10 (Fubini). Suponhamos que F € L'(Q x Q). Entao

F(z,y) € L'(Q);

|F(z,y)|dy € L'(), para todo x €
Qo

F(z,y) € L'();

|F(z,y)|dr € L*(Q), para todo y € s,
951

além disso,

/ de [ |F(a,y)ldy = / dr [ |F(a,y)lde = / / IF(z, y)|dady.
Q1 QQ QQ Ql Q1><QQ

Prova: Ver Brezis [3], Teorema 4.4, p. 91.

1.2 Sobre os espagos de Banach LP(0,T; X)

Nesta segao introduziremos nogdes sobre os espagos de Banach LP(0,7; X), impor-

tantes no estudo de equacoes diferenciais parciais de evolucao.
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Dado um espago de Banach X, denotaremos por L? (0,7 X), 1 < p < 0o, 0 espago

de Banach das (classes de) fungoes u, definidas em |0, 7| com valores em X, que sao

£ ¢ integravel a Lebesgue em |0, T[, com a norma

T , N
uwmmmxy—(4|wawxﬁ)

Representaremos por L™ (0,7; X') o espaco de Banach das (classes de) fungdes u, de-

fortemente mensuraveis e ||u ()

finidas em ]0,7'[ com valores em X, que sdo fortemente mensuraveis e |ju (t)||, possui

supremo essencial finito em ]0,7'[, com a norma

HUHLOO(O,T;X) =supess [|u (t)]|y -
t€]0,T'[

Observagao 1.7. Quando p = 2 e X ¢é um espago de Hilbert, o espago L? (0,T; X) é

um espagco de Hilbert, cujo produto interno é dado por

() = [ (@(0) 0 (O)x .

Consideremos o espago L? (0,7T;X), 1 < p < oo, com X sendo Hilbert separdvel,

entao podemos fazer a seguinte identificacao
(L7 (0,7 X)) = L7 (0,T; X) ,
onde (1/p) + (1/q) = 1. Quando p = 1, faremos a identificagao
(L (0,75 X)] ~ L= (0,T; X'),

onde ~ representa um isomorfismo entre os espacos em questao. Essas identificacoes
se encontram em Lions, [11].

O espaco vetorial das aplicagoes lineares e continuas de D (0, 7") em X é denominado
de Espaco das Distribuigoes Vetoriais sobre |0, T[ com valores em X e denotado por
D'(0,T; X).

Defini¢ao 1.5. Dada S € D' (0,T; X), define-se a derivada de ordem n como sendo a

distribuigao vetorial sobre ]0, 7| com valores em X dada por
da"s d"p
— =(-1D)"(S,— ),V D(0,T).
(Ge) =0 (8. 55) veoeDO.D)

Exemplo 1.4. Dadas u € L?(0,7;X), 1 < p < o0, e p € D(0,T) a aplicagdo

10
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T, :D(0,T) — X, definida por

é linear e continua no sentido da convergéncia de D (0,7"), logo é uma distribuigao

vetorial. A aplicagao u + T, é injetiva, de modo que podemos identificar u com T, e,
neste sentido, temos L? (0,75 X) C D' (0,T; X).

Consideremos o espago
WP (0,T;X) = {ue LP(0,T;X); u¥ € LP (0,T; X), j=1,...,m},

onde ul) representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuicoes vetoriais, que

equipado com a norma

D=

lullwmoor.x) = <Z Hu(j)HZP(O,T;X)> ’

=0
é um espago de Banach (ver Adams [1]).

Observacao 1.8. Quando p =2 e X é um espago de Hilbert, o espagco W™P (0,T"; X)

serd denotado por H™ (0,T; X), munido do produto interno

m

(u, U)Hm(o,T;X) = Z (“(j)7 U(j))LQ(O,T;X) ’
=0

¢ um espaco de Hilbert. Denota-se por H{"(0,7;X) o fecho, em H™ (0,7;X), de
D(0,7; X) e por H™ (0,7 X) o dual topoldgico de H" (0,7 X).

1.3 Sobre equacoes diferenciais ordinarias em espacos

de Banach.

Nessa se¢ao enunciaremos dois importantes teoremas sobre equagoes diferenciais or-
dinéarias em espagos de Banach que auxiliarao na obtencao de solucoes para as equagoes
de Navier-Stokes.

Definigao 1.6. Dizemos que uma func¢ao absolutamente continua z(t) definida em
algum intervalo I da reta, tal que (z(t),t) € G C R"! para todo t € I, ¢ uma solucao

para o problema

11
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2'(t) = f(z,1) (1.2)

se x(t) satisfaz (A.1) quase sempre em t. Seja (g, ty) € G. Associado a (A.1) e a (zo, to)

temos o problema de valor inicial

{ 7)) = f1) 13)

I(to) = Xy-

Definicao 1.7. Dizemos que uma funcao f : G — R" estd nas condigoes de Ca-

rathéodory sobre G se:
(i) f(z,t) é mensuravel em ¢ para cada z fixado;
(ii) f(x,t) é continua em x para cada t fixado;

(iii) Para cada compacto K contido em G existe uma funcdo real integravel mg(t)
tal que,
|f(z,t)| < mg(t), para todo (x,t) € K.

Consideremos o retangulo
R={(x,t) € R" |x — x| < b, |t —to]| <a;b>0ea>0}.

Teorema 1.11 (Carathéodory). Seja f : G — R™ nas condi¢oes de Carathéodory
sobre G, entao existe uma solug¢io x(t) de (A.2) sobre algum intervalo |t — to| < «,

onde o« > 0.

Corolério 1.12. Sejam G C R™""! e f satisfazendo as condigoes de Carathéodory sobre

G, entao o problema (A.2) tem solugao para qualquer (zg, ).
Prova: Ver Rincon [17], Teorema 3.15, p. 15.

Defini¢ao 1.8. Seja o(t) uma solugao de (A.1) sobre I e I C I;. Dizemos que ¢(t)
tem um prolongamento até I, se existe ¢;(t) solugao de (A.1) sobre I1 e p;(t) = o(t),

para todo t € I.

Teorema 1.13 (Prolongamento). Sejam G C R™*! aberto e limitado e f : G — R"
satisfazendo as duas primeiras condicoes de Carathéodory sobre G e suponha que existe

uma fungao integrdavel m(t) tal que

|f (2, 8)| < mf(t),

12
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para todo (x,t) € G. Seja ¢ uma solug¢io da equagdio (A.1) sobre o intervalo (a,b).
Entao
(Z) existem Sp(a"‘l‘)? 90<b—)7

(ii) Se (p(b-),b) € G; entdo ¢ pode ser prolongado até (a,b+ §), para algum § > 0.

De modo andlogo para a;

(111) (t) pode ser prolongada até um intervalo (y,w) tal que (©(7+),7), (¢(7-),w) €
0G, (0G ¢€ fronteira de G.)

Corolario 1.14. Sejam G =U x [0,T], T > 0, U ={z € R*|z| < b, b > 0} e f nas

condigoes do Teorema 1.13. Seja ¢(t) uma solugao de

{ ‘(1) = 1) 14)

z(ty) = wo, |xo| <.

Se em qualquer intervalo I onde ¢(t) esta definida tivermos |p(t)] < M, para todo
t € I, com M sendo uma constante que independe de I e M < b, entao ¢ tem um

prolongamento até [0, 7.

Prova: Ver Rincon [17], Lemas 3.18 e 3.19, p. 16, Corolério 3.23 e Teorema 3.24, p.
18.

1.4 Sobre a Analise de Fourier.

Nessa se¢ao recordaremos alguns resultados da teoria das séries e transformadas de

Fourier.

Definigao 1.9. Sejam H um espacgo de Hilbert e (z,)qecs um conjunto ortonormal em

H. A familia ((z4, x))acs é chamada de coeficientes de Fourier de x € ‘H e a soma

Z (To, T)Tq

aeJ

¢ chamada de série de Fourier de = em relagdo a (x4 )ac-

Teorema 1.15. Seja (24)acs um conjunto ortonormal em H. Entdo as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

(i) (xa)acs € uma base ortonormal de H;

13
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(ii) Se x € H, entao a série de Fourier de x, em relagcdo a (xy)acs, converge em H

para x e independe da ordem na soma, ou seja,

T = Ty TVT ara todo x € H;
Z(a? > O¢7p )

aeJ

(111) [Identidade de Parseval]: Para todo x € H temos

lell2 =) [{@a, 2)].

aeJ

Prova: Ver Oliveira [16], Teorema 21.12, p. 154.
Consideremos os espacgos de Hilbert By C B C B sendo estas imersoes continuas
e além disso, a imersao By C B sendo compacta. Para uma funcao v de R em Bj, sua

transformada de Fourier © é representada por

+o0 )
(1) = / e 2Ty (1) dt

[e.e]

cuja transformada inversa é dada por

+00
v(t) = / X () dr

oo
Seja n um numero natural e D} o simbolo de derivagao de ordem n em relacao a .

Derivando formalmente a igualdade anterior obtemos

+oo
Div(t) = / (2miT)"e*™ o (7)dT.

o
Motivados por isso, quando v for um ntmero real, definimos a derivada fracionaria

D; de ordem ~ de v(t), com sendo a transformada inversa de (27i7)70(7), isto é,

—

Djv(t) = (2miT)"0(7).

Para v > 0, definimos o espaco

HY(R, By, By) = {v € L*(R, By); |7|"i(7) € L2(R, By)}

munido com a norma

10115 @, 30,80 = 1011 228,80) + T[0T [22(.5,)-

Resulta desta definicao que H”(R, By, B;) é um espago de Hilbert. Dado K C R,

representamos por H}; o subespago de H” constituido pela funges u de H” com suporte

14
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contido em K.

Teorema 1.16. Sejam By, B e By, espacos de Hilbert, com By C B C By, sendo
estas imersoes continuas e a imersao By C B compacta. FEntao para todo v > 0 e

qualquer conjunto limitado K C R, a tmersdao de
H}. (R, By, B;) em L*(R, B)
€ compacta.
Prova: Ver Medeiros [13], Apéndice II, Teorema 4, p. 145.

Teorema 1.17 (Plancherel). Sejam
F: L*(R") — L*(R")
uma aplicagao e
F: LA(R") — L*(R")
a sua transformada de Fourier. Entao F e F sdo isomorfismos de espagos de Hilbert
tais que

~ ~

(F(w), F(v))r2@ny = (w,0) 2@y = (F (), F(0)) L2(em),
para todo u,v € L*(R").

Prova: Ver Yosida [22], p. 153.

1.5 Resultados classicos sobre os espacos vetoriais

normados.

Nessa se¢ao iremos enunciar alguns resultados classicos sobre os espacos vetoriais

normados que serao uteis no desenvolvimento do trabalho.

Teorema 1.18 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). O conjunto Bg = {f € E';||f]| <1} €

compacto pela topologia fraca * o (E', E), onde E é um espago de Banach.
Prova: Ver Brezis [3], Teorema 3.16, p. 66.

Teorema 1.19 (Representagao de Riesz). Sejam X um espago vetorial normado, 1 <

1 1
p<ooepe (LP(X)). Entao existe um unico u € LI(X), com —+ — =1 tal que
p q

(p, f) = /ufdx, para toda f € LP(X),

15
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além disso,

[lull Loy = M@l ey -
Prova: Ver Brezis [3], Teorema 5.5, p. 135 .

Definicao 1.10. Seja H um espacgo de Hilbert. Uma forma bilinear b: H x H — R é
dita

(i) Continua se existe uma constante C' > 0 tal que

[b(u, )| < Clullv], Yu,v € H;

(ii) Coerciva se existe uma constante @ > 0 tal que

b(v,v) > alv|?, Vve H.

Teorema 1.20 (Lax-Milgram). Sejam H um espago de Banach e a : Hx H — R uma

forma bilinear, continua e coerciva. Para toda ¢ € H' existe um unico uw € H tal que
a(u, v)={(p, v), VveH.

Além disso, se a € simétrica, u se caracteriza pela propriedade

weH e %a(u, ) — (g, u}zMin{%a(v, v) — (o, U>}.

veH

Prova: Ver Brezis [3], Corolario 5.8, p. 140.

Teorema 1.21. Sejam X e Y espacos de Hilbert tal que X — Y e p € LP(0,T,X),
W€ LP0,T;Y), 1 <p< oo, entio p € C°0,T];Y).

Prova: Ver Teman [21], Lema 1.2, p. 260.

Teorema 1.22 (Compacidade Aubin-Lions). Suponhamos X C B C'Y com imersdo
compacta X — B onde X,Y e B sao espacos de Banach e 1 < p < oo, 1 <r < 0.

Seja F' limitado em LP(0,T, X) N W*"(0,7,Y), onde s >0 ser >pes > % — 119 se

r < p. Entao, F € relativamente compacto em LP(0,T, B) (e em C(0,T, B) se p = c0).
Prova: Ver Medeiros [13], Apéndice I, Teorema 2, p. 127.

Definigao 1.11. Seja X um espago normado. Dizemos que uma sequéncia (z,) C X

converge fraco para x € X se

f(x,) — f(x), quando n — oo,
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para todo f € X'. Neste caso denotemos x,, — x € X(E', E).

Proposicao 1.23. Sejam E um espago de Banach, E’ seu dual e (z,) uma sequéncia
em E. Sex, ~xemo(E' E)e f,— fem E' entdo (f,,z,) — (f,z) .

Prova: Ver Brezis [3], Proposigao 3.5.iv, p. 58.

Definigao 1.12. Seja X um espago normado. Dizemos que uma sequéncia (f,,) € X’

converge fraco—* para f € X' se
fo(z) = f(x), quando n — oo,

para todo x € X.

Proposigao 1.24. Sejam E um espaco de Banach, £’ seu dual e (f,) uma sequéncia
de E'. Se f, — f fraco —x em o(E’, E), entao || f,|| < C e | f]| < lim| f,] -

Prova: Ver Brezis (3], Proposicao 3.13.iii, p. 63.

Proposicao 1.25. Sejam F um espaco de Banach, £’ seu dual e (f,,) uma sequéncia

de E'. Se f, — f fraco —x em o(E', F) e x,, —» x em F, entao (f,,x,) — (f,x).
Prova: Ver Brezis [3], Proposigao 3.13.iv, p. 63.

Teorema 1.26 (Banach-Steinhaus). Sejam E e F' dois espagos de Banach. Seja (1),)
uma sequéncia de operadores lineares continuos de E em F' tais que para cada x € F,

T,x converge quando n — oo a um limite que denotamos por T,. Entao temos:

(2) Sup 1Tl 2,5y < 00
(i) Te L(E,F),
(@@0) (17N £, py < M ([ Toll 1y -
Prova: Ver Brezis [3], Corolario 2.3, p. 33.

Teorema 1.27 (Ponto fixo de Brouwer). Seja F' um espaco de dimensdo finita e seja
@ C F um subconjunto compacto, convexo e nao-vazio. Seja f : () — ) uma aplicagao

continua entao f possui ponto fizo.
Prova: Ver Brezis [3], p. 179.
Definigao 1.13. Uma sequéncia (E,),en em H é dita uma base ortonormal, ou Hil-

bertiana se satisfaz as seguintes propriedades:
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(i) |en| =1 para todo n e (e, e,) = 0, para todo m # n;

(ii) O espago linear gerado pelos e, é denso em H.

Teorema 1.28. Todo espaco de Hilbert separdvel possui uma base ortonormal.
Prova: Ver Brezis [3],Teorema 5.11, p. 143.

Teorema 1.29 (Teorema Espectral). Seja H um espaco de Hilbert separdvel e seja T
um operador compacto e auto-adjunto, entao existe uma base hilbertiana composta por

autovetores de T
Prova: Ver Brezis [3],Teorema 6.11, p. 167.

Lema 1.30 (Gronwall). Seja () uma fun¢ao nao negativa em [0, 7] que satisfaz:

T
z(t) < C’l/ x(s)ds + Cy, para Cy Cy > 0.Vt € [0,T].
0
Entao
z(t) < Cy(1+ C’lteclt), para todo 0 <t <T.

Em particular se

T
z(t) < C’l/ x(s)ds, para todo 0 <t <T
0

entao
z(t) = 0.

Prova: Ver Evans [5], Apéndice C, p. 625.

Lema 1.31 (Lions). Sejam {2 um aberto de R" xR, g, e g funcoes de L4(Q2), 1 < ¢ < oo,
tais que

l|gnllLa) < C, gn — g, quase sempre em §.

Entao

gn — g, em §2.

Prova: Ver Lions [9], Lema 1.3, p. 12.
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Capitulo 2

Equacoes de Navier-Stokes em

dominios limitados do R?

Neste capitulo mostraremos que a formulagao variacional das equagoes de Navier-
Stokes é bem posta, no caso de n = 2. Para maiores detalhes ver: Adams [1], Aubin [2],
Coddington-Levinson [4], Ladyzhenskaya [6], Leray [7], Lions [8], [9], [10] e [11],
Lions-Magenes [12], Tartar [20] e Temam [21].

2.1 Espacos Funcionais

Definiremos espacos funcionais apropriados para andlise matematica das equagoes
de Navier-Stokes. Primeiro analisaremos um problema estacionario associado a estas
equagoes sobre um dominio limitado e convexo {2 do R" com fronteira I' regular.

Consideremos inicialmente o problema que consiste em determinar uma funcao

u(z) = (ur(x), ug(x), ..., up(x)), com x = (x1, x9, ..., x,) em € satisfazendo:

0
—vAu; + @D _ fiem Q, i=12...n,
aCCi

divv =0 em Q,

(2.1)
u; = 0 sobre T,

sendo f(x) = (fi(x), fa(x), ..., fu(x)) é uma aplicagdo conhecida.

Denominamos (2.1) de equagoes de Stokes linearizado. Este sistema ¢ o modelo
linearizado do movimento de fluido incompressivel viscoso, com velocidade u, confinado
ao reservatorio €2, em regime permanente, submetido a uma densidade volumétrica de

forcas f. A funcao p é a pressao do fluido e v > 0, a viscosidade.
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Consideremos (Hj(Q))" = H}(Q) x ... x H}(2), munido do produto interno:

n

((u,0)) = D (s, 03) gy (2:2)

i=1

onde u = (U, U, ..., up)ev = (v1,09,...,v,) € (HL(Q))". Mostremos que a aplicagao
definida em (2.2) é um produto interno em (Hg(€2))™. De fato, dados u,v,w € (Hi(Q))"

temos

n n

o ((u>v)) = Z (uivvi)Hé(Q) = Z (Uiaui)Hé(Q) = ((U>u))§

i=1 =1

n

o (Ot o,w) =3 (s + 0,0 gy ) = M(w,w)) + (v, w));

i=1

n

o ((u,u)) = Z (ui,ui)Hé(Q) > 0, e se u # 0 entao
i=1

n

((w,u)) =) (i, ui) gy > 0,

i=1
pois para algum i, temos u; # 0.

Portanto (H}(€))™ ¢ um espago de Hilbert, pois é um espago de Banach munido
com o produto interno definido em (2.2) e a norma proveniente deste produto interno.
Em (Hg(€2))™ usando a desigualdade de Poincaré, podemos considerar a norma ||u|| da

seguinte forma:
n

[ull> = [Veil® 2. (2.3)

i=1

pois
n

[Jul | = Z (wi, ui)H&(Q) = Z [|wil[* = Z |vui|2L2(Q)7 (2.4)
=1 =1

i=1

onde a tltima igualdade decorre da desigualdade de Poincaré. Além disso, podemos

escrever a norma |Vu;|r2(g) como sendo:

2
Ou,; ou; Ou; Ju; ~ [ Ou
2 2y = : : : : = Z

com dx = dxydzs, ...,dxr, a medida de Lebesgue no R".
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Consideremos também (L?*(Q))" = L*(Q) x ... x L?(2), munido do produto interno:

(u,v) = ZZ;:/Quividx. (2.5)

Mostremos que a aplicagdo definida em (2.5) é um produto interno em (L?(Q))". De
fato, dados u,v,w € (L*(Q))", temos

n

o (u,v) = Z/Quividx = Z (Ui, Vi) o) = Z (Vi, i) 2 () = (v, 0);
i=1 i=1

=1

o (Mu+v,w)=ANu,w)+ (v,w);

. (u,u):Z/Qu?dxzo,eseu%Oentéo
i=1

(u,u) = Z/ufdm > 0,
i=1 79

pois para algum i, temos u; # 0.

A norma induzida em (L?(Q))" é dada por:

uf? = Z/u?dm. (2.6)
i=1 7§

Consideremos os espagos:

V ={ve (H(Q)"; divv=0em Q}

V={pe (D))" dive=0emQ },

com V sendo um subspago fachado de (H}(Q2))", D(Q) o espago das fungoes testes em

Q2 e representemos por H o conjunto de aderéncia de V.
Proposigao 2.1. O espago V é denso em V.

Prova: Com efeito, seja (¢,,) uma sequéncia em V, com ¢; € (D(Q2))". Desta forma,
podemos escrever ©; = (Qiy, Pig; -+ Pin), onde @;; € D(Q), 7 = 1,2,...,m,.... Como
D(Q2) é denso em H(€2) entdo para (p;;); C D(2) existe ¢’ € Hy(2) tal que @;; — ¢/,
quando i — +00, seja qual for j € {1,2,...,n}. Portanto

©i = (Pi1, Pigs s Pin) = (1, 9%, ., 0") = € (H)(Q))", quando i — +00
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e
div o = div lim ¢; = lim div p; = 0.
i——400 i——400
Logo o espaco V é denso em V, como queriamos mostrar. [

Procurando uma formulacao variacional para o sistema linearizado de Stokes, mul-
tipliquemos ambos os membros de (2.1) por um vetor v; € H} (), integremos sobre €

e assim temos a seguinte igualdade:

—/VAuividx—i—/@vidx = /fivz-dx,
Q 00z Q

- 82ui 81}1
—Z//QZWUid 8x dx = /flfuzd:c
j=1 "7 ’

e portanto, usando o fato que v; € HJ(2) e pela férmula de Green, obtemos

= 8u1 8112- 8112-
1/;/96% awjdx — /Qpaxidx = /invidsn.

Somando a igualdade anterior em 4, e ordenando os termos convenientemente temos

- Ou; 0v; . ov;
;/Qf = ”22/ 9z, 9z, 2; /Qpaxidx
ou; 81}1 31}@

- V;;/ Oz (9:1:] / Zaxz

ou; 8@1 .
= I/ZZ/ oz, 8:6] — /Qp div vdz.

=1 j=1

ou seja,

Considerando v € V, temos div v = 0, logo da igualdade anterior temos a seguinte

equacao:

ou; (%Z =
I/ZZ/ o, ax] = ;/invida:, para todo v € V. (2.7)

i=1 j=1

Dai, reduzimos nosso problema a encontrar u € V que satisfaca (2.7), para todo
v € V. Para demonstrarmos a existéncia e a unicidade de u € V, solugao de (2.7)
aplicaremos o lema de Lax-Milgram, para isto consideremos uma forma bilinear da

seguinte maneira:

ou,; (%z
a(u,v) I/ZZ/ 6’%8_% , u,v €Vl (2.8)

=1 j=1

Proposigao 2.2. A forma bilinear a(u,v) é continua e coerciva em V.
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Prova: De fato, dados u,v € V temos

ou; O i

i) = S [
i=1 j=1 3 Y

ou; 8vz
V;;/ Oz, 8%
ou; 8vz
ZZ/ Oz, 6’%

=1 j=1

IA

haja vista que, para u,v € (Hj(2))" temos a igualdade

n

(u,v)) = Z(uuUi)Hg(Q)

= Z(VW, VU@)L?(Q

ou; 8UZ
- ZZ/ Oz, 8%

=1 j=1

obtemos assim a seguinte desigualdade
a(u,v) < v|((u,v))]
Usando a desigualdade de Schwarz concluimos:
a(u, v) < vifull||v]].

Provando assim a continuidade de a(u,v) em V. Além disso, a(u,v) é coerciva, pois

dado u € V obtemos

2 n
a(u,u) = I/ZZ/ <8u2> dr = I/Z|VU1’2 = v||ul*.
i=1

=1 j=1

Portanto a(u,v) é continua e coerciva em V. [

Para todo f € H definimos a aplicagao
f— Z/fwidx = (f,v), fizxado v € V. (2.9)
=179

Como consequéncia da desigualdade de Schwarz, a aplicacao definida em (2.9) é
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continua e usando a Proposicao 2.2, a forma linear a(u,v) é continua e coerciva em V,

entao do lema de Lax-Milgram existe um unico u € V' tal que
a(u,v) = (f,v), paratodov € V. (2.10)

Relacionemos agora a equagao (2.10) com o problema original formulado para as
equagoes (2.1), no entanto, antes mostremos um resultado no qual nos permitira ca-

racterizar as formas lineares continuas sobre (Hj(Q2))" que se anulam em V.

Proposigao 2.3 (De Rham). Seja L € (H~(Q))", que identificamos como o dual de

(H}(2))", tal que Lv = 0, para todo v € V, entdo existe uma fungao

peLXQ) = {g € 12(): /g(q})dgg _ 0}7
Q
tal que L = Vp, ou seja,
Lv = /p diw vdx; para todo v € V.
Q

Prova: Afim de provarmos a Proposicao 2.3 consideremos d(x) a distancia de um
ponto x de Q a fronteira I'. Sabemos que d(x) é uma fungao lipschitziana em (.

Consideremos entao a equacao:

div(d(z)Veo(x)) = g em Q.

Usando resultados de equacoes eliticas degeneradas é possivel mostrar que existe
¢ € H*(Q), solugao do problema acima e que a aplicacio g — ¢ é continua de LZ()
em H%(Q).

Logo existe uma aplicagao linear e continua p : LZ(Q) — (H(Q2))™ definida por:

p(g) = d(x)Vo,

9¢

pois, como ¢ € H?(), temos d(x)a
Li

€ H}(Q) e pg € (HF(Q))™. Além disso,

div pg = g. (2.11)

Procedendo de maneira semelhante ao que foi feito para chegar a (2.10), usando o

lema de Lax-Milgran é possivel mostrar que existe um unico u € V' tal que

a(u,v) = (f,v)yixv, para todov eV, f eV’ (2.12)
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Aproximaremos a solugao de (2.12) por solu¢oes de um problema penalizado em

(H}(Q))™, para isto definamos para cada o > 0 a aplicagao bilinear, continua e coerciva

1
(Ua, V) > a(Ug, v) + —(div Uy, div v).
a

Usando o lema de Lax-Milgram obtemos para cada o > 0, u, € (H}(Q2))" tal que

1
a(tg,v) + a(div U, div v) = (f,v)vixv, para todo v € (Hg(Q))" (2.13)

Nosso objetivo agora é mostrar que u, converge fraco em (H}(Q2))" para a solugao
u de (2.12).
De fato, fazendo v = u, € (Hg(2))" em (2.13) obtemos a igualdade:

1
a(uomua) + _(dlv Uq, div ua) - (f’ ua)V’xVa
(07

ou seja,

2
" 8uai 1 X 2
VZ/ ( o, > dx + a(dw ) = (f, ua)vixv,

tendo assim a desigualdade
2 1. 2
vlual P+ —(div ua)”™ < [ flvl[uallv-

Usando o fato que f € V', segue a estimativa abaixo

|uall < C, (2.14)
onde C' independe de o > 0.
Fazendo, P, = —édz’v Uq, considerando v = u, e substituindo em (2.13) temos
(U, v) = (f, ua)vixy + (Pa, div v), para todo v € (Hy(Q))". (2.15)

Observagao 2.1. Como u, € (H}(Q))", P, € LE(Q), temos pelo Teorema de Gauus

1 1
/Padx = ——/ div undxr = ——/uandF =0, (2.16)
Q aJa @ Jr

pois u, € (H}(Q))", onde n = (n1,12, ...,n) é 0 vetor normal unitdrio interior a T

Observagao 2.2. P, é limitado em L*(1).
Com efeito, da Observacao 2.1, P, € L3(Q), e assim sendo, a igualdade (2.11)

25



Equacoes de Navier-Stokes em dominios limitados do R? Capitulo 2

garante a existéncia de um v, € (H3(€))" tal que
div v, = div p(P,) = P,, (2.17)
e visto que, p: L3(2) — (H}(2))™ é continua, concluimos a desigualdade:
[lvall = llp(Fo)ll < Cl[Pall. (2.18)
Tomando v = v, € (H}(2))" em (2.13), obtemos:
(P, div vy) = a(Ua, Vo) — (f, Va)vixy-
Como de (2.17), div v, = P,, a igualdade acima nos dé a desigualdade:
|Pal? = a(ta; va) = (f,va)visv < vlualll|vall + | flv][val
Usando a estimativa (2.14) e a desigualdade (2.18) temos a estimativa
|Pal® < vllallllvall + [f v lvall = lvall(v][uall + flv) < C. (2.19)

A Observagao 2.2 anterior garante que existe uma subsequéncia de (P,), a qual
ainda representaremos por (P,) que converge fraco para p em L?*(2). Novamente usando
a estimativa (2.14), existe uma subsequéncia de (u,), denotada ainda por (u,), que
converge fraco para w em (H3(Q))"™.

Tomando o limite na equagao penalizada (2.13) obtemos a seguinte igualdade:
a(w,v) = (f,v)vixy + (p, divv), para todo v € (Hy(2))™. (2.20)
Em particular, para v € V C (H}(Q))" em (2.20), w seréd solugao de
a(w,v) = (f,v)yxv; para todov € V. (2.21)

Comparando as equagoes (2.12) e (2.21), u = w, pois u é solu¢ao unica de (2.12).
Concluimos assim, que a solugdo u de (2.12) é obtida como limite de solugoes da
equagao penalizada (2.13).

Consideremos agora f € (H~1(Q))", tal que (f,v) = 0, para todo v € V, entao a

solugdo u de (2.12) é a solu¢ao u = 0. Retornando a equagao (2.20) temos

(f,v)vixv + (p, divv) = 0, para todo v € (Hy ()", (2.22)
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ou ainda,

(f,v)vixv + (—=Vp,v) = 0, para todo v € (Hy(52))", (2.23)

provando assim que

f=Vp.

Em particular p € L2(€2) resolve o nosso problema, assim sendo, existe p € L2(Q)
tal que f = Vp. Concluimos de (2.23) que se L for uma forma linear e continua sobre
(HL(Q))™, de modo que, Lv = 0, para todo v € V entao existe um tnico p € L2(€) tal
que

Lv = /p div vdx, para todo v € (Hg(Q))". (2.24)
Q
[

Claramente para qualquer p € L?(€2), (2.24) torna Lv uma forma linear e continua
em (H}(2))", nula em V. Usaremos a caracterizagio (2.24) para fazermos uma inter-
pretagao da solugao u de (2.10).

Seja u solucao de (2.10) e consideremos a forma linear continua Lv definida em

(HL(Q))™ da seguinte forma:
Lv = a(u,v) /flvldx com f € H. (2.25)

Sendo wu solugao de (2.10), Lv = 0, para todo v € V, com Lv definida por (2.25).
Usando a caracterizacao dada por (2.24) existe p € L?(2) tal que

Lv = /p div vdx, para todo v € (Hy(Q))".
Q
Logo o par (u,p) de V. x H é solugao da forma bilinear
a(u,v) = Z/fividx + /p div vdx, para todo v € (Hy(Q))". (2.26)
=179 &

Como (D(Q2))" C (H(Q))™, restringindo v & (D(Q))™ na igualdade (2.26), existe uma

Unica u € V que satisfaz

“ , ou; 61;Z
izl/ﬂfividx—l— /Qp divvdr = ZZ/ oz, ax]
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Como

du; O iy Pu;
X3 [t = 3 G

=1 5=1 =1 j5=1

= —I/Z/Z%vidx
i=17 Q=1 7]

= —Vi:/Auividx,
=179

obtemos a equagao:

Z/fividx—k /p divvdr = —VZ/Auivida:,
=174 @ =179

resultando assim a seguinte igualdade

n n a
_I/Z<Aui, V) = Z<f“ v;) — Z/ 05- vdx
i=1 !

i=1 Q

= > (fiw) _Z<§—Z,Ui>.

i=1 i=1

Logo u ¢ solucao de

)
—vAu; + P fiem Q, i=12,...n;
81‘1‘

divu =0 em §,
u; = 0 sobre I,

ou seja, solugao do sistema de Stokes.

2.2 Equacoes de Navier-Stokes em dominio limita-

dos do R?

Embora desejemos analisar as equacoes de Navier-Stokes no plano, os problemas
serao formulados no caso geral. Iniciaremos com algumas notagoes e para isto consi-
deremos,

Q=Qx(0,T), onde T >0

e o vetor velocidade u = (uy, ug, ..., Up).
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Adotemos as seguintes notacoes:
ou . 8u1 8u2 aun
o\ ot ot ot

Au = (Auy, Aug, ..., Auy,).

As equagoes de Navier-Stokes possuem a forma:

—+yAu+Zu] —f—Vp,V>0, em @,

divu =0, em Q, (2.27)
u =0, sobre X,
u(,0) = uolx), em 9,

sendo X a fronteira lateral de Q).
O problema a resolver consiste em determinar u e p satisfazendo (2.27), porém antes
de fazermos a sua formulagao variacional, estabeleceremos mais algumas notagoes.
Para u,v € V, consideremos a forma linear continua e coerciva a(u,v) definida

anteriormente, ou seja,

ou; 81)2
(uv) = ”Zz/ax] 52,

=1 j=1
e agora consideremos a forma trilinear b(u, v, w) definifida por:
ov;
b(u, v, w) E u] 3 —w;dzx.
ij=1 i

A seguir daremos algumas propriedades desta forma trilinear mencionada acima.

Lema 2.4. A forma trilinear b : V' x V x V' — R definida por:

ov;
(u, v, w) — blu, v, w) = Z/u]axjwzd:v

1,j=1

¢é continua.

Prova: De fato, usando o teorema da imersao de Sobolev temos

1 1 1
HY O L1 —=-—=>0.
() = LU(Q), para =5 =
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Como n = 2, obtemos a seguinte imersao continua
Hy(2) < LU, para todo q € [1,+00).

Assim sendo, da definigao de b(u, v, w) chegamos a desigualdade

01},
< 2.2
b(u, v, w)] Z/ Uj—=— ax (2.28)
i,7=1
Notemos que
dv;
/u] wz al:n</]ujwZ Vi dx
O Oz,
. . . 1 1
e usando a desigualdade de Holder generalizada, com 1 + 1 + 3 = 1, obtemos a
desigualdade
1/4 1/4 2 1/2
ov; ov;
/u] o ~w;|dr < /|u]|4da: /]wi\4dx / Uil de ,
ou seja,
ov; ov;
/ uJ w; dl‘ < |UJ|L4 Q) |wi]L4(Q), (229)
Q axj ki
L2(Q)
combinando as desigualdades (2.29) e (2.28) conseguimos
(%Z
b(u, v, w)| < ZZWH |wi| L) (2.30)
=1 j=1 LZ(Q)

Em particular H}(Q2) — L*(Q) e assim sendo, de (2.30)

b, v, w)| o

IN

ClZZH%Hm

11]1

||wz‘||Hg(Q)

M)
L2(Q))

&S el o (Dwum
=1
2 1/2
L2(Q)>

ov;

L

IN

Usando a desigualdade de Holder temos a seguinte desigualdade:

an
ij

2 2 1/2 2
|b(u,v,w)| < C1Z||wz‘||H3(Q) (ZH%‘H?{;(Q)) (Z
i=1 Jj=1

J=1
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Pela desigualdade de Poincaré chegamos a

2 1/2
|b(uvvvw>|SC((ZH“]’HH&(Q)) (ZszHHl il 3 2 )

=1

Portanto, concluimos que |b(u, v, w)| satisfaz a desigualdade:
5 1/2 ; 5 12 / 5 1/2
|b(u, v, w)| < C(ZH“jHiI&(Q)) (ZHWH%&(Q)) (ZHWH?{(}(Q))
j=1 i=1 i=1
= Cllullvlfwllv[lollv.

Provando assim que b(u, v, w) é continua em V x V x V. [ |

Usando o Lema 2.4, temos que fixados u e v, a aplicagdo w + b(u,v,w) é uma
forma linear e continua em V. Por esta razdo podemos definir uma aplicagao B(u,v)
de V x V em V' de modo que

(B(u,v),w) = b(u,v,w),

sendo B(u,v) bilinear e continua.

Lema 2.5. Seja b(u, v, w) a forma trilinear definida anteriormente entao
b(u,v,w) + b(u,w,v) =0, para todos u,v,w € V.

Prova: Dados u,v e w € V entao

b(u,v,w) + b(u,w,v) = Z/ J@ —wdx + Z/ 5, ’UZdZ)Z

3,j=1

= Z/u]<avZ w; %m)dm
i,j=1 J

_ Z/u]a (w5, v:)d
3,j=1

Integrando por partes o 1ultimo termo da igualdade acima temos:

b(u,v,w) + blu,w,v) = —Z/a (w;, v;)d
L

3,j=1
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Como u eV
8u] / 8u]
- wza Uz = - Wi, Uz
>[5 >[5
= —Z/ (wy, v;)div udz = 0.
=179
Entao
b(u, v, w) + b(u, w,v) =0,

como queriamos. [ |

Notemos que, sendo b(u,v,w) + b(u,w,v) = 0, segue b(u,v,w) = 0 sempre que

V=w.

Problema 2.6. Dados f € L*(0,T; (H '(Q)?), up € H, determine u e p, sendo p €
D'(Q) tais que:

u€ L*0,T; V)N L®0,T; H); (2.31)

" Ou
U — vAu+ jzlujg—xj = f—Vpem D(Q); (2.32)
u(0) = wup. (2.33)

A solugao do Problema 2.6 satisfaz as condigoes do sistema (2.27).

Problema 2.7. Dados f € L*(0,T;(H'(2))?), up € H. Determine u e p, sendo
p € D'(Q) tais que:

u € L*0,T; V)N L®0,T; H); (2.34)
(W' (t),v) + va(u(t),v) + b(u(t),u(t),v) = (f(t),v) em D'(0,T), (2.35)

para todov € V e
u(0) = up. (2.36)

Mostremos que os Problemas 2.6 e 2.7 sao equivalentes. De fato, seja u solucao do
Problema 2.6 e ¢ € V, multiplicando ambos os membros da equagao (2.32) por ¢ e

integrando em ¢2 obtemos a seguinte igualdade

/ ()godm—V/Au godm—i—Z/u]

dr — / Vpedz,
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ou ainda, podemos reescrever a igualdade acima da seguinte forma:

Z ). Za 00 g+ bu(e) u(t). €)= (F(1).) ~ (V. ).

ou seja,
('(t), ) + va(u(t), o) + b(u(t), u(t), ) = (f(£),%) = (Vp, ).

Como

2
(Vp,p) = /Vpcpdx = Z/ gp dr = / Z&pldx = —/p div pdx = 0,
Q Q

concluimos que, para todo ¢ € V), é satisfeita a igualdade

(@' (t), ) +va(u(t), ) + b(u(t), u(t), ») = (f(t), ) em D'(0,T).

Visto que, V é denso em V = {v € (H}(Q))? div v =0}, u é solugao do Problema
2.7. Provando assim que, se u for solucao do problema 2.6 entao também serd do
Problema 2.7. Mostremos agora que vale a reciproca, para isto consideremos na equagao

(2.35) v = € V, para n = 2 e assim sendo
(' (1), ) + va(u(t), o) + b(u(t), u(t), ) = (f(£),¥).
Como fQ p div pdx = 0, podemos reescrever a igualdade acima da seguinte forma:

(W'(t), ) + va(u(t), ) + blu(t), u(t), ¢) = (f(t), ») + /Q p div pdz,
ou ainda,

Ou;(t) O; du;
> [ttt eSS [ 00000 5 12—

=1 =1 j=1 =1 j=1

2 2

Depi
Z /Q fi(t)pidx + /Q pz ARG
=1 =1

Usando o teorema de Green em alguns termos da equagao acima obtemos

Z/ t)pida — ”ZZ/ 82% pidz + ii/ ]g“Z pids =

i=1 j=1 i=1 j=1

33



Equacoes de Navier-Stokes em dominios limitados do R? Capitulo 2

2 2
dp
fi(t)pidax —/ = pidz,
X e | 3o
implicando
2

(t)pidx — v Au, (t)pidx + u Ous goldas =
> | u Z ZZ N

=1 =1 j=1

Z / fit)pida Z / (%Z%dﬂc

resultando assim

2
0 Ou; 0 )
<u — vAu; + Z U fi a—p,%> =0, para todo p; com, 1 =1,2.
Z;
D'(Q),D(Q)

Portanto

u — vAu+ Zu]% = f—Vpem D(Q).
=1

Teorema 2.8. Dados f € L*(0,T;V') e uy € H. Entao existe uma tinica solu¢do u

satisfazendo as condigcoes:

we€ L*0,T; V)N L®0,T; H); (2.37)
u' € L*0,T;V'); (2.38)
(' (t),v) + va(u(t),v) + b(u(t), u(t),v) = (f(t),v) em D'(0,T), (2.39)
para todo v € V;
u(0) = uo. (2.40)

Na demonstracao do Teorema 2.8 usaremos o método de Faedo-Galerkin que con-
siste em obter a solucao do problema por meio de solucoes aproximadas de proble-
mas andlogos em dimensao finita. E fundamental a obtencao de estimativas sobre as
solugoes aproximadas permitindo a obtencao de sequéncias convergentes. Porém, antes

mostraremos alguns lemas técnicos que ajudarao na demonstragao do Teorema 2.8.

Lema 2.9. Seja 2 C R? aberto, limitado e regular, entao para todo u € Hj(Q2) temos

lul a0y < V2Iull oy [l 20)-

Prova: Seja u € D(Q), consideremos @ = u em 2 e nula em R?\ Q entao

~ $1a~2 , 1 ~ aN ,
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e assim sendo temos a desigualdade abaixo

1

@ (g, 1) < 2 / s, )

—00

ou(s, xz)

S

ou(s, xa)

+o0
ds < 2/ |t (s, xa)] s

[e. 9]

s = v(xg).

Procedendo analogamente ao que foi feito anteriormente obtemos

+o00
ds < 2/ |ti(zq, )|

—00

ou(xy, s)
0s

ou(xy, s)

P ds = v(xy).

+o0
@ (1, 2)| < 2 / (e, 5)|

)

Multiplicando membro a membro as duas desigualdades acima chegamos a desigualdade
@t (21, 20)| < v(wy)v(wy), para todo (1, ) € R?.

Observando que vy,vy € L'Y(Q) entdao pelo teorema de Tonelli temos (vy,vq) €
L'(R?) e
(21, 20)|*da < / v(xy)v(z2)de < 400, © = (21, 22).

R2 R2

Usando a desigualdade acima e o teorema de Fubini obtemos

(21, 20)|*dw < /v

R

(le)dxl/Rv(:BQ)dmg. (2.41)

RQ

No entanto, da definigdo de v(zs) e da desigualdade de Holder concluimos

/Rv(b)d@ _ //|u 21, 23)]

8u xl,mg) doyds
1

1/2 o4 2 1/2
< 2( |71<$1,562)|2d151d5€2> (/ dule1, 25) dil?1d962>
R2 R2 axl
. ot
= 2|u’L2(R2) (242)
L2 (re)
Analogamente temos
N ou
/v(zl)dxl < 2|t r2(r2) o (2.43)
R [2(R?)

Usando as desigualdades (2.41), (2.42) e (2.43) concluimos

ou
6.113 1

ou

8;1:2

R2|u(x1,x2)| dr < 4|U|L2(R2

L2(R?) L2(R?)
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O que implica, aplicando na desigualdade acima a desigualdade 2ab < a? + b%, que

2 2
L2(R2)]

i
8%1

ou

AQ\U($1,I2)!4d$ < 2lil 72 ey [ Oy

L2(R2)

ou seja,
1]y < 2|0l 72rey @[3 g2
Considerando u € €2 temos
||U||i4(9) < 2|“|%?(Q)||U||%13(Q)-
Implicando em

HUH%4(9) < ﬂ\“’LQ(Q)H“HHé(Q)'

Como D(R?) é denso em H'(R?), segue o que desejdvamos. |

Lema 2.10. Se u,v € L?(0,T;V) N L>(0,T; H), entao B(u,v) € L?(0,T;V").

Prova: Para toda w € V, pelo Lema 2.5 e pela desigualdade de Holder, procedendo

de forma analoga ao que foi feito na demonstragao do Lema 2.4, obtemos

[(B(u(t), v(t), w)]

[b(u(t), v(t), w)| = [b(u(t), w,v(t))]
< Cillu@®lza@ellwllv][v@)]| @)z,

onde
B(u(t),v(t)) € V'

1B(u(t), v(@)llv: < Collu@)llzs@p2[[o(@)]lza@)>-

Por outro lado, em virtude da desigualdade de Holder chegamos a

9 9 1/2
la() ez = Y llus®llze) < \/§<leui(t)|li4(m) :
i=1 i=1

Pelo Lema 2.9 obtemos:
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IN

, 1/2
\/§<Z\/§| |ui ()] 2() | |Ui(t>||Hé<ﬂ>>

9 1/2
xﬁ@]mwmmJ

) 1/2
= \/Eﬁ (ZHW@)HL?(Q)||ui(t>||H3(Q)) :

Novamente pela desigualdade de Holder

9 1/2\ 1/2
lu(@llza@yz < 23/4<|IU(t)|Iv(Z!ui(t)liz(m> )

=1

1/2\ 1/2
1/2
=?W|H/<@Jm\m> )

1/2 1/2
< 2] lu®)|y,

ou seja,
1/2 1/2
()l e < 2% Ju()l/ ()37

Como por hipétese u € L>*(0,T; H), vale a desigualdade:
()| ryz < 221 (ut)| oo o) Y2 [u@)| [ < Callu(t)|[1/.

Analogamente
1/2
lo(t)]] a2 < Callo(®)]]1/>.

Resulta das desigualdades (2.44) e (2.45)

1/2 1/2
()] oz o)l paz < Csllu®I2 o)1

Entao

1B(u(t), o))y < Csllu(t)]l/2[Jo(t)]3/%.

Usando a desigualdade de Young chegamos a

1B(u(t), v} < C5*|lu(®)lvIlv(®)ly < %{IIUU)H% + IO}

[+ [ i mﬁ]

Como u,v € L*(0,T;V), B(u,v) € L*(0,T; V') como querfamos.

Logo

/HB ()2t < Cy
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A partir de agora provaremos o Teorema 2.8.
Existéncia: Considerando as defini¢oes dos conjuntos, V, V e H obtemos a seguinte
cadeia de imersoes:

YVCVCH.

Passando o fecho em (L?(€2))? na cadeia acima, temos
VCVCH.

Como H =V entao

H=V. (2.47)

Logo a imersao de V em H é compacta. Consideremos entao o operador A definido
pela terna {V, H; ((.,.))v}, (cf. Milla [18]), onde

D(A) ={u e V; existe f € H, tal que (f,v)g = ((u,v))y, para todo v € V'},

Au = f.
Se u € D(A) entao
(Au,v)g = ((u,v))v, para todo v € V. (2.48)
Pondo Au = (&, &) obtemos
2 2

Z(&avi)m(ﬂ) = Z((uiavi))]{é(ﬂy

i=1 i=1
Em particular, tomando v = ¢ € V resulta

2 2

Z(&; i) D) DQ) = Z(Vuu Vi) 2@

i=1 =1

ou ainda,
2 2

Z@i, i) D@ D) = Z(—Aui, ‘Pi>p/(9),1>(n)v

i=1 i=1

e como Au = (&,£&2), segue que

<Au7 QO>V’,V = <_Au7 ¢>V',V'

Portanto
Au=—Auem V', para todo u € D(A),
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com —Au = (—Auy, —Auy).
Por outro lado, conforme o teorema Espectral, temos a existéncia de uma sequéncia

(w;) formada por auto-funcoes do operador A, cujos valores préprios ();) satisfazem:
O0< A <A< A< <\, A = 400 (i — +00).

Além disso,

(w;) é um sistema ortonormal completo em H ;

NG

W , .
¢ um sistema ortonormal completo em V/;
K3

w.
<)\—z) ¢ um sistema ortonormal completo em D(A) .
i

Observando a igualdade (2.48) temos
(Aw;,v) g = ((wi,v))y, para todo v €V,

ou seja,
Ai(wi,v)g = ((w;,v))y, para todo v € V. (2.49)

Como (w;) é um sistema ortonormal completo em H podemos escrever

+o0
u= Z(u, w;)w;, para todo uw € H (2.50)
i=1
e pelo teorema de Parseval
+oo
lul?, = Z\(u,wi)lz, para todo u € H, (2.51)
i=1

que define uma norma para u em H.

"
Como (1—/22> ¢ um sistema ortonormal completo em V, obtemos

—+00
w; w;
u= U, —— ——, para todo u € V 2.52
(%)) -

e assim sendo, temos do teorema de Parseval e de (2.49)

(=),

+oo 2

JullF =

=1

B R Ai(u, w;)
> v

i=1

2 4o
= > il (u,w;))? (2.53)
i=1
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que define uma norma para u em V.
Lembremos que o operador A admite uma extensdo, (cf. Milla [18]), A : V — V’
definido por
(Au,v)yr v = ((u,v))y, para todo v €V,

extensao esta que é uma bijecao isométrica e auto-adjunta e portanto admite inversa

isométrica e auto-adjunta.

ALV >V

Assim sendo, para v € V’ temos de (2.53)

[[ol[Fr = [11A]~ Il

ZM([A]_W w;)g|?

+oo
= > Xl A w) v
=1

2

ou seja,
00 1
o]y = Zy|<vawi>v',v|2 (2.54)
i=1""

que define uma norma para v em V',

Sistema Aproximado: Consideremos os vetores (w;), solu¢ao de
((U)i, U))V = Az(wzy 'U)H,

obtido anteriormente e representemos por V,, o subespaco de V de dimensao m gerado
pelos m primeiros vetores

W1, W2y eooy Wiy«

Para cada m, consideremos u,, € V,,, de modo que, a seguinte igualdade é satisfeita

(ul, (£),v) + va(um(t),v) + b(um(t), un(t),v) = (f(t),v), para todo v € V,,, (2.55)

Um(0) = ugm, sendo lim ug,, = ug, em H. (2.56)
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Para escrevermos a equagao (2.55) explicitamente, substituamos
m
U (£) =Y gjm(t)w;
j=1

e tomemos v = w;, assim sendo, obtemos

(Zg}m(t)wj7 wz‘) +va (Z%m(@wp wz‘) +0 (Zgjm(t)wj, Zgjm(t)wj7 wz‘) = (f(t), wi).

Como a(t,, w;) = (U, w;)) = Ai(Um, w;) = A; <Zgim(t)wj, wi), podemos escre-

Jj=1
ver a igualdade anterior da seguinte forma:

Gin (t) + VAiGim (t) + 0 (Zgjm(t)wj, Zgjm(t)wj, wz‘) = (fi,wi) (2.57)

i=1,2,...,m.

Relativamente a condicao inicial, obtemos
Uom = Zgjmm)wja Gim(0) = cim(t) (2.58)
j=1

Usando o teorema de Caractheodory,( Teorema 1.11), o sistema (2.57)-(2.58) pos-
sui uma solucdo (g;m)i<i<m em um intervalo [0,t,,). As estimativas obtidas a seguir
garantem, via o teorema do Prolongamento, que o sistema aproximado acima possui
solugdo no intervalo [0,T).

Estimativa I: Tomando v = u,,(t) na equagao (2.55) obtemos

(U (), 1 () + v (W (), i (£))) 4 bt (), 1 (£), un (£)) = (F(£), um (),

visto que,
(), () = 5 (), () = £ (1)
(61, (1)) = [l (DI

b(tm (1), um(t), um(t)) = 0,

pois pelo Lema 2.5 b, (1), i (t), wm(t)) + 0(tm (£), wnm(t), um(t)) = 0. Portanto, pela
1
desigualdade de Cauchy-Schwarz e pela desigualdade elementar ab < §(a2 +b?), obte-
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mos
1d 9 9
5 7t O +vlfun @I < (If O lun @)l
1
= ﬁHf(t)HV'\/;HUm(t)Hv
1 2 v 2
< PO+ S @I,
ou seja, L4 .
L a 2 2 o 2 Y 2
(@) + vl @I < SO+ 2l (BIR
ou ainda,

v 1
—— (D)2 + =lum(O]]2 < —IF(OII?
D + 2 OIP < SO

resultando assim na seguinte desigualdade:

d
e @OF + vllun (O < %Hf(t)H%//- (2.59)

Integrando a desigualdade (2.59) de 0 a t < t,,,, obtemos

td t 1 t
[ P ds v [ un(o)Pds < [1106) s
o dt 0 VJo

porém, da hipdtese sobre ug,,

‘UOmP < (.

Logo, obtemos a estimativa

|t (1) + 1//0 [t (s)|[2ds < C, (2.60)

onde C independe de m.

A estimativa (2.60) nos garante encontrarmos estimativa para |u,,(t)| na norma de
H, independemente de m e t em [0,t,,). Como ja foi citado anteriormente podemos
prolongar a solugao a todo intervalo [0,7"). Além disso, a sequéncia (u,,) é limitada
em L®(0,T; H) e L(0,T; V).

Estimativa II: Identificando H com seu dual H’ concluimos do nosso sistema

aproximado que

(U (1), i) vy A V(=D (L), w5)vr v + (B (t), um(t)), wi)vr v = (f(t), wi)vr v,

i=1,2,...,m.
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Para cada m € N considerando
R () = f(t) + vAUR () — Bum(t), un(t)), ul, (t) € V' (2.61)
chegamos a
(hin (), wi)vr v = (ul, (£), wi)vr v, §=1,2,....m, para todo m € N.

Logo
1 2 Lo 2
g )\—|<hm(t),wj>vfy| = g r|<um(t)’wj>V’,V| , para todo m € N.

Assim sendo obtemos da defini¢ao da norma de u,, em V”,

O =S O o = S L )P
DI = D W 0 w5y = D | (wn(8), )
j=1"" j=1""7

Como (un,(t),w;) =0, se j > m+ 1, temos

O = 3l ), )P

+oo
1
< D5 Mm@yl = Ol
j=1

Portanto
[l )z < ||hm ()]}, para todo m € N.

Por outro lado, temos

R (O)[vr < ALF Oy + V| At () lve + (B (£), wm ()],

onde sendo u,, limitada em L?(0,T;V), concluimos que B(y,, t,,) também serd limi-
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tada em L%(0,7;V) e sendo —A pertencente a £(V, V"), f € L*(0,T; V") segue

1 @)l < F Oy + vllum@llv + Cllum O ()1
= |lfOllv: + (v + O)[um @]

Logo obtemos a desigualdade

T

T T T
[ Walede < [C17Rede+ [ 20+ Ol llunlide + [ 0+ O lunlPds < C.
0 0 0 0

Portanto, a sequéncia (h,,) ¢ limitada em L?(0,7,V’) e da desigualdade

[l (D15 < ()],

chegamos a estimativa

T T
/0 (D)2 < / ()| < C,

resultando, assim que a sequéncia (u,) ¢ limitada em L?(0,T;V").

/

'), as quais ainda

Portanto conseguimos subsequéncias das sequéncias (u,,) e (u

denotaremos por (u,,) e (u! ) tais que: (u,,) converge fraco para u em L?(0,T;V)

!/

') converge fraco para u em

e converge fraco estrela para uw em L*(0,7;H), e (u
L0, T;V").

No entanto estas convergéncias nao sao suficientes para passarmos o limite na nossa
equagao aproximada, faltando a convergéncia do termo nao linear b(uy,, t,, v). Por este
motivo trataremos este termo de forma especial.

Convergéncia do termo nao linear: Mostraremos agora que b(t,y,, Uy, v) con-
verge para b(u,u,v), para todo v € V| no sentido de L”(0,T), para algum p > 1.

Usando o Lema 2.5,
2 ov;
b(Upy U, V) = —b(Upy, U, Upy) = —Z/Qumja—x;umidx.
4,j=1
(%i

ij

sendo continua, obtemos

/ [tmton s = / t Pt
Q Q

Como v €V, € L?(Q) e sendo H(Q) C L*Q) quando n = 2, com esta imersao
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1/2 1/2
(/|umi|4dac) (/\umj]4dx>
Q Q

|t %4(9) |t \%4(9)

IN

IN

(\@’Umi’m(ﬂ)Humi"H&(Q))(ﬁ\umj\LQ(ﬂ)HuijHg(m)

2|Um¢|L2(Q)|Umj|L2(Q)||Umi||H3(Q)||Umj||H5(Q)-
Como (uy,) é limitado em L>°(0,7T; H), a seguinte desigualdade ¢é satisfeita
/Q\Umiumj’gdl" < Collumill g llwm;l| 2 o)-

Integrando a desigualdade acima de 0 a T chegamos a

T T T
/ / [ttt 2zt < C / et gy + / [ty |
0 Q 0 0

resultando assim que w,;uy,; ¢ limitada em L?(0,T; L*(Q)) = L*(Q). Portanto existe

uma subsequéncia de (Up;t,;), a qual ainda denotaremos por (ty,;um;), que converge
fraco para x;; em L?(0,T; H). Identificando H com seu dual H’, temos a cadeia de
imersoes abaixo

Ve H=H <V,

com a imersao de V em H sendo compacta.
Usando as limitagoes das sequéncias (u,,) e (ul,) em L?(0,T;V) e L*(0,T; V") res-

pectivamente, constatamos que a sequéncia (u,,) é limitada no espago
W = {w;w € L*(0,T;V) e w' € L*(0,T;V")}.

Resultando assim pelo teorema de Aubin-Lions ( Teorema 1.22) a existéncia de
uma subsequéncia de (u,,), que ainda denotaremos por (u,,), que converge forte para
uwem L*(0,T; H) e quase sempre em Q. Logo (u,,;) converge quase sempre para u; em
@ e assim sendo, (U, ;) converge quase sempre para u;u; em ) e usando o lema de
Lions, (up;um;) converge fraco para u;u; em L*(Q). Portanto x;; = w;u;.

Para todo ¢(z,t) € L*(0,T; H) = L*(Q)

lim umiumjw(w,t)dxdt:/uiujw(x,t)da:dt (2.62)
m——+00 Q Q

a’l}i
aZL'j

e para cada v € V|, € L*(Q), assim sendo, tomando 6 € L?(0,T) a fungao
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v -
P(z,t) = 8;-9(t) € L?(0,T; H), para i,j = 1,2, substituindo ¥(z,t) em (2.62) chega-
mos a ’
T , T .
lim /umiumj%dfn O(t)dt :/ /uiuj%dx 0(t)dt,
mteo Jo Q O; 0 o 0z
ou seja,

lim  (b(tnm, Um, v),0) = (b(u,u,v),0), para todo § € L*(0,T),

m——+00

implicando assim na igualdade

Hm (U, U, v) = b(u, u,v) em L*(0,T). (2.63)

m——+00

Passagem ao limite: Usando as convergéncias de (u,,) e (u),) em L*(0,T;V) e

L?(0,T; V') respectivamente, temos

(U, w) — (u,w), para todo w € L*(0,T;V) (2.64)

(u, ,w) — (u',w), para todo w € L*(0,T;V) C L*(0,T; V"), (2.65)

assim sendo, multiplicando nossa equacao aproximada por 6 € D(0,T) e integrando

em [0,7) temos a igualdade
/0 (W w0t + v /O (s w))0(1) i+ /0 bt (£), 1 (£), w5) B8t

T
= / (f(t),w;)0(t)dt, para todo w; € Vy,.
0

Como (w;) C V,, é uma base Hilbertiana de V', podemos reescrever a equagao acima

para todo v € V', ou seja,
/0 %(um,v)ﬁ(t)dt + V/O ((tm,v))0(t)dt +/O bt (1), (1), 0)0(t)dt =

/T(f(t), v)0(t)dt, para todo v €V, (2.66)

ou ainda,

. /O (t (£), 0)0 (1)t + v /0 (tn (t), 0))0(t)dt + /0 bt (1), (£), 0)0()dt =
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/T(f(t), v)0(t)dt, para todo v € V.
0

Tomando w = Ov € D(0,T;V), com v € V e § € D(0,T) obtemos as seguintes

igualdades:
_/O (um(t), V)0 (8)dt = A%(um(t),v)e(t)dt
_ /0 (1), 0)0(1)dt
= <ulmav‘9>

_/O (u(t), v)0' ()dt = /O%(u(t),v)e(t)dt

Td
= /0 %m(t),v)@(t)dt
= (u,v0).

Observando a convergéncia dada por (2.65) chegamos a convergéncia

/
m?

(ul vy — (u',v0), quando m — oo.

Portanto
— /OT(um(t), 0)0' (t)dt — —/OT(u(t),v)Q'(t)dt, quando m — oo. (2.67)

Tomando agora w = v € D(0,T;V), com v € V e § € D(0,T) e usando a

convergeéncia (2.64) temos

1//0 ((um(t),v)0(t)dt = V/O (U (1), 0)0(t)dt = (U, v0)

— (u,vl) = 1//0 ((u(t),v))d(t)dt, quando m — oo,

ou seja,

1//0 (U (t),v))0(t)dt — 1//0 ((u(t),v)0(t)dt, quando m — oco. (2.68)

Considerando as convergéncias (2.63), (2.67) e (2.68) obtemos a seguinte igualdade
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/0 (W (1), 0)0(t)dt + v /0 ((u(t), v))0(t)dt + /0 b(u(t), u(t),v)0(t)dt =

/T(f(t), v)0(t)dt, para todo v €V,
0

ou ainda,

/0 %(“(0’“)9@)% +v /0 ((u(t),v)0(t)dt + /0 b(u(t), u(t), v)0(t)dt =

/T(f(t), v)0(t)dt, para todo v € V.
0

Resultando em

<%(u(t), v) +v((u(t),v)) + blu(t), u(t),v) — (f(t),v), 9> =0, para todo § € D(0,T).

Assim sendo

d

E(u(t), v) +v((u(t),v)) + b(u(t),u(t),v) = (f(t),v), para todo v €V, (2.69)

no sentido de D'(0,T"). Portanto
(' (t),v) + v((u(t),v)) + b(u(t),u(t),v) = (f(t),v), para todo v €V, (2.70)

no sentido de D’(0,7), provando assim que u é solucao fraca do sistema de Navier-
Stokes, para o caso de n = 2.

Condicao inicial: Inicialmente notemos que pelo fato de

u € L*(0,T;V)N L>(0,T; H);
u' € L*(0,T; V")

entao

u e C°0,T; V),

assim faz sentido falar em u(0) e u(T"). Provemos entao que
u(0) = up.

Seja 6 € C1([0,T]) tal que 8(0) =1 e (T) = 0, assim sendo, temos a convergéncia
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/0 %(um(t>awj>9(t)dt—>/o %(u(t),wj)ﬁ(t)dt, quando m — oo.

Integrando por partes, obtemos

lim
m——+00

(um(T%wj)@(T)—(um(O),wj)H(O)—/O (um(t)awj)e/(t)dt] =

(w(T), w))8(T) — (u(0), w;)6(0) - / (u(t), w))'()dt.

Como 0(0) =1,6(T)=0¢e

T T
/ (um (t), w;)0' (t)dt —>/ (u(t), w;)d (t)dt, quando m — oo,
0 0
concluimos a seguinte igualdade:

lim —(uy,(0), w;) = —(u(0), w;). (2.71)

m—+400

Sendo u,(0) = uo, convergente para uy € H resulta

lim —(up(0),w;) = Hm —(ugm, w;) = —(uo, w;), para todo j. (2.72)

m—-+00 m——+00

Comparando os limites (2.71) e (2.72) e pela unicidade do limite
((0), ;) = (g, ;).
Como (w;) é denso em H, obtemos
(u(0), w) = (uo, w),Vw € H.

Portanto
u(0) = up.

Unicidade: Como u € L*(0,T;V) N L>(0,T;H) e v € L*(0,T;V"), faz sentido
calcularmos (u’,v)yy para todo v € V. Sejam u e @ duas solugoes nas condigdes do

Teorema 2.5, com n = 2. Fazendo w = u — % obtemos
(w (), v) + va(w(t),v) + bw(t), w(t), v) =0,

ou seja,

(w'(t),v) + va(w(t),v) + b(u(t),u(t),v) — bla(t), u(t),v) = 0; (2.73)
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para todo v € V, no sentido de D’(0,T). Além disso,
w(0) = 0. (2.74)
Observacao 2.3. Para todos u,v € V, temos

b(u,u,v) — b(a,a,v) = b

<
|
>
+
£
S
|
=
>
|
N
+
RS
>
|
I
_|_
£
<
=

i
o>~ o

Utilizando a Observagao 2.3 na igualdade (2.73) resulta
(w',v) + va(w,v) + b(w, u,v) + b(u, w,v) — b(w, w,v) =0, (2.75)
para todo v € V, no sentido de D’(0,T). Tomando v = w € V em (2.75) temos
(W', w) + va(w, w) + b(w, u, w) + b(u, w,w) — b(w,w, w) = 0,
ou seja
——Jw®)* + va(w,w) + b(w, u, w) + b(u, w,w) — b(w,w,w) = 0,
ainda podemos reescrever a igualdade acima da seguinte forma:

1d

2
2 —
5 dt|w(t)| + I/;/QVwdex + b(w, u, w) = 0,

implicando em
——|w(t)]* + v(Vw, Vw) + b(w, u,w) = 0.
Usando a continuidade de b(u, v, w) segue a desigualdade

1d
5 Sl 4wl = —b(w,u,w)
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< C|w|(L4(Q))2||UHV|w|(L4(Q))2

= C‘w‘?L‘l(Q)PHuHV'

Considerando o Lema 2.9 e a desigualdade 2ab < a? + b? obtemos

1d
L@ + vllull} < Cluo Pl
< vallully lwlallully
V2\/v CV2
= Y E2 @ e Iy
NG RZ
< il + 2o},
ou seja,
d 207

Sw)P < = ORIl

Integrando a desigualdade acima e usando o fato que w(0) = 0, temos

td 2C?
[ s ras < [ 2w Pats) s

resultando,
2072
|2<—/|w )2 fu(s)] 2 ds.

Como |w(s)|*> € L=(0,T), |Ju(s)||} € L*(0,T) e pelo lema de Gronwall,
lw(t)|* = 0, para todo t € [0, T).

Provando assim a unicidade da solucao u do problema de Navier-Stokes para o caso
n=2. [
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Capitulo 3

Equacoes de Navier-Stokes em

dominios limitados do R"” com n < 4

Neste capitulo mostraremos a existéncia de solucao para a formulagao variacional
das equacoes de Navier-Stokes, no caso n < 4. Além disso, provaremos um teorema que
garante a unicidade da solucao u para o problema de Stokes, caso estacionario, quando
a viscosidade v é grande ou quando || f||y+ é pequena também para o caso n < 4. Para
maiores detalhes ver: Adams [1], Aubin [2], Coddington-Levinson [4], Ladyzhenskaya
[6], Leray [7], Lions [8], (9], [10] e [11], Lions-Magenes [12], Tartar [20] ¢ Temam [21].

3.1 Equacoes de Navier-Stokes

Consideremos as equagoes de Navier-Stokes no R™.

aa?;z — vAu; +;uzg_;: =f- g_xpi; v>0, comi,j=1,2,...,n, em Q,
divu=0, em Q (3.1)
u = 0 sobre X,

u(z,0) = ug(x) em Q.

Aqui T" é a fronteira de 2, aberto limitado do R" e @ = Q x (0,7); T > 0 com
fronteira lateral X =T x (0,7).

Embora tenha sido feita a formulacao fraca no caso R?, faremos aqui para efeito de
auto-suficiéncia. Para isto usemos a mesma notacao fixada no capitulo anterior.

A principio multipliquemos a equagao (3.1); por v; e integremos em 2, assim sendo,
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temos

Ou;(t) 8u1
/Q By v;dx — I//AUZ (t)vidxr + Z/ /ﬁvZ / szda:

Aplicando convenientemente a férmula de Green e notando que v; = 0 em I, obtemos

aul Ou;(t) Ovl 5uZ ov;
vidx + Z/ o ax] Z/ dx—/fzvzdx—k/ axzd'

Somando a igualdade acima em ¢ e notando que div v = 0, temos

Ou;(t) Ou;(t) 8% 3% .
Z/ vidx + v ZI:;/ oz, 8x 2;/ idx = ;/invidx.
(3.2)

Utilizando a notagao ja usada anteriormente, podemos escrever a igualdade (3.2) da

Q

seguinte forma:
(W' (t),v) + v((u(t),v)) + blu(t), u(t),v) = (f(t),v), para todov € V. (3.3)

A partir disto, formulemos os seguintes problemas:

Problema 3.1. Encontrar um vetor u(z,t) = (uy(x,t),us(x,t),...,u,(x,t)) sendo

u; : @ — R e uma funcao numérica p : Q — R tais que

a;; — vAu; + Zuj g;‘; = fi— gfﬂ em D' (Q), (3.4)
parai=1,2,....n.
divu =0, em D'(Q), (3.5)
u=0, em X, (3.6)
u(0) = ug, em §, (3.7)

onde f e ug sao conhecidas em L2(0,T;V"') e H respectivamente.

Problema 3.2. Dados f € L?(0,T; V') e ug € H, encontrar u tal que:

ue€ L*0,T; V)N L®0,T; H); (3.8)
(W' (t),v) + va(u(t),v) + b(u(t), u(t),v) = (f(t),v) em D'(0,T), (3.9)

para todo v € V,
divu =0, em D'(Q), (3.10)
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u=0, em X, (3.11)
u(0) = ug, em S (3.12)

Como no caso R?, com uma certa regularidade sobre (2, podemos mostrar que os
dois Problemas anteriores sao equivalentes. Estudemos entao o Problema 3.2 em R”
com n < 4. No entanto, antes relembremos alguns conceitos que nos serao tuteis no
desenvolvimento do estudo do Problema 3.2. Temos do teorema da Imersao de Sobolev

que HJ () estd continuamente imerso em L%({2) para
e (3.13)

quando n > 2. No caso de n = 2 a imersdo continua se dd em L9(2) para todo
1 < ¢ < co. Notemos que para n > 2, H}(€)) estd continuamente imerso em L%(Q)
Em particular se n = 3 entao HJ () estd continuamente imerso em L5() e se n = 4

entdao Hj(Q) estd continuamente imerso em L*(€2).

Proposigao 3.3. A forma trilinear b(u, v, w) é continua em V' x V' x (V N (L"(2))"),
com o espaco V' N (L™(Q))" dotado pela norma

1/2
v <|Iv|l2v+ IIUII?Ln(m)n) :

du;
Prova: De fato, sejam u,v € Ve w € VN (L"(Q))" entdo u; € Hy(Q) e “

8a:j

Usando o teorema da imersao de Sobolev, H}(£2) estd continuamente imerso em L?(Q)

€ L*(Q).

com ¢ dado por (3.13). Se n > 2, resulta entao

1+1+1_n—2
2n 2 'n

1

1
2n +§+n
2n(n — 2) + 2n? + 4n

4n?
B An? — An + 2n? + 4n
n 4n?
o 4n2
ou seja,

1 1 1

-4+ -+—-—=1

qg 2 n

(%i

Logo u; € LI(Q), 5
Lj

€ L*(Q) e w; € L"(2) e assim sendo, obtemos da desigualdade
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de Holder a seguinte desigualdade:

(%Z
v, 0)| < Z/uj
= &c]
81}1
< Z/W - |w;ldz
2,7=1
81)1
< S lulseco il 2o 0
4,j=1 L2(Q)

Usando a continuidade da imersao de Hj () em L%(f), a desigualdade de Holder e a

desigualdade acima, chegamos a

81}1

|b(u, v, w)| < C'leuyllm

|Jwilzn ()
]

i,j=1 L2(Q)
n ov;
< CZHwiHL" ZHUJHHl SOP
i=1 e
(%i
<

. . 1/2
OZHU)Z‘HL”(Q) (ZHUJ'HJ%I(}(Q)) (Z O
i=1 J=1

=1

J

Pela desigualdade de Poincaré

n n 1/2
[b(u, v,w)] < CrY_lwill o) (Z!!uj\\ég(m) il 3 2
j=1

=1

Fazendo mais algumas manipula¢oes concluimos:

Ch (ZH%H?{&(Q)) Z||wiHL"(Q)HUi||H3(Q)
j=1 i=1

|b(u,v,w)| <
< Cillully Y lwill ey il o)
i=1
<

" /2 1/2
01||u||v<2||wi||%n<m> (Zl|w||%g<m)
i=1 =1

Cullullv[[wllzr @y [lvllv-

Provando assim a continuidade de b(u,v,w) em V x V x (V N (L™(Q))").
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Notemos que, para n < 4, devido ao teorema da Imersao de Sobolev obtemos
V(L)) =Vv,

assim sendo, b(u,v,w) é continua em V' x V x V quando n < 4. Portanto a partir de
agora suporemos sempre nesta secao n < 4.

Fixados u,w € V, a aplicacao de V em R dada por:
v — b(u,v,w)

¢ uma funciconal linear continuo. Portanto fica bem definido o operador linear limitado

Bu de V em V'. No caso n = 2, representamos este operador por B(u,u). Definindo
(Bu,v) = b(u,u,v),

sendo
|(Bu, v)| = [b(u,u,v)] < Cylul[}|]v]]v,

ou seja,
1 Bully: < Cillulf;. (3.15)

Supondo u € L*(0,T;V), ||Bu(t)||y» é mensuravel e da desigualdade (3.15) con-
clufmos que ||Bu(t)||y» € L*(0,T) e assim sendo, quando u € L*(0,T;V)

Bu € L'(0,T;V").

Teorema 3.4. Seja 2 C R™ limitado, com n < 4.

Dados f € L*(0,T; V"), ug € H, (3.16)
entao existe
uwe L*0,T; V)N L®(0,T; H), (3.17)
tal que
%(U(t), v) + v((u(t), v) + blu(t), u(t),v) = (f(t),v) em D'(0,T), (3.18)
para todo v € V,
u(0) = up. (3.19)

Prova: Sendo V um espago separavel existe em V' uma base Hilbertiana (w;). Re-

presentemos por V,, o subespago gerado pelos vetores wy, wo, w3, ..., Wy, m = 1,2, ...
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Sendo ug € H e V denso em H, ug pode ser aproximado por vetores w;.

Problema Aproximado: Consideremos o seguinte problema aproximado: Encon-

trar u,, € V,, tal que:
(ul, (£),v) + v((um(t), v)) + b(wm(t), um(t),v) = (f(t),v) para todo v € V,,,  (3.20)
com condigao inicial
Um(0) = ugm — ug em H, quando m — oc. (3.21)

Usando o teorema 1.11, na equagao aproximada (3.20), com condigdes iniciais (3.21),
vemos que este possui solu¢ao em [0,%,,). O prolongamento ao intervalo [0,7") é con-
sequéncia das estimativas a priori feitas a seguir.

Estimativa I: Considerando em (3.20) v = u,,, obtemos

(U ()t () + v ((tn (), i (£))) + bt ()t (), (£)) = (f (£), wm ().

Procedendo analogamente ao que foi feito no capitulo anterior chegamos a seguinte

desigualdade:

d
—Num (O + 20/ [un @ < 2/[f v |um (B)]]

dt
1
_ 2\/E||um(t)||ﬁ||f||w

1
< w1 + 111

Dai obtemos p
1
%Ium(t)l2 + v|fum (B)]|* < ;Ilfll%v- (3.22)

Integrando a desigualdade abaixo de 0 a t < t,,, obtemos

d 2 1 2
— < — ..
dt‘um(t)l = nyHV
Concluimos LT
[t (8)]* < uom|* + ;/0 ()| [3-dt. (3.23)

Das hipéteses sobre ugy, € f, |y, (t)| é uniformemente limitada em [0, ¢,,), resultando
assim do teorema do Prolongamento, que podemos prolongar nossa solucao u,, a todo
intervalo [0, 7). Integrando (3.22) de 0 a T" obtemos
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T T
" 2 " d < m2 Qd.
o (8) +u/0 ()]t < [t0m +/0 1£(8) 2t

Portanto, u,, pertence a um limitado de L>(0, T; H) e a um limitado de L?(0,T; V).

Entretanto as duas conclusoes acima nao nos permitem passar o limite na nossa
equacao aproximada, pois ambas dao origem a convegéncias fracas, nada sendo possivel
concluir sobre a convergéncia do termo nao linear, além disso, nao podemos obter a
convergencia deste termo da mesma forma que fizemos para o caso n = 2, pois naquele
caso foi crucial a imersao de H}(Q2) em L*(Q), imersdo esta que nio teremos no caso
n = 3.

Para sobrepor esta dificuldade usaremos o Teorema 1.16 de imersao compacta que
nos permitird obter uma convergeéncia forte, permitindo assim passarmos o limite no
termo nao linear b(u,(t), u,(t),v).

Estimativa II: Limitemos D]u,,(t), com 0 < v < 1. Como citado no Capitulo 1,
Secao 1.4, temos que Dju,,(t) é a transformada de Fourier inversa de (27i7)74,,(7T),
ou seja,

Dl (1) = (2i7) it(7),
supondo u,,(t) estendida a R.
Portanto para limitarmos Dju,,(t) em L*(R, H) é suficiente limitar (27i7)Yd,,(7)

em L*(R, H), isto é, devemos mostrar que

+oo 1
/ |T|27|7lm(7')\2d7, para 0 < v < 1

o0

¢ limitada.
Com objetivo de encontrarmos tal estimativa, escreveremos a equagao (3.20) da

seguinte forma:

%(um(t),v) + v((um(t),v)) + (Bun(t)v) = (f(t),v), para todo v € V,,. (3.24)

Representemos por § a extensao nula fora de (0,7") de uma funcdo g definida em
(0,7). A transformada de Fourier de §(t), representaremos por § em vez de g, sendo

assim, estendendo u,,(t) & R, notando que ela estd definida em (0,7") temos

d

5 (@n(8),0) + (U (t), v)) + (Bim(t)v) = (f (1), 0) + (om, 0)8o = (um(T), 0)r, (3.25)

onde g e o7 sao respectivamente distribuigoes de Dirac em 0 e T'. A igualdade (3.25)

¢é decorrente da observacao feita a seguir.

Observacao 3.1. Seja f uma funcao que apresenta descontinuidade de primeira espécie
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na orgiem, mais precisamente suponhamos que f € C*(R — {0}) e que os limites

lim f(z)= f(0%) e lim f(z) = f(07),

z—0t —0—

existam e sejam finitos.

Denotaremos por f’ a funcao definida com %, para x # 0 e nao definida para
x = 0 e suponhamos ainda que f’ € L*(R). Para calcular f’, a derivada de f no sentido
das distribuigoes, basta observar que se ¢ € C°(R) com suporte contido em [—N, NJ,

entao
(F6) = ~(f(a), ¢@) = ~lim < [+ >f¢’das

— }:5% (/_: + /EN> f(z)p(x)dx

— lim f(2)é(z)|  + lim f(2)o(x)
=/ " a)o(a)de - [gig% (f(=e)(=€) = F(=N)$(=N))

e—0

+ lim (F(N)p(N) — f(e)cb(e))]

—+00

= fl(@)p(z)dx — (£(07)$(0) — f(07)¢(0))

4 (0%) - F07)6(0)
ou seja,
(F.0) = I+ (F(07) = F(07)(0). (3.26)

Um caso particular importante do que vimos anteriormente ocorre quando considera-

f(x):{ 1 se x>0,

0 se z<0.

mos a funcao f dada por:

Obtemos assim

f(0+):07 f(o_)zla f/:O,

e observando a igualdade (3.26),
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Logo a distribuigao de Dirac pode ser vista como derivada de f(z). Como consequéncia

disto podemos dizer:

{1} =+ [f(07) = f(07)]do.

Como no nosso caso u,,(t) possui duas descontinuidades de primeira espécie em 0

e T, podemos estender a observacao anterior e afirmar

(Um(t),v)" = %(ﬁm(t)’ v) + lim (um(t),v)0 — Hm (un(t),v)do
+ IEI% (U (t),0)0p — ILH:IFI— (U (), )07, (3.27)

como lim (u,(07),v)dp = 0 = lim (u,(T"),v)dr = 0, obtemos de (3.27) a equagao

z—0~ z—=T+
(3.25).
Como
d teo o d
Eﬂm(T) = /oo 6_2”“%{%(8)(18
+t d
= 1 —27rsz_~m d
Jim y e 75U (s)ds
| +t o
= lim |e *™75q,,(s) —|—27m'7/ ey, () ds
t—00 ¢
—t
= 27Tl (7).
Como 0,(7) = e 2™ temos 0o(7) = 1 e or(1) = e 2™ entdo, considerando a

transformada de Fourier relativa a ¢ em ambos os membros da equacao (3.25)

270 (U (7), 0) 4 V(i (T),0)) + (Bt (7),0) = (F(7),0) + (ttom; v) — (U (T), v)e™ 27T
(3.28)

Haja vista que,

+oo
T () = / e 2y, (1) dt

[e.e]

+oo n
- / e g (t)w;dt

n +00 A
— Z / e 2T g () dt

j=17 7%

n +o0

— ij / e 2T g () dt

j=1 77
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= > widgim(t),
j=1
Um(t) € Vi, e portanto podemos tomar v = 1, (t) em (3.28), obtendo assim
2707 [ty (7)[* + V[ (7)]|* + (Bt (7)), (7)) =

(f(7); (7)) + (toms @i (7)) = (n(T), o (7)) > (3.29)

Considerando a parte imaginaria de (3.29) e a seguir o valor absoluto, temos

207l (7) > < | (Bl (7), i ()| 4 1(F (1), (7)) [ (o G (7)) 4| (4 (T, i (7)) -

(3.30)
Observacgao 3.2. Vimos que
(| Bt (7)]lvr < Ol (7).
Como . | - |
T (T) = / e 2T G, (1) dt = / e 2y, (t)dt
—0o0 0
resulta por Cauchy-Schwarz que ||4,,(t)||v satisfaz:
. 2
()] < ( / ||um<t>||vdt)
. 2, - 1/2y 2
< ({[ea) ([ iatiia
0 0
T
= [ Jun (o). (331)
0

Portanto, (1,,) pertence a um limitado de L?(0,T; V). Logo, chegamos a estimativa
|| B (7) v < C,

onde C' independe de m.

Retornando a (3.30), usando a imersao de V em H temos por meio da Observacao
3.2
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i (M) < (1B () [yl (D) v+ 1| fn () [ [ (7) [y
+ Juom| [ (T) [ + [t (T) |G (7) |
< Ollam A am (DI + [ fon (P v ()]l
+ K fuom|al|im (T)[v + Kl (T) | a]|dm (7)[]v

< Nl (D)v | Clltn (7 + K luom|z

+ Kolum () | + || fon (P v i ()|

= Cllam(D)llv + | fm v llam(7)llv,

pois |ty (7)|, norma em H, é dominada por ||d,,(7)|| norma em V.
O nosso objetivo é provar que

400 1
7|27 G (7)) PdT < cte, para 0 < v < ~. 3.32
4

e}

Entretanto, antes notemos a seguinte desigualdade

Observagao 3.3. A seguinte estimativa é valida

1
T+ ) < KA+ 1)), 0<y < 5

De fato, para isto consideremos dois casos:
CASO 1: |7| < 1.
Temos para este caso
7?7 <1< 14]7],

portanto
ey <1 <2
1+ |7] '
CASO 2: || > 1.
IT|* < |7| < 1+ |7|
resultando
|7-|2’Y 12~
(L ) < K().

Agora de posse da desigualdade deduzida na observacao anterior, mostremos que a
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limitagao (3.32) é satisfeita. De fato,

. L+|r| .
|72 i (T)[* < mwm(ﬂIQ
K N 2 K| N 2
1+ |T|1—2V‘um<7—>’ + 1+ |7-|1—27‘um<7—>’ :

Notando que a parcela da direita da iltima desigualdade é dominada por meio de
(3.32) entao

Kl (0l
10+ 17 P2)

KC|1|
A+ 171 )

K
|71t (7)]* <

< W || (7)]]v-

[t (7) 7+

|| (7) [+

Assim sendo, para obtermos a validade (3.32) é suficiente dominarmos as seguintes

integrais:
- [Ty,
oo ITI(L|7[172)
% Kl (7)]
foo LTI
e

I _/*“’K\T|I|fm(7)ll||@m(T)Hvd
3= - T.
oo TIA A+ T)
Porém, antes notemos que por meio da desigualdade de Schwarz reduzimos o nosso

calculo a integrais do tipo:

I /Jroo o 0<y< 1
= com —.
e () T

Onde calculamos em 0 < 7 < 1, que existe por continuidade e a seguir em 1 < 7 <7,

tomando limite 7 — oo, que existe, pois (1 + [£['727)2 > €202, com 0 < v < 1.

Além disso, notemos que para 0 < v < 1 considerando o = 1 — 2y > 5> a funcao
1
1L+ |7~

L*(R), pois

/+°° dr -
— <
coo (LA ||t 727)2 ’

pelo que foi observado anteriormente. Como u,, pertence a um limitado de L>°(0,T"; H)
e é nula fora de (0,7"), entao também pertencerda a um limitado L*(R; H), haja vista

que, 1+ |7|'727 > 1, resulta do teorema de Plancherel que I é finita. Temos também

1/2 1/2
e | (7)]] e 1-2y\—2 e 2
/_OO FREE=TR /_OO (147 7) " dr /_OO [l (DIPdr |,
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sendo (1+ |7|*727)~! pertencente a L*(R) e u,, a um limitado de L?(RR; V'), concluimos

pelo mesmo argumento acima, que [; é finita e por fim notemos que

+oo .
I < / 1) v ()

¢ limitada.

Concluimos assim a validade da limitacao (3.32), ou seja, |7||ty,(7)] é limitada em
L*(R) e assim sendo, chegamos que Dju,,(t) pertence a um limitado de L*(R, H).
Usando o Teorema 1.16 de compacidade , tomando By = V, By = B = H resulta
que o espago das restrigoes H?(R, V; H) ao intervalo (0,7T) estd compactamente imerso
em L*(0,T;H),se 0 <y < 1 Portanto, existe um subsequéncia de (u,,) pertencente
a H.(R,V;H), com K = (0,7), ainda representada por (u,,), que converge forte
para u em L*(0,T; H), ou seja, encontramos uma subsequéncia de (u,,) que converge
fraco para u em L?(0,T;V), fraco estrela para u em L*(0,T; H) e forte para u em
L*(0,T; H).

De modo andlogo ao que foi feito no caso n = 2, concluimos através da segunda
e da terceira convergéncias, a convergéncia do termo nao linear. Para passar o limite
na equagao aproximada consideremos 6 € C1([0,T1]) tal que 8(T) = 0 e procedendo de

forma semelhante ao caso n = 2 obtemos a igualdade

/0 (i (), 0)6 (1)t + v /0 (um (1), 0))0(8)dt + /O bty (£), 1 (£), 0)0(E)dt =

(g, 0)0(0) + /0 (F(1), 0)0(t)dt (3.33)

Observacgao 3.4. Podemos reescrever o termo nao-linear da seguinte forma

T
/ b(wm (t), um(t), Ov)dt = —/ b(t (1), 00, upy (t))dt = Z/Umj 89% wyddt,
0 Lj

0

3xj
L*(0,T; H). Logo,

/ /um] u,mdxdt —>/ /uja (0v:) u;dzdt, quando m — oo.

Portanto,

Fazendo x% = Umi, quando m — 0o, X converge forte para y¥ =
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T T
lim b(Upy, U, v)0dt = — lim b(Up, OV, uy, )dt

T
= —/ b(u, Ov, u)ldt
0

T
= / b(u, u,v)0dt.
0

Usando a observagao acima e passando o limite na equagao (3.34), encontramos
T T T
—/ (u(t),v)d (t)dt + 1// ((u(t),v))ﬁ(t)dt+/ b(u(t), u(t),v)ddt =
0 0 0

T
(ug, v)0(0) +/ (f(t),v)0(t)dt, para todo v € Vi, com mgy < m. (3.34)
0

Sendo as combinagoes lineares finitas dos (w;) densas em V', resulta que a equagao
(3.34) é vélida para todo v € V e § € C'([0,T]). Tomando 6 € D(0,T) em (3.34)
implica ser u(t) solugao fraca do sistema de Navier-Stokes. De forma andloga ao caso
n =2, com 0 € C'([0,T]), (T) = 0 deduzimos que u(0) = ug, no sentido de V'. W

3.2 Equacoes de Stokes

Mostremos agora a unicidade da solucao u para o caso n < 4, do seguinte problema:

dada f € V' encontrar u € V tal que:

=1 YT

. (3.35)
divv =0, em (Q,
u; = 0, sobre I
A formulacao fraca equivalente consiste em determinar u € V' tal que:
a(u,v) + b(u,u,v) = (f,v), para todo v € V. (3.36)

Teorema 3.5. Se n < 4, existe uma tinica solu¢ao u de (3.36) quando v > /|| f||v'.

Prova: Sendo V um espago separavel, consideremos uma base Hilbertiana (w;) de V.
Seja V,, = [wy, wy, ..., w,] 0 espago vetorial de dimensdo m gerado pelos m primeiros

vetores da base. Obtemos assim o seguinte sistema aproximado
U, € Vin, (3.37)

(U, V) + b(Up, U, v) = (f,v), para todo v € V. (3.38)
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O problema inicial consiste em provar que a equagao (3.38) possui solugao u,, € V,,

porém antes demonstraremos o seguinte lema:

Lema 3.6. Seja P : R" — R" uma aplicacao continua tal que, para p > 0 temos
(P(€),€) > 0, para todo € € R,
com [¢| = p. Entao existe |{] < p tal que P(§) = 0.

n
Prova: Com (§,n) = g &mn; representamos o produto interno no R", cuja norma
i=1
n
induzida é [¢]? = E &2
i=1
Para demonstrarmos o Lema 3.6 faremos a demonstracao por reducao a uma con-

tradigdo. Suponhamos que P(§) # 0 em K = {& € R"™; [£| < p} entdo a aplicagao

—pP
§— mp(f)

é continua de K em K. Assim, pelo teorema de Brower ( Teorema (1.27)), resulta que

ela possui um ponto fixo. Logo existe £ € K tal que

P -

implicando assim

Portanto

~r©.6 = " g >0

ou seja, —(P(£),&) > 0. Logo, (P(£),£) < 0, para algum ¢ € K, contrariando assim a
hipétese.

n
Retornando ao nosso sistema aproximado, wu,, = E §jmw; pertence a V,, e
J=1
€ = (&m)1<j<m- Tomando v = w; obtemos

a(uma wz) + b(urru Up, wz) = (f7 wz)
que é uma funcao de &j,,. Definamos assim a aplicacao P : V,,, — V,,, tal que
P(&) =,

sendo 1; = a(Up, w;) + (U, U, w;) — (f,w;). P é continua de V,,, em V,,, pois é a
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soma de aplicagoes continuas, além disso,

(P(£),8) = <n,5>=2m@m

- Z (@(tm, wi) + b(wm, wm, wi) = (f, 0:)&im

i=1

n
Como u,, = ijmwj, obtemos a seguinte igualdade:
i=1

(P(E)af) = a(um’UM) + b(umaum7um) - (fa UM)>

visto que, b(Uy,, U, Uy) = 0, temos

(P(€),€) = altm, um) = (f, twm),

Logo, obtemos a desigualdade

(P(£).©) = vllum|lv = [Ifllv [ty

Considerando a bola ||u,, ||y = p com p tal que vp > || f||y+ obtemos

(P(£),€) >0,

para |£| = p. [ ]

Observacgao 3.5. Consideremos (w;) ortonormalizado em H, assim em V},, as normas

sao equivalentes a

00 2

el = 2

i=1

(Z Emj Wy, wj)

j=1

= Z@Qm = Zg'?nz = 52-
i=1 =1

Concluimos assim do Lema 3.6 que existe £ € V,,, tal que P(§) = 0, mas P(§) = n.
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Logo n = 0, ou seja, existe £ € V,,, de modo que u,, = Zfimwi ¢é solucao de
i=1

(U, Wi) + bW, U, w;i) = (f,w;), parai=1,2,...,m.
Estimativas: Tomando v = u,, na equagao aproximada (3.38), obtemos

a(uma um) + b<um> U, um) = (f7 um)’

implicando assim na desigualdade

V|| * < || Fllve[Jm]],
ou ainda,
1
uml| < =[[f]]v-
v

Logo, (u,) é limitada em V', consequentemente existe uma subsequéncia de (u,,)
que ainda denotaremos por (u,,), que converge fraco para u em V, quando m — oo.

Por meio desta subsequéncia podemos passar o limite em a(u,,,v). Para a parte
nao linear procedemos como no caso de evolucao. Temos que V' C H, com esta imersao
sendo continua e compacta, dai encontramos uma subsequéncia de (u,,) que converge
forte para u em H e quase sempre em (). Portanto tomando o limite na equacao

aproximada obtemos

a(u,v) + b(u,u,v) = (f,v), para todov € V.
Unicidade (n < 4): Vimos na segao anterior que, quando n <4, VN (L*"(Q))* =V e
a forma trilinear b(u, v, w) é continua em V' x V x V.

Sejam u e 1 duas solugoes dadas pelo Teorema 3.5, isto é,

a(u,v) + blu,u,v) = (f,v)

a(t,v) + b(a,a,v) = (f,v), para cada v € V.

Fazendo w = ©v — 4 temos

a(w,v) + b(u,u,v) — b(a,u,v) =0, para todo v € V,
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ou ainda, pelo que foi visto no capitulo anterior
a(w,v) + b(u, w,v) + b(w, u,v) — b(w, w,v) = 0.
Tomando v = w e lembrando que b(u, w,w) = b(w, w,w) = 0, resulta
a(w,w) + b(w,u,w) =0,
chegando na desigualdade

v [wl[* < Jull[lw][*. (3.39)

Como

a(u,v) + b(u,u,v) = (f,v), para todo v € V,

tomando v = u obtemos

a(u,v) = (f,v),

ou ainda,

vllull* < [ fllvllull,

ou seja,
1
Il < 11l (3.40)

Combinando as desigualdades (3.39) e (3.40) concluimos que
g 1 2
v|lwl[* <~ fllvllwll”

Portanto,
@ = I fllv)llw]] < 0.

Concluindo que, se v? > || f||y, obtemos a unicidade para a equagao de Stokes como

queriamos . (]
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Apeéendice A

Existéncia e Pronlogameto de

Solucoes Aproximadas

O nosso objetivo neste apéndice é justificar a existéncia de solucoes do sistema

(2.57)-(2.58). Considerando as matrizes:

91im Qim A0 e 0
v | P Y g%m \ 0 )\.2 0

b D gim(B)ws, D gjm )y, wr
j=1 J=1

g [ (f(t),wr) |

(D gimBw;, > gim(t)w;, we
s =1

b (Zgjm(t)wj7 Zgjm(t)wj, wm)

o sistema (2.57)-(2.58) se transforma em:

{ X'(t) + vAX(t) + M(t) = N(t),

X(0) = X,. (A1)

Fazendo
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Entao encontrar solugao para o sistema (A.1) é equivalente resolver o sistema:

{ X'(t) = F(X,1), (A.2)

X(0) = Xo.

Mostraremos que o sistema (A.2) estd nas condigdes de Caratheodory (defini¢ao
1.7). De fato, seja G = U x [0,T], onde U = {x € R*"; |z| < b}, b > 0. Entao

e Fixado X, F(X,t) é mensuravel em ¢, pois estd em L?(0,T;L3(f2), j& que as
aplicagoes t — (f(t), w;) estao em L?(2), para cada j € {1,2,---,m};

e Fixado t, F(X,t) é continua, pois as fungdes X () = (Gim,%om," " » Ymm) €

M(t) = (b (Zgjm(t>wj, > gim(tw;, ’wl) b (Zgjm(t)wj, > gim(bwy, w2> :
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1
e b (Zgjm(t)wj, Zgjm(t)wj, wm>> s@o continuas;
j=1 Jj=1

e Notemos que

|F(X,1)]

IN — vAX — M|
[NT+ [M] + v[A]| X]

< sl F@O1+ [y lgim @)Y gim (@)ews] + vIAIX (@),

j=1 j=1

IN

onde K > 0 é uma constante. Portanto existe uma fungao integravel my (t), tal
que:
[E(X, )] < muy(t),

para todo U contido no dominio de F(X,t).

Portanto, pelo coroldrio (1.12), o sistema (A.2) possui solugao em [0, ¢,,,), com ¢, <

T.
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