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orientador, contribuindo muito até o término deste trabalho e a todos os professores

que contribuiram ao meu mestrado.

Aos meus colegas, Cleiton, Luan, Jarbas, Renato, Lucas e Wendel que formaram

uma turma unida e vencedora que me proporcionou bons momentos de estudos.



Resumo

Neste trabalho estudamos as equações de Navier-Stokes em domı́nios limitados do

Rn. Inicialmente consideramos o caso n = 2 e mostramos que sua formulação variacional

está bem posta (no sentido de Hadamard). Em seguida, mostramos a existência de

solução para o caso n  4. Em ambos os casos utilizamos o método de Faedo-Galerkin.

Palavras-chave: equações de Navier-Stokes; existência de solução; método de Faedo-

Galerkin.



Abstract

In this work we study the Navier-Stokes equations in bounded domains of Rn.

Initially we the case n = 2 and we show that its variational formulation is well put (in

case the Hadamard). We show the existence of solution for the case n  4 . In both

cases we use the Faedo-Galerkin method.

Keywords: Navier-Stokes equations; existence of solution; Faedo-Galerkin method.



Sumário

Introdução 2

1 Notações e resultados preliminares 4

1.1 Sobre a teoria das distribuições e os espaços de Sobolev. . . . . . . . . 4
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Introdução

Neste trabalho, motivados por Medeiros [13], estudamos algumas questões relacio-

nadas às equações de Navier-Stokes. Estas equações foram estudadas incialmente por

Claude Louis Henri Marie Navier, engenheiro, matemático e f́ısico francês que viveu

entre 1785 e 1836, por Simeón Denis Poisson, matemático e f́ısico francês que viveu

entre 1781 e 1840, por Adhemar Jean Claude Barre de Saint Vennant, professor e en-

genheiro francês que viveu entre 1797 e 1886 e por George Gabriel Stokes, matemático,

f́ısico, poĺıtico e teólogo irlandês que viveu entre 1819 e 1903. Para mais detalhes ver

Rodriguez [19].

As equações de Navier-Stokes constituem um modelo matemático para descrição

do movimento de flúıdos homogêneos, com densidade ⇢ constante, incompresśıveis

e viscosos. Consideremos uma região do Rn, constitúıda por pontos da forma x =

(x1, x2, ..., xn), ocupada por um flúıdo em movimento. Suponhamos nesta região um

aberto ⌦, limitado, convexo e com fronteira regular representada por �, represente-

mos por ⌫ > 0 a viscosidade e por p a pressão deste flúıdo. Denotemos por u =

(u1(x, t), u2(x, t), ..., un(x, t)) o vetor velocidade das part́ıculas do flúıdo, sendo t uma

variável temporal. Assim sendo, as equações de Navier-Stokes são dadas por:

������������

@u

@t
+ ⌫�u+

nX

i=1

ui
@ui

@xj

= f �rp, em Q = ⌦⇥ (0, T ), T > 0,

div u = 0, em Q,

u = 0 sobre ⌃,

u(x, 0) = u0(x) em ⌦,

(1)

⌃ é a fronteira lateral de Q e f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fn(x)) é uma aplicação conhecida.

No Caṕıtulo 1, introduziremos definições, notações e alguns resultados essenciais

para tornar a leitura deste trabalho auto-suficiente. Definiremos os espaços de Sobolev,

introduziremos algumas noções básicas sobre a teoria das distribuições e os espaços

Lp(0, T ;X). Finalizaremos, lembrando alguns resultados sobre equações diferenciais

ordinárias em espaços de Banach e a análise de Fourier.

No Caṕıtulo 2, mostraremos que a formulação variacional das equações de Navier-

Stokes (1), para o caso n = 2 é bem posta no sentido de Hadamard, via o método de

Faedo-Galerkin.

O Caṕıtulo 3 será destinado ao estudo de solução para o problema (1), para o

caso n  4, para isto usaremos o método de Faedo-Galerkin. Finalmente provaremos
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um teorema que garante a unicidade de solução para as equações de Stokes, caso

estacionário, no caso n  4.
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Caṕıtulo 1

Notações e resultados preliminares

Neste caṕıtulo fixaremos algumas notações e apresentaremos definições e resulta-

dos essenciais à continuidade do trabalho. Introduzimos a teoria das distribuições, os

espaços de Sobolev, os espaços Lp(0, T,X), como também, a análise de Fourier e al-

guns resultados clássicos sobre espaços vetoriais normados. Para maiores detalhes veja

Adams [1], Brezis [3], Evans [5], Lions [9], [11], Medeiros [13], Medeiros-Miranda [14],

Medeiros-Rivera [15], Oliveira [16], Rincon [17], Temam [21] e Yosida [22].

1.1 Sobre a teoria das distribuições e os espaços de

Sobolev.

Dados ⌦ ⇢ Rn um aberto e uma função cont́ınua f : ⌦ ! R, definimos suporte

de f, e denotamos por supp(f), o fecho em ⌦ do conjunto {x 2 ⌦; f (x) 6= 0} . Assim,

supp(f) é um subconjunto fechado de ⌦.

Uma n-upla de inteiros não negativos ↵ = (↵1, ..., ↵n) é denominada de multi-́ındice

e sua ordem é definida por |↵| = ↵1 + ...+ ↵n.

Representamos por D↵ o operador de derivação de ordem |↵| , isto é,

D↵ =
@|↵|

@x↵1
1 ...@x↵n

n

.

Para ↵ = (0, 0, ..., 0) , define-se D0u = u, para toda função u.

Denotamos por C1
0 (⌦) o espaço vetorial das funções infinitamente diferenciáveis

definidas em ⌦ e com suporte compacto (com as operações usuais).

Um exemplo clássico de uma função de C1
0 (⌦) é dado por

Exemplo 1.1. Seja ⌦ ⇢ Rn um aberto tal que B1 (0) = {x 2 Rn; |x| < 1} esteja
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Notações e resultados Caṕıtulo 1

compactamente imerso em ⌦, ou seja, B1 ✓ ⌦. Consideremos f : ⌦ ! R, tal que

f (x) =

8
<

:
e

1
|x|2�1 , se |x| < 1

0, se |x| � 1,

onde x = (x1, x2, ..., xn) e |x| =
✓

nP
i=1

x2
i

◆ 1
2

é a norma euclidiana de x. Temos f 2
C1 (⌦) e supp(f) = B1 (0) é compacto, isto é, f 2 C1

0 (⌦) .

Definição 1.1. Dizemos que uma sequência ('n)n2N em C1
0 (⌦) converge para ' em

C1
0 (⌦) , quando forem satisfeitas as seguintes condições:

(i) Existe um compacto K em ⌦ tal que supp(') ⇢ K e supp('n) ⇢ K, para todo

n 2 N,

(ii) D↵'n ! D↵', quando n ! 1, uniformemente em K, para todo multi-́ındice ↵.

Observação 1.1. É posśıvel dotar C1
0 (⌦) com uma topologia de forma que a noção

de convergência nessa topologia coincida com a dada pela Definição 1.1.

O espaço C1
0 (⌦), munido da convergência acima definida, será denotado por D (⌦)

e denominado de espaço das funções testes sobre ⌦.

Definição 1.2. Uma distribuição (escalar) sobre ⌦ é um funcional linear cont́ınuo

sobre D (⌦) , ou seja, uma distribuição sobre ⌦ é um funcional T : D (⌦) ! R satisfa-

zendo as seguintes condições:

(i) T ('+ � ) = T (') + �T ( ) , 8 � 2 R e 8 ',  2 D (⌦) ,

(ii) T é cont́ınua, isto é, se ('n)n2N converge para ' em D (⌦) , então (T ('n))n2N
converge para T (') em R.

É comum denotar o valor da distribuição T em ' por hT, 'i .
O conjunto de todas as distribuições sobre ⌦ com as operações usuais é um espaço

vetorial, o qual representamos por D0 (⌦).

Os seguintes exemplos de distribuições escalares desempenham um papel funda-

mental na teoria das distribuições.

Exemplo 1.2. Seja u 2 L1
loc (⌦) . O funcional Tu : D (⌦) ! R, definido por

hTu, 'i =
Z

⌦

u (x)' (x) dx,
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Notações e resultados Caṕıtulo 1

é uma distribuição sobre ⌦ univocamente determinada por u (ver Medeiros-Miranda [14]) .

Por esta razão, identificamos u à distribuição Tu por ela definida e desta forma, L1
loc (⌦)

será identificado a uma parte (própria) de D0 (⌦) .

Exemplo 1.3. Consideremos 0 2 ⌦ e o funcional �0 : D (⌦) ! R, definido por

h�0, 'i = ' (0) .

Em [14], mostra-se que �0 é uma distribuição sobre ⌦. Além disso, é posśıvel ver que

�0 não é definido por uma função de L1
loc (⌦) .

Definição 1.3. Dizemos que uma sequência (Tn)n2N em D0 (⌦) converge para T em

D0 (⌦) , quando a sequência numérica (hTn, 'i)n2N convergir para hT, 'i em R, para
toda ' 2 D (⌦) .

Definição 1.4. Sejam T uma distribuição sobre ⌦ e ↵ um multi-́ındice. A derivada

D↵T (no sentido das distribuições) de ordem |↵| de T é o funcional definido em D (⌦)

por

hD↵T, 'i = (�1)|↵| hT,D↵'i , 8' 2 D (⌦) .

Observação 1.2. Decorre da Definição 1.4 que cada distribuição T sobre ⌦ possui

derivadas de todas as ordens.

Observação 1.3. D↵T é uma distribuição sobre ⌦, onde T 2 D0 (⌦). De fato, vemos

que D↵T é linear. Agora, para a continuidade, consideremos ('n)n2N convergindo para

' em D (⌦) . Assim,

|hD↵T, 'ni � hD↵T, 'i|  |hT,D↵'n �D↵'i| ! 0,

quando n ! 1.

Observação 1.4. Em Medeiros-Rivera [15] é posśıvel verificar que a aplicação

D↵ : D0 (⌦) ! D0 (⌦) tal que T 7! D↵T é linear e cont́ınua no sentido da convergência

definida em D0 (⌦) .

Dado um número inteiro m > 0, por Wm,p (⌦) , 1  p  1, representamos o

espaço de Sobolev de ordem m, sobre ⌦, das (classes de) funções u 2 Lp (⌦) tais que

D↵u 2 Lp (⌦), para todo multi-́ındice ↵, com |↵|  m. É posśıvel provar que Wm,p (⌦)

munido com as operações de soma entre funções e multiplicação por escalar é um espaço

vetorial para quaisquer m > 0 e 1  p < 1.
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Notações e resultados Caṕıtulo 1

Munidos das normas

kukWm,p(⌦) =

0

@
X

|↵|m

Z

⌦

|D↵u (x)|p dx
1

A

1
p

, quando 1  p < 1

e

kukWm,1(⌦) =
X

|↵|m

sup ess
x2⌦

|D↵u (x)| , quando p = 1,

os espaços de sobolev Wm,p (⌦) são espaços de Banach (ver Medeiros-Rivera [15]).

Observação 1.5. Quando p = 2, o espaço Wm,2 (⌦) é denotado por Hm (⌦), o qual

munido do produto interno

(u, v)Hm(⌦) =
X

|↵|m

Z

⌦

D↵u (x)D↵v (x) dx

é um espaço de Hilbert.

Teorema 1.1 (Imersão de Sobolev). Seja ⌦ um aberto do Rn com fronteira � regular.

(i) Se n > 2m, então Hm (⌦) ,! Lp (⌦), onde p 2

1,

2n

n� 2m

�
.

(ii) Se n = 2m, então Hm (⌦) ,! Lp (⌦) , onde p 2 [1,+1[ .

(iii) Se n = 1 e m � 1, então Hm (⌦) ,! L1 (⌦).

Aqui o śımbolo ,! denota imersão cont́ınua.

Prova: Ver Brezis [3], Corolário 9.14, p. 284.

Teorema 1.2 (Rellich-Kondrachov). Seja ⌦ um aberto limitado do Rn com fronteira

� regular.

(i) Se n > 2m, então Hm (⌦)
c
,! Lp (⌦) , onde p 2


1,

2n

n� 2m


.

(ii) Se n = 2m, então Hm (⌦)
c
,! Lp (⌦) , onde p 2 [1,+1[ .

(iii) Se 2m > n então Hm (⌦)
c
,! Ck

�
⌦
�
, onde k é um inteiro não negativo tal que

k < m� (n/2)  k + 1.

Aqui o śımbolo
c
,! denota imersão compacta.

Prova: Ver Brezis [3], Teorema 9.16, p. 285.
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Proposição 1.3 (Du Bois Raymond). Seja u 2 L1
loc(⌦). Então

Z

⌦

u(x)'(x)dx = 0, 8 ' 2 D(⌦),

se, e somente se, u = 0 quase sempre em ⌦.

Prova: Ver Medeiros-Miranda [14], Proposição 1.3.1, p. 10.

Lema 1.4 (Desigualdade de Poincaré). Seja ⌦ ⇢ Rn um aberto limitado. Então existe

uma constante C > 0, tal que

kuk2L2(⌦)  C kruk2L2(⌦) , 8u 2 H1
0 (⌦). (1.1)

Observação 1.6. Para o caso unidimensional, ou seja, ⌦ = (a, b), a constante da

desigualdade (1.1) é C = b� a.

Prova: Ver Brezis [3], Corolário 9.19, p. 290.

Lema 1.5 (Desigualdade de Young). Sejam a, b constantes positivas, 1  p  1 e

1  q  1 tais que
1

p
+

1

q
= 1. Então

ab  ap

p
+

bq

q
.

Prova: Ver Brezis [3], Teorema 4.6, p. 92.

Lema 1.6 (Desigualdade de Hölder). Sejam f 2 Lp (⌦) e g 2 Lq (⌦), com 1  p, q  1
e
1

p
+

1

q
= 1, então fg 2 L1 (⌦) e

kfgkL1(⌦) =

Z

⌦

|fg| dx  kfkLp(⌦) kgkLq(⌦) .

Prova: Ver Brezis [3], Teorema 4.6, p. 92.

Teorema 1.7 (Gauss-Green). Se u 2 C1(⌦), então

Z

⌦

@u

@xi

dx =

Z

�

u⌫id�,

(i = 1, 2, ..., n), onde ⌫ = (⌫1, ⌫2, ..., ⌫n) é o vetor normal unitário em x 2 �.

Prova: Ver Evans [5], Apêndice C, Teorema 1, p. 627.

Teorema 1.8 (Fórmulas de Green ). (i) Se v 2 H2(⌦), então

8
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Z

⌦

rv · rudx = �
Z

⌦

u�vdx+

Z

�

@v

@⌫
uds, 8u 2 H1(⌦).

(ii) Se u, v 2 H2(⌦), então

Z

⌦

(u�v � v�u)dx =

Z

@⌦

 
u
@v

@⌫
� v

@u

@⌫

!
ds.

Prova: Ver Evans [5], Apêndice C, Teorema 3,iii, p. 627.

Teorema 1.9 (Tonelli). Seja F : ⌦1⇥⌦2 ! R, com ⌦1,⌦2 abertos em Rn. Suponhamos

que Z

⌦2

|F (x, y)|dy < 1, para todo x 2 ⌦1

e Z

⌦1

dx

Z

⌦2

|F (x, y)|dy < 1.

Então F 2 L1(⌦1 ⇥ ⌦2).

Prova: Ver Brezis [3], Teorema 4.4, p. 91.

Teorema 1.10 (Fubini). Suponhamos que F 2 L1(⌦1 ⇥ ⌦2). Então

F (x, y) 2 L1(⌦2);

Z

⌦2

|F (x, y)|dy 2 L1(⌦1), para todo x 2 ⌦1

e

F (x, y) 2 L1(⌦1);

Z

⌦1

|F (x, y)|dx 2 L1(⌦2), para todo y 2 ⌦2,

além disso,

Z

⌦1

dx

Z

⌦2

|F (x, y)|dy =

Z

⌦2

dx

Z

⌦1

|F (x, y)|dx =

Z Z

⌦1⇥⌦2

|F (x, y)|dxdy.

Prova: Ver Brezis [3], Teorema 4.4, p. 91.

1.2 Sobre os espaços de Banach Lp(0, T ;X)

Nesta seção introduziremos noções sobre os espaços de Banach Lp(0, T ;X), impor-

tantes no estudo de equações diferenciais parciais de evolução.
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Notações e resultados Caṕıtulo 1

Dado um espaço de Banach X, denotaremos por Lp (0, T ;X) , 1  p < 1, o espaço

de Banach das (classes de) funções u, definidas em ]0, T [ com valores em X, que são

fortemente mensuráveis e ku (t)kpX é integrável a Lebesgue em ]0, T [, com a norma

kukLp(0,T ;X) =

✓Z T

0

ku (t)kpX dt

◆ 1
p

.

Representaremos por L1 (0, T ;X) o espaço de Banach das (classes de) funções u, de-

finidas em ]0, T [ com valores em X, que são fortemente mensuráveis e ku (t)kX possui

supremo essencial finito em ]0, T [, com a norma

kukL1(0,T ;X) = sup ess
t2]0,T [

ku (t)kX .

Observação 1.7. Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço L2 (0, T ;X) é

um espaço de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(u, v)L2(0,T ;X) =

Z T

0

(u (t) , v (t))X dt.

Consideremos o espaço Lp (0, T ;X), 1 < p < 1, com X sendo Hilbert separável,

então podemos fazer a seguinte identificação

[Lp (0, T ;X)]0 ⇡ Lq (0, T ;X 0) ,

onde (1/p) + (1/q) = 1. Quando p = 1, faremos a identificação

⇥
L1 (0, T ;X)

⇤0 ⇡ L1 (0, T ;X 0) ,

onde ⇡ representa um isomorfismo entre os espaços em questão. Essas identificações

se encontram em Lions, [11].

O espaço vetorial das aplicações lineares e cont́ınuas de D (0, T ) emX é denominado

de Espaço das Distribuições Vetoriais sobre ]0, T [ com valores em X e denotado por

D0 (0, T ;X).

Definição 1.5. Dada S 2 D0 (0, T ;X), define-se a derivada de ordem n como sendo a

distribuição vetorial sobre ]0, T [ com valores em X dada por

⌧
dnS

dtn
, '

�
= (�1)n

⌧
S,

dn'

dtn

�
, 8 ' 2 D (0, T ) .

Exemplo 1.4. Dadas u 2 Lp (0, T ;X), 1  p < 1, e ' 2 D (0, T ) a aplicação

10



Notações e resultados Caṕıtulo 1

Tu : D (0, T ) ! X, definida por

Tu (') =

Z T

0

u (t)' (t) dt,

é linear e cont́ınua no sentido da convergência de D (0, T ), logo é uma distribuição

vetorial. A aplicação u 7! Tu é injetiva, de modo que podemos identificar u com Tu e,

neste sentido, temos Lp (0, T ;X) ⇢ D0 (0, T ;X) .

Consideremos o espaço

Wm,p (0, T ;X) =
�
u 2 Lp (0, T ;X) ; u(j) 2 Lp (0, T ;X) , j = 1, ...,m

 
,

onde u(j) representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuições vetoriais, que

equipado com a norma

kukWm,p(0,T ;X) =

 
mX

j=0

��u(j)
��p
Lp(0,T ;X)

! 1
p

,

é um espaço de Banach (ver Adams [1]).

Observação 1.8. Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço Wm,p (0, T ;X)

será denotado por Hm (0, T ;X), munido do produto interno

(u, v)Hm(0,T ;X) =
mX

j=0

�
u(j), v(j)

�
L2(0,T ;X)

,

é um espaço de Hilbert. Denota-se por Hm
0 (0, T ;X) o fecho, em Hm (0, T ;X), de

D (0, T ;X) e por H�m (0, T ;X) o dual topológico de Hm
0 (0, T ;X).

1.3 Sobre equações diferenciais ordinárias em espaços

de Banach.

Nessa seção enunciaremos dois importantes teoremas sobre equações diferenciais or-

dinárias em espaços de Banach que auxiliarão na obtenção de soluções para as equações

de Navier-Stokes.

Definição 1.6. Dizemos que uma função absolutamente cont́ınua x(t) definida em

algum intervalo I da reta, tal que (x(t), t) 2 G ✓ Rn+1, para todo t 2 I, é uma solução

para o problema

11
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x0(t) = f(x, t) (1.2)

se x(t) satisfaz (A.1) quase sempre em t. Seja (x0, t0) 2 G. Associado a (A.1) e a (x0, t0)

temos o problema de valor inicial

(
x0(t) = f(x, t)

x(t0) = x0.
(1.3)

Definição 1.7. Dizemos que uma função f : G ! Rn está nas condições de Ca-

rathéodory sobre G se:

(i) f(x, t) é mensurável em t para cada x fixado;

(ii) f(x, t) é cont́ınua em x para cada t fixado;

(iii) Para cada compacto K contido em G existe uma função real integrável mK(t)

tal que,

|f(x, t)|  mK(t), para todo (x, t) 2 K.

Consideremos o retângulo

R = {(x, t) 2 Rn+1, |x� x0|  b, |t� t0|  a; b > 0 e a > 0}.

Teorema 1.11 (Carathéodory). Seja f : G ! Rn nas condições de Carathéodory

sobre G, então existe uma solução x(t) de (A.2) sobre algum intervalo |t � t0|  ↵,

onde ↵ > 0.

Corolário 1.12. Sejam G ✓ Rn+1 e f satisfazendo as condições de Carathéodory sobre

G, então o problema (A.2) tem solução para qualquer (x0, t0).

Prova: Ver Rincon [17], Teorema 3.15, p. 15.

Definição 1.8. Seja '(t) uma solução de (A.1) sobre I e I ✓ I1. Dizemos que '(t)

tem um prolongamento até I1, se existe 'i(t) solução de (A.1) sobre I1 e 'i(t) = '(t),

para todo t 2 I.

Teorema 1.13 (Prolongamento). Sejam G ✓ Rn+1 aberto e limitado e f : G ! Rn

satisfazendo as duas primeiras condições de Carathéodory sobre G e suponha que existe

uma função integrável m(t) tal que

|f(x, t)|  m(t),

12
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para todo (x, t) 2 G. Seja ' uma solução da equação (A.1) sobre o intervalo (a, b).

Então

(i) existem '(a+), '(b�);

(ii) Se ('(b�), b) 2 G; então ' pode ser prolongado até (a, b+ �), para algum � > 0.

De modo análogo para a;

(iii) '(t) pode ser prolongada até um intervalo (�, !) tal que ('(�+), �), ('(��), !) 2
@G, (@G é fronteira de G.)

Corolário 1.14. Sejam G = U ⇥ [0, T ], T > 0, U = {x 2 Rn; |x|  b, b > 0} e f nas

condições do Teorema 1.13. Seja '(t) uma solução de

(
x0(t) = f(x, t)

x(t0) = x0, |x0|  b.
(1.4)

Se em qualquer intervalo I onde '(t) está definida tivermos |'(t)|  M, para todo

t 2 I, com M sendo uma constante que independe de I e M < b, então ' tem um

prolongamento até [0, T ].

Prova: Ver Rincon [17], Lemas 3.18 e 3.19, p. 16, Corolário 3.23 e Teorema 3.24, p.

18.

1.4 Sobre a Análise de Fourier.

Nessa seção recordaremos alguns resultados da teoria das séries e transformadas de

Fourier.

Definição 1.9. Sejam H um espaço de Hilbert e (x↵)↵2J um conjunto ortonormal em

H. A famı́lia (hx↵, xi)↵2J é chamada de coeficientes de Fourier de x 2 H e a soma

X

↵2J

hx↵, xix↵

é chamada de série de Fourier de x em relação à (x↵)↵2J .

Teorema 1.15. Seja (x↵)↵2J um conjunto ortonormal em H. Então as seguintes

afirmações são equivalentes:

(i) (x↵)↵2J é uma base ortonormal de H;

13
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(ii) Se x 2 H, então a série de Fourier de x, em relação à (x↵)↵2J , converge em H
para x e independe da ordem na soma, ou seja,

x =
X

↵2J

hx↵, xix↵, para todo x 2 H;

(iii) [Identidade de Parseval]: Para todo x 2 H temos

||x||2 =
X

↵2J

|hx↵, xi|.

Prova: Ver Oliveira [16], Teorema 21.12, p. 154.

Consideremos os espaços de Hilbert B0 ✓ B ✓ B1 sendo estas imersões cont́ınuas

e além disso, a imersão B0 ✓ B sendo compacta. Para uma função v de R em B1, sua

transformada de Fourier v̂ é representada por

v̂(⌧) =

Z +1

�1
e�2⇡i⌧tv(t)dt

cuja transformada inversa é dada por

v(t) =

Z +1

�1
e2⇡i⌧tv̂(⌧)d⌧ .

Seja n um número natural e Dn
t o śımbolo de derivação de ordem n em relação a t.

Derivando formalmente a igualdade anterior obtemos

Dn
t v(t) =

Z +1

�1
(2⇡i⌧)ne2⇡i⌧tv̂(⌧)d⌧ .

Motivados por isso, quando � for um número real, definimos a derivada fracionária

D�
t de ordem � de v(t), com sendo a transformada inversa de (2⇡i⌧)� v̂(⌧), isto é,

\D�
t v(t) = (2⇡i⌧)� v̂(⌧).

Para � > 0, definimos o espaço

H�(R, B0, B1) = {v 2 L2(R, B0); |⌧ |� v̂(⌧) 2 L2(R, B1)}

munido com a norma

||v||2H�(R,B0,B1) = ||v||2L2(R,B0) + |||⌧ |� v̂(⌧)||2L2(R,B1).

Resulta desta definição que H�(R, B0, B1) é um espaço de Hilbert. Dado K ✓ R,
representamos porH�

K o subespaço deH� constitúıdo pela funções u deH� com suporte

14
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contido em K.

Teorema 1.16. Sejam B0, B e B1, espaços de Hilbert, com B0 ✓ B ✓ B1, sendo

estas imersões cont́ınuas e a imersão B0 ✓ B compacta. Então para todo � > 0 e

qualquer conjunto limitado K ✓ R, a imersão de

H�
K(R, B0, B1) em L2(R, B)

é compacta.

Prova: Ver Medeiros [13], Apêndice II, Teorema 4, p. 145.

Teorema 1.17 (Plancherel). Sejam

F : L2(Rn) ! L2(Rn)

uma aplicação e

F̂ : L2(Rn) ! L2(Rn)

a sua transformada de Fourier. Então F e F̂ são isomorfismos de espaços de Hilbert

tais que

(F(u),F(v))L2(Rn) = (u, v)L2(Rn) = (F̂(u), F̂(v))L2(Rn),

para todo u, v 2 L2(Rn).

Prova: Ver Yosida [22], p. 153.

1.5 Resultados clássicos sobre os espaços vetoriais

normados.

Nessa seção iremos enunciar alguns resultados clássicos sobre os espaços vetoriais

normados que serão úteis no desenvolvimento do trabalho.

Teorema 1.18 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). O conjunto BE0 = {f 2 E 0; kfk  1} é

compacto pela topologia fraca * � (E 0, E) , onde E é um espaço de Banach.

Prova: Ver Brezis [3], Teorema 3.16, p. 66.

Teorema 1.19 (Representação de Riesz). Sejam X um espaço vetorial normado, 1 <

p < 1 e ' 2 (Lp(X))0. Então existe um único u 2 Lq(X), com
1

p
+

1

q
= 1 tal que

h', fi =
Z

ufdx, para toda f 2 Lp(X),

15
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além disso,

||u||Lq(X) = ||'||(Lp)0(X).

Prova: Ver Brezis [3], Teorema 5.5, p. 135 .

Definição 1.10. Seja H um espaço de Hilbert. Uma forma bilinear b : H ⇥H ! R é

dita

(i) Cont́ınua se existe uma constante C > 0 tal que

|b(u, v)|  C|u||v|, 8u, v 2 H;

(ii) Coerciva se existe uma constante ↵ > 0 tal que

b(v, v) � ↵|v|2, 8v 2 H.

Teorema 1.20 (Lax-Milgram). Sejam H um espaço de Banach e a : H⇥H ! R uma

forma bilinear, cont́ınua e coerciva. Para toda ' 2 H 0 existe um único u 2 H tal que

a (u, v) = h', vi , 8 v 2 H.

Além disso, se a é simétrica, u se caracteriza pela propriedade

u 2 H e
1

2
a (u, u)� h', ui = Min

v2H

⇢
1

2
a (v, v)� h', vi

�
.

Prova: Ver Brezis [3], Corolário 5.8, p. 140.

Teorema 1.21. Sejam X e Y espaços de Hilbert tal que X ,! Y e µ 2 Lp(0, T,X),

µ0 2 Lp(0, T ;Y ), 1  p  1, então µ 2 C0([0, T ] ;Y ).

Prova: Ver Teman [21], Lema 1.2, p. 260.

Teorema 1.22 (Compacidade Aubin-Lions). Suponhamos X ⇢ B ⇢ Y com imersão

compacta X ! B onde X, Y e B são espaços de Banach e 1  p  1, 1  r  1.

Seja F limitado em Lp(0, T,X) \ W s,r(0, T, Y ), onde s > 0 se r � p e s > 1
r
� 1

p
se

r  p. Então, F é relativamente compacto em Lp(0, T, B) (e em C(0, T, B) se p = 1).

Prova: Ver Medeiros [13], Apêndice I, Teorema 2, p. 127.

Definição 1.11. Seja X um espaço normado. Dizemos que uma sequência (xn) ✓ X

converge fraco para x 2 X se

f(xn) ! f(x), quando n ! 1,
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para todo f 2 X 0. Neste caso denotemos xn * x 2 ⌃(E 0, E).

Proposição 1.23. Sejam E um espaço de Banach, E 0 seu dual e (xn) uma sequência

em E. Se xn * x em �(E 0, E) e fn ! f em E 0, então hfn, xni ! hf, xi .

Prova: Ver Brezis [3], Proposição 3.5.iv, p. 58.

Definição 1.12. Seja X um espaço normado. Dizemos que uma sequência (fn) ✓ X 0

converge fraco�⇤ para f 2 X 0 se

fn(x) ! f(x), quando n ! 1,

para todo x 2 X.

Proposição 1.24. Sejam E um espaço de Banach, E 0 seu dual e (fn) uma sequência

de E 0. Se fn ! f fraco �⇤ em �(E 0, E), então kfnk  C e kfk  lim kfnk .

Prova: Ver Brezis [3], Proposição 3.13.iii, p. 63.

Proposição 1.25. Sejam E um espaço de Banach, E 0 seu dual e (fn) uma sequência

de E 0. Se fn ! f fraco �⇤ em �(E 0, E) e xn ! x em E, então hfn, xni ! hf, xi.

Prova: Ver Brezis [3], Proposição 3.13.iv, p. 63.

Teorema 1.26 (Banach-Steinhaus). Sejam E e F dois espaços de Banach. Seja (Tn)

uma sequência de operadores lineares cont́ınuos de E em F tais que para cada x 2 E,

Tnx converge quando n ! 1 a um limite que denotamos por Tx. Então temos:

(i) sup
n

kTnkL(E,F ) < 1,

(ii) T 2 L (E,F ) ,

(iii) kTkL(E,F )  lim kTnkL(E,F ) .

Prova: Ver Brezis [3], Corolário 2.3, p. 33.

Teorema 1.27 (Ponto fixo de Brouwer). Seja F um espaço de dimensão finita e seja

Q ✓ F um subconjunto compacto, convexo e não-vazio. Seja f : Q ! Q uma aplicação

cont́ınua então f possui ponto fixo.

Prova: Ver Brezis [3], p. 179.

Definição 1.13. Uma sequência (En)n2N em H é dita uma base ortonormal, ou Hil-

bertiana se satisfaz as seguintes propriedades:
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(i) |en| = 1 para todo n e (em, en) = 0, para todo m 6= n;

(ii) O espaço linear gerado pelos en é denso em H.

Teorema 1.28. Todo espaço de Hilbert separável possui uma base ortonormal.

Prova: Ver Brezis [3],Teorema 5.11, p. 143.

Teorema 1.29 (Teorema Espectral). Seja H um espaço de Hilbert separável e seja T

um operador compacto e auto-adjunto, então existe uma base hilbertiana composta por

autovetores de T.

Prova: Ver Brezis [3],Teorema 6.11, p. 167.

Lema 1.30 (Gronwall). Seja x(t) uma função não negativa em [0, T ] que satisfaz:

x(t)  C1

Z T

0

x(s)ds+ C2, para C1 C2 � 0. 8t 2 [0, T ].

Então

x(t)  C2(1 + C1te
C1t), para todo 0  t  T.

Em particular se

x(t)  C1

Z T

0

x(s)ds, para todo 0  t  T

então

x(t) = 0.

Prova: Ver Evans [5], Apêndice C, p. 625.

Lema 1.31 (Lions). Sejam ⌦ um aberto de Rn⇥R, gn e g funções de Lq(⌦), 1 < q < 1,

tais que

||gn||Lq(⌦) < C, gn ! g, quase sempre em ⌦.

Então

gn * g, em ⌦.

Prova: Ver Lions [9], Lema 1.3, p. 12.
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Caṕıtulo 2

Equações de Navier-Stokes em

domı́nios limitados do R2

Neste caṕıtulo mostraremos que a formulação variacional das equações de Navier-

Stokes é bem posta, no caso de n = 2. Para maiores detalhes ver: Adams [1], Aubin [2],

Coddington-Levinson [4], Ladyzhenskaya [6], Leray [7], Lions [8], [9], [10] e [11],

Lions-Magenes [12], Tartar [20] e Temam [21].

2.1 Espaços Funcionais

Definiremos espaços funcionais apropriados para análise matemática das equações

de Navier-Stokes. Primeiro analisaremos um problema estacionário associado a estas

equações sobre um domı́nio limitado e convexo ⌦ do Rn com fronteira � regular.

Consideremos inicialmente o problema que consiste em determinar uma função

u(x) = (u1(x), u2(x), ..., un(x)), com x = (x1, x2, ..., xn) em ⌦ satisfazendo:

���������

�⌫�ui +
@p

@xi

= fi em ⌦, i=1,2,...,n,

div v = 0 em ⌦,

ui = 0 sobre �,

(2.1)

sendo f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fn(x)) é uma aplicação conhecida.

Denominamos (2.1) de equações de Stokes linearizado. Este sistema é o modelo

linearizado do movimento de flúıdo incompresśıvel viscoso, com velocidade u, confinado

ao reservatório ⌦, em regime permanente, submetido a uma densidade volumétrica de

forças f . A função p é a pressão do flúıdo e ⌫ > 0, a viscosidade.
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Consideremos (H1
0 (⌦))

n = H1
0 (⌦)⇥ ...⇥H1

0 (⌦), munido do produto interno:

((u, v)) =
nX

i=1

(ui, vi)H1
0 (⌦), (2.2)

onde u = (u1, u2, ..., un)ev = (v1, v2, ..., vn) 2 (H1
0 (⌦))

n. Mostremos que a aplicação

definida em (2.2) é um produto interno em (H1
0 (⌦))

n. De fato, dados u, v, w 2 (H1
0 (⌦))

n

temos

• ((u, v)) =
nX

i=1

(ui, vi)H1
0 (⌦) =

nX

i=1

(vi, ui)H1
0 (⌦) = ((v, u));

• ((�u+ v, w)) =
nX

i=1

(�ui + vi, wi)H1
0 (⌦) = �((u, w)) + ((v, w));

• ((u, u)) =
nX

i=1

(ui, ui)H1
0 (⌦) � 0, e se u 6= 0 então

((u, u)) =
nX

i=1

(ui, ui)H1
0 (⌦) > 0,

pois para algum i, temos ui 6= 0.

Portanto (H1
0 (⌦))

n é um espaço de Hilbert, pois é um espaço de Banach munido

com o produto interno definido em (2.2) e a norma proveniente deste produto interno.

Em (H1
0 (⌦))

n usando a desigualdade de Poincaré, podemos considerar a norma ||u|| da
seguinte forma:

||u||2 =
nX

i=1

|rui|2L2(⌦), (2.3)

pois

||u||2 =
nX

i=1

(ui, ui)H1
0 (⌦) =

nX

i=1

||ui||2 =
nX

i=1

|rui|2L2(⌦), (2.4)

onde a última igualdade decorre da desigualdade de Poincaré. Além disso, podemos

escrever a norma |rui|L2(⌦) como sendo:

|rui|2 =
Z

⌦

(rui)
2dx =

Z

⌦

 
@ui

@x1
, ...,

@ui

@xn

! 
@ui

@x1
, ...,

@ui

@xn

!
dx =

Z

⌦

nX

j=1

 
@ui

@xj

!2

dx,

com dx = dx1dx2, ..., dxn a medida de Lebesgue no Rn.
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Consideremos também (L2(⌦))n = L2(⌦)⇥ ...⇥L2(⌦), munido do produto interno:

(u, v) =
nX

i=1

Z

⌦

uividx. (2.5)

Mostremos que a aplicação definida em (2.5) é um produto interno em (L2(⌦))n. De

fato, dados u, v, w 2 (L2(⌦))n, temos

• (u, v) =
nX

i=1

Z

⌦

uividx =
nX

i=1

(ui, vi)L2(⌦) =
nX

i=1

(vi, ui)L2(⌦) = (v, u);

• (�u+ v, w) = �(u, w) + (v, w);

• (u, u) =
nX

i=1

Z

⌦

u2
i dx � 0, e se u 6= 0 então

(u, u) =
nX

i=1

Z

⌦

u2
i dx > 0,

pois para algum i, temos ui 6= 0.

A norma induzida em (L2(⌦))n é dada por:

|u|2 =
nX

i=1

Z

⌦

u2
i dx. (2.6)

Consideremos os espaços:

V = {v 2 (H1
0 (⌦))

n; div v = 0 em ⌦}

e

V = {' 2 (D(⌦))n; div ' = 0 em ⌦ },

com V sendo um subspaço fachado de (H1
0 (⌦))

n, D(⌦) o espaço das funções testes em

⌦ e representemos por H o conjunto de aderência de V .

Proposição 2.1. O espaço V é denso em V .

Prova: Com efeito, seja ('m) uma sequência em V , com 'i 2 (D(⌦))n. Desta forma,

podemos escrever 'i = ('i1, 'i2, ..., 'in), onde 'ij 2 D(⌦), i = 1, 2, ...,m, .... Como

D(⌦) é denso em H1
0 (⌦) então para ('ij)i ⇢ D(⌦) existe 'j 2 H1

0 (⌦) tal que 'ij ! 'j,

quando i ! +1, seja qual for j 2 {1, 2, ..., n}. Portanto

'i = ('i1, 'i2, ..., 'in) ! ('1, '2, ..., 'n) = ' 2 (H1
0 (⌦))

n, quando i ! +1
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e

div ' = div lim
i!+1

'i = lim
i!+1

div 'i = 0.

Logo o espaço V é denso em V, como queŕıamos mostrar. ⌅

Procurando uma formulação variacional para o sistema linearizado de Stokes, mul-

tipliquemos ambos os membros de (2.1) por um vetor vi 2 H1
0 (⌦), integremos sobre ⌦

e assim temos a seguinte igualdade:

�
Z

⌦

⌫�uividx+

Z

⌦

@p

@xi

vidx =

Z

⌦

fividx,

ou seja,

�⌫
Z

⌦

nX

j=1

@2ui

@x2
j

vidx�
Z

⌦

p
@vi
@xi

dx =

Z

⌦

fividx,

e portanto, usando o fato que vi 2 H1
0 (⌦) e pela fórmula de Green, obtemos

⌫
nX

j=1

Z

⌦

@ui

@xj

@vi
@xj

dx�
Z

⌦

p
@vi
@xi

dx =

Z

⌦

fividx.

Somando a igualdade anterior em i, e ordenando os termos convenientemente temos

nX

i=1

Z

⌦

fividx = ⌫
nX

i=1

nX

j=1

Z

⌦

@ui

@xj

@vi
@xj

dx�
nX

i=1

Z

⌦

p
@vi
@xi

dx

= ⌫
nX

i=1

nX

j=1

Z

⌦

@ui

@xj

@vi
@xj

dx�
Z

⌦

p
nX

i=1

@vi
@xi

dx

= ⌫
nX

i=1

nX

j=1

Z

⌦

@ui

@xj

@vi
@xj

dx�
Z

⌦

p div vdx.

Considerando v 2 V, temos div v = 0, logo da igualdade anterior temos a seguinte

equação:

⌫
nX

i=1

nX

j=1

Z

⌦

@ui

@xj

@vi
@xj

dx =
nX

i=1

Z

⌦

fividx, para todo v 2 V. (2.7)

Dáı, reduzimos nosso problema a encontrar u 2 V que satisfaça (2.7), para todo

v 2 V . Para demonstrarmos a existência e a unicidade de u 2 V, solução de (2.7)

aplicaremos o lema de Lax-Milgram, para isto consideremos uma forma bilinear da

seguinte maneira:

a(u, v) = ⌫
nX

i=1

nX

j=1

Z

⌦

@ui

@xj

@vi
@xj

dx, u, v 2 V. (2.8)

Proposição 2.2. A forma bilinear a(u, v) é cont́ınua e coerciva em V.
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Prova: De fato, dados u, v 2 V temos

a(u, v) = ⌫
nX

i=1

nX

j=1

Z

⌦

@ui

@xj

@vi
@xj

dx


�����⌫

nX

i=1

nX

j=1

Z

⌦

@ui

@xj

@vi
@xj

dx

�����

= ⌫

�����

nX

i=1

nX

j=1

Z

⌦

@ui

@xj

@vi
@xj

dx

�����,

haja vista que, para u, v 2 (H1
0 (⌦))

n temos a igualdade

((u, v)) =
nX

i=1

(ui, vi)H1
0 (⌦)

=
nX

i=1

(rui,rvi)L2(⌦)

=
nX

i=1

nX

j=1

Z

⌦

@ui

@xj

@vi
@xj

dx,

obtemos assim a seguinte desigualdade

a(u, v)  ⌫|((u, v))|.

Usando a desigualdade de Schwarz conclúımos:

a(u, v)  ⌫||u||||v||.

Provando assim a continuidade de a(u, v) em V . Além disso, a(u, v) é coerciva, pois

dado u 2 V obtemos

a(u, u) = ⌫
nX

i=1

nX

j=1

Z

⌦

 
@ui

@xj

!2

dx = ⌫
nX

i=1

|rui|2 = ⌫||u||2.

Portanto a(u, v) é cont́ınua e coerciva em V. ⌅

Para todo f 2 H definimos a aplicação

f 7!
nX

i=1

Z

⌦

fividx = (f, v), f ixado v 2 V. (2.9)

Como consequência da desigualdade de Schwarz, a aplicação definida em (2.9) é
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cont́ınua e usando a Proposição 2.2, a forma linear a(u, v) é cont́ınua e coerciva em V,

então do lema de Lax-Milgram existe um único u 2 V tal que

a(u, v) = (f, v), para todo v 2 V. (2.10)

Relacionemos agora a equação (2.10) com o problema original formulado para as

equações (2.1), no entanto, antes mostremos um resultado no qual nos permitirá ca-

racterizar as formas lineares cont́ınuas sobre (H1
0 (⌦))

n que se anulam em V .

Proposição 2.3 (De Rham). Seja L 2 (H�1(⌦))n, que identificamos como o dual de

(H1
0 (⌦))

n, tal que Lv = 0, para todo v 2 V , então existe uma função

p 2 L2
0(⌦) =

(
g 2 L2(⌦);

Z

⌦

g(x)dx = 0

)
,

tal que L = rp, ou seja,

Lv =

Z

⌦

p div vdx; para todo v 2 V.

Prova: Afim de provarmos a Proposição 2.3 consideremos d(x) a distância de um

ponto x de ⌦ à fronteira �. Sabemos que d(x) é uma função lipschitziana em ⌦.

Consideremos então a equação:

div(d(x)r�(x)) = g em ⌦.

Usando resultados de equações eĺıticas degeneradas é posśıvel mostrar que existe

� 2 H2(⌦), solução do problema acima e que a aplicação g 7! � é cont́ınua de L2
0(⌦)

em H2(⌦).

Logo existe uma aplicação linear e cont́ınua p : L2
0(⌦) ! (H1

0 (⌦))
n definida por:

p(g) = d(x)r�,

pois, como � 2 H2(⌦), temos d(x)
@�

@xi

2 H1
0 (⌦) e pg 2 (H1

0 (⌦))
n. Além disso,

div pg = g. (2.11)

Procedendo de maneira semelhante ao que foi feito para chegar a (2.10), usando o

lema de Lax-Milgran é posśıvel mostrar que existe um único u 2 V tal que

a(u, v) = (f, v)V 0⇥V , para todo v 2 V, f 2 V 0. (2.12)
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Aproximaremos a solução de (2.12) por soluções de um problema penalizado em

(H1
0 (⌦))

n, para isto definamos para cada ↵ > 0 a aplicação bilinear, cont́ınua e coerciva

(u↵, v) 7! a(u↵, v) +
1

↵
(div u↵, div v).

Usando o lema de Lax-Milgram obtemos para cada ↵ > 0, u↵ 2 (H1
0 (⌦))

n tal que

a(u↵, v) +
1

↵
(div u↵, div v) = (f, v)V 0⇥V , para todo v 2 (H1

0 (⌦))
n. (2.13)

Nosso objetivo agora é mostrar que u↵ converge fraco em (H1
0 (⌦))

n para a solução

u de (2.12).

De fato, fazendo v = u↵ 2 (H1
0 (⌦))

n em (2.13) obtemos a igualdade:

a(u↵, u↵) +
1

↵
(div u↵, div u↵) = (f, u↵)V 0⇥V ,

ou seja,

⌫
nX

i,j=1

Z

⌦

 
@u↵i

@xj

!2

dx+
1

↵
(div u↵)

2 = (f, u↵)V 0⇥V ,

tendo assim a desigualdade

⌫||u↵||2 + 1

↵
(div u↵)

2  |f |V 0 ||u↵||V .

Usando o fato que f 2 V 0, segue a estimativa abaixo

||u↵||  C, (2.14)

onde C independe de ↵ > 0.

Fazendo, P↵ = � 1
↵
div u↵, considerando v = u↵ e substituindo em (2.13) temos

a(u↵, v) = (f, u↵)V 0⇥V + (P↵, div v), para todo v 2 (H1
0 (⌦))

n. (2.15)

Observação 2.1. Como u↵ 2 (H1
0 (⌦))

n, P↵ 2 L2
0(⌦), temos pelo Teorema de Gauus

Z

⌦

P↵dx = � 1

↵

Z

⌦

div u↵dx = � 1

↵

Z

�

u↵⌘d� = 0, (2.16)

pois u↵ 2 (H1
0 (⌦))

n, onde ⌘ = (⌘1, ⌘2, ..., ⌘n) é o vetor normal unitário interior a �.

Observação 2.2. P↵ é limitado em L2(⌦).

Com efeito, da Observação 2.1, P↵ 2 L2
0(⌦), e assim sendo, a igualdade (2.11)
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garante a existência de um v↵ 2 (H1
0 (⌦))

n tal que

div v↵ = div p(P↵) = P↵, (2.17)

e visto que, p : L2
0(⌦) ! (H1

0 (⌦))
n é cont́ınua, conclúımos a desigualdade:

||v↵|| = ||p(P↵)||  C||P↵||. (2.18)

Tomando v = v↵ 2 (H1
0 (⌦))

n em (2.13), obtemos:

(P↵, div v↵) = a(u↵, v↵)� (f, v↵)V 0⇥V .

Como de (2.17), div v↵ = P↵, a igualdade acima nos dá a desigualdade:

|P↵|2 = a(u↵, v↵)� (f, v↵)V 0⇥V  ⌫||u↵||||v↵||+ |f |V 0 ||v↵||.

Usando a estimativa (2.14) e a desigualdade (2.18) temos a estimativa

|P↵|2  ⌫||u↵||||v↵||+ |f |V 0 ||v↵|| = ||v↵||(⌫||u↵||+ |f |V 0) < C. (2.19)

A Observação 2.2 anterior garante que existe uma subsequência de (P↵), a qual

ainda representaremos por (P↵) que converge fraco para p em L2(⌦). Novamente usando

a estimativa (2.14), existe uma subsequência de (u↵), denotada ainda por (u↵), que

converge fraco para w em (H1
0 (⌦))

n.

Tomando o limite na equação penalizada (2.13) obtemos a seguinte igualdade:

a(w, v) = (f, v)V 0⇥V + (p, div v), para todo v 2 (H1
0 (⌦))

n. (2.20)

Em particular, para v 2 V ✓ (H1
0 (⌦))

n em (2.20), w será solução de

a(w, v) = (f, v)V 0⇥V ; para todo v 2 V. (2.21)

Comparando as equações (2.12) e (2.21), u = w, pois u é solução única de (2.12).

Conclúımos assim, que a solução u de (2.12) é obtida como limite de soluções da

equação penalizada (2.13).

Consideremos agora f 2 (H�1(⌦))n, tal que (f, v) = 0, para todo v 2 V, então a

solução u de (2.12) é a solução u = 0. Retornando à equação (2.20) temos

(f, v)V 0⇥V + (p, div v) = 0, para todo v 2 (H1
0 (⌦))

n, (2.22)
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ou ainda,

(f, v)V 0⇥V + (�rp, v) = 0, para todo v 2 (H1
0 (⌦))

n, (2.23)

provando assim que

f = rp.

Em particular p 2 L2
0(⌦) resolve o nosso problema, assim sendo, existe p 2 L2

0(⌦)

tal que f = rp. Conclúımos de (2.23) que se L for uma forma linear e cont́ınua sobre

(H1
0 (⌦))

n, de modo que, Lv = 0, para todo v 2 V então existe um único p 2 L2
0(⌦) tal

que

Lv =

Z

⌦

p div vdx, para todo v 2 (H1
0 (⌦))

n. (2.24)

⌅

Claramente para qualquer p 2 L2(⌦), (2.24) torna Lv uma forma linear e cont́ınua

em (H1
0 (⌦))

n, nula em V. Usaremos a caracterização (2.24) para fazermos uma inter-

pretação da solução u de (2.10).

Seja u solução de (2.10) e consideremos a forma linear cont́ınua Lv definida em

(H1
0 (⌦))

n da seguinte forma:

Lv = a(u, v)�
nX

i=1

Z

⌦

fividx; com f 2 H. (2.25)

Sendo u solução de (2.10), Lv = 0, para todo v 2 V , com Lv definida por (2.25).

Usando a caracterização dada por (2.24) existe p 2 L2(⌦) tal que

Lv =

Z

⌦

p div vdx, para todo v 2 (H1
0 (⌦))

n.

Logo o par (u, p) de V ⇥ H é solução da forma bilinear

a(u, v) =
nX

i=1

Z

⌦

fividx+

Z

⌦

p div vdx, para todo v 2 (H1
0 (⌦))

n. (2.26)

Como (D(⌦))n ✓ (H1
0 (⌦))

n, restringindo v à (D(⌦))n na igualdade (2.26), existe uma

única u 2 V que satisfaz

nX

i=1

Z

⌦

fividx+

Z

⌦

p div vdx = ⌫
nX

i=1

nX

j=1

Z

⌦

@ui

@xj

@vi
@xj

dx.
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Como

⌫
nX

i=1

nX

j=1

Z

⌦

@ui

@xj

@vi
@xj

dx = �⌫
nX

i=1

nX

j=1

Z

⌦

@2ui

@x2
j

vidx

= �⌫
nX

i=1

Z

⌦

nX

j=1

@2ui

@x2
j

vidx

= �⌫
nX

i=1

Z

⌦

�uividx,

obtemos a equação:

nX

i=1

Z

⌦

fividx+

Z

⌦

p div vdx = �⌫
nX

i=1

Z

⌦

�uividx,

resultando assim a seguinte igualdade

�⌫
nX

i=1

h�ui, vii =
nX

i=1

hfi, vii �
nX

i=1

Z

⌦

@p

@xi

vidx

=
nX

i=1

hfi, vii �
nX

i=1

*
@p

@xi

, vi

+
.

Logo u é solução de

���������

�⌫�ui +
@p

@xi

= fi em ⌦, i=1,2,...,n;

div u = 0 em ⌦,

ui = 0 sobre �,

ou seja, solução do sistema de Stokes.

2.2 Equações de Navier-Stokes em domı́nio limita-

dos do R2

Embora desejemos analisar as equações de Navier-Stokes no plano, os problemas

serão formulados no caso geral. Iniciaremos com algumas notações e para isto consi-

deremos,

Q = ⌦⇥ (0, T ), onde T > 0

e o vetor velocidade u = (u1, u2, ..., un).
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Adotemos as seguintes notações:

@u

@t
=

 
@u1

@t
,
@u2

@t
, ...,

@un

@t

!

e

�u = (�u1,�u2, ...,�un).

As equações de Navier-Stokes possuem a forma:

�������������

@u

@t
+ ⌫�u+

nX

j=1

uj
@u

@xj

= f �rp, ⌫ > 0, em Q,

div u = 0, em Q,

u = 0, sobre ⌃,

u(x, 0) = u0(x), em ⌦,

(2.27)

sendo ⌃ a fronteira lateral de Q.

O problema a resolver consiste em determinar u e p satisfazendo (2.27), porém antes

de fazermos a sua formulação variacional, estabeleceremos mais algumas notações.

Para u, v 2 V, consideremos a forma linear cont́ınua e coerciva a(u, v) definida

anteriormente, ou seja,

a(u, v) = ⌫
nX

i=1

nX

j=1

Z

⌦

@ui

@xj

@vi
@xj

dx,

e agora consideremos a forma trilinear b(u, v, w) definifida por:

b(u, v, w) =
nX

i,j=1

Z

⌦

uj
@vi
@xj

widx.

A seguir daremos algumas propriedades desta forma trilinear mencionada acima.

Lema 2.4. A forma trilinear b : V ⇥ V ⇥ V ! R definida por:

(u, v, w) 7! b(u, v, w) =
nX

i,j=1

Z

⌦

uj
@vi
@xj

widx

é cont́ınua.

Prova: De fato, usando o teorema da imersão de Sobolev temos

H1
0 (⌦) ,! Lq(⌦), para

1

q
=

1

2
� 1

n
> 0.
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Como n = 2, obtemos a seguinte imersão cont́ınua

H1
0 (⌦) ,! Lq(⌦), para todo q 2 [1,+1).

Assim sendo, da definição de b(u, v, w) chegamos a desigualdade

|b(u, v, w)| 
2X

i,j=1

Z

⌦

�����uj
@vi
@xj

wi

�����dx. (2.28)

Notemos que

Z

⌦

�����uj
@vi
@xj

wi

�����dx 
Z

⌦

|ujwi|
�����
@vi
@xj

�����dx

e usando a desigualdade de Hölder generalizada, com
1

4
+

1

4
+

1

2
= 1, obtemos a

desigualdade

Z

⌦

�����uj
@vi
@xj

wi

�����dx 
 Z

⌦

|uj|4dx
!1/4 Z

⌦

|wi|4dx
!1/4 Z

⌦

�����
@vi
@xj

�����

2

dx

!1/2

,

ou seja, Z

⌦

�����uj
@vi
@xj

wi

�����dx  |uj|L4(⌦)

�����
@vi
@xj

�����
L2(⌦)

|wi|L4(⌦), (2.29)

combinando as desigualdades (2.29) e (2.28) conseguimos

|b(u, v, w)| 
2X

i=1

2X

j=1

|uj|L4(⌦)

�����
@vi
@xj

�����
L2(⌦)

|wi|L4(⌦). (2.30)

Em particular H1
0 (⌦) ,! L4(⌦) e assim sendo, de (2.30)

|b(u, v, w)|  C1

2X

i=1

2X

j=1

||uj||H1
0 (⌦)

�����
@vi
@xj

�����
L2(⌦)

||wi||H1
0 (⌦)

 C1

2X

i=1

||wi||H1
0 (⌦)

 
2X

j=1

||uj||H1
0 (⌦)

�����
@vi
@xj

�����
L2(⌦)

!
.

Usando a desigualdade de Hölder temos a seguinte desigualdade:

|b(u, v, w)|  C1

2X

i=1

||wi||H1
0 (⌦)

 
2X

j=1

||uj||2H1
0 (⌦)

!1/2 2X

j=1

�����
@vi
@xj

�����

2

L2(⌦)

!1/2

.
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Pela desigualdade de Poincaré chegamos a

|b(u, v, w)|  C

 
(

2X

j=1

||uj||H1
0 (⌦)

!1/2 2X

i=1

||wi||H1
0 (⌦)||vi||H1

0 (⌦)

!
.

Portanto, conclúımos que |b(u, v, w)| satisfaz a desigualdade:

|b(u, v, w)|  C

 
2X

j=1

||uj||2H1
0 (⌦)

!1/2 2X

i=1

||wi||2H1
0 (⌦)

!1/2 2X

i=1

||vi||2H1
0 (⌦)

!1/2

= C||u||V ||w||V ||v||V .

Provando assim que b(u, v, w) é cont́ınua em V ⇥ V ⇥ V. ⌅

Usando o Lema 2.4, temos que fixados u e v, a aplicação w 7! b(u, v, w) é uma

forma linear e cont́ınua em V . Por esta razão podemos definir uma aplicação B(u, v)

de V ⇥ V em V 0 de modo que

hB(u, v), wi = b(u, v, w),

sendo B(u, v) bilinear e cont́ınua.

Lema 2.5. Seja b(u, v, w) a forma trilinear definida anteriormente então

b(u, v, w) + b(u, w, v) = 0, para todos u, v, w 2 V.

Prova: Dados u, v e w 2 V então

b(u, v, w) + b(u, w, v) =
nX

i,j=1

Z

⌦

uj
@vi
@xj

widx+
nX

i,j=1

Z

⌦

uj
@wi

@xj

vidx

=
nX

i,j=1

Z

⌦

uj

 
@vi
xj

wi +
@wi

xj

vi

!
dx

=
nX

i,j=1

Z

⌦

uj
@

@xj

(wi, vi)dx.

Integrando por partes o último termo da igualdade acima temos:

b(u, v, w) + b(u, w, v) = �
nX

i,j=1

Z

⌦

@uj

@xj

(wi, vi)dx.
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Como u 2 V

�
nX

i,j=1

Z

⌦

@uj

@xj

(wi, vi)dx = �
nX

i=1

Z

⌦

nX

j=1

@uj

@xj

(wi, vi)dx

= �
nX

i=1

Z

⌦

(wi, vi)div udx = 0.

Então

b(u, v, w) + b(u, w, v) = 0,

como queŕıamos. ⌅

Notemos que, sendo b(u, v, w) + b(u, w, v) = 0, segue b(u, v, w) = 0 sempre que

v = w.

Problema 2.6. Dados f 2 L2(0, T ; (H�1(⌦)2), u0 2 H, determine u e p, sendo p 2
D0(Q) tais que:

u 2 L2(0, T ;V ) \ L1(0, T ;H); (2.31)

u0 � ⌫�u+
nX

j=1

uj
@u

@xj

= f �rp em D0(Q); (2.32)

u(0) = u0. (2.33)

A solução do Problema 2.6 satisfaz as condições do sistema (2.27).

Problema 2.7. Dados f 2 L2(0, T ; (H�1(⌦))2), u0 2 H. Determine u e p, sendo

p 2 D0(Q) tais que:

u 2 L2(0, T ;V ) \ L1(0, T ;H); (2.34)

(u0(t), v) + ⌫a(u(t), v) + b(u(t), u(t), v) = (f(t), v) em D0(0, T ), (2.35)

para todo v 2 V e

u(0) = u0. (2.36)

Mostremos que os Problemas 2.6 e 2.7 são equivalentes. De fato, seja u solução do

Problema 2.6 e ' 2 V , multiplicando ambos os membros da equação (2.32) por ' e

integrando em ⌦ obtemos a seguinte igualdade

Z

⌦

u0(t)'dx� ⌫

Z

⌦

�u(t)'dx+
2X

j=1

Z

⌦

uj(t)
@u(t)

@xj

'idx�
Z

⌦

rp'dx,
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ou ainda, podemos reescrever a igualdade acima da seguinte forma:

(u0(t), ') + ⌫
2X

i=1

Z

⌦

2X

j=1

@2ui(t)

@x2
j

'idx+ b(u(t), u(t), ') = (f(t), ')� (rp, '),

ou seja,

(u0(t), ') + ⌫a(u(t), ') + b(u(t), u(t), ') = (f(t), ')� (rp, ').

Como

(rp, ') =

Z

⌦

rp'dx =
2X

i=1

Z

⌦

@p

@xi

'idx = �
Z

⌦

p
2X

i=1

@'i

@xi

dx = �
Z

⌦

p div 'dx = 0,

conclúımos que, para todo ' 2 V , é satisfeita a igualdade

(u0(t), ') + ⌫a(u(t), ') + b(u(t), u(t), ') = (f(t), ') em D0(0, T ).

Visto que, V é denso em V = {v 2 (H1
0 (⌦))

2; div v = 0}, u é solução do Problema

2.7. Provando assim que, se u for solução do problema 2.6 então também será do

Problema 2.7. Mostremos agora que vale a rećıproca, para isto consideremos na equação

(2.35) v = ' 2 V , para n = 2 e assim sendo

(u0(t), ') + ⌫a(u(t), ') + b(u(t), u(t), ') = (f(t), ').

Como
R
⌦ p div 'dx = 0, podemos reescrever a igualdade acima da seguinte forma:

(u0(t), ') + ⌫a(u(t), ') + b(u(t), u(t), ') = (f(t), ') +

Z

⌦

p div 'dx,

ou ainda,

2X

i=1

Z

⌦

u0
i(t)'idx+ ⌫

2X

i=1

2X

j=1

Z

⌦

@ui(t)

@xj

@'i

@xj

dx+
2X

i=1

2X

j=1

Z

⌦

uj
@ui

@xj

'idx =

2X

i=1

Z

⌦

fi(t)'idx+

Z

⌦

p
2X

i=1

@'i

@xi

dx.

Usando o teorema de Green em alguns termos da equação acima obtemos

2X

i=1

Z

⌦

u0
i(t)'idx� ⌫

2X

i=1

2X

j=1

Z

⌦

@2ui(t)

@x2
j

'idx+
2X

i=1

2X

j=1

Z

⌦

uj
@ui

@xj

'idx =
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2X

i=1

Z

⌦

fi(t)'idx�
Z

⌦

2X

i=1

@p

@xi

'idx,

implicando

2X

i=1

Z

⌦

u0
i(t)'idx� ⌫

2X

i=1

Z

⌦

�ui(t)'idx+
2X

i=1

2X

j=1

Z

⌦

uj
@ui

@xj

'idx =

2X

i=1

Z

⌦

fi(t)'idx�
2X

i=1

Z

⌦

@p

@xi

'idx,

resultando assim

*
u0 � ⌫�ui +

2X

j=1

uj
@ui

@xj

� fi +
@p

@xi

, 'i

+

D0(Q),D(Q)

= 0, para todo 'i com, i = 1, 2.

Portanto

u0 � ⌫�u+
nX

j=1

uj
@u

@xj

= f �rp em D0(Q).

Teorema 2.8. Dados f 2 L2(0, T ;V 0) e u0 2 H. Então existe uma única solução u

satisfazendo as condições:

u 2 L2(0, T ;V ) \ L1(0, T ;H); (2.37)

u0 2 L2(0, T ;V 0); (2.38)

(u0(t), v) + ⌫a(u(t), v) + b(u(t), u(t), v) = (f(t), v) em D0(0, T ), (2.39)

para todo v 2 V ;

u(0) = u0. (2.40)

Na demonstração do Teorema 2.8 usaremos o método de Faedo-Galerkin que con-

siste em obter a solução do problema por meio de soluções aproximadas de proble-

mas análogos em dimensão finita. É fundamental a obtenção de estimativas sobre as

soluções aproximadas permitindo a obtenção de sequências convergentes. Porém, antes

mostraremos alguns lemas técnicos que ajudarão na demonstração do Teorema 2.8.

Lema 2.9. Seja ⌦ ✓ R2 aberto, limitado e regular, então para todo u 2 H1
0 (⌦) temos

||u||2L4(⌦) 
p
2||u||H1

0 (⌦)|u|L2(⌦).

Prova: Seja u 2 D(⌦), consideremos ũ = u em ⌦ e nula em R2 \ ⌦ então

ũ2(x1, x2) =

Z x1

�1

@ũ2(s, x2)

@s
ds =

Z x1

�1
2ũ(s, x2)

@ũ(s, x2)

@s
ds
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e assim sendo temos a desigualdade abaixo

|ũ2(x1, x2)|  2

Z x1

�1
|ũ(s, x2)|

�����
@ũ(s, x2)

@s

�����ds  2

Z +1

�1
|ũ(s, x2)|

�����
@ũ(s, x2)

@s

�����ds = v(x2).

Procedendo analogamente ao que foi feito anteriormente obtemos

|ũ2(x1, x2)|  2

Z +1

x2

|ũ(x1, s)|
�����
@ũ(x1, s)

@s

�����ds  2

Z +1

�1
|ũ(x1, s)|

�����
@ũ(x1, s)

@s

�����ds = v(x1).

Multiplicando membro a membro as duas desigualdades acima chegamos a desigualdade

|ũ4(x1, x2)|  v(x1)v(x2), para todo (x1, x2) 2 R2.

Observando que v1, v2 2 L1(⌦) então pelo teorema de Tonelli temos (v1, v2) 2
L1(R2) e Z

R2

|ũ(x1, x2)|4dx 
Z

R2

v(x1)v(x2)dx < +1, x = (x1, x2).

Usando a desigualdade acima e o teorema de Fubini obtemos

Z

R2

|ũ(x1, x2)|4dx 
Z

R
v(x1)dx1

Z

R
v(x2)dx2. (2.41)

No entanto, da definição de v(x2) e da desigualdade de Hölder conclúımos

Z

R
v(x2)dx2 = 2

Z

R

Z

R
|ũ(x1, x2)|

�����
@ũ(x1, x2)

@x1

�����dx1dx2

 2

 Z

R2

|ũ(x1, x2)|2dx1dx2

!1/2 Z

R2

�����
@ũ(x1, x2)

@x1

�����

2

dx1dx2

!1/2

= 2|ũ|L2(R2)

�����
@ũ

@x1

�����
L2(R2)

. (2.42)

Analogamente temos

Z

R
v(x1)dx1  2|ũ|L2(R2)

�����
@ũ

@x2

�����
L2(R2)

. (2.43)

Usando as desigualdades (2.41), (2.42) e (2.43) conclúımos

Z

R2

|ũ(x1, x2)|4dx  4|ũ|2L2(R2)

�����
@ũ

@x1

�����
L2(R2)

�����
@ũ

@x2

�����
L2(R2)

.
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O que implica, aplicando na desigualdade acima a desigualdade 2ab  a2 + b2, que

Z

R2

|u(x1, x2)|4dx  2|ũ|2L2(R2)

"�����
@ũ

@x1

�����

2

L2(R2)

+

�����
@ũ

@x2

�����

2

L2(R2)

#
,

ou seja,

||ũ||4L4(R2)  2|ũ|2L2(R2)||ũ||2H1
0 (R2).

Considerando ũ 2 ⌦ temos

||u||4L4(⌦)  2|u|2L2(⌦)||u||2H1
0 (⌦).

Implicando em

||u||2L4(⌦) 
p
2|u|L2(⌦)||u||H1

0 (⌦).

Como D(R2) é denso em H1(R2), segue o que desejávamos. ⌅

Lema 2.10. Se u, v 2 L2(0, T ;V ) \ L1(0, T ;H), então B(u, v) 2 L2(0, T ;V 0).

Prova: Para toda w 2 V, pelo Lema 2.5 e pela desigualdade de Hölder, procedendo

de forma análoga ao que foi feito na demonstração do Lema 2.4, obtemos

|hB(u(t), v(t)), wi| = |b(u(t), v(t), w)| = |b(u(t), w, v(t))|
 C1||u(t)||(L4(⌦))2 ||w||V ||v(t)||(L4(⌦))2 ,

onde

B(u(t), v(t)) 2 V 0

e

||B(u(t), v(t))||V 0  C2||u(t)||(L4(⌦))2 ||v(t)||(L4(⌦))2 .

Por outro lado, em virtude da desigualdade de Hölder chegamos a

||u(t)||(L4(⌦))2 =
2X

i=1

||ui(t)||L4(⌦) 
p
2

 
2X

i=1

||ui(t)||2L4(⌦)

!1/2

.

Pelo Lema 2.9 obtemos:
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p
2

 
2X

i=1

||ui(t)||2L4(⌦)

!1/2


p
2

 
2X

i=1

p
2||ui(t)||L2(⌦)||ui(t)||H1

0 (⌦)

!1/2

=
p
2

qp
2

 
2X

i=1

||ui(t)||L2(⌦)||ui(t)||H1
0 (⌦)

!1/2

.

Novamente pela desigualdade de Hölder

||u(t)||(L4(⌦))2  23/4
 
||u(t)||V

 
2X

i=1

|ui(t)|2L2(⌦)

!1/2!1/2

= 23/4||u(t)||1/2V

  
2X

i=1

|ui(t)|2L2(⌦)

!1/2!1/2

 23/4||u(t)||1/2V |u(t)|1/2H ,

ou seja,

||u(t)||(L4(⌦))2  23/4||u(t)||1/2V |u(t)|1/2H .

Como por hipótese u 2 L1(0, T ;H), vale a desigualdade:

||u(t)||(L4(⌦))2  23/4(|u(t)|L1(0,T ;H))
1/2||u(t)||1/2V  C3||u(t)||1/2V . (2.44)

Analogamente

||v(t)||(L4(⌦))2  C4||v(t)||1/2V . (2.45)

Resulta das desigualdades (2.44) e (2.45)

||u(t)||(L4(⌦))2 ||v(t)||(L4(⌦))2  C5||u(t)||1/2V ||v(t)||1/2V . (2.46)

Então

||B(u(t), v(t))||V 0  C5||u(t)||1/2V ||v(t)||1/2V .

Usando a desigualdade de Young chegamos a

||B(u(t), v(t))||2V 0  C5
2||u(t)||V ||v(t)||V  C5

2

2
{||u(t)||2V + ||v(t)||2V }.

Logo Z T

0

||B(u(t), v(t))||2V 0dt  C6

"Z T

0

||u(t)||2V dt+
Z T

0

||v(t)||2V dt
#
.

Como u, v 2 L2(0, T ;V ), B(u, v) 2 L2(0, T ;V 0) como queŕıamos. ⌅
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A partir de agora provaremos o Teorema 2.8.

Existência: Considerando as definições dos conjuntos, V , V eH obtemos a seguinte

cadeia de imersões:

V ✓ V ✓ H.

Passando o fecho em (L2(⌦))2 na cadeia acima, temos

V ✓ V ✓ H.

Como H = V então

H = V . (2.47)

Logo a imersão de V em H é compacta. Consideremos então o operador A definido

pela terna {V,H; ((., .))V }, (cf. Milla [18]), onde

D(A) = {u 2 V ; existe f 2 H, tal que (f, v)H = ((u, v))V , para todo v 2 V },

Au = f.

Se u 2 D(A) então

(Au, v)H = ((u, v))V , para todo v 2 V. (2.48)

Pondo Au = (⇠1, ⇠2) obtemos

2X

i=1

(⇠i, vi)L2(⌦) =
2X

i=1

((ui, vi))H1
0 (⌦).

Em particular, tomando v = ' 2 V resulta

2X

i=1

h⇠i, 'iiD0(⌦),D(⌦) =
2X

i=1

(rui,r'i)L2(⌦),

ou ainda,
2X

i=1

h⇠i, 'iiD0(⌦),D(⌦) =
2X

i=1

h��ui, 'iiD0(⌦),D(⌦),

e como Au = (⇠1, ⇠2), segue que

hAu, 'iV 0,V = h��u, 'iV 0,V .

Portanto

Au = ��u em V 0, para todo u 2 D(A),
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com ��u = (��u1,��u2).

Por outro lado, conforme o teorema Espectral, temos a existência de uma sequência

(wi) formada por auto-funções do operador A, cujos valores próprios (�i) satisfazem:

0 < �1  �2  �3  ...  �i, �i ! +1 (i ! +1).

Além disso,

(wi) é um sistema ortonormal completo em H ;

 
wi

�1/2i

!
é um sistema ortonormal completo em V ;

 
wi

�i

!
é um sistema ortonormal completo em D(A) .

Observando a igualdade (2.48) temos

(Awi, v)H = ((wi, v))V , para todo v 2 V,

ou seja,

�i(wi, v)H = ((wi, v))V , para todo v 2 V. (2.49)

Como (wi) é um sistema ortonormal completo em H podemos escrever

u =
+1X

i=1

(u, wi)wi, para todo u 2 H (2.50)

e pelo teorema de Parseval

|u|2H =
+1X

i=1

|(u, wi)|2, para todo u 2 H, (2.51)

que define uma norma para u em H.

Como

 
wi

�1/2i

!
é um sistema ortonormal completo em V, obtemos

u =
+1X

i=1

  
u,

wip
�i

!!

V

wip
�i
, para todo u 2 V (2.52)

e assim sendo, temos do teorema de Parseval e de (2.49)

||u||2V =
+1X

i=1

�����

  
u,

wip
�i

!!

V

�����

2

=
+1X

i=1

�����
�i(u, wi)p

�i

�����

2

=
+1X

i=1

�i|(u, wi)|2 (2.53)
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que define uma norma para u em V.

Lembremos que o operador A admite uma extensão, (cf. Milla [18]), Ã : V ! V 0

definido por

hÃu, viV 0,V = ((u, v))V , para todo v 2 V,

extensão esta que é uma bijeção isométrica e auto-adjunta e portanto admite inversa

isométrica e auto-adjunta.

[Ã]�1 : V 0 ! V.

Assim sendo, para v 2 V 0 temos de (2.53)

||v||2V 0 = ||[Ã]�1v||2V =
+1X

i=1

�i|([Ã]�1v, wi)H |2

=
+1X

i=1

�i|hv, [Ã]�1wiiV 0,V |2

=
+1X

i=1

�i

�����

*
v,

wi

�i

+

V 0,V

�����

2

=
+1X

i=1

1

�i
|hv, wiiV 0,V |2,

ou seja,

||v||2V 0 =
+1X

i=1

1

�i
|hv, wiiV 0,V |2 (2.54)

que define uma norma para v em V 0.

Sistema Aproximado: Consideremos os vetores (wi), solução de

((wi, v))V = �i(wi, v)H ,

obtido anteriormente e representemos por Vm o subespaço de V de dimensão m gerado

pelos m primeiros vetores

w1, w2, ..., wm.

Para cada m, consideremos um 2 Vm, de modo que, a seguinte igualdade é satisfeita

(u0
m(t), v) + ⌫a(um(t), v) + b(um(t), um(t), v) = (f(t), v), para todo v 2 Vm, (2.55)

um(0) = u0m, sendo lim u0m = u0, em H. (2.56)

40



Equações de Navier-Stokes em domı́nios limitados do R2 Caṕıtulo 2

Para escrevermos a equação (2.55) explicitamente, substituamos

um(t) =
mX

j=1

gjm(t)wj

e tomemos v = wi, assim sendo, obtemos

 
mX

j=1

g0jm(t)wj, wi

!
+⌫a

 
mX

j=1

gjm(t)wj, wi

!
+b

 
mX

j=1

gjm(t)wj,
mX

j=1

gjm(t)wj, wi

!
= (f(t), wi).

Como a(um, wi) = ((um, wi)) = �i(um, wi) = �i

 
mX

j=1

gim(t)wj, wi

!
, podemos escre-

ver a igualdade anterior da seguinte forma:

g0im(t) + ⌫�igim(t) + b

 
mX

j=1

gjm(t)wj,
mX

j=1

gjm(t)wj, wi

!
= (fi, wi) (2.57)

i = 1, 2, ...,m.

Relativamente a condição inicial, obtemos

u0m =
mX

j=1

gjm(0)wj, gim(0) = cim(t) (2.58)

Usando o teorema de Caractheodory,( Teorema 1.11), o sistema (2.57)-(2.58) pos-

sui uma solução (gjm)1im em um intervalo [0, tm). As estimativas obtidas a seguir

garantem, via o teorema do Prolongamento, que o sistema aproximado acima possui

solução no intervalo [0, T ).

Estimativa I: Tomando v = um(t) na equação (2.55) obtemos

(u0
m(t), um(t)) + ⌫((um(t), um(t))) + b(um(t), um(t), um(t)) = (f(t), um(t)),

visto que,

(u0
m(t), um(t)) =

1

2

d

dt
(um(t), um(t)) =

1

2

d

dt
|um(t)|2,

((um(t), um(t))) = ||um(t)||2

e

b(um(t), um(t), um(t)) = 0,

pois pelo Lema 2.5 b(um(t), um(t), um(t)) + b(um(t), um(t), um(t)) = 0. Portanto, pela

desigualdade de Cauchy-Schwarz e pela desigualdade elementar ab  1

2
(a2 + b2), obte-
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mos

1

2

d

dt
|um(t)|2 + ⌫||um(t)||2  ||f(t)||V 0 ||um(t)||V

=
1p
⌫
||f(t)||V 0

p
⌫||um(t)||V

 1

2⌫
||f(t)||2V 0 +

⌫

2
||um(t)||2V ,

ou seja,
1

2

d

dt
|um(t)|2 + ⌫||um(t)||2  1

2⌫
||f(t)||2V 0 +

⌫

2
||um(t)||2V ,

ou ainda,
1

2

d

dt
|um(t)|2 + ⌫

2
||um(t)||2  1

2⌫
||f(t)||2V 0 ,

resultando assim na seguinte desigualdade:

d

dt
|um(t)|2 + ⌫||um(t)||2  1

⌫
||f(t)||2V 0 . (2.59)

Integrando a desigualdade (2.59) de 0 a t  tm, obtemos

Z t

0

d

dt
|um(s)|2ds+ ⌫

Z t

0

||um(s)||2ds  1

⌫

Z t

0

|f(s)|2V 0ds,

porém, da hipótese sobre u0m

|u0m|2  C1.

Logo, obtemos a estimativa

|um(t)|2 + ⌫

Z t

0

||um(s)||2ds  C, (2.60)

onde C independe de m.

A estimativa (2.60) nos garante encontrarmos estimativa para |um(t)| na norma de

H, independemente de m e t em [0, tm). Como já foi citado anteriormente podemos

prolongar a solução a todo intervalo [0, T ). Além disso, a sequência (um) é limitada

em L1(0, T ;H) e L2(0, T ;V ).

Estimativa II: Identificando H com seu dual H 0 conclúımos do nosso sistema

aproximado que

hu0
m(t), wjiV 0,V + ⌫h��um(t), wjiV 0,V + hB(um(t), um(t)), wjiV 0,V = hf(t), wjiV 0,V ,

j = 1, 2, ...,m.
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Para cada m 2 N considerando

hm(t) = f(t) + ⌫�um(t)� B(um(t), um(t)), u0
m(t) 2 V 0 (2.61)

chegamos a

hhm(t), wjiV 0,V = hu0
m(t), wjiV 0,V , j = 1, 2, ...,m, para todo m 2 N.

Logo

mX

j=1

1

�j
|hhm(t), wjiV 0,V |2 =

mX

j=1

1

�j
|hu0

m(t), wjiV 0,V |2, para todo m 2 N.

Assim sendo obtemos da definição da norma de u0
m em V 0,

||u0
m(t)||2V 0 =

+1X

j=1

1

�j
|hu0

m(t), wjiV 0,V |2 =
+1X

j=1

1

�j
| d
dt
(um(t), wj)|2.

Como (um(t), wj) = 0, se j � m+ 1, temos

||u0
m(t)||2V 0 =

mX

j=1

1

�j
| d
dt
(um(t), wj)|2

=
mX

j=1

1

�j
|hu0

m(t), wjiV 0,V |2

=
mX

j=1

1

�j
|hhm(t), wjiV 0,V |2


+1X

j=1

1

�j
|hhm(t), wjiV 0,V |2 = ||hm(t)||2V 0 .

Portanto

||u0
m(t)||2V 0  ||hm(t)||2V 0 , para todo m 2 N.

Por outro lado, temos

||hm(t)||V 0  ||f(t)||V 0 + ⌫||�um(t)||V 0 + ||B(um(t), um(t))||V 0 ,

onde sendo um limitada em L2(0, T ;V ), conclúımos que B(um, um) também será limi-
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tada em L2(0, T ;V ) e sendo �� pertencente a L(V, V 0), f 2 L2(0, T ;V 0) segue

||hm(t)||V 0  ||f(t)||V 0 + ⌫||um(t)||V + C||um(t)||1/2||um(t))||1/2

= ||f(t)||V 0 + (⌫ + C)||um(t)||.

Logo obtemos a desigualdade

Z T

0

||hm||2V 0dx 
Z T

0

||f ||2V 0dx+

Z T

0

2(⌫ + C)||f ||V 0 ||um||dx+

Z T

0

(⌫ + C)2||um||2dx  C.

Portanto, a sequência (hm) é limitada em L2(0, T, V 0) e da desigualdade

||u0
m(t)||2V 0  ||hm(t)||2V 0 ,

chegamos a estimativa

Z T

0

||u0
m(t)||2V 0 

Z T

0

||hm(t)||2V 0 < C,

resultando, assim que a sequência (u0
m) é limitada em L2(0, T ;V 0).

Portanto conseguimos subsequências das sequências (um) e (u0
m), as quais ainda

denotaremos por (um) e (u0
m) tais que: (um) converge fraco para u em L2(0, T ;V )

e converge fraco estrela para u em L1(0, T ;H), e (u0
m) converge fraco para u0 em

L2(0, T ;V 0).

No entanto estas convergências não são suficientes para passarmos o limite na nossa

equação aproximada, faltando a convergência do termo não linear b(um, um, v). Por este

motivo trataremos este termo de forma especial.

Convergência do termo não linear: Mostraremos agora que b(um, um, v) con-

verge para b(u, u, v), para todo v 2 V, no sentido de Lp(0, T ), para algum p � 1.

Usando o Lema 2.5,

b(um, um, v) = �b(um, v, um) = �
2X

i,j=1

Z

⌦

umj

@vi
@xj

umidx.

Como v 2 V,
@vi
@xj

2 L2(⌦) e sendo H1
0 (⌦) ✓ L4(⌦) quando n = 2, com esta imersão

sendo cont́ınua, obtemos

Z

⌦

|umiumj|2dx =

Z

⌦

|umi|2|umj|2dx
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
 Z

⌦

|umi|4dx
!1/2 Z

⌦

|umj|4dx
!1/2

= |umi|2L4(⌦)|umj|2L4(⌦)

 (
p
2|umi|L2(⌦)||umi||H1

0 (⌦))(
p
2|umj|L2(⌦)||umj||H1

0 (⌦))

= 2|umi|L2(⌦)|umj|L2(⌦)||umi||H1
0 (⌦)||umj||H1

0 (⌦).

Como (um) é limitado em L1(0, T ;H), a seguinte desigualdade é satisfeita

Z

⌦

|umiumj|2dx  C0||umi||H1
0 (⌦)||umj||H1

0 (⌦).

Integrando a desigualdade acima de 0 a T chegamos a

Z T

0

Z

⌦

|umiumj|2dxdt  C

"Z T

0

||umi||2H1
0 (⌦)dt+

Z T

0

||umj||2H1
0 (⌦)dt

#
,

resultando assim que umiumj é limitada em L2(0, T ;L2(⌦)) = L2(Q). Portanto existe

uma subsequência de (umiumj), a qual ainda denotaremos por (umiumj), que converge

fraco para �i,j em L2(0, T ;H). Identificando H com seu dual H 0, temos a cadeia de

imersões abaixo

V ,! H ⌘ H 0 ,! V 0,

com a imersão de V em H sendo compacta.

Usando as limitações das sequências (um) e (u0
m) em L2(0, T ;V ) e L2(0, T ;V 0) res-

pectivamente, constatamos que a sequência (um) é limitada no espaço

W = {w;w 2 L2(0, T ;V ) e w0 2 L2(0, T ;V 0)}.

Resultando assim pelo teorema de Aubin-Lions ( Teorema 1.22) a existência de

uma subsequência de (um), que ainda denotaremos por (um), que converge forte para

u em L2(0, T ;H) e quase sempre em Q. Logo (umi) converge quase sempre para ui em

Q e assim sendo, (umiumj) converge quase sempre para uiuj em Q e usando o lema de

Lions, (umiumj) converge fraco para uiuj em L2(Q). Portanto �i,j = uiuj.

Para todo  (x, t) 2 L2(0, T ;H) = L2(Q)

lim
m!+1

Z

Q

umiumj (x, t)dxdt =

Z

Q

uiuj (x, t)dxdt (2.62)

e para cada v 2 V ,
@vi
@xj

2 L2(⌦), assim sendo, tomando ✓ 2 L2(0, T ) a função
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 (x, t) =
@vi
@xj

✓(t) 2 L2(0, T ;H), para i, j = 1, 2, substituindo  (x, t) em (2.62) chega-

mos a

lim
m!+1

Z T

0

 Z

⌦

umiumj

@vi
@xj

dx

!
✓(t)dt =

Z T

0

 Z

⌦

uiuj
@vi
@xj

dx

!
✓(t)dt,

ou seja,

lim
m!+1

(b(um, um, v), ✓) = (b(u, u, v), ✓), para todo ✓ 2 L2(0, T ),

implicando assim na igualdade

lim
m!+1

b(um, um, v) = b(u, u, v) em L2(0, T ). (2.63)

Passagem ao limite: Usando as convergências de (um) e (u0
m) em L2(0, T ;V ) e

L2(0, T ;V 0) respectivamente, temos

hum, wi ! hu, wi, para todo w 2 L2(0, T ;V ) (2.64)

e

hu0
m, wi ! hu0, wi, para todo w 2 L2(0, T ;V ) ✓ L2(0, T ;V 0), (2.65)

assim sendo, multiplicando nossa equação aproximada por ✓ 2 D(0, T ) e integrando

em [0, T ) temos a igualdade

Z T

0

hu0
m, wii✓(t)dt+ ⌫

Z T

0

((um, wi))✓(t)dt+

Z T

0

b(um(t), um(t), wi)✓(t)dt

=

Z T

0

(f(t), wi)✓(t)dt, para todo wi 2 Vm.

Como (wi) ✓ Vm é uma base Hilbertiana de V , podemos reescrever a equação acima

para todo v 2 V , ou seja,

Z T

0

d

dt
(um, v)✓(t)dt+ ⌫

Z T

0

((um, v))✓(t)dt+

Z T

0

b(um(t), um(t), v)✓(t)dt =

Z T

0

(f(t), v)✓(t)dt, para todo v 2 V, (2.66)

ou ainda,

�
Z T

0

(um(t), v)✓
0(t)dt+ ⌫

Z T

0

((um(t), v))✓(t)dt+

Z T

0

b(um(t), um(t), v)✓(t)dt =

46



Equações de Navier-Stokes em domı́nios limitados do R2 Caṕıtulo 2

Z T

0

(f(t), v)✓(t)dt, para todo v 2 V.

Tomando w = ✓v 2 D(0, T ;V ), com v 2 V e ✓ 2 D(0, T ) obtemos as seguintes

igualdades:

�
Z T

0

(um(t), v)✓
0(t)dt =

Z T

0

d

dt
(um(t), v)✓(t)dt

=

Z T

0

hu0
m(t), vi✓(t)dt

= hu0
m, v✓i

e

�
Z T

0

(u(t), v)✓0(t)dt =

Z T

0

d

dt
(u(t), v)✓(t)dt

=

Z T

0

d

dt
hu(t), vi✓(t)dt

= hu0, v✓i.

Observando a convergência dada por (2.65) chegamos à convergência

hu0
m, v✓i ! hu0, v✓i, quando m ! 1.

Portanto

�
Z T

0

(um(t), v)✓
0(t)dt ! �

Z T

0

(u(t), v)✓0(t)dt, quando m ! 1. (2.67)

Tomando agora w = ✓v 2 D(0, T ;V ), com v 2 V e ✓ 2 D(0, T ) e usando a

convergência (2.64) temos

⌫

Z T

0

((um(t), v))✓(t)dt = ⌫

Z T

0

hum(t), vi✓(t)dt = hum, v✓i

! hu, v✓i = ⌫

Z T

0

((u(t), v))✓(t)dt, quando m ! 1,

ou seja,

⌫

Z T

0

((um(t), v))✓(t)dt ! ⌫

Z T

0

((u(t), v))✓(t)dt, quando m ! 1. (2.68)

Considerando as convergências (2.63), (2.67) e (2.68) obtemos a seguinte igualdade
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Z T

0

hu0(t), vi✓(t)dt+ ⌫

Z T

0

((u(t), v))✓(t)dt+

Z T

0

b(u(t), u(t), v)✓(t)dt =

Z T

0

(f(t), v)✓(t)dt, para todo v 2 V,

ou ainda,

Z T

0

d

dt
(u(t), v)✓(t)dt+ ⌫

Z T

0

((u(t), v))✓(t)dt+

Z T

0

b(u(t), u(t), v)✓(t)dt =

Z T

0

(f(t), v)✓(t)dt, para todo v 2 V.

Resultando em

*
d

dt
(u(t), v) + ⌫((u(t), v)) + b(u(t), u(t), v)� (f(t), v), ✓

+
= 0, para todo ✓ 2 D(0, T ).

Assim sendo

d

dt
(u(t), v) + ⌫((u(t), v)) + b(u(t), u(t), v) = (f(t), v), para todo v 2 V, (2.69)

no sentido de D0(0, T ). Portanto

(u0(t), v) + ⌫((u(t), v)) + b(u(t), u(t), v) = (f(t), v), para todo v 2 V, (2.70)

no sentido de D0(0, T ), provando assim que u é solução fraca do sistema de Navier-

Stokes, para o caso de n = 2.

Condição inicial: Inicialmente notemos que pelo fato de

u 2 L2(0, T ;V ) \ L1(0, T ;H);

u0 2 L2(0, T ;V 0)

então

u 2 C0([0, T ];V 0),

assim faz sentido falar em u(0) e u(T ). Provemos então que

u(0) = u0.

Seja ✓ 2 C1([0, T ]) tal que ✓(0) = 1 e ✓(T ) = 0, assim sendo, temos a convergência
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Z T

0

d

dt
(um(t), wj)✓(t)dt !

Z T

0

d

dt
(u(t), wj)✓(t)dt, quando m ! 1.

Integrando por partes, obtemos

lim
m!+1

"
(um(T ), wj)✓(T )� (um(0), wj)✓(0)�

Z T

0

(um(t), wj)✓
0(t)dt

#
=

(u(T ), wj)✓(T )� (u(0), wj)✓(0)�
Z T

0

(u(t), wj)✓
0(t)dt.

Como ✓(0) = 1, ✓(T ) = 0 e

Z T

0

(um(t), wj)✓
0(t)dt !

Z T

0

(u(t), wj)✓
0(t)dt, quando m ! 1,

conclúımos a seguinte igualdade:

lim
m!+1

�(um(0), wj) = �(u(0), wj). (2.71)

Sendo um(0) = u0m convergente para u0 2 H resulta

lim
m!+1

�(um(0), wj) = lim
m!+1

�(u0m, wj) = �(u0, wj), para todo j. (2.72)

Comparando os limites (2.71) e (2.72) e pela unicidade do limite

(u(0), wj) = (u0, wj).

Como (wj) é denso em H, obtemos

(u(0), w) = (u0, w), 8w 2 H.

Portanto

u(0) = u0.

Unicidade: Como u 2 L2(0, T ;V ) \ L1(0, T ;H) e u0 2 L2(0, T ;V 0), faz sentido

calcularmos hu0, viV 0,V para todo v 2 V . Sejam u e û duas soluções nas condições do

Teorema 2.5, com n = 2. Fazendo w = u� û obtemos

(w0(t), v) + ⌫a(w(t), v) + b(w(t), w(t), v) = 0,

ou seja,

(w0(t), v) + ⌫a(w(t), v) + b(u(t), u(t), v)� b(û(t), û(t), v) = 0; (2.73)
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para todo v 2 V, no sentido de D0(0, T ). Além disso,

w(0) = 0. (2.74)

Observação 2.3. Para todos u, v 2 V, temos

b(u, u, v)� b(û, û, v) = b(u� û+ û, u, v)� b(û� u+ u, û� u+ u, v)

= b(u� û, u, v) + b(û, u, v)� b(û� u, û� u, v)� b(û� u, u, v)

� b(u, û� u, v)� b(u, u, v)

= b(w, u, v)� b(�w,�w, v)� b(�w, u, v)� b(u,�w, v)

+ b(û, u, v)� b(u, u, v)

= b(w, u, v)� b(w,w, v) + b(w, u, v) + b(u, w, v) + b(w, u, v)

= b(w, u, v)� b(w, u, v) + b(w, u, v)� b(w,w, v) + b(u, w, v)

= b(w, u, v) + b(u, w, v)� b(w,w, v).

Utilizando a Observação 2.3 na igualdade (2.73) resulta

(w0, v) + ⌫a(w, v) + b(w, u, v) + b(u, w, v)� b(w,w, v) = 0, (2.75)

para todo v 2 V, no sentido de D0(0, T ). Tomando v = w 2 V em (2.75) temos

(w0, w) + ⌫a(w,w) + b(w, u, w) + b(u, w, w)� b(w,w,w) = 0,

ou seja

1

2

d

dt
|w(t)|2 + ⌫a(w,w) + b(w, u, w) + b(u, w, w)� b(w,w,w) = 0,

ainda podemos reescrever a igualdade acima da seguinte forma:

1

2

d

dt
|w(t)|2 + ⌫

2X

i=1

Z

⌦

rwrwdx+ b(w, u, w) = 0,

implicando em
1

2

d

dt
|w(t)|2 + ⌫(rw,rw) + b(w, u, w) = 0.

Usando a continuidade de b(u, v, w) segue a desigualdade

1

2

d

dt
|w(t)|2 + ⌫||wi||2V = �b(w, u, w)
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 C|w|(L4(⌦))2 ||u||V |w|(L4(⌦))2

= C|w|2(L4(⌦))2 ||u||V .

Considerando o Lema 2.9 e a desigualdade 2ab  a2 + b2 obtemos

1

2

d

dt
|w(t)|2 + ⌫||wi||2V  C|w|2(L4(⌦))2 ||u||V

 C
p
2||w||V |w|H ||u||V

=

p
2
p
⌫p

2
||w(t)||V C

p
2p
⌫

|w(t)|||u(t)||V

 ⌫||w(t)||2 + 2C2

⌫
|w(t)|2||u(t)||2V ,

ou seja,
d

dt
|w(t)|2  2C2

⌫
|w(t)|2||u(t)||2V .

Integrando a desigualdade acima e usando o fato que w(0) = 0, temos

Z t

0

d

ds
|w(s)|2ds 

Z t

0

2C2

⌫
|w(s)|2||u(s)||2V ds,

resultando,

|w(t)|2  2C2

⌫

Z t

0

|w(s)|2||u(s)||2V ds.

Como |w(s)|2 2 L1(0, T ), ||u(s)||2V 2 L2(0, T ) e pelo lema de Gronwall,

|w(t)|2 = 0, para todo t 2 [0, T ].

Provando assim a unicidade da solução u do problema de Navier-Stokes para o caso

n = 2. ⌅
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Caṕıtulo 3

Equações de Navier-Stokes em

domı́nios limitados do Rn com n  4

Neste caṕıtulo mostraremos a existência de solução para a formulação variacional

das equações de Navier-Stokes, no caso n  4. Além disso, provaremos um teorema que

garante a unicidade da solução u para o problema de Stokes, caso estacionário, quando

a viscosidade ⌫ é grande ou quando ||f ||V 0 é pequena também para o caso n  4. Para

maiores detalhes ver: Adams [1], Aubin [2], Coddington-Levinson [4], Ladyzhenskaya

[6], Leray [7], Lions [8], [9], [10] e [11], Lions-Magenes [12], Tartar [20] e Temam [21].

3.1 Equações de Navier-Stokes

Consideremos as equações de Navier-Stokes no Rn.

������������

@ui

@t
� ⌫�ui +

nX

i=1

ui
@ui

@xj

= f � @p

@xi

; ⌫ > 0, com i, j = 1, 2, ..., n, em Q,

div u = 0, em Q

u = 0 sobre ⌃,

u(x, 0) = u0(x) em ⌦.

(3.1)

Aqui � é a fronteira de ⌦, aberto limitado do Rn e Q = ⌦ ⇥ (0, T ); T > 0 com

fronteira lateral ⌃ = �⇥ (0, T ).

Embora tenha sido feita a formulação fraca no caso R2, faremos aqui para efeito de

auto-suficiência. Para isto usemos a mesma notação fixada no caṕıtulo anterior.

A prinćıpio multipliquemos a equação (3.1)1 por vi e integremos em ⌦, assim sendo,

52



Equações de Navier-Stokes em domı́nios limitados do Rn com n  4 Caṕıtulo 3

temos

Z

⌦

@ui(t)

@t
vidx� ⌫

Z

⌦

�ui(t)vidx+
nX

j=1

Z

⌦

uj(t)
@ui(t)

@xj

vidx =

Z

⌦

fividx�
Z

⌦

@p

@xi

vidx.

Aplicando convenientemente a fórmula de Green e notando que vi = 0 em �, obtemos

Z

⌦

@ui(t)

@t
vidx+ ⌫

nX

j=1

Z

⌦

@ui(t)

@xj

@vi
@xj

dx+
nX

j=1

Z

⌦

uj(t)
@ui(t)

@xj

vidx =

Z

⌦

fividx+

Z

⌦

p
@vi
@xi

dx.

Somando a igualdade acima em i e notando que div v = 0, temos

nX

i=1

Z

⌦

@ui(t)

@t
vidx+ ⌫

nX

i=1

nX

j=1

Z

⌦

@ui(t)

@xj

@vi
@xj

dx+
nX

i=1

nX

j=1

Z

⌦

uj(t)
@ui(t)

@xj

vidx =
nX

i=1

Z

⌦

fividx.

(3.2)

Utilizando a notação já usada anteriormente, podemos escrever a igualdade (3.2) da

seguinte forma:

(u0(t), v) + ⌫((u(t), v)) + b(u(t), u(t), v) = (f(t), v), para todo v 2 V. (3.3)

A partir disto, formulemos os seguintes problemas:

Problema 3.1. Encontrar um vetor u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), ..., un(x, t)) sendo

ui : Q ! R e uma função numérica p : Q ! R tais que

@ui

@t
� ⌫�ui +

nX

j=1

uj
@ui

@xj

= fi � @p

@xi

em D0(Q), (3.4)

para i = 1, 2, ..., n.

div u = 0, em D0(⌦), (3.5)

u = 0, em ⌃, (3.6)

u(0) = u0, em ⌦, (3.7)

onde f e u0 são conhecidas em L2(0, T ;V 0) e H respectivamente.

Problema 3.2. Dados f 2 L2(0, T ;V 0) e u0 2 H, encontrar u tal que:

u 2 L2(0, T ;V ) \ L1(0, T ;H); (3.8)

(u0(t), v) + ⌫a(u(t), v) + b(u(t), u(t), v) = (f(t), v) em D0(0, T ), (3.9)

para todo v 2 V,

div u = 0, em D0(⌦), (3.10)
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u = 0, em ⌃, (3.11)

u(0) = u0, em ⌦. (3.12)

Como no caso R2, com uma certa regularidade sobre ⌦, podemos mostrar que os

dois Problemas anteriores são equivalentes. Estudemos então o Problema 3.2 em Rn

com n  4. No entanto, antes relembremos alguns conceitos que nos serão úteis no

desenvolvimento do estudo do Problema 3.2. Temos do teorema da Imersão de Sobolev

que H1
0 (⌦) está continuamente imerso em Lq(⌦) para

1

q
=

1

2
� 1

n
, (3.13)

quando n > 2. No caso de n = 2 a imersão cont́ınua se dá em Lq(⌦) para todo

1  q < 1. Notemos que para n > 2, H1
0 (⌦) está continuamente imerso em L

2n
n�2 (⌦).

Em particular se n = 3 então H1
0 (⌦) está continuamente imerso em L6(⌦) e se n = 4

então H1
0 (⌦) está continuamente imerso em L4(⌦).

Proposição 3.3. A forma trilinear b(u, v, w) é cont́ınua em V ⇥ V ⇥ (V \ (Ln(⌦))n),

com o espaço V \ (Ln(⌦))n dotado pela norma

v 7!
 
||v||2V + ||v||2(Ln(⌦))n

!1/2

.

Prova: De fato, sejam u, v 2 V e w 2 V \ (Ln(⌦))n então ui 2 H1
0 (⌦) e

@ui

@xj

2 L2(⌦).

Usando o teorema da imersão de Sobolev, H1
0 (⌦) está continuamente imerso em Lq(⌦)

com q dado por (3.13). Se n > 2, resulta então

1
2n
n�2

+
1

2
+

1

n
=

n� 2

2n
+

1

2
+

1

n

=
2n(n� 2) + 2n2 + 4n

4n2

=
4n2 � 4n+ 2n2 + 4n

4n2

=
4n2

4n2
= 1,

ou seja,
1

q
+

1

2
+

1

n
= 1.

Logo ui 2 Lq(⌦),
@vi
@xj

2 L2(⌦) e wi 2 Ln(⌦) e assim sendo, obtemos da desigualdade
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de Hölder a seguinte desigualdade:

|b(u, v, w)| 
nX

i,j=1

Z

⌦

�����uj
@vi
@xj

wi

�����dx


nX

i,j=1

Z

⌦

|uj|
�����
@vi
@xj

�����|wi|dx


nX

i,j=1

||uj||Lq(⌦)

�����
@vi
@xj

�����
L2(⌦)

||wi||Ln(⌦).

Usando a continuidade da imersão de H1
0 (⌦) em Lq(⌦), a desigualdade de Hölder e a

desigualdade acima, chegamos a

|b(u, v, w)|  C
nX

i,j=1

||uj||H1
0 (⌦)

�����
@vi
@xj

�����
L2(⌦)

||wi||Ln(⌦)

 C
nX

i=1

||wi||Ln(⌦)

 
nX

j=1

||uj||H1
0 (⌦)

�����
@vi
@xj

�����
L2(⌦)

!

 C
nX

i=1

||wi||Ln(⌦)

 
nX

j=1

||uj||2H1
0 (⌦)

!1/2 nX

j=1

�����
@vi
@xj

�����

2

L2(⌦)

!1/2

.

Pela desigualdade de Poincaré

|b(u, v, w)|  C1

nX

i=1

||wi||Ln(⌦)

 
nX

j=1

||uj||2H1
0 (⌦)

!1/2

||vi||H1
0 (⌦).

Fazendo mais algumas manipulações conclúımos:

|b(u, v, w)|  C1

 
nX

j=1

||uj||2H1
0 (⌦)

!1/2 nX

i=1

||wi||Ln(⌦)||vi||H1
0 (⌦)

 C1||u||V
nX

i=1

||wi||Ln(⌦)||vi||H1
0 (⌦)

 C1||u||V
 

nX

i=1

||wi||2Ln(⌦)

!1/2 nX

i=1

||vi||2H1
0 (⌦)

!1/2

= C1||u||V ||w||(Ln(⌦))n ||v||V . (3.14)

Provando assim a continuidade de b(u, v, w) em V ⇥ V ⇥ (V \ (Ln(⌦))n). ⌅
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Notemos que, para n  4, devido ao teorema da Imersão de Sobolev obtemos

V \ (Ln(⌦))n = V,

assim sendo, b(u, v, w) é cont́ınua em V ⇥ V ⇥ V quando n  4. Portanto a partir de

agora suporemos sempre nesta seção n  4.

Fixados u, w 2 V , a aplicação de V em R dada por:

v ! b(u, v, w)

é uma funciconal linear cont́ınuo. Portanto fica bem definido o operador linear limitado

Bu de V em V 0. No caso n = 2, representamos este operador por B(u, u). Definindo

(Bu, v) = b(u, u, v),

sendo

|(Bu, v)| = |b(u, u, v)|  C1||u||2V ||v||V ,

ou seja,

||Bu||V 0  C1||u||2V . (3.15)

Supondo u 2 L2(0, T ;V ), ||Bu(t)||V 0 é mensurável e da desigualdade (3.15) con-

clúımos que ||Bu(t)||V 0 2 L1(0, T ) e assim sendo, quando u 2 L2(0, T ;V )

Bu 2 L1(0, T ;V 0).

Teorema 3.4. Seja ⌦ ✓ Rn limitado, com n  4.

Dados f 2 L2(0, T ;V 0), u0 2 H, (3.16)

então existe

u 2 L2(0, T ;V ) \ L1(0, T ;H), (3.17)

tal que

d

dt
(u(t), v) + ⌫((u(t), v)) + b(u(t), u(t), v) = (f(t), v) em D0(0, T ), (3.18)

para todo v 2 V,

u(0) = u0. (3.19)

Prova: Sendo V um espaço separável existe em V uma base Hilbertiana (wi). Re-

presentemos por Vm o subespaço gerado pelos vetores w1, w2, w3, ..., wm, m = 1, 2, . . .
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Sendo u0 2 H e V denso em H, u0 pode ser aproximado por vetores wi.

Problema Aproximado: Consideremos o seguinte problema aproximado: Encon-

trar um 2 Vm tal que:

(u0
m(t), v) + ⌫((um(t), v)) + b(um(t), um(t), v) = (f(t), v) para todo v 2 Vm, (3.20)

com condição inicial

um(0) = u0m ! u0 em H, quando m ! 1. (3.21)

Usando o teorema 1.11, na equação aproximada (3.20), com condições iniciais (3.21),

vemos que este possui solução em [0, tm). O prolongamento ao intervalo [0, T ) é con-

sequência das estimativas a priori feitas a seguir.

Estimativa I: Considerando em (3.20) v = um, obtemos

(u0
m(t), um(t)) + ⌫((um(t), um(t))) + b(um(t), um(t), um(t)) = (f(t), um(t)).

Procedendo analogamente ao que foi feito no caṕıtulo anterior chegamos a seguinte

desigualdade:

d

dt
|um(t)|2 + 2⌫||um(t)||2  2||f ||V 0 ||um(t)||

= 2
p
⌫||um(t)|| 1p

⌫
||f ||V 0

 ⌫||um(t)||2 + 1

⌫
||f ||2V 0 ,

Dáı obtemos
d

dt
|um(t)|2 + ⌫||um(t)||2  1

⌫
||f ||2V 0 . (3.22)

Integrando a desigualdade abaixo de 0 a t < tm, obtemos

d

dt
|um(t)|2  1

⌫
||f ||2V 0 .

Conclúımos

|um(t)|2  |u0m|2 + 1

⌫

Z T

0

||f(t)||2V dt. (3.23)

Das hipóteses sobre u0m e f, |um(t)| é uniformemente limitada em [0, tm), resultando

assim do teorema do Prolongamento, que podemos prolongar nossa solução um a todo

intervalo [0, T ). Integrando (3.22) de 0 a T obtemos
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|um(t)|2 + ⌫

Z T

0

||um(t)||dt  |u0m|2 +
Z T

0

||f(t)||2V dt.

Portanto, um pertence a um limitado de L1(0, T ;H) e a um limitado de L2(0, T ;V ).

Entretanto as duas conclusões acima não nos permitem passar o limite na nossa

equação aproximada, pois ambas dão origem à convegências fracas, nada sendo posśıvel

concluir sobre a convergência do termo não linear, além disso, não podemos obter a

convergência deste termo da mesma forma que fizemos para o caso n = 2, pois naquele

caso foi crucial a imersão de H1
0 (⌦) em L4(⌦), imersão esta que não teremos no caso

n = 3.

Para sobrepor esta dificuldade usaremos o Teorema 1.16 de imersão compacta que

nos permitirá obter uma convergência forte, permitindo assim passarmos o limite no

termo não linear b(um(t), um(t), v).

Estimativa II: Limitemos D�
t um(t), com 0 < � < 1

4 . Como citado no Caṕıtulo 1,

Seção 1.4, temos que D�
t um(t) é a transformada de Fourier inversa de (2⇡i⌧)�ûm(⌧),

ou seja,
\D�
t um(t) = (2⇡i⌧)�ûm(⌧),

supondo um(t) estendida à R.
Portanto para limitarmos D�

t um(t) em L2(R, H) é suficiente limitar (2⇡i⌧)�ûm(⌧)

em L2(R, H), isto é, devemos mostrar que

Z +1

�1
|⌧ |2�|ûm(⌧)|2d⌧ , para 0 < � <

1

4

é limitada.

Com objetivo de encontrarmos tal estimativa, escreveremos a equação (3.20) da

seguinte forma:

d

dt
(um(t), v) + ⌫((um(t), v)) + (Bum(t)v) = (f(t), v), para todo v 2 Vm. (3.24)

Representemos por g̃ a extensão nula fora de (0, T ) de uma função g definida em

(0, T ). A transformada de Fourier de g̃(t), representaremos por ĝ em vez de ˆ̃g, sendo

assim, estendendo um(t) à R, notando que ela está definida em (0, T ) temos

d

dt
(ũm(t), v)+⌫((ũm(t), v))+(Bũm(t)v) = (f̃(t), v)+(u0m, v)�0�(um(T ), v)�T , (3.25)

onde �0 e �T são respectivamente distribuições de Dirac em 0 e T . A igualdade (3.25)

é decorrente da observação feita a seguir.

Observação 3.1. Seja f uma função que apresenta descontinuidade de primeira espécie
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na orgiem, mais precisamente suponhamos que f 2 C1(R� {0}) e que os limites

lim
x!0+

f(x) = f(0+) e lim
x!0�

f(x) = f(0�),

existam e sejam finitos.

Denotaremos por f 0 a função definida com
df

dx
, para x 6= 0 e não definida para

x = 0 e suponhamos ainda que f 0 2 L1(R). Para calcular f 0, a derivada de f no sentido

das distribuições, basta observar que se � 2 C1
c (R) com suporte contido em [�N,N ],

então

hf 0, �i = �hf(x), �0(x)i = � lim
"!0

 Z �"

�N

+

Z N

"

!
f�0dx

= lim
"!0

 Z �"

�N

+

Z N

"

!
f 0(x)�(x)dx

� lim
"!0

f(x)�(x)

�����

�"

�N

+ lim
"!0

f(x)�(x)

�����

N

"

=

Z +1

�1
f 0(x)�(x)dx�

"
lim
"!0

(f(�")�(�")� f(�N)�(�N))

+ lim
"!0

(f(N)�(N)� f(")�("))

#

=

Z +1

�1
f 0(x)�(x)dx� (f(0�)�(0)� f(0+)�(0))

= f 0 + (f(0+)� f(0�))�(0),

ou seja,

hf 0, �i = f 0 + (f(0+)� f(0�))�(0). (3.26)

Um caso particular importante do que vimos anteriormente ocorre quando considera-

mos a função f dada por:

f(x) =

(
1 se x > 0,

0 se x < 0.

Obtemos assim

f(0+) = 0, f(0�) = 1, f 0 = 0,

e observando a igualdade (3.26),

hf 0, �i = �(0) = h�, �i.
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Logo a distribuição de Dirac pode ser vista como derivada de f(x). Como consequência

disto podemos dizer:

{f 0} = f 0 + [f(0+)� f(0�)]�0.

Como no nosso caso ũm(t) possui duas descontinuidades de primeira espécie em 0

e T, podemos estender a observação anterior e afirmar

(ũm(t), v)
0 =

d

dt
(ũm(t), v) + lim

x!0+
(um(t), v)�0 � lim

x!0�
(um(t), v)�0

+ lim
x!T+

(um(t), v)�T � lim
x!T�

(um(t), v)�T , (3.27)

como lim
x!0�

(um(0
�), v)�0 = 0 = lim

x!T+
(um(T

+), v)�T = 0, obtemos de (3.27) a equação

(3.25).

Como

d

dt
ûm(⌧) =

Z +1

�1
e�2⇡i⌧s d

ds
ũm(s)ds

= lim
t!1

Z +t

�t

e�2⇡i⌧s d

ds
ũm(s)ds

= lim
t!1

"
e�2⇡i⌧sũm(s)

�����

+t

�t

+ 2⇡i⌧

Z +t

�t

e�2⇡i⌧sum(s)ds

#

= 2⌧⇡iûm(⌧).

Como �̂a(⌧) = e�2⇡i⌧a, temos �̂0(⌧) = 1 e �̂T (⌧) = e�2⇡i⌧T , então, considerando a

transformada de Fourier relativa a t em ambos os membros da equação (3.25)

2⇡i(ûm(⌧), v) + ⌫((ûm(⌧), v)) + (Bûm(⌧), v) = (f̂(⌧), v) + (u0m, v)� (um(T ), v)e
�2⇡i⌧T .

(3.28)

Haja vista que,

ûm(t) =

Z +1

�1
e�2⇡i⌧tum(t)dt

=

Z +1

�1
e�2⇡i⌧t

nX

j=1

gjm(t)wjdt

=
nX

j=1

Z +1

�1
e�2⇡i⌧tgjm(t)wjdt

=
nX

j=1

wj

Z +1

�1
e�2⇡i⌧tgjm(t)dt
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=
nX

j=1

wj ĝjm(t),

ûm(t) 2 Vm e portanto podemos tomar v = ûm(t) em (3.28), obtendo assim

2⇡i⌧ |ûm(⌧)|2 + ⌫||ûm(⌧)||2 + (Bûm(⌧), ûm(⌧)) =

(f̂(⌧), ûm(⌧)) + (u0m, ûm(⌧))� (um(T ), ûm(⌧))e
�2⇡i⌧T . (3.29)

Considerando a parte imaginária de (3.29) e a seguir o valor absoluto, temos

2⇡⌧ |ûm(⌧)|2  |(Bûm(⌧), ûm(⌧))|+ |(f̂(⌧), ûm(⌧))|+ |(u0m, ûm(⌧))|+ |(um(T ), ûm(⌧))|.
(3.30)

Observação 3.2. Vimos que

||Bûm(⌧)||V 0  C||ûm(⌧)||2.

Como

ûm(⌧) =

Z +1

�1
e�2⇡i⌧tũm(t)dt =

Z T

0

e�2⇡i⌧tum(t)dt

resulta por Cauchy-Schwarz que ||ûm(t)||V satisfaz:

||ûm(t)||2V 
 Z T

0

||um(t)||V dt
!2


  Z T

0

12dt

!1/2 Z T

0

||um(t)||2V dt
!1/2!2

= T

Z T

0

||um(t)||2V dt. (3.31)

Portanto, (ûm) pertence a um limitado de L2(0, T ;V ). Logo, chegamos a estimativa

||Bûm(⌧)||V 0 < C,

onde C independe de m.

Retornando a (3.30), usando a imersão de V em H temos por meio da Observação

3.2
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|⌧ ||ûm(⌧)|2  ||B(ûm(⌧))||V 0 ||ûm(⌧)||V + ||f̂m(⌧)||V 0 ||ûm(⌧)||V
+ |u0m|H |ûm(⌧)|H + |um(T )|H |ûm(⌧)|H
 C||ûm(⌧)||2V ||ûm(⌧)||V + ||f̂m(⌧)||V 0 ||ûm(⌧)||V
+ K1|u0m|H ||ûm(⌧)||V +K2|um(T )|H ||ûm(⌧)||V

 ||ûm(⌧)||V
"
C||ûm(⌧)||2V +K1|u0m|H

+ K2|um(T )|H
#
+ ||f̂m(⌧)||V 0 ||ûm(⌧)||V

= C||ûm(⌧)||V + ||f̂m(⌧)||V 0 ||ûm(⌧)||V ,

pois |ûm(⌧)|, norma em H, é dominada por ||ûm(⌧)|| norma em V .

O nosso objetivo é provar que

Z +1

�1
|⌧ |2�|ûm(⌧)|2d⌧ < cte, para 0 < � <

1

4
. (3.32)

Entretanto, antes notemos a seguinte desigualdade

Observação 3.3. A seguinte estimativa é válida

|⌧ |2�(1 + |⌧ |1�2�)  K(�)(1 + |⌧ |), 0 < � <
1

4
.

De fato, para isto consideremos dois casos:

CASO 1: |⌧ | < 1.

Temos para este caso

|⌧ |2� < 1 < 1 + |⌧ |,

portanto
|⌧ |2�
1 + |⌧ |(1 + |⌧ |1�2�) < 1 + |⌧ |1�2� < 2.

CASO 2: |⌧ | > 1.

|⌧ |2� < |⌧ | < 1 + |⌧ |

resultando
|⌧ |2�
1 + |⌧ |(1 + |⌧ |1�2�) < K(�).

Agora de posse da desigualdade deduzida na observação anterior, mostremos que a
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limitação (3.32) é satisfeita. De fato,

|⌧ |2�|ûm(⌧)|2  K
1 + |⌧ |

1 + |⌧ |1�2�
|ûm(⌧)|2

 K

1 + |⌧ |1�2�
|ûm(⌧)|2 + K|⌧ |

1 + |⌧ |1�2�
|ûm(⌧)|2.

Notando que a parcela da direita da última desigualdade é dominada por meio de

(3.32) então

|⌧ |2�|ûm(⌧)|2  K

1 + |⌧ |1�2�
|ûm(⌧)|2+ KC|⌧ |

|⌧ |(1 + |⌧ |1�2�)
||ûm(⌧)||V+K|⌧ |||f̂m(⌧)||V 0

|⌧ |(1 + |⌧ |1�2�)
||ûm(⌧)||V .

Assim sendo, para obtermos a validade (3.32) é suficiente dominarmos as seguintes

integrais:

I1 =

Z +1

�1

CK|⌧ |||ûm(⌧)||V
|⌧ |(1 + |⌧ |1�2�)

d⌧ ;

I2 =

Z +1

�1

K|ûm(⌧)|2
1 + |⌧ |1�2�

d⌧

e

I3 =

Z +1

�1

K|⌧ |||f̂m(⌧)||||ûm(⌧)||V
|⌧ |(1 + |⌧ |1�2�)

d⌧ .

Porém, antes notemos que por meio da desigualdade de Schwarz reduzimos o nosso

cálculo à integrais do tipo:

I1 =

Z +1

0

d⌧

(1 + |⌧ |1�2�)2
, com 0 < � <

1

4
.

Onde calculamos em 0  ⌧  1, que existe por continuidade e a seguir em 1  ⌧  ⌘,

tomando limite ⌘ ! 1, que existe, pois (1 + |⇠|1�2�)2 > |⇠|2(1�2�), com 0 < � < 1
4 .

Além disso, notemos que para 0 < � <
1

4
considerando ↵ = 1 � 2� >

1

2
, a função

1

1 + |⌧ |↵ 2 L2(R), pois
Z +1

�1

d⌧

(1 + |⌧ |1�2�)2
< 1,

pelo que foi observado anteriormente. Como um pertence a um limitado de L1(0, T ;H)

e é nula fora de (0, T ), então também pertencerá a um limitado L1(R;H), haja vista

que, 1 + |⌧ |1�2� > 1, resulta do teorema de Plancherel que I2 é finita. Temos também

Z +1

�1

||ûm(⌧)||
1 + |⌧ |1�2�

d⌧ 
 Z +1

�1
(1 + |⌧ |1�2�)�2d⌧

!1/2 Z +1

�1
||ûm(⌧)||2d⌧

!1/2

,
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sendo (1+ |⌧ |1�2�)�1 pertencente a L2(R) e um a um limitado de L2(R;V ), conclúımos

pelo mesmo argumento acima, que I1 é finita e por fim notemos que

I3 
Z +1

�1
||f̂(⌧)||V 0 ||ûm(⌧)||d⌧

é limitada.

Conclúımos assim a validade da limitação (3.32), ou seja, |⌧ ||ûm(⌧)| é limitada em

L2(R) e assim sendo, chegamos que D�
t um(t) pertence a um limitado de L2(R, H).

Usando o Teorema 1.16 de compacidade , tomando B0 = V , B1 = B = H resulta

que o espaço das restrições H�(R, V ;H) ao intervalo (0, T ) está compactamente imerso

em L2(0, T ;H), se 0 < � <
1

4
. Portanto, existe um subsequência de (um) pertencente

a H�
K(R, V ;H), com K = (0, T ), ainda representada por (um), que converge forte

para u em L2(0, T ;H), ou seja, encontramos uma subsequência de (um) que converge

fraco para u em L2(0, T ;V ), fraco estrela para u em L1(0, T ;H) e forte para u em

L2(0, T ;H).

De modo análogo ao que foi feito no caso n = 2, conclúımos através da segunda

e da terceira convergências, a convergência do termo não linear. Para passar o limite

na equação aproximada consideremos ✓ 2 C1([0, T ]) tal que ✓(T ) = 0 e procedendo de

forma semelhante ao caso n = 2 obtemos a igualdade

Z T

0

(um(t), v)✓
0(t)dt+ ⌫

Z T

0

((um(t), v))✓(t)dt+

Z T

0

b(um(t), um(t), v)✓(t)dt =

(u0m, v)✓(0) +

Z T

0

(f(t), v)✓(t)dt (3.33)

Observação 3.4. Podemos reescrever o termo não-linear da seguinte forma

Z T

0

b(um(t), um(t), ✓v)dt = �
Z T

0

b(um(t), ✓v, um(t))dt =
nX

i,j=1

Z

⌦

umj
@(✓vi)

@xj

umidxdt.

Fazendo �ij
m =

@(✓vi)

@xj

umi, quando m ! 1, �ij
m converge forte para �ij =

@(✓vi)

@xj

ui em

L2(0, T ;H). Logo,

Z T

0

Z

⌦

umj
@(✓vi)

@xj

umidxdt !
Z T

0

Z

⌦

uj
@(✓vi)

@xj

uidxdt, quando m ! 1.

Portanto,
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lim
m!1

Z T

0

b(um, um, v)✓dt = � lim
m!1

Z T

0

b(um, ✓v, um)dt

= �
Z T

0

b(u, ✓v, u)✓dt

=

Z T

0

b(u, u, v)✓dt.

Usando a observação acima e passando o limite na equação (3.34), encontramos

�
Z T

0

(u(t), v)✓0(t)dt+ ⌫

Z T

0

((u(t), v))✓(t)dt+

Z T

0

b(u(t), u(t), v)✓dt =

(u0, v)✓(0) +

Z T

0

(f(t), v)✓(t)dt, para todo v 2 V0m, com m0 < m. (3.34)

Sendo as combinações lineares finitas dos (wi) densas em V , resulta que a equação

(3.34) é válida para todo v 2 V e ✓ 2 C1([0, T ]). Tomando ✓ 2 D(0, T ) em (3.34)

implica ser u(t) solução fraca do sistema de Navier-Stokes. De forma análoga ao caso

n = 2, com ✓ 2 C1([0, T ]), ✓(T ) = 0 deduzimos que u(0) = u0, no sentido de V 0. ⌅

3.2 Equações de Stokes

Mostremos agora a unicidade da solução u para o caso n  4, do seguinte problema:

dada f 2 V 0 encontrar u 2 V tal que:

����������

�⌫�u+
nX

j=1

uj
@ui

@xj

= f � p, em ⌦,

div v = 0, em ⌦,

ui = 0, sobre �.

(3.35)

A formulação fraca equivalente consiste em determinar u 2 V tal que:

a(u, v) + b(u, u, v) = (f, v), para todo v 2 V. (3.36)

Teorema 3.5. Se n  4, existe uma única solução u de (3.36) quando ⌫ >
p||f ||V 0 .

Prova: Sendo V um espaço separável, consideremos uma base Hilbertiana (wi) de V.

Seja Vm = [w1, w2, ..., wm] o espaço vetorial de dimensão m gerado pelos m primeiros

vetores da base. Obtemos assim o seguinte sistema aproximado

um 2 Vm, (3.37)

a(um, v) + b(um, um, v) = (f, v), para todo v 2 V. (3.38)
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O problema inicial consiste em provar que a equação (3.38) possui solução um 2 Vm,

porém antes demonstraremos o seguinte lema:

Lema 3.6. Seja P : Rn ! Rn uma aplicação cont́ınua tal que, para ⇢ > 0 temos

(P (⇠), ⇠) � 0, para todo ⇠ 2 Rn,

com |⇠| = ⇢. Então existe |⇠|  ⇢ tal que P (⇠) = 0.

Prova: Com (⇠, ⌘) =
nX

i=1

⇠i⌘i representamos o produto interno no Rn, cuja norma

induzida é |⇠|2 =
nX

i=1

⇠i
2.

Para demonstrarmos o Lema 3.6 faremos a demonstração por redução a uma con-

tradição. Suponhamos que P (⇠) 6= 0 em K = {⇠ 2 Rn; |⇠|  ⇢} então a aplicação

⇠ 7! �⇢
|P (⇠)|P (⇠)

é cont́ınua de K em K. Assim, pelo teorema de Brower ( Teorema (1.27)), resulta que

ela possui um ponto fixo. Logo existe ⇠ 2 K tal que

�⇢
|P (⇠)|P (⇠) = ⇠,

implicando assim

�P (⇠) =
⇠|P (⇠)|
⇢

.

Portanto

�(P (⇠), ⇠) =
|P (⇠)|
⇢

(⇠, ⇠) > 0,

ou seja, �(P (⇠), ⇠) > 0. Logo, (P (⇠), ⇠) < 0, para algum ⇠ 2 K, contrariando assim a

hipótese.

Retornando ao nosso sistema aproximado, um =
nX

j=1

⇠jmwj pertence a Vm e

⇠ = (⇠jm)1jm. Tomando v = wi obtemos

a(um, wi) + b(um, um, wi) = (f, wi)

que é uma função de ⇠jm. Definamos assim a aplicação P : Vm ! Vm tal que

P (⇠) = ⌘,

sendo ⌘i = a(um, wi) + b(um, um, wi) � (f, wi). P é cont́ınua de Vm em Vm, pois é a
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soma de aplicações cont́ınuas, além disso,

(P (⇠), ⇠) = (⌘, ⇠) =
nX

i=1

⌘i⇠im

=
nX

i=1

(a(um, wi) + b(um, um, wi)� (f, wi))⇠im

=
nX

i=1

a(um, wi)⇠im + b(um, um, wi)⇠im � (f, wi)⇠im.

Como um =
nX

i=1

⇠jmwj, obtemos a seguinte igualdade:

(P (⇠), ⇠) = a(um, um) + b(um, um, um)� (f, um),

visto que, b(um, um, um) = 0, temos

(P (⇠), ⇠) = a(um, um)� (f, um),

Logo, obtemos a desigualdade

(P (⇠), ⇠) � ⌫||um||2V � ||f ||V 0 ||um||V .

Considerando a bola ||um||V = ⇢ com ⇢ tal que ⌫⇢ � ||f ||V 0 obtemos

(P (⇠), ⇠) � 0,

para |⇠| = ⇢. ⌅

Observação 3.5. Consideremos (wi) ortonormalizado em H, assim em Vm as normas

são equivalentes a

|um|2 =
1X

i=1

�����

 
nX

j=1

⇠mjwj, wj

!�����

2

=
1X

i=1

⇠2mi =
nX

i=1

⇠2mi = ⇠2.

Conclúımos assim do Lema 3.6 que existe ⇠ 2 Vm tal que P (⇠) = 0, mas P (⇠) = ⌘.
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Logo ⌘ = 0, ou seja, existe ⇠ 2 Vm de modo que um =
mX

i=1

⇠imwi é solução de

a(um, wi) + b(um, um, wi) = (f, wi), para i = 1, 2, ...,m.

Estimativas: Tomando v = um na equação aproximada (3.38), obtemos

a(um, um) + b(um, um, um) = (f, um),

implicando assim na desigualdade

⌫||um||2  ||f ||V 0 ||um||,

ou ainda,

||um||  1

⌫
||f ||V 0 .

Logo, (um) é limitada em V , consequentemente existe uma subsequência de (um)

que ainda denotaremos por (um), que converge fraco para u em V, quando m ! 1.

Por meio desta subsequência podemos passar o limite em a(um, v). Para a parte

não linear procedemos como no caso de evolução. Temos que V ✓ H, com esta imersão

sendo cont́ınua e compacta, dáı encontramos uma subsequência de (um) que converge

forte para u em H e quase sempre em ⌦. Portanto tomando o limite na equação

aproximada obtemos

a(u, v) + b(u, u, v) = (f, v), para todo v 2 V.

Unicidade (n  4): Vimos na seção anterior que, quando n  4, V \ (Ln(⌦))n = V e

a forma trilinear b(u, v, w) é cont́ınua em V ⇥ V ⇥ V.

Sejam u e û duas soluções dadas pelo Teorema 3.5, isto é,

a(u, v) + b(u, u, v) = (f, v)

e

a(û, v) + b(û, û, v) = (f, v), para cada v 2 V.

Fazendo w = u� û temos

a(w, v) + b(u, u, v)� b(û, û, v) = 0, para todo v 2 V,
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ou ainda, pelo que foi visto no caṕıtulo anterior

a(w, v) + b(u, w, v) + b(w, u, v)� b(w,w, v) = 0.

Tomando v = w e lembrando que b(u, w, w) = b(w,w,w) = 0, resulta

a(w,w) + b(w, u, w) = 0,

chegando na desigualdade

⌫||w||2  ||u||||w||2. (3.39)

Como

a(u, v) + b(u, u, v) = (f, v), para todo v 2 V,

tomando v = u obtemos

a(u, v) = (f, v),

ou ainda,

⌫||u||2  ||f ||V 0 ||u||,

ou seja,

||u||  1

⌫
||f ||V 0 . (3.40)

Combinando as desigualdades (3.39) e (3.40) conclúımos que

⌫||w||2  1

⌫
||f ||V 0 ||w||2.

Portanto,

(⌫2 � ||f ||V 0)||w||  0.

Concluindo que, se ⌫2 > ||f ||V 0 , obtemos a unicidade para a equação de Stokes como

queŕıamos . ⌅
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Apêndice A

Existência e Pronlogameto de

Soluções Aproximadas

O nosso objetivo neste apêndice é justificar a existência de soluções do sistema

(2.57)-(2.58). Considerando as matrizes:

X =

2

666664

g1m

g2m
...

gmm

3

777775
, X 0 =

2

666664

g01m
g02m
...

g0mm

3

777775
, � =

2

666664

�1 0 · · · 0

0 �2 · · · 0
...

... · · · ...

0 · · · 0 �m

3

777775
,

M =

2

6666666666664

b

 
mX

j=1

gjm(t)wj,
mX

j=1

gjm(t)wj, w1

!

b

 
mX

j=1

gjm(t)wj,
mX

j=1

gjm(t)wj, w2

!

...

b

 
mX

j=1

gjm(t)wj,
mX

j=1

gjm(t)wj, wm

!

3

7777777777775

, e N =

2

666664

(f(t), w1)

(f(t), w2)
...

(f(t), wm)

3

777775
,

o sistema (2.57)-(2.58) se transforma em:

(
X 0(t) + ⌫�X(t) +M(t) = N(t),

X(0) = X0.
(A.1)

Fazendo

F (X, t) = N(t)� ⌫�X(t)�M(t).
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Então encontrar solução para o sistema (A.1) é equivalente resolver o sistema:

(
X 0(t) = F (X, t),

X(0) = X0.
(A.2)

Mostraremos que o sistema (A.2) está nas condições de Caratheodory (definição

1.7). De fato, seja G = U ⇥ [0, T ], onde U = {x 2 R2m; |x|  b}, b > 0. Então

• Fixado X, F (X, t) é mensurável em t, pois está em L2(0, T ;L2(⌦), já que as

aplicações t ! (f(t), wj) estão em L2(⌦), para cada j 2 {1, 2, · · · ,m};

• Fixado t, F (X, t) é cont́ınua, pois as funções X(t) = (g1m, g2m, · · · , gmm) e

M(t) =

 
b

 
mX

j=1

gjm(t)wj,
mX

j=1

gjm(t)wj, w1

!
, b

 
mX

j=1

gjm(t)wj,
mX

j=1

gjm(t)wj, w2

!
,

· · · , b
 

mX

j=1

gjm(t)wj,
mX

j=1

gjm(t)wj, wm

!!
são cont́ınuas;

• Notemos que

|F (X, t)| = |N � ⌫�X �M |
 |N |+ |M |+ ⌫|�||X|

 |wj||f(t)|+ |wj|
mX

j=1

|gjm(t)||wj|
mX

j=1

|gjm(t)||wj|+ ⌫|�||X(t)|,

onde K > 0 é uma constante. Portanto existe uma função integrável mU(t), tal

que:

|F (X, t)|  mU(t),

para todo U contido no domı́nio de F (X, t).

Portanto, pelo corolário (1.12), o sistema (A.2) possui solução em [0, tm), com tm <

T.
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[16] L.R. de Oliveira, Introdução à análise funcional , IMPA, Rio de Janeiro, 2010.

[17] J.A.C. Rincon, Ecuaciones diferenciales ordinarias en el sentido de Ca-
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