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Resumo

Este trabalho apresenta uma desigualdade de Carleman global para a equacao de onda
linear com potencial limitado. Além disso, sao feitas duas aplicacoes desse resultado. A
primeira delas refere-se ao estudo da controlabilidade exata na fronteira e a segunda trata

de um problema inverso, onde buscamos recuperar o potencial.



Abstract

This work presents one global Carleman inequality for wave linear equation with
bounded potential. Furthermore, we do two applications of this result. The first one refers to
the study of exact controlabillity on the boundary and the second one deals with an inverse

problem, where we want to recover the potential.
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Notacoes e Simbologias

e | .| designa o médulo.

N
82
A = E — desi dor laplaciano.
° 2 922 esigna o operador laplaciano
o 0 0
oV = (83:1’ By’ 8xN) designa o gradiente.

e — designa a imersao continua.

e (', quando nao especificada, é uma constante positiva e arbitraria.



Introducao

E fato que a matematica sempre esteve presente na vida humana. Surgida a partir da
necessidade de se resolver problemas simples do cotidiano, ela vem sendo construida ao longo
dos tempos. Hoje, é uma ciéncia bastante desenvolvida que tem influéncia em diversas areas
do conhecimento. Ao contrario do que muitos pensam, a matematica encontra-se em pleno
desenvolvimento, seja pela beleza das suas cadeias de raciocinios logicos e teorias, seja para,
assim como em seus primoérdios, contribuir para a resolucao de problemas da sociedade.

A tao conhecida frase de Pitdgoras segunda a qual tudo é numero talvez apresente
exagero, mas a verdade é que a realidade muitas vezes pode ser estudada através de
modelos matematicos, onde equagoes e sistemas representam situagoes e permitem que
elas sejam estudadas e compreendidas melhor. Obviamente esses modelos nao representam
perfeitamente a realidade, no entanto proporcionam uma aproximacao que ja trouxe muitos
avangos tecnologicos, industriais, medicinais e em outros campos.

Uma ciéncia que conta freqiiente e fortemente com esses modelos é a fisica. Ha uma
contribuicao mutua entre as duas ciéncias, pois a fisica precisa da matematica para progredir
e isso impulsiona a matematica a criar novas ferramentas e teorias que sejam eficazes neste
sentido. Provavelmente, este ¢ um dos motivos pelos quais os estudos sobre as equacoes
da onda tem se intensificado cada vez mais nos ultimos anos. E notéria a relevancia
desses estudos. As sonoras, as sismicas, o raio-x, as que se propagam por uma superficie
liquida, a vibragao natural dos corpos, mostram como a todo o momento diversos tipos de
onda nos cercam. E natural, entao, que se busque informagoes sobre suas caracteristicas e
comportamento. Ainda podemos questionar sobre como agir para que uma onda passe a
se comportar como nés desejamos. Para ajudar a resolver esta questao temos a teoria de

controle.



Controlar um sistema pode ser entendido de diversas formas e nao é um conceito
exclusivo de trabalhos sobre ondas. Em termos simples, quando usamos a palavra controlar
estamos querendo dizer que atuaremos sobre um sistema de forma a fazer com que seu estado
final esteja de acordo com o que estabelecemos previamente como sendo o desejado. Em Micu
e Zuazua [11] o conceito do problema de controlabilidade é dado de maneira informal, mas
facil de entender. Segundo estas notas, considerando um sistema de evolugao, ou seja, onde
uma das variaveis é o tempo, agimos sobre ele através de uma variavel a qual denominamos
controle, que é escolhida convenientemente. Assim, dado um tempo t pertencente ao intervalo
(0,T) e estados inicial e final, precisamos encontrar um controle tal que o sistema apresente
o estado inicial em ¢t = 0 e o estado final em t =T

[lustremos com um exemplo. Em uma cidade onde seja comum a ocorréncia de
terremotos, pode-se ter o interesse de que um prédio seja construido de forma que apds
um tempo T do término do tremor as vibracoes em sua estrutura tenham cessado. Neste
caso, dirfamos que o sistema estaria controlado se conseguissemos encontrar um meio de
fortalecer a construcao para que quando t = T as vibragoes fossem nulas. E importante
citar que independente de agirmos sobre o sistema, em algum momento essas vibracoes irao
parar, mas o que queremos ¢ que isso aconteca num intervalo de tempo escolhido por nés.
Resta saber se isso é possivel.

Nos anos 80, J. L. Lions ([9], [10]) apresentou o Método de Unicidade Hilbertiana
(HUM) que reduz o problema da controlabilidade exata a encontrar uma desigualdade de
observabilidade para o sistema adjunto homogéneo. Embora trabalhar com um sistema
homogéneo possa parecer mais simples, nem sempre é ficil encontrar tal desigualdade
mencionada. E conveniente que se tenha ferramentas que facilitem esse processo.

Um recurso que tem sido muito utilizado é a desigualdade de Carleman. Embora esta
seja uma ferramenta técnica e de célculos extensos, ela nos fornece informacoes sobre o
comportamento de um sistema definido em um subconjunto do R¥*! a partir de dados
referente a uma pequena parte desse dominio ou da fronteira. Por meio disso, podemos
estabelecer a desigualdade de observabilidade e, aplicando o método HUM, garantir a
controlabilidade exata do sistema em questao.

A desigualdade de Carleman é o assunto central dessa dissertagao, pois é com o seu



auxilio que estabeleceremos a controlabilidade exata de um sistema e estudaremos o problema
inverso. Aqui trataremos de equagoes da onda com potencial limitado definidas em um
subconjunto aberto limitado do R¥*! sobre o qual brevemente daremos mais detalhes.
Alguns trabalhos que podemos citar onde essa ferramenta é utilizada sao os de Baudouin-
Puel [3], Boundouin et al. [1] e [2], Benabdallah et al. [4], Imanuvilov [7], Zhang [15], entre
outros.

Entraremos agora em maiores detalhes sobre o que sera feito nas paginas seguintes.

Consideraremos em toda a extensao do texto que 2 é um subconjunto aberto limitado
do R bastante regular, I' sua fronteira, 7 um ndmero estritamente positivo e v o vetor
normal unitério exterior em I'. Usaremos também () para denotar o cilindro 2 x (=7,T),
com fronteira lateral ¥ =T" x (=T, 7).

Trataremos sistemas associados a equacoes da onda com potencial limitado que sejam

do tipo
2
%—Au+pu:f em @,
u=>0 sobre Y, (1)
du
u(0) = uy, E(O) = em Q.

Como ja citamos anteriormente, a desigualdade de Carleman que buscamos é calculada

para o sistema adjunto a (1), que é dado por

02
T AvtpU=f  mQ,

v =20 sobre Y, (2)

P0)=th, D)=t emQ

Algo importante de ser mencionado é que para encontrarmos a desigualdade global de
Carleman nao necessitaremos de nenhuma escolha de 7" suficientemente grande.

Essa dissertacao esta baseada no trabalho de Puel [13] e estd organizada em quatro
capitulos. O primeiro deles apresenta defini¢oes e resultados que serao utilizados no texto.
O capitulo 2 é destinado a demonstracao de um tnico teorema que nos fornece a desigualdade
de Carleman para (2).

Como ja comentamos, a desigualdade de Carleman é uma poderosa ferramenta para

a teoria de controle. Com o seu auxilio, podemos encontrar uma desigualdade de



observabilidade e, utilizando-nos do método HUM, garantir a controlabilidade exata do
sistema em estudo. Encontrar tal desigualdade de observabilidade é o objetivo do capitulo
3. Alguns trabalhos onde este tipo de aplicagao é feita sao apresentados nas referéncias [1],
4], [14] e [15].

As equagoes que trabalharemos sao equagoes com potenciais limitados. Para cada
potencial p, dependente apenas da variavel espacial, podemos garantir a existéncia de solucao
Unica para a equagao. Surge, entao, uma pergunta: como podemos recuperar um potencial
desconhecido? A este questionamento damos o nome de problema inverso e o resolvemos por
meio de resultados de estabilidade e unicidade. Isso sera feito no capitulo 4. Veremos que
neste caso precisaremos impor condigoes sobre a escolha de T', o que nao nos sera problema,

uma vez que temos liberdade para isso.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas definicoes importantes e os principais resultados

que serao utilizados neste trabalho.

1.1 Espacos Funcionais

Uma n-upla de inteiros ndo negativos o = (o, a, ..., a;,) € denominada um multi-indice
e tem sua ordem definida como sendo |o| = a1 + ag + ... + .

Denotamos por D* o operador de ordem |a| dado por

|at]

D° = &Ela—ax
No caso em que a = (0,0,0, ...,0), definimos D% = u, para qualquer fungao u.

Seja f : Q@ — R uma fungao continua. O suporte de f, de notagao supp(f), é o fecho em

2 do conjunto {x € Q; f (z) # 0}. O espago vetorial das fungoes infinitamente diferencidveis

definidas com suporte compacto em €2 é representado por C§°(2). As operagoes deste espago

Sao as usuais.

Seja p € R com 1 < p < oo. Consideremos o conjunto
LP(Q2) = {f : Q — R; f é mensuravel e / |f(z)[Pdu < oo},
Q

onde p é uma medida, munido com a norma

fller = [/Q |f<x>!pdu] "
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O conjunto LP(€2) com esta norma é um espaco de Banach. Quando p = 2, ele é também

um espagco de Hilbert com produto interno dado por

(u,v) = / u(z)v(x)dpu.
Q
Consideremos ainda o espaco de Banach

L>(Q) = {f : Q — R; f é mensuravel e sup ess|f(x)| < oo},

€

com norma
[f]lzee = sup ess|f ()]
€
Seja X um espago de Banach. Denotaremos por L? (0,7;X), 1 < p < 0o, 0 espago de

Banach das (classes de) fungoes u, definidas em (0,7") com valores em X, que sao fortemente

mensuraveis e ||u (¢)|% é integrdvel a Lebesgue em (0,7, com a norma

T %
et ()l ooy = ( [ o dt)

Por L> (0, T; X) representa-se o espago de Banach das (classes de) fungdes u, definidas em
(0,T) com valores em X, que sao fortemente mensuraveis e ||u (¢)|| y possui supremo essencial
finito em (0,7") , com a norma
[ Ol o (0,7:x) = supess [[u ()]l x -
te(0,T)
Dado um inteiro m > 0, representa-se por W"P(Q), 1 < p < 00, o espago de Sobolev
de ordem m, sobre (2, das (classes de) fungoes u € LP(2) tais que D*u € LP(f?), para todo

multi-indice «, com || < m. Eles sdo espacos vetorias de Banach com as normas

1

P

[ullwmae ) = Z / |D%u(x)|Pdx| , quando 1 < p < oo
Q

la|<m

||| wm.oo ) = Z sup ess| D%u(z)|, quando p = oo.

\a|§mm
Se p = 2, W™2(Q) é denotado por H™()) e é um espago de Hilbert com o produto

interno

(u, V) gy = Z /QDO‘u(x)DO‘v(x)da:.

lal<m



Definigao 1.1 Diz-se que uma sequéncia (o), cy em Cg° (2) converge para ¢ em C§° (Q),

quando forem satisfeitas as sequintes condigoes:
(1) Existe um compacto K de Q tal que supp(¢) C K e supp(p,) C K,V n €N,
(1i) D*p, — D*p uniformemente em K, para todo multi-indice o.

O espago C§° (€2), com a convergéncia acima definida é denotado por D ().
Uma distribui¢do (escalar) sobre € é um funcional 7' : D (2) — R satisfazendo as

seguintes condicoes:

(i) T(ap+ ) =T (p) + BT (¢),Va, BeR eV, ¢ e D(Q),

(it) T é continua, isto é, se (), oy converge para ¢ em D (), entao (T (¢n)),,cy converge

para T (¢) em R.
Para 1 < p < oo, consideremos o espago de Banach
W™ (0,T;X) ={ue LF(0,T;X); w9 € LP (0,T;X), j=1,...,m},

onde uY) representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuices vetoriais. A norma

de W™? (0, T; X) é dada por

Z Hu(j) (t)HLP(O,T;X) ’ 1 <p<oo,
§=0
||u||Wm1P(0,T;X) = m
) (¢ = 0.
s (Eon). e

O espaco
W™ (0,T3.X) = {u e W™ (0,T;X); u(0) =u(T) =0},

representa o fecho de D (0,7; X) com a norma de W™? (0,7;X). Se p=2e X é um espago

de Hilbert, este espago é denotado por H™ (0,7; X ), e munido com o produto interno

(u, U)Hm(o,T;X) = (U(J)= U(]))LQ(O,T;X)
=0

é um espago de Hilbert. Denota-se por HJ" (0,T; X) o fecho, em H™ (0,7; X ), de D (0,T; X)
e por H™™ (0,75 X) o dual topoldgico de H" (0,73 X).

7



1.2 Principais resultados utilizados

Teorema 1.1 Considere o sequinte sistema associado a equa¢ao da onda

2

%—Au%—pu:f em Q x (0,7T),

u=70 sobre T' x (0,T), (1.1)
Ou

u(0) = up; E(O) = U em €.

Suponha que p € L>*(2 x (0,7)). Entao para toda f € L'(0,T; L*(Q)), up € Hy(Q) e

u; € L*(), existe uma tnica solugao u para (1.1) com

ou

CAS C([OvT]7H3<Q))7 a

& C((0,7}; I2(9).
Demonstracao: Ver [12] e Teorema 1.1.1 em [13]. |

Teorema 1.2 Suponha que p € L=(Q x (0,T)). Entdo para toda f € WH1(0,T; H1(Q)),

up € HY(Q) e uy € L3(Q), existe uma tnica solugdo u para (1.1) com

ou

u € C([O’T];H(%(Q))v ot

€ C((0, T]; L*(2))-
Demonstracao: Ver [12] ¢ Teorema 1.1.3 em [13]. |

Teorema 1.3 Supondo que p € L*(Q x (0,T)), f € LY 0,T;L*)), uop € HLQ) e

uy € L*(Q), existe uma tnica solugdo u de (1.1) satisfazendo

ou 9 9
m € L°(0,T; L*(T)).

Além disso, a aplicacdo

ou

(f,UO,U1> - 5

que estd bem definida para todos dados regulares (e densos), € linear continua de

LY0,T; L*(Q)) x H} x L*(Q)) em L*(0,T; L*(T)).

Demonstracao: Ver [12] e Teorema 1.1.4 em [13]. |



Teorema 1.4 Considere a sequinte equacao da onda

Tu_ A — Q% (0,T

2 u+pu=f em Q x (0,7),

u=yg sobre T" x (0,T), (1.2)
ou

u(0) = up; —(0) = w4 em Q.

ot
Para toda f € LY(0,7; H %)), g € L*(0,T; L*(T")), ug € L*(Q) e u; € H (), existe

uma tnica solugao u de (1.2) com u € C([0,T]; L*(Q)) e & € C((0,T]; H(Q)).

Demonstracao: Ver [12] ¢ Teorema 1.1.6 em [13]. |

Teorema 1.5 (Imersao de Sobolev) Seja Q um aberto limitado do R™ com fronteira T’

reqular.

(1) Se n > pm, entao W™P (Q) — L7 (), onde g € [1, np } .
n—mp
(i) Se n = pm, entdo WP (Q) — L7(Q2), onde ¢ € [1,+00).
(i19) Sen=1em > 1, entao WP (Q) — L> ().

Demonstracao: Ver [5]. |

Teorema 1.6 (Gauss-Green) Se u € C*(Q), entdo /

Uy, dr = / uvdl’, para todo
Q To

1=1,...,n.
Demonstracao: Ver [5]. |
Teorema 1.7 (Férmulas de Green)
. 2 ~ 87 1
(i) Se vy € H*(Q2), entao [ VAyVudr = — | ulAvydz + %uds, Vue HY(Q).
Q Q r

(i1) Se u,y € H*(Q), entao /uA’y — yAudzr = /u— — y—ds.

Q oN

Demonstracao: Ver [5]. ]



Teorema 1.8 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Sejam f,g : Q@ — R duas fungées

de quadrado integrdvel, entao

(s 9) 2] < Il lgll e (1.3)

Demonstragao: Ver [5]. |

Teorema 1.9 (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(Q2) e g € LY(2) com 1 < p < oo
e%—l—ézl (g=1sep=occeq=o00sep=1). Entio fg € L*(Q) e

/Q 1.9 < 1 e Il ooy (1.4)

Demonstragao: Ver [5]. |

Teorema 1.10 (Desigualdade de Young) Sea>0eb>0el < p,q < oo com %—i—% =1
entao
1 1
ab < —af + —b7. (1.5)
p q

Demonstracao: Ver [5]. |

Teorema 1.11 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q um aberto limitado do RY. FEntdo

existe uma constante C (dependendo de ) tal que

lullz2@) < ClIVullze) (1.6)
para toda u € H ().
Demonstracao: Ver [5]. |

Lema 1.1 (Gronwall) Sejam m € L'(0,T;R), m > 0 quase sempre em (0,T), C > 0

constante real e g € L>(0,T), tal que:

g(t) < C+ /Otm(s)g(s)ds, Ve (0,T).

Entao
g(t) < C +ehom)s vt e (0,T).

10



Demonstracao: Ver [6]. |

Teorema 1.12 Se ¢ € H}(Q) N H?(Q), entdo

2
9¢
2
— |22 1.7
ol = [ (1.7
onde v = (11,15, ..., ) € 0 campo de vetores normais exteriores a fronteira de 2.
Demonstracao: Ver [12]. |

Teorema 1.13 (Schwarz) Seja f: U — R duas vezes diferencidvel no ponto c € U C RY.
Para quaisquer 1 < 1,5 < N, tem-se

82 f (o) = o2 f
axﬁxj N 31’]03:1

(c).

Demonstracao: Ver [8]. ]

11



Capitulo 2

Desigualdade de Carleman para

equacao da onda

Neste capitulo nos dedicaremos a demonstrar um teorema que nos fornece estimativas
de Carleman para o operador da onda. A vantagem de encontrarmos tais estimativas é que
elas nos permitem estudar uma onda que se propaga em um aberto limitado do R" a partir
de informacoes referentes a uma parte dessa regiao.

Seja v € L*(—T,T; L*(Q)) uma fungao tal que

0%v

Lov = 7 Av € L*(=T,T; L*(Q)).

Facamos
2

0v
Lv = Lov+pv = FTE — Av + pu,
com p € L>(Q x (0,T)). Percebamos que Lv € L*(=T,T; L*(Q)).

Consideremos o conjunto das funcoes v que satisfacam

(v e L2(-T,T; LX),
Lov € L*(=T,T; L*(Q)),
v=0 sobre X,

o(~1) = o(1) = D1y = %

Observe que C3° (=T, T; C5°(Q2)) esta contido neste conjunto. Como C§°(—=T,T; C§(R2))

(T) = 0.

\

¢ denso L*(—T,T; L*(Q)) segue que o mesmo ocorre para o conjunto definido acima. Logo,

12



ele possui um subconjunto denso de fungdes C5° (=T, T; C3°(2)) que usaremos para justificar

nossos calculos.

Escolhamos x5 € RV\Q e definamos a funcio peso
d(z,t) = |z — 20> — B2+ My, 0 < B < 1,
com M, sendo uma constante tal que
oz, t) >1 em Q.
Para A\ > 0, consideremos
oa(x,t) = e @)
Além disso, para uma funcao v definida em ) e para s > 0, tomemos
w = e’ .
Tendo v regularidade suficiente, podemos calcular

Pow := e*" Lo(e P w) = e’ Lo(e™*P e’ v) = " Lyv.

Facamos também outros calculos.

Para calcularmos %(e*SWw), observemos que
0 0 0
a (efstpx(x,t)) — _SeSWA($9t))\e/\¢(m7t)a_gf = —S)\@SSOA(I’t)gD)\a—f.
Assim,
0 0 ow ow 0¢
_ (p—8PA — _ (p—SPx TSP — TP [ — — g oy — .
gile W) = gyl T w e g = <at i S[)Aé)tw)
Derivemos 2 (e~*#w) mais uma vez.

ow 0¢
Y (omseay) = Co | omsen [ 28 oe
o () = 5 {6 ( ot A w)}

e ") <8_w — s)\go,\%w) + es‘”% (8_11) - s)\cpA%w)

(2.2)

(2.3)

(2.4)



- 0¢ (Ow 0¢ e, QW0 s, O 0¢
_ spx . 2F [ T2 b s spx 2 b
sAe Ay BT (875 SAPy T w> +e Bl she T (@A T

Notemos que

9 (. 92,) = 9 (,,92) 440, 220w
a \ o) T o \PVar )V TP e or

 (0pn00 0% dp0w D\, 00 8% 96 Ow
%W%“‘“W wEAG o T o ) gt PR Y A gy

06\ % O Ow 0\ 9% O Ow
— N [ X -7 T sl -7 7=
Ae (at) W OGE TG g TA Gy ) v egE Yt e g

Dessa forma,

0\” 0?
= —she Py —— + 82/\26_‘9(‘0)‘@)\2 <8—f) w+ e P _01;0

_ 0¢p 2 _ 0%¢ _ 0¢ Ow
e )\2p5ex _ SPx _ SPx
sA%e N ( ) w — sh\e N BT w — sh\e N 5 ot

06\ 2 % O Ow 06\
gw 2 o _ oo QoW | 2y2 2 (099
BT SAZ Py (825) W — SAP) 52 W 25\ ETaET +5 A%y (875) w].

Se procedermos de forma andloga, encontraremos as derivadas referentes a variavel

espacial

g , _ _ ow 0o
5Oy} — 5PN _
axi (6 U)) = <8l‘z S)\(P)\ B:UZ w>
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Esses resultados nos permitem determinar o Laplaciano da fungao e™***w.

n 2 2 2
= e % g [020_8)\29”(3(;5) w—sAgoAaqbw—2sAgpA8¢ Ow
xA

i—1 0 12 (‘)xz 8xi2 @(L’z 0xl
a 2
+ 52 M%) 2 (ai) w}
° 5w T 1L 529 "L ¢ Ow
e 12 = 2 s _ i PO
e Ll 12 SAZ ; (axz) W — SAP) Zzl axﬂw 28\ 2 a9z, 0z,

= e (Aw — sN?*|Vo|*prw — sAApp \w — 2sApa VoVw + s° X0,V w) .

Se definirmos

2 2
Pw = duw _ Aw + s°N\%p)? ((%> — |V¢|2> w,

ot? ot
¢ 99\’
Pyw = (My — 1)sAp, (W - A¢) w — sA%py ((E) - |V€Z5|2 w
0¢ Ow

92
Row = —Myshp)y, (a—tf — Agzﬁ) w,

onde M; é uma constante a ser escolhida satisfazendo

283 2
<M < ——,
B+ N " B+N

entao
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P1w+P2w+R0w

Pw 2228¢2 212 2 2 ¢
:W—Aw%—s)\ap,\ (E) w — $° A\ Q) |V¢|w+Mls)\g0)\Ww

2

2
—MisAprApw — s)\gp,\%w + sAPAAPw — sAZp) <%) w+ sA%py | Vo|*w

2

+ 25\ \VoVw — Mls)\gpA%w + MishprApw

0¢ Ow
B P WPk it

NGt ot
= —(Aw — sXpy|Vo|*w — sApaAgw — 25 A\ VoVw + s2 X205 Vo |*w)

Pw 5y 5 (09 0%¢ 2 (08
—i—ﬁ—i-s A pa (E) w—s)\ga,\ww—s)\ O (E) w—QSAgoAEE.

Mas como v = e % w,

—A(:thw) = Aw — sN?p\| Vo> w — sAorAdw — 25 Ay VoV w + 52 20,2 V| *w
e
% ii:kw) = %2;; + 52A%p)? (2—?)2 w — s/\go,\?;?w — sA\%py (%)2 w
—28)\%%%—1:,
segue que
Piw+ Pw+ Ryw = —GASZA + eg% = % (—Av + g—ig) = e Lov = Pyw.

Precisamos ainda definir, para o € RY, o conjunto
Iy ={zxel; v(zr).(r—x9) > 0}.
Feitas essas consideragoes, enunciemos o principal teorema deste trabalho.

Teorema 2.1 Suponhamos que exvista o € RN\Q tal que Ty D Ty,. Entdo, para todo

m > 0, existem N\g > 0 e so > 0 e uma constante C = C(sg, Ao, 2, 5,20, m) tal que

16



para todo p € L®(Q) com ||plli=qy < m, X > X, s > so, v € L*(=T,T;L*(Q)),

Lov € L*(=T,T;L*()), v = 0 sobre &, v(=T) = v(T) = 0, %(—T) = %(T) = 0,

temos

[ [ (
T T
+/ /\ley2dxdt+/ /]P2w|2d:1:dt
T JQ =T JQ
<c / / 2503 | Lu[ddt + Cs\ / /
1)

Demonstracao: E suficiente mostrarmos que o teorema ¢é verdadeiro para Lov no lugar de

T
—|—|Vv]2> dxdt + 53/\3/ / 52 0\ 3 |v|*dxdt
Q

=T

dadt (2.5)

Lv do lado direito da desigualdade (2.5). De fato, como Lv = Lov + pv entao
|Lov[* < 2(|Lo|* + |pof*) < 2(|Lo]* + m?[v]*).

Dessa forma, supondo o teorema valido para Lgv temos que

r v r
3/\/ /625“’A —| +|Vol? d:):dt+s3)\3/ /623‘“90,\3|v|2dxdt
—rJo ot ~rJo
T T
+/ /]P1w|2dxdt+/ /|P2w|2dxdt
T JQ T JQ
< C’/ / x| Lyv|? dxdt+C’s/\/ / 28”
o
T T
< 2C’/ /625“0A|Lv|2dxdt+2m20/ /628@A|’U|2dl’dt
-1 Ja -1 Ja
ron [ [ o2
To

Uma vez que ) > 1 e tomando A > 1, teremos X3p,3 > 1 e

r v ? r
s)\/ /628"0A —| +|Vu]? dxdt+83)\3/ /erwgo,\?’\v]dedt
T JQ =T JQ

ot
17
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T T
+/ /|P1w|2dxdt+/ /|P2w|2dxdt
-1 Jo -1 Jo

T T
< 20/ /625@*|LU\2dxdt+2m2C’)\3/ /er‘PAgo,\3|v|2dxdt
-1Ja -1Ja

T
oo [ [ e
—7Jr,
ou, equivalentemente,
T
SA / / 2P @
T T
+/ /|P1w|2dxdt+/ /|P2w|2d$dt
-rJa —-rJa
T T
< QC’/ /623“’A|Lv\2d:cdt+03)\/ / 2P
-rJa —7Jr,

Assim, se sg > v/2m2C, obtemos (2.5).

2
g“ dodt

1%

-T

2
2 2 T
—|—‘VU‘2> dxdt + (1 — TZSC) 33)\3/ / P20\ [v[* dadt
Q

2
g— dodt.

(%
14

Provemos que o teorema ¢é verdadeiro para Lov no lado direito de (2.5).

Para w = e*# v, temos que

Pgw = le + PQUJ + R()U) = €SQOAL0U.

T T
/ / |Piw + Pyw|*dadt = / / e Lov — Row|*dxdt
T JQ T JQ

T
/ / e Lov — Row|*dxdt
-1 Jo

T T
:/ /OHM”HBM%M&+2/ /Pw%wwﬁ. (2.6)
-TJQ -TJQ

Logo

Vejamos que
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(I22)

(I23)

le322 Lov — Rowl]? < (|e¥°2 Lov| + |Row])? = [€5° Lov|? + 2|e*?* Lov| | Row| + | Row |
2(|e* Lov|* + | Row|*). (2.7)

Substituindo (2.7) em (2.6), obtemos

T T
/ /(]P1w|2+]P2w]2)d:cdt+2/ /lepgwd:z:dt
T JQ =T JQ
T T
< 2/ /628“"*|L0v|2dxdt+2/ /|R0w|2dxdt. (2.8)
—_TJQ -TJQ
Precisamos agora encontrar uma limitacao para / / PywPywdxdt.
T
/ /lepgwdxdt
-7 Jo
242 2
/ /{(atQ—Aw+sA¢,\(8t —|V¢|) )

92
{(Ml — 1)sApy (815? A<Z5> - 5>\290/\< —|V¢\2)w
}d:pdt
—M—l)\// 82¢ — A¢ | dxdt
AT o2 N\ o ’
= [ ] e (\
ow 0¢
—25/\/ / BT —©a (815 o Vngb) dzxdt
—(M; - 1) s)\/ /AwgpAw ((’%2 Aq§) dxdt
r 0
—1—3/\2/ /Awgp)\w
_rJo 0

T ow 0¢
+2sA /_T/QAwgo,\ (EE —Vw V¢> dzdt

ot

2
—|V¢\2> wdxdt

2
—|V¢|2> dxdt
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2
—|v¢|2> dxdt

(Is1) —(1- 3)\3/ /|w| 0 (%_ ¢> (’g_f

2
(Is2) 3)\4/ /|w| O (‘ —|V¢|2> dxdt
T a 2 a a
(Is3) —253)\3 /_ . /Q ox3w ( a—‘f —yv¢|2> (a_fa_? —V¢Vw) dxdt.

Dessa forma,

/ / PywPywdzdt = me

k=1
Para encontrarmos uma limitacao para este termo calcularemos cada uma das integrais

I, com k.l =1,2 ou 3. Antes disso, lembremos que

I _ O by — o9 _ 09
i TG A A R T
ow 0 0 ov
U Y sen,y — (sea s\ YY
* o T e vk et gy
Assim
ow 0 ov
- — (5P SPX - —
2T) = £ (e) (T) o(T) + ()(T) T(T) =0
e
ow 0 ov
T — 2 (50 _ E YV —
(T = £ () (T) v(=T) + ()(~T) S(~T) =0,

390/\ . 0 A2, t)\ _ y Ad(z,t) ¢ _ ¢
[ axl —a—xz(e )—)\6 a—xz—)\@)\axz
82¢ 82 2 2 a 8 2 2 a
— o[> — B2+ My) = = (Jz — 2of? — M) ) = =—(—28t) =
® G0l dwar T Tl =B M) = o <6t(|x To” = B+ 0)) o, 2P0
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De maneira geral, derivadas consecutivas com relacao a variavel temporal e espacial de

¢ sempre resultam em 0.

3 0% (0 o (0 0
o = o (Bto - 57+ ) = 2 (5 (-200)) = 228 =0

Utilizaremos essas informagoes nos calculos seguintes.

o1 M—l)\// @—mddt
11 — 1 S atQ 2% 8152 xrat.
Observemos que
Pw 9%
P <6t2 M)
0 [ow 0% ow 0 0%
= o o (w—m) —Eﬂ <W‘A¢>}
9 [ow 026 oy (0% 0 26
= EW(W M)) {a_ <W_A¢>+%8t[ (w—w)”

2 82¢
(w - M)

0 [ow 0?¢ 1 ow, 0d¢ (0?0 ow
“ ot o (aT - A¢)_ oo <aT - M) ~ A

ot
owd (9%
ot ot (8t2 A¢)
ow

9 [ow D¢ AdJw|? 0%¢
&{E% (a# A(b)} 2 ot 8t<8t2 A‘ﬁ)_%ﬁ

2 82¢
(W‘M)-

O segundo termo dessa igualdade pode ser reescrito da seguinte forma

A0l 0%
2 ot 8t<8t2 A9

2D [, 20 (@0 1 A 20 [ 86 (%
=30 [Ty (W‘A¢)_+§’w’a[ rn (@—Ado)]

N, ., 06 (0% T A o [0pr0¢ (0%
= 3o ey (G —20)] + 3w gy (e 0
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o (=)}
o P2 (G - 20) |+ SluPen|
Halulen G (G - a0)
3 [ (28 a)| Bt (22 (222
Com esses resultados, obtemos que
I, = (M —1) s)\/ / S AW (?)275(5 A(b)

_ oti— 1o /Q [0 [0 (B2 )]t

e 8o (55

+©a

9

ot

9
t

A
2

5’2¢
(8t2 M))

ot

)

+< Dot [ [t (22 - )(%H& >M
— (M — 1)sA : 3—@;’2 (a(,;f Agb) ddt
e, portanto,
Tin = (1 — My)sA a—"‘f 2 (% - Agb) dudt
M1 A2/ /|w| %(i&f ) (%+A o >dxdt.

Busquemos informagoes sobre
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2

—|v¢>|2> dxdt.

o I, =5\ / / BT —\w (‘

Facamos alguns célculos.

0w 2 )
S PAW (’% —|V¢| >

oo a6 |2
= 5 —wSOAUJ(—(b —\V¢|2

ot | ot ot

0 [ow 96| O\ 0w [ops ¢
o E”“’(E —'W') _E{ o (‘a_

RL [%—f (‘a—f 2—|v¢|2) vud (‘% 2—|V¢>|2>]
_% [%_I;%w ('%2—\%2) —w %—f Agf (‘ —\V¢I2>
|2 A (‘% 2—|v¢|2> ~ 0P, {2%%-% (v ¢>}
4 ()] -3505 3)
il () 255

Trabalharemos um pouco mais com dois termos dessa igualdade. O segundo termo do

lado direito pode também ser visto como

—|V¢I2>

/\8|w|2%
2 ot ot

ot
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26”5\ ¢>
ot _|V¢|) 3 8t[8tw<a_

a0, L,00 ik 1 A 82 &
=55 ‘w‘2a%\ ( e _|V¢’2) + —\w\ {atQ ©x <'3_
2

A L,0%
+ Sl w? 52 > (‘
2 A
2
_|V¢|)+— )\at (‘

A ,0%
Vol ) 2|w| ot? A (‘ ot

—\W) w22

)
\V¢I2>

—|V¢\2>
)
2—|V¢|2>

2 82¢
8t2

)\2
—\ \ 2%

ot ot

(\;

e o quarto termo de (2.9) pode ser reescrito como segue

ot Dot T ot | P o o2 Aot o2

A (WO L B %@@w 2 (265%
ot ot ot? | ot ot ot ot \ ot o
_ 9 {12, 29979 2 |09] 0% 0?9 0% 0969
=g |l ar | PR 5| g I "o\ Groe T aoe
or O 02 09 |*0%¢ a% 2
ot Wl e e ot | T Alwles 5| g e 5

Fazendo as devidas substituigoes, encontramos que

82
12 3 PAW (‘ ’V¢‘2>

a0 o |?
~ ot [a—l;%w (‘a—f —|V¢|2)

A0 o |28¢ 99
20t o\ o
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99 %
Mot ot

|

9¢
ot

2
—|V¢>!2)

+§rw|2%w (\ —|v¢|2) v lufen| 52 (a —|v¢|2>
%_ %Z] (‘Ht v ¢|2> at {MQ

FAlw WA ot a;tfﬂ e thfQ

-2 [%—fww (' = —\wﬁ) 22 [\w\Qg—f% (\5 2—|v¢12)
S [ d [ L (‘? |v¢|2) +lupo|22f
2L, (%'a R ) + Slufter 52 ( %

=%[Z—j’ o (' v ¢|2) - :\w\Q%w (\— —|v¢r2)
o[ o, 068%0] |ow| 0o |? ) , |02
—a[hﬂ MtQ] o so<\§ —|v¢|>+|w| Pk

Utilizando este dltimo resultado, chegamos que:

2
—!V¢!2>-

2

2 82§b
I = s\ (‘ ]V¢|2> dxdt — s)\Q/ / lw|* x| == e dxdt
82¢ s)\3
——s)\?’/ /| 2 ‘(’% 502 20\ |V¢|2—dxdt
4
_3A / /| a ( —|v¢|2> ddt.
Avaliemos a integral
e I, = —28/\/ / BT —— ¥ (%—Zj% — Vqub) dzdt.
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Uma outra expressao para a funcao que esté sendo integrada é

0%w ow 0¢
o P (EE B V“’W)
0 [ow ow O 1 owod ow O
AR (aa WW)_ e {% (aa V“’Wﬂ
0 [ow ow O 1 Owl[dpy [Owdp
ot | ot (at ot _va(b)_ "ot { ot (at ot —Vngb)
o (dwdo
‘I'SOA& (EE — Vngb)}
0 [ow  (Owdg owl?|os*? ow ¢
Ow Pwdp Owd*o 0 0
L (Wa oo o YWIVes w@(w))
0 [ow  [(Owd owl* 06> ow 0¢
100w 96 |ow|* 9% Oow O
3530 3 o @AW+E¢A§(V10)V¢' (2.10)
Observemos que
_Lofowl 96
20t ot | P ot
_ Lo f[ow]’ 0s]  Low[*D ( 00
o0 ||t | Prar| T 2lar | ot \PVor
_ 1o f|ow]’ 0o]  1|ow|(9ps06 0%
20t ||at| Par| T2lar| ot ar TP o
19 [|ow)®* 9¢| Mowl|® 06> 1|0w|> 9%
= 2a || o | T2l P el P2l | P ae (2.11)
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e que

1ia owl> 9¢| 1 N|ow|’ 9 O
< 9, || ot | 70w, | T 24| 0t | 0w, \ 7o,

12”: 0 ||ow|’ 08| 1§n|Owl*(0pr 00
axi (933'1 Sp/\aﬂin

240z, ||0t| Pox | 24t

1<~ 9 [low]®? o] 1. |0w|? 2 L 9%
=32 g (|5 mon | - 25 o e 3l o2

1<~ 0 [low]* o9¢] 1. |ow|? , aw
_igax,- ot | Do, | 2| IV g g | A0

1<~ 9 [low]®? 8¢ aw
_iizlaxi | P | 3| e e+ AV (2.12)
Além disso,

[ axz(‘o‘w M)M >/ /(

pois v = 0 sobre X.
Unindo esta informagao a (2.10), (2.11) e (2.12), deduzimos que

ow 0¢
T 9 Tow ow 8gb
- ‘2“/9/_@ [a e (('% o V" W)] dtd
ow|? 8¢ ow|?
+s)\// 8t[ ]dtdm—s)\g / /&El[

T 2
—i—s)\/ / Ow —dxdt—i— )\2

T 2
+s>\/ / ow ox(Ag + N\ Vo|?)dzdt — 23)\2/ a—w¢A8¢VwV¢dxdt
ol Ot ot "7 ot

99
A ox

] dxdt

da:dt
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e, assim,

0 )
= s\ 815 O = BT —dxdt + s\ dmdt
8w 9
+sA Ox(Ap + N Vo|?)drdt — 25\ 515 goA 5 VwV(bdxdt

Facamos os cédlculos para

o Io; =—(M;—-1) s)\/ /Awgo,\w <W — AQS) dxdt.

Inicialmente escrevamos a funcao da seguinte forma

Ow 26 < 9% ow g (0% 6
ox; v (? - Z Oz ;> )) Z AP Aaxi 0@ o2 Z 8%

N 2 N no 2 2
= ow |Ow [0 3 0%¢ 0 (070 99
< 9z, |0z, \ o2 ou;2 ) "V ow \ 0 T & 02

al 0 0 o? N 92 52
-3 2 (B (523 24)) - rowave (52 s0)

[\

Reformulemos o segundo termo do lado direito
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Owl* 99 (P9 <~ %0
i ot? - 81‘]‘2
j=1

Aen, , 0 06 [ 2p <~ 9%
—|—§;|w| ox; [(’D’\&ci (? _;3%2
A 0 , 06 (0%
Aes o[ 00y 00 (020 N 0% 0 |00 (P~ 0
+§;| |{8:1:Z ox; W_JZ:;&%’]-Q +90)‘8xl ox; o2 _;8%2

Aen 0 , 09 (0%
=325, (’“" o W_M))

)

20 AN 20\ 96 9 (% A= 0%
W‘E;a )+8x oz, (W_Ezaxﬁ)]

J]=

oAl 9, 06 (P 2 , (0%
-2y 2 (rwr waxi(aﬁ—m X wpenvor (22 - a0

dp [ 0° A 0
:__Za (1oPen2 (55 - 20)) + Siulen (G5 - 20) 36+ Avop)

Temos ainda que

T n a aw 82¢
2
_Z/ /(83: (%—A@)md:ﬁdt:o
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T N 2
0 2 ¢
/T/Q;axi <|w| <6t2 Zax] ))ddt
D¢ 0?%¢
(8152 Z Dz )) vidxdt = 0.
Com base nos calculos acima chegamos a
82¢
Iny = —(M; — 1)sA Awgp,\w e — A¢ | dxdt
P26 < 9
(Ml - 1 8)\/ /Z axl (axl (W — < asz dxdt
(M —1) 2/ / 0 2 P9 0*¢
+ 5 SA » QZ oz lw|“p e Z . a2 dxdt
_h-D )\2/ /yw| ©x (ﬁ —A¢) (A + A|Vo|*)dxdt
¢
+(M; —1)sA |Vw| ©x @_ dxdt,
e concluimos que
I, = —(1 - M) s)\/ / |Vw|*py (W + Agb) dxdt
_ T 2
—i—ws)\Z/ /|w|2<pA %—Aqﬁ (Ag + NV |?)dzdt.
2 _rJa ot?

Agora obteremos dados sobre a integral

r 0
(] 122 = S)\Q/ /AUKPAUJ
_rJa 0

2
¢ —|V¢|2> dxdt.

Para isso, tomaremos a funcao da seguinte forma
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Q|
RS)
>
g
>
2|

2 Y dw o 0
—|w>|2> DB ('a—f
3d) 2 N a¢ 2 a 2 N a¢
w52 @)) e (52 Ge)

Jj=1 j=1
-y (aw o (‘@ 2—|w>|2)> Ay VuVu < g0 2—|V¢|2)
i—1 ZT; axl 0 815

N
ow (,00 &% 9o ¢
— 2 — 2
oAVl (’at Wﬁb’) wa ( Ot Ox;0t Z dx; D0

2
o)

=
o
g
Dl
g

al ow
~ 2o ( Fa, N (‘ o —!Vbe)) —Awvast( o —\VW)
2 2 0%¢ 0¢ Ow
—|VwlPeox ( —|Vg| ) Z 5.7 9. Do (2.13)

Analisemos o segundo termo dessa igualdade.
O|wl? 3¢ ¢
J— 2 —_ _
Vel ) Z ox; 8% ot
__n Z ‘2 a¢
0x;
0
2 R
3 Z [w | [(‘h 2 (' ot
A 0 wl? 8¢

2

N
—AwVwVop, ( Z
j=1

(2)

;<s—z;>2>]
\V¢\2>
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A Lk
+§|w| PrAP (‘E

22 (l S ()]}
o

Al 9 a 2

33l % [6% (\;\ o) o (5] -

—\WF)
<a%> )

ot

_ _iz O w2l (|22 2—\v¢\2 !wl A¢ \W!Q
N 2 P 8371 8x A a i
2 z| ]—' (\— |v¢|2>
0b 9% d%¢
+>\Z| (81& Ox,;0t Z_: O 8%8@)

99

2
2
o)

)\ 2
+ §|w| 23VAY) (‘8_

0
200, (‘— —|V¢|2>

A 0
)\2
+—|w\2mv¢|2< o —|v¢|2> ~ AwleaD*6(V, V9),
92 _0%¢ 0¢ 0¢

onde D?¢(V¢, V) denota o soméatorio em i e j do produto Berde; Oes 0

Trabalhemos com o quarto termo de (2.13).

9% 3gz5 ow
2wiex Z Ox;2 0x; Ox; -

S (P00 S (00
o, P or20x;) 0x; \ 7?0, 922
N N
X9 . 006 L (002 066 0 (06 P
N Z ox; <|w| wkﬁxiz or; ) ; [l Ox; Ox; Ox? + g0’\8:Jci Ox; 0x?
N N 2
_ 9 ,  0%¢ 0¢ 2 09\~ ¢
= Z&c- <\w\ SDA@a_l‘i —)\;\w\ 2 8_3:2 92

al Po\:  9p 93¢
- Z wfes ((877?) * dx; Ox?

N 2 ) 2
=Y o (e 5 ) - AufeD?o(96.70) - rwmz (52)

8@2 89[;2
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Além disso, observemos que

[ (5ee (aﬁ
_Z//(axz (‘
[ (w2
- [ (e (%]

() )
S (EY) v

J=1

(a—“>

D) a))) e

J

() )]s

Jj=1

T N 2 N T 9
0 2 0°¢ 09 / / 5  0°¢ 0¢
= dodt = 0.
/T/Q;ami (|w| @Aaxiz 8951-) et 121 —rJr [l (pAaZL'iQ 0x; e 0
Pelas igualdades que conseguimos podemos afirmar que
Ioo = —S/\Q/ / IVw[*py (‘
T N 2 2
9°¢
—5/\2/ / wl? (—) dxdt
. Q’ ’SD,\Z: 972
s)\3

/ /le ox (Ad + A|Vo[?) (‘—

T
—25)\3/ / lw|?0xD*¢(V ¢, Vo)dadt.
-1Ja

—|v¢|2> dadt

—|v¢|2) dadt

Facamos os célculos para

T ow 0¢
o I,; = 25/\/ / Aw (—— — Vngb) dzdt.
23 A P ot ot
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Notemos que o integrando é equivalente a

2 ow 0¢ ow 0¢
el (55 -3 o, axj)

i 0
i=1 =
aw 8_w@ B Z dw O

< O 81'1 ot ot = Ou; dx;
_ZN:awa a_w@_zawagb

i1 3% 8@ (925 (925 8@ 8]3]

N9 fow (0w N ow [ 9py (0w de
—_ )\ —_——— —
=2 o, (8%%\ (815 at WW’)) "~ O, lﬁxi (8t ot V“’W)

ow 0¢p ow 0¢

(E% Z o1, a)]

al ow [ Owdd Ow 0
=2 oz, (a (at ot~ VY W)) —ARVWVe (EE -V W)

Z ow 0w 9 , dw 6 N Pw 9o L Ow 6
oz, \ om0t 0t ot om0t a 9"* 0.0z, 0r; | O; 01,07

w0 Ow ¢
<8$Z<P,\ (EE - VwV¢)) — ApAVwVeo <EE B v V¢)

N

0%¢ Ow Ow

b 9 [ Ow ow
A z:: Ox; (E) Oxl 81'] Oxj o Z 893,8%8_3@8%
0

N
_ Z Ow owop _ AVATIAVZGR I e ma—%ww + A VuV¢|?
- (9%‘

2o 9z \ 0w, \ ot 0t at ot
0¢ ow 0w 8¢ 9
Pr g \Y ( oy ) Vw + ax] + o D p(Vw, Vw). (2.14)

Vamos desenvolver ainda mais alguns termos dessa igualdade. A saber, o quarto e o

quinto termos. O primeiro deles pode ver visto como
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10 (L fow\? ¢ 1L 7 ow A
Y ;(83:) E%)+§;(axl> &s(aﬁ*)

% +5¢3%
)\ T ot o

1 o
; (vurGre ) > (a_w) (aﬁ%“@ %

ot

A a¢ 2 (2.15)

O quarto termo de (2.14) pode ser escrito da seguinte forma
N N

Pw 9¢ 0w Ow ¢ 1 o [ow\? 96
Z o0x; P Z 8@81’] ax] l; O0x;0z; Oz, Ox; A= Z 8.%] ((’3331) (’3_;1,3%0A

10 Naw O 1N /ow\? a0 [0
~2om \ 2 (5:) 3—9”) 32 (o) 7 (5)

i,7=1
19 ) 00 ow\? [ 9% b D
20z Z Vo, ) uz (‘95’%) [355}2% o, 835]}

19 , 0¢ Pyl 2700 \*
= %01, ;|Vw| a—xj90x>——|vw| Aﬁb%——Z(axl) o, ) P

’Ljf

N
A 1
A <Z |Vw|2—<,0,\> - 5(,0,\|va¢|2 - 5%Agbwwﬁ. (2.16)

j=1

Temos ainda que

T N
9 (Ow (dwd
/T /Q ; Oz; (5% > ( ot ot va¢>) dzdt
N

g aw dwdo

=1

T T
—/ /(p,\Vngbundadt: —/ /gp,\\Vw v|*Vvdodt. (2.17)
-7 Jr -TJT
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De forma semelhante,

T a 2
[ 5 (vuPSen ) ar = wurSo,

T
=0 (2.18)
=T

T (& O N O
— Vw|? == = / / Vuw|? ==, v;dzdt
/T/Q dz; (Z;| | axj(p)\ ; -T F| | a%‘%\ !

-/,

/|Vw| 90,\2 dexdt / /@A|Vw V|’V vdudt. (2.19)

De (2.14) a (2.19) conseguimos que

T
I,5 = 25)\/ / Awpy <(9_w% — Vw V¢) dxdt

ot ot

B ow ow 0¢
23/\/ /Z oz, (ang@ <6t " VngzS)) dxdt

e, portanto,

_5)\/ (/ 9 (|Vw|20tw> dt) dw+s)\/ /yw\ o (8t2 ¢> dedt

+2s)\2/ /|V¢Vw| @Adxdt—2sA2/ /0w a¢g0,\VwV¢dxdt

ot ot
—|—5>\2/ /[Vw\ g0A<

—I—s/\/ /Z e (go,\ |Vw|2) d:z:dt+23)\/ /ap,\D o(Vw, Vw)dzdt

—|V¢\2> dxdt

T 2
Ios = s\ / / |Vw|?p (gtf A¢) dxdt + 25\’ / / IV oVw|?pxdwdt
T JQ

T ow 0¢ T
)2 ow op 2 2
2sA /T ot 8tg0AVngbdxdt+3/\ /T/Q]Vw| ¢A< T

T T
_5)\/ / ‘VU) y|290,\V¢1/dodt -+ 25)\/ / (10/\D2¢(Vw, V’LU)d.’Kdt
-rJr -TJQ

—|ng5|2> dxdt
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Por ultimo analisemos

o I3 = —253)\3/ /cp)\ w(
5y / / ol (\
+5°\? / / 201 wVwV(b(
Vejamos que
ot (o)
2 (Iw|2w3g—f s 2—Iv¢l2)> s [m’% <'%

0 96 (|09’ 9(0x*) 0 (|99
—a(W’Q%?’E o —|V¢!2>> —|w|2{ Y E(’E

30|09
o’ 0t ot
—IVW)) —3A|w|2<px°’

0 2 (9¢
825 [wl*y 875 ot
D\ 960
_’V(b’) atat<

826

—[wlPex [a#(

9

=5 (I %0 af( —|V¢|2>>—3)\|w|2

—| ¢I2) (%—f% — Vuw v¢) dadt

2
|V¢|2> dxdt

—yv¢|2> dadt.

at

(ER

ot

o

8t

30%0 2 2 300 0
—lwfes o2 (‘&t ~Ivel ) ~ [wlex ot (at ot _7’v¢’>
) , 300 (|00 ) , 4|06 ,
=5 (| % N ( o —|V¢| )) — 3 |w|7px a0l 3t —|V¢|
—\V¢\2> = 2w[*py’ i (2.20)

—|w|px? 200
o \ ot
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e que

v ([ o) - oo (55 (2
S (v (35 )

|w|Za [ a<’a—¢ ia) )]
:ﬁ;axi <|w|2 (a—¢ [Vl 2—|W>I2>

) (pr*) 09
) — [wl 2{ on o, ('5
L0 [0
e ox; [8:{:z (’ )
Z (' K2 _< ot

(93:
j j

Vo2 ] | = 3ajwf? Zso ( )QO(MA

ox;

2
o)

S o2 (| wor) - Smrorte 2 (-5 (22))
i <| Pert o ( 5 |V¢|2>)—3Alw|2w3|v¢l2 (\at |V¢|2)
o ([ -or) - et (2] -5 2 (%))
:i <| 20 f ( 5 —!V¢I2>>—3Mw\zwg|w\2 (\at —!wr?)
|\ Ag (‘% 2—|V<z5|2> - 2|w|290x9’$:1 822;% SZ gfj

:i 0 ([ 1pppy3 09
=1 axz ()OA 8 8t

—|wpx*Ag (‘

Agora notemos que

/T‘9 P22
ot wsoat

_’v¢|2>> — 3\w|*¢x*|Vo|? (’ BT !V¢’2>

—|v¢12) T 2l D26(V, V). (2.21)

_’Ad)‘?)) —0 (2.22)
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/Z/Qéai ('“"2 (b(‘ 2 i::(a%)2>>dxdt

_ Z/ / < (‘ o ; <§_:Z)j)2>> vidodt = 0. (2.23)

Unindo as informacoes de (2.20) a (2.23) resulta que

I35 = 233)\3/ /(,0,\ w ( —| ¢|2> ((98121 8@? Vch;S) dxdt
0%
_33)\3/ /|w| O (W_ gzﬁ) (‘
T 2
+233)\3/T/Q |’U)|2g0)\3 ( aaf gt? +D2¢<V¢, v¢)> dxdt

2
T 9612
—|—333)\4/T/Q|w|2<p,\3 ( a—(f —|Vo]* | dxdt.

Uma vez que ja calculamos todos os I; podemos soma-los com k e [ variando de 1 a 3

—|A¢|2> dadt

e encontrar

T
/ / PiwPwdxdt
-rJa

2 2
%dmdt MisA

= 25\

oo [ /%[

52
+2S)\/ / orxD*¢(Vw, Vw)dzdt + Mls)\/ / |Vw|?py ((%;b A¢) dxdt

T T 2
—s)\/ /|Vw.y|2g0,\v¢.ydodt+233)\4/ /|w|2gpA3 '—
-TJI —-TJOQ ot

2

owl® (9%
| ¢ ( T A¢) dxdt
8w 0¢

97T 2
25 5 VOV +[VETu ] dxdt

t

2
—|V¢|2> dadt
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2

¢

—1—233)\3/ /| (
F M PN /_i/g!wIQSDAg (% _A(b) <’ ot

+X17

+D24(V¢, v¢)> dadt

—\wy?) dxdt

onde

— M) o2 é 9%¢
X, =— (- M) >\2/ /\w|2 <6t(§ ‘8_ )(W_Agb) dxdt
—s)\2/ /|w| ©x dxdt — <2+ )s/\g/ /|
3
22 [ [ wlovord Sasa
)\4
= / feeofze] (|5
M1 )\2/ /[w[ng,\ (w—m)) (Ap + A|Vo|*)dadt
T n 82¢ 2
/T/Q'w'%z_ (gar;) et
3
+2 / | teFo@o+ A9 (\

T
—25)\° / / lw|*oxD*¢(V ¢, Vo)dadt.
T JQ

8% o282

S dedt

t

ot

—|v¢|2> dxdt

—|V¢\2> dxdt

Busquemos uma estimativa para X;. Observemos que

dp 0 9 5 B
* 5 = gpl@ — ol” = Bt" + Mo) = —25¢.

¢ 0 (06\ 0 B
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0 0 P
° ai - 8xl(|x — xo|2 — ﬁtQ + M) = axi<(x1 —201)" + oo + (2 — $0n)2)
52¢ & (¢ 9
N N
0?¢

N

N 8¢ 2
0|V¢|2:Z(8m) 22(2( T — Xo;)) —42 T — 20;)° = 4|z — 20|

=1 =1

Sabemos que  é um aberto limitado do RY e 2, € RV\Q é dado. Sendo z € €,
podemos tomar uma bola B centrada na origem do R, com raio R suficientemente grande,

tal que QU {zo} C B. Logo,
|z — 20| < 2R = |2 — 20> < 4R”.

Dessa forma,

|Vo|* = 4|z — x0|* < 16R>.

2 e assim, ) < ). Além disso,

e Como py, = e @ segue que 1 < y. Disto, 1 < ¢,
1 < ¢y implica p3 < ¢,® e uma vez que e > a, para todo a € R e ¢(z,t) > 1, deduzimos
que

Oy = @) > Ao(z,t) > A

) S P[00 )
o D*¢(Vp, V) :Z (ax) :22(8%) = 2|Vo|?.
=1

=1

e Tomaremos A > 1. Dessa forma, teremos 1 < A2, A < A3 e \2 < A3,

Analisemos o médulo de cada uma das parcelas de Xj.
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Primeira Parcela

(1 — M) 0? 02
e [ [ (G e G (G - o) e

1—M

= s\?

/T / wPor (—26 + A — 26t) (26 — 2N) dmdt‘
T JQ

T
§3A2(6+N)\1—M1\/ /|w|2%|—25+x|2@t\21dxdt
T JQ
T T
< 2sN3B(5 + N)|1 — My (/ /|w|2%dxdt+2ﬁ/ /|w|2/\g0,\t2da:dt)
—TJQ -TJQ

T T
< 2sN*B(B+ N)|1 — M, (/ / |w|*ordzdt + Qﬁ/ / |w|290>\2T2dxdt)
-TJO =T JQ

T
< C’ls)\?’/ /|w|2gok3dxdt,
-7 Jo

com Oy = max{28(3 + N)|1 — My|,48%(3 + N)|1 — M;|T?}.

Segunda Parcela

- [ |52 [ [ o)~ 2ppaa
T T

§452$)\3/ /gp,\|w|2dxdt§ C’gs)\?’/ /(p,\3\w|2dxdt,
—-TJQ =T JQ

onde Cy = 432,

dxdt' < s\?

Terceira Parcela

] [t

T T
< 5ﬁs)\3/ /go,\]w|2\2ﬁT\2dxdt < Cgs)\3/ /gp,\3\w|2d:cdt,
-TJO T JQ

32
éhff / /mwl | — 28t*(—2pB)dxdt

dz dt‘ —s)\3
ot
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com Cy = 208%T2.

Quarta Parcela

3 2 3
s / /(pA|w| yv¢|28 ¢d dt’< A

T T
< 16R262$)\3/ /gp,\|w\2dxdt§ C4s>\3/ /gp,\3|w|2dxdt,
—rJa —rJa

/ / Al (16R2)(~26) dwdt

onde Oy = 16 R%52.

Quinta Parcela

5 L feea] (5

s)\3/ / 9
Aoalwl?] = 28t2[(] — 26t* — [Vo[*)|dzdt

y —|V¢|2> dxdt‘
T
< QBQTZS)\?’/ / ox*[w]?.||26t)* + |Vo|?|dxdt
~rJo
T T
< 262T25)\3/ / o2 w|? (1267 + 16 R*)dxdt < 058)\3/ / o2 Jw|*dwdt,
—_TJQ T JQ
com Cs = 23°T?(|128T|*> + 16 R?).

Sexta Parcela

' - M) //’w’QW(at? A¢)(A¢+)\\V¢\2)dazdt‘

< ‘—(1 _2M1) sA?

T T
2(8+ N)|1 — My|s\? (N/ / o |w|*dzdt + 8R2/ / A(p,\\w\2d:cdt)
—-TJQ T JQ
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T T
2(8 4+ N)|1 — My|s\? (N/ /¢A3|w|2dxdt+8R2/ /¢A2|w|2d:ﬂdt)
-1 Jo -7 Jo
T
§C’6s)\3/ /gp,\3\w|2dxdt,
-1 Jo

onde Cs = max{2N (8 + N)|L — M|, 16R%(3 + N)|1 — M|}

Sétima Parcela

N

: i o| [ N~ (00
— <
' SA / /go,\]w] Z (8@ ) dxdt‘_s)\ /_T/ng,\\w\ ;(8%2) dxdt‘
T
SS)\Q/ /¢A|w|22(2)2dxdt§ 078)\3/ /gp,\3|w|2da7dt,
-1.Jo — -rJa

sendo C7 = 4N.

Oitava Parcela

“i/ /wﬂM A¢+Mvw><

3
SA / /@A|w| (2N + 16AR?)| (| — 2Bt|* — |[V¢[*) |dzdt

—|V¢\2> dxdt‘

T
gsA?’/ /%|w|2(N+8AR2) (126t + |Vo[?) dxdt
T JQ

T
< s)\S/ / oalw|*(N + 8AR?) (|268t|° + 16R?) dxdt
~rJo

T T
4(B°T? + 4R?*)s\3 (N/ /¢A3|w|2dmdt+8R23A3/ /)\go,\|w|2d:pdt)
-1 Jo -1 Jo
T T
4(B*T* + 4R?*)s)\® (N/ /¢A3|w\2dxdt+8R23)\3/ /(p,\2]w]2da:dt)
T JQ -T JQ
T
SC’S/ /¢A3|w|2d:ﬂdt,
-7 Jo
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com Cg = max{4(8°T? + 4R?)N, 32(3*T? + 4R?*)R*}.
Nona Parcela

T T
'—25/\3/ /gp,\|w|2D2¢(V¢, qu)dxdt‘géls/\g/ /Qgp,\|w|2|v¢|2dxdt
-1.Ja -7

T
< C’gs)\3/ /|w|290,\3dxdt,
-rJo

onde Cy = 64R2.
9

Tomando Cy > Z C) obtemos que
k=1

T
| X1 < COS)\S/ / lw[* @ *dxdt.
-r.Jo

Agora notemos que

25\2 / / on | |22 2 29 990G96 1 |Vevw]?| dudt
875 ot ot
T
= 25/\2/ /gp)\ [ ‘ ‘ quVw} dzdt.
T JQ

Lembremos que M; foi escolhido de tal forma que satisfaca

283 9
M, < .
B+ N "SB4N

(2.24)

Definamos

My =2M,(f1 + N).

Multiplicando (2.24) por 2(8; + N) chegaremos que
48 < 2My (B + N) < 4,

donde
48 < My < 4.
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Assim,

T
/ / PiwPywdxdt
—rJa

> 25\ ox(—20)dzdt — Mls)\ (=26 — 2N) dxdt

T T
+2S)\/ /gpﬂ]Vw\zdxdt—l—Mls)\/ / IVw|*pr(—28 — 2N )dzdt
—-TJQ =T JQ

2 T 5 2
—5A 8_w or2(z — xo)v(z)dodt + 233/\3/ / lw[py3 [)\ ('_ —|V¢|2>
—rJao ot
0%¢ 2\, M )
+ (atQ ot +2|V¢’ ) 5 — (=28 —2N) —|V¢‘ dzdt + X,

T aw 2
= (_4ﬁ + 2M1(B + N))S)\ a— @Adxdt
-T JQ

+(4 —2M;(B+ N) s)\/ /@A|Vw] dxdt — 25\

+283A3/ | oo’ [ (’ —|V¢|2>2 (%

—M,(3+ N) (‘ —\vd)\?) ] dzdt + X,

ox(x — xo)v(r)dodt

2
+2|V¢|2>

ot

ot

T 2 T
= (=48 + My)s\ 8—w ordxdt + (4 — Mg)s)\/ / oA | Vw|*drdt
T JQ T JQ

T
—28A oz — zo)v(z)dodt + 233)\3/ / lw?ox*Fy(¢)dxdt + X,
-1 Ja

onde

2
8¢
o= (B o)~ (] )« (22

M.
= M|28t])* — 4]z — 20|*)* — 72(|25t|2 — 4o — xo|?) + (—28)26t]* + 2.4|x — x0]?)

o] 12 IWF)
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M.
= \N4p%** — 4z — 20]*)? — 72(462152 — 4|z — z0|?) + (=8B°t* + 8|z — 7¢?)
= 16\ (|7 — 20|* — B%t%)% + 2My(|x — mo|* — B*?) — 8B8%% + 8|x — w0
+(88z — @ol* — 8]z — wo[?)
= 16\ (|7 — 20| — B2t2)? +2My |z — m0|* — B*?) +8B (|7 — 20 |* — B2t2) +8(1 — B) | — 20|
= 16\ (|7 — 20|* — B%t%)% + 2(My + 48) (|7 — z0|* — B7%) + 8(1 — B)|x — mo|*.
Como zp € Qe 0 < B < 1, temos que para todo x € €, existe k& > 0 tal que
8(1 — B)|x — xo|* > k > 0.
Agora fagamos X = |z — xg|> — 3%t? e consideremos a fungao
P(X) = 16AX? + 2(My + 48) X + k.
O valor minimo dessa fungao ¢ dado por
(M + 48)2 — 64N k] (M +45)?

- 61) BT

Assim,

Mo + 43)?
_% +k>0 se esomentese, \>

(M, + 43)?
16k

Escolhendo \g > maz{1, (M, + 43)?/16A} obtemos
min P(X) > 0= miﬂlgP(X) > Py >0,
S

z€eR

para algum real Fj.

Entéo, para todo z € Qet e (-1,7)
Fx(9)(z,t) = R,
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Com isso encontramos que

T
/ /lePzwd:I;dt
—rJa
T
> —25/\/ /ap)\
-rJr

T T
+(4 — My)sA / / |Vw|?pxdzdt + 25°\? / / |w|?¢2® Pydxdt + X
—-TJQ T JQ

2

ow
. dxdt
ot |

w2 T
™ (x — xo)v(z)dodt + (My — 43)sA /_T/Q

Seja C' = min{My — 43,4 — My, 2P,}. Portanto,

T
/ /lePgwdxdt
-1 Ja
T
> —23/\/ /cpA
-7 Jr

T T
—l—Cs)\/ /|Vw\2g0Ada:dt+C’s3>\3/ /]w|2g0,\3dxdt+X1
T JQ =T JQ

r 2 r ow
> —23)\/ /cp,\ (x — xo)v(z)dodt + C's)\/ / g
-7 Jr -1 Jo t

T
—i—C’sS)\?’/ / lw*ox*dzdt + X;.
~r.Jo

Mas como

2

ow
— dxdt
at | P

w|? T
—| (z — zo)v(x)dodt + C’s/\/ /
ov -TJQ

a_w
ov

2
+|Vw|2) prdxdt

T T
/ / PiwPywdxdt — X; < / / PiwPywdxdt + | X |
—-TJQ T JQ

T T
§/ /lePgwda:dt+Cos)\3/ /|w|2gpk3dxdt,
T JQ -TJQ

segue que

T
/ / PrwPywdxdt
-t Ja
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r ow |’
> —23/\/ /cp,\ M (x — zo)v/( dadt—l—C’S/\/ /
T JT 14
T T
+Cs3)\3/ /\w\zgoAdedt—CosA?’/ /]w]ng,\3dxdt
-TJOQ =T JQ
T 2
> —23)\/ /cp)\ (Z_w (x — zo)v( dadt+CS/\/ / (
-7 JT 14
T
+ <C’ - %) s3>\3/ / lw|*px3dadt.
-1 Ja
Tomemos s > 1/Cy/C > 0. Assim,
T
/ /lePgwdacdt
-1 Jo
T 2 T 2
> —25)\/ /gp)\ g—w (x —xo)y(a:)dadt+Cs)\/ / (‘%—w
-TJT =T JQ t
T
+Ks3/\3/ /|w|2<p>\3dxdt,
-1 Jo
onde K = C' — Cy/s* > 0. Além disso,
% 2
/ / | Row|*dxdt = — M sy (8t2 Agb) w
T
o
-1 Jo

T
< M2252)\3/ /|w|2<p>\3d:vdt,
-1 Ja

+|Vw|2> orddt

—|—|Vw|2> prdxdt

+]Vw|2> padxdt

dxdt

2 T
(=28 — 2N)w| dzdt = |My (=28 — 2N) 2522 / / ox2w|2dzdt
T JQ

0 que nos permite encontrar

T T
/ /lePgwdxdt—/ /]R0w|2dxdt
—-TJQ =T JQ
T ow|? ow
> e _
> 23/\/T/Fcp>\ 5 (x — zo)v(z )dadt—l—C'S/\/ / ( 5
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T T
+Ks3/\3/ /|w|2cp)\3dxdt—M2282)\3/ /|w|2gp)\3dxdt
-1 Jo -1 Jo
T 2
> —25)\/ /(p)\ 5’_w (x — zo)v/( dadt+Cs)\/ / (
-TJT ov
M. 2 T
+ (K - —2> 33)\3/ / lw|*pr>dxdt.
§ -7 JQ
Fazendo s > sy = max{\/Cy/C, My*>/K} podemos deduzir
T T
/ /lePzwd:I;dt—/ /|R0w|2dxdt
—TJQ -TJQ
T 2
> —25/\/ /cp)\ gw (x — zo)v/( dadt+Cs)\/ / (’
T JT ov
T
+053)\3/ /\w\zgpf’da:dt.
-1 Jo
De (2.8) e da definicao do conjunto I'y
T
2/ /erW\Lov\zdaf;dt
-1 Jo
T T T
Z/ /(|P1w|2+ |P2w|2)dxdt—|—2/ /lePgwdxdt—Z/ /|R0w|2dmdt
-7 Jo -1 Jo -1 Jo
r r ow |
2/ /(]P1w|2 + | Pyw|?)dxdt — 43)\/ / ox|=—
-TJQ —-T JTy ov
r ow|?
—4sA ox|=—| (x — zo)v(x)dodt + 2Cs\ —
M\l —rJa \| 0t

T
+2C’53/\3/ / lw|*p\*dxdt.
-r.Ja

+|Vw|2> padaxdt

+|Vw|2> padxdt

(x — zo)v(z)dodt

81/

+|Vw|2) prdxdt

Reajustando os termos, usando a limitacao de 2 e o fato do vetor normal ser unitario,

obtemos que
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dadt

/ / )| Lov| d:zcdt—l—Cs)\/ / w5,
To
/ [Pl 1Pyt + o / /(]

T
+053)\3/ /\w\zgp,\gdxdt. (2.25)
~1Jo

+|Vuwl ) prdxdt

Observemos que

2 2

8_w 2_ g(es“"*v) = aeswv+es‘“@ = @esmv 2—!— —868% ve’? 81} + |e (%
ot| |ot ot ot| | ot ot & m
18|estp>\|2 8|v|2 @A@ 2
-2 Ot ot ot
Temos ainda que
1 s |2
§8|eat | = 3)\625“0*90,\% = —236)\625‘”@,\15,

Uma vez que ¢(z,t) é limitada superiormente o mesmo tipo de limitagdo ocorre para

0y e €% Logo,
10]es#|?
2 Ot

> —2sBAKt.

Como

g a’”|2 "o 2 T 2 2 2 4 2 r 2
5 ——dt = a—(—t\v| )dt+ lv|*dt = =T'|v(T)|*+T|v(T)|"+ lv|“dt = lv|=dt,
-T -T t -T =T =T

segue que

/ / Vv
2

>%MK/!/4m|dﬁ+/!/%W

/ / KleQWA da:'dt > — / / Zspx|

onde K; é um limitante superior para ).

dxdt > da:dt

d:cdt

dxdt> / / 2505 2

go,\dxdt (2.26)
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De forma analoga,

N 2

2

ow |? ) Deser v
Vuwl? = ] = (5P - spx
[Vl — ox; ; 83:1-(6 v) ; ox; vte ox;
N s 2 s 2
_ Z 86 kav 288 PA Uesw)‘ a’U i PN 81)
o3 (LAPL I 00
- i1 2 8:172 89@ 81’1
N 2 N 2
dlv|? v v
> A 2spx _ SPx > Spx 7 | — o250 \V4 2'
_izl sAe“P oy |z — o oz, + le oz _izle o1, e~V

Donde,

T T
/T/Q\VwIQgp,\dxdtZ /T/52625“|Vv]230>\dxdt. (2.27)

Para a derivada normal, usando os Teoremas 1.10 (Desigualdade de Young) e 1.12,

temos que
8w 2 Nowl? N ow|?
= |Vw i = —| |l < -
N son 12 s 2
_ Z OesA 86 P2 . ov 4+ e ov
i1 8ZEZ c%, 8IZ 8951
N 2 2 N 2
865%\ ov ov
<9 Spx < 2C'N|v|? ©x
<oy (o] sfen gz ) <aomit 23 fen
ov|?
= 20N |v|?* + 2e*°* |Vo]? < Ce®? |v]?p] + 25 £ (2.28)
v

Unindo os resultados de (2.26) a (2.28), a desigualdade em (2.25) e o fato de que

w = M v chegamos a

/ / e?5°X| Lov| dxdt—l—Cs)\/ / 25%
To
> con [ [ o (

dadt

+|Vv|2> Adxdt—kC’s?’)\g/ / e x v\ dwdt
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T
+/ /(|P1w|2 + | Pyw|*)dxdt.
-1 Jo

Tomando K = min{1, C'},

/ / x| Lov|? d:);dt—l—Cs)\/ / 25%
To
o [ [ e (\

T
+K/ /QawﬁuwaMﬁ.
=T JQ

dadt

+|V| ) g&,\dxdt—i-KSg/\g/ / e? ) v\ dadt

ou, equivalentemente,

C/ / e?5?X| Lov| d:cdt—l—Cs)\/ / 253"*
To
o [ (
T
+/ /qamﬁungMﬁ.
T JQ

E isso prova o teorema.

dadt

+| V| ) ¢Adxdt+53A3/ / e v p\Pdwdt
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Capitulo 3

Aplicacao da desigualdade de

Carleman a controlabilidade exata

Faremos agora uma aplicacao da desigualdade global de Carleman encontrada no
Capitulo 2 para estudar a controlabilidade exata da equacao da onda. Para um par de

dados iniciais (ug,u;) € L*(Q2) x H~1(2), consideraremos o sistema

( O%u
W_Aujtpu:O em Q x (0,7,
U= sobre I'g x (0,7, (3.1)
u=0 sobre (I'\T'g) x (0,7,
ou
\ u(0) = uo, E(O) = em €2,

onde p(z,t) é um potencial pertencente a L>(2 x (0,7)) e v é a fungao (controle) tomada

em L?(0,T; L*(Ty)). O problema (3.1) tem uma tnica solucao (ver Teorema 1.4)

u € C([0,T); L*(2)) com % € O([0,T); H1(€)).

A controlabilidade exata para o sistema (3.1) pode ser formulada como segue: para
T > 0, suficientemente grande, e um par de dados iniciais {ug, u1 }, encontrar um controle v

tal que a solucao do sistema satisfaca

0
u(T) =z e (9_1;(T) = 2z,

onde {2y, 21} é um par de dados em L?*(Q) x H~(Q).
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Devido a linearidade do problema (3.1), podemos considerar o par de dados finais nulos.

De fato, se fizermos u = 0 + &, o sistema acima, acrescentado das condigoes finais, pode ser

visto como a soma dos dois sistemas seguintes:

’@_M+ 6=0 em Q x (0,7)
ot pr= . o
0 = v sobre I'y x (0,7,
=0 sobre (I'\I'g) x (0,7), (3.2)
a0
6(0) = uy, E(O) = U em (2,
a0
| 6(1) =0, ZH(1) =0,  emQ,
3
(OC ey pe—0 em Q x (0,7)
at2 p - Y )
£=0 sobre I'' x (0,7),
(=0, X =0, emo .
ot
)= B =a o

Uma vez que (3.3) é nao controldvel, é suficiente provarmos que (3.2) tem solugao.
Como foi dito na introdugao, o método HUM, idealizado por Lions (ver [9]), transforma
o problema de controlabilidade exata equivalente a obtencao de uma desigualdade de

observabilidade para o problema adjunto

82

o — At pb =0 em Q x (0,7),

P =0 sobre T x (0,7, (3.4)
N

77/}(0) = wo, 6_(0) == 77[)1 em ().
t
Notemos, pelo Teorema 1.1, que dados vy € Hg e ¢ € L?, existe tinica solugio de (3.4)

na classe

C([0,T); Hy()) N CH((0, T); L*()).

Além disso, pelo Teorema 1.3, 9% € L*(0,T, L*(I'y)).
A desigualdade de observabilidade antes mencionada ¢ estabelecida no seguinte

resultado:
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Teorema 3.1 Assumamos que
e 320 € RN\Q, com Ty DT, = {w €T, (z — z).v(x) >0},
o 7' > 2sup|z — x|
zeQ
Entao existe uma constante Cy > 0 tal que para todo vy € HY(Q) e ¢y € L*(Q) temos

T 2
EOSCO/ / g_@ff
0 Jrol oV

onde a Eqy € a energia, definida por
dx+/ |Vi(x,t)] d:v) ,

dodt,

o

T —(z,1)

E(t):—(

no tempo t = 0.

Demonstragao: Derivando a energia (3.5) em relacao a varidvel ¢, obtemos que

dE 1 O 0*1) vV
%(t):—(Q QE( )62< dx+2/V¢xt at(x,t)dx)

0 0? 0
;f( t).a—;f(x,t)dx—/QAw(x,t).a—zf(x,t)dx

- [ S (G0 - sutwn) e

— [ e 0te. )G (o 0,

o que implica, pelo Teorema 1.9 (Desigualdade de Hélder), que

dE

0
1) < Wott) oo | 22

E(t)

[V (t)]L2()-
12(9)

Pela Teorema 1.11 (Desigualdade de Poincaré), existe C' > 0,

[V(t)]22() < CIVY(L)| 12

Dessa forma,

dE

0
— (1) < Clip@)l| =0 ]

E(t) (VY ()20

L2(9)
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e, aplicando o Teorema 1.10 (Desigualdade de Young),

W) < Clplt)l~o ( o

Q)%\vw(t)&z(m) = Clp(®) =) BB (36)

2
aa@tb (x, T) V) (x, %) dx) .

— Cllpllz=(@ E(t) <0,

Definamos

= (5) -3

Observemos que de (3.6) temos

2
dx—i—/

dE
%(ﬂ

ou seja,

%( E(t)e-Clrli=@t) < .

Integrando a tltima desigualdade de 0 a 7'/2, obtemos
By < EpeClPlie@s, (3.7)
De maneira andloga, mas integrando de ¢t a 7'/2, encontramos que
~Cllpll oo (o) (£ 1) T
Eye Plizee(@)\z < E(t), Vit e 0,5 (38)
e integrando de T'/2 a t,
E(t) < Eye ClPle=@(z-0 vt e 0, 7. (3.9)

w

Multipliquemos a equagao (3.4); por g, e integremos em Q x (T'/2,t). Assim,

/(af<> +|w<>|)da:
<[ (\%—f(g) v (3) ) e+ 2lpley [ [ 058 st

Apliquemos os Teoremas 1.10 (Desigualdade de Young) e 1.11 (Desigualdade de

Poincaré) para obtermos

/(\‘Z’() HYU() )d-’L’<EM+HpHLw<Q>C/ /(]

27

+\Vw\2> dxdt.



Usando o Lema 1.1 (Gronwall) na iltima desigualdade, segue que

onde C > 0.

Agora escolhamos como peso a funcao

2
ulot) = lo = = 5 (1= 3 ) + o

onde 8 e Mj sao tomados de tal forma que

4
0< —suplz—z><B<1

17 ze
e

du(z,t) >1 em Q.

Observemos que
Om (;L", g) = |z — z0|* + My,
e
bur(x,t) < | — 30)* + M.

Portanto,

om(x,t) < o (l‘, g) , YV telo,T].

Para cada x € Q, ¢ (x,t), o gréifico de ¢y (z,t) é

Ad(x,t)

|x=xg M,

M,

v
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Podemos afirmar que

T T
In>0; ou(x,t) > My, Vte [5—77,§+77}7V$€Q

35>0, ¢M($,t>§M0, Vit e [O,5]U[T—6,T], Ve
Seja 05 uma fungao em C§°([0,T) satisfazendo

{ 0 < 6(t) < Y tel0,T], 510,
05(t) = 1, LA

e facamos

(e, 1) = Ot 1)
Uma construcdo da fungao 65 satisfazendo (3.10) pode ser encontrada em [8, p. 430-432].

Notemos que

822

= OBty 1) — A1) + Dl ()1

— % %(tw(ﬂc, t) + 95(15)%—1?(3:, )| = 0s() A (x, t) + p(a)0s(t)p(x, 1)

%0 s, O 005 O 8%
= 6_t;(t)¢( t) + 8_756( )E(x,t) + 8; (t)— 5 (z,t) + eé(t)w(x’t)
—05(t) A (. t) + p(2)05(t) (v, 1)

P (s t) + 222022 (2, 8) 4 05(8) | 2L (0, 8) = Ab(a, 1) + pla)ib(a, )

IE ot~ ot o
020 005, O
= a—t;@)w(x,t) +2a—;< )y (721

Como 1 = 0 sobre I x (0,7"), o mesmo acontece para z. Além disso,

2(0) = 05(0)¢ho = 0,

29



2(T) = 05(T)y(x,T) = 0,
9z, 00 O

E(O) = E(O)% + 95(0)5(% 0) =0,
0z 005 oY B
Dessa forma, z é solucao do seguinte sistema:
9%z 050y %65
Lz —w—Az—i- (x)z—QEa—l—W em  Qx(0,7),
2= 0 em  I'x(0,7), (3.11)
0z 0z

2(0) = 2(T) =0, Em):E(T):O x €.

Temos que

2

z€ L*0,T;L*(Q) e Loz= % — Az € L*(0,T; L*(Q)).

Agora definamos, para A > 0,
oz, t) = @,

Podemos aplicar a desigualdade de Carleman (2.5) para z no intervalo (0,7"). De fato,
as equagoes da onda sao reversiveis no tempo, pois se fizermos s = —t teremos s € (=T,0).

Derivando z com relagao a s,

0z 0z ot 0z
%(ZE, S) = a(I,S)&(Q],S) = _a(aj78)‘

Da mesma forma,

%(m,s) = % (%(JE,S)) = % (—%(%S)) = 5z (@ 9)-

Observemos que estendendo o dominio de z, automaticamente, estamos estendendo o

. __ 00050y | 920
dominio de 6 e ¢. Temos, portanto, que Lz = 2525 + S em Q.

A funcao peso que escolhemos tem as mesmas propriedades que a do capitulo 2, mas esta
definida apenas no intervalo (0,7). Esta mudanga nao traz grandes alteragoes no calculo da
desigualdade de Carleman, uma vez que as propriedades do peso que utilizadas sao referentes

a sua limitagao e essas sao mantidas.
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Aplicando a desigualdade de Carleman (2.5) chegamos que existem constantes

S0, Ag, C' > 0 de tal forma que V s > sge A > )\

T 2
s)\/ /628‘“‘4 %
o Ja ot
T T
—I—/ /|P1w|2dmdt+/ /|P2w|2dmdt
0o Ja 0o Ja
<SA/ / 28p ( +|Vz\2> dxdt+s3)\3/
-7
/ /|P1w| dwdt+/ /|P2w| dxdt
< C’/ / e?seM | [z |? dmdt—i—C’s)\/ / 2sem | _Z
1)
=C / / M | Lz|*dwdt + C / / M | Lz|*dwdt + Cs\ / / erwg
1)
o [ [ e
To
T T Oz
:20/ /er%M\Lz\dedtQCs)\/ / e?seM |~
0o Jo 0o Jro v

ou seja,

T 622
A 2sp M e
s f L ([
<c / / 200 | L2 2ddt + Cs\ / / 2oou| 22
To

Observemos que

T T
C’/ /628¢M|Lz|2dxdt:(§’/ /623“’1‘/’
0 Jo 0o Jo
s 2 T-§
=C / / oo g0 00 065, dudt 4 C / / 2521 |9
0 Jo

ot (915 (’3152
61

T
—l—\Vz\Z) dxdt+53)\3/ /eQWMgpM3|z\2dxdt
0o Ja

T

/ e?5PM 3| 2| Pdadt
Q

dadt

dadt

dadt

dadt

v

+|Vz\2> dadt

dadt (3.12)

L0000 905

oot o i

7 ¥

9500 505

25 o T o v




0650y 865

oo Do dna

T
+C / / e25PM (9
T-5Ja

Uma vez que as derivadas de 65 se anulam em [0, T — J]

T
C/ /623“’M|Lz|2dmdt
Q

L 00500 920, / / 005 0% 9%0s
_ 2spM 9220
= e ( ot ot o o+ oo o T
Notemos que
00500 0°0; * 005 0y 005 %05 |?
2— =4|—— 4—
ot or o ot ot| tarar oV oY
005" |0y | || 96s| 0w || 005 90517,
P/ i I e - 9 - 9
<9 | "ol e (W1 | B | 1Y
<2 ac|2| i+ crup < o (|2 4o
ot ot =

Sendo ¢y (x, 1) < My, segue que e2#M < €25 000, (3.13) nos fornece

T
C/ /623‘”{\1}2|2dxdt
o Ja
< Qe [/ / (’ +|w|2> da:dt+/ / <‘
Usando o Teorema 1.11 (Desigualdade de Poincaré) temos
T
C/ /eQWM\Lz\dedt
o Ja
C 2s5e*Mo [/ / (’ +|vw|2) dl’dt+/ / (‘
956 MM T 956 MM J T
= Ce™™ /E( )dt+/ E(t)dt ) < Ce>¢ /EMdt—i—/ Eydt
0 -5 0 -5
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+|v¢|2> dxdt]

e dt) . (3.13)



,\Mo

— 260 2se

o que implica
r A M T
C’/ / 2P | Lz P dadt < 26Ce*° EppeClPli=@s (3.14)
Q

Por outro lado,
T
/ / e2som (‘ +|Vz|2> dxdt > / / 2spM (‘ +|Vz|2> dadt.
0 Q r_
Como 05(t) = 1 pra todo t € [T'/2 —n,T/2], temos
9z 905 N oz° |oyw|”
5 = Fw(an + 0 5w = | 5| = |5
(§
Vz = Vs(t)y(,1) + 0s() Vi (1) = [Va|* = [Vy[

Lembremos ainda que ¢y > 1 e que ¢y > My em [T/2 —n,T/2], donde A¢ps > AM.

Assim,

+|Vz|2) dxdt

J

0z
2spm
‘ (‘(‘%
/ / e <’ ot +!W!2) dzdt = 2254 / CE()dt. (3.15)
/e T

Observemos que para t pertencente ao intervalo [T//2—n, T /2] é vélido quen > T/2—t >

N
| ;3\

|

v

0 e, portanto,

T
~Clll=@ (5 - t) 2 ~Clili=o

Com esse resultado e (3.8), obtemos por (3.15) que

/T/QQSSOM %
o Ja ot

A partir de (3.9), (3.12), (3.14) e
AM AM T T
2sAne CEye” CIPli=@n < 950%™ By eClrlle=@s 4 C’s/\/ / e?sem | =
o Jro

2
~|—|Vz]2) dadt > 2ne?™™ By~ CPle@n, (3.16)

(3.16) podemos afirmar que se s > 59 e A > A\ entao

dadt
v
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QSGAI\JO

Dividindo a inequacao acima por e e reajustando os termos, segue

0z |?

T
25 nEyre CMli=@n < 250 By efMPli=@z 4 Cs) / / e2slen =) 22 oy

isto é,

sAn c T T ) Ny
2 o= — dCe Ple=@z ) B,; < CsA p25(prr—e*Mo)
eClplLoo(@yn o Jr,

Multiplicando a dltima desigualdade por e€lPlze@m /82\%n, deduzimos que

Cllplloo (@) (T +
i B 5C et IPliL (Q)(2 77) EM < v C||P||L°°(Q)77/ / s(par—erMo)
SA s2A\2n — 2s\n

Tomemos sy, \g grandes o suficiente tal que

2
% dodt.

%2
ov

dodt.

Cllpll oo (@) (5 +n)
p_0ce ~ oo
SAN

Dai

2

0
5 (050)| dodt

T Mgy | 0% 2 T AM,
EMgc/ / eZelen—eT0)| == dadtgc/ / e
0 JTo ov 0o J1o
T
< C/ / 628(4PM—6’\A10)|96|2 8¢
0 To al/

T
< C’/ / e2s(or—erMo) oY
— Jo Jre 0

2
—| dodt. 1
| do (3.17)
Combinando (3.9) (com t = 0) e (3.17), podemos concluir que

T 2
B, < CeClplie@’ / / o
0 To 37/

dodt

dodt,

0 que prova o resultado.
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Capitulo 4

Aplicacao da desigualdade de

Carleman ao problema inverso

[remos agora aplicar a desigualdade de Carleman para encontrar resultados de unicidade
e estabilidade relativos ao potencial p.
Consideremos o sistema (1.2), onde p é um potencial limitado desconhecido que depende

apenas da varidvel espacial. Iremos assumir que para cada p € L*®(2) o sistema possua

solucdo tnica (ver Teorema 1.4) e que faga sentido calcularmos 875—(:'» restrita a uma parte da

fronteira I' x (0,7).

Queremos encontrar um resultado de estabilidade, ou seja, uma desigualdade tal que

ou ou

5, 5@ (4.1)

Y (To)

P —qllx@) < C'

onde X(Q) e Y(I'g) sao espagos convenientes. Além disso, queremos um resultado de

unicidade, isto é,

du(p) _ dulq)
v v

se sobre I'p x (0,7) entao p=gq.

Percebamos que a estabilidade implica a unicidade.

Tomemos p, q € L>(€2). Por hipétese, os sistemas
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0%u

ﬁ—Aqupu:f em  x (0,7),
u=g sobre T x (0,7), (4.2)
0
u(0) = uy, 8—?(0) = U em ().
e
0%u
W_Au+qu:f emQX(O,T),
u=g sobre I'' x (0,7), (4.3)
(0) =up, 240)=w  em,

ot
possuem Uunica solugdo que chamaremos, respectivamente, de u(p) e u(q). Fazendo z =

u(p) — u(q), entao z é solucao de

%—Az+ 2=fR em ) x (0,7

ot> b== T

z=0 sobre I" x (0,7, (4.4)
0z

2(0) =0, E(O) =0 em (2,

onde f=qg—pe R=u(q).
Supondo p = p(z) um potencial conhecido e z solugao de (4.4) seria possivel encontrar

uma desigualdade da forma

0z
2
1f %) < CH% ?

2
Y (Tox(0,1))

O seguinte resultado dard uma resposta afirmativa a esta pergunta.

Teorema 4.1 Assumamos que ||p||re) < m e
e 320 € RM\Q com Ty DT, = {z €T, (2 — x0).v(zx) > 0},

o 7' > sup |z — zo|,
zeQ

e Re H'(0,T;L>(Q)) com |R(x,0)| > ag > 0.
Entao existe C' > 0, dependendo de p, tal que

2

0z

1 2
Ml < |5

Y

H'(0,T;L*(T0))

para toda solugdo z do problema (4.4).
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Demonstragao: Pelo Teorema 1.1 sabemos que (4.4) possui tnica solugao z. Estendendo

9 ¢ 9% em (—T,0) e derivando (4.4); obtemos

o (0
ot2 \ ot

Observemos que

-a(F) oG = @@y @

2_2;(0) = f(@)R(z,0) + Az(0) + p(2)z(0) = f(z)R(x,0) em €.

Assim,

(932 0z 0z OR
%—A<a)+pa—f()at(xt) em @,

0

7= _ 0 sobre X, (4.5)

gt 02z

z
| 5;(0) =052 (0) = f(2)R(z,0) em €.
Para § > 0 suficientemente pequeno, consideremos uma fungao 0 € C°(—T1,T) que
satisfaca

0<f6<1le O(t)=1,se —T+5<t<T-4. (4.6)

Facamos
ol 1) = 00) 2 (2,1

e notemos que

gj;’ A+ po = aa; (9(t)%(a:,t)> _A (e(t%(x,t)) +p<x>9(t>%(fcat>

— 5 (G050 0055 w0) - 008 (G ) ) + )0 5 )
_0%0 0z 90, 0%z 90, 0%z Pz

= () (1) ()5 () + (1) (1) + 00 5 (1)

_o)A <%(z,t)> ()00 L (2, 1)
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0%z 0z 0z 00 0%z 0%0 0z
—o(t) (@w) N (Eu,w) o) t>) 2202 2w+ 20 E )
OR 00 0%z 0% 0z

= 00 () Gy (0, + 25 () S (0, 1) + 55 (05 (21)

Como ?‘; = (0 sobre X e aza( ) =0 em Q, segue que

v=0 sobre X e v(0)=0 em €.

Além disso,

ov 00 0z 0%z
E(O) = E(O)E(O) + Q(O)w(o) = f(z)R(z,0)  em .

Uma vez que 0 € C5°(—T,T) temos que 0(—T) = 0(T) = —(—T) = —(T) = 0. Logo,

o(=T) = B(-T) (=) = 0 = 6(T) 22 (T) = (D),

v o0 0z D%z

E(_T) = E(_HE(_T) +6(-T)—5 (1) =0,
v 00, 9z %z
a1 = g MM+ 55

Reunindo todas estas informagoes, deduzimos que v é solucao do seguinte sistema:

T) = 0.

(0% OR _000%z 0?00z
ﬁ_AU +p( ) Q(t)f(l’)a—f—QEW—f—ﬁa em Q,

V= em

ov

9%(0) = f(2)R(x,0) em (4.7)

v(T)=—=(T) = em

DD D M

v(-T)=—=(-T)=0 em

Aplicando a desigualdade global de Carleman da forma como aparece em (2.25) para

(4.7), temos

/ / e25x| Ly|? da:dt+C’s)\/ / 25‘“
1)

2 T T
i d:z:dt+s3)\3/ /@A3|w|2dxdt+/ /|P1w|2d:xdt. (4.8)
—-TJQ =T JQ

dadt

> s\
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Sendo T > sup |z — xg| = p, segue que (p/T)? < 1. Tomemos Dessa 3 > 0 tal que
zeQ

p2

T2

O peso que tomamos no calculo da desigualdade de Carleman é dado pela funcao

< p <1

o(x,t) = |x — xo|* — Bt* + My. Para cada z € Q, temos que o esbogo do gréfico de ¢(x,t) é

0 seguinte

Aaix)

|x-xg + N,

Com base no grafico de ¢, podemos afirmar que existe 6 > 0 satisfazendo
o(x,t) < My < ¢(x,0), VYV te[-T,-T+6|U[T—46T]. (4.9)

Escolhendo este ¢ na definigao de 6 dada em (4.6), temos que as derivadas desta fungao

se anulam em [—7" + 6,7 — ¢]. Com esta informagao, iremos em busca de uma estimativa

T
/ / )| Lv|*dxdt.
~rJo

Inicialmente, multipliquemos a equagao (4.5); por

para

22(t)
8t2

e integremos em ).

0%z

x) E(m, t) w(m, t)dx

OR Dz
> [ 105 w055 0

gtg (z, t)gtj(:c,t)dx /A @j(x t)> gtj(a: t)dx—i—/p(:c)%( )(th(z Hdx

0%z
w(t)

2

_ 190
20t

0z

E(t) (4.10)

10 ‘

ez Yl

2(9)'
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Integrando (4.10) de 0 a ¢, usando (4.5)3 e que H}(Q) < L?(Q), temos

0%z

1
SIFRO) 320 + 7)) 5

x,t)dz|dt

111 6%% 2
1 IETA

A%

0z 2
—<t>'
’ ot g

1 0z
+5ve 50

L2(9)

2

1022 |I? C

0z
3|72 @

> E(t)

(4.11)

LQ(Q)‘
Dessa forma, os Teoremas 1.8 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz), 1.10 (Desigualdade
de Young) e por |R(z,0)| > ag > 0, (4.11) implica

82

5l <55

1 OR 0%z

< SIF RO / £l || 5 (0520 La(mdt

2

<5 [ V@R IRO.0Pd: + / I eyt + )| 12 0,0 o
< CllfZ + ZIFIE 1198 8—2“"@) dt
> L2(Q) 9 L2(Q) ot . ot2 L@

< O + 2 220 ‘%@ +C‘%<t>2 @ (412)
= L2(Q) Ot "l ooy \ 197l 20 o New) |

Aplicando o Lema de Gronwall, em (4.12), obtemos a existéncia de C' > 0 tal que

02z 2 0z 2
Pz +\ 2ol < el (4.13)
’ ot L2(Q) ot 12(Q) He
Vejamos que
OR 00 9%z 920 Oz 2

| Lo = ‘e(t)f(iv) 5 (0 8) + 25 () 55 (@,) + =5 () 5. (1)

2 2

0%0 0z

OR 2100, 02z
' +@(t)§(m7t)

= ‘G(t)f(x)a(x | + 2@( )ﬁ(%t)
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H00) 1) T ) (1) (0,0) 4 2000) ) 1) (1) (1)

00 0%z 0?0, 0z
a(t)@(% t)w(t)a(% t)

SC’f( )%Jf( 1| +c gz( ,t)‘ +C'%(m,t) +C‘f(x)aa—f(x,t)%(x,t)
+C‘f(:z;)%—§( D a1 )‘w i t)%(m,t)'. (4.14)

Usando o Teorema 1.10 (Desigualdade de Young) em (4.14), segue que existe C' > 0 tal
que

2
+

2
+

82

OR
o o

0z
ot o ¢

x,t) E(

|Lv]* < C[If( ) z,1) )

2] . (4.15)

Por (4.6) basta integrarmos e?#*|Lv|* para t € [T, T + §] U [T — §,T]. Por (4.9)

¢(z,t) é sempre menor ou igual a ¢(z,0) neste intervalo. Assim,

T —T46 T
/ /625¢*|Lvl2d$dt§/ /628¢*(0)]Lv\2da:dt+/ /erW(O)\Ldemdt.
—TJO -T Q T—-6JQ

o PN R L PN R L CPN
< 25 (0) 2| 0T 9z
’ OR 2 0%z 2 Oz 2
25 (0) 2|1 0z
+C/T_5/Qe [!f(a:) 5 (1) +| 5z (2:1) +‘8t (z,1)| |dwdt. (4.16)

Pela desigualdade dada em (4.13) podemos reescrever (4.16) como

T
/ / e | Lv|*dxdt
~rJo

—T+5

SC'/ OR||?
ot
T

T+6
/|esw(0)f( )| da:dt+C/ 11120yt
L (Q) !

+C

OR|?
W [renosrasa s [
t Lo (Q)/ Q2 T-0
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< Cle O f[|72

Portanto,

Busquemos agora estimativas para a integral de le

T
/ /625%|Lv]2d93dt§ 0/625¢A(0)|f(x)|2d$.
T JQ Q

OR|?

¥ +26C > PO Fl172 1 dt

—TT;L°(R))

(4.17)

em QX (—T,0) , onde w = €2y

e Pyw sao definidos como no capitulo 2.

/ / le—dxdt

-/ /[W _Aw+s2w((
-/,
/Q_

vV
N

N | —

—S

N | —

>

DN —

1
>

-2

o),

/

J
J

a5

—~
)
~—

A
@)
~—

agb 9 ow
96\’ ow
2y2 bt 2 -
dmdt+/ / —Aw + 57\ @) ((815) Vol > ] 5 dxdt
2 2
dx+/ ||w||H1 dt+32/\2/ / <<g—f |v¢|2> 8'(;”' dxdt

dx+s2)\2/ /(915[(( ) \v¢|2> wa dxdt

/m(( ) |V¢I2> |w|*dzdt

ow

(0

ot

ow

~—

= (0)

ot

ow

(0

ot

~—

99 a%

2
ot o W dvdt

2)\2/ /
2 0
daz—833)\3/ /62t|w|2d$dt
-1 Jo
2
dx — 8s*\* 32— / /]w| dxdt,

donde concluimos que,

/ / le—dxdt
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>

~—

DN | —

dw ? 313 0 31, 12
—(0)| de —Cs°\ ©x°|w|*dxdt
ol Ot -rJa

1 2 T
> —/ a—w(O dx — 083)\3/ /cp,\3|w|2dxdt.
2 Q 8t T JO

Notemos que

~—

ow d(e* v) OePA ) Ov v

S(0) = S 0) = S 0)0(0) + e OS2 0) = O S8 0) = O (@) R(a, 0).

Com este resultado e a hipétese que |R(z,0)| > ag, obtemos

0 1 T
/ /lea—wdxdtz —/628‘”(0)|f\2a3dx—6'53)\3/ /¢A3]w|2dxdt.
-rJo ot 2 Ja -rJo

Logo,

1/ 2502 (0)] £12 0 ow
- 5 f dacg Pw||—
5 | Ot < [ Pl

0 1
N

Aplicando o Teorema 1.10 (Desigualdade de Young) na primeira integral do lado direito

T
drdt + Cs*\? / / o> Jw|*dxdt
T JQ

w 3y [ 30,12
S| 5¢ dxdt + Cs° A . Qg@,\ |w|“dxdt. (4.18)

de (4.18) e supondo sg, \g > 1, segue que

/ 25020)| f2034

2 T
— dxdt+Cs3)\3/ /go,\?’]w]Qda:dt
-1 Jo

=, L
< — Piwl*dzdt + v/s\
Vs Jor Q| ol -

De (4.8) e (4.17), chegamos a

\/_/ /|P1w| dxdt+083/\3/ /@A3|w| dmdt—i—C\/_/\/ /|—| dxdt
/ 250x(0 ]f|2dac+C'\/_)\/ /(pempA
To
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2 T
— d:cdt+033)\3/ /gp,\3\w|2d:€dt. (4.19)
AN

dadt (4.20)




Assim, combinando (4.19) com (4.20) obtemos

C 25 2 / / 2
_ S )x < SPX
(1 a%ﬁ)/ D) f|2a2dz < Cv/sA Fogo AE

Escolhendo s grande o suficiente temos que 1 — C/a3+/s > 0 e, dessa forma,

dodt

/ O fPafdr < C\/sA / / 90,\625“"* ot
Q
Uma vez que ¢(x,t) é limitada superiormente, @) = e *®! e €29 também sio e
encontramos
a0/|f|2dx<0\/_/\/ / dadt
1)
o que implica
e o I ,
L2(0,T;L2(Ty) VI E(0,1;02(T0)
provando o teorema.
[ |
A estabilidade é dada pelo seguinte resultado:
Teorema 4.2 Assumamos as hipoteses
e 32y cR\Q com Ty DTy, = {z €T, (z — x0).v(x) > 0},
e T > sup |z — x|,
z€Q
e Jag >0, |up(x)| > ap,
° p.q € L=(Q),u(q) € H'(0,T; L>(Q2))
o |p||ze() < m, onde m >0 € dado.
Entao existe C' > 0 tal que
1 ou ou
&l = ali < | ot - 520 ,
¢ @ = lov ol morizaro)

para todo p com ||p||L=(q)y < m.

Demonstragao: A prova segue diretamente do Teorema 4.1, com f = g—pe z = u(p)—u(q).
[ |
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Como consequéncia imediata do Teorema 4.2, garantimos a unicidade no

Teorema 4.3 Assumamos que
e 320 € R"N\Q com Ty DT, ={z €T, (v —x0).v(zx) >0}
e T > sup |z — x|
zeQ
e Jag >0, |up(x)| > ap
® p,q € L=(Q),u(q) € H'(0,T; L>(2))

Se

ou ou
5(1)) - $<q> sobre Ty x (0,7,

entao p = q.
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