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Resumo

Nesta Dissertacao, estudaremos a existéncia e multiplicidade de solucoes fracas para
uma classe de problemas elipticos nao homogéneos envolvendo crescimento exponencial
do tipo Trundiger-Moser em R?. Para isto, usaremos o Principio Variacional de Ekeland
e o Teorema do Passo da Montanha sem a condicao de Palais-Smale em combinagao com

uma versao da desigualdade de Trudinger-Moser.

Palavras Chaves: Teorema do Passo da Montanha, Principio Variacional de Ekeland,

Equacao de Schrodinger, Desigualdade de Trudinger-Moser, Crescimento Exponencial.



Abstract

In this work, we will study the existence and multiplicity of weak solutions for a
class of nonhomogeneous elliptic problems involving exponential growth Trudinger-Moser
type in R2. For this, we will use the Ekeland’s Variational Principle and the Mountain
Pass Theorem without the Palais-Smale condition in combination with a version of the

Trudinger-Moser inequality.

Keywords: Mountain Pass Theorem, Ekeland Variational Principle, Schrodinger’s Equa-

tion, Trudinger-Moser inequality, Exponential Growth.
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Notacoes

Nesta dissertagao faremos uso das seguintes simbologias:

C, Cy, C4, ... denotam constantes positivas (possivelmente distintas);
B, ou B(0,r) denotam a bola centrada em zero com raio r;

supp ¢ denota o suporte da funcao ¢;

—, — denotam a convergéncia fraca e forte, respectivamente;

— denota imersao de um espaco em outro;

(, ) denota o produto interno do espago E;

|| - || denota a norma do espago E;

|| - ||« denota a norma do espago dual E*;

H~' denota o espaco dual de H'(R?);

(', ) denota o produto interno do espago H'(R?);

ou

denota a derivada parcial de u em relagao a z;;
T

ou 0
Vu = —u, %) denota o gradiente de u, onde u : R? — R;
8:701 61’2

2
Au = Z % denota o laplaciano de u;

i=1
f * g denota a convolucao entre as funcgoes f e g;
ut = max{u,0} e v~ = max{—u,0}
C*(€2) denota o espaco das fungoes k vezes diferencidveis em ;
C*(Q2) denota o espago das fungoes infinitamente diferenciaveis em §2;

C°(€2) denota o espago das fungoes infinitamente diferenciaveis com suporte compacto;
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LP(Q)) = {u :  — R mensuravel ;/
Q

|ulPdz < oo} com 1 < p < oc;

1/p
|lull, = (/ ]u|pd:c) denota a norma do espago de Lebesgue LP(Q2), com 1 < p < o0;
Q

L>(€2) denota o espago das fungoes mensuraveis que sao limitadas quase sempre em 2

COIIl a norma

|u]|oo = inf{C > 0; |u(x)] < C, quase sempre em }.



Introducao

Nesta dissertacao, com base no artigo de J. M. do O, E. S. de Medeiros e U. B.
Severo [18], estudaremos a existéncia e multiplicidade de solugoes para a seguinte classe

de problemas elipticos nao-homogéneos,
—Au+V(z)u= f(u)+h, z€eR (1)

onde h pertence ao dual de um espago apropriado e o potencial V' (z) é continuo e limi-
tado inferiormente por uma constante positiva. Além disso, assumimos que [V(x)]_l é

integravel.

As principais dificuldades deste problema sao a falta de compacidade devido ao
dominio nao ser limitado e o fato que o termo nao-linear f(s) pode ter crescimento

subcritico ou critico exponencial do tipo Trudinger-Moser.

Afim de obter resultados de existéncia e multiplicidade de solucoes para esta classe
de problemas, utilizaremos métodos variacionais, mais precisamente, o Teorema do Passo
da Montanha sem a condicao de Palais-Smale e o Principio Variacional de Ekeland em

combinacao com uma versao da desigualdade de Trudinger-Moser.

Destacamos que nos tultimos anos, varios trabalhos foram dedicados ao estudo de
problemas elipticos envolvendo o crescimento exponencial do tipo Trudinger-Moser. Pro-
blemas deste tipo envolvendo crescimento critico exponencial para o operador de Laplace
foram estudados em [2, 3 11] quando o dominio é limitado em R?. Em [, [16], 28] foram
estudados problemas elipticos quase lineares envolvendo crescimento critico exponencial
para o operador N-Laplaciano quando o dominio é limitado em RY. D. M. Cao em [9]
estudou o problema no caso homogeéneo, isto é, h = 0, e quando V(x) é uma funcao
assintotica a uma constante no infinito. Também foram estudados alguns resultados rela-

cionados ao problema (1)) em [4, 19]. Em [17], com uma versao adequada da desigualdade
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de Trudinger-Moser em combinacao com o Teorema do Passo da Montanha sem a condicao
de Palais-Smale, foi provada a existéncia de solu¢ao nao trivial para a seguinte classe de

problemas quase lineares
—Ayu+ V(z)|u"2u= f(z,u), zeRY, N>2,

supondo uma condigao de coercividade no potencial V' (z) no infinito e f(z,u) com cresci-

mento critico exponencial.

O problema acima aparece em muitas areas da Fisica Mateméatica. Em particular,
solucoes da equacao sao importantes para o estudo das solugoes de ondas estacionérias

para a equacao nao-linear de Schrodinger

ih%—f = —hAY +W(z) — g(z,¥), x€Q, (2)

onde /2 é uma constante positiva e 0 é um subconjunto de R2.

Com o objetivo de estudar o problema , este trabalho foi dividido em trés capitulos

e dois apéndices.

No Capitulo 1, apresentaremos um subespago adequado de H'(R?), para o qual

demonstraremos algumas de suas propriedades.

No Capitulo 2, temos o objetivo de estabelecer, no caso Subcritico, a existéncia de
duas solugoes distintas para o problema (1)) quando ||k||. é suficientemente pequeno, onde

uma solucao ¢é do tipo Passo da Montanha e a outra é uma solucao tipo minimo local.

No Capitulo 3, estudaremos o caso Critico do problema , tendo o mesmo obje-
tivo do Capitulo 2, ou seja, a existéncia de duas solugoes distintas quando ||k, é sufi-
cientemente pequeno, utilizando o Teorema do Passo da Montanha sem a condigao de
Palais-Smale e o Principio Variacional de Ekeland. Além disso, analisando o sinal de h
teremos, para h(z) > 0 quase sempre em R? que existe duas solugoes fracas distintas e
nao negativas para ; e para o caso em que h(r) < 0 quase sempre em R?, juntamente
com uma condi¢ao que apresentaremos no Capitulo 3, iremos garantir a existéncia de pelo

menos duas solucao fracas nao positivas.

No Apéndice A, enunciaremos alguns resultados preliminares que serao utilizados ao

longo da dissertacao.

No Apéndice B, faremos um estudo da diferenciabilidade do funcional energia asso-

ciado ao problema . Enunciaremos as defini¢oes de derivadas de Fréchet e Gateaux.
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Além disso, demonstraremos alguns resultados que serao utilizados no decorrer do texto.

Ao longo desta dissertacao estaremos sempre fazendo referéncias aos resultados uti-

lizados.



Capitulo 1

Sobre uma classe de problemas

elipticos nao-homogéneos em R?

1.1 Introducao

O objetivo desta dissertacao é estudar a existéncia e multiplicidade de solucoes para

uma classe de problemas elipticos nao-homogéneos da forma
—Au+V(z)u= f(u)+h, xcR? (1.1)

onde h pertence ao dual de um espago apropriado (o qual definiremos logo mais) e o
termo nao-linear f(s) possui crescimento subcritico ou critico do tipo Trudinger-Moser
(os quais definiremos nos Capitulos 2 e 3, respectivamente). Afim de utilizarmos métodos

variacionais assumiremos as seguintes hipéteses sobre o potencial V:

(V1) V :R?* - R ¢ uma fungao continua e satisfaz V(z) > Vy > 0 para todo x € R?;

(V2) A fungao ﬁ pertence a L'(R?).

Consideremos o seguinte subconjunto de H'(R?),
E = {u € Hl(RQ);/ V(z)uide < oo} :
R2

O objetivo deste capitulo é apresentarmos algumas das propriedades do subconjunto

E. as quais serao tratadas mais especificamente na proxima secao.
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1.2 Algumas propriedades do subconjunto £

Primeiramente mostraremos que E é um subespaco de H'(R?).
De fato,
(i) Claramente a func¢ao nula pertence a E.

(ii) Seja u,v € E, entao
/ V(z)(u+ v)dz = / V(p? + 2V (@)uw + V(2p?] do. (12)
R? R?
Sabemos por (Vy) que V(z) > 0 e como

/ V(z)uPde < co e / V(z)vidz < oo,
R2 R?
temos que (V(z)"2u), (V(z)/*v) € L?*(R?). Entao, pela desigualdade de Hélder

V(z)uv = (V(x)l/zu) (V(2)?v) € L(R?).

Voltando para (|1.2]), obtemos

/ V(z)(u+v)de = / V(z)u’dr + 2/ V(z)uvdzx +/ V(z)v’dr < oo
R? R? R? R?
Logo, (u+v) € E.

(ii) Sea e Rewu e E, entao

V(z)(au)dr = o* | V(x)uldz < oo,

R? R?

ou seja, (au) € E.
Assim, conclufmos que E é subespago de H'(R?).

Agora, para quaisquer u,v € F, notemos que
(u,v) —/ (VuVov + V(z)uv) dz, (1.3)
R2

¢ um produto interno em FE. De fato, sejam u,v € E e a € R. Entao, as seguintes
propriedades sao satisfeitas:

Positividade:

o (u,u) = /]R2 (|Vul> + V(z)u*) dz > 0, paratodo u€ E,
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e mais,

o (wu) =0 & [ (|[Vul*+V(x)u*)dr =0
R2

& [ |[Vuldr=0e / V(z)u*dr =0
R2

]RQ
< u=0.

Simetria:
o (u,v) = / (VuVo + V(z)uv) de = / (VoVu + V(z)vu) de = (v, u).
R? R?
Bilinearidade:

e Pela linearidade do gradiente e da integral, temos
(u,av +w) = / [VuV(ow +w) + V(z)u(av + w)} dx
R2
= / [a(Vqu + V(z)w) + (VuVw + V(:v)uw)} dx
R2
= a/ (VUVU + V(x)uv) dx —I—/ (Vqu + V(x)uw) dx
R? R2

= afu,v) + (u,w).

e Usando a Simetria e a linearidade acima, obtemos
{au 4 v, w) = (w,au+v) = alw,u) + (w,v) = alu, w) + (v, w).

Logo, (u,v) é um produto interno. Como queriamos demonstrar.

Proposicao 1.1. O subespaco E é um espago de Hilbert.

Prova: Notemos, por (V;), que
|ul|* = / <|Vu|2 + V(x)uQ)dx > / (|Vu|2 + Vgu2>d:c
R2 R2
> min{1, Vj} - / (|Vu|2 + u2>dx = min{1, Vj} - ||u||f2,
RQ

onde || - || é a norma de F induzida pelo produto interno apresentado em ([1.3]). Assim,

pela estimativa acima, temos

fulha < (mriges ) Bl (14)

Logo, E estd imerso continuamente em H'(R?).
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Agora considerando (u,) C F uma sequéncia de Cauchy, temos

|t — up|| = 0, quando m,n — co.

Entdo, por (T-4),

|t — Um|l12 — 0, quando m,n — oco.
Como H'(R?) é completo, temos que u,, — u em H'(R?).

Mostremos que u,, — u em E e u € E. De fato, como u,, — u em H'(R?), temos que
ln = ullf o = 1V (un = w5+ lun —ull3
= IV (u,, — u)*dz +/ u, — ul*dz — 0.
R2 R2
O que implica,

V(- w)2dz — 0 e / luy, — uf2dz — 0. (1.5)
R2 R2
Queremos mostrar que
Jow =l = [ [V = 0 + V@)t = )] d
= [ |Vu, — Vul*dz + / V() (up — u)?dr — 0.
R2 R2

Por ([1.5]), temos que
|Vu, — Vul*dz — 0.

RQ

Entao, resta verificarmos que
/ V() (up — u)?dr — 0.
R2

Como u,, — u em H'(R?), a menos de subsequéncia, tem-se

Un, (r) — u(x) quase sempre em R?,

Up,, — U em L?(R?).
Dai, sendo (u,,) de cauchy em E, segue que
2 2
V@ e = s = [ 1Vt = )

= / V(z) ’Um@“ — unk‘zdaz
R2

S Hunk+z - unk” — 0.
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Logo, (V(2)"?u,,) é de cauchy em L*(R?), e como L*(R?) é completo, existe g € L*(R?)
tal que V (z)%u,, — g em L*(R?).

Como (V(z)"?u,,) é de cauchy em L*(R?) podemos extrair uma subsequéncia, tal que

1
2 <3 (1.6)

r+1 r

HV 1/2 m —V(l')l/zUk

Definindo
a(x) = |V(@) Pu,, () = V() P, (2)]

notemos que ¢;(x) é uma sequéncia crescente que converge pontualmente para

g(x) - hm gl Z ‘V 1/2uk7‘+1 ) - V(x>1/2ukr (x)| .

l—00

Pela desigualdade de Minkowski e (|1.6)), temos que

!

<2 1
— 2"

Dai, usando o Teorema da Convergéncia Mondtona, obtemos que

[1at@)Pdz ~ [ lga)Pds

e como ||g(z)|l2 < 1, temos que g € L?(R?).

l
lg(@)ll2 < Y IV (@) Pup,,y = V@) P, |

Agora observemos que,
V(@) P, () = V(@) Pur(2)] < graroa (@) = gra ().
Fazendo [ — oo,
V(@) Pu(e) = V() Pu| < g(x) = g1 < g(2). (1.7)

Por outro lado,
V(@) 2u(e) = V() Pug| > V(@) ()| = [V (e)u]. (1.8)
De ([7) e (T), segue que
V(@) 2u(z)| = |V (@) Pu] < g(a),

implicando que

[V (2)2u(z)| < g(z) + |V (2)" -
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Elevando ambos os membros ao quadrado,
V(@) u(@)|” < (g(x) + }v<x>1/2uk<x>|)2
= ¢*(z) + 29(x ‘V )2 ‘+‘V )2 (:lc)‘2
Como 2ab < a? + b?, para quaisquer a e b, temos
V(e)u(@)’ < g*(2) + ¢*(@) + V(@) Pu@)] + V@) Pu)]
=2 (@) + V(@) Pur(@)[*)

Integrando em ambos os membros da tltima estimativa, tem-se

V(z)u*dr = 2 (gz(:)s) + |V(x)1/2uk(a:)’2> dx
/ /
=2 (/92(a7)dx + / |V(x)1/2uk(x)’2d:v) < 00.

Logo, u € E, como queriamos.

Por outro lado, u, — u em H'(R?) e u,, (x) = u(z) quase sempre em R?. Além disso,

V(2)Y?u,, — g em L?(R?), entdo pelo Teorema existe G(z) € L*(R?), tal que

|V (2)2u,, ()| < G(x), quase sempre em R?
e

V(z)Y?u,, (z) — V(z)"?u(z), quase sempre em R
Desta forma,
’V(x)1/2unk (x) — V(:L’)l/zu(x)|2 < (‘V(x)l/zunk (z)| + ‘V(a:)l/Qu(:U)‘)Z
— V(@)Y 2ty ()] + 2 [V (@) Pt ()] - [V (@) 2ul@)] + |V (@) ()|
Novamente usando que 2ab < a? + b?, para todo a, b, obtemos
|V(:c)1/2unk (x) — V(x)l/Zu(:c)}2 < 2(‘V(x)1/2unk(x)|2 + V(x)uQ(:c)>
<2 (GQ(x) + V(x)u2(x)>
— G(z) € L'(R?).
Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos
/]R2 V(z)|up — ul?de = . ‘V(x)l/gunk —V(x) 1/2u| dx — 0.
Assim, concluimos que u,, — u em E e u € FE. Portanto, ¥ é um espaco de Hilbert. m

Agora, apresentaremos um importante resultado de densidade que sera usado a longo

desta dissertacao.
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Proposigao 1.2. O espagco C°(R?) é denso em E com rela¢io a norma || - ||

Prova: Dividiremos a prova em dois casos:

Caso 1: Seja u € E com suporte compacto K = supp (u). Entdo, u € L*(K), e conse-

quentemente, u € L*(R?).

Consideremos p,, uma sequéncia regularizante em R?, ou seja
b b

pn € C°(R?),  suppp, C B(0,1/n), /pn(:v)d:v =1, p.>0 em R

Pela Proposicao e pelo Teorema obtemos

0¢ ou ou
_ 0 2 2 2 n
bn = pnxu € C°(R?), ¢, — uem L*(R?) e 8xi_pn*7al’i_>8xi

Notemos que sempre existe um conjunto K; compacto, tal que para cada n € N,
K Usuppo, C K.

Consequentemente,

/]R2 V(2)|p, — ul’dx = /Kl V()| pn — uldx < gré?gl(‘/(x)/ |}, — ul*da.

K

Deste modo, por ({1.9)
/ V(z)|é, — ul*dx — 0.
R2

Além disso, observemos que

2 | [ 0¢, Odn ou Ou
‘ngn—Vu‘ N ’<8x1’ 6:52) B (8:161’ 8302)

Kaqan ou O, 8u)2

2

8x1 B (9x1’ 8.732 (9:102

00, Ou\' (00, o)’
Jor; Ony Oxry Oxg)
Assim, por , obtemos

Ob,  Ou\’ 0b,  Ou\’

_ 2 — n_ -7 - 27

R2 |v¢n VU| dr /RQ (al’l 8$1) dl"l’ /RZ (6:172 81’2) du
2 10¢,  Ou

:; _

—» 0 quando n — oo.
2

Logo,
Hqﬁn—uu:/ |V(q§n—u)|2dx—|—/ V(@) |on — uldz — 0.
R2 R2

em L?(R?).

(1.9)
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Caso 2: Agora, para qualquer u € E, consideremos
un () = My (z)u(z),
onde M, (z) = M(z/n) e M é uma funcao de truncamento em C§°(R?), definida por

, se z€ B(0,1)
M(z) = , com 0<M<I.
0, se x € B%0,2)

Pela definicao de M, temos que
[u,(7)] < |u(z)] e un(xr) = u(z) quase sempre em R
Como (a + b)? < 2(a® + b?) para todo a,b > 0, obtemos que

V(@)un = ul* < V(@)(|Jun| + [u))* < 2V (2)(Jun|* + [u]*)
<2V (z)(|ul* + |u]?) = 4V (z)u* € L' (R?).

Dai, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

/ V() [ty — uf’dz — 0. (1.10)
R2
Por outro lado,
ou, O(Myu) 10M, du
A T PR
Entao observemos que,
du, Oul|’ |10M, ou  Oul LOM, ou  Oul\
— = |- M, — — — + | M, —
ox;, Ox; n 0x; ut ox; Ox;| — ( n 0x; ‘ o0x; axi )
1OM, 2 ou  Oul
<2 Mn— — )
- ( n :UZ ox; Ox; )
Com isso,
ou, Ou 2 1 8M 2 ou ou
— <2 — ) 1.11
/R2 or;  Ox; de < ( /Rz n 83@ / ox; 83:Z da:) ( )

Vejamos que,

1oM, |?
/ — u| dxr — 0.
r2 | M O0x;
De fato,
1M, | 1M | oM ||?
/ — u dac:/ ——u / |u|?dx
g2 |1 O B(0,2)\B(0,1) n Ox; 9z; || o B(0,2)\B(0,1)
C’

= — lu|*dx — 0.
n" JB(0,2)\B(0,1)
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Resta mostrar que
ou  Oul’

/]R? 3_132 B aZEZ

Para isso, verifiquemos que as condi¢oes do Teorema da Convergéncia Dominada sao

M, dr — 0.

satisfeitas:
1)
ou 2] <
se |z <n
a 8%1’ —
u
Mnﬁ_xl =3 0, se |x| >2n
qg, se n<|r|]<2n onde Ogggg;‘i.
Temos que,
0 0
M, uz) — u(z) — 0 quase sempre em RZ.
2)
ou  Oul’ ou ou [\ ou ou\?
2 2
_ (5 ou _y ou 7
<m®2<%jemey
Portanto, de (§ , obtemos
ou, Ou
- — 0. 1.12

Agora veja que,

dx

ou ou Ou ou \ |
- 2d — n_ no_
/RQ ’vu VU‘ o <8$1 8I17 8x2 (‘3@)

R
_/ au”_% 2_|_ %_%de
~ Jre |\ 021 Oy dxy Oz

_/ 8un_8u2d$+/ 8un_8u2dx
N R2 03:1 8231 R2 8:172 8272 ’
O que implica,
2 2
ou ou
Vu, — Vu|*dr = = — : 1.13
Rz' “ ulde — Or; Oz, ( )

Assim, por (|1.10)), (1.12) e (1.13)), segue que

|ttn — ul|* = / IV (u,, — u)|*dz + /R2 V(z)|u, — ul*dx

ou,,
ox; 8332

2
+ / V ()|, — ul*dr — 0.
2 R2
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Portanto, mostramos que para qualquer v € F, exite u, = M,u tal que u,, - v em F.

Assim, dado ¢ > 0, temos que para cada ng € N,
supp (Un,) € B(0, 2ny).
Pelo Caso 1, existe ¢, € C;°(R?), tal que

||¢n0 - uno” <

pO| ™

Para concluir a prova observemos que,

€
H(bno - UH = H¢n0 — Uny + Ung — u” < H¢TL0 - uno” + Huno - UH < 5 + =&,

DO ™

No proximo lema mostraremos a imersao do subespago E no espaco de Lebegue

LP(R?), para todo ¢ > 1.

Lema 1.1. Suponha que V : R* — R é uma fungdo continua e que (V1), (Va) sao

satisfeitas. Entdo, E estd imerso compactamente em LY(R?), para todo ¢ > 1.

Prova: Usando (17), ja vimos que

1

2 < |lul® 1.14
Jullta < ey (114)

Dai, por ([1.14) e pelo Corolario temos que as seguintes imersoes sao continuas.

E — WY (R?) — LY(R?), paratodo 2 <¢q< oo. (1.15)

Como u € FE, temos que (V(z)%u) € L*(R?).

Por outro lado, pela hipétese (V3), tem-se

1
—_— L*(R?).
(7)< e
Dai, pela desigualdade de Holder,

v (ﬁ) - (V(@)u) € LM (R?),

x)

[ Juldz < (/R V(lx)dx) v (/R V(x)|u|2dx) v
Ry e

e mais,

(1.16)
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Mostremos que a imersao continua é vélida para 1 < ¢ < 2. De fato, usando ({1.16]),

/ |u|qu§/ (|u|+\u|2)d1::/ |u|d:c+/ ufde
R2 R2 R2 R2
1 1/2
< d 2dz.
<([yte) M+ [ o

1 1
2d:—/v2d<—/v 2d
[ e = - [ Vol < [ Ve
1 1
< — Vul* + V(x)|u]?)der = —||ul*
7 A9+ V@l)de = 5[l

tem-se

(1.17)

Mas, por (V}),

Entao, pela desigualdade ([1.17]), obtemos

1 1/2 1
Mwms<évﬁm>nw+%mw (1.13)

Agora notemos que a imersao £ — LI(R?), com 1 < ¢ < 2, dada pela inclusio
i: E — L%YR?
U —> u
é continua, pois i é linear, e por (1.18) se u, — u em FE, entao u, — u em LI(R?) para

1 < ¢ < 2. Assim, existe C' > 0 tal que ||ul|, < C||ul|.

O caso ¢ = 1, é imediato. Assim, conseguimos a imersao continua

E < LYR?), paratodo ¢q>1.

Resta provar que a imersao acima também é compacta. Para isto, tomemos uma sequéncia

de funcgoes (uy) C F limitada, isto é, existe C' > 0 tal que
Jur]] < C. (1.19)

Entao provemos que, a menos de subsequéncia, existe algum v € E de forma que uy
converge fortemente para u em L(R?) para todo ¢ > 1. Usando os Teoremas e

podemos admitir, sem perda de generalidade, que

ur — u fracamente em F,

up — v em LI (R?), para todo ¢ > 1, (1.20)

loc

ug(r) — u(z) quase sempre em R
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Por (V4), temos que para qualquer € > 0, existe R > 0 tal que

1/2

1

|z|>R

Dai, por (1.19), (1.21)) e usando a desigualdade de Holder, para 1 + 1 = 1, obtemos

/ lup — ulde < ( / Véx)ab) 1/2< / V(x)|up — u|2d:v>

|z|>R lz|>R |z|>R

1/2

(1.22)
< ellur — ul] < e((full + [ul])

< (Ce.

Por outro lado, segue de (1.20)), que uj, — u fortemente em L'(Bpg), isto ¢, dado § > 0,

existe ko € N tal que
/ |up —ulde <6, paratodo k > k. (1.23)
Br
Assim, de (|1.22)) e (1.23)), segue que
llug — ul|1 — 0. (1.24)
. . . 1,1
Para g > 1, utilizemos a desigualdade de Holder para 5 + 5 =1,

|Uk — ulqu — / |Uk _ u|1/2|uk _ u|q_(1/2)d$
R2 R2

1/2 1/2
< </ |lug, — u\dx) (/ |y, — u]2q_1da:)
R2 R2
1/2
~1/2
_ (/R g —u\da:) -

Logo, fazendo uso da imersao continua £ < L(R?) para todo ¢ > 1, segue que

1/2
lup — ul?de < (/ |y, — u]dx) ||ug — qu’U2
RQ

1/2
< Co (/ |up — UId.I) .
R2

Com isto e (|1.24)), concluimos a prova do lema. [ ]

]RQ



Capitulo 2

Existéncia e multiplicidade de

solucoes: Caso Subcritico

2.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos a existéncia e multiplicidade de solugoes para o caso
subcritico para a classe de problemas elipticos nao-homogéneos apresentada no

Capitulo 1, mais precisamente, abordaremos o problema
—Au+V(z)u=f(u)+h, zeR (2.1)

onde h € E* e o termo nao-linear f(s) possui crescimento subcritico do tipo Trudinger-

Moser, o qual definimos a seguir:

Definicao 2.1. Dizemos que f : R — R tem crescimento subcritico em +00o, se para todo
a >0,
im L) g (2.2)

2
|s| =400 €45

Para evitarmos recorrer ao Capitulo 1, relembremos as hipdteses assumidas sobre o

potencial V:

(V1) V : R?* = R é uma funcao continua e existe uma constante V5 > 0 tal que V(z) > 1,

para todo z € R?;

(V2) A fungao ﬁ pertence a L'(R?).
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Agora introduzimos as seguintes hipdteses sobre o termo nao-linear:

(fo) f e C(R,R)e f(0)=0;

(f1) Existe 8 > 2 e sy > 0 tal que para todo |s| > sy,
0<0F(s) = 9/ f)dt < sf(s).
0

Afim de encontrarmos solugdes fracas para o problema ({2.1]), consideraremos ao longo

deste capitulo o subespaco F definido no Capitulo 1.

2.2 Resultados Principais

Neste capitulo temos o interesse de encontrar condigoes suficientes que garantam a

existéncia e multiplicidade de solugao para o Problema (2.1)) no caso subcritico.

Os principais resultados do caso subcritico sao os seguintes:

Teorema 2.1. Suponha que f(s) tem crescimento subcritico e (Vi) — (Vz), (fo) e (f1) sdo

satisfeitas. Além disso, assuma a sequinte condi¢ao

(h) 0<tim I <y,
onde
el
A1 = inf > Vo > 0. (2.3)
ver Jlull3
[lwll#0

Entao existe 1 > 0 tal que se 0 < ||h||« < 61, o problema (2.1) possui, pelo menos, duas
solucoes fracas em E. Uma delas com energia positiva, enquanto a outra com energia

negativa.

Além disso, se h(x) tem sinal definido, o seguinte resultado é obtido.

Teorema 2.2. Sob as hipdteses do Teorema 2.1], se h(z) > 0 (h(z) < 0) quase sem-
pre em R2, entdo as solucoes obtidas no Teorema $Go nao negativas (nao positivas),

respectivamente.
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Exemplo 2.1. Um exemplo para funcoes satisfazendo as condigoes (fo), (f1) e (f2) com
crescimento subcritico € f(s) = M2s + s*)e® com 0 < A < &L, De fato, para provarmos

que a condigao (f1) € satisfeita, € suficiente notarmos que

. F(s) _ s%e* _ s , 1
lim = lim —— = lim — = lim =0,
lslsoo Sf(S)  |sl=soo S(25 + s%)e* |s|ooo (25 + S2)  [s|—soo (2 4+ 8)

onde F(s) = [ f(t)dt = As®e®. Além disso, (f2) € satisfeita,

2 PAPKC]
lim 20 i 2SS 00t 1 Ase’) = 24 < A,

s—0 8 s—0 S s—0

E claramente, f € continua e f(0) = 0.

Observacao 2.1. Notemos que a condi¢do (f1) implica que existem constantes positivas
C1 e Oy, tais que
F(s) > Cys|” —Cy, s€R. (2.4)

De fato, pela condicio (f1), temos
0 _ f(t)

- < ==, wpara cada t€E Ay,

t = F(t)

onde Ay = {s € R;|s| > s1}. Dai, integrando a estimativa acima, tem-se

s 110 Isl 1
|s1] Wdt - 941 O

Tomando U = F(t), entdo dU = f(t)dt, assim usando o método de integrag¢io por substi-

tuicao, temos que
Is|
,  para todo s € Aj.

1]

Is]
>f0Int

s1]

In F(t)

Assim,

In F(|s]) —In F(|s1]) > 0(In|s| — In|s1]|), para todo s € A4

Pelas propriedades de logaritmos,

F 0
In F((\L81||>) > In ||§1||0, para todo s € A;.
O que implica,
F(|s s|?
Dai, para Cy = F,Sj@“, obtemos

F(|s]) > Cys|?,  para todo s € A;. (2.5)
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Agora, como B, = R\A; € compacto e F € continua, existe k > 0 tal que
F(s) > —k, para todo s € B,,.
Por outro lado, temos que
Cils|” < CysY,  para todo s € By,.

Dai, tomando Cy > 0 suficientemente grande de forma que

C1s) — Oy < —k,
obtemos que
F(|s|) > C180 — Cy > C4|s|” — Cy,  para todo s € B, (2.6)
Além disso, por , temos
F(|s|) > C1ls|® — Cy, para todo s € A. (2.7)

Portanto, de (2.6) e (2.7), seque que

F(s) > Cyls|” — Oy, seR.

2.3 Alguns resultados preliminares

Nesta secao apresentaremos os resultados que serao constantemente utilizados ao
longo dos Capitulos 2 e 3. Ja a seguir enunciaremos uma versao da desigualdade de

Trudinger-Moser para todo R2.

Lema 2.1 (J. M. do O [I7]). Se a > 0 e u € H'(R?), entio

/(eo‘“2 —1)dzr < 0.

R2
Além disso, se |Vulla < 1, |lulla < M < 0o e a < 4w, entdo existe uma constante

C =C(M,a), a qual depende unicamente de M e «, tal que

/ (e —1)dz < C(M,q).

RQ
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Lema 2.2. Seja f > 0 er > 1. Entao, para cada o > r existe uma constante positiva

C = C(«) tal que para todo s € R,
(7" — 1) < O —1).
Em particular, se u € H'(R?), entdo (e’ — 1)" pertence a L'(R?).

Prova: Como r > 1, pela regra de L’Hospital, concluimos que

(@852 . 1)7’ Y 7’(6582 . 1)T_166822B5 o 7’(6582 . 1)7"—16552
ey (eoBs® —1) pare) e*Ps?203s — % aehs?

=0,

isto é, dado €; > 0, existe 6 > 0 tal que se |s| < § implica que

(e — 1y

(eop? —1) =

com isso,

—1)" < e(e*® —1), sempre que |s| <.

I ePs® — )" _ _6652(1 - 6_'852)] _ erBs® (1-— e—BSQ)T
|s|1i>noo (60‘582 — 1) N |s|1£>noo 60‘552(1 — e—aﬁs2) B ‘S‘I_I}loo eaBs? (1 _ €—a652>
T B S Ui .
e 1m . — .
|s]—o0 _(G'BSQ)Q_T (1 — eaﬁ)

Logo, dado v > 0, existe 6, > 0 tal que se |s| > J,, implica que

(e 1) _
G

Y

donde temos

(7" — 1) < ~(e*”* — 1), sempre que |s| > 0.
: 5 _yr < , PETIN
Agora, seja 6 < |s| < d,. Como Eza ﬁSQi)l) é uma funcao continua, segue que é limitada, ou

seja, existe K > 0 tal que
(7 — 1)
3 < K,
(27 —1)

o que implica,

(€7 —1)" < K(e* —1), sempre que < |s| <4,
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Tomando C' = max{ey,~, K}, obtemos que

(6582 -1 < C(eo‘ﬁs2 — 1), paratodo sé€R.

Assim, para u € H'(R?), segue pelo Lema [2.1| que

/(65“2 —1)'de < C | (e —1)dz < .
R2
R2

Logo, (¢ —1)" € L'(R?). ]

Observagao 2.2. Como consequéncia dos Lemas e e usando a desigualdade de
Holder, temos que se 8> 0 e g > 0 a fungio |u|9(e?™ — 1) pertence a L'(R?) para todo
u € H'(R?).

De fato: Seja u € H'(R?). Usando a desigualdade de Holder para % + % =1, com sq > 1

e s = ——, temos
r—1

1/s 1/r
u|?(e? — 1)dz < ( |u]qsdx) < / (e — 1)%1:5)
R2 R2 R2

_ [( ) chzx) UST [ /R (- 1)%} "

Pelo Lema [2.2] para a > r, obtemos

1/r
u|?(e? = 1)dz < C Uw(eaﬁﬁ — 1)@] ]S,

RQ

Utilizando a imersdo continua de £ < LI(R?) para todo ¢ > 1 (ver Lema[1.1]), temos

1/r
/ lu|?(e® —1)dz < C U (e0* — 1)(13;] ]| .
R2 R2

Por fim, pelo Lema [2.1], segue que

|u|?(e? — 1)dz < oo,
R2

Logo, |u|?(e? —1) e L'(R?).

Lema 2.3. Sev € E, 8 >0, q > 0 ¢ |v] < M com SM? < 4r, entio existe
C=C(B,M,q) >0 tal que

/ (" = Dfol‘dz < Cllo]®.
R2
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Prova: Consideremos r > 1 suficientemente préximo de 1 tal que rSM? < 4. Usando a

desigualdade de Holder, para % + % =1, com sq > 1es= -, temos

1/r
/ (™ = 1)o|"da < U (7"~ 1>de} 10112
R? R?

Agora tomando « > r suficientemente proximo de r tal que afM < 4r, segue do
Lema [2.2] que
1/r
’1)2 o 'U2
[ = vlepae < e [ @ < nas] el
R2 R2

Usando que ||[Vv||3 < [jv||* < M?, temos

2 oBIvol3 (i) v
(e’ = D)|v|ldz < Cy e AIVelz ) — 1 ) da| (vl
R2 R2

" 2 1/7“
caf [ el o)k o,
RQ

e pelo Lema 2.1} segue que
[ (e = Dloltds < Cafol.
R2
Por fim, usando a imersdo continua E < L%(R?) (ver Lema [1.1), conclufmos que

[ e = Dlelrd < e
R2

2.4 Formulacao Variacional

Para obtermos a formulagao variacional do problema , suponhamos que exista
u € C?(R?) satisfazendo , entao multiplicando o problema por uma funcao teste
¢ € C5°(R?), temos
—(Au)p + V(z)up = f(u)p + he.

Integrando em R?, obtemos

_/RQ(AU)SdeJr/RQ V(x)ugodx:/RQf(u)@dx_i_/Rz o

onde fR2 hodx = (h, ). e iremos usar esta notagao ao longo da dissertagao.
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Seja K = supp () o suporte de ¢, entao

2
0%u
flu gpd:v—i—/ hpdxr = —/ god:v—l—/ V(z)updz. 2.8
[ tweds+ [ S getrs [ V@ 2.9
Mas,

0*u 0%u

Como u pertence a C*(R?), suas derivadas existem e podemos usar a férmula de integragao

por partes. Assim,

2
ou Op
dx dx.
Z/K ox? P Z/ Ox; 0x;
=1
Voltando para (2.8)) e usando (2.9)), segue que, para qualquer ¢ € C5°(R?)
Ju dp
d hpdr = — | — dx d
sz(u)¢x+/RQ wdx ( /5 oz, Oz, )+/}<V(x)ucpx
/VuV@dx+/ x)updx

Vquodx + / x)updz.

Dai, por densidade (ver Proposicao , obtemos que, para todo v € F,
/ (VuVo + V(z)uv)de — | f(u)vde — / hvdz = 0. (2.10)
R2 R2 R2

Desta maneira, motivado por ([2.10]), temos a seguinte definicao.

Definigao 2.2. Dizemos que uw € E € uma solugao fraca para o problema (2.1)), se satisfaz

a iqualdade

(u,v) — f( Jvdx —/ hvdx =0, para todo v € E.
R2

Seja I : E — R, o funcional definido por

1
I(u) = §||u||2 - /}R2 F(u)dz — /R2 hudz.

Pela Secao do apéndice, temos que o funcional estd bem definido, I € C'(E,R) e

para cada v € E/, obtemos

I'(u)v = (u,v) — . f(uw)vdz — /}R2 hudz. (2.11)
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Agora, fazendo uso da hipdtese (f2), ou seja,

0 < lim & < A1,
s—0 8
existe € > 0, tal que L < A\ — 2¢, onde L = lir% & Por outro lado, para este ¢, existe
S—> S
d. > 0 tal que para |s| < 0,
’_f(s) — L‘ <e
s
O que implica,
L—e< ﬂ <L+c¢
s
Como —\; 4+ 2¢ < —L < L, segue que
—/\1+8§m§>\1—8
s
Ou seja, sempre que |s| < d., temos
[f(s)] < (A —e)]s]. (2.12)

Agora, usando (2.2)) e o fato que

6&82
lim =1, paratodo «a > 0.
s—00 60‘32 —1

Temos que, para cada o > 0,

lim {L%} = lim [ﬂs) e 1] = 0.

2 2 2
S—00 eOtS —_ $—00 eOtS 6068 —

Entao, dado v > 0 existe 6, > 0 tal que para todo |s| > 0.,

2

[f(s)] < (e —1). (2.13)

Sabemos que A = {s € R;|s| < J. ou |s| > §,} é aberto, consequentemente, K = R/A é

compacto. Usando a continuidade de f, para cada s € K, existe C; > 0 tal que
f(s)] < Ch.
Desta forma podemos escolher Cy > 0 tal que, para todo s € K,
f(s)] < Co(e™” = 1), (2.14)

De (2.13)) e (2.14), e tomando Cy = max{y, Cy}, tem-se

1£(s)] < Co(e®” — 1), para todo |s| > 6,. (2.15)



CAPITULO 2. Existéncia e multiplicidade de solugoes: Caso Subcritico 36

Dai, por (2.12)) e ([2.15)), segue que, para todo s € R,
()] < (M = &)ls| + Co(e™” = 1).
Portanto, se f(s) satisfaz (2.2)), para cada a > 0, existe by, by > 0 tal que

1£(s)| < by|s| + ba(e®” —1), paratodo s € R. (2.16)

Seja u € E, entao F(u) pertence a L'(R?). De fato, por (f1), temos

3 |F(u)]d:v:/RQ /Ouf(s)ds de/RQ/Ou\f(s)\dsdx.

Mas, por ([2.16]), tem-se

/ |f(s)|ds < / [Ch]s] + Co(e™” — 1)]ds < Cy|ul® + Colu| (e — 1),
0 0
Como u € E, entdo u € H'(R?). Usando a Observagao 2.2 obtemos
P (u)|dz < / (O Juf? + Co(e™ — )[ujdz < oo.
R? R?

Ou seja, F(u) € LY(R?),

2.5 Geometria do Funcional

Agora verificaremos que o funcional [ satisfaz as condicoes geométricas do Teorema

do Passo da Montanha.

Lema 2.4. Suponha que as hipdteses (f1), (f2) e (2.2)) sdo satisfeitas. Entao, existe

01 > 0 tal que para cada h € E* com ||h||. < 1, eziste p, > 0 tal que
I(u) >0 se |ull = pr.
Além disso, p, — 0 quando ||h]l. — 0.

Prova: Por (fs), existe ¢ > 0 tal que L < A\; — 2¢, onde L = lim %5) Por outro lado,

s—0

para este g, existe 6. > 0 tal que |s| < J. implica que

< 2F(s)

= 82

L—c¢

< L+e.
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Como —\; 4+ 2 < —L < L, segue que

2F
‘ 828) S )\1 — E.
Logo, para todo |s| < 4,
Ny —
7)) < QD (247)

entao por (2.2) e usando um raciocinio analogo ao feito para obter (2.13)), segue que, dado

v > 0 existe 6, > 0 tal que |s| > ¢, implica

|f(s)] < y(e™ —=1). (2.18)

Tomando § = max{si,d,} e usando ([2.18)), obtemos para todo |s| > § que,

2

PO <[5 6)| = 17 < 3l =

0

Dai, para todo |s| > d e ¢ > 2, existe C; > 0 tal que
|F(s)| < Cy|s|9(e™” — 1). (2.19)

Como A = {s € R;|s|] < . ou |s| > d} é aberto e K = R\A é compacto, segue da

continuidade de F' que existe Cy > 0 tal que
|F(s)] < Cy, paratodo se€ K.

Assim podemos escolher ('3 suficientemente grande, tal que para todo s € K,

|[F(s)] < Cls|*(e™ = 1). (2.20)
De e (2:20), e tomando Cy = max{C}, Cs}, obtemos

[F(s)| < Cols|*(e™ = 1), (2.21)
para todo |s| > .. Dai, por e , segue para cada s € R e g > 2 que

A —€)

F(s)] < ¢

< |s|? 4+ Cols]?(e*” —1). (2.22)
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Agora usando ([2.22)), temos

1
I(u) 2 gulf? —/ |F(u)|dz — [[All«[lu]
R2

1 Al — ¢ au
> Sl = S5 [ s — G [ qulres = 1~ .l
2 2 R2 R2
e pelo Lema [2.3
1 (/\1 —6)
1wy > S~ A g — e —
Lo Oume) (Y o
= Jful? — — Cllull® = AL ]Jull.
gl = G2 (M) g — clulr — )
Pela definicao de A\; em ([2.3)),
1 (/\1 —8) 1
> - 2 _ _ 2 _ q _
1 2 glhl = P ()l = Clal = ol
1 —
=3 [1- B2 e - e el .

Consequentemente,

= ol {5 1= 252l - e - .} (2.23)

Como ¢ > 0 e ¢ > 2, podemos escolher p > 0 de forma que,

1 ()\1—5) 1
Rl R R 2 S S )
|1 52 o- o>

Assim, para ||h||. suficientemente pequeno, existe p, > 0 tal que
I(u) >0 se [lull = pn
e mais,
pr — 0, quando ||A|[. — 0.

Lema 2.5. Suponha que (f1) € satisfeita. Entdo, exite e € E com ||e|]| > pn tal que
I(e) < '|nf I(u).

lull=pn
Prova: Seja u € C5°(R?) tal que u >0 e

s1, se w€ B(0,1)

0, se wué€ BY0,2)
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Denotando K = supp (u), por (2.4) e t > 1, temos que

I(tu):%HtuHQ—/W F(tu)d:r;—/R h(tu)da

2
t2
< 5”“”2—01 t? / \U|9d33—02/ daz—t/ hudx
2

i thu(w) 2o} * 8
2 0 0
—||lul|* = Cy t |ulde — Co| K| —t | hudz.
2 R2

{@; tu(x)[>s1}

IN

Desde que 6 > 2, obtemos
I(tu) - —o0, quando t — oc. (2.24)

Fixando e = tu com t suficientemente grande, concluimos a prova. [

Afim de usar minimizacgao préximo a origem de F, precisamos do seguinte resultado.

Lema 2.6. Suponha (2.2) satisfeita. Entdo, existemn >0 ev € E com ||v|| =1 tais que

I(tv) <0, para todo 0 <t < n. Em particular, Hiﬁli I(u) < 0.
ul|<n

Prova: Primeiramente, afirmamos que o problema
—Av+V(x)v=h, 2€R* e h#0 (2.25)

tem uma tunica solugao fraca v € E. De fato, note que v € E serd solugao fraca de (2.25)

se,
(v,¢) = / hedzx
R2

for satisfeita para todo ¢ € E. Consideremos

g: F — R

¢ — 9(90):/ hedz,
R2

de forma que g € E*. Donde pelo Teorema de Representagao de Riesz, existe v € F tal

que

(v,0) = g() = /

hedz, p€EFE,
R2

provando a afirmacao. Agora, tomando ¢ = v, temos que v € E é solucao fraca de ([2.25)),
e mais,

/ hvdx = ||v||* > 0. (2.26)
R2
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Desde que f(0) = 0, afirmamos que existe n > 0 tal que

d
—I(tv) = t|jv|? —/ f(tv)vdx —/ hvdz <0, Vte (0,n).
dt R2 R2

Com efeito, note que t,v(x) converge pontualmente para 0, quando ¢, — 0 e pela con-

tinuidade de f, temos
f(t,v(z))v(x) — 0, quando ¢, — 0.
Como [t,] < Cy, tem-se que |t,,v| < Cy|v]. Dai, por (2.16))

v @)o(@)] < [Ciltav(@)] + Ca (e F = 1) | u(a)]
= O\Colv(@)[? + Cs (eacé’\v(@lQ - 1) lv(2)] = G(a).

Notemos que pela desigualdade de Holder,

9 1/2
/ (eaC§|v(x)|2 _ 1> ‘/U(.Z')‘dx S |:/ <€Olcg|v(x)|2 _ 1) d.%':| ( ‘U(IB)‘Zd.T)
R2 R2 R2

Desde que v € F, usando os Lemas [2.1) e [2.2] obtemos

1/2

(&Cﬁlv(w)? - 1) lv(z)| € L} (R?).

Logo, G(z) € L*(R?). Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
segue que

f(tpv(x))v(x)de — 0, quando t, — 0.
R2

4(tv) < 0 quando t > 0 é suficientemente pequeno. Agora, usando

Consequentemente, 7

que 1(0) = 0, concluimos que I(tv) < 0 para todo 0 < ¢t < 7, onde 1 é uma constante

pequena. [

O préximo Lema fornece algumas propriedades sobre as sequéncias de Palais-Smale

para o funcional I.

Lema 2.7. Suponha (f1) e (2.2). Seja (u,) € E tal que I(u,) — ¢ e I'(u,) — 0. Entdo,

/R F(u,)de

<C e <C.

luall < C, ‘ / FlunYunds
R2

Prova: Como I(u,) — ce I'(u,) — 0, temos

1
5|yun||2—/ F(un)dx—/ hndz = ¢+ 0,(1) (2.27)
R2 R2
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e para qualquer ¢ € F,

() = [ Sunpdn ~ [ gds = o). (225)
R2 R2
Dai, multiplicando ([2.27]) por 6, fazendo a diferenca com ([2.28]) e tomando ¢ = u,,, temos
Co + &nllun| = Q\|un|y2 —/ OF (uy)dx — / Ohundz — ||uy,|? +/ f(un)undz +/ hupdzx
2 R2 R2 R2 R2
— (0 — 1) HunH2 —/ [GF(un) — f(un)un}dx — (60— 1)/ hupdx.
2 RQ RQ
O que implica,
0
<2 — 1) | ||* — / [0F (un) — f(un)un|dz = Co + &nllun|| + (6 — 1)/ hu,dx
R2 R2

< Co+ Enllun]| + (60— 1) ’/ hu da
]R2

< Co + &allunll + (6 = )[Rl [[un]]

Para ||h||. suficientemente pequeno, segue que

(5= 1)l = [ F ) = Fwnyunlde = Co+ (6 + Dl

Por (f1), temos que

— /R2 [0F (un) — f(un)uy,] do > — / [0F (un) — fun)uy,] da.

{zi;|un(z)|<s1}

Assim,

Coct (6t Dl = (5= 1) Il = [ (6w = funu) i,

{@islun (@)[<s1}
onde &, — 0, quando n — oco. Usando que |f(s)s — F(s)| < Ci]s|, para todo |s| < s1 e a
imersao E < L4(R?), para todo ¢ > 1 (ver Lema , obtemos

ot (6t Dllonl = (5= 1) lualP = Cillwll > (5 =1) = Callall. (220
O que implica, ||u,| < Cy, pois do contrario, por (2.29)), teriamos
Co > lfuall|lluall = €2 = (g0 +1)] = oo,
o que é um absurdo.
Agora como I'(u,) — 0, para £ > 0, temos que

| (uy)| = <e.

(un, o) = [ f(un)pdz — / hodx
R2 R2
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Mas,

>

(Un, 0) = [ f(un)pdr — / hedx
R2 R2

f(un)pdz
RQ

(Un, @) — / hedz
RQ

/ hu,dx
RQ

< &+ [luall® + 1A lun]

Entao,

fup)upde| < e+ [(upy, uy)| +

RQ

<+ C2+ |B).Co = Cs.

Por fim, como I(u,) — ¢, para § > 0, temos que

<.

1
‘I(un) —c‘ = ‘§||un||2 - /RQF(un)dx— /R2 hu,dxr — ¢

Porém,

1
Slunl® = [ Flun)de — | hupdz —c
2

R2 R2

Assim,
/ F(uy,)dx
R2

1
> ‘/ F(uy)dx —‘—||un||2—/ hu,dz — ¢
R2 2 R2

1
<6+ Hfunll? + ’/ hndz| + ¢
2 R2

1

1
<o+ 503 + Col|hll« + ¢ = C4.

Portanto, tomando C' = max{Cy, C5, Cy}, concluimos que

/R F(u,)dr

<C e <C.

lua < C, ‘ / F(un Yundi
R2

Lema 2.8. Seja (u,) uma sequéncia (PS) para I. Entao, (u,) possui uma subsequéncia,

que denotaremos por (uy), tal que

flu,) = f(u), em L'R?).

Prova: E suficiente provar que

[ 1swlds— [ 1rwlds

Usando o Lema temos que (u,) é limitada em FE, consequentemente, podemos supor

u, — u fracamente em E, e pela imersao compacta £ — LI(R?) (Ver Lema [1.1)), temos

que u, — u em L9(R?), para todo ¢ > 1. Além disso, pelos Lemas e , obtemos

Flun) € MR, f(u) € LY(R?) e /R ()l < O, (2.30)
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Desde que |u|, f(u) € L*(R?), dado € > 0 existe § > 0 tal que para qualquer subconjunto

mensuravel A C R?

/ lul <e e / |f(u)lde < e, se |A|l <4 (2.31)
A A

Em seguida usando que u € L*(R?), encontramos M; > 0 tal que
H{z € R?; |u(z)| > M} <6. (2.32)

Tomando M = max{ M, %}, segue que

[ rtwlde = [ 1w

| [ s [ gt = [ f@las - [ 1rwl

up|>M [un|<M lu|<M |u|>M

< Gip+ Gop + G,

onde
G — / F(u)|dz,
[un|>M
G — / [ un)ldz — / )| de
[un <M |ul<M
e

Gs, = / |f(u)|dx.

lul>M
Estimaremos cada integral separadamente. Por (2.30)), tem-se que

_ |f ()] |f () |

|un|>M |wn|>M

1 C
M / [ funJunlde < 5 < £

[un|>M
Agora tomando B = {x € R?; |u(x)| > M}, segue por que |B| < 6, e por (2.31),
obtemos
Gs, = / |f(u)|dx < e.
B
Por fim, afirmamos que G5, — 0 quando n — oo. De fato, consideremos as seguintes
funcoes caracteristicas:
1, se z€A, 1, se z€ A

‘X]unKM = € ‘)C'|u|<M =

0, se zc€R*\A4, 0, se x¢cR*\A,
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onde A, = {z € R%; |u,(z)] < M} e Ay = {x € R?*;|u(z)] < M}. Notemos que

Gan = | [ Arcatstwlide = [ eul s

< ] / Xungear (1 ()| = 17 ()] do

+ '/2 (Xuni<rr = Xujenr) | f (w)]dez]
R
Agora por (fs) e seguindo de forma andloga a feita para obter (2.12)), existe § > 0 tal que
|f(s)| < Cyls|, paratodo |[s| <. (2.33)

Temos que K = {s € R; —M < s< —doud <s< M} élimitado e fechado, portanto,

pela continuidade de f, existe C3 > 0 tal que, para todo s € K, segue que
f(s)] < Cs.
Desta forma, podemos escolher C, > 0, tal que
|f(s)] < Cy4ls|, paratodo sé€ K. (2.34)
De e , e tomando Cy = max{Cy, C,}, tem-se
|f(s)| < Cyls|, paratodo [s| < M.

Dai, pela Imersdo de E em L9(R?)(ver Lema e o Teorema [A.6] a menos de sub-

sequéncia, podemos assumir que u, — u quase sempre em R? e |u,| < go quase sempre

em R?, para gy € L'(R?). Assim,

| f(un)] = [ f(u)] ‘ < [ fun)| + [f(w)] < Cslun| + Colul
< Csgo + Cslu| € L'(R?).

Consequentemente,
Xiunj<nr (|f (un)| = | f(u)]) = 0, quase sempre em R

Entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos

[ Hwicar(17n)| = £@))d| 0. (2.35)

Além disso, para n suficientemente grande,

{z € R Jun(@)| < M}\{z € R% [u(z)] < M} C {z € R* |u(z)| = M}.
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Portanto, por (2.32)) e (2.31), para n grande, segue que

‘ /R (Hunl<ar = Xuj<ar)1f (w)ld

< / (X s — Xuiene || (W)l + / X jont — At | ()| de

|u| <M |u|>M

= / |f(u)|de < e.

lu|=M

Logo, de ([2.35)) e ([2.36]), concluimos a prova. [ ]

(2.36)

2.6 Prova dos principais resultados

Nesta secao apresentaremos a prova do Teorema [2.1} e para isso, assumiremos que V'
satisfaz (V1) — (Va) e f satisfaz (fo), (f1) e (f2).

Afim de obter uma solugao com energia negativa, observemos que se as condigoes

(f1), (f2) e (2.2)) sao satisfeitas, pelo Lema [2.6| e pela desigualdade (2.23]), temos que

—o00<cg= inf I(u) <0. (2.37)
llull<n

Assim, para provarmos a existéncia de uma solugao tipo minimo local usaremos o Principio

Variacional de Ekeland.

Lema 2.9. O funcional I satisfaz a condi¢cao de Palais-Smale.

Prova: Seja (u,) uma sequéncia (PS). Pelo Lema [2.7] (u,) é limitado em E. Como E ¢
um espaco de Hilbert, existe uma subsequéncia fracamente convergente, ou seja, u, — g
em E. Usando a imersdao compacta E < LI(R?) para todo ¢ > 1 (ver Lema [1.1)), temos

que u, — ug em LI(R?) para todo ¢ > 1 e u,(x) — up(z) quase sempre em R2.
Afirmamos que
/RQ [f(un) = f(uo)] (un — ug)dz — 0. (2.38)
De fato, usando a desigualdade triangular e , para todo a > 0, obtemos
| [f(un) = f(u0)] (un —uo) | < [ f(un) = f(uo)|[un — uol
< (If (un)| + [ f (wo)]) lun — uol

< [b1|un] + b (eo‘|“”‘2 — 1) + bs|ug| + ba (ea|“°|2 - 1) } |ty — ug.
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Tomando C' = max{by, by, b3, by}, obtemos que

| [ () = £(20)] (= 0) | < € [Juwn] + o] + (eF = 1) + (2108 —1)] fup, — ol (2.39)
= Gp(x).

Notemos que

Gp(x)dz — 0.

RQ

Com efeito,
/ Gp(z)dx = C’/ [un| + |uo| + ( afunl® ) ( afuol” _ 1)} |un, — up|dz
= C/ |t || un, — wo| + |uo||un — ol + (e“‘“"' — 1) |un, — uo| + <e“|“0‘2 — 1) |ty — uo\}dm
RZ

le =+

Dai, usando a desigualdade de Holder, para % + % % é =1comqg= p%l, temos
/ Gy(z)dz < C{||Un||2||un — toll2 + [[uoll2llun — uoll2 + G1n + Gz,n}»
R2

onde,

_ . » 1/p
Gru=| (et = 1) dz | fun = woll
r 1/p
Gon = | [ (el 1Y dz] " iy —
2n - n Ollg-

Fazendo uso da imersdo continua £ < L¢(R?) (ver Lema|[L.1)),

/ Gp(x)dr < C{C1||UnH||Un — |2 + Col|uo||||tn, — uoll2 + G100 + G27n}. (2.40)
R2

Como (u,) é uma sequéncia (PS), temos pela Imersao E — L(R?*) que u, — uy em
L(R?). Assim,

[unl[l[un = uolla =0, [luollllun = uoll2 = 0.

Agora pelo Lema [2.2] e escolhendo 3 > p, segue que

) 1/p
Gin < {/ (eamunl - 1) dx} |t — wollq (2.41)
R2

1/p
G27n < |:/ (ea5|u0|2 — 1) dCL‘:| ||un — U0||q. (242)
R2
Usando o Lema 2.1 em ([2.42]), obtemos

GQ’n < CgHUn — uOHq — 0.
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Além disso,
) 1/p
{/ (eo‘m“"‘ - 1> dx] llun, — uollq = 0. (2.43)
R2

, temos que ||v,|| = 1, com isso ||Vv,[|3 < 1e |Jv,]|3 < 1. Como f

Un

De fato, para v,, = Tanl s

tem crescimento subcritico, u, é limitada em E e usando a imersao continua £ < L9(R?)

(ver Lema|l.1]) e tomando « suficientemente pequeno, obtemos que

O‘ﬁH“nH%z < 06504”%7,”2 < afCs < 4.
Portanto, pelo Lema [2.1] existe Cj tal que

/ <e°‘5“31_1> <y, paratodo n €N.

R2

2 U ’ 1/p
[/ (eaﬁllunlh,z(lunh,z) — 1) dx] [tn — uolly — 0.
R2

Donde segue ([2.43). Consequentemente, por (2.41)), tem-se

Desta forma,

Gl,n — 0.
Logo, por (2.40), mostramos que G, (x) — 0 em L'(R?). Assim de (2.39)), temos

< [f(“n) - f(uo)} (un — uo)‘ dr — 0

[ L) = o)}y = e

RQ‘

e por consequéncia, obtemos ([2.38]).

Agora temos que

(I (un) = I"(uo), un — uo)| = [(I"(un), tn) = (I'(un), uo) — (I'(uo), un — uo)|

< T (un), )| + ({1 (un ), wo0)| + [{" (1), un — o)

Dai, usando a desigualdade de Schwarz e a limitagao de (u,) em F, temos

(I (un) = I'(u0), tn = o) = [[1"(un) |l | 4 1 Cun) |0 | + [{7" (o), 1 — w0}
< KN (un) s+ 1 ()l uoll + (1" (uo), tn = o)l

Como I'(u,) — 0 e u,, — up em E, segue que

(I'(up) — I'(up), un — ug) — 0. (2.44)
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Pela definicao da derivada do funcional em ([2.11]),

(I'(up), wy — ug) = (Up, Uy, — ug) — . fup)(u, — ug)dz — /R2 h(u, —ugp)dz  (2.45)

(I'(ug), up — ug) = (ug, Uy — ug) — f(uo)(wy — ug)dx — / h(u, — ug)dz.  (2.46)
R2 R2
Fazendo a diferenga entre e (2.46)), temos
(I'(up) — I'(ug), wp — ug) = (U, — ug, Uy, — Ug) — / [f(un) — f(uo)] (U — up)dx
= [Jun — uo, I — / [f (un) = fuo)] (un — uo)de.
R2

O que implica,

et =l = [ | [} = 0]t = o+ (7 1) = I () 10 = ).

Portanto, por (2.38) e (2.44]), concluimos que u,, — up em E, e desta maneira, segue o

resultado. -

Agora, enunciaremos e provaremos dois resultados importantes para a prova do

Teorema 211

Proposigao 2.1. Existe n; > 0 tal que se ||h||. < m, entdo o funcional I possui um ponto
critico upy; no nivel minimax

— inf I(g(t
ey = inf max (9(1)),

onde

I'={g € C([0,1], E); g(0) = 0,1(g(1)) < 0}.
Prova: Utilizando os Lemas e 2.5 e aplicando o Teorema do Passo da Montanha

segue o resultado. ]

Proposigao 2.2. Para cada h € E* com h # 0, o problema (2.1)) possui uma solugao do
tipo minimo local ug com I(ug) = ¢y < 0, onde ¢y é definido em (22.37)).

Prova: Seja p;, definido no Lema . Desde que Bph ¢ um espago métrico completo com

a métrica induzida pela norma de E, convexo e o funcional I é de classe C! e limitado
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inferiormente em B,,, pelo Principio Variacional de Ekeland, existe uma sequéncia (u,)

em B, tal que

I(u,) = co= inf I(u)<0, e [I'(uy)]+—0,

llull<pn
e a prova segue pelo Lema [2.9 [
Prova do Teorema [2.1 A prova segue das Proposicoes 2.1 e [2.2] n

Observacao 2.3. Para a prova do Teorema serd necessdrio redefinirmos f, entao para
evitarmos qualquer confusao, a prova serd feita no final do Capitulo 3 na

Subsecao 3.5.1].



Capitulo 3

Existéncia e multiplicidade de

solucoes: Caso Critico

3.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos a existéncia e multiplicidade de solugoes para o caso

critico do problema ({2.1)), ou seja,
—Au+V(z)u= f(u)+h, zeR

com o termo nao-linear f(s) possuindo crescimento critico do tipo Trudinger-Moser, o

qual definimos a seguir:

Definicao 3.1. Dizemos que f : R — R tem crescimento critico em +oo, se existe cg > 0

tal que

i L) ) 0 ez (3.1)

as?
|s| =00 € +o00, Va < ag.

Agora relembremos as hipdteses sobre o termo nao-linear apresentadas no

Capitulo 2:

(fo) f € CR,R)e f(0)=0;

(f1) Existe 8 > 2 e s; > 0 tal que para todo |s| > sy,

0<OF(s)= 0/05 f)dt < sf(s);
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(f2) 0<lim & < A1, onde )\ foi dado em ([2.3]).

s—0 8

Além destas hipoteses assumiremos a seguinte condigao:

(f3) Existem constantes My, Ry > 0 tal que para todo |s| > Ry,
0 < F(s) < Molf(s)];

Observacao 3.1. A hipdtese (f3) € necessdria para garantir a multiplicidade de solugdo

no caso critico.

Continuaremos a considerar, neste capitulo, o subespaco E definido no Capitulo 1.

3.2 Resultados Principais

Neste capitulo temos o interesse de encontrar condicoes suficientes que garantam a

existéncia e multiplicidade de solu¢ao para o Problema (2.1)) no caso Critico.

Para o caso em que f(s) possui crescimento critico obtemos os seguintes resultados.

Teorema 3.1. Se f(s) tem crescimento critico e as condi¢oes (V1) — (Va), (fo), (f2) e
(f3) sao satisfeitas, entao existe 6y > 0 tal que se 0 < ||hll. < 1, o problema (2.1)) possui

uma solucao com energia negativa em E.

Teorema 3.2. Sob as hipdteses do Teorema |3.1], se admitimos que existe By > 0 tal que

(fF) lim 2L > 5, > 0.

s—>00 €70°

Entao eziste 3 > 0 tal que se 0 < ||h||. < d2, 0 problema (2.1)) possui uma sequnda solugao

fraca em FE.

Além disso, se o sinal de h(x) estiver definido, os seguintes resultados sdo validos.

Teorema 3.3. Sob as hipdteses do Teorema se h(z) > 0 quase sempre em R?, entdo
as solucoes obtidas no Teorema sao nao negativas. Além disso, se h(x) < 0 quase

sempre em R? e f(s) satisfaz

(fy) lim Sf(sz), > Gy > 0,

s—>—o00 €¥0¢
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entao estas solucoes sao nao positivas.

Exemplo 3.1. Um exemplo tipico de fungdes que satisfazem as condicées (f2), (f3), (fi)
e (fy) com crescimento critico é f(s) = 3s* + 2se*” — 2s. De fato, para provar que a

condicao (f3) € satisfeita € suficiente observarmos que

2
s34e —1—¢2

li = =0.
|s|1%néo f(s) |s|lgcl>o 352 + 2ge5° — 25
Além disso, € facil ver que lir%& =0< )\ e |1|im Sf(f) = 00, mostrando que (fs2) e
S5— S s|—oo0  €e®

(fih) sdo satisfeitas.

Observacao 3.2. Notemos que a condi¢ao (f3) é mais forte que (f1), no sentido que (f3)
implica (f1).

De fato, por (fs) existem constantes M, R > 0, tais que
F(s) < M|f(s)|, paratodo |s|> R.
Tomando 6 > 2, obtemos
OF (s) < OM|f(s)], paratodo |s|> R.

Logo,
sf(s) > 0M|f(s)| > 0F(s), para todo |s| > Ro.

onde Ry = max{R,0M?}.

Observacao 3.3. Analogamente a Obsemagdo obtemos que a condi¢do (f3) implica

que existem constantes positivas C3 e Cy tais que
F(s) > CselV™ — ¢y, seR. (3.2)
Observacao 3.4. Se h > 0, temos que o problema
—Au+V(z)u = Mu+2ue” +h(z), u>0, z€eR
nao possut solucoes positivas.
De fato, se considerarmos a funcdao f : R — R dada por

Au + 2ue“2, se u >0,
flu) =

0, se u <0,
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entao f(u) tem crescimento critico com ag = 1, pois para o > 1, temos

2ue™’ 2
f) = lim Mt 2uet = <lim At + lim L )

2 2 2 "2
u—oo AU u—00 e u—oo U u—oo ela—1lu

e 1 ) 2 B
N (1}1—{20 20ruew? + ulggo 2(a — 1)ue(°‘—1)“2) =0

Para 0 < a <1,

A 2
lim f(jj) = (lim lli + lim 2uet=®)u >

u—o0 e U—00

A 2
= <lim _ + lim 2ue(t—®v ) = 00.

w00 2o0en? U—00

Para o < 0,

lim f(u2 <lim Mue 4+ lim Que(l_o‘)“2> = 00.
u—oo e uU—»00 U—00
Desta forma,

0, se a>1
lim f(u2) =

u—oo U

00, se a<l1.

Notemos que \ju nao permite que esta funcao satisfa¢a a hipdtese (fs).

Suponhamos que o sequinte problema
— Au+V(z)u=Mu+2ue”, zeR% (3.3)

tem uma solugao positiva u € E. Entdo, usando (V1) e (Va), existe o1 € E com p1 > 0

tal que
—Apy +V(x)o1 = M1, em R (3.4)
(para mais detalhes da existéncia de o1 ver [7]).

Multiplicando (3.3|) por 1 e integrando, obtemos que

—/ (Aupy + V(z)up:)de = )\1/ ugpld$+2/ ue® prde. (3.5)
R2 2 R2

R

Usando integracao por partes, temos que

_ /}R2 (Augpl + V(w)ugpl)d:v = /R2 (Vqupl + V(:I:)ugpl)dx S /}R2 (uAgol + V(x)ugol)dx.

Logo, a equagdo (3.5), pode ser escrita da sequinte forma

—/ (uAgr + V (z)upy ) dx = )\1/ wprdr + 2/ ue” pyda.
R2 2 R2

R
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Fazendo uso de (3.4]), temos

/\1/ ugoldx:/\l/ ugoldx—i-Q/ ue“ggoldx.
]R2 ]RZ R2

O que implica,

/ ue“2gplda: =0.
R2

O que é uma contradicdo, pois u > 0 e w1 > 0. Portanto, a hipdtese (f2) € fundamental

para obtermos o resultado de existéncia de solugcoes positivas.

3.3 Formulacao Variacional

Para a Formulagao Variacional do caso Critico também serao validos os resultados

apresentados na Secao 2.4 do Capitulo 2.

Além disso, se f(s) satisfaz (3.1)), entdo seguindo o mesmo raciocinio feito para

obtermos (2.16]), para cada o > ag existe c1, ¢y > 0 tal que
1£(s)] < cr|s| + ca(e®” — 1), paratodo s € R.
E mais, se u € E, segue que F(u) pertence a L'(R?). De fato, por (f1), temos

3 |F(u)|dx:/RQ /qu(s)ds da:S/RQ/Ou|f(s)|dsdx.

Mas, por (3.6)), tem-se

/ |f(s)lds < / [C1]s| + Co(e = 1)]ds < CiJul? + Colul(e™™ — 1).
0

0
Como u € E, entdo u € H'(R?). Usando a Observagio 2.2} obtemos

P(u)|dz < / Oy Juf? + Co(e™™ — 1)[uldz < oo.
R2 R2

Ou seja, F'(u) € L'(R?).

3.4 Geometria do Funcional

(3.6)

De maneira analoga ao estudo feito na Secao além da substituicao das hipoteses

(f1) por (f3), (2.2) por (3.1) e (2.16) por (3.6)), obtemos que os resultados sobre a geometria

do funcional I apresentados no Capitulo 2 também sao vélidos para o caso Critico.
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Agora enunciaremos e provaremos um Lema necessario para garantir a multiplicidade

de solugao do problema ([2.1)) no caso Critico.

Lema 3.1. Suponha que (f2), (f3) e (3.1) satisfeitas. Se (v,) C E € uma sequéncia (P5S)

para I e ug € o seu limite fraco entao, a menos de subsequéncia,

F(v,) = F(ug) em LY(R?).

Prova: Como consequéncia do Lema 2.8 temos
f(v,) = f(ug), em L'Y(R?).
Assim, pelo Teorema , existe g; € L'(R?) tal que
|f(v,)| < g1, quase sempre em R (3.7)

Por outro lado, por (v,,) ser uma sequéncia (PS), segue do Lema [2.7], que (v,) ¢ limitada
em E. Entao, podemos assumir que v, — uy em F, dai, pela Imersao E < LI(R?) (Ver
Lema , vp — up em L9(R?) para todo ¢ > 1. Além disso, usando o Teorema existe
g2 € LY(R?), tal que

lv,|? < g2, quase sempre em R (3.8)

Temos de (f3), que exitem constantes My, Ry > 0 tal que para todo |s| > Ry,
|F(s)| < Mo f(s). (3.9)

Por outro lado, usando (f2) e seguindo de forma andloga a feita para obtermos (2.17)),

existem C7, 6 > 0 tal que para todo |s| <4,
|F(s)| < Cils|. (3.10)

Suponhamos, sem perda de generalidade, que 6 < Ry. Como A = {s € R;|s| < 0 ou
|s| > Ro} é aberto, temos que K = R\ A é compacto, e pela continuidade de F', podemos

escolher Cy > 0 tal que
|F(s)| < Cyls?, paratodo s € K. (3.11)

Logo, de (3:9), (310) e (B-11). obtemos

[F(va)| < Cloal* + Mol f(vn)| = G,
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quase sempre em R?, onde por (3.7) e (3.8), tem-se que G,, € L'(R?). Assim, pelo Teorema

da Convergencia Dominada de Lebesgue Generalizado, segue que

F(v,) = F(ug), em L'(R?).

3.5 Prova dos principais resultados

Substituindo a hip6tese (2.2)) por (3.1)) temos que (2.37) também é valido, ou seja,

—00 < ¢g = inf I(u) <0.
l[ull<n

Além disso, para o caso critico, precisamos de mais informagoes a respeito do nivel

minimax obtido na Geometria do Teorema do Passo da Montanha. Para isto consideremos

a sequéncia de funcoes de Moser:

(logn)'/?, se [z] <,
M, (z,r) = (27) "/ el se L<a <,
0, se x| >

Algumas Propriedades da Sequéncia de Funcgoes ZT/[/n(a:, )

(i) My (z,7) € H'(R?),

(i) supp (M, (2,7)) = B,

(iii) |M,,(z,7)|?dz = O(1/log n), quando n — .
R2

(iv) [ |VM,(z,r)dz = 1.
R2
De fato,
(i) e (ii) Seguem da continuidade e da definicio de M, (z, 7).
(iii) Temos que

/|Mn(x,r)\2d:€: / M (1) 2 + M (, 1) [2de
RZ

lz|<%
n

(3.12)
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Para a primeira integral, temos

r?logn
2n?2

|M,,(z,r)[?dz = (27) " logn

laj<z jaj<z
n n

L
8]
I

Falta calcularmos a segunda integral,

/ |Mn(x,r)|2dm:2ﬂlign / {log (|;—|>rda:, (3.13)

Ll|z|<r <|z|<r
n

r
n

entdo tomemos p = |z|. Como z € R? tem-se que z; = pcosf e x5 = psend. O que
implica,

0 0 0 0
T cosf, gh —psenb, 922 _senf e 22— pcosb.

p o0 dp o0
Logo,
cosf —psenf ) )
J(p,0) = = p(cos” 0 + sen=0) = p.
senf)  pcost

Entao, usando coordenadas polares, tem-se

S O

E<|z|<r "
n

Para calcularmos ({3.14]) usaremos integracao por partes. Seja

2
Uy = {IOg (%)} e dVi = pdp,
entao

dUlz—% ‘/1:%2_

[l ) =5 fw )] | o ()

won (3.15)
2 1 2 T
:_M+/ oz () ap.
2n? r 1Y

n

Dali,

3

Utilizando novamente a formula de integracao por partes, com

d
U2:10g<f), dVy = pdp, dUp=—-"L ¢ V=1
p

P 2’
teremos

r 2 " 2 2|

r p 1 r<logn p

| —)dp==1 - — dp = — —
/rpog<p)p 2Og(p) T+ /pp 2n? 41,
" n R n

r?logn r* 72




CAPITULO 3. Existéncia e multiplicidade de solugoes: Caso Critico

58

Substituindo em (3.15)), (3.14)) e (3.13)), obtemos

—~ 1 r’(logn)®> r*logn 12
M, (x,7)|*dx = or | — - Lo
/ [Mn(e,r)["de 27 logn{ W[ 2n? 2n? 4 4n?
= <le|<r
r2logn  r? n r? r?
2n? 2n2  4logn  4n2logn
Logo, por (B.12)
—~ r?logn  r*logn  r? 2 r?
M., (z,7)[2dx = _ _ _
R2 (M, 7)de 2n? 2n? 2n2  4logn  4n?logn
2 2 2
= —— — =0(1/1 .
2n? + 4logn  4n?logn (1/1ogn)
(iv) Pela defini¢ao de Z/\\/[/n, notemos que
- 0, se [z[<T
OM,,(x,r 1 T ,
( ): — —5 14 T Se Tz <
0z (2m)~1/2(logn)~/ ||

0, se |z|>r

Assim, para £ < |z| < 7, temos
n

VALl = [<2w>1/2<1ogn>1/2r [(é_r) * (W)]
1 x? x3
~ 2r)(logn) (w i |m|4)

- (2@&0%) (|;|2> |

Logo,

_ N ! 1
HVMn(x,muéz/ VM, (z,r)?de = ————— / .
R2

(27)(logn)

Usando novamente coordenadas polares, obtemos

1 "1
/ de:%r[ ;dp:27r [logr—log (%)] = 2w logn.

n

Entao, substituindo esta ultima estimativa em (3.16]), segue que
VM, |? = 1.

Concluindo a demonstracao das propriedades de Mn(x, T).

(3.16)
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Mn(x,r)

Agora consideremos M, (z,r) = G com |M,|]| = 1, e observemos que para
lz| < I, temos
o)1 2m) 11
M?2(z,r) = (2m) _logn = (2m) "logn _ (27r) ' logn + (27) ' logn

[z 1M

1
= (2m) 'logn + (27) ' logn ( — — 1> .
1M ]2

Logo, podemos escrever

M?2(x,r) = (27) 'logn +d,, paratodo |z|< Z,
n

onde d,, = (2m) ' logn <m - 1). Usando (V) e as propriedades de Mn(x, ), notemos

que
\|z\7n||2:/ ]V]T/[/n(x,r)IQd:c—i—/ V()| My (2, 7)2dz
R2

B,

< [ 19¥@ )P de + max V) [ ShGe.r) P
RQ 77‘

r€B,
=14 0(1/logn).
Por outro lado,

VM, |2 < || M, <1+ 0(1/logn).

Entao, passando o limite e fazendo uso do Teorema do Confronto, obtemos que HMnH — 1

quando n — oo. Consequentemente,

dn 1
=@2n) ' [—=—-1] =0 (3.17)
logn [V |2

Lema 3.2. Suponha que as condigoes (f2), (f3) e (fi) sdo satisfeitas. Entdo, existe

n € N tal que

2
max [ (tM,) < —W,
>0 Qg

onde I1(tM,) = [g - /R QF(tMn)dx] .

Prova: Fixemos r > 0 tal que

4
r2ag(1 + e */2)’

Bo > (3.18)

onde 3y é dado em (f;"). Suponha, por contradicdo, que para todo n temos

~ t2 2m
max [ (tM,) = max 5 F(tM,)dx| > —, (3.19)
R2

>0 t>0 Qg
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onde M,, = M, (z,7). Tendo em vista a desigualdade (3.2)), obtemos

/RZF(tMn)dx: / F(tM,)dz + / F(IM, )i

{tMn<S1} {tMn251}
> Oy / ltMal/M gy — / dr + / F(tM,)dz.
{tMn<51} {tMn<81} {tansl}

Como toda funcao continua definida num compacto é limitada e M, tem suporte com-

pacto, tem-se

/ F(tM,)dz > —Cs + / F(tM,)da.
2
® {tansl}

Novamente por (3.2)), temos

/ F(tM,)dx > —C3+ Cy / eltMnl/M gy — / dx
R2

{tMp>s1} {tMr>s1}
Z —03 - Cﬁ + 04 / e‘tMnl/Md:L“
{tansl}
= —07 + 04 / €|tMn|/MdI
{tansl}

Donde para t > 0 suficientemente grande e m > 2, temos

/ etMn/M g > / Cg t™(M,)™dx = Cgt™ / (M,)™dx > Cgt™ / (M,)™dx.
{tMnZSI} {tansl} {tansl} {ansl}
Assim,
- 2

t
I(tM,) < 3 +C7 — Cst™ | Mydr — —c0, quando t — co.
R2

Entao, para cada n, existe s, tal que

I(tM,) <0, paratodo t > s,.

Agora, considerando o intervalo compacto [0, s,] e usando a continuidade do funcional IN,

segue pelo Teorema de Weierstrass que, para cada n, existe ¢, > 0, tal que

b _ /R F(t M) = ma E - /R 2 F(tMn)dx} | (3.20)

2 >0

Desta forma para t = t,,, tem-se que

% (g - /R 2 F(tMn)d:v)
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£(5)-3 (f ros)

t, = M, f(t,M,)dz.

RZ

O que implica,
isto é,

Multiplicando ambos os lados por t,,, tem-se

£2 - / (b M) f (6 M, )d.

Além disso, desde que supp (M,,) = B,, segue que

&= [ e = [ (@M [ (00 (00, )do

|z|<r |z|>r

(3.21)
_ / (ta M) f (6, M, ).
lz|<r
Pela hipétese (f;), temos para cada € > 0, existe R, > 0 tal que
M - L< L(u} - L‘ <eg, sempreque |z|> R,
eooU eoou
onde L = lim uf(ug Assim,
u—o0 EXU
uf(u2) >L—e>pfy—e.
ecou
Disto segue que
uf(u) > (By —e)e®™™, paratodo u > R. e |z| <r. (3.22)

Por (3.21)), (3.22) e para n grande, obtemos
tr > (6o —¢) / 2ot gy > (B — €) / e0(tnMn)? g
jai<r jaf <z
Como M? = (2r)~tlogn + d,, temos
£ 2 (fy - e)eien temieian [ g

lz|< 5 (3.23)

2
_ (60 o 5)7‘(‘ (z) GaO(QW)_ItEL log n+aopt2 dn
n
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Assim,
6(1@(2#)‘%% log n+aot2dn
1> (By —e)nr?

242
n<t:
00 (2m) "7 log ntaoty dn
2
= —e)nr
(Bo —¢) o)
= (By — &)mr2etom) i logntaotdn—log(n’t)

Fazendo uso das propriedades de logaritmos, teremos

1 Z (50 _ 5)7T7“26a0(27r)_1t% log n4-aot2 dy, —log n2—log t2
(3.24)

_ (BU . 5)7_‘_7"26010(2#)*1% log n+aot2 dn—2logn—2logts,

Consequentemente, (t,) é limitada, pois do contrario terfamos, por (3.24), uma con-
tradicao.

Afirmamos que,

2 — . (3.25)

De fato, a condic¢do (f) juntamente com ([3.19) e (3.20) implicam que

t2 t? 2m
= — | F(t,M,)dx =max |— — [ F(tM,)dz| > —,
2 R2 t>0 | 2 R2 (%)
ou seja,
2 2 2
o5 21 +/ F(t,M,)dz > == + / F(t,M,)dz. (3.26)
2 Qp R2 Q)

{tnMnSSI}

Por outro lado, por (2.17)), existe § > 0 tal que |F(s)| < Cyls|? para todo |s| < §. Entao,
notemos que A = {s € R;|s| < d ou |s| > s1} é aberto, e desta forma, K = R\A é
compacto e pela continuidade de F', existe Cg > 0 tal que |F(s)| < Cjp. Dali, para Cyy

suficientemente grande, teremos

|F(s)] < Cyi|s|?, paratodo sé€ K.
Assim, tomando Cy = max{Cy, C11}, obtemos

|F(s)] < Cols|?>, paratodo |s| < s;. (3.27)
Usando e que (t,) ¢ limitado, obtemos

/ F(t, M,)dz| < / \F(t,M,)|dz < C / M2dz

{tnMnSSI} {tnMnSSI} {tnMnSSI}

1 —
§C’/M3d$=0~ /Msdm
J Ak

RQ
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Sabendo que HMnH — 1 e fazendo uso das propriedades de Mn(x, ), segue

/ F(t, M,)dz — 0. (3.28)
{tnMnSSI}
Consequentemente, de (3.26]) e (3.28)), tem-se
4
2> 4 0,(1).
ao

Agora suponha, por contradicao, que

_ 47
lim 2 > —.
n—oo O[O

Por (3.23)), obtemos

00 (2m) "2 log ntaot2 dy )

tvzz > (60 - E)WTQ < elogn?

= (By — &)mr2etom) " logntagt; dn—logn®

Pelas propriedades do logaritmo, tem-se
—142 2 _
£2 > (fy — )0 i logntaotidu—2logn

—142 2
— (BO . 8)7_‘_7,26[010(4#) tz 1]210gn+a0tndn’

que juntamente com (|3.17)), contraria a limitagao de (t,) e assim segue ([3.25)).

Para estimar ([3.21]), consideremos os conjuntos (ver (3.21)) e (3.22))

A, ={x € B,;t,M, > R.} e C,=B\A,.

De (3.21)) e (3.22)), conseguimos

ti = / tnMnf(tnMn)d$ +/ tnMnf(tnMn)dx
An

n

> (6o — 8)/ e20(tnMn)® g +/ tn M, f (t, My,)dx (3.29)
A, Cn

= (o —¢) / 0¥y — (5 — ) / et M) g / t M, f (1, M,,)de.

Notemos que y¢, — 1 para quase todo z tal que |z| < r, onde
0, se x¢€ B\C,

Xc, =
1, se ze(,
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é a fungao caracteristica. Notemos ainda que M,(x) — 0, pois M, (z,r) = %
||M,,|| — 1. Portanto,
/ tn M, f (t,My)dx — 0 e / 0t Mn)® gy p?, (3.30)
o Chn

Com efeito, como C,, = {z € B,;t,M, < R.}, entdo t,M, — 0 e por f ser continua,

segue que t, M, f(t,M,(z)) — 0, e mais, obtemos que e®(Mn(@)* _ 1 Além disso,
‘tnMnf(tnMnH S kRg € ‘eao(t"M")z‘ S eo‘oRg.

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue (3.30)).

Agora, usando que t2 > 4T temos também que
«@Q

/ (0t M2 g > / A2 g / ATME gy AV g (3.31)

|z[<r |z[<r |lz[<%

Para a primeira integral em (3.31]), observemos que

2 —1
/ 647rMnd:E 647r[(27r) logn—&-dn}dl, 6210gn+47rdndx

lz|< % |z < |z] <~
n n n

2log n+4md "\? 2logntand

ogn T ogn T

= e“'%% @ da:‘zw(—) e”o8 ",
n
lz|<+

donde por um calculo simples, temos

4 M2 r? log n[2+4m(dn /1 r? 1
MG 40 — o [ ) glogn[2+4n(dn/logn)] _ o [ 1) ,[2+47(dn/logn)]
n? n?

je|<Z (3.32)

2
r
=7 <_2> n2n47r(dn/logn) — 7.‘_742n47r(dn/10gn)‘

Notemos que,

n4n(dn/logn) N 6*7”2/2. (333)

De fato, pela definicao de d,,, temos que

d, 1 1 ,
logn 2 \ ||M,,||2

e como ||M,||* =1+ O(1/logn), obtemos

di 1 (1—|MJ*\ 1 0O(1/logn)
| M,||2 or 1+ 0(1/logn)’

logn 27
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Mas pelas propriedades de ]T/[/n(a;, ), vimos que

2 2 2
O1/logn) = o2 + 4logn  4n2 logn
1 r?logn 12 r?
" logn | 2n? 4 4n?
1
~logn™

-2
onde ¢, —+ —. Dai
4 b

4G
/yn =n logn — n

—47n(2m)~H{O(1/logn)/[14+0(1/ logn)]} —(2/logn)en/[14+0(1/ log n)]’

=N

entao, aplicando o logaritmo na base e, teremos

log Yp = 10g n—(2/ logn)en /[14+0(1/ logn)]
2 €n |
=— . -logn
logn 14+ 0O(1/logn) &

€n
-2 .
1+0(1/logn)

O que implica,
Y = 6726n/[1+0(1/10gn)].
Logo, segue (3.33)) e por (3.32)), temos
/ Mgy —s e 2,

lz|<
n

Para a segunda integral, observemos que

og* (157)
/ My = / e ”M””21°gndx

£ <jal<r <fal<r
n

log2 (L

2logn (|z|>

= e | M2 log2 n .

Fazendo p = |z|, temos entao que J(p, ) = p. Assim,

r n log (%) :
/ ATME g0 o QIOg {Hﬁfnl\logn} odp. (3.34)

=<|z|<r
n

3%

os(;)

Yn logn’

Para calcularmos ([3.34)), tomemos 7 = com 7y, = HM || > 1, entao

-1

—Tvn logn Tn

T
e T = n

dp = —py,logndr, p=re
0, se p=r
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Logo, voltando para (3.34]), obtemos

0

/ ™M dy = 21 {—/ 0%V logne2T2 1Og”dT}
—1
T

<lz|<r

r
n

-1
’Y’VL
_ 2
— 27T7n10gn/ 7“26 27—7nlogne2r logndT
0

—1

Tn
= 27rr2'yn logn / 2logn(r?=mm) gr
0

Usando o Lema [B.1], segue que

2
/ e™Midy — 2mr?,

x| <r
n

Finalmente, tomando n — oo em (13.29)) e usando ([3.25)), temos

4
il > (Bo —¢€) [W?‘Qe”gm + 27T7'2:| — (By — &)7r?
&o

= (Bo — 6)7?7‘26_”2/2 +2(Bo — e)mr? — (Bo — e)mr?
= (Bo — &)’ (642/2 + 1) '

Assim, concluindo que

[
€.
0= qor2 (1+e7/2)
Mas isso contradiz (3.18]), que completa a prova. [

Coroldrio 3.1. Sob as hipdteses (V1), (f2), (f3) e (i), se ||k« € suficientemente pe-

quena, entao

t? 2
max [ (tM,,) = max {— —/ F(tM,)dx — t/ thdx} <T
t>0 2 R2 R2 (7))
Prova: Temos que M,, = H]\J\%fn\\ e [[M,]| = 1. Daf,

t2
1(M,) = a2 — / F(tM,)dz — / WM, dz
2 Rz RQ

t2
= ——/ F(tMn)dx—t/ hM,dz.
2 R2 R2

hM,dx. Entao, se / hM,dx é positiva ou

Com isto, precisamos analisar o sinal de /
R2

R2
nula, temos que para t grande

t/ hM,dz > 0.
R2

Assim, pelo Lema [3.2] segue o resultado.
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Agora seja /
R2
n existe s, tal que

hM,dx negativa. J4 mostramos na prova do Lema que para cada

I(tM,) <0, paratodo t> s,.
Além disso, notemos que existe C' > 0 tal que |s,| < C. Por outro lado,

Ity < | [ mdtds) < Al 11 = ol

Assim, para ||h|. suficientemente pequena, ¢ € [0, s,,] e usando o Lema [3.2] concluimos a

prova. [ ]

Afim de provar alguns resultados de convergéncia, precisamos melhorar a estimativa

do Lema [3.2

Corolario 3.2. Sob as hipdteses (f2), (f3), (fi) e (2.2)(ou (3.1), existe 65 > 0 tal que

para todo h € E* com 0 < ||h]|. < 02, existe u € H'(R?) com suporte compacto tal que

2
I(tu) < co+ —W, para todo t > 0.
Qo

Prova: Pelo Lema [2.4] p — 0 quando [|h]l, — 0. Consequentemente, ¢y cresce quando
|||« decresce e cg — 0 quando ||h]|. — 0. Assim, existe d, > 0 tal que se 0 < |||, < 2,

entao pelo Coroldrio [3.1] temos

2
max [ (tM,) < ¢y + -,
t>0 (o7))
Tomando u = M,, € H'(R?), o resultado segue. ]

Lema 3.3. Se (u,) é uma sequéncia (PS) para I em qualquer nivel com
4
lim inf ||u, ||* < —W,

entao (u,) possui uma subsequéncia que converge fortemente para uma solugao de ([2.1)).

Prova: Como (u,) é uma sequéncia (PS), pelo Lema [2.7 temos que ||u,|| ¢ limitado em

E, e a menos de subsequéncia, podemos assumir
liminf ||u,| = Hm |ju,]|.
n—oo n—o0

Ainda pelo Lema [2.7] podemos supor que u, — wug fracamente em FE, e pela imersao
compacta, u, — ug em L?(R?) para todo ¢ > 1 e u,(z) — ug(x) quase sempre em R

Além disso, pelo Lema [2.§]

flun) = flug) em Ly (R?).
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Passando o limite em (2.28]), temos

(o) — [ Fluo)pde — / hedz = 0,
R2 R2

para todo ¢ € C5°(R?). Como C§° é denso em E (ver Proposigao , concluimos que g
é solucao fraca de (2.1)).

Afirmamos que u,, — uy em E. De fato, usando que u,, — ug e escrevendo u,, = ug + w,,
segue que w, — 0 fracamente em E. Assim, pela imersao compacta, w, — 0 em LI(R?)
para todo 1 < ¢ < oo. Usando um argumento similar ao do artigo de J. M. do o)

[16, Lema 4], segue que (u,) e Vu, satisfaz as condigoes do Lema de Brézis-Lieb. Assim,

Juall = [ 1Vualda+ | Vieyide = [Ful + V(@) ol
= lim (Ve = [V = 0)[3) + Jimn (1V)" 20 = IV )" = o) )
=t (17l IV ()20 = (9l + IV )20 )]

= Jim (>~ [Jeal?)

ou seja,
[unll* = [lwall* = lluoll* + 0n(1).
O que implica,
lnll* = Nluoll* + [lwall* + 0a(1). (3.35)
Agora, afirmamos que
flup)ugder — | f(uo)updz, quando n — 0. (3.36)
R2 R2

De fato, como Cg°(R?) é denso em E (ver Proposicao [L.2)), para todo 7 > 0 existe

¢ € C3°(R?) tal que ||¢ — ug|| < 7. Observemos que,

f(un)uodzf/ fuo)ug dz
R2 R2

o da: — dz — Ded Ded da — d
[ o= [ fpde = [ fedst [ puede+ [ fwppde— [ fupds

fun)(uo — ) dz| +
]RZ

J(uo)(ug — ) dz
RZ

¥ ] [ 1) - sl

Com isso, o
M{Qf(un)uodx—/ﬂ@f(uo)uodx < /112{2 Fun)(ug — @) dz| + ‘/Rz Fluo) (up — ) dx
el [ 17un) ~ fu)lda.

supp ¢

(3.37)
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Para estimar a primeira integral em (3.37)), sendo (u,,) uma sequéncia (PS), usamos que
(L' (un), uo — )| < 1" (wn)|s[Juo = Il < Tulluo — el com 7 = 0.

Por outro lado,

) to = )] = (st =) = [ Flun)o = o = [ hluo = o
2| | o = 9| = |(unn = ) = [ o = )
> . fun)(ug — @)dx| — [{un, up — ) — /]1@2 h(ug — )dz| .

O que implica,

f(un)(uo — @)de| < [(I'(un), uo — @)| +

RQ

(U, ug — @) — /R2 h(ug — p)dz

/RQ h(uo — @)dz] .

< Tallun — ol + [{un, uo — )| +

Usando a definicao do produto interno em F, tem-se

S () (uo — p)da

R2

< rallun — ol + [ [V0n]|90 — )l
R
+ [ (V@ unl) (V@) a0 = ol)da + [l o o]
R2

Para % + % = 1, podemos utilizar a desigualdade de Holder

1/2 1/2
< T lJten, — wol| + (/ |Vun|2dx) </ |V (ug — ga)\2dx>
R2 R2
1/2 1/2
([ v@lnpar) ([ violo-ePis) "+ iallu - ol
R2 R2

Como (u,) é uma sequéncia (PS), pelo Lema , temos que

f(un)(uo = p)dx
RQ

f(un)(ug — p)dx

RQ

< Talltn = wol| + [lunl[luo = Il + [lunl[lluo = Il + [|A]l]luo —

< Tallun = uoll + Colluo — ¢l + Colluo = ¢l + [|Alls[[uo = |-

Disto concluimos que

fun)(ug — @)dz| < Cllu, —upl| < CT. (3.38)

R2

Agora estimaremos a segunda integral em (3.37)), mas primeiramente notemos que, como

up € E é solugao fraca para (2.1]) temos pela definicao [2.2| que

(I'(u0), uo — @) = (I'(uo), uo) = (I'(uo), ) = 0.
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Usando isto e a definicao de produto interno em FE, vemos

(o) (o — @)d = {uio, g — ) — / h(uo — @)dz,

R2 R2

o que implica

Flun)uo = )] < (oo = 2 + | [ bt =

R2
< luolllluo = Il + I 2lllluo — (3.39)
< Cllug — ¢||

<Cr.
Para estimar a tltima integral em (3.37)) usaremos o Lema [2.8] isto é,

flun) = f(ug) em L (R?). (3.40)

Dai, voltando para (3.37)) e utilizando (3.38), (3.39) e (3.40), temos

lim
n—oo

f(up)updr — . f (uwo)ugdz

< lim (207 + 9l / 1 un) — f(uo)|da

supp ¢ -

RQ

=207+ lim (el [ 1)~ fuo)lds

supp ¢ -

=2C'T,

donde obtemos ([3.36)), pois T é arbitrario.
Agora de (3.35)), podemos escrever
(I'(up), up) = Hun||2—/ f(un)undx—/ hu, dx
R2 R2
= |luol® + ||wn > + 0n(1) —/ [ (up)updx +/ £ (un)updx —/ f (un)updx —/ hunpdx
R2 R2 R2 R2
— luoll? + lewall? + on(1) —/ F ) 1t — ) da —/ J(un)uodz —/ hunda.
R2 R2 R2
Desde que w,, = (u,, — ug) e usando ({3.36)),
(I'(un), up) = [|u02 7/ f(uo)uod:c—/ huod:r] + [Jwn ||? 7/ £ (un)(wy)dx 4 0,(1)
& = R (3.41)

= (" (wn). ) + = [ ) wn)da + 0,0,

Com isto afirmamos que,

w2 = /RQ f(up)wpdz + 0,(1). (3.42)
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Com efeito, como (I'(ug), up) = 0 e (u,) é uma sequéncia (PS), notemos que
(1" (), tm) = (I' (o), o) | < [{I"(tn), un)| + [{I' (ut0), o)
< () e llunl < CI (un) [l — 0.

Logo,
(I'(up), wn) — (I'(ug), ug).

Desta forma usando (3.41)), segue (3.42)).
Por outro lado, por (3.6)), temos

< [ 17tz

< b1/ ‘unHwnldx"_bZ/ (60‘“% — 1) |wy,|dx.
R2 R2

Usando a Desigualdade de Holder, para %4—% =1le %—i—% =1lcomp= - er>1temos

. 1/r
[ stwunde| < bhlalundact | [ (e =1) as]
R2 R2

Pela Imersdo Continua £ — LY(R?) (ver Lema|[L.1)) para todo ¢ > 1 e o Lema temos

o (nunuz) S
/ e NES 1) dp|
RZ
0l wn \2 r 1/r
< Cylfwnlfs + by [/ (ea“"” (rizm) —1) das} 1wn I,
R?

Agora fazendo uso do Lema [2.2] para ¢ > r, segue que

ol oy \2 1/r
< Chllwnlla + ba {/ Cy (€aqu"” (ri)” — 1) d4 1wl
R2
0l wn N2 1/r
< G\l + G [ / (eaq“”n“ (ran)” — 1) da:} 10l
R2

Por hipdtese, para n suficientemente grande, apl|u,||* < 47. Agora, consideremos o > «yg

f(up)wpdz
]RQ

f (up)wydx

RQ

< 01Collun ||| wnll2 + ba

f(up)wpdz

RZ

(3.43)

eq > r, comr > 1perto de 1, de forma que ainda seja valido ag|u,|* < 4. Logo,
podemos usar o Lema [2.1/em (3.43)). Disto e da imersao compacta E — L(R?) para todo
q > 1, concluimos que

f (up)wydr — 0.
R2

Isto juntamente com ({3.42)), implica que ||w,|| — 0 e o resultado segue de ([3.35)). n

A seguir provaremos a existéncia de uma solucao do tipo minimo local para o pro-

blema (2.1]).
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Lema 3.4. Para cada h € E* com 0 < ||h]|« < d1, o problema (2.1) tem uma solugdo do
tipo minimo local ug com I(ug) = ¢y < 0, onde ¢y foi definido em (2.37)).

Prova: Seja p;, como no Lema . Podemos escolher ||h|. suficientemente pequeno tal

An 1/2
&%)

Desde que Bpy, é um espaco métrico completo (com a métrica induzida pela norma de

que

E), convexo e o funcional I é de classe C! e limitado inferiormente em Bpy, segue pelo
Principio Variacional de Ekeland (ver Proposigao , que existe uma sequéncia (u,,) em
Bpy, tal que

I(u,) > co= inf I(u) e  |[I'(uy)|l« —0.

llull<pn

Observando que |lu,|* < pi < i—g, segue pelo Lema , que existe uma subsequéncia (uy)
de (u,) que converge fortemente para uma solucao ug de (2.1)), ou seja, ur — ug. Como I
é continuo, temos que I(uy) — I(ug). Portanto, pela unicidade do limite concluimos que

](Uo) =cy < 0. |
Lema 3.5. Supondo que (V1), (V2), (f2), (f3) e (f)7) sdo satisfeitas. Se ||h||. < d1, entdo

o problema (2.1) tem uma solugdo do tipo passo da montanha uy; em E.

Prova: Pelos Lemas e temos que I possui a geometria do Passo da Montanha.
Assim, usando o Teorema do Passo da Montanha sem a condigao de Palais Smale (ver

Teorema ), existe uma sequéncia (u,) em E tal que
I(up) = ey >0 e || I (uy)]l« — 0, (3.44)

onde ¢y é o nivel do Passo da Montanha. Agora pelo Lema a sequéncia (u,) ¢ limitada
em F, logo possui uma subsequéncia fracamente convergente, digamos, u, — uy em F,
e pela imersao compacta, u, — uy; em L9(R?) para todo ¢ > 1. Por outro lado, de ((3.44)

e usando a densidade de C{°(R?) em E, temos que
()= [ unpdo = [ hpds = o,(lgl). paratodo € G (R,
Dai passando o limite e fazendo uso do Lema [2.8 obtemos
{(upng, ) — /}R2 flun)pdr — /R2 hodr =0, paratodo ¢ € C3°(R?).

Portanto, da defini¢ao (2.2)), segue que uy; é solugao de ([2.1)). ]



CAPITULO 3. Existéncia e multiplicidade de solugoes: Caso Critico 73

Observacao 3.5. Pelo Coroldrio podemos concluir que

2
O<cy <cg+—.
Qo

Nosso objetivo agora é provar que as solugoes obtidas nos Lemas [3.4] e [3.5 sao dis-
tintas, mas para isso precisaremos enunciar e provar uma versao do Lema de Lions para

todo R2.

Lema 3.6 (Extensao do Lema de Lions). Seja (w,) € H'(R?) com ||w,|12 =1 e suponha

que w, — wo em H'(R?) com |Jwoll1,2 < 1. Entdo, para todo 0 < p < 4m(1 — [Jwol|7 )",

sup/ (epw% — 1) dr < oo.
n R2

Prova: Desde que ||wy||12 = 1, temos que

temos

lwn = wollT5 = (wn — wo, wn — wo)
= [Jwnll¥ 2 = 2(wn, wo) + [Jwo|l7
=1 — 2(wp, wo) + [lwo||7».
Pelo Teorema de Representagao de Riesz, existe g, € H '(R?), tal que gy, () = (-, wp),
ou seja,

lwn = wollT5 = 1 = 29w, (wn) + [lwoll7 ».

Entao, como w, — wy em H'(R?), temos que gy, (wy) — |lwol|7 . Assim,
4m
[wn — wUH%,Q =1- HwOH%,z < —.

Logo, para n suficientemente grande, temos

pllw, —woll}, < & < 4m, paraalgum o > 0.

|wn —wo

T o3> Rotemos que |lulla < 1 e ||Vullz < 1. Entao, escolhendo

Dai, tomando u =

q > 1 perto de 1 e € > 0 satisfazendo
q(1 4 *)pllwn — woll}, < a < 4r,

e usando o Lema [2.1] obtemos

2
/ [eqp(1+€2)(w“_w°)2 - 1] dr = / 6qp(1+52)”wrwou%’2(%) — 1| dw
R2 R2

(3.45)

r 2
a [wn —wo|
< / e (Hwn—wo\ll,2> _ 1] dx < C.
R2
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Além disso, desde que

1
o < o1+ N — ol +p (14 %) .

segue que,
ePUn 1 < (ep(1+52)(wn*w0)2+p(1+E%)’wg _ 1)

_ (et i)

Agora, para todo a,b >0 e % + % = 1, segue pela Desigualdade de Young, que

1 1
—1< ~(a?— 1)+~ —1
b1 (o~ 1)+ (1"~ 1),

obtemos que,

ePn < 1 (eqp(1+€2)(7vvn—wo)2 _ 1) +
q

Assim, por (3.45) e o Lema [2.1] concluimos que
/ (e’ —=1)dr < / ! (eqp(1+€2)(“’”_w°)2 - 1> + ! <erp(1+e%)“’3 — 1> dx
R2 - Jre2 L4 r

— 1/ (eqp(lJrz-:Q)(wn—wo)2 _ 1> dr + 1/ (67"17(1-5-5%)1"3 _ 1) dr
q JRr2 T JRr2

<C.

1 <€rp(1+52>w3 _ 1) .
.

Agora para provarmos que as solugoes obtidas nos Lemas e sdo distintas,

enunciaremos e provaremos a seguinte proposicao:

Proposigao 3.1. Se d, > 0 € suficientemente pequeno, entao as solugées de (2.1)) obtidas

nos LemasB.4 e[B.5 sao distintas.

Prova: Pelos Lemas [3.4] e [3.5] existem sequéncias limitadas (u,) e (v,) em E tais que

Up — g, [(up) — co <0, (I'(up),u,) =0 (3.46)

vy = upr, I(v) = ey >0, (I'(vy),v,) — 0, (3.47)

Suponhamos por contradigao que ug = wuy. Entdo, pela imersio £ — H!(R?) (ver
(1.15))), temos também que v,, — uy em H'(R?), e pela semicontinuidade da norma (ver

Proposigao [A.5)), a menos de subsequéncia,

lim ||U'n,||1,2 > ||UO||1’2 > 0.
n—00
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Fixando
Wy = e wp= (3.48)
10|12 lim {[on]]1,2
n—oo
obtemos que ||wy|/12 =1 e para todo f no dual de H'(IR?), temos
lim f(w,)= lim f( Un ) = lim /()
. f(uo) 7 Ug
=f -
lm v, |12 lim ||vp 12
n—oo
= (wO)v
ou seja, w, — wy em H'(R?).
Observando que [Jwpl[12 < 1, temos duas possibilidades:
(1) llwoll12 =1; ou
(11) ||w0||172 < 1.
Entao, admitindo que (i) vale, temos lim ||v,|12 = ||uol/1.2, de modo que v, — vy em
n—oo

H'(R?). Assim pela Proposi¢ao , existe g € H'(IR?) tal que
lv,(7)] < g(x), quase sempre em R?.

Assim (3.6]) implica que,

Fa)val < 1f@a)lval < [erlon] + ez (e = 1) | o)
= c1foaf? + oo (e~ 1)
< 19 + cag (6a92 - 1) = G(z),

quase sempre em R?, para cada o > . Pela Observacao G(r) € L'(R?), e usando
que f é continua, segue que

fop)v, = flug)up.

Desta forma, podemos utilizar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e

concluir que,

f(vp)vpdr — f(ug)uodz. (3.49)

R2 R2

Similarmente, como wu,, — ug em FE, obtemos

f(up)updz — | f(ug)uodx. (3.50)

R2 R2
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Usando ([3.46) e (3.47]), temos que
(I (), up) = ||un? —/ [ (un)upde —/ hupdz — 0 (3.51)
R? R?

(T (02), v} = [[onl]? — / F(vn)unda — / hoad — 0. (3.52)
R2 R2
Entao, fazendo a diferenga entre (3.51)) e (3.52)), obtemos

0= lim [(I"(up), un) — (I'(vy), 0n)]

n—oo

= lim [HunHZ—/ f(un)undx—/ hu,dx — anH2—|—/ f(vn)vndx—l—/ hvnd:c},
n—00 R2 R2 R2 R2
donde por (3.46)), (3.49) e (3.50)), temos

0= lim [|ju,||* — lim anHQ—/ f(ug)updz + f(uo)uoda:—/ huodx+/ huydz
n—oo n—oo R2 R2 R2 R2
= lim [ju,|* — lim |jv,|*.
n—oo n—oo
Concluindo que,
lim [[v,||? = lim ||Ju,||* = |Juol?.
n—oo n—oo

Portanto, v, — uy em E, e consequentemente, I(v,) — I(ug) = ¢y. Mas isso contradiz
(3.46)) e (3.47)), pois pela unicidade do limite, terfamos que ¢y = ¢o.

Agora admitindo que (ii) vale. Afirmamos que existe § > 0 tal que

1
qap||va? < dT—— =4 (3.53)
H 1 — JJwoll%

para n grande. De fato, pela Observacao temos
2 2T

cM — Co - e — Iug)

0y <

Assim, podemos escolher ¢ > 1 suficientemente perto de 1 tal que

- 2m
qop < ————~.
en — I(up)
Multiplicando ||v,[|7, em ambos os membros, podemos escolher § > 0, de forma que
2T

ev — I(ug)

Observemos que por (3.47)), temos que I(v,) — ¢y > 0, ou seja,

govo|vnllt o < [vallf 2 — 6. (3.54)

1
¢y = lim I(v,) = lim [anz—/ F(vn)dx—/ hvnd:r]
2 R2 R2

n—oo n—oo

1 1 1 1
= lim f/ |V, |?dx + 7-/ V(x)v2da —/ F(vy,)dx —/ hv,dr — f/ vidr + 7/ vidr|.
n—o0 | 2 R2 2 R2 R2 R2 2 R2 2 R2
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Pela definicao de norma em H'(R?),

n—oo

1 1 1
= lim ||vnH%2+/ V(w)vid:v—/ F(vp) 4 hv, + =02 | dx p .
2 ’ 2 R2 R2 2

cy = lim 1/ (Vg |? +v2) clac—i—1 V(:c)v%dx—/ F(vn)+hvn+lvg dx
2 Joo 2 Juo - 2 (3.55)

n—oo

Como v, — wug em FE, pelo Lema [3.1, a menos de uma subsequéncia, temos que
F(v,) — F(ug) em L'(R?), e mais, pela imersao compacta F < L(R?) para todo
q > 1 (ver Lema , vp — ug em LI(R?) para todo ¢ > 1. Assim, de (3.55)), a menos de

uma subsequeéncia, concluimos que

1
cy = = lim |lv,]|2, + = lim V(z)vidw —/
2 n—oo ’ 2 n—oo

1
[F(uo) + huo + §u(2) dz,
R2

RQ

o que implica,

—_

1
— lim ||Jv,|]3, = car — = lim V(x)vidz + Go(z),
2 n—oo ’ 2 n—o0 R2

onde, Go(z) = /

R2 2

1
[F(uo) + huy + —ugl dx.
Logo,

1 1
§anHiQ =cn =g nlim /R2 V(z)vidz + Go(z) + 0,(1). (3.56)

—00

Assim, de (3.54) e para n suficientemente grande, temos

cy — %nhj& fR2 V(a:)vfldx + Go(x) + 0,(1)

qool|vn||7, < 4 — 4. (3.57)

ey — I(ug)

Notemos que,

1
Lo =3 Jim [ Viowids + 6ot | (1= funl,) =

n—oo R2

V(:J;)Uflda; + Go(z) — {—1 lim V(m)v%dw + Go(az)} waoHiQ.

= car — eur|lwol) —}lim
- M MIT01,2 2 n—oo R2 n—oo Jp2

Donde, por (3.56)), temos

1 .
cy — = lim V(z)vidr + Go(z) (1 - HwOH%,Z) =
n—oo R2

) ) (3.58)
—cur—enlunlls - 5 i [ Viepddot Gow) — {3 i ol - ear | i

Agora provemos que

1 1
(@) Gole) = ~I(u) + glall, + 5 [ Vo
R2
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(b) / V(z)uddr < lim V(z)vide.
R2

n—o0 R2

Com efeito,

(a) Observemos que,

1 1
Go(z) = / F(up) +/ huodz + / ugdx — f|]u0||2 + f||u0||2
R2 R2 2 Jr2 2 2

1
= —[2\u0||2 —/ F(uo)dx—/ hugdx
R2 R2

1 1
= T(up) + o2 5 + / V(2 )ulda.
2 2 Jo

1 1
+ / udde — = | |Vuol*dx + / V(x)udds
2 Jgr2 2 Jgre R2

Como queriamos demonstrar.

(b) Como (v,) é uma sequéncia em E limitada, pelo Lema de Fatou, a menos de sub-

sequéncia, segue o resultado.

Voltando para (3.58) e usando (a) e (b), obtemos

1
{CM b lim V(z)vidr + Go(x)} (1 - HU)OH%,Q)

n—oo R2
1 1

1
! / V(apdde — I(uo) + Slluol, + = / V(a)idde
2 RZ 2 ’ 2 R2

1 .
. {§ i [Jon2, — cM} TN
n—oo

<cu — CM||w0||%,2 -

Ou seja,

1
{CM — lim [ V(x)lde + Go(:c)} (1= Jlwoll? )

n—oo R2
1 1 :
< ear = eurflwolli = I(uo) + S lluolliz = Fllwolltz . [foallts + carllwollie.

Dai, pela definicao de wy,

{CM — % lim / V(z)vidr + GO(QZ)} (1 - HwOHiZ)
R2

n—o0

< eas = o) + g ol Tim el — 3 ol Tim el
=cy — I(up).
Desta forma,
cm — %nll_)rrgo Joo V(@)v2de 4+ Go() 1
en — 1 (uo) 1= lwollis

Logo, para n suficientemente grande, (3.57) implica (3.53)).
Entao tomando p = (g + €)aol|va||7 5, segue de (3.53) e do Lema [3.6[que

/ [€<q+5>ao||vn||%,g|wn\2 _ 1} dr < C. (3.59)
RQ
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para € > 0 suficientemente pequeno. Logo, usando (3.6)), obtemos

g f () (v, — up)dx

< [ 15 llen = uold

< / [bl|vn| + by (60‘0”3 - 1)} |vn, — woldx
R2
= bl/ ‘UnHUn - uo‘dﬂj + b2/ (60[01}721 — 1) |Un — U,0|d[[,'
R2 R2

. . 1,1 _ 11 _
Pela desigualdade de Holder, para s+ =1com qJ = q%l e+ 5 =1, tem-se

1/q
< bullo oo — woll + ballon — ol / (et = 1) a]

RQ

ool ¢ q1/a
A _ b - Oz, 114
lvnll2llvn = uoll2 + b2|vn Uo”q x :

. fwn) (v, — up)dx

2

=

Pela definicao de w,,,

1/q
q
f(vn)(vn - UO)dx S blHUnH?H'Un _UOHQ +b2|lvn _UOHq’ |:/ (6(10”%”%’21”% - 1> d$:| .
R2 R2

Agora usando o Lema e a estimativa (3.59)), teremos que

1/q
2 2
< bullalon = woll + Calln —ualy | [ (el mtelont 1) o]
R

f(on)(vn, — uo)dz
]RQ

< biCallvn|[[|lvn — uoll2 + C1C3|vn — uol|q -

Fazendo uso da imersao compacta de E em L9(R?) para todo ¢ > 1 e do Lema ,

S C4||Un —UOI|2+C5||’Un—U0||q/ — 0. (360)

g f(vn) (v, — up)dx

Agora usando que

|1 (0n) (vn = o) < (M (vn)[[s][on — uoll =0,

segue que,
I'(vp) (vp — ug) = (U, Uy — ug) — ] f (o) vy, — up)da — /2 h(v, — up)dz — 0.
R R
Assim, pela ultima estimativa juntamente com (3.60]), obtemos que
(Un, Uy, — ug) — 0, (3.61)
e como v, — ug em F, temos que

(ug, v, — ug) — 0, (3.62)
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Consequentemente, de (3.61]) e (3.62), segue que
[on = wol|* = {(vn — uo, vy — )
= (Un, Uy — ug) — (Uo, Uy — tg) — 0,

Ou seja, v, — ug em E. Logo, como I € C!, segue que I(v,) — I(uy) = ¢y, mas isso

contradiz (3.46) e (3.47)). Portanto, ug # ;- |

3.5.1 Prova dos Teoremas 2.2 e 3.3

Afim de provar os Teoremas [2.2] e [3.3[no caso h(z) > 0, redefiniremos f(s) = 0 para
s < 0. Assim, no caso subcritico vale (f;) para s > s; e no caso critico vale (f3) para
s > Ry. Notemos que as hipdteses (f1) e (f3) foram suficientes para provarmos a condi¢ao
de Palais-Smale e os Lemas[2.5] e as quais também sao validas para este funcional

nao-linear modificado.
A prova é uma consequéncia do seguinte resultado.

Coroldrio 3.3. Se h(z) > 0 quase sempre em R?, entdo as solucies fracas de (2.1)) sdo

nao-negativas.

Prova: Seja u € F uma solugao fraca para o problema (2.1)). Fixando u* = max{u, 0},
u~ = max{—wu, 0} e tomando v = v~ na Definigdo obtemos que

(uyu™) — | flu)u dx — / hu~dx = 0.

Desde que h(z) > 0, segue que

|u™||* = —/ hu~dz <0,
R2

Portanto, u~ = 0 e f(u(r))u™ = 0 em R?. Consequentemente, u = u™ > 0.
u

Agora para provarmos os Teoremas e 3.3 no caso h(z) < 0, consideremos a
seguinte funcao
~ —f(=s), se s<0,
f(s) =
f(s), se s>0.
Neste caso, a prova dos Teoremas [2.2] e [3.3] é dada no seguinte coroldrio.
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Corolario 3.4. Suponha que a condi¢ao (f, ) € satisfeita e que h(x) < 0 quase sempre

em R2. Entao, existem pelo menos duas solucdes fracas de (2.1) ndo positivas.

Prova: Consideremos o funcional definido por

) = 3lhal? = | Flado = [ (~hjuds,

onde F é a primitiva de f Notemos que f imediatamente satisfaz as mesmas hipdteses
de f. Como —h(z) > 0 quase sempre em R? pelo Corolario , I (u) possui dois pontos

criticos nao negativos e diferentes do trivial. Seja w um desses tais pontos criticos, isto é,

(w,v) — | f(w)vdx +/ hvdx, paratodo v € E.
R? R?

Recordando a construcio f, temos que f(ﬂ) = —f(—u) e colocando —v ao invés de v,
obtemos
(u, —v) — —f(—=u)(—v)dz +/ h(—v)dz, paratodo v € FE.
R2 R2
Logo,

(—u,v) — f(=u)vdx — / hvdx, paratodo v e FE,
R2 R2
Portanto, —u é uma solu¢ao nao positiva de (2.1]). Assim, a prova estd concluida. [ ]

Observacao 3.6. Finalmente, observemos que os mesmos procedimentos utilizados nesta
dissertacao, juntamente com modificagcoes obvias, podem ser usados para obtermos resul-

tados andlogos para um problema da forma,

—Au+V(z)u = f(z,u) + h(z), zcR%.



Apeéendice A
Preliminares

Neste apéndice, enunciaremos alguns resultados importantes que sao necessarios para

uma melhor compreensao desta dissertacao.

A.1 Resultados de Analise no R"

Aqui enunciaremos alguns resultados elementares de Anélise Real.

Teorema A.1 ([6], Teorema 40.2 (Regra da Cadeia)). Sejam f : A C R™ — RP ¢
g : B CRP — R™. Suponhamos que [ € diferencidvel em a € A e que g € diferencidvel

em b= f(a). Entdo a composicio (go f): A— R™ ¢é diferencidvel em a e

(9o f)(c) =g f(c)

Teorema A.2 ([6], Teorema 30.8 (Teorema Fundamental do Célculo)). Seja f uma

fungao continua em J = [a,b]. Entdo uma fun¢ao F : J — R" satisfaz
F(z)— F(a) = / f)ydt, para todo =z € J,
se, e somente se, F' = f em J.

Teorema A.3 ([24], Teorema 12 (Média para integrais)). Seja f : [a,b] — R uma funcdo

continua. Entdo, existe ¢ € (a,b) tal que

b
| #ardn = 100~ o)
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Teorema A.4 (]25], Corolario 1 (Teorema de Weierstrass)). Toda fungdo real continua
f K — R, definida num compacto K C R", atinge seu mdximo e seu minimo em K,

isto €, existem pontos xg,x1 € K tais que f(xo) < f(z) < f(x1) para qualquer x € K.

Teorema A.5 ([27], Teorema 3.10 (Teorema de Fubini)). Sejam A C R"™ e B C R™

abertos. Se f: Ax B — R € uma funcdo integrdvel em A x B, entdo

AxBf:/A(/Bf(%y)dy) dx:/B(/Af(x,y)dx> dy.

A.2 Resultados de Medida e Integracao

Teorema A.6 ([8], Teorema 4.9). Sejam (f,) uma sequéncia em LP(Q)) e f uma fun¢ao
em LP(QY) tais que ||fn — fll, = 0. Entdo, existe uma subsequéncia (f,,) de (f,) e uma

fungao h em LP()) tais que
(1) fo,(x) = f(x) quase sempre em €2,
(ii) |fn,(2)] < h(x) quase sempre em ().

Teorema A.7 ([5], Teorema 4.6 (Teorema da Convergéncia Monétona)). Seja (f,) uma

sequéncia de funcoes mensurdveis tal que
(1) A< oS < fu< fasa <+ quase sempre em Q,
(ii) fu(z) = f(x) para todo x € Q.

Entao,

lim an(x)dx:/ﬂf(x)dx

n—o0

Teorema A.8 ([5], Teorema 5.6 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue)).

Seja (f,) uma sequéncia de funcoes em LY (Q) tal que

(1) fu(x) — f(z) quase sempre em €;

(ii) e existe g € LY(Q) tal que para todo n > 1, | f,(z)| < g(x) quase sempre em Q.
Entao, f € LY(Q) e || f. — fl1 — 0.

Teorema A.9 ([23], Corolério 4.14 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue
Generalizado)). Sejam (f,) e (gn) duas sequéncias de fungoes de L*(Q) tal que f,(z) —

f(z) e gn(z) = g(z) quase sempre em Q. Suponha, ainda, que

|fu(@)] < lgn(x)|, quase sempre em Q e g, — g|li — 0.
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Entao,

[f(@)] < lg(x)], quase sempre em Qe | fu — fllL = O.

Proposicao A.1 ([5], Teorema 6.9 (Desigualdade de Hélder)). Seja f € LP(2) e g €
LU(Q) comp > 1 ey + ;=1 Entdo, fg € L(Q) e || fgll < [If]l5llgll,-

Proposicao A.2 ([5], Teorema 6.11 (Desigualdade de Minkowski)). Se f e h pertencem
a LP(2), com p > 1, entao (f +h) € LP(Q) e |[f + hllp < [[fllp + [All,-

Proposicao A.3 (|21], Proposi¢ao 12.11 (Desigualdade de Young)). Sejamp >1eq > 1

reais tais que }D + % =1. Dadosa >0 eb> 0 entao vale

ab? b
ab < — + —,
b q

valendo a igualdade se a? = b1.

Definicao A.1. Uma sequéncia de fungoes (pn)n>1 € dita reqularizante se
pn € C°(R?), suppp, C B(0,1/n), /pn(ac)dx =1, p,>0 em R

Proposigao A.4 ([8], Teorema 4.20). Seja f € CHRN)(k > 1) e seja g € L (RY).
Entdo fxg € CHRY) e

D*(f % g) = (D“f)*g, paratodo o, com |a| < k.

Em particular, se f € C(RYN) e g € LL (RN). Entdo f* g€ C®(RY).

loc

Teorema A.10 ([§], Teorema 4.22). Suponha f € LP(RY) com 1 < p < oo e p, € uma

sequéncia reqularizante. Entdo (p, x f) — f em LP(RY).

Lema A.1 ([29], Lema 1.32 (Lema de Brézis-Lieb)). Seja Q@ C RY e (u,) C LP(Q),

1 <p<oo. Suponha que
(1) (un) € limitada em LP()),

(ii) up(x) = u(x) quase sempre x € ), entdao

Tim ([unl? — llem — ull2) = ull
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A.3 Resultados de Analise Funcional

Proposicao A.5 ([§], Proposi¢ao 3.5). Sejam X wum espaco de Banach e (x,) uma

sequéncia em X. Se x, — x em X, entao ||z,| € limitada e
||| < liminf ||z,||.

Teorema A.11 ([12], Teorema 16.5). Se X é um espago de Banach reflexivo, entdo toda

sequéncia limitada em X possui uma subsequéncia fracamente convergente.

Proposicao A.6 ([12], Proposigao 24.9). Sejam X e Y espacos normados e T : X —Y
um operador compacto. Se x, — x em X, entao, a menos de subsequéncia, Tz, — Tx em
Y, ou seja, um operador compacto leva sequéncias fracamente convergentes em sequéncias

fortemente convergentes.

Teorema A.12 ([8], Teorema 5.5 (Teorema de Representagao de Riesz)). Seja H um
espaco de Hilbert. Dado f € H* existe um unico y € H tal que

f(z) = (z,y), paratodo x € H.

Além disso, || f]

- = ||yllg. Em particular, H* = H no sentido que estes espa¢os sao

1sometricamente isomorfos.

A.4 Resultados sobre os Espacos de Sobolev
Definigao A.2. Sejam Q@ C RN e 1 < p < oo. O espago de Sobolev WIP(Q) € definido
por

91,92, .-, gy € LP(Q) tais que

WP(Q) = ¢ u € LP(Q) Dy
/u = —/gigo, Vo e C5°(2), Vi=1,2,..,N
Q i Q

ox

com a norma dada por

1/p
lulls, = [ [+ W)dx] .

Quando p = 2, escrevemos WH2(Q) = H'(Q).

Observacgao A.1 (8], pg: 264, Observagao 4). Seja (u,) uma sequéncia em W1P(Q)

tal que u, — u em LP(Q) e (Vu,) converge para algum limite em (LP(Q2))N. Entdo,



APENDICE A. Preliminares 36

u € WH(Q) e [luy —ull, = 0. Quando 1 < p < oo € suficiente que u, — u em LP(Q) e

que (Vuy,) seja limitado em (LP(Q))N para concluir que u € WHP(Q).

Teorema A.13 ([§], Teorema 9.9 (Gagliardo-Nirenberg-Sobolev)). Seja 1 < p < N.
Entao WLN(RN)  LP"(RY) e existe uma constante C, dependendo apenas de p e N, tal

que

||u pr S CHVUHpa
Np
(N —p)

Corolario A.1 ([8], Coroléario 9.11). Se p = N wverifica-se que

para todo u € WHP(RY), onde p* =

WEY(RY) ¢ LYRY),  para todo q € [N, 00),
com injegoes continuas.

Teorema A.14 ([8], Teorema 9.16 (Rellich-Kondrachov)). Seja Q C RN aberto limitado

e de classe C'. Entdo, temos as sequintes injecoes compactas:

i) Sel<p< N, entio W'"P(Q) C LUQ), Vg € [1,p*), onde p* = L
(N-p)

(ii) Se p= N, entao W'P(Q) C L1(Q), Vq € [p,0);
(iii) Se p > N, entio W'P(Q) C C(9Q).

Em particular, WHP(Q2) C LP(Q) com injeg¢io compacta, para todo p e para todo N.

A.5 Resultados da Teoria dos Pontos Criticos

Nesta secao enunciaremos alguns resultados da Teoria dos Pontos Criticos que serao

de grande importancia ao longo desta dissertacao.

Definigao A.3. Sejam X um espaco de Banach e I € CY(X,R). Dizemos que I satisfaz

a condi¢ao de Palais-Smale se toda sequéncia (u,) C X tal que
[(u,)| <C e I'(u,) — 0,

possui uma subsequéncia fortemente convergente em X.

Como uma consequéncia do Principio Variacional de Ekeland, temos o seguinte

resultado:



APENDICE A. Preliminares 87

Proposicao A.7 ([22], Corolario 3.3). Seja X um espago de Banach e ® : X — R um
funcional semicontinuo inferiormente, limitado inferiormente e Gateauzr diferencidvel.

Entao, eriste uma sequéncia minimizante (u,) de quase pontos criticos de  no sentido

®(u,) — inf O(z) e P(u,) —0.

zeX

Teorema A.15 ([10] (Teorema do Passo da Montanha sem a condigao de Palais-Smale)).
Seja X um espago de Banach real e I € CY(X,R) com I1(0) = 0. Suponha que existe uma

vizinhanga U de zero em X e a > 0 de forma que
(i) I(u) > « para todo u € OU,
(ii) eziste e € X tal que e ¢ U e I(e) < 0.
Entao, para o nivel minimazx, definido por
c:= inf Jup I(y(1) > a,
onde ' = {y € C([0,1], X) : v(0) = 0 e y(1) = e}, existe uma sequéncia (u,) C X tal que

I(u,) = ¢ e I'(uy) — 0.

Tal sequéncia é chamada “sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢” e é denotada por (PS)..



Apeéendice B

Resultados Auxiliares

Aqui demonstraremos alguns resultados que foram utilizados ao longo deste trabalho.

B.1 Funcionais Diferenciaveis

Definigao B.1 ([29], Definicao 1.1). Considere o funcional I : E — R, onde (E,| - ||)
¢ um espago normado. O funcional I € Fréchet Diferencidvel em u € E, se existir um
funcional linear continuo I'(u) : E — R satisfazendo

[L(u+v) = I(u) = I'(uw)v|

[v]|—0 o]

=0.
Dizemos que o funcional I € CY(E,R), se a derivada de Fréchet de I existir e for continua.
Observagao B.1. A derivada de Gateaux € dada por

o1 (u) .mI(u+tv)—I(u).

ov t—0 t

Além disso, todo funcional de Fréchet diferencidvel é também Gateaux diferencidvel.

Nosso principal objetivo neste Apéndice é mostrar que o funcional I : £ — R,

definido por
1
I(u):—||u|]2—/ F(u)da:—/ hudz
2 R2 R2

estd bem definido e I € C*(E,R), com derivada

I'(uw)v = (u,v) — [ f(u)vdx —/ hvdz, Yv € E.
R? R?
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Afirmacao 1. O funcional I estd bem definido.

De fato, a primeira parcela do funcional I estd bem definida, pois corresponde a norma

do espaco F.

Agora, seja u € E, pela desigualdade (2.16)) (ou (3.6))), temos

/R2F(U)dx /R2/Ouf(t)dtdx S/Rz/ou|f(t)|dtd:1?
= /RQ/Ou [Cl|t| + Cy <6‘”‘t2 — 1)} dt do.

/Ou [Cl\t! + O, (eat2 N 1)} dt = [01|u‘ e <€au2 B 1)} ul.

/R F(u)dr

Notemos que, pela desigualdade Holder, para % + % = 1, temos

/IR@ <6au2 — 1) ’u|dgj < {/RQ <eau2 B 1>2dx} 1/2 |:/RQ |u‘2dx:| 1/2.

Usando o Lema [2.2] para 8 > 2 existe C' > 0, tal que

/11@2 (ea“2 - 1) lulde < C [/R? <e°"5“2 - 1) da:} v w2,

e pelo Lema 2.1} segue que

Mas,

Entao,

<Oy | |ulPde + C'g/ (ea“Z - 1) luldz.
R? R?

/ (eo‘“2 — 1> luldz < .
R2

Consequentemente,

/R? F(u)dx < oo.

‘ / hudzx
]R2

Assim, concluimos que o funcional I estd bem definido.

Por fim, temos que

< [IAlf«ffull < oo

Consideremos os funcionais Iy, I5 e I3 definidos por

1

Li(u) = §||u||2, I(u) = /]1{2 Fu)dx e I3(u) = /R2 hudz.



APENDICE B. Resultados Auxiliares 90

Afirmacgao 2. O funcional I, € de classe C*(E,R).

Existéncia da derivada de Gateaux
Seja u € F, entao para cada v € E, temos

Ol (u) — lim l]l(u—ktv) - Il(u)] _ llim {||u+ty||2 — [Ju|?
t t

ov t—0 2 -0

1 t tv) — 1
= Ly [t ) L o) — o]
2 t—0 t 2 t—0
1
= —2(u,v) = (u,v).
2
Logo, aléf}“) = (u,v) é a candidata a derivada de Fréchet de I;.

Existéncia da derivada de Fréchet de I

Seja u € E. Para cada v € E, temos

lim

Li(u+v) = Li(u) - (uw)} _ {%HH ol = sllull” - <u,v>}

lim
o] =0 o]l lv]|—0 vl
. |:%<U+U,U+U>—%<U,U>—<U,U>:|
= lim
lo]|—0 o]l
1 2 1
T Cl R )
=0 2 ||v]] o] —0 2

Assim, I; ¢é diferencidvel em E com [](u)v = (u,v).
Continuidade de [
Consideremos uma sequéncia (u,) C E com u, — u em E. Mostremos que I (u,) — I} (u)
em E*, quando n — oco. Com efeito, dado v € E tal que ||v|| < 1, temos que
0 < [(11(un) = Iy (w))o| = 11 (un)v = I (w)v] = [(un, v) = (u, v)]
= [{un = u, 0)| < Jun = ul| - o]} = 0.

O que implica,

11 (wn) = Ly ()l = sup [(L3(wn) = L1(u))v] = 0.
lvll<1

Portanto, I7(u,) — I](u) em E*.
Afirmacao 3. O funcional I, € de classe C'(E,R) e

L(u)v= [ f(u)vdx, VveEE.
R2
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Seja u € F fixado. Para cada v € E consideremos,

r(v) = Lu+v)—L(u)— [ f(uwovde. (B.1)
R2
Afirmamos que
lim (@) = 0.
lei=o o]
Ou equivalentemente,
el

Definindo a fungao g : [0, 1] — R dada por g(t) = F(u + tv,), e usando que

Fu+ tog) = / ey ar,
0

temos que g é continua e pela regra da cadeia ¢'(t) = f(u + tv,)v,.

Agora, usando o Teorema Fundamental do Calculo,
1
| ot =gv) - g00) (B.2)
0

Por outro lado,
1 1
d
/ g'(t)dt :/ —F(u+ tv,)dt. (B.3)
Dai, de (B.2) e (B.3]), obtemos que

Fut vy) — F(u) = g(1) — g(0) = /0 §(t)dt = /0 %F(qutvn)dt: /0 Flu+ ton)ondt,

e consequentemente, por (B.1)),
n) = F n) — F dr — nd
o) = [ [Plut o) = Plae - [ s
1
= / {/ flu+ tvn)vndt} de — | f(u)v,de.
r2 [Jo R

O que implica,
r(vn) = /R [/Ol(f(uﬂvn)un - f(u)vn>dt] dz = /R /01 [Flut 1) — ) dt e
Logo,

/RQ/OI[JC(U—Ftvn)_f(u)]vndtdx S/RQ 01|f(u+tvn)—f(u)||Un|dtd$‘

[ (on)| =
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Aplicando o Teorema de Fubini, temos

1
()] < / [ 1t tu,) = pl o] dot

e pela desigualdade de Holder, para % + % =1, tem-se
1
)l < [ 15+ o) = Fa)lelonladr
0

Usando a imersao £ — L7(R?), para todo 1 < g < oo, obtemos

()] < Clonl / 1t o) — Fw)a . (B.4)

Notemos que, pela desigualdade (2.16)) (ou (3.6])), temos

Fut to) = F)P < (170t )] + |F()])

< [Cﬂu + to,| + Cy (eo‘(“J’t”")Q - 1) + Cslu| + Cy <eo¢u2 — 1)]

2

Usando a desigualdade triangular e tomando k = max{C}, Cy, C3, Cy},
2
f(u+ tv,) — Flu)]? < k2 [|u| + o] + (ea<u+tvn>2 - 1) + <e - 1)} .
Como (a + b)* < 2(a® + b*), para todo a, b, tem-se
2 2 2 2 2 2
|flu+tv,) — f(u)]* < 2k {(Iul+ Ivnl) + (e“<u+t”"> — 14 e — 1) ]
2 2 2 2
< 4> {‘UP—{- ’,Un|2 + (6a(u+tvn) _ 1) + <€au . 1) :| ‘
Tomando M = 4K?, teremos que

|f(u+tvn) = f(w)]* < M {W + [ug)? + (ea<u+wn>2 - 1)2 + (eW - 1)2} . (B.5)

Como (v,) é uma sequéncia que converge fortemente em FE, entdao usando a imersiao
continua £ < H'(R?) (ver (1.15))), temos que (v,) converge fortemente em H'(R?), e

assim pelo Teorema , a menos de subsequéncia, existe [ € H'(R?) tal que
lvn ()| < I(x) quase sempre em R
Assim, para t € (0, 1) e pela desigualdade (B.5]), obtemos

[f(u+tva) — f(w)]* < M [W +17 4+ (ea<u+’>2 - 1)2 + (eau2 - 1)2] ,
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Pelo Lema [2.2| para n > 2 existem C5,Cy > 0, tal que
[ (u) + tvn) — fu)? < M[w2 Y124 O (ean<u+l>2 - 1) +Cy (wmﬂ - 1) } = G(2).
Entao, pela ultima estimativa e usando o Lema [2.1] segue que
flu+to) — F@) < G() € LI(R?). (B.6)
Agora, como |[v,]| — 0 em E, tem-se que v,, — 0 quase sempre em R?. Assim,
u(z) + tv,(r) = u(z) quase sempre em R?.
Usando a continuidade da f, segue que
f(u(x) + tv,(z)) = f(u(z)) quase sempre em R?.

Logo,
|f(u(z) + to,(z)) — f(u(z))]* = 0 quase sempre em R (B.7)

Entao, por e , segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue que
1/ (w(@) + ton(x)) = f(u(x))[]2 = 0.
Com isto e voltando para , obtemos que
T A0 0/1 lim || f(u+ tvn) — fu)]ladt = 0.
0

lonll=0 [Jon]] — [[on|—0

Portanto,

E facil ver que o funcional T'(u) : E — R, dado por
T(u)v = f(uw)vdz.
R2
é linear. Além disso, T'(u) é continuo. De fato, como

- [ 1r@lleld

segue da desigualdade de Holder, para % + % =1 com p,q > 1, que

el < ([ s e,

T (uv] =

f(w)vdz
R2
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Por outro lado, pelo Lema e fazendo o uso da Imersao F — L4(R?) para todo ¢ < 1
(ver Lema, existe C'; > 0 tal que

T (u)o] < Crflofl.
Logo, o funcional I, é diferenciavel em F, com
Luwv= [ f(u)vdz.
R2

Continuidade de I}

Consideremos uma sequéncia (u,) C F tal que u, — u em F. Assim,

113(un) = Iy(u)]|« = sup

ol <1

(f (un) = f(w))vdz

< sup [ |f(wn) = f(u)|Jvlda.

R? lv]|<1 JR2

Pela desigualdade de Holder, para % + é =1 com p,q > 1, tem-se

15 (un) = Iy (u)ll« < sup [[f (un) = f(u)llp[|v]lg-

llvfI<1

Fazendo uso da Imersao F — L(R?) para todo ¢ > 1, existe Cg > 0 tal que

115(un) = Iy(w)]|« < Cy sup 1f (un) = f(@)llplloll = Cs|lf (wn) — f(w)]],-
Usando novamente o Lema [2.1| e procedendo de maneira similar aos calculos anteriores,
segue que

13 (un) = Iy(u)]l — 0.
Logo, I} é continuo e a Afirmacao 3 segue.

Afirmacgao 4. O funcional I3 € de classe C*'(E,R) e

L(u)v = /hvdw, Vv e E.
R2
De fato, vejamos que pela linearidade da integral, temos que I3 também € linear. E como
I3 é um funcional linear limitado, segue que I3 é continuo e sua derivada de Fréchet é o

préprio funcional. Assim I} é continua, e portanto, I3 € C1(E,R) e I4(u)v = / hvdz.
R2

Agora provaremos um resultado, o qual é a reciproca do Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue no espaco H'(R?). Este resultado serd necessario para provarmos

a Proposigao [3.1]
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Proposigao B.1. Seja (u,) uma sequéncia em H'(R?) fortemente convergente. Entao,
eziste uma subsequéncia (uy,,) de (u,) e g € H'(R?) tal que |u,, (z)| < g(z) quase sempre

em R?.

Prova: Seja (u,) uma sequéncia em H'(R?) tal que u,, — v em H'(R?). Em particular,
u, — u quase sempre em R?, donde, podemos extrair uma subsequéncia (u,, ) de (u,), a

qual denotaremos por (uy), tal que para todo k > 1,

1
12 < 5 (B.8)

(s

Definindo,
wn () = Z w1 () — ue(@)],
k=1

temos pelas propriedades de espaco vetorial que w, € H'(R?) e notemos que pela

Desigualdade de Minkowsky e (B.§), tem-se

HwnH1,2 =

D (@) — ()|

1,2

n
< Z g1 () — uk($)|”12
k=1

sfj;lkgl.
k=1

Consequentemente,

lwnll2 <1 e [[Vawn[ls < 1.

Além disso,

wi(z) < ws(z) < -+ < wn(2)

wa(2) /w(e) = Tim S fuga (@) — u(@)]

quase sempre em R?. Notemos que |w,(z)| < w(zx), com w € L*(R?), entao, pelo Teorema

da Convergencia Dominada de Lebesgue segue que
|w, —w|]2 = 0.

Desta convergéncia e pelo fato que |Vw,| é limitado em L?(R?), podemos concluir da

Observagao que w € H'(R?).
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Agora, para | > k > 2, temos

() = up(z |<Z|ug+1 ) — u;()]

< Z|Uj+1($) — u;(z)] _Z|u3+l ) — u;()|
j=1
=w;_1(x) — wi(z) < wp_q1(x).
Fazendo [ — oo, obtemos para qualquer k£ > 2 que
u(z) — up(z)| < wlz),

quase sempre em R?. Porém,

Portanto,

No proximo lema, mostraremos uma estimativa que foi ultilizada no Lema (3.2}

Lema B.1. Seja v, = HMnH, ent@o

—1

Tn
lim ~, logn/ e2loen(T* =T m) gr — 1.
n—oo 0

Prova: Seja s = 77v,. Assim, dr = ~,'ds, 7 = s, ' e para T = 7, ! e 7 = 0, temos que

s =1 e s =0, respectivamente. Entao,

—1

Tn 1
Yn logn / e2losn(™=mm)gr — o logn {%7 1 / e2lognl(s7m 1>2—S]ds}
0 0

1 (B.9)
- logn/ 2logn(s? " =s) 1
0

Agora, consideremos ¢ : [0,1] — R? definido por g(s) = 2logn(s*y,? — s), entdo
d'(s) = 2logn(2sy,? — 1). Dessa maneira,

9(0) =0, g(1) =2logn(y,*—1) ¢'(0)=-2logn e g¢'(1)=2logn(2y,” - 1).

Dai para € > 0 suficientemente pequeno e usando a expansao em série de Taylor de g nos
pontos 0 e 1, temos

g(s) = —2slogn +o(s), s€][0,¢]
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e
g(s) =2logn(2v,;2 —1)(s — 1) +o(s), s€[l—g1].
Logo,
€ &
logn / e?oen( =0 g5 = logn / e losmtol) gy
0 0
6—2510gn €
=logn | — (B.10)
2logn .
e—Qalogn 1
~ T2 T3
e

1 1
logn / 2108 (s> 1”9 15 — Jog / p2log (27 * —1)(s—1)+o(s) g
1—e 1—¢

1
e2 log n(2v, 2—1)(s—1)

2logn(2v;2—1) ,

= logn (B.11)

1 e2logn(2yn *=1)(—¢)

227,2-1) 2232 - 1)

Por outro lado, pelo Teorema da Média para integrais, para cada n existe s, € (¢,1 — ¢)

tal que

l1—e
lOgTL/ e210gn(327;2_3)d5 _ logn |:6210gn(s$ﬂ;2_sn):| (1 e 8)
. (B.12)

= logn [emog"(s”f’”s”] (1—2e).
Como (s,) é uma sequéncia de ndmeros reais limitada, a menos de subsequéncia,
Sn = So € [g,1 —¢]. Assim, so(sp — 1) < 0, 7, — 1. Logo, por (B.9), obtemos, de
(B.10), (B.11) e (B.12), que

’Yﬁl —2¢logn 1 1
: 2log n(T2—Tvn) — T . € -
i ulogn [ ¢ o= f -

e—2log n(2yn 2—1)e

2(27,2 - 1)

+ logn [621%"(8"7’72’1)5"} (1- 28)}

1+ =1
2 2

Assim, concluimos a prova. ]
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