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Resumo

Nosso objetivo neste trabalho é apresentar os belos resultados de Huckaba-Marley
sobre os coeficientes de Hilbert de um ideal de co-comprimento finito em um anel lo-
cal Cohen-Macaulay, bem como a profundidade do seu anel graduado associado. Para
tal, aplicamos o complexo de Huckaba-Marley, ferramenta fundamental na obtencao do
teorema principal aqui discutido.

Palavras-chave: Coeficientes de Hilbert, filtracao de Hilbert, sequéncia superficial,

reducao minima, profundidade.
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Abstract

Our goal in this work is to present beautiful results due to Huckaba-Marley concerning
the Hilbert coefficients of an ideal of finite co-length in a Cohen-Macaulay local ring, as
well as the depth of its associated graded ring. For this end, we employ the Huckaba-
Marley complex, which is a fundamental tool for the obtainment of the main theorem
discussed herein.

Keyword: Hilbert coefficients, Hilbert filtration, superficial sequence, minimal reduc-

tion, depth.
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Introducao

Seja (A, m) um anel local Noetheriano de dimensao d > 0. A funcao de Hilbert-Samuel

de um ideal I m-primario em A é definida como

Hl(n):A(%), 7121,

onde X\ denota a funcao comprimento. Samuel mostrou que, para n suficientemente grande
a funcao de Hilbert H;(n) é dada por um polindmio, o qual denotaremos por P;(x), cujo

grau é igual a d. Este é dito polinémio de Hilbert e pode ser escrito como

r+d—1 x+d—2
Pr(x) = eo(I) —ey(1) o (=D reg (Do + (1) eq (1),
d d—1

onde e;(I), com i = 0,1,2,..., d, sdo os coeficientes de Hilbert e ey, em especial, é a
multiplicidade de I, a qual tem uma grande importancia geométrica (que nao iremos
detalhar neste trabalho).

Dada uma filtracdo multiplicativa § de ideais sobre A, consideraremos os aneis R(F)
e G(F), que denotardo a algebra de Rees e o anel graduado associado de §, respectiva-
mente (introduziremos também as no¢oes de filtracdo Noetheriana e de Hilbert). Segundo
Huckaba e Marley [6], uma das maiores dificuldades é encontrar condigdes sobre os co-
eficientes de Hilbert sob as quais o anel graduado associado G(I) tenha profundidade
suficientemente grande, em um sentido que tornaremos preciso adiante. Para encontrar
tais condigoes, estuda-se os coeficientes de Hilbert, principalmente e;(I). Por exemplo,
foi provado por Northcott o seguinte resultado basico: e; = 0 se, e somente se, I é gerado

por um sistema de paramentos.

Posteriormente, Huneke [7] provou que

A
A <7> =eo(I) —ey(I) se, e somente se, [> = 1.J,

X



para alguma (equivalentemente, toda) redu¢do minima J de 1.

Nosso objetivo é apresentar alguns resultados dessa natureza ja existentes na literatura,
utilizando ferramentas que serao vistas ao longo do trabalho, bem como certas condicoes
que foram colocadas por Huckaba-Marley [6].

Os principais teoremas que apresentaremos aqui sao:

(i) Sejam (A, m) um anel local Cohen-Macaulay de dimensao d, § uma filtracao de

Hilbert e J uma reducao minima de §. Entao, para qualquer r > 0,

>Z)\< I”’J)

verificando-se a igualdade se, e somente se, G(§) ¢ Cohen-Macaulay e r;(I) < r.

(i) Sejam (A,m) um anel local Cohen-Macaulay de dimensao d, § uma filtracao de

Hilbert e J uma reducao minima de §. Entao,

@ =2 (7))

verificando-se a igualdade se, e somente se, depth G(§F) > d — 1.

Para isto, dividimos nosso trabalho em trés capitulos. O primeiro apresenta algumas
preliminares e defini¢oes bésicas; o segundo trata essencialmente da construcao do com-
plexo de Huckaba-Marley e estudo de sua homologia, que serao de fundamental importan-
cia para o capitulo seguinte; finalmente, o terceiro capitulo fornece resultados importantes
a respeito (da profundidade) do anel graduado associado da filtracao § a partir do estudo

dos coeficientes de Hilbert.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Definicoes e notacoes

Neste capitulo, daremos algumas definicoes necessarias a este trabalho e estabelecere-
mos algumas notagoes.

Nesta dissertagao, A denotard um anel (comutativo com 1) local Noetheriano , com
ideal maximal m e dimensao de Krull igual a d. Denotaremos por A(-) a funcao compri-

mento de A-moddulos.

1.1.1 Filtracao de Hilbert

Definicao 1.1. Um cadeia de ideais de A tal que Iy = A, I; # A, e para quaisquer
m, nvale I,,1 C I, e I,I,, C Iy, ¢ dita uma filtracao multiplicativa de ideais, a qual
denotaremos por

g = {In}n€Z~

Utilizaremos uma filtracao especifica, a qual iremos definir adiante . Agora, definire-

mos, dada a filtracao §, dois aneis graduados fundamentais.

Definicao 1.2.
RF)=AeLt O Lt* D ...

A I
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como sendo a dlgebra de Rees e o anel graduado associado de §, respectivamente.

A multiplicagdo em G(F) é definida da seguinte maneira: se a € I;, b € I; definimos
@b como ab, isto é, a imagem de ab em Iy /Ly ;1.

Dado um ideal I C A, denotaremos estas duas algebras por R(I) e G(I) no caso em

que a filtragao é I-adica, isto é, §F = {I"} ez

Entenderemos por G(§) o ideal de G(§) gerado pelos elementos homogéneos de grau
positivo.

Com base na definicao acima, temos:
Definigao 1.3. Uma filtracao § é dita Noetheriana se R(F) ¢ um anel Noetheriano.

Definicao 1.4. Diremos que § é uma filtracao de Hilbert se § é uma filtracao I-estavel
e I é um ideal m-primario. Aqui, § é estdvel se R(F) for um MR([;)-modulo finitamente

gerado.
De acordo com [3],

Teorema 1.5. R(F) ¢ um R(I1)-mddulo finitamente gerado se, e somente se, existe um

inteiro k tal que I, C (I,)""%, para todo n.
Observemos o seguinte teorema, o qual encontra-se em [10]:

Teorema 1.6. [Hilbert-Serre] Seja A = D,~, An um anel graduado Noetheriano, com
Ay Artiniano e seja M um A-mddulo graduado finitamente gerado. Suponhamos que
A= Aplzy, ..., x|, com x; de grau d;, e considere
P(M,t) = MM,)t" € Z[[t]).
n=0

Entao, P(M,t) é uma funcao racional de t, e pode ser escrito

PO =

onde f(t) é um polindmio com coeficientes em Z.

Demonstracao: Usaremos indugao sobre r, isto é, sobre o niimero de geradores de A,
como uma Ap-dlgebra. Quando r = 0, temos A = Ay, tal que para n suficientemente

grande, M,, = 0, e a série formal P(M,t) é um polindomio.

2



Capitulo 1. Preliminares 1.1. Definicoes e notacoes

Suponha r > 0. Fazendo multiplicacdo por x,, temos um mapa Ag—linear M, —

M, 1q4,.. Escrevendo K,, e L, 4, para o nucleo e o contucleo, temos a sequéncia exata

0 K, M, —"> M, 4, Luia, 0.

Escreva K = @K, e L = @ L,. Entdo, K ¢ um submddulo graduado de M e
L= xrﬂM Logo, K e L sao A—modulos finitamente gerados. Além disso, . K = x,.L = 0.
Logo, K e L podem ser vistos como (%)—mc’)dulos, de modo que podemos aplicar a
hipotese de inducao a P(K,t) e P(L,t).

Da sequéncia exata acima, obtemos
AER) = AM(My) + AMMnta,) = MLpta,) = 0.
Se multiplicarmos por "*% e somarmos sobre n, teremos
t"P(K,t) — t*"P(M,t) + P(M,t) — P(L,t) = g(t),

onde ¢(t) € Z[t].

Assim,
f(t)

P(M,t)(1 —t¥) = Ty

onde f(t) = g(t) + P(L,t) — t¥ P(K,t).

Com base no teorema acima, temos o seguinte resultado :

Corolario 1.7. Se § é uma filtragao de Hilbert, entao G(§) é um G(I1)-mddulo finita-
mente gerado. Além disso, para n suficientemente grande, temos que a fun¢do Hz(n) =
)\(]A) coincide com o polinémio Pz(n) de grau d. A essa fun¢io daremos o nome de fun-
cao de Hilbert( ou Hilbert- Samuel) e ao polinémio "associado”, polinémio de Hilbert( ou

de Hilbert-Samuel) de §.

Definimos por n(F) = sup{n € Z|Hz(n) # Ps(n)}. Usaremos tal defini¢do mais
adiante.

Param, k € Z, com k > 1, defina

mo\ m(m—1)..(m —k+1) o ma

k k! 0
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Podemos escrever
n+d—1-—1

(—1)'ei(8) ,

e
S

i
B

onde os inteiros ey(F), €1(F), ..., €4(F) s@o os coeficientes de Hilbert de §.
Indicamos a leitura de [10] para maiores detalhes.
< . . < Uy
Para uma filtracao qualquer § = {I,,}, e umideal J de A, $ denotar4 a filtracao {%}
do anel é. Percebe-se, a partir das definigbes, que se § é uma filtracdo Noetheriana (de

Hilbert) entao § também o é.

Definicao 1.8. Um ideal J C [; é dito uma reducao de § se J1,, = I,,.1, para n suficien-
temente grande. Equivalentemente, J C I; é uma reducao de § se, e somente se, R(F) é
um PR(J)-moédulo finitamente gerado. Entenderemos por uma redugdo minima de § uma
reducao da filtragao § que é minimal com respeito a inclusao. No caso em que J é uma

reducao da filtracao I-adica §F = {I"} diremos que J é uma redugao de I.

Observacgao 1.9. Suponha que ﬁ ¢ infinito. De acordo com [12], sempre existe uma
reducao minima de ideais. Além disso, se I é um ideal m-primério, entao a reducao J
de I é minima se , e somente se, J é gerado por d elementos. Mais ainda, se R(F) é
um fR([;)-modulo finitamente gerado, entdo J serd uma reducao de § se, e somente se,
J é uma reducao de I. Dessa forma, concluimos que reducoes minimas de filtracao de

Hilbert sempre existem e sao geradas por d elementos.

Definimos 7;(§) = sup{n € Z| I, # JI,_1} para uma reducdo minima J de F.
Este nimero é chamado ndmero de redu¢ao de § com respeito a J. O infimo do conjunto
{r(J)(F)}s, com J variando sobre todas as redu¢oes minimas de §, é o nimero de reducdo
de §, denotado por r(F).

Para simplificar notagoes, usaremos (1), n(l), Pr, Hy e e;(I) (0 < ¢ < d) ao invés
de r(F), n(F), Ps, Hs e e;(§) sempre que estivermos trabalhando com § = {/"}, onde
é um ideal m-primario.

Seja § uma filtracao Noetheriana. Para qualquer x € I, considere x* a imagem de x

em G(S)l = L

Iy*

Observacao 1.10. Notemos que se z* é um elemento regular de G(§) entdo, = é um

elemento regular de A e G(i) = (i;g)

()
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A definicao a seguir serd de fundamental importancia mais adiante.

Definicao 1.11. Um elemento x € [; é dito um elemento superficial para § se existe um

inteiro nao-negativo c tal que
(Int1:x)NIl.=1, ¥Yn>c

Em termos do anel graduado associado de §, = é um elemento superficial para § se, e

somente se, (0 :qz) %), = 0, para n suficientemente grande.

Definicao 1.12. Uma sequéncia x1, ..., é uma sequéncia superficial para § se x; € um

— ¥ para2<i<k.
(xl,...,xi_l)

elemento superficial para § =

Definicao 1.13. Sejam A um anel Noetheriano, M um A-moédulo finitamente gerado,
e J um ideal de A tal que JM # M. Definimos o grade de J em M como sendo o

comprimento comum das M-sequéncias maximas em .J, denotado por .
grade(J, M).
No caso em que M = A, escrevemos grade (J).

Definigao 1.14. Um elemento x € A é dito um nao-divisor-de-zero em M se a condi¢ao
xz =0, para z € M, implicar em z = 0. Uma sequéncia x = zq, ..., x,, de elementos de A

¢ chamada uma M -sequéncia fraca se

(i) ; & um ndo divisor-de-zero em —2L—— para todo i = 1,2, ..., n.
iIIl_l)M

(xly-"v
Se adicionarmos a hipotese (z)M # M, diremos que z é uma M-sequéncia (ou sequén-

cia M-regular).

Definigao 1.15. Seja (A,m, k) um anel local Noetheriano , e seja M um A-modulo

finitamente gerado. A profundidade de M é o niumero
depth(M) = grade(m, M).

Se § é uma filtragdo de Hilbert e xq,...,z; é uma sequéncia superficial para §, e

depth A > k, escrevemos
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Observacao 1.16. Seja f : Z — 7Z uma funcao. Definimos o operador diferen¢a como

sendo A[f(n)] = f(n) — f(n—1), e A'[f(n)] = ATHA[f(n)]].

Lema 1.17. Seja § uma filtracio Noetheriana e x = x1, ..., T, uma sequéncia superficial

para §. Se grade G(§)4 > k, entdo x* = ¥, ..., x} € uma sequéncia regular.

Demonstracgao: Por inducao, é suficiente mostrar o caso kK = 1. Mas

(06 27) € | 06em GE)E = Hy, (G(F)) = 0.

n>0

Logo, x] é elemento regular.

Lema 1.18. Sejam § = {I,} uma filtracao Noetheriana e x = xy, ..., uma sequéncia

superficial para §. Se grade G<(:c1 ), > 1, entdo grade G(F)+ > k + 1.

k)

Demonstragao: Consideremos o caso £k = 1 e escrevamos xr; = x. Por hipoétese,
grade G((—%)Jr > 1. Agora, seja y um elemento em I; tal que a imagem de y em G((—%)t,
para algum ¢ > 0, ndo é um divisor-de-zero em G((%) Assim, (I : ¥7) C (I, z), para
todo n, j. JA que x é superficial para §, existe um inteiro ¢ tal que (I,4; : 2?) N 1. = I,

para todo j > 1 en > c. Sejam n e j arbitrarios e p qualquer inteiro maior que §. Assim,
Y (Inyy : wj) C (Tngptrs xj) N1 C Inyp.

(Note que para obtermos tais inclusoes basta olharmos para a definicdo de elemento
superficial e propriedades do condutor de um ideal. Observemos também que é essencial
o fato de p > %)

Portanto,

(In—I—j :xj) - (In-i-pt 2yP) € (I, ).

Dai, (I4; : @7) = I, + x(L,4; : 27T1), para todo n e j. Aplicando esse processo n vezes,

encontramos
(Ingj 2 2?) = Lo+ aly g + 2L, o+ oo+ 2" (Loyy - 271) = 1,

Logo, z* ¢ um elemento regular de G(§). E como G(F/(z)) = G(F)/(z*), temos
grade G(§)+ > 2.



Capitulo 1. Preliminares 1.1. Definicoes e notacoes

5

(T1, .y Tp—1)
indugao sobre k, grade G(F)+ > k e pelo lema anterior, x7, ...,z é uma sequéncia regular

em G(§). Desde que G(§/(z)) = G(F)/(z*), temos grade G(F)+ > k+1, como queriamos.

Agora, suponhamos k£ > 1. Pelo caso anterior, grade G ( )+ > 2. Por



Capitulo 2

O complexo de Huckaba-Marley

Estudaremos um complexo, o qual chamamos complezo de Huckaba-Marley, bem como

suas propriedades.

2.1 A construcao do complexo

Apresentaremos um resultado conhecido como Lema Fundamental que foi provado por
Huneke [7], e também a generaliza¢do de tal lema dada por Huckaba [5]. Ambos nos ddo

um interessante fendémeno a respeito das fungoes e polinémios de Hilbert.

Lema 2.1. (Lema Fundamental) Sejam (A, m) um anel local Cohen-Macaulay 2-dimensional,
I um ideal m-primdrio de A, e J = (x1,23) uma redugdo minima de I. Entao

(57) (52 -t

para todo n > 1.

Huneke usou este lema para obter algumas féormulas para os coeficientes de Hilbert e
para caracterizar a condi¢cdo Hy(n) = Pj(n), para n > 1, sob certas restricoes em I.
Huckaba generalizou o lema fundamental para um anel local Cohen-Macaulay d-

dimensional. Antes de apresentarmos a generalizacao, precisamos da seguinte definicao:

Defini¢ao 2.2. Sejam (A, m) um anel local d-dimensional (d > 0), I um ideal de A m-

primério e J uma redu¢ao minima de I. Assuma que J = (21, ...,24), onde {z1,...,z4}



Capitulo 2. O complexo de Huckaba-Marley 2.1. A construcao do complero

é uma sequéncia superficial para I, e considere J; = (z1,...,x;) para 0 < i < d, onde

Jo = (0). Para um inteiro nao-negativo n, definimos tv,,(J,1) =0se d =1, e para d > 1

w0y = a0 () e |y ()
Fo A [A (wnH[JdJi 2) o )} ( {;j '. xl)))

() (e )

Observagao 2.3. Notemos que a defini¢do acima fica assegurada devido a [21, Remark

2.6 |, que garante que a reduc¢do minima J = (x1,...,24) é gerada por uma sequéncia

superficial zq, ..., x4 para I.

Lema 2.4. Se A, I, e J = (21, ...,x4) $G0 como na defini¢cao acima e se d > 1, entdo

10, (J, 1) = 1, (J, 1) + AT NI 2) /1 — NI 2y) /(T 2 2y)),

13

para todo n > 1, onde “ =" denota imagem mddulo (x1).

Demonstragao: Para a prova deste resultado basta usar a definicao acima e observar
que z, € (I", J;) e xy € (JI™,(J; : i11)), para todo i > 1. u
Agora, veremos a generalizagao do lema fundamental de Huneke, provado por Huckaba

[5]-

Teorema 2.5. Sejam (A, m) um anel local Cohen-Macaulay de dimensdo d > 0, I um
ideal m-primdrio de A, e J = (x1,...,xq) uma reducio minima de I, e suponha que

{1,..., x4} € uma sequéncia superficial para I. Entdo, para todo n > 0, temos

In—i—l
Mg )+ 0a(0.0) = AP+ 1) = i+ )
Demonstracao: Como A é Cohen-Macaulay, usando a observagao 1.10, {z1,...,xq4} &
uma A-sequéncia regular. Usaremos inducao sobre d para provarmos o teorema. Se

d=1, entdo w,(J, 1) =0e

) @) 2 G) ()
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Por hipotese, (x1) ¢ uma redugdo minima de I e A é Cohen-Macaulay, logo eo(/) =

A(A/(x1)). Agora, usando o fato que z; é A-regular, temos (z1)/z11™ = A/I". Portanto,

[n—i—l
)\ :60+H[(TL)—H](TL+1>,
xlln

o qual podemos escrever como

A (Z;) — A[Pi(n+1) — Hy(n +1).

13

Seja d > 1, e denote imagem modulo (z1) por “—" . Temos

In+1 . A (JIn,Zlfl) A (]n+171,1)
V() =2 () 2 () () 2 ()
Usando o fato de que (JI™,xy)/JI" = A/(JI" : zy) e (I"T xy)/I"T = A/(IT : 2y),

[ It A A
A =\ = AM———— ) AN ————
(57) = (7)  (or) (@)

(T ()

Combinando a equacao acima com as nossas hipéteses e aplicando o lema 2.4, obtemos

obtemos

A (?;) +10,(J, 1) = A [Pr(n + 1) — Hy(n + 1)) + A! {)\ ((I”t_nwl))} :

Note que Pr(n+ 1) = P(n+ 1) — Pr(n), ja que z; é um elemento superficial para I,

eque Hr(n+1) = Hi(n+1) — H;(n) + A (%) (Vide [11, (22.6)]). Portanto,

In+1
A I)=
(an) Froalh )

= A"V A[P(n+1)— Hi(n+1)] — A (W)} + AT [)‘ (%)1

= AYP(n+1)— Hi(n+1)],

provando o teorema.

Observacao 2.6. Tomando d = 2 no teorema acima, recuperamos o lema fundamental

provado por Huneke em [7], ao observar a exatidao do complexo

10



Capitulo 2. O complexo de Huckaba-Marley 2.1. A construcao do complero

A o AN2 B (zy)
0 T (@) () T (e.9) 0,

onde n é um inteiro qualquer e (z,y) ¢ uma redugdo de I, a(T) = (—7y,7Z) e B(5,t) =

sx + ty. A partir de agora, iremos analisar uma formulagao diferente deste complexo.

Sejam (A, m) um anel local d-dimensional, § = {I,,} uma filtragao, e x = x1,..., 2} €
I,. Para qualquer inteiro n, construiremos o complexo C.(z,§,n) da seguinte maneira:

Para k = 1, definimos C.(z1,§,n) como sendo

0 A T, A 0.

In—1 I,

Para k > 1, assumimos que C.(x1,...,2x_1,5,n) foi definido e consideramos o mapa

de conexao de complexos

f:C(x1, .y, 1,8 n—1) = Cl(xy, ..., 261, n),

dado pela multiplicacao por zy. Defina C.(z1, ..., x, §, n) como sendo o “mapping cone"de

f 18, (p.374-377)]. E possivel mostrar que C.(z,§,n) tem a forma

k k
0 A A A <2) A 0
Infk Infk#»l Infk+2 In '

e que existe uma sobrejecao natural de complexos

K.z, A) = C.(z,§,n), (2.1)

onde K.(z, A) é o complexo de Koszul da sequéncia z.
Sejam C.(n) = C.(z,§,n) e C'(n) = C.(x1,...,x5_1,8,n). Para qualquer n, existe uma

sequéncia exata de complexos
0— C'(n) — C(n) — C'(n—1)[-1] — 0,

onde C’'(n — 1)[—1] é o complexo C’(n — 1) torcida 1 grau a esquerda . Dessa forma,

podemos estender a uma sequéncia exata longa em homologia
+axy

(2.2)

11



Capitulo 2. O complexo de Huckaba-Marley 2.1. A construcao do complero

Lema 2.7. Sejam § = {I,} uma filtragido de Hilbert, x = xy,...,x, € I; e C.(n) =
C(z,§,n). Assim,

(3) HolC(n) = 7
(b) Hy(C () = LoD,
n—=k
(c) Se xy,...,xx é uma sequéncia regular, entao Hy(C.(n)) = (é))z_]:‘

Demonstragao: Para o item (a) e (b) basta usarmos a equacao (2.2).
Provaremos o item (c). Primeiro, notemos que, como por hipotese z é uma sequéncia

regular,

¢ uma sequéncia exata (onde f e g sdo os homomorfismos apropriados oriundos do com-
plexo de Koszul K.(z, A)).

Tensorizando esta sequéncia com I‘il, vemos que a sequéncia
o

(A)(g) a (A)k (z) 0
In_1 In_1 (l)ln—l )

também é exata.
Notemos que se ¢; : Cj(n) — C;_i(n) ¢ a i-ésima diferencial do complexo C.(n) entdo

Im(¢s) = Im(a). Assim, temos o diagrama comutativo com linhas exatas

k
0—— Zm((bg) (I::) @)%3_1 0.
| b
0—— Ker(¢1) (Iil>k b1 % 0
Como v é a aplicacao identidade, obtemos
K NI,
H(C.0) = o) = Ker(s) = L),

|
No proximo resultado apresentaremos uma caracteriza¢do para o grade de (z*), que
serd determinado pela posicao do ultimo moédulo de homologia nao-nulo do complexo

C.(n) =C(z,§,n), para algum n.

12



Capitulo 2. O complexo de Huckaba-Marley 2.1. A construcao do complero

Proposicao 2.8. Sejam § = {I,} uma filtragio Noetheriana, x = x1,...,xx € I e

*

" =x7,...,x5. Entao,
grade (z*) = min{j| Hy_,;(C.(n)) # 0, para algum n}.

Demonstragao: Consideremos o complexo K. = K.(z*, G(§)). Por ([10, (Thm. 16.8)|),
sabemos que

grade (z*) = min{j| Hy_;(K.) # 0}.
Assim, é suficiente provar que H;(K.) = 0, para todo i > j se, e somente se, H;(C'.(n)) = 0,
para todo n e @ > j. Desde que cada z] é homogéneo de grau 1, o complexo K. é a soma

direta de complexos da forma

0 In—k—l < ]n—k )k In—1 0 .

Infk In7k+1 In

Seja K.(n) o complexo acima. Logo, para cada n temos a sequéncia exata de comple-
XO0S:

0—=K(n)—=C(n)—=C(n—1)——=0.

Da correspondente sequéncia exata longa em homologia, temos que se H;(C.(n)) = 0, para,
todonei> j, entdo H;(K.) =P, H;(K.(n)) = 0, para todo n e ¢ > j. Reciprocamente,

se H;(K.) =0 para i > j, entdo a sequéncia
00— H;(C.(n)) —= H;(C.(n—1))

é exata para todon e i > j. Um vez que H;(C.(n)) =0, paran < 0, temos H;(C.(n)) =0
para todon e i > j.

]

O complexo C.(n) também satisfaz uma certa condi¢ao de rigidez, a qual descreveremos

no seguinte lema:

Lema 2.9. Seja §, x e C.(n) como na proposi¢ao acima. Suponhamos que para algum

j>1, H;(C.(n)) =0, para todo n. Entao, H;(C.(n)) =0, para todo n e i > j.

Demonstracao: No caso k£ = 1, nao temos nada a provar. Agora, assumamos k > 1
e suponhamos que o resultado é valido para o complexo C'(z1, ..., 51,5, n). Logo, por

(2.2), temos a sequéncia exata

13



Capitulo 2. O complexo de Huckaba-Marley 2.1. A construcao do complero

Hj11(C.(n)) — H;(C!(n = 1)) — H;(C(n)) —0.

Como H;(C’(n)) = 0 para n < 0, temos H;(C!(n)) = 0, para todo n. Novamente, por
(2.2), H;(C'(n)) = 0 para todo n e i > j. Como queriamos mostrar.

u

Ocasionalmente, faremos uso do seguinte fato, que generaliza para filtracoes um im-

portante resultado de Valabrega e Valla [19].

Proposicao 2.10. Considere § e x como na proposicao 2.8. Entao, x* € uma sequéncia

reqular se, e somente se, x € uma sequéncia regular e (x) N1, = (x)I,_1, para todo n > 1.

Demonstracao: Pelo lema 2.7, se x é uma sequéncia regular, entao

o (@)Nh) (@)

H,(C.(n))

(@)Infl (z)[nfl ’
o que nos da H{(C.(n)) = 0. Agora, pelo lema 2.9, temos H;(C.(n)) = 0, para todo n e
i > j, ou ainda, H;(C.(n)) # 0 para j > i. Portanto,

grade (z*) = min{j| Hy_;(C.(n)) # 0, para algum n} = k,

ou seja, ¥ é uma sequéncia regular. A outra implicacao é analoga. [ ]
Agora, estabeleceremos algumas propriedades especiais do complexo C.(z,§,n) no
caso em que r é uma sequéncia superficial para a filtracao §.

Comecamos com:

Lema 2.11. Seja §, z e C.(n) como na proposi¢iao 2.8. Suponha que x € uma sequéncia
reqular em A, e que além disso, é uma sequéncia superficial em §. Entao, H;(C.(n)) =0,

para i > 1 en suficientemente grande.

Demonstragao: Para k = 1, temos, pelo lema 2.7, H;(C.(n)) = % J& que x1 é um

nao-divisor-de-zero e, além disso, um elemento superficial para §, temos que (I, : 1) =

I,,_1, para n suficientemente grande. Dai, H;(C.(n)) = 0, e agora aplicamos o lema 2.9.
Suponhamos k& > 1 e assuma que o resultado é valido para o complexo C'(n) =

C(xy,...,v5-1,8,n). Por (2.2), temos H;(C.(n)) = 0, para i > 2 e n suficientemente

grande. Para ¢ = 1, temos que a sequéncia

14



Capitulo 2. O complexo de Huckaba-Marley 2.1. A construcao do complero

A o A
00— H(C.(n “ 0
1( ( )) (In—la'rlv"'vxk—l) (Invxlv"'axk—l)
¢ exata para n suficientemente grande (o, denota multiplicacdo por xy).
Considere § = § e T a imagem de z; no anel —— . Pelo lema

(:Elu T xk*l) (‘rly -~'7xk71)
2.7, item (b), H1(C.(7y,5,n)) = Ker(a,), para todo n. Assim, pelo caso k = 1, temos

Ker(a,) = 0, para n suficientemente grande, logo, H,(C.(n)) = 0 para n suficientemente
grande.

|

Considere § uma filtracao de Hilbert e z = x4, ..., uma sequéncia regular em A e

superficial para §.

Observagao 2.12. Uma vez que § é uma filtragao de Hilbert, H;(C.(z,§,n)) tem com-

primento finito, para todo i e n.

Com base nesta observacao, podemos definir, para ¢ > 1,

hi(z,§) = 3 AHi(Cl(z, §.n)):

n>1

Pelo lema anterior, estes inteiros estao bem definidos. Claramente, h;(z,§) = 0 para
1> k.
Apresentaremos agora um teorema que serd fundamental para provarmos alguns re-

sultados do proximo capitulo.

Teorema 2.13. Sejam § uma filtracao de Hilbert e x = xq, ..., xp uma sequéncia reqular
em A e superficial para §. Entao, para cada 1 > 1,

D (=1 hy(x,§) > 0.

Jj2i

Além disso, ocorre igualdade se, e somente se, grade (z*) >k —i+ 1.

Demonstracao: Usaremos inducao sobre k. Para k = 1, o resultado segue diretamente
da proposi¢io 2.8 (Note que § é uma filtragdo Noetheriana). Agora, assumamos k& > 1 e
considere C.(n) = C.(z,§,n) e C'(n) = C(xy,...,x5-1,5,n). Fixemos i > 1 e para cada n
seja B,, o nucleo da aplicacao H;(C.(n)) — H;_1(C’(n — 1)) dada em (2.2). Assim, para

cada n temos a sequéncia exata
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Capitulo 2. O complexo de Huckaba-Marley 2.1. A construcao do complero

0—— Hy(C.(n)) —= Hp1(C'(n—1)) — ... —= H;(C'(n)) —= B, —=0.
Portanto, para cada n temos
MBy) = Y (177 IMH (C.(n) + ) (=1 ANH,(C(n)))-
j>it1 j>i
Somando estas equagdes sobre todon > 1 e usando o fato de que Y | A(A(H;(C!(n)))) =

0 para j > 1 (lema 2.11), encontramos

hile,®) > SAB) = 3 (17 (). (2.3)

n>1 G>i+1

0 que prova a primeira parte do teorema.
Pela proposicao 2.8, se grade (z*) > k — i + 1, entdo H;(C.(n)) = 0, para todo n e
J > (lema 2.9).
Reciprocamente, suponhamos
D (=1 (2, F) = 0.
Jj=i
Entdo, por (2.3), temos hi(z,§) = >, AM(B,). Consequentemente, B, = H;(C.(n)),

para todo n > 1. Portanto, a aplicacao
H; 1(C!(n — 1)) == H; 1(C!(n))

¢ injetiva para todo n > 1. Se i > 1, entdo pelo lema 2.11, H; 1(C’(n)) = 0, para todo n.
Assim, o lema 2.9 fornece H;(C!(n)) = 0, para todon e j > i—1. Logo, por (2.2), segue-se
que H;(C.(n)) =0, para todo n e j > i. Pela proposigao 2.8, grade (z*) > k —i+ 1.

Se ¢ = 1, entao o homomorfismo

A o A

(In—laxla'“axk—l) (Inaxly"'axk—l)

é injetivo para todo n. Assim,

grade G (L) > 1.
+

(ilj'l, ceey .Z'kfl)
Finalmente, usando o lema 1.17 e 1.18, concluimos que z7, ..., 2}, € uma sequéncia regular.

O teorema esta provado.

16



Capitulo 3

Relacao entre os coeficientes de Hilbert
e a profundidade de aneis graduados

assoclados

Neste capitulo, (A, m) denotard um anel local Cohen-Macaulay de dimensao d > 0.

Além disso, assumiremos que o corpo residual % é infinito.

3.1 Funcoes de Hilbert em um anel Cohen-Macaulay

Seja § uma filtragao de Hilbert e J uma reducao minima de §. Como ﬁ é infinito,

podemos encontrar uma sequéncia superficial z = xq, ..., x4 para § tal que J = (z). [Vide
[4, Lemma 2.11]

Considere C.(n) = C.(z,§,n). Por (2.2), segue-se que para cada inteiro n, tem-se
A (Hg(n)) = Z(—l)“(@(m) = Z(—l)i/\(Hi(C-(n))-

Usando o lema 2.7 e o fato de que A%(Ps(n)) = A(4), temos que, para cada n,

AY(Py(n) — Hz(n)) =

=\ (7) =) (—1)'A(Hi(C.(n))) (3.1)
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Capitulo 3.  Relacao entre os coeficientes de Hilbert e a profundidade de aneis
graduados associados 3.1. Funcoes de Hilbert em um anel Cohen-Macaulay

) (@}‘”) = S IAU(C () (3.2)

(57 ) - A C ) (3.9

=2
Notemos que a equacao 3.3 nos d4 uma interpretacao homologica dos inteiros w,,(J, I)
dados na definicao 2.2. De fato, com o auxilio do teorema 2.5, podemos escrever
0, (J, 1) = — S (~1YAH(C.(n — 1).
i>2
Além disso, a equacdo (3.2) também mostra que se depth G(§) > d — 1, entao

I
J[nfl

AY(Ps(n) — Hz(n)) = A ( ) , para todo n.

Disto decorre a seguinte observacao:

Observacao 3.1. Considere I C A m-primario tal que depth G(/) > d — 1. Entao

(Lembrando r;(I) = min{n > 0| JI" = "'}, r(I) = min{r,;(I) | J é redugao minima de I}
en(l)=sup{n€Z| Hi(n)# Pi(n)}).

Assim, se mostrarmos tal resultado, teremos:
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graduados associados 3.1. Funcoes de Hilbert em um anel Cohen-Macaulay

Lema 3.2. Se depth G(§) > d—1 e J é qualquer redugao de §, entdo

(Aqui, 77 (F) € n(§) sao como definidos no capitulo I).

Daremos agora a prova da observagao acima, como dada em [9, Theorem 2.15 |.
Demonstragao: Usaremos indugao sobre d. Se d = 1. Sejam r = r(I), k = n(l) e (x)

uma reducdo de I. Por definicdo, xI” = I"*1. Logo, I" = 2" "I", para n > r. Assim,

(1)) () ()
()
wen() ()

Portanto, £k <r — 1.

Agora,

De modo que,

Logo, k41
() e () -2 () = ().
O que implica, zI**t = [**2, Assim, k <r —1. Dai, k =r — 1.
Agora, analisaremos o caso d > 1. Seja J uma redugao minima de /. Podemos assumir
J = (21, ...,24), com 27, ...,z ; formando uma G(I)-sequéncia. Denotaremos por “—" o
homomorfismo canoénico de A em %. Desde que depth G(I) > d—2 e A é um anel local

Cohen-Macaulay (d — 1)-dimensional, temos, por indugao,
r+(I) =n(I) +d— 1.

Por outro lado, pode-se mostrar que
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graduados associados 3.1. Funcoes de Hilbert em um anel Cohen-Macaulay

[9, Lemma 2.14] e n(I) = n(I) + 1 [9, Lemma 2.8]. Assim, conclui-se que

ry(I)=n(l)+d.

Necessitaremos de uma sequéncia de resultados técnicos (Extraidos de [5]).

Lema 3.3. Seja f : Z — Z uma funcao tal que f(n) = 0 para n suficientemente grande.

Entao:

(1) Para todo k, j, 0 <k <d, 0<j<d,

S U™ armr=-S | " | arim+ )
n=~k k n=k—1 k_l

(2) Se f(n) =0, para todo n <0, entao

Y N[f(n+1)] =

n=0
para 0 < j <d..
Demonstragao: Note que
S| atmen =3 ) A 1) - f)]
n=~k k n=~k k
:ii ") A 1] ii ntl A f(n+1)]
n=~k k n=k—1 k
e G S B PN VICESY)

n=~k k-1

= — " AN (n .
2;1 L [f(n+1)]

Logo, fica provado o item (1).

Para provarmos (2), notemos que
> Alf(n+1)] = —£(0),
n=0
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Assim,
> N[f(n+1)] = —=Af(0)].

Por hipoétese, f(n) = 0 para todo n < 0, o que é condi¢ao suficiente para finalizar a prova.

Lema 3.4. Sejam (A, m) um anel local de dimensao d >0 e I C A m- primdrio. Assuma
que A contém uma sequéncia superficial de comprimento d para I. Se Pr(n) € o polinémio
de Hilbert de I, entao

AP (0)] = (=1)'ei(D),

para 1 <1 <d.

Demonstracao: Aplicaremos inducao sobre d. Seja ¢ um inteiro tal que 1 < i < d.
Notemos que se d = i o resultado é imediato. Suponhamos ¢ < d e consideremos x um

elemento superficial para I. Assim temos,
AP (0)] = ATPH0)] = (—=1)es(T) = (=1)'e(]).

Portanto,

AT P(0)] = (—1)'e;(1), para 1l <i<d.

Proposicao 3.5. Sejam (A,m) um anel local de dimensao d >0, e I C A um ideal m-
primdrio. Suponhamos que A contém uma sequéncia superficial de comprimento d para

1. Entao,
> " AYP (1) - Hin 4 D] = e]), para1<i<d.
Demonstracgao: Definamos
f(n) = Pr(n) = Hi(n).
Seja i um inteiro tal que 1 < ¢ < d. Utilizando, repetidas vezes, o lema 3.3(1), obtemos

Alf(n+ 1)) = (1) Y AT [f(n+ 1)),
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(D)7 Y AT+ 1)) = ()7 Y AT Pr(n+ 1)

n=0 n=0
= (=1)'A[P1(0)] = (1)
Para a primeira igualdade usamos o lema 3.3(2) e o lema 3.4 acima. |

Adaptando-a, obtemos:

Corolario 3.6.

o0

S AY[Py(n) — Hy(n)] = e:(F), para 1<i < d. (3.4)

n>i \ 1 —1

Utilizando esse resultado podemos encontrar formulas para os coeficientes de Hilbert

de §, no caso em que depth G(F) > d — 1.

Proposicao 3.7. Seja § uma filtracao de Hilbert e suponha que depth G(§) > d — 1.

Entao, para 1 <1 <d,

e®= (""" A(ijl).

n>1 1—1

Demonstragao: Pela proposigao 2.8, temos H;(C.(n)) = 0, para i > 2 e todo n. Sendo
assim, utilizando (3.3) e a proposi¢ao 3.5, o resultado é imediato.

Exemplo 3.8. [5, Exemplo 2.12] Seja A = K[z,y, 2](zy..) , onde K = Q. E counsidere
I = (2213, 2% 22+ y2?%) C A, entao, depth G(I) = 2 = d — 1. Calculando comprimentos

(computacionalmente) e aplicando o resultado acima obtemos:
60(]) = 27, 61([) = ]_8, 62([) =3le 63(]) = 56.
A seguir, provaremos o principal resultado desta dissertacao.

Teorema 3.9. Seja § uma filtragao de Hilbert e J uma reducao minima de §. Entao,

ficam assequrados os resultados a sequir:

(@) e(S) = 1A <(I”jj)> , com igualdade se, e somente se, G(§) € Cohen-Macaulay;
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(b) e1(§) < Xosi A (ﬁ) , com igualdade se, e somente se, depth G(F) > d — 1.

Demonstragao: Para obtermos tal resultado, usamos as equagoes (3.4), (3.2) e (3.3) e

encontramos

@ = X (Y52) 4 0 i )

n>1 i>1
I ,
=> )= (=)
2 A (JInl) ZZQ( )" "hi(z, §),

onde tomamos x como sendo uma sequéncia superficial para § que gera J. Utilizando o
teorema 2.13, chegamos aos itens (a) e (b). |

Agora, exporemos dois resultados sobre os coeficientes de Hilbert de um ideal m-
priméario, o primeiro deles tendo sido apresentado por Nagata [11], e o segundo por Huneke

[7]. Sao eles:
e ¢1(I) >0, com igualdade se, e somente se, r(I) = 0.

e A (2) > eo(I) — e1(I), com igualdade se, e somente se, r(I) < 1.

Além disso, se J é uma reducdo minima de I, isto pode ser rescrito como:
1 .
er(I) > A 7 ), com igualdade se, e somente se, r;(I) <1,

e, . o A ~ , ..
pois ja vimos que ey(I) = A (7) no caso em que a reducao J é minima.
A seguir, daremos uma generalizacao natural desses dois resultados. Primeiro, prova-

mos:

Corolario 3.10. Sejam § uma filtragcao de Hilbert e J uma reducao minima de §. Entao,

para qualquer r > 0,

e1(3) > gA ((IH}J))’

com igualdade se , somente se, G(F) é Cohen-Macaulay e r;(F) < r.

Demonstragao: Pela parte (a) do teorema 3.9, chegamos & desigualdade enunciada.
Agora, suponhamos verdadeira a igualdade. Novamente pelo teorema 3.9, item (a), G(F)
¢ Cohen-Macaulay e [,, C J para n > r Usando a proposicao 2.10, J N[, = JI,_, para
n > 1. Logo, I,y = JI,, para n > r. A outra implicacdo segue do teorema 3.9(a). [ ]

Podemos agora apresentar as generalizagoes prometidas acima.
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Corolario 3.11. Considere § uma filtracao de Hilbert. Entao:

(a) e1(§) >0, com igualdade se, e somente se, r(F) = 0.

(b) A <%> > eo(F) — e1(F), com igualdade se, e somente se, r(F) < 1.

Demonstragao: O item (a) segue imediatamente do corolario 3.10. Agora, para o item
(b), note que se r(F) < 1, entdo G(§) é Cohen- Macaulay [Proposi¢ao 2.10]. Assim, o
resultado segue do corolario anterior. [

Seguimos com outra aplicacao do teorema 3.9, que nos daré critério para a Cohen-

Macaulicidade R(F) em termos do coeficiente de Hilbert e;(§). Vejamos:

Corolario 3.12. Sejam § uma filtracao de Hilbert e J uma reducao minima de §. Entao,
) In, J)
R(F) ¢ Cohen- Macaulay se, e somente se, e1(F Z)\

Demonstracgao:
E sabido que R(F) ¢ Cohen-Macaulay se, e somente se, G(g) ¢ Cohen-Macaulay e
r(§F) < d (vide [20]). Agora, pelo corolario 3.10, encontramos

c 3):?}(([ J)).

Observagao 3.13. Notemos que, para qualquer ideal I, o conjunto de ideais {(I"*! : 1)}

constitui uma cadeia ascendente. Defina

I=Jur:am,

n

o chamado fecho de Ratliff-Rush de I. Ratliff e Rush, provaram em [13], que I é o maior
ideal contendo I com o mesmo polinémio de Hilbert de I, desde que depth (I) > 1. A
filtracao {171} é chamada filtracao de Ratliff-Rush associada a 1.

Antes de apresentarmos o proximo resultado faremos a seguinte observacao

Observacao 3.14. Sejam § uma filtracao I- estavel, M C A um A-mddulo d-dimensional,

tal que depth M > 1. Entéo existe um inteiro ng tal que M, = M, para todo n > ng.
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Com efeito, seja x um elemento superficial para I. Desde que depth M > 1, x é um
elemento regular para M e existe um inteiro n tal que M4, : © = M;, para todo j > n.

Logo, temos
T . 7k ok . . k=1 _ copk—1 _ o
Mn == Mn+k 1 g Mn+k = (Mn+k . I) ‘M = Mn+k_1 T =..= n+l - L = Mn

Portanto,

M, = M,.

Lema 3.15. Sejam [ C A um ideal m-primdrio e § = {IN”} Entao, § € uma filtracao de
Hilbert, Py = P; e depth G(§) > 1.

Demonstracio: Desde que I = I", para n suficientemente grande R(F) ¢ um R(I)-
modulo finitamente gerado e Hz(n) = Hy(n). Assim, § é uma filtragdo de Hilbert e
Py = P
Para a ultima afirmacao, é suficiente verificarmos que (I/”"’erl 1) = fk, para todo
k > 1. Para isto, notemos que I* por definicio é a unido dos ideais {(I"** : I")},
donde ser ver que se u € (ﬁf\:l : 1), entdo ul C (I"**! : ["), para algum n. Dessa
forma, ul™*! C I*+"+1 o assim, u € I*. A outra inclusdo segue diretamente da definicao.
Finalmente, utilizando (|14, Lemma 3.1.1, 6. |), concluimos que depth G(§) > 1.
n
Em particular, os coeficientes de Hilbert de I sao os mesmos que os coeficientes de
Hilbert da filtracao {IN"} Aplicaremos esses fatos em dimensao 2 e encontraremos algumas

formulas para os coeficientes de Hilbert e1 (1) e es(1).

Corolario 3.16. Considere A um anel 2-dimensional e seja I C A um ideal m-primdrio.

Entao:

I
1. e(I) = anl)‘ <ﬁ>

In
2. (1) =2 ,55(n —1)A (Jﬁv—1>

3. ea(I) =0 se, e somente se, r(I) < 1.
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Demonstracao: Os itens (1) e (2) seguem do lema anterior e da proposigao 3.7. Prove-
mos o item (3). Para simplificarmos notagdo, definamos I = K. Se ea(I) = 0, entao, pelo
item (2), temos " = JI"=1 para n > 2. Também, tem-se K2 C I2, e dai, K2 C JK,
mostrando que r(K) < 1.
Reciprocamente, suponhamos que r(K) < 1. Assim, depth (G(K)) > 1, ja que G(K)
é Cohen-Macaulay. Dai, Kn = K™, para todo n > 0. Mas, Kn = ﬁl, para todon > 0, e
assim, In = K", para todo n > 0. Portanto, JIn1 = IN”, para todo n > 2, de modo que,
pelo item (2), obtemos ey(I) = 0.
[
Agora, apresentaremos um importante resultado obtido por J. D.Sally em [16, Theo-

rem 1.4].

Corolario 3.17. Suponha que d > 2 e seja I C A um ideal m-primdrio. Assuma que

ex(I) # 0. Entio, A (4) = eo(I) —e1(I) + 1 se, e somente se, para alguma (toda) redugio

JI
depth G(I) > d — 1.

minima J de I, A (ﬁ) =1 er;(I) = 2. Essas condi¢oes asseguram que eo(I) = 1 e

Demonstracao: Para qualquer reducao J de I, temos

er(1) = A (§> +1.

Notemos que, se depth G(I) > d — 1, entao pela proposi¢ao 3.5 teremos A (%) =1,
ry(I) = 2 e ey(l) = 1. Assim, serd suficiente mostrarmos que depth G(I) > d — 1. Se
d > 2, consideremos x = 1, ..., Tq_o uma sequéncia superficial para /. Assim,

1
e; ((—) =e¢;(I), parai=0, 1, 2.

z)
Se depth G (é) > 1, entao pelo lema 1.18, tem-se depth G(I) > d — 1. Dessa forma, é
suficiente provar que se d = 2 e e, (1) = A (£) +1 entdo depth G(I) > 1. Agora, utilizando

o corolario 3.16 (1) e fazendo uso da sequéncia exata

I I [
0— = —35— —3— —30
J J I ’

A G) +A G) +;A (J%) = e (1),
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T I
M=+ A —=| =1
(1) 2 (=)

Note que se I # I, entdo terfamos, utilizando o corolario 3.16(2), que es(§) = 0,

ou seja

contradizendo a nossa hipétese. Portanto, I = T, A (%) —lel"= J[f”jl, para n > 3.(

Note que se I? = JI entdo ry;(I) < 1, o que novamente contradiz a hipotese de que

ea(l) #0). Ja que N N
I? I? I?
()5

temos 12 = I? e, consequentemente, [" = I", para todo n > 1. Portanto, depth G(I)>1.

Reciprocamente, suponhamos A <§—QI> =1ery(I)=2. Pelo teorema 3.9(b),

I I? 1
<\ = AM—=|=X[= 1.
aw<r(7)+2(77) =2(3) +
Por outro lado, utilizando uma propriedade mencionada apo6s a demonstragao do teorema

3.9 e a hipotese de que 7;(I) = 2, tem-se

er(1) > A G) +1.

A (D) (2 A () 1 (2) o

Portanto,

Logo,

A (?) =eo(l) —er() + 1,

Ccomo queriamos provar.

3.1.1 Uma aplicagao para depth (G(I)) >d —1

Nosso proximo resultado é uma reciproca da proposicao 3.7, que fornecerd uma ca-
racteriza¢do da condi¢do depth (G(I)) > d — 1 no caso em que (A, m) é um anel local
Cohen-Macaulay de dimensao d > 0e I C A é m-primério.

Antes de apresentarmos tal caracterizacao, enunciaremos um resultado auxiliar.
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Corolario 3.18. Sejam (A, m) um anel local Cohen-Macaulay de dimensdo d >0, 1 C A
um ideal m-primdrio e J uma redu¢cao minima de I, e assuma que J € gerado por uma
sequéncia superficial de comprimento d para I. FEntao, os coeficientes de Hilbert de I

satisfazem as formulas

o n In—l—l
(1) = I 1<i<d
ei([) Zl L [A<J[n)+mn(J, )]7pam <i<d

n=i—

Demonstracao: Usando a generalizagdo do lema fundamental(2.5), juntamente com a,
proposi¢ao (3.5), obtemos o corolério.

Teorema 3.19. Sejam (A, m) um anel local Cohen-Macaulay de dimensao d > 0, I C
A um ideal m-primdrio e J uma reducao minima de I, e assuma que J € gerado por
uma sequéncia superficial de comprimento d para I. Assim, as sequintes afirmacgoes $ao

equivalentes:

0 Sz (S ) = e

(2) depth (G(I)) > d — 1.

Demonstracao: Suponhamos (1). Consideremos uma redu¢do minima J de I, tal que
J = (x1,...,xq), onde {z1,...,x4} é uma sequéncia superficial para I | observacao 2.3|.
Nosso propésito ¢ mostrar que {z7,...,25_; } é¢ uma G(I)-sequéncia regular. Pelo corolario

anterior, e assumindo (1), encontramos

imn(J, I)=0.
n=0

Agora, utilizando o item (2) do lema 3.4, temos:
In—i—l . In+1 Jd 2) :xd—l)
w(J,I)=0= A — = A .
> =0- =3 a () - - o ()

Portanto

(I, Jisy) = ) = ((JI7, i) = @0), (3.5)

paratodon >0el <:<d—1.

28



Capitulo 3.  Relacao entre os coeficientes de Hilbert e a profundidade de aneis
graduados associados 3.1. Funcoes de Hilbert em um anel Cohen-Macaulay

Aplicaremos inducao sobre n para provarmos que Jy_; N I"T = J; 11", para todo
n > 0. Note que, provado isto, teremos concluido a demonstragao, com o auxilio usando
a proposicao 2.10.

O caso n = 0 é trivial. Consideremos n > 0 e seja r € Jy_; N I""!. Escrevamos
r=""lr; comr; € A Assim, rq_y € (1" Jy_g) : wa-1) = ((JI™, Ja_s) : 4-1), por

3.5. Dai,

d d—2
Tg—1Td—1 = Z a;T; + Z b;x;, para algum a; € I", b; € A.
i=1 i=1

Como {z1,...,xz4} & uma sequéncia regular, temos ay € Jy_1. Assim, por indugao, a4 €
Jg_1 NI = Jy_1 1", Logo, podemos escrever

d—1
ag = E c;ri, com c¢; € .
i=1

Substituindo na equacao para r, obtemos

d—2 d—1
r= (1 + bi)x; + Z(ai + ¢ixq) T,
i=1 i=1
onde r; + b, € Aea; +cxyg € 1"
Tomando s = Ef:_ll(ai—i-cixd):ci, entao r—s = Ef;f(ri+bi)xi es € J;_1I™. Portanto,

r—s € Jg_oNI""t. Podemos agora repetir o processo feito para r—s e encontrar s’ € Jy_I"
tal que r — s’ € J;_3NI""!. Continuando, obteremos r € J;_1I", como queriamos provar.

Finalmente, a implicacdo (2) = (1) segue da proposi¢ao 3.7.
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Capitulo 4
Apéndice

Neste capitulo apresentamos alguns resultados que auxiliaram na construgao de resul-

tados dos capitulos anteriores. Iniciamos com o complexo de Koszul.

4.1 O complexo de Koszul

Seja A um anel comutativo e seja x um elemento de A. Denotaremos por K(z) ou

K*4(z), o seguinte complexo:
e — 00— Ki(z) — Ko(z) — 0;

ou seja,

Ki(z) =0, i #0, 1; Ki(v) = 4; Ko(v) = A.

O mapa d : Ki(z) — Ko(x) é a multiplicagao por z.
Observe que nao estamos assumindo que A é Noetheriano.
Iremos identificar Ky(z) com A, e vamos escolher uma base e, de A-méddulo K;(z) tal

que d(e;) = z. Chamamos a fun¢ao d de diferencial e definimos pela formula
d(ae;) = az, se a € A.

Se M é um A-moédulo, escreveremos K (z, M) para representar o produto tensorial do

complexo K(r) ®4 M. Dessa forma, temos:
K(zx,M), =0, sen#0, 1,
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K(x, M)y = Ko(z) ®4 M ~ M;
K(xaM)l :Kl(x) ®AM:M7

e a derivacao

d:K(l’,M)l —>K($,M)0

definida por

d(e; ® m) = xm, onde m € M.

Ker d
Os mddulos homolégicos de K (x, M) sao dados por 27D Dessa forma, temos
Im dp+1
M
Ho(K(2), M) = — -,

H{(K(z),M) = Anny(z) = Ker(zpy : M — M),
Hi(K(z), M) =0, sei#0,1.

Denotaremos tais modulos homologicos por H;(z, M).

Para seguirmos, faz-se necessaria algumas definicoes.

Definig¢ao 4.1. Seja K(x) um complexo de A—mébdulos, n um inteiro. Denotaremos por

K[n] o complexo K com um "shift"n, isto é, o complexo com mdodulo
(K[n])’ — KnJri

e seu diferencial por

(—1)"dy.

Definicao 4.2. Sejam K e L complexos de A—modulos. O produto tensorial é o complexo

co1m

(K ®4 L)" @K’@AU

i+j=n

e seu diferencial A—linear em um elemento k ® 41 € K' ®4 L7 é definido por:
d(k ®@41) = dp(k) @ L+ (—1)'k @ dy(1).

Definigao 4.3. Um homomorfismo de complexo de K a L é um Hom (K, L), consistindo

de modulos

Homa(K,L) = [ [ Homa(K', L"™™).
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E o diferencial A—linear definido em um elemento f € Hom, (K, L)" é dado por:

d(f) =diof—(=1)"fod.

Considere L um complexo de A-modulos. Os modulos homologicos do complexo

K(x) ®4 L estao proximos aos modulos homologico de L da seguinte maneira:
Proposicao 4.4. Sejam L um complexo de A—mdodulos e x € A. Assim:

(i) O n-ésimo termo do complexo L @4 K(z) é L, ® L,_1 e 0 n-ésimo mapa é dado

pela equacao

] L d(l,) + (1) al,_,

lnfl d<ln71)

Dessa forma, o complezo L ® 4 K(x) € dado por

(-1 1z
d
--ﬁLn-‘rl@L L @Ln 1 n—l@Ln—Qﬁ“w

(ii) Existe uma sequéncia de homologia exata longa

. — H, (L) — H,(LesK(z)) — H, 1(L) — H, 1(L) — H, 1(LRsK(z)) — ....

Proposicao 4.5. Para cada p > 0, temos uma sequéncia exata

0 — Ho(z, H,(L)) = Hp(K(x) ®4 L) = Hy(x, H,_1(L)) — 0.

Demonstragdo: Maiores detalhes em [17]. n

4.1.1 O Complexo de Koszul e o grade de uma sequéncia

Nesta secao apresentamos algumas propriedades do complexo de Koszul.

Teorema 4.6. Sejam A um anel, x = x1, ..., x, uma sequéncia em A e M um A-mddulo.

Se I = (x), ideal de A, contém uma M-sequéncia fraca, digamos, y = y1, ..., Ym, entao
1. Hyp1—i(z, M) =0, parai=1,..m
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2. Hyop(z, M) = Homa(%, 757) = Bat} (4, M).
Demonstragao: Maiores detalhes em [17]. -

Teorema 4.7. Seja A anel Noethereano, e M um A-mddulo finitamente gerado. Supo-

nhamos I = (z) ideal em A, onde x = x4, ..., T,.. Assim,
a) Hi(x,M)=0,i=0,...,n, se, e somente se, M = IM.
b) Suponhamos H;(x, M) # 0 para algum i, e considere
h =max{i: H;(x, M) # 0}.

Assim, toda M sequéncia mazimal em I tem comprimento g = n — h, isto €, o

grade(I, M) =n — h.

Demonstragao: Suponhamos M = IM. Notemos que Hy(x, M) = 1_]1\61 Dai, como
M = IM, temos Hy(z, M) = 0, para i = 0,...,n. Reciprocamente, consideremos P um

ideal primo de A, temos

(Hi(x,M))p = H;(x, Mp),

onde em H;(z, Mp), x é uma sequéncia em Ap. Agora, temos dois casos a analisar. O
primeiro, facamos o caso em que I ¢ P. Dessa forma, existe um a € I tal que a nao esta
em P. Logo, tal % é unidade em Ap é uma unidade. Temos que a multiplicacao por % é
homotopica nula em Ky(x, Mp). Em particular, I = (z) anula Hy(x, Mp). Dai, utilizando
0 isomorfismo acima, encontramos que para algum i temos H;(z, M) = 0. Vamos analisar
o segundo caso,ou seja, se [ C P. Logo, Ip C Pp que é maximal em Ap. Dai, pelo lema
de Nakayama, encontramos Mp = 0. Portanto, H;(z, Mp) = 0, e assim, concluimos a
prova do item (a)

Provemos o item (b). Pelo item que acabamos de mostrar, M # IM. Consideremos
y uma sequéncia M-maximal em I. Assim, y tem comprimento g = grade (I, M). Utili-
zando o teorema anterior e o lema de Rees, temos H;(z, M) =0, parai=n—g+1,...n
e além disso,

A
H,_y(x,M) = Exti‘(T,M) # 0.
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Agora, seja y uma M-sequéncia maximal em [, e suponhamos que y tem comprimento

g. Assim, H;(z, M) = HomA(é, %) Desde que I consiste de divisores de zero de %,
temos H,,_,(z, M) # 0. Como queriamos chegar.
]

Lema 4.8. Seja (A,m) Noetheriano local, M um A-mddulo finitamente gerado e x =

T1, ..., Ty uma m-sequéncia. Seja ¥’ = 1, ...,xn_1. Se Hi(x, M) =0, entdo H;(z', M) = 0.
Demonstracgao: Ja sabemos que
K()(ZIZ') = K()(.ZCI) X K(](CCn)

Assim, temos uma sequéncia exata

Hy(x', M) ="~ Hy(x', M) — Hy(x, M) — 0.

Note que estes modulos sao finitos. Se H;(z', M) = 0, entdo a multiplicagao por
em H;(z', M) é sobrejetiva. Dai, H;(z', M) = 0. Pelo lema de Nakayama, temos

HZ'<.’L',, M)

Agora,

Corolario 4.9. Seja (A, m) Noetheriano local com ideal mazimal m, M # 0 um A-mddulo
finitamente gerado, e I C m um ideal gerado por v = x,...,x,. Nestas condicoes, sao

equivalentes:

a) grade(l, M) = n;

b) H;(x,M) =0, para i > 0;
c) Hi(x,M)=0;

d) x é uma M-sequéncia.

Demonstracdo: (a) = (b) Seja ¢ = x4, ..., 2, uma M-sequéncia maximal de compri-
mento n.Pelo que ja vimos, grade (I, M) =n — h, onde h = max{i : H;(x, M) = 0}, para
1> 05
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(b) = (c) E claro.

(c) = (d) Suponhamos H;(x, M) = 0. Aplicaremos indugio em i e utilizamos o lema
anterior chegamos ao resultado desejado.

(d) = (a) E imediato.

Portanto, provamos as equivaléncias.

4.2 Mapping Cone

Definiremos Mapping Cone(ou Mapping cylinder). Consideremos os complexos

F:..—F,—F —F,—0

G:..— Gy, — G — Gy —0,

com dp e dg sendo os mapas diferenciais dos complexos F e G, respectivamente.

Considere ¢ : F — G um homomorfismo de complexos. Definimos

Definicao 4.10. O Mapping Cone é o complexo Ml = M(¢) de ¢ para o qual o i-ésimo
modulo

M, =F,_18G;

e o diferencial 0,7 é

F; @ Gip1 — F; @ Gy

dado por
(f,9) = (=0r(f), o(f) + dc(g)).

Observacao 4.11. Notemos que, de fato, Ml é um complexo pois
03 (f,9) = o (=0 (f), ¢(f) + da(9))
= (07(f), #(=0r(f) + dc(d(f) + da(9))))

Como ¢ é um homomorfismo de complexos,

03(f.9) = (0,6(=0r(f) + dc(¢(f)))) = (0,0).
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Como consequéncia da definicao, e utilizando as notagoes acima, temos o resultado

Proposicao 4.12. FEzxiste uma sequéncia exata curta de complexos candnica
0—G—M — F[-1] — 0.
Mais ainda, podemos estender a uma sequéncia exata longa em homologia
. — Hi 1 (F[-1]) — H;(G) — H(M) — H;(F[-1]) — H;_1(G) — ...,
onde o mapa de conexdo H; 1(F) — H;_1(G) € induzido pelo mapa ¢.

Demonstracao: Indicamos a referéncia [18] para detalhes. n
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