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Resumo

Neste trabalho estudamos a geometria das superficies em R* através da variedade
canal e das singularidades das familias de funcoes altura das superficies. Provaremos
que os pontos de inflexao das superficie sao os pontos umbilicos das familias de fun¢oes
altura. Além disso, veremos que pontos de inflexdo do tipo imaginario serdo pontos
isolados da curva A~!(0). Como uma consequéncia deste estudo provaremos que
qualquer mergulho genérico convexo de S? em R* tem pelo menos um ponto de

inflexao.

Palavras-Chave: Singularidades, Segunda Forma Fundamental, Elipse de

Curvatura, Funcao Altura, Ponto de Inflexao, Ponto Umbilico, Mergulho Genérico.
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Abstract

We study the geometry of surfaces immersed in R* through the singularities of
their families of height functions. Inflection points on the surfaces are shown to
be umbilic points from their families of height functions. Furthermore, we see that
inflection points of imaginary type are isolated points of the curve A71(0). As a
consequence we prove that any dive generic convexly embedded S? in R?* has inflexion

points.

Keywords:
Singularities, Second Fundamental Form, Ellipse Curvature, Height Function, In-

flexion Point, Umbilic Point, Embedding Generic.
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Introducao

Resultados importantes da geometria das superficies em R* podem ser obtidos
através da andlise de seus contatos genéricos com hiperplanos, esses contatos serao
dados pelas singularidades da familia de fungoes altura.

Para nosso estudo da geometria das superficies em R* vamos considerar uma
imersao de uma superficie em R*. Para cada ponto da superficie podemos definir uma
elipse no subespaco normal, denominada elipse de curvatura. A elipse de curvatura
¢ dada pela segunda forma fundamental da superficie. Um ponto da superficie serd
chamado de ponto de inflexao quando a elipse de curvatura associada a esse ponto
for um segmento de reta radial, esse conceito é encontrado em [10].

Este trabalho baseia-se no artigo "The Geometry of Surfaces in 4-space from a
Contact Viewpoint” e esta dividido em trés capitulos.

No capitulo 1, apresentamos alguns conceitos e resultados importantes na teoria
de singularidades que podem ser encontrados em sua grande maioria em [8], como
por exemplo: germes de aplicagoes, conjuntos singulares, codimensao de um germe,
classificacao dos germes de codimensao < 5, contato entre subvariedades. Finalizamos
o capitulo estudando equacoes de estrutura de uma superficie imersa em R*, através
das equagoes de estrutura do R™. Na sessao 1.2 introduzimos alguns conceitos de
geometria Riemanniana relacionados a conexao de uma variedade Riemanniana.

No capitulo 2, calculamos os coeficientes da segunda forma fundamental da su-
perficie utilizando o referencial mével, o qual é definido na sessao 1.6 no capitulo 1.
Encontramos a curvatura gaussiana da superficie, usando o famoso teorema de Gauss

( veja [4]). Também estudamos a elipse de curvatura e os invariantes associados a



superficie.

No capitulo 3, interpretamos geometricamente as singularidades das fun¢oes altura
associada a superficie com o objetivo de obter informacoes geométricas da superficie.
Também introduzimos o conceito da variedade canal associada a superficie, para
desenvolver uma técnica que permite obter informacoes geométricas da superficie a
partir da variedade canal. Como consequéncia deste estudo provaremos que qualquer

mergulho genérico convexo de S? em R* tem pelo menos um ponto de inflex3o.

xi



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo introduzimos as notacoes e definicdes béasicas, usualmente utili-
zadas na Teoria de Singularidades e aplicagoes suaves. Em seguida, introduzimos
alguns conceitos de geometria Riemanniana. Finalizamos este capitulo com estudo
das equacoes de Estrutura associadas a uma imersiao de uma superficie em R*. Os

resultados deste capitulo sao inspirados em [8], [13],[12],[4].

1.1 Singularidades de germes de funcoes suaves

Uma aplicacdo f : U — RP é de classe C* no aberto U C R" quando existem e
sao continuas em U todas as derivadas parciais de f de ordem < k. Sejam U e V
conjuntos abertos de R" e R?, respectivamente. Em grande parte do trabalho estamos
considerando, quando nao é dito contrario, aplicacoes f : U — V suaves, ou C'*, isto

é, que possui derivadas de todas as ordens.

Definicao 1.1. Seja f : R® — R? uma aplicacao suave. Dizemos que x € R™ é um
ponto singular de f se, o posto da matriz jacobiana de f no ponto x,

Jf(x) = (3;‘?(@), 1<i<p, 1<j<n,
J

nao € mdrimo. Caso contrdrio, dizemos que x € um ponto reqular de f. O ponto x

também pode ser chamado de uma singularidade de f.
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E claro que um ponto ser uma singularidade de uma aplicacdo é uma propriedade
local. Neste trabalho estaremos interessados em aplicagoes que tem um singularidade

na origem. Por este motivo introduzimos a seguinte relagao de equivaléncia:

Definicao 1.2. Dadas duas aplicagoes suaves fi1 : Uy — RP e fy : Uy — RP, onde Uy,
Uy CR", comx € Uy ex € Uy. Dizemos que f1 ~ fo se, e somente se, existe uma

vizinhan¢a U C Uy NUy de x tal que fi(x) = fo(x), V2 € U

As classes de equivaléncia sobre essa relagao sao chamadas de germes de aplicacoes
em z. Denotemos o germe de um elemento f : R” — R? em x por f : (R",z) —
(RP,y), onde y = f(z). Dizemos que z e y sdo respectivamente fonte e meta do germe.
Para cada germe f: (R",z) — (RP,y) , associamos a sua derivada df, : R” — RP que
é definido como sendo a derivada em = de qualquer um representante. Um germe é
invertivel se, e somente se, sua derivada é invertivel. O posto de um germe ¢é definido
como o posto de sua derivada em z. Quando o posto de f : R® — RP é igual a n
dizemos que o germe é uma imersao. No caso em o posto é igual a p, dizemos que o

germe ¢ uma submersao.

Definicao 1.3. Dois germes f : (R", xz1) = (RP,y1) eg : (R", 25) — (RP, y5) sdo equi-
valentes quando existem germes invertiveis h : (R", z1) — (R", z5) e k : (R, y;) —

(RPyo) para os quais o diagrama comuta,

(Rn7$1) (]Rpayl)
h O k
(Rn7$2) (Rpay2)7

1sto €, ko f=goh.

Denotamos por &, , o conjunto dos germes de aplicacées f : (R",0) — R? de

classe C'°. Quando p = 1, este conjunto é denotado por &,. Observemos que ¢, é
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um anel local cujo ideal maximal é m,, := {f € &,; f(0) = 0}. Além disso ¢ possivel

verificar que m,, é o ideal gerado por x1, ..., T,.

Definicao 1.4. Sejam f, g € £,. Dizemos que [ e g sao R-equivalentes e denotamos
por [ ~ g se existe um germe de difeomorfismo h : (R" 0) — (R™,0) tal que [ =
goh™L.

Para nosso estudo é importante o conhecimento de alguns resultados bésicos da

analise no espaco euclidiano.

Definicao 1.5. Seja f : R® — R uma funcdo suave. Um ponto xg em R™ é um

ponto critico nao degenerado se xog € um ponto singular de f e a Hessiana, que € o

02 f
<1,7 <
(8%8% (l’o)) 3 1 L] n,

determinante da matriz

€ nao nulo.

Definicao 1.6. Uma funcdo suave f : R"™ — R € dita ser uma uma funcao de Morse

se todos 0s seus pontos singulares sao pontos criticos nao degenerados.

Observacao 1.7. Note que uma func¢ao reqular f : R™ — R € também uma func¢ao
de Morse.

E bem conhecido do céalculo que as funcoes de Morse desempenham um papel
importante em suas aplicacoes e possuem uma forma normal na vizinhanca de um

ponto critico nao degenerado como veremos a seguir.

Lema 1.8. Seja f: (R, x9) — R um germe suave. Entdo:

1) Se xg é um ponto regular de f, entdo o germe é equivalente a w : (R",0) — R,
dada por m(xy,...,x,) = T1.

2) Se xo um ponto critico nao degenerado de f, entao o germe € equivalente a g :

(R™,0) — R, dado por

2., .2 2 2 2
glx) =a]+ay- + Ty —Ti — =T,
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Denotaremos por P*(R™, RP) o espaco vetorial real das aplicacoes f : R" — R?
tal que cada componente f; de f = (fi, fa..., fp) ¢ um polinémio de grau < k nas
coordenadas x1, o, ..., z, de R” com termo constante nulo. A nocao de espaco de k-
jato de aplicagbes suaves é introduzida em [11]|. Neste trabalho utilizamos a seguinte
identificacao:

Proposicao 1.9. Seja J*(R",RP) o espaco dos k-jatos. Entdo ewiste uma bijecio
candnica entre o espago de k-jatos e o conjunto R x R™ x P¥(R", RP).
Definicao 1.10. Para cada aplicagio f = (f1, f2, ..., [p) € C°(R™",R?) ¢ cada a € R",
definimos a aplicacao

JEfIRT — JF(R™, RP) (L1)
a +— J*f(a) = (a, f(a), Pi(a), ..., Pa(a)),

onde P;(a) € o polinomio de Taylor da funcao f; de ordem k em a, sem o termo

constante.

Denotaremos por j*f(a) = (Pi(a),..., P,(a)). A aplicagao J*f é de classe C> e
4% f(a) é chamado o k-jato de f em a.

Exemplo 1.11. Seja f: R — R uma funcao suave. Neste caso temos que:

@) = £ e+ L g oy T
e J*f(a) pode ser identificado com um elemento do espaco R*2 com a correspondén-
cia
" k " k
(o f@), F @)+ T e Dy o sa), @, 2 D)

Ao conjunto C*°(R™,RP) vamos associar uma topologia, chamada Topologia de
Whitney.
Defini¢ao 1.12 (Topologia de Whitney). Seja f € C°(R™,RP). Uma base para a
topologia de C* de Whitney de C°(R"™,RP) ¢ dada pelos sequintes conjuntos

V(f,8) ={g € C*([R",R); ||/ g(x) — J"f(x)|| < (=)},

onde 6 : R — R € continua e positiva.
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A Topologia C* de Whitney C*°(R",RP) tem como base a uniao de todos os
abertos das topologias C* de Whitney, com k > 0.

Definigao 1.13. Um germe f € &, € k-determinado se para qualquer germe g € &,
com 5%(9)(0) = j*(f)(0) temos que f é R-equivalente a g.

Um germe f € &, é finitamente determinado se existir um k € N tal que f seja
k-determinado.
Definic¢ao 1.14. Seja f: (R",0) — (R™,0) um germe tal que 0 € isolado de f~1(0).
A multiplicidade polf] de f em 0 é definida por

pol f] = dimp[En/(f1 .-, fn)],
onde (f1,..., fn) € 0 ideal gerado pelas componentes f; de f em 0. Dizemos que f €
finito se polf] < oc.

Dada uma aplicacdo g : R" — R", onde g = (¢1,...,9») com cada g; sendo um
polinémio homogéneo tal que 0 ¢ isolado em ¢g~'(0), temos que polg] = [[-; d;, onde
d; é o grau de cada g;.

Proposigao 1.15 ([16]). Seja f : (R",0) — (R™,0), um germe finito. Considere
f=, ., fn)efi= flkz +q , onde flkz ¢ a parte homogénea de f; com grau k; e
4%q(0) = 0. Entdo:
i) nolf] > iz, ki

1) polf] =11, ki se, e somente, se o sistema fF=0parai=1,...,n tem apenas

solugao trivial em C".
Definicao 1.16. Seja f : (R",0) — R uma germe. A R.-codimensao de f, denotada
por cod(f, R.) € definida como:
cod(f,Re) = po[V f1.
A R.-codimensao, que foi definida acima, pode ser encontrada em [8|.

Proposicao 1.17 ([8]). Sejam dois germes f e g em E,. Temos que,
1) Se f e g sao R-equivalentes entdo cod(f, R.) = cod(g, Re).

1) cod(f, R.) =0 se, e somente se, 0 é um valor regular de f.
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1.1.1 Classificacao dos germes de codimensao < 5

Definigao 1.18. Um germe f € m?2 (isto é, a origem é um ponto singular) é nao

o f
0x;0x;

degenerado quando a matriz Hessiana Hy = ( (O)) € nao singular.

Lema 1.19 (Lema de Morse). Seja f € m2. Entao, cod(f,R.) =1 se, e somente se,

f € nao degenerado. Neste caso f serd R-equivalente a um germe da forma

2 2 2 2
T+ o+ T =Ty — o — Ty

Defini¢ao 1.20. Sejam f € m? e cod(f,R.) > 2. Dizemos que f tem coposto ¢ se o

posto da matriz Hesstana € n — c.
Observacao 1.21. O coposto das funcoes de Morse é nulo.

Lema 1.22 (Lema da Separagao). Seja f € m2 um germe finitamente determinado

de coposto c. Entao, f € R-equivalente a um germe
(1, s @) = g1, o) £ 22 £ 222,

com g € m3.

Proposigao 1.23. Sejam f € m?2 de coposto 1 e cod(f,R.) = k. FEntao, f é R-

equivalente ao germe
(21, .0y ) — i £ 22 4+ £ 22
Este germe € chamado de singularidade Ay.
Demonstragao: Ver referéncia 8] |

Lema 1.24. Seja f € m? um germe de R.-codimensio finita e de coposto c, entio

cod(f,R.) > @ + 1.

Pelo lema acima, temos que para classificar os germes de codimensao < 5, considera-

se apenas 0s germes de coposto < 2.
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Proposigao 1.25 ([8]). Seja f € m? de coposto 2 e cod(f,R.) < 5. Entao, f é
equivalente a um dos sequintes germes

+ (23 —x23) £ a3+ ... £ a2

+(@ ol a2l £ a2

+(22my +a5) £ 22 £ .. £ 22
Teorema 1.26 (Teorema de Thom). Seja f € m2 de modo que 1 < cod(f, R.) < 5.

Entao, a menos da soma de uma forma quadrdtica nas outras varidveis, e multipli-

cacdo por £1, f € R-equivalente a um dos sequintes germes listados na tabela abaizo.

Simbolo | Nome Germe Coposto cod(f, Re)
A, Morse x? 0 1
A, Dobra x3 1 2
As Ctispide x? 1 3
Ay Rabo de andorinha x° 1 4
As Borboleta 20 1 5
D, | Umbilico eliptico (2% — zy?) 2 4
Dy, | Umbilico hiperbdlico (23 + ¢?) 2 4
Dys | Umbilico parabolico  (22y + y*) 2 5

Tabela 1.1: singularidades

1.2 Variedade Riemanniana

Transversalidade ¢ uma idéia importante e profunda no estudo da teoria das
singularidades. Grandes resultados sobre genericidade em conjuntos foram obtidos
combinado-se os teoremas demonstrados por René Thom com a idéia de transver-
salidade entre subvaridades. Neste trabalho a transversalidade aparecera diversas

vezes.

Definicao 1.27. Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M e
uma familia de aplicacoes biunivucas x, : Uy, C R™ — M de abertos U, de R™ em M

tais que:
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2. Para todo par a, B com x,(U,) Nxs(Ug) = W # 0, os conjuntos z, (W) e

g 1 (W) sao abertos em R™ e as aplicagoes x3~t o x, sdo suaves.
3. A familia {(Uy, x4)} € mdzima relativamente as condigies 1 e 2.

O par (U, x,) (ou aplicacao x,) com p € z,(U,) é chamado de parametrizagao
(ou sistema de coordenadas) de M em p; x,(U,) é entdo chamada uma vizinhanga
coordenada de p. Uma familia {(U,, x,)} satisfazendo 1 e 2 ¢ chamada uma estrutura

diferencigvel em M.

Definicao 1.28. Sejam My e M, variedades diferencidveis. Uma aplicacdo ¢ : My —
M, € diferencidvel em p € My se dada uma parametrizacao y : 'V C RP — My em
o(p) existe uma parametriza¢io x : U C R™ — My em p tal que p(z(U)) Cy(V) e a
aplicacao

y topox:UCR" = RP
¢ diferencidvel em x=1(p).

Definicao 1.29. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicacao diferencidvel
a:(—e,e) = M € chamada uma curva diferencidvel em M. Suponha que «(0) = p €
M, e seja D o conjunto das funcgoes de M diferencidveis em p. O vetor tangente a

curva « emt =0 € a funcao o/(0) : D — R dada por

dt ‘t=0 f eD.

Um vetor tangente em p € o vetor tangente emt = 0 de alguma curva o : (—e,e) = M

com a(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por T,M.

O conjunto T,M, com as operagoes usuais de funcoes, forma um espago vetorial
de dimensao n e ¢ chamado o espaco tangente de M em p. Para maiores detalhes

veja [4].
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Observagao 1.30. Seja M uma variedade diferencidvel e seja TM = {(p,v);p €
M,v e T,M}. O conjunto TM munido de uma estrutura diferencidvel serd chamado

fibrado tangente de M. Para maiores detalhes veja []].

Definicao 1.31. Sejam M e N wvariedades diferencidveis. Uma aplicacao diferencid-
vel o : M — N € uma imersao se dp, : T,M — T, N € injetiva para todo p € M.
Se, além disso, ¢ € um homeomorfismo sobre o(M) C N, onde (M) tem a topologia
induzida por N, diz-se que @ € um mergulho. Se M C N e a inclusao i : M — N é

um mergulho, diz-se que M € uma subvariedade de N.

Definicao 1.32. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M. Em ter-
mos de aplicacoes, X € uma aplicacao de M no fibrado tangente TM. O campo é

diferencidvel se a aplicacao X : M — T M € diferencidvel.

Proposicao 1.33. Sejam U C R™™ aberto ¢ f : U — R™ uma aplicagcdo suave.

Consideremos o conjunto
M={peU;f(p)=c e df,: R"™™ = R" sobrejetora}

Entao,

(i) M ¢ aberto em f~'(c).
(i1) Supondo que M é nao vazio, M € uma variedade suave de dimensao m do R™"
e

(it2) T,M = ker (df ), para todo p € M.

Definicao 1.34. Sejam M e N sendo variedades suaves e f : M — N sendo uma
aplicacao suave. Considere S sendo uma subvariedade de N e seja x € M. FEntao f
intersecta S transversalmente em x se;

i) f(x) ¢ S ou

1) f(x) €S e (df), (T, M)+ TS = T, N.

onde T, M € o espaco tangente ¢ M em x.

9
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Diremos que f é transversal a .S, denotado por f M S, quando, para todo z € M,

f for transversal a S na ponto x.

Teorema 1.35. (Transversalidade de Thom) Para toda subvariedade fechada S de
JE(R™ RP), o conjunto das aplicagies F' em C®(R", RP) tal que j*F th S ¢ aberto e,

portanto denso na C"-topologia,qualquer que seja r > k + 1.

Como consequéncia do teorema de transversalidade de Thom, temos os seguinte

resultado:

Lema 1.36. O conjunto de todas as funcoes de Morse é denso em C*°(R" R).

Defini¢ao 1.37. Uma méirica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma
variedade diferencidvel M € uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M
um produto interno (,), (isto é, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no
espago tangente T,M, que varia diferenciavelmente no seguinte sentido: Para todo

par X eY de campos de vetores diferencidveis em uma vizinhanca V de M, a func¢ao
(X,Y) € diferencidvel em V.

Uma variedade diferencidvel com uma dada métrica Riemanniana chama-se uma
variedade Riemanniana.
As definicoes e os resultados sobre conexao podem ser encontrados em [4].

Indicaremos por X' (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M.

Definicao 1.38. Uma conexdao afim V em uma variedade diferencidvel M ¢é uma
aplicagao
V:X(M)x X(M)— X(M)
(X,Y) — VxY

que satisfaz as sequintes propriedades:

1) VixigvZ = fVXxZ +gVyZ,

10



Capitulo 1. Preliminares

i) Vx(Y + Z) = VxY + VxZ,

iii) Vx(fY) = fVXY + X(f)Y,

onde X,Y,Z € X(M) e f,g € D(M).

Definicao 1.39. Sejam X, Y € X(R") e p € R", a conexdo em R" serd dada por

(VxY)(p) = (dY),(X(p))-

Corolario 1.40. Uma conerdo V em uma variedade Riemanniana M € compativel

com a métrica se e S0 se
X(Y,Z>:<VXY,Z)+(Y,VXZ>, X,Y,ZGX(M).

Definicao 1.41. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M ¢é dita

sitmétrica quando

ViY — VyX = [X,Y]
para todo X,Y € X(M).

Teorema 1.42 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma

unica conexao afim V em M satisfazendo as sequintes condicoes:

a) V € simétrica.

b) V é compativel com a métrica Riemanniana.

A conexao dada pelo teorema acima é denominada conezdo Riemanniana (ou de
Levi-Cita) de M.

Seja f : M — M uma imersio de uma variedade suave M de dimensdo n em
uma variedade Riemanniana de dimendo n +m. A métrica Riemanniana de M induz
de maneira natural uma métrica Riemanniana em M: se v,vo € T,M, define-se
(v1,v9) = (df,(v1),dfp(v2)). Nesta situacao a aplicagdo f é uma imersao isométrica

de M em M. Note que f é localmente um mergulho, isto ¢, existe uma vizinhanca

11
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UC M deptal que f: U — R* & um mergulho, o qual implica que f(U) C M
¢ uma subvariedade de M. Denotamos f(U) = M. Agora, iremos introduzir a
segunda forma fundamental considerando-a relativamente a um campo £ normal a
M. Nossa variedade M serd munida da conexao riemanniana V induzida da conexao
Riemanniana V de M.

Sejam X, Y campos locais de vetores em M. Denotamos por X, Y as extensoes
locais dos campos X e Y a M, respectivamente . A conexfio riemanniana V em M é

definida como

VxY = (VxY)',

onde (VgY)T ¢ a projecao ortogonal do campo de vetores VY no espaco tangente
de M.

Definicao 1.43. Sejam X e Y campos locais de vetores em M. Definimos o campo

local de vetores em R* normal a M. Como
B(X,Y)=VgY —VyY = (VgY)V.
O campo local de vetores B(X,Y) nio depende das extensoes X, Y.

Vamos indicar por X'(M)* os campos de vetores suaves normais a f(U).

Proposigao 1.44. Se X, Y € X(M), entao a aplicagio B : X (M) x X (M) —
X(M)* dada por
B(X,Y)=VxY —VyY

é bilinear e simétrica.
Observacao 1.45. O valor de B(X,Y)(p) depende apenas de X (p) e Y(p).
Sejape M e & € (T,M)*. A aplicagdo K¢ : T,M x T,M — R dada por
Ke(z,y) = (B(z,y),§),  x,y € T,M,

é pela proposicao acima, uma forma bilinear e simétrica.

12
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Definig¢ao 1.46. Seja x € T,M. A forma quadrdtica 11 definida em T,M por
He(z) = Ke(x, x)
¢ chamada a sequnda forma fundamental de f em p sequndo o vetor &.

Se x, y € Ty f(M) C Tf(q)M, sao linearmente independentes, indicaremos por
K(z,y) e K(z,y) as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente. Para maiores
detalhes sobre a curvatura seccional veja [4]. O teorema abaixo exprime as diferencas
das curvaturas seccionais de M e M por meio de expressoes construidas a partir da

segunda forma fundamental.

Teorema 1.47 (Gauss). Sejam q¢ € M e x, y vetores ortonormais de Ty f(M).
Entao

K(z,y) — K(z,y) = (B(z,2), B(y.y)) — | B(z,y)II"

Demonstragao: Veja [4] u

1.3 Conjuntos singulares

Seja f : R — RP uma aplicagao suave. O conjunto singular (f) é o conjunto
de todos os pontos singulares de f. A imagem de X(f), f(X(f)), é chamado de

discriminante ou conjunto de bifurcacao.

Exemplo 1.48. A aplicacao cispide de Whitney no plano é uma aplicacio suave
[ :R* = R? dada por (z,y) — (u,v) onde u =z, v =y> — xy. O conjunto singular
¢ o conjunto de todos os pontos onde a matriz Jacobiana tem rank < 2, isto é a
parabdla x = 3y?. E o conjunto bifurcagcdo é a imagem desta parabola sob f, ou seja,

a cibica cuspidal que tem a equacdao 4u® — 27v? = 0.
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5(f) \

f(z(f)

Figura 1.1: Parabola e Cuspide.

Definig¢ao 1.49. Seja f : R™ — RP uma aplica¢ao suave. Para cadai = 1,...,min{n, p},
o conjunto de singularidades de primeira ordem Y'(f) ¢é definido da sequinte

manera.:

Y(f) = {x € R" : dim(ker(df,)) = i}.

Exemplo 1.50. Seja f : (R%0) — (R%0) definida por f(x,y) = (2% y*), vamos
caleular 3X°(f), i = 0,1, 2.

Primeiramente, temos

2z 0
df(:v,y) = 0 2

e dai, notemos que dim(ker(df,,))) = 2 se, e somente se, (z,y) = (0,0). Desta

forma, ¥2(f) = {(0,0)}. O conjunto X(f) € determinado pelas equagies x # 0 e
=0ouz=0ey#0. Portanto, X' (f) = {{(x,0)} U{(0,3)} — {(0,0)}.
E finalmente temos que Y°(f) = {(z,y) € R;x # 0,y # 0}, pois, para esses
pontos dim(ker(df(,))) = 0.

Observe que todos os Y'(f) deste exemplo sio subvariedades do R?.

Definicao 1.51. Dada uma aplicagao suave f : R™ — RP temos os conjuntos de sin-

gularidades de primeira ordem Y'(f). Se esses sio subvariedades podemos introduzir
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0s conjuntos de singularidades de sequnda ordem Y9 (f) = X/ (f|X4(f)). E este pro-
cesso pode ser continuado. Se esses conjuntos sao subvariedades podemos introduzir
0s conjuntos de singularidades de terceira ordem Y59k (f) = SF(f|X4(f)). E assim
por diante. Os conjuntos obtidos dessa maneira sao os conjuntos de singularidade de

ordem superior de f.

Exemplo 1.52. Dado um ¢ > 0 considere uma aplicacio suave f : R? — R? definida
por f(z,y) = (u,v) onde u = x> — y* + 2ex e v = 2zy — 2ey.

A matriz jacobiana de f €

20 +2 -2y
2y 2 —2 |

que tem rank < 2 quando seu determinate se anula, ou seja, no circulo 2 +y* = £2.
Entao, tal circulo € o conjunto singular de f. Se parametrizarmos o conjunto singular,
colocando

x =¢ecosf y =esinf

entao obtemos uma parametrizacao do discriminante na forma
u = £%(cos 20 + 2 cos f) v = £*(sin 260 — 2sin 0)

que € uma representacao usual de um hipocicloide tricuspidal.

Na verdade nosso circulo 2% + y? = €2 € precisamente o conjunto X*(f) de singu-
laridades de primeira ordem, pois note que a matriz jacobiana nao pode ter rank = 0.
Temos que existem trés pontos no circulo que precisam ser distinguidos dos outros na
medida em que sao levados por f a cuspides no hipocicloide.

Analisaremos agora a restricio f|X(f). Vamos calcular o rank da restrigao num
ponto (x,y) no circulo. Relembre que a diferencial da restricio € a restricio da
diferencial de f para o reta tangente ao circulo. Agora a reta tangente ao circulo
num ponto (x,y) € a reta que passa pela origem perpendicular a este vetor. Um vetor

tangente unitdrio serd (—y/e,x/e) e a imagem deste sob a diferencial de f em (z,y)
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1N
N

v
K
v

Figura 1.2: Hipocicloide.

serd obtida através da aplicagcao da matriz jacobiana a ele, obtendo-se o vetor

20+ 2 =2 ][_y/5]:2/[ —2xy — ey ]

2y  2x —2¢ x/e 2 +a? —ex

A diferencial da restricao certamente tem rank < 1; e ela tem rank 0 somente
quando este 1iltimo vetor for nulo, ou seja, exatamente nas raizes cibicas de 2. Em
outras palavaras nossos trés pontos sao distinguidos precisamente pelo fato que eles

sao pontos X1(f) para a restrigio fIX'(f), ou seja, pontos L1(f).

1.4 Contato entre subvariedades

Sejam U e V duas subvariedades em R", definidas localmente através da imersao
f: R™ — R" e da submersio g : R® — R¥ onde U = f(R™) e V = ¢g~1(0), com
p € UNV, ouseja, p = f(zg), zg € R™ e go f(xg) = 0. Supondo m > k, consideramos
que existe contato entre U e V em p se as duas subvariedades nao sao transversais
nesse ponto. Isto equivale a dizer que a diferencial d,,(g o f) ndo ¢é sobrejetiva [11];
portanto a aplicacao g o f tem uma singularidade ou um ponto critico em x.

O tipo de contato entre as subvariedades U e V sera determinado pelo tipo de sin-
gularidade que a aplicacao go f tem no ponto zy. Este é o motivo que a denominamos

de aplicacao de contato.
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Segue abaixo a deficdo de K-equivaléncia (ou equivaléncia de contato).

Definicao 1.53. ( Montaldi) Dados dois germes f,g : (R™,0) — (R",0) dizemos que
f e g sao k-equivalentes e denotamos por ff]fJg, se existem difeomorfismos de germes
h:(R™0)— (R™0)eH: (R"xR" (0,0) — (R™xR" (0,0)) tais que o diagrama

comuta

(®R™,0) —— L (Rm « R7 (0, 0))
h @) H
(R™, 0) U9 (mm x R™, (0,0)),

ou seja, H(x,0) = (h(x),0) e H(z, f(z)) = (h(z),g o h(x)) para todo x € R™.

Seja M uma suferficie imersa em R™, n > 4, localmente definida por M = ¢(R?),
onde ¢ : R? — R" ¢ uma imersao. Os contatos de M de com hiperplanos e hiperesferas
sao determinados pelo subconjunto ¢~1(0) C R", n > 4, onde ¢ : R® — R ¢ uma
submersao.

Se a subvariedade ¢ um hiperplano de vetor normal unitario v € S"~! e distancia

a origem p € R*. A submersao sera dada por
Y(w1, .0, 1) = 2101 + -+ 20, + p.

Portanto, os contatos de M com a familia de hiperplanos sao dados pelas
singularidades da familia de fung¢oes altura:
M) :R?x S"1 5 R
((z,9),v) = A(@)((z,y),v) = (¢(z,y),v) .
Definicao 1.54. Sejam ¢ : R™ — R"™ imersao e ¢ : R® — R submersao que definem
localmente as subvariedades U = ¢(R™) e V = ¢~1(0). Dizemos que U e V tem
contato de ordem > 2 em p € UNV se, e somente se, todas derivadas de 1 o ¢ de

ordem < 2 se anulam em p, ou seja se, e somente se,

oo oo

Gl(p) = =5=2(p) =0

924ho 82%1)o 82%4)o 8210 :
81%(;5@) == a;pgn(ﬁ( ) = ax:pa;; p)=-= 8a:m_w18¢xm (p) =0
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1.5 As equacoes de Estrutura

Seja U C R™ um conjunto aberto e seja ey, ..., e, campos de vetores diferencidveis

tal que para cada produto interno

{ei(p), ej(p»p = 0ij,

onde 6;;, = 0sei # jed; =1sei=j. O conjunto de campo de vetores ey, ..., e,
é chamado um referencial mével em U. Dado um referencial movel {e;}, i = 1,...,n,

podemos definir 1-formas w; pela condicao
wi(ej) = (Sij,i = 1, ey N

ou seja, em cada p, a base {(w;),} ¢ a base dual de {(e;),}. O conjunto das formas
{w;} é chamado o correferencial associado ao referencial movel {e;}.
Cada campo de vetores e; é uma aplicacao suave e; : U C R” — R". Para cada p

e cada v € R"” podemos escrever

n

(des)p(v) = D (wig),(0)e; ().

j=1
Note que, as expressoes (w;;),(v) = <(dei)p(v),ej(p)>, definidas acima, dependem
linearmente de v. Portanto (w;;), ¢ uma aplicagao linear em R" e, desde que e; é
um campo de vetores diferencidvel, w;; ¢ uma 1-forma diferencial. Sabendo disso,

podemos escrever
n

E Wij€;.

j=1
As formas w;; asssim definidas sao chamadas as formas de conexao de R" no referencial
movel {e;}.

Observe que, se diferenciarmos (e;, e;) = J;;, obtemos
0 = (des, €5) + (ei, dej) = wij + wi,

isto ¢, as formas de conexao w;; = —wj; sao antisimétricas nos indices i, j. O ponto

crucial no método do referencial movel é que as formas w;, w;; satisfazem as chamadas

equagoes de estrutura de Elie Cartan.
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Proposigao 1.55 (As equagoes de estrutura do R™). Seja {e;} um referencial movel
em um conjunto aberto U C R™. Seja w; um correferencial associado associada a e;

e wi; as formas de conexao de U no referencial e;. Entao

dwi = Zwk A Wi, (12)
k=1
dwy =Y wik Awyg, G4 k=1 ..n. (1.3)
k=1
Demonstragao: Ver [6]. n

Lema 1.56 (Lema de Cartan). Seja M uma variedade. Considere dim M =n > k
e sejam wi, ..., wy 1-formas em M que sao linearmente independentes em cada ponto.

Suponha que existam 1-formas 61, ...,0y tal que

k
=1

Entao existe uma matriz simétrica k X k de fungées suaves (A;;) tal que

k
0; = ZAijo para 1=1,...,k.
j=1

Agora, iremos calcular as equacoes de estrutura de uma imersao f : M — R* de
uma variedade diferenciavel M de dimensao 2 em R%.

Para ¢ € M existe uma vizinhanca U C M de ¢ tal que a restricio f : U — R*
¢ um mergulho, ou seja, a imersao é localmente um mergulho. Desta forma, seja
V C R* uma vizinhanga de f(q) em R* tal que VN f(M) = f(U). Suponha que existe
um referencial movel {ey, e, e3,€e4} em V com a propriedade que, quando restrito a
f(U), os vetores €1, es sao tangentes a f(U); um tal referencial movel é dito ser um
referencial adaptado.

Em V temos, associado ao referencial {ey, e, €3, €4}, as formas w; e w;; que satisfe-
zem as equagoes de estrutura (1.2) e (1.3). Os indices i,j € {1,2,3,4}. Agora, dado
v € Ty f(U) temos que v = Ajei(p) + Aiea(p), onde f(q) = p e Ai, Ay sdo escalares.

19



Capitulo 1. Preliminares

Logo, (w3),(v) = (ws)p(A1e1(p) + Area(p)) = 0 e analogamente (wy),(v) = 0. Portanto
w3 = wy = 0 para todo p € f(U). Assim, temos que

Ozdw3:w31 /\CU3+C¢)32/\CU2,

0= dCL)4 = w41 N\ Wy + Wy N Wwo.
Como w; e wsy sao independentes. Segue-se do lema de Cartan, que
Wiz = awq + bw2,

wa3 = bw; + cwa,

(1.4)
wig = ewr + fwo,

wos = fwi + gws.

A funcdo N definida pela formula:
dW34 = —Nwl A Wa,

é chamada de curvatura normal.

Para calcular N usaremos 1.3 e as equagoes dadas por 1.4, assim temos que

dwzy = w31 A wig + w3z A way
= [(—awy — bws) A (ewy + fws)] + [(—bwi — w2) A (fwr + gws)]
= —[(a — C)f — (6 — g)b}wl N Wa.

Portanto,
N=(a—c)f —(e—g)b.
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Superficies em R*

Neste capitulo estudaremos a geometria diferencial das superficies em R*, ana-
lisando a elipse curvatura e os invariantes associados a essas superficies. Também

estudaremos as formas quadraticas associadas a elipse curvatura.

2.1 Elipse curvatura

Sejam N uma variedade suave, compacta, 2-dimensional e f : N — R* uma
imersdo de N em R* A métrica Riemanniana euclidiana de R* induz de maneira
natural uma métrica Riemanniana em N: se vy,vo € T,M, define-se (vy,vs) =
(df,(v1),df,(vq9)). Nesta situagdo a aplicagdo f ¢ uma imersdo isométrica de N em R*.
Note que f é localmente um mergulho, isto é, existe uma vizinhanca U C M de p tal
que f: U — R* & um mergulho, o qual implica que f(U) C R* é uma subvariedade
de R*. Denotamos f(U) = M.

Definigao 2.1. Dado m € M, para cada v € S* C T,,M seja y(s) uma curva em M
parametrizada pelo comprimento de arco que passa por f(m) e escolhida de modo que
o vetor tangente a v em f(m) é v. O wvetor curvatura normal n(v) € definido como
sendo a projecao de %(m) em N, M. A imagem den é chamada de elipse curvatura

de M em m.
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Veremos mais adiante que a definicao acima é independente da escolha da curva
~. Assim, podemos escolher a curva como interseccao de M com o hiperplano em
f(m) composto pela soma direta do plano normal N,, M e a reta na dire¢cdo tangente
representada por v. Uma tal curva é chamada a secao normal de M na direcao v.

Agora, note que:

B(v,v) = (V7)Y =n(v).
Para calcular B(v,v) usaremos o referencial movel {eq, e, e3,e4}, com ey, es € T, M

e as formas w; e w;; que satisfazem as equacoes abaixo

w3 = aw; + bwa,
Wog = bw1 + cwo,
wia = ewr + fwe,

wos = fwi + gwa,

ambas associados ao mergulho, e introduzidas no capitulo 1.

Assim, v = cos fe; + sinfey e 0 vetor curvatura normal no ponto m coincide com:
n(v) = (B(v,v),e3) e3 + (B(v,v), eq) €4,
Como B é bilinear e simétrica, entao
B(v,v) = cos*0B(eq, e1) + 2cosOsin B ey, e3) + sin®0B(ey, e3)

onde v = cosfle; + sinfes (e1e2 € uma base tangente fixada). Note que (B(v,v), e3)
e (B(v,v),es) ambas determinam formas quadraticas, e abaixo calcularemos os coe-

ficientes de (B(X, X), e3).

22



Capitulo 2. Superficies em R*

[wi1(e1)er + wialer)es + wis(er)es + w14(6’1)€4]N7 €3>

= (wis(er)es + wia(er)ey, e3)

= (Jawi(e1) + bwa(er)])es + [ewr(e1) + fwaler)]es, e3) = a

= ([wai(er)er + waaler)es + wos(er)es + w24(€1)€4]N7 €3>

= (was(er)es + waaler)eq, e3)

= ([bwi(e1) + cwaler)]es + [fwier) + gwa(er)]es, e3) = b

= ([wa1(e2)er + waa(ea)es + was(ez)es + w24(€2)€4]N7 €3>

= (was(ea)es + waulea)ey, e3)

= ([bwy (€2) + cwa(es)]es + [fwi(ea) + gwa(ea)es, e3) = ¢
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Analogamente a (B(v,v),e3) podemos calcular os coeficientes de (B(v,v),e4) €

assim temos que
o (B(ey,e1),eq) =¢

) <B(€1,€2),€4>:
o (B(ez,e2),e4) =g

Logo, B(e1,e1) = aes + eey, B(ey, ea) = beg + feq, B(ea, e3) = ces + gey. Portanto,
n(v) = (acos*d + 2bcos Osin O + csin®0)es + (ecos®d + 2 f cos Osin 6 + gsin6)ey.

Esta equacao mostra que a elipse curvatura nao depende da escolha da curva para-
metrizada.

Note que 1 : St — N,,M é uma aplicacdo de S' em N,,M.

O wvetor curvatura média da elipse de curvatura, que serd denotado por H, é dado
por

1 1
H = E(CL + 6)63 + 5(6 + 9)64.

Usando as identidades trigonométricas

1 2 1-— 2 2
M st@:&(9 e cos@sin@zcos i

2 ’ 2 2

cos?f) =
podemos escrever
1 1
n(0) = (§(a — ¢) cos 20 + bsin 20)e; + (5(6 —g)cos20 + fsin20)ey, + H.  (2.1)

Como matriz (2.1) tem a seguinte forma

(n— H)(8) = [%(a—c) b] [(30329].

sin 26

Note que det(n — H) = 1/2N, onde N é a curvatura normal definida no capitulo 1.

Mostraremos abaixo que a imagem do circulo por (n — H) é uma elipse.

Proposigao 2.2. Supondo que det(n — H) # 0, temos que a imagem do circulo por

(n — H) € uma elipse no plano normal.
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Demonstracao: Seja p € M, vamos considerar § como sendo uma dire¢ao variando
de 0 & 2m em S* C Ty, f(M) e (x,y) as coordenadas de (n — H)(6) em Ny, f(M).

Assim, temos:

:;[ fr—by ]
V] —Le—g)r+ Ha—c)y

Como cos?26 + sin?20 = 1, temos que

(F = by)? + (e — g)a + Hla— )] =1

o que implica

(1/21]\7)2[(f2 + i(e —9)2)m2—|—2(—fb— %(e—g)(a—c))my+ (52 + i(a _ C)Q)yQ] — 1. (22)

Sejam A = [+ 1(e—g)* , B=—fb—(e—g)la—c)e C =0+ 1(a—c)* A
conica serd uma elipse quando A > 0 e AC' — B? > 0 ver referéncia [5]. Abaixo sera
mostrado que estas condicoes sao satisfeitas.

)A=f"+1(e—g)?>0
pois
det(n — H) = 3(a —c)f — 5(e — )b # 0.
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i) C =0+ 1(a—¢)? >0, det(n— H) #0.

iii) AC — B% > 0, pois

AC = B? = (f* + 5(e — 9)*) (1 + 1(a — )?) — f20* — 3 fb(e — g)(a — ¢)
—15(e—9)*(a—c)?
= 20+ 1f(a—0)* + 1(e — 9)*0" + (e — 9)*(a — ¢)?
—53fb(e — g)(a—c) — 55(e — 9)*(a — ¢)’
= 1f*a—0)? = 3fb(e — g)(a—c) + 3(e — 9)°°

= (3a— o) — H(e — 9)b)? = (det(n — H))? > 0.

N[ =

Portanto concluimos que (2.2) define uma elipse. n

Observacgao 2.3. 1) Geometricamente, o vetor curvatura média H da expressio (2.1)

da elipse de curvatura, representa o vetor com extremos em p e no centro de n(6).

n(e)

Figura 2.1: Vetor curvatura

2) A definicao 2.1 também pode ser introduzida para superficie imersa em R3. Neste

caso, o espaco normal a M em m € uma reta e a elipse de curvatura” é um segmento
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de reta ou € apenas um ponto. Veja a figura abaizo.

n(0)

TM

Figura 2.2: Superficie M em R3

Vamos utilizar o Teorema 1.47 acima para calcular a curvatura Gaussiana da

superficie M que sera denotada por k. Como a curvatura seccional de R* ¢ nula temos,

k(e, e2) = (Blex, e1), B(ea, €2)) — || B(ex, 2)|”
= ((Vaen)", (Vaue)") = (Vaen)™, (Vaen)™)

= {(der(e0)”, (dealen))™ ) — {(des(er)™, (desfe)™)

No calculo dos coeficientes da segunda forma fundamental vimos que,

(de1(e1))™ = wigler)es + wialer)eq,
(deg(e2))N = wos(ez)es + waslez)ey,

(dea(e1))™ = was(er)es + waaler)eq,
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Logo

Kler,e2) = ((dea(en)™, (dea(ea)™) = ((dealer))™, (deafer)™)
= wialerJum(es) + wralerwn(es) = ((walen)? + (wler))?)
= (awn(e1) + bunler)) (b (e2) + cwn(ea)) + (ewa(er) + Fun(er))(fon(ea) + gn(ea))
~[(Bws(e2) + cwa(en))? + (fener) + gn(en))?

= ac+eg — b* — f2.

Portanto, teremos

k=ac—0b*+eg— f>
A curvatura Gaussiana também pode ser calculada da seguinte forma:
Observacao 2.4. A curvatura Gaussiana k da variedade M € dada pela igualdade
dwiy = —kwy A wa.
De fato, usando 1.3 e as equgoes 1.4, teremos
dwiz = w13 A wsa + Wi A Wao

= [(aw;y + bws) A (—bwy — cws)] + [(ewr + fws) A (= fwi — gws)]

= —[ac — V* + eg — f*wi A wa.
Logo,

k=ac—b*+eg— f2

2.2  Os Invariantes de Superficies em R*

Usando a elipse de curvatura podemos detectar invariantes escalares. A elipse de
curvatura como um conjunto de pontos do plano normal é independente de rotacoes

no espago tangente.
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Proposicao 2.5. O vetor curvatura média H = (a + c)es + (e + g)es € um vetor

muvariante.

Demonstragao: A prova segue observando que (a+c¢) é o trago da forma quadratica
ar? + 2bzy + cy? e (e + g) o trago de ex? + 2fxy + cy?. n
Trataremos agora de um invariante que determina a posi¢ao da origem de N,M

em relacao a elipse de curvatura. Este invariante é

-a 20 ¢ O-
2 0
Azldet ¢ 2/ 9
4 0 a 2b ¢
0 e 2f g

Antes de mostrarmos que A é um invariante serd tutil desenvolver duas formas qua-

dréaticas invariantes. Escreva e = xe; + yes e considere
(de, e3) N (de, eq) .
Agora de = xdey 4+ dre; + ydes + dyes de modo que

(de, e3) = xwi3 + Ywas

(de, e4) = wwig + Yway .
Assim, usando as equacoes (1.4), podemos escrever:
(de,e3) N (de,es) = [xwis + ywas) A [Twig + Yway]

= [x(aw; + bws) + y(bwy + cws)] A [z(ews + fwa) + y(fwr + gwo)]
= [(af — be)x® + (ag — ce)zy + (bg — cf)y*Jwr A wa.

Desta maneira, temos uma forma quadrética em z e y, que denotaremos por Q(z,y),
ou seja

Q(z,y) = (af —be)z* + (ag — ce)zy + (bg — cf)y”.
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Sabemos que, dado uma forma quadréitica temos uma matriz simétrica associada a

esta forma, logo para a forma acima temos a matriz

| (af —be) (ag — ce)
“T e tg—en |

O traco e o determinante de () sao fungoes escalares definidas na variedade. Note que

o trago de @, (af — be) + (bg — cf), é igual a curvatura normal N.

Com alguns célculos podemos mostrar que
A =detQ
Portanto, isto mostra que A é um invariante.

Teorema 2.6. Seja m identificada com a origem de N,,M e det(n — H) # 0, entdo:
a) A < 0 = m estd fora da elipse de curvatura (tal ponto é chamado um ponto
hiperbdlico de M );

b) A > 0= m estd dentro da elipse de curvatura (ponto eliptico);

c) A =0=m estd sobre a elipse de curvatura (ponto parabélico);

Demonstracao: Veja [2]. u

Quando det(n — H)(0) = 0, a elipse de curvatura pode degenerar-se em um seg-
mento de reta radial, caso em que f(m) é conhecido como um ponto de inflexao da
superficie. O ponto de inflexao é do tipo real quando f(m) pertence a elipse de cur-
vatura, e do tipo imaginirio quando nao pertence. Um ponto de inflexdo é do tipo
flat ou degenerado quando f(m) é um ponto final da elipse de curvatura. A torcao
79 de v em f(m) é chamada a tor¢do normal de f(M) na dire¢ao 6 em f(m). Uma
direcdo 0y em Ty f(M) para a qual n(6p) e %(00) sao paralelos é chamada uma

direcdao assintotica. Consideremos a matriz

a b c
a(m) = ( ) :
e [ g
Ao invés de mostrarmos o Teorema 2.6, vamos provar a proposicao abaixo:
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Proposicao 2.7. Em um ponto hiperbolico existem exatamente duas diregcoes assin-
toticas, em um ponto eliptico nao existe direcao assintotica e, em um ponto parabolico
uma tnica (a menos que o ponto seja um ponto de inflexao, caso em que todas as

diregoes sao assintdlicas).
Demonstracao: Usando (2.1) temos

n

50 (0) = ((c — a)sin20 4+ 2bcos 20)es + ((g — €) sin 20 + 2 f cos 26)ey

O vetor 7(0) é paralelo a %(0) se

(%(a — ¢) cos 20 + bsin 26 + %(CL—F ¢))((g — e)sin26 + 2 f cos 20)

1 1
+((a — ¢) sin 20 + 2bcos20)(§(e — g) cos 20 + bsin 20 + 5(6 +9))=0

O que implica

1
é(a —¢)(g — €) cos20sin 20 + (a — ¢) fcos?20 + (g — e)bsin?26

1 1
+2bf cos 260 sin 26 + §(a +¢)(g —e)sin26 + é(a + ¢)2f cos 260

1 1
—1—5(@ —¢)(e — g) cos20sin 20 + (a — c¢) fsin*20 + é(a —c)(e+ g)sin 20

—b(e — g)cos?20 — 2bf cos 20 sin 20 — b(e + g) cos 20 = 0.

O que implica

(a—c)f—l—(g—e)b—i—[%(a+c)(g—e)+%(a—c)(enLg)} sin 20+[(a+c) f —b(e+g)] cos 20 = 0

Ou ainda,

[((a—c) f+(g—e)b](cos*O+sin?0)+2(ag—ce) sin § cos 20+ [(af—be)—(bg—cf)](cos*d—sin®d) = 0.
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Resultando em

2[(af — be)cos?d + (ag — ce) cosOsin O + (bg — cf)sin?d] = 0.

A matriz associada a forma quadratica acima entre os colchetes temos a matriz:

(af — be) %(ag — ce)
slag —ce)  (bg —cf)

O determinante desta matriz é (af — be)(bg — cf) — 3(ag — ce)? que é exatamente o
A . Portanto a forma quadratica tera duas, uma ou zero solucoes, assim como A < 0
, A =0e A >0 respectivamente. ]

Um estudo mais detalhado do item ¢ do Teorema 2.6 permite distinguir as

seguintes possibilidades:

Proposicao 2.8. :
1) A(m)=0,k(m) >0 = f(m) é um ponto de inflexio do tipo imagindrio.

ranka(m) =2 = a elipse de curvatura € nio degenerada.

1)A(m) =0,k(m) <0 e {

ranka(m) =1 = f(m) é um ponto de inflexao do tipo real.
15t) A(m) =0,k(m) =0 = f(m) é um ponto de inflexdao do tipo flat.

Demonstracao: A ¢ o resultante de dois polindmios az? + 2bz +c e ez? +2fz + g.
Desta forma, temos que A(m) = 0 implica que az? +2bz+c=0e ez’ +2f2+¢g =0
tém pelo menos uma raiz nao trivial em comum. Assim vemos que se a elipse passa
pelo origem segue que 7(f) = 0 para algum 6 € [0, 27| entdo os dois polindémios tem
uma raiz comum, ou seja cosf/sinf, de modo que A = 0. De fato, neste caso a
raiz nao trivial comum é real. Desde que raizes de uma forma quadratica sao ambas
reais ou ambas imaginérias,elas tem uma raiz real comum se, e somente se, todas

as quatros raizes sdao reais. A condicdo para isto é que b?> —ac = 0, f2 —eg > 0.
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Consequentemente k& < 0 para que a elipse passe pela a origem.

Aplicando a k(p) < 0, temos:

rank a(p) = 2 = a elipse é ndo degenerada e passa pelo ponto f(m).

rank a(p) = 1 = a elipse é degenerada em um segmento de reta radial. (Teorema

1.2, pag. 269-270, [10]).

Note que k(m) = 0 = rank a(m) < 1. (Teorema 1.2, pag. 269-270, [10]).

Dessa forma, n(6)

(acos?0 + 2bsin @ cos § + csin®f)es + (ecos?0 + 2f sinf cosf +

gsin®0)ey = (e3+ Aey)(acos?0+2bsin 0 cos 0+ csin?0) = (1/|al cos & + /|c| sin 0)%(es +
Aey), para algum X € R, X # 0. Observe que (y/]al cosf + 1/|c|sin6)? > 0 para todo

0 € [0, 27], logo, a elipse de curvatura se degenera em segmento de reta radial tendo

f(m) como ponto extremo.

Segue abaixo uma tabela ilustrativa do comportamento da elipse de curvatura em

relagao a f(m) de acordo com valores de A(m), a(m) e k(m).

A(m)=0,k(m)<0 e ranka(m)=1

A(m)=0 e k(m)>0

A(m)=0 e k(m)=0

N N
ﬂ(?\ n(o) n(e)
0/ )
f(m) i >
A(m)>0 A(m)=0 e ranka(m) =2 A(m)<0
N
N A
n(o)
n(e)
1n(6)
B f(m) >
f(m) i = >

Figura 2.3: Elipse de curvatura
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2.3 Formas Quadraticas Degeneradas

Um forma quadrética ¢ dada por ax?® + 2bzy + cy?. Denotamos por H*(2,1) o
espago de todas as formas quadréticas. Sejam ¢, ¢o € H*(2,1). Um feixe de formas

quadraticas gerado por q; e go ¢ um subespaco de H*(2,1) definido por

[Chy QQ] ={a1q1 + asqgz /a1, a5 € R}

Observe que o feixe [q1, ¢2] pode ser um plano que atravessa a origem, uma reta que
passa na origem, ou apenas a propria origem. Note que H?(2,1) pode ser identificado
com R? pela identificagao da forma quadratica ax? + 2bxy + cy? com o ponto (a, b, c)
de R3. Os varios tipos de formas quadraticas sdo separados exatamente pelo cone
D=b —ac=0.

Sob a agao do grupo GL(2) x GL(1), obtemos as seguintes 4 6rbitas de H?(2,1):
(i) O cone b? = ac, cone D, compreende as formas de rank 1 (tipo parabolico).
(ii) A origem representa a forma nula de rank 0 (tipo simbélico).

O restante do espaco compreende as formas quadraticas de rank 2:
(iii) As que estdo dentro do cone correspondem as formas de semi-indice 0 (tipo
eliptico).
(iv) As de fora do cone sdo as formas de semi-indice 1 (tipo hiperbolico).

As quatro orbitas acima sao representadas na figura abaixo:

Figura 2.4:
Para maiores detalhes veja [8|
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Proposicao 2.9. Consideremos p € M e seja (q1,q2) a sequnda forma fundamental
de M em p.

1. Se A(p) <0, [q1,q2] € um plano que intercepta o cone D em duas retas.
2. Se A(p) >0, [q1, 2] € um plano que nao intercepta o cone D.

3. Se A(p) =0 e ranka(p) = 2, o plano [q1, qz| € tangente ao cone.

4. Se ranka(p) =1 e:

(a) k(p) > 0 entdo [q1, 2] € uma reta dentro do cone.
(b) k(p) <0 entio [q1,qz] € uma reta fora do cone.

(¢) k(p) =0 entdo [q1,qz] € uma reta sobre o cone.

Demonstracao: Ver [7]. u

35



Capitulo 3

Contatos de Superficies em R* com

hiperplanos

Neste capitulo estudamos a geometria das superficies em R* através da funcao
altura associada. Na secdo 3.1, introduzimos a variedade canal associada R*. Uma

das propriedades desta variedade é que ¢ uma hipersuperficie em R*

3.1 Variedade canal de uma superficie em R*

Seja f : M — R* n > 4, uma imersio de uma variedade diferenciavel M de
dimensao 2 em R*. Para cada v € S3, a funcdo altura f, : M — R de f na direcio v

é dada por
(f(z,y),v).

A familia de funcoes altura é dada por

A(f): M x S* >R

(m, v) = (f(m),v) = fu(m)
Escolhendo um sistema de coordenadas em M, temos o seguinte: m € M é um
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ponto singular de f, se, e somente se,

%i;(m) =0 %(m),@ =0
g )
%(m)zo <g—£(m)»v> =0

se, e somente se, v € Ny [(M).

Proposicao 3.1. Seja M uma superficie imersa em R*. Dados m um ponto em
M e v um vetor nao nulo em N,,M, as formas quadrdticas 11,(m) e Hess(f,)(m)

coincidem.

Observe que, por M ndo ser uma hipersuperficie em R* a aplicacao normal de
Gauss sobre M nao esta definida de maneira usual. Entretanto, utilizamos o conceito
da 3-variedade canal, denotada por C'M, para desenvolver uma técnica que permite
obter informacgoes geométricas sobre M a partir de C'M.

A 3-variedade canal da superficie CM C R* é definida como CM = {f(m) + cv €
R*:m eM e v € Ny, f(M) sendo v unitario}, aqui € ¢ um nimero real positivo

suficientemente pequeno escolhido tal que C'M seja mergulhada em R%.

Denotamos por } o mergulho natural de CM em R*:
F:OM — R
(m,v) = f(m,v) = f(m) + ev,
e por (m,v) o ponto f(m)+ev € CM. Do teorema de Looijenga’s [9], segue que

existe um subconjunto residual de mergulhos f : M — R*, tal que a familia de funcoes

altura:
AMf): M xS —R
(m,v) = (f(m),v) = fu(m)
seja localmente estdvel como uma familia de fun¢oes em M com parametros em S°.

Além disso, a familia de fungées altura A(f) na variedade canal é também genérica.

De fato as singularidades de A(f) e A(f) sao totalmente relacionados [15].
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Essas podem ser, para um f genérico, de um dos seguintes tipos: Ay, Ay, Az, Ay,
Dy e Dy. Além disso, as singularidades da aplicagao normal de Gauss, ' : CM — S3
(também chamada generalizagao da aplicagao de Gauss sobre M) podem ser descritas

em termos destas como as seguintes:

Lema 3.2. Dado um ponto critico m € M da func¢ao altura f,:
(a) m € um ponto critico nao degenerado de f, < (m,v) é um ponto regular de T.
Ou equivalentemente,

(a’) m € um ponto critico degenerado de f, < (m,v) é um ponto singular de I

Demonstragao: Ver [7]. n

Seja IC. : C'M — R a funcao curvatura Gaussiana em C'M. O conjunto parabélico,
K. (0), de CM é o conjunto singular de T', pois K.(m,v) = det(dl'(m,v)) [7]. Pode
ser mostrado [14] que para um mergulho genérico de M, K. '(0) é uma superficie
regular exceto por um numero finito de pontos (m,v) que sao singularidades do tipo
¥20(T).

Seja £ : CM — M a projecao de CM em M, ou seja, £(m,v) = m. O proximo
lema prova que a imagem do conjunto de pontos parabolicos K1 (0) por £ é o conjunto

{m € M; A(m) < 0}, que serd denotado por A < 0. Mais precisamente:

Lema 3.3. (1) Se A(m) > 0, entdo m € um ponto critico nao degenerado de f,, ¥
v € Ny f(M).

(2) Se A(m) < 0, entao existem dois vetores by, by € Ny f(M), tal que m é um
ponto critico degenerado de f,.

(3) Se A(m) = 0, entdo existe um unico vetor b € Ny f(M) tais que m é um ponto

critico degenerado de fi,.

Demonstracao: Seja f : M — R* uma imersio localmente dada pelo mergulho

f:(R?,0) — (R*0)

(l’»y) = (x,y,fl(a:,y), f?(l”y)%
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onde f; e fy sao funcdo diferencidveis satisfazendo 83’; (0,0) = %J; (0,0) = 0, para

todo i € {1,2}, e seja

fo o (R%0) — (R,0)

(z,y) = folz,y) = viz + voy + v3fi(2,y) + vafo(z,y)

a fungdo altura na dire¢do v, onde v = (v, vg, v3,v4) € S8,

Vamos identificar m com (0,0) € R?, e com isso temos
? )

of - of _ dfy
5.-(0.0) = (1,0,0,0), a—y(0,0) =(0.1,0,0), =°

dfo
dy

0,0)=v e 2°(0,0) = v,

Se (0,0) € um ponto critico da funcdo altura f,, teremos que v; = vy = 0 e
(0,0,v3,v4) € Nyimyf(M). Usando a Proposigdo 3.1 que afirma que as formas
quadréaticas I1,(m) e Hess(f,)(m) coincidem, veremos que o determinante da matriz

Hessiana de f, em (0,0) ¢ dado por:
detH(f,)(0,0) = (ac — b*)v; + (ag + ce — 2bf)vzvy + (eg — f)vi,

onde (a,b,c), (e, f,g) sdo os coeficientes da segunda forma fundamental de M em
(0,0). Veja que, detH(f,)(0,0) nos da uma forma quadratica nas variaveis vs, vy €
associada a tal forma quadratica temos uma matriz simétrica, cujo o determinante

sera
1
A = (ac — b*)(eg — f?) — Z(ag + ce — 2bf)?.
Logo, estudando as possiveis raizes reais de (ac — b*)v3 + (ag + ce — 2bf)vsvy + (eg —

f?)v? = 0, obtemos que:

a) se A(m) > 0 entdo (ac — b*)vi + (ag + ce — 2bf)vzvs + (eg — f*)v] # 0 para
todo v € Ny f(M), ou seja, (0,0) ¢ um ponto critico nao degeneredo de f,,
Yu € Nf(m)f(M).

b) se A(m) < 0, a equagdo (ac — b*)v3 + (ag + ce — 2bf)vsvy + (eg — f*)vi = 0
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possui duas raizes reais e diferentes, que é equivalente a afirmar que existem dois
vetores by, by € Ny f(M), tais que (0,0) é um ponto critico degenerado de f3,,
i€ {1,2}.

¢) se A(m) = 0, a equagao (ac — b*)v3 + (ag + ce — 2bf)vsvy + (eg — f*)v? = 0
admite apenas uma raiz com multiplicidade 2, o que equivale a dizer que existe um

tinico vetor b € Ny f(M) tal que (0,0) é um ponto critico degenerado de f. |

Observacao 3.4. Quando m é um ponto critico degenerado de f,, o hiperplano Hy,
ortogonal a b tem contato de ordem superior com f(M) em f(m). Assim, por analogia
com curvas em R*, diremos que b é um vetor binormal de f(M) em f(m) e Hy, um
hiperplano osculador. Como jd vimos, uma funcao altura f, : M — R tem uma

singularidade degenerada em m se, e somente se, v € um vetor binormal de f(M) em

f(p).

Seja € a restriao de & para a superficie K 1(0) — 22@‘), e denote por M_ = {m €
M :A(m) <0} e B={(m,v) € K. 0):me M_}.

Proposigao 3.5. (i) E‘B : B — M_ € um difeomorfismo local, mais precisamente;
ele € um recobrimento duplo.
(it) A(m) =0 e m nao é um ponto de inflexdo < existe v € S® tal que (m,v) é um

ponto singular (dobra) de €.

Demonstracao: Seja (m,v) € B. Entao, podemos escolher coordenadas para C'M
tal que m = (0,0) e v = (0,0,0,1). Agora, isto é suficiente para notar que se v é uma

direcao degenerada entao

det H(f,)(0,0) = (ac — b*)v3 + (ag + ce — 2bf)vs + (eg — f?)
= Kc(m,v3) = 0.

Entao:
(i) v3 = 0 é uma raiz simples de K.(m,v3) = 0 & (9K./0v3)(0,0) # 0 < £ é um

difeomorfismo local.
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(ii) v3 = 0 ¢ uma raiz dupla de K.(m, v3) = 0 & (OK./0v3)(0,0) = 0 ¢ (0*°K./0v3)(0,0) #

0 < (m,v) é um ponto de dobra para €. [ ]

Observacao 3.6. Em cada ponto de ICC’I(O)—Zz(F) existe um unica direcao principal
de curvatura nula para CM. Esta direcao é tangente a superficie K;(0) sobre uma

curva formada de pontos do tipo XVH(T).

Proposicao 3.7. A imagem das direcoes principais de curvatura nula no conjunto

K1(0) = SSX(T) sob € sio diregies assintdticas sobre M.

[

Demonstragao: A seguinte expressao para o vetor curvatura 7(f) é dada no capitulo
2 desta dissertacgao:
n(0) = (%(a — ¢) cos 20 + bsin 20)es + (%(e — g)cos20 + fsin20)es + H,
onde H = 1(a+ c)es + 1(e+ g)es, é 0 vetor curvatura média, também definido no
capitulo 2. Agora podemos escolher um sistema de coordenadas locais para M tal
que
a b c

0 01

a(m) =

Estéa escolha implicara que e; = (1,0,0,0) € T(;n, CM & a direcao de curvatura
nula, e dfm . (e1) = e1 € T, M. Entdo, temos que 7(0) = aes e (0n/00)(0) = 2bes,
ou seja, 7(0) e (0n/00)(0) sao paralelos. u

Seja (m,v) € K;1(0) e UxV uma vizinhanga de (m,v), como na Proposigao I1.5.5,
pagina 37, [7]. A matriz de dI'(m,v) é simétrica de ordem 3 em cada ponto (m,v)
de U x W e, portanto diagonlizavel. Os auto-valores correspondem as curvaturas
principais, seus auto-vetores as direcoes principais de curvatura e seu determinante

em cada ponto sua curvatura Gaussiana. Entao, podemos escrever:

A 00
dl(m,v) = | 0 Xy 0 | (m,v)
0 0 1
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para A\; € C®°(U x W), j € {1,2}. Dessa forma, \;j(m,v) sdo os auto-valores e
denotamos os autovetores por e;(m,v), e; € C*(U x W, Tf(U x W)). Entio, temos:

a) (m,v) € LYT') & coposto dl'(m,v) = 1. Podemos supor \j(m,v) = 0 e
Ao(m,v) # 0. Além disso, diminuindo U, se necessario, podemos assumir que Ay
nao se anula em U x W. Portanto, podemos definir X*(T"), localmente, pela equagao
A1 = 0 e a restricdo Ag(m,u) # 0.

Em todos os casos genéricos, 2! (T") define uma subvariedade de U x W de dimensao
menor igual a 2.

O conjunto X1(T"), (g, u) estard em L5 (T') ou X19(T') conforme a dire¢ao principal
de curvatura e;(g,u) estiver em T(,, X' (") ou ndo. Isto define, outra vez, uma
subvariedade L5(T') de X(T), de dimensao < 1. Podemos definir indutivamente

i—1 i—1

— — —
)ILIRERP 1’O(F) e b 1(F) como segue: um ponto (q,u) € k.. 1(1“) estd em
i—1 i—1 2
sl 1’0(F) se e1(q, u) nao é tangente a .. 1(F) e estd em N1 - 1(F), caso
contrario.
b) Um ponto (m,v) € U x W esta em X*(T") < dI'(m,v) tem coposto 2 (pontos
umbilicos). Como no caso a), podemos assumir que X*(T") ¢, localmente, dado por

A1(m,v) =0e Xy(m,v) =0.

3.2 Caraterizacao geométrica das singularidades de

funcoes altura

Temos visto que uma funcao altura f, : M — R tem uma singularidade degene-
rada em m se, somente se, v & um vetor binormal de f(M) em f(m). Nesta se¢do
caracterizaremos os tipos de singularidades que ocorrem genericamente.

Denote por 7 a se¢do normal de M tangente na diregdo assintotica 6 em f(M)
associado ao vetor binormal v, e seja x a curva formada de pontos do tipo L1 (isto

é, cuspides e caudas de andorinha de T').

Lema 3.8. Dado m € M e uma funcao altura f, : M — R, temos que:

42



Capitulo 3. Contatos de Superficies em R* com hiperplanos

(i) m é uma singularidade de dobra de f, < (m,v) € ZMO(T).

(i1) m € uma singularidade de cispide de f, < (m,v) € LHLO(T).

(i13) m é uma singularidade rabo de andorinha de f, < (m,v) € BHLLO(T),

(iv) m é um ponto umbilico de f, < (m,v) € 29(T).

Teorema 3.9. Para m € M tal que A(m) < 0: m € singularidade de dobra de f,
&y tem torcao normal nao-nula em m. Agora, se v tem torcao normal nula em m,
m € £(x) e temos que:

(i) m é uma singularidade de cispide de f, < 0 ¢ transversal a £(x).

(i) m é uma singularidade rabo de andorinha de f, < 0 ¢ tangente a £(x) com

contato de ordem 1 em m.

Demonstracao: Como antes, podemos escolher um sistema de coordenadas local tal

que f é dada em forma de Monge, e a direcao degenerada v é (0,0,0, 1). Isto &,

(R?,0)5(R",0)

(xv y) = (.I', Y, fl(ma y)7 fQ(xa y))
com

fi(z,y) = ax? + 2bxy + cy? + Myx® + 3Mya®y + - - -

foz,y) = y* + Pia® 4+ 3Py + 3Psay® + Py’ + Qua* + - - -

Entao, a curvatura Gaussiana K. é dada por:

R? x R,055R, 0

(I7 Y, U3) = ICC(I7 Y, U?)) - AO(:L‘7 y)U% + Al(l’, y)’U3 + AQ(xv y)
onde

Ao(ﬂf, ?J) = flzm(xa y)flyy(x7 y) - fli,,(xv ?/)

Al (1:7 y) = flzz (.T, y)fQZCE <x7 y) + flyy (x7 y)flzz (ﬂj, y)

_2fl:l;y (l‘, y)fQW(:L‘7y)
A2('x>y) = f2zz<x7y)f2yy(x7y> - fgzy(xvy)
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A dire¢do de curvatura nula de CM em (m,v) nessas coordenadas é o eixo X.
Entao d€;,.(e1) = e1 = 0 (Proposi¢io anterior). A se¢ao normal v pose ser parame-

trizada por

T (R’()) - (R470)
SHV(S):(S,O,CLS2—|—--- ,P133_|_...)

Logo, segue que v tem tor¢ao nao nula < P; # 0.
Vamos mostrar que P; # 0 < m é um ponto de dobra de f,.

Considere a aplicagao

h: (R2,0) = (R%0)
(ZL’, y) = (h1<x7y)7 hQ(*ru y))7

hi(r,y) = %(%Z/) = 3Pia? + 6Py + 3Py +4Q2° + - -
ha(w,y) = G2 (z,y) = 2y + 3Pyz” + 6Pswy + 3Py + - -

Observe que o sistema abaixo

hi = 3P 2% 4 6 Pyxy 4 3Psy? = 0
hy? =2y =0 '

tem apenas a solugdo trivial em C? < P, # 0. Dai temos que cod(f,,R.) = 2 &
P, # 0. Pela tabela de singularidades do capitulo 1 temos que, se m for um ponto
de dobra de f, entao cod(f,, R.) = 2. Portanto, concluimos que P; # 0 < m é um
ponto de dobra de f,.
Agora, se P, =0, (m,v) € ZY(T"). Entao

(i) m é um ponto de caspide de f, < (m,v) € ZY(T) & a dire¢ao de curvatura
nula é tangente a K !(0) e transversal a curva L510(T).

(ii) m é uma singularidade rabo de andorinha de f, < (m,v) € VHY(T) & a dire-

¢ao principal nula nao é tangente a X!(T") < a diregao principal nula é tangente a
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LLLO(T) com contato de primeira ordem.
Desde que £ : B — M_ é um difeomorfismo local, § é transversal a £(XH59(T))
em (i) e tangente a £(X559(T)), com contato de primeira ordem em (ii). ]

Observacao 3.10. (i) Genericamente, as curvas de M composta de pontos tendo
uma singularidade mais degenerada que uma dobra nao podem encontrar a curva

AY0) em um ponto rabo de andorinha.

A caracterizagao das singularidades das fungoes altura sobre a curva A~'(0) é

dada pelo teorema abaixo:

Teorema 3.11. (i) Se A(m) =0, e m nao é um ponto de inflexdo de M, entdo m

¢ uma dobra ou uma cuspide de f, e:

e m ¢ uma singularidade de dobra de f, < 0 ¢é transversal a curva A™'(0) de

pontos parabdlicos de f(M).
e m ¢ uma singularidade de cuspide de f, < 0 ¢ tangente a A71(0).

(i) m é um ponto umbilico de f, < m é um ponto de inflexao de M. Além disso,

e m é um ponto de cruzamento normal de A~1(0) < m € um ponto de inflexio

do tipo real;

e m é um ponto de inflexdo isolado de A™'(0) < m é um ponto de inflexio do

tipo imagindrio.

Demonstracao: Com a mesma escolha de coordenadas como no teorema anterior,
temos:

ICc - AO(xay)Ug + A1<I,y)1j3 + AQ(ZI;Jy)>
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onde
Ag(z,y) = —40* + 12[(cMy — 20My)x + (cMy — 2bM3)y| + -« -,

40(0,0) 0
Aq(z,y) = 12[(My + cPy, — 2bPy)x + (My + cPy — 2bP3)y| + - - -,
Ap(z,y) = 12(Pra + Pay) + [24Q1 + 36(P Ps — P7)]a

+[48Q2 + 36(P Py — Py Ps)|zy

+[24Q3 + 36( PPy — P?)]y?

+[40R;, + T2(P1Q3 + P3Q1 — 2PQ5)]a3 + - - -

Ainda, nessas coordenadas, a funcao A : M — R tem a seguinte representagao local

A (R%,0) — (R,0)
("L‘ay) = A(ZE,y) - Tl(a[AO(x7y)A2(xay) - %A%(xvyﬂ

Agora, o conjunto discriminante de K, '(0), ¢ dado por:

{(z,y)/3vs : K.(x,y,v3) =0 e (0K./Ov3)(z,y,vs) = 0}.

Temos que %{ic (xa Y, U3) = 2A0($7 y)US + Al('xa y) =0=uv3 = ;ﬁ;((jj)) (AO(()? O) # 0)

Desta forma,

—Ai(z,y)]” —A(z,y) _
Ao(z,y) [m] + Ai(z,y) [m] + Ag(r,y) =0 &
 —Af(z,y) + 4A0(z, y) As(,y)
N 4Ao(z,y) ==

Ao(z,y)As(z,y) — 1A% (z,y) = 0 & A(z,y) = 0, ou seja, a curva A = 0 & o conjunto
discriminante de K '(0). Entao:

(a) m é um ponto de dobra de f, < (0A2/0x)(0,0) = 12P; # 0 < a diregao assinto-
tica e; é transversal a curva A = 0.

(b) Em um ponto de cuspide, A,(0,0) = —4b*P; = 0, A,(0,0) = —4b*P, # 0, e assim
a direcao assintotica e; é tangente a curva A = 0. [

Como consequéncia deste teorema temos a seguinte observacao:
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Observacao 3.12. Se f é um mergulho genérico de M em R*, entdo cada uma das
componentes conezas de A71(0) pode ser de um dos sequintes tipos:

(1) curva mergulhada;

(2) curva imersa com um nimero finito de auto-inlersecgoes transversais, e

(3) ponto isolado.

Corolério 3.13. Se f ¢ um mergulho genérico de M em R*, entao A=*(0)Nk~1(0) =
0.

Corolario 3.14. Dado um mergulho genérico f de M em R* sem pontos de inflexdo,

o conjunto de pontos parabdlicos, A1 (0) é uma unido disjunta de circulos.

Corolario 3.15. Dado um mergulho generico f de M em R* sem pontos de inflexio
entao:

(1) Ho(M-) = Ho(K.(0))

(2) Ho(A7H(0)) = Ho(K;1(0)) + g(K-(0)), onde g denota o género e H; o j-ésimo

grupo de homologia com coeficientes inteiros.

Demonstracao: Como o mergulho genérico f é sem pontos de inflexdao temos pelo
Corolario 3.14 que A~1(0) ¢ uma uniao disjunta de circulos, neste caso, cada uma das
componentes conexas de K !(0) se projeta sobre uma componente conexa de M_.
Além disso, cada componente com genus g de K '(0)) d4 origem a g+ 1 componentes

de A=1(0), Tsto mostra o corolario. u

Definicao 3.16. Dizemos que T' é um hiperplano suporte local de f(M) em f(p) se

eriste uma vizinhanga V de p tal que f(V) fica de um mesmo lado de T.

Se para todo p € M, f(M) possui um hiperplano suporte local em f(p), dizemos

que M é localmente convexa.

Corolario 3.17. Seja f um mergulho genérico de M em R*. Entdo, M ¢é localmente
conveza se, e somente se, A <0 e A™Y(0) consiste de pontos de inflexao isolados de

M.
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Demonstracao: Consideremos f dada na forma de monge, (x,y) — (x,y, fi(x,y), f2(z,v)),
e seja (q1,¢q2) a 2* forma fundamental de M em p, onde ¢;, g2 sdo0 respectivamente os
2-jatos de fi, fo. Note que o 2-jato da funcao altura f, é v3q; + v4qo

Afirmamos que M nao é localmente convexa em ponto p tal que A(p) > 0. De
fato, neste caso pela Proposi¢ao 2.9 temos que o feixe [gy, ¢o] intersecta o cone D
apenas na origem. Implicando, que ndo existe forma quadratica g € [q1, ¢2] definida
positiva (ou negativa). Logo, todas as fung¢oes altura tem uma sela nao-degenerada
em p. Portanto a afirmagao é provada. Por outro lado, se A(p) < 0 temos pela
Proposicdo 2.9 que o feixe [q1, ¢z intersecta D em duas retas. Dai, temos que
existem ntmeros reais « e [ tais que ¢ = aq; + g2 esta dentro do cone D, ou seja, q é
uma forma quadratica definida positiva (ou negativa). Desta maneira a fungao altura
fo onde v = (0,0, , 5) tem um maximo (ou minimo) local em p, det H(f,)(p) # 0,
pois, note que H(f,)(p) é a matriz associada a forma quadratica ¢ = aq; + g, esta
por sua vez é definida positiva (ou negativa) e, portanto o hiperplano ortogonal a v é
um hiperplano suporte local.
Agora, se p & um ponto de inflexdo do tipo imaginario, temos que A(p) =0, k(p) > 0
e ranka(p) = 1, logo, segue da Proposigao 2.9 que o feixe [¢1, 2] é uma reta
dentro do cone D, implicando que f, tem um maximo (ou minimo) local em p, onde

v =(0,0,0,1). Assim o hiperplano ortogonal a v é um hiperplano suporte local. =

Corolario 3.18. Seja f : S? — R* um mergulho genérico convexo. Entdo, S* tem

pontos de inflexao.

Demonstragao: Suponha que f nao tem pontos de inflexao. Entao, pelo Corolario
3.15, Hy(M_) = Ho(K;'(0)). Como & M ¢ convexa, segue do Corolario 3.17 que o
conjunto A~'(0) é vazio. Entao, pela Proposi¢ao 3.5, K;1(0) é difeomorfo a duas

copias disjuntas de S?, a qual é uma contradicdo com o Corolario 3.15. ]
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