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Resumo

Neste trabalho estudamos, com detalhes, temas de pesquisa relacionados a teoria
dos operadores lineares absolutamente somantes entre espacos de Banach. Mais
precisamente, investigamos a relacao entre o conceito de cotipo e resultados de
coincidéncia na teoria de operadores absolutamente somantes.

Palavras-Chave:  Cotipo, Operadores Lineares Absolutamente Somantes,
Resultados de Coincidéncia.
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Abstract

In this work we investigate, in detail, recent research works related to the theory of
absolutely summing operators between Banach spaces. More precisely, we investigate
the connection between the concept of cotype and coincidence results in the theory of
absolutely summing operators.

Key-Words: Cotype, Absolutely Summing Linear Operators, Coincidence Results.
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Introducao

Em esséncia, a Anslise Funcional é uma rica fusio de conceitos de Algebra Linear,
Topologia e Analise com énfase nos espacos vetoriais de dimensao infinita e surgiu nas
primeiras décadas do século 20 motivada por vdrios problemas fisicos que requeriam o
uso de espagos vetoriais (mais precisamente, espagos de fungoes) de dimensao infinita.
O estudo sistemético desses espacos iniciou-se principalmente com os trabalhos de S.
Banach, M. R. Fréchet, E. Helly, D. Hilbert, F. Riesz, E. Schmidt e outros. O ponto
de partida da Anélise Funcional Moderna foi a publicacao, em 1932, do livro escrito
pelo matemético polonés S. Banach, contendo um grande apanhado de resultados sobre
espacos normados conhecidos até entao, incluindo muitos de seus préprios teoremas.
Viérias notacoes desse livro foram adotadas pela comunidade matemadtica e, em sua
homenagem, introduziu-se o termo "espago de Banach".

Desde a publicacao do livro de S. Banach, a Andlise Funcional assumiu um papel
fundamental na matemética moderna e tem-se desenvolvido de forma surpreendente.
Na década de 50 surgiu, a partir de idéias de A. Grothendieck, a teoria de operadores
absolutamente somantes mas, apenas no final da década de 60, as idéias de Grothendieck
comecgaram a ser melhor compreendidas com os trabalhos de J. Lindenstrauss, A.
Pelczynski e A. Pietsch entre outros.

Dados espagos de Banach X e Y, a questao de saber quando (ou néo) cada operador
linear continuo de X em Y é absolutamente (g, p)-somante foi assunto de diversos
trabalhos cldssicos, tais como o de Bennett [3], Carl [8], Dubinsky, Pelczynski e
Rosenthal [11], Garling [12],Kwapiefr [14], Lindenstrauss e Pelczynski [16] e muitos
outros. Neste trabalho apresentamos, com detalhes, resultados publicados por G.
Botelho, D. Pellegrino e P. Rueda em [5, 6] que respondem esta pergunta para os
espacgos vetoriais Y que nao tém cotipo finito (tais espacos sao abundantes na teoria
dos espagos de Banach). Para o caso em que o espago dominio X ¢é arbitrério, a
pergunta é respondida para certos valores de p e g (Teorema 3.1.8), incluindo o caso
p = q (Corolario 3.1.6) e, para outros valores de p e ¢, o Teorema 3.1.9 resolve a questao
quando o espa¢o X assume o infimo de seus cotipos (diversos espagos de Banach tém
esta propriedade).

Estrutura dos Tépicos Apresentados

No Capitulo 1, apresentamos o conceito de cotipo e suas propriedades bésicas.
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No Capitulo 2, apresentamos a definicao de operadores absolutamente somantes
e demonstramos os nossos resultados bdsicos que sao: a proposicao que caracteriza
operadores absolutamente somantes por desigualdade, a propriedade de ideal e o
teorema da inclusao. Para finalizar, apresentamos os resultados cldssicos da teoria.

No Capitulo 3, apresentamos os resultados principais, demonstramos resultados de
coincidéncia quando o contradominio nao tem cotipo finito e finalmente tratamos do
caso em que o contradominio pode ter cotipo finito.

O apéndice traz dois resultados utilizados ao longo do texto.

Notacao e Terminologia

Neste trabalho, faremos o uso da seguinte simbologia:

K denotard o corpo dos nimeros reais R ou o corpo dos nimeros complexos C e
0s espacos vetoriais serao sempre considerados sobre K.

A menos que se mencione algo em contrério, os espacos de Banach serao denotados
por X, Y, ZeW.

Vamos denotar por £ (X,Y) o espago vetorial formado por todos os operadores
lineares e continuos de X em Y.

O dual topolégico de um espaco de Banach X serd denotado por X' e By
representard a bola unitdria fechada em X', isto é, Bxs = {p € X'; ||¢|| < 1}.

O simbolo ||.|| representard a norma de um espago vetorial e, quando for preciso
especificar o espago X sobre o qual esta norma estd definida, escreveremos ||. || .

Denotamos por e; = (0,...,0,1,0,...,0), onde o nimero um aparece na i-ésima
entrada.

O posto de um operador linear v : X — Y é a dimensao da imagem do operador
u.

Se K for um espago topolégico de Hausdorff compacto, entao C' (K) denotard o
espaco de Banach das fungoes continuas, com a norma do sup, definidas sobre K.

Se 1 < p < o0, entdo p denota seu indice conjugado, isto é,

1 1
—+—,:1
p p

! . .
Quando p = 1 convenciona-se que p = 400 e vice-versa.



e Quando 1 < p < 00, denotaremos por [, o espago vetorial

l, = {(x])jil e K= Z |27 < OO}

J=1

e, para p = 00, temos

loo = {(x])jil € K*; sup|z;| < oo}
jeN

e Para cada n € N,denotaremos por [; o subespago de [, dado por

Iy = {(xj)]oil € K*; x; = 0 para todo j > n + 1}.

1, sexz >0
e A funcao sinal de x é denotada e definida por sgn(z) := ¢ —1, sex <0 .
0, sex=0

x1



Capitulo 1

Cotipo de um espaco de Banach

1.1 Origens do conceito de cotipo

O conceito de cotipo surgiu na década de 70, com os trabalhos de J. Hoffmann-
Jorgensen, Stanislaw Kwapien, Bernard Maurey e Gilles Pisier, e tem um papel muito
importante na relacao entre geometria e probabilidade em espagos de Banach. A relacao
entre cotipo e operadores lineares absolutamente somantes é muito forte e, atualmente,
o conceito de cotipo tem sido uma ferramenta valiosa nessa linha de pesquisa.

1.2 Definicao e propriedades basicas

Definicao 1.2.1 Seja 2 < q < 0. Dizemos que um espaco de Banach X tem cotipo q
se existir uma constante C' > 0 tal que, para qualquer escolha finita de vetores x1, x3,

ey Ty, € X, tivermos
1
n q 1 n
(,21 \|ij‘1> <o [ X
J= j=1

onde, para cada j natural, v; : [0,1] — R denota a fun¢do de Rademacher definida por

1
2 2

dt| (1.1)

7i(t) := sgn(sen2/rt).

Quando ¢ = oo substituimos o primeiro membro da desigualdade acima por
max,<, ||z;||. O infimo das constantes C' da definicdo acima é denotado por Cy(X).
E fécil ver que C,(X) ainda satisfaz (1.1).

As fungoes de Rademacher possuem a seguinte propriedade de ortogonalidade:

1 ) )
e 1, sei=
\/0 ’I“Z‘<t)7“j(t)dt—5%]—{ 0’ sez’;«éj

Para mais detalhes veja [1] ou [10].



Proposicao 1.2.2 Todo espaco de Banach X tem cotipo infinito.
Demonstracao. Dados x1,zs, ...,z, € X, escolha 7 € N com 1 < i <n tal que
ol = maxfa]]

Tomando ¢ € X' com ||¢|| = 1 e p(z;) = ||z (veja [7, Cor.1.3]), temos

max [|z;|| = ]

= Z o(x7)i
j=1

Como L,[0,1] € L1[0,1] e ||.||; < ||l ( para detalhes veja [2] ), temos

1 1
oo (1
0 0

1
2

2
dt

er(t)l’j

Z ri(t)z;

Portanto .
1 n 2 2
max ||z;|| < ri(t)x;|| dt
clol < | 132 n0s

para qualquer escolha finita de vetores x1,2s,....,2, € X. B

Sendo assim, se estamos na reta estendida, o conjunto {g; X tem cotipo ¢} é sempre
nao-vazio (pois ele contém o infinito).



Se X for um espago de Banach, seguindo a notagao introduzida no artigo classico
de Maurey e Pisier [17], escrevemos

rx := inf{q; X tem cotipo ¢}.

Note que de (1.1) é claro que se X tem cotipo ¢, entdao X tem cotipo r para qualquer
r > q pois |l.|, < | L - Sendo assim, pela propriedade de infimo, todo espaco de

Banach X tem cotipo 7x + ¢ para todo € > 0. E interessante mencionar que hé espacos
de Banach que tem cotipo rx + ¢, para todo £ > 0, mas nao tem cotipo rx.

O préximo resultado, demonstrado em [10], serd usado para mostrar a préxima
proposigao, que garante que somente o espaco X = {0} tem cotipo menor do que 2
(justificando a condigao 2 < ¢ < oo na defini¢ao de cotipo).

Teorema 1.2.3 (Desigualdade de Khinchin) Para qualquer p € R, com 0 < p <

00, existem constantes positivas Ay, B, tais que
p % o) %
0) <5, ()
j=1

1
00 2 1
2
() < (f
j=1 0
para todo ()52, € lo.

Proposicao 1.2.4 Um espago de Banach X # {0} nunca possui cotipo menor do que
2.

o0

> rit)r;

j=1

Demonstragao. De fato, tomando v € X com ||v]| = 1 e considerando o espago gerado
pelo vetor v, isto é, Xy = [v], a aplicacdo

v : Xy — K dada por \v — A

é claramente um isomorfismo isométrico. Sendo assim, todo espago de Banach X # {0}
tem um subespaco de dimensao 1 isomorfo a K (aqui estamos considerando o espago
vetorial K sobre o préprio K ).

Entao, se X tivesse cotipo ¢ < 2, todo subespaco de X também teria cotipo q e,
em particular, K teria cotipo ¢, isto é, existiria uma constante C' > 0 tal que

N
<2|:cm) <c|f
J=1 0

para quaisquer i, To,...,x, € K, n € N.
Por outro lado, pela Desigualdade de Khinchin, existe uma constante By > 0 tal

que
1
/

1
2

2
dt| |

Z ri(t)x;

1
2 2

1
dt < BQ (Z ’l’j|2> s
j=1

er(t)xj




para quaisquer n € N e x1, z9, ..., z, € K.
Consequentemente

1

<Zl|l“j|q) < CB; (Z|ﬂfj|2) 7
J= j=1

para quaisquer xi,Zs,...,z, € K, n € N e, em particular, escolhendo, para cada j

natural, z; = %, terfamos
! }
n1)* ~ 1
Z - S 082 Z 2 )
j=1J =1 J1

](1
para todo n € N, o que é um absurdo tendo em vista que ¢ < 2.
Portanto o cotipo de qualquer espago de Banach X # {0} ndo pode ser menor do
que 2. m

D=

Agora vamos apresentar outra demonstragao (sugerida pelo prof. Vinicius), bem
mais simples, da proposicao acima, usando apenas a definicao de cotipo e a propriedade
de ortogonalidade das fungoes de Rademacher.

Demonstragao. Tome z1= ... = 2, = ¢ € X, com |z|| = 1. Supondo que X tem
cotipo ¢, existe C' > 0 tal que

nh = (z uxjuq)q <

1
2 2

1 n 2 2
=C / er(t):z: dt
0 f—
e :
e / S )] el dt
j=1

[\
[N

=C /01 ifrj(t) dt

1
= CYn27

onde, na ultlma 1gua1dade amma usamos a propriedade de ortogonalidade.

Logo n < C’m, ou seja, nas < C para todo n € N, o que implica % — % < 0.

Portanto ¢ > 2. m



Capitulo 2

Operadores Absolutamente
Somantes

2.1 Definicao e resultados béasicos da teoria

Definicao 2.1.1 Sejam X um espag¢o de Banach e 1 < p < oo. Dizemos que uma
sequéncia (xj);il em X é fortemente p-somdvel se a sequéncia de escalares (H;L']H);'O:1
estiver em .

Denotamos por [, (X) o espago vetorial de todas as sequéncias em X que sao
fortemente p-somaveis.
Em [, (X), com 1 <p < oo, definimos a norma

|@oz| = (i ijup> E

e, em [, (X), definimos a norma
||| = supllasl.
o JEN

O espago vetorial
() = {(2)52, € X5 (sl €1y}
com a norma ||.|| ,» definida acima, ¢ um espago de Banach.
Definicao 2.1.2 Sejam X um espag¢o de Banach e 1 < p < oo. Dizemos que uma

A . o0 z < A . oo
sequéncia (x;);_, em X € fracamente p-somdvel se a sequéncia de escalares (p(x;));2,
estiver em l, para todo ¢ € X'.

Denotamos por [ (X) o espago vetorial de todas as sequéncias em X que sdo
fracamente p-somédveis.



Em [ (X), com 1 < p < 0o, definimos a norma

= sup (Zw ;) )

|~

H (ﬂﬁj);'il

pEBx/

e, em [“ (X), definimos a norma

H (xj);L

— s swple(o)]

O espago vetorial

V(X)) = {(wj)?i e XN (p(2;))32, € 1y, para todo ¢ € X’}

P j=1

com a norma ||.||,,, , definida acima, ¢ um espago de Banach.
O préximo resultado mostra que a funcao |||, ,, estd bem definida, ou seja, que o
supremo que a define é finito.

Proposicao 2.1.3 A fungdo |.[,,, 1, (X) — [0,00) dada por

- ap (Sier)

b,w (peBxl

1=

(75)72; H(%‘);;

estd bem definida.
Demonstracao. De fato, para cada (z;)72, € [, (X), defina a funcéo

T:X —1,
T (p) = (¢ (7)),

Claramente 7" estd bem definida e é linear. Vamos mostrar que 7" tem o gréfico fechado.
Seja (¢n).—, uma sequéncia em X' tal que

QOn—>Q0€X/ e T((pn)—>yelp,
Entao temos
(¢ (37]»;0:1 =T (pn) —y= (yk)zozl quando n — 00,

e, consequentemente
¢n (r;) — y; quando n — oo, (2.1)

para todo 5 € N.
Por outro lado, de p,, — ¢, obtemos

©n (x5) — ¢ (z;) quando n — oo, (2.2)

6



para todo 5 € N.

Logo, de (2.1), (2.2) e da unicidade de limite, concluimos que ¢ (z;) = y; para todo
J € N, mostrando que T (¢) = y. Portanto o operador T" tem o gréfico fechado e, pelo
Teorema do Gréfico Fechado, segue que T' é limitado, isto &,

sup <Z|¢(l’j)lp>p = sup [T ()], < oo.

pEBx/ j=1 pEBx/

Observacao 2.1.4 Para 1 < p < oo, temos I, (X) C IV (X) pois

H(fﬁj)jﬁl

~ sup (2 |so<xj>|p>p

b,w QOGBX/ ]:

-

o) P
< s [l (zw)
pEBx/ j=1
— . 0
(‘T])jzl »

Quando p = 00, temos I (X) = 1% (X)) pois

||| =sup !
o JEN

= sup [ sup \¢(xj)|]

JEN |p€eBy

= sup [sup !@(%’)\]

pEBx LjeEN

(2 );;

00,w

Definigao 2.1.5 Sejam X,Y espacos de Banach, 1 < p,g < oo eu : X — Y
um operador linear continuo. Dizemos que u é absolutamente (q,p)-somante (ou
simplesmente (q, p)-somante) se

(xj);i1 €ly(X) = (u<xy))]oi1 € l,(Y),

ou, em outras palavras, se o operador linear

@ 1)(X) — 1y(Y) dado por ()72, — (u(x;))2 (2.3)

J=1

estiver bem definido.



Denotamos por I, (X,Y) o espaco vetorial formado por todos os operadores
lineares continuos de X em Y que s@o (g, p)-somantes. Quando p = ¢, dizemos que
o operador u é absolutamente p-somante (ou simplesmente p-somante) e denotamos
por I, (X,Y') o espago vetorial formado por estes operadores.

7

Observagao 2.1.6 O caso q < p, na definicao acima, nao é interessante pois, messe
caso, o tnico operador linear continuo u : X — Y tal que (u(z;))32, € l,(Y), sempre
que (7;);2, € l;(X), € o operador identicamente nulo (veja Proposicio 2.1.8 abaizo)

Proposicao 2.1.7 Sejam X,Y dois espagos de Banach, 1 <p<g<ooeu: X —Y
um operador linear continuo. Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) u é absolutamente (q, p)-somante;

(i1) Existe C > 0 tal que

(Z ||u<x])“q> q < C sup <Z |(,0(xj)|p> ’

3=

QDEBX/

para quaisquer xi,Ta,...,T, € X en € N;
(iii) Existe C > 0 tal que

(Zuu@jnw)q <C sw (Z

o0 w
sempre que ()52, € 1;'(X).
Neste caso, G é continua e ||0|| coincide com o infimo das constantes que satisfazem
as desigualdades acima.

(2.4)

<
o

S

8

.

S
N~

S I

Demonstragao. (i)=-(ii) Basta provar que a aplicacao @, definida em (2.3) é continua.
Vamos mostrar que 4 tem gréafico fechado. De fato, seja (x(”))zozl uma sequéncia em

w n) __ (n) o
[(X), onde " = (xj )j:1 , tal que
e = (z5)72, em [J(X)

e que
(™) — y = ()2, em [,(Y)

Entao, dado € > 0 existe NV € N tal que

n>N=— ’ xg-n) —zj|| = sup ga(xgn) )
‘PEBX’
1
o0 . P P
< s (St - ) = el <
(pEBX/ j=1



para todo 5 € N.
Logo, para todo 7 € N, temos que

(n) . d
Ij — T; quando n — o0,

e, como u é continua, segue que

"y — u(z;) quando n —» oo, (2.5)

para todo 57 € N.
Por outro lado, como (z™) — y = (y;)32; em [,(Y), existe N; € N tal que

n

n> N, — Hu(x§ — Y,

mostrando que
u(x§”)) — y; quando n — 00, (2.6)

para todo 5 € N.
De (2.5) e (2.6) temos que u(x;) =y, para todo j € N. Consequentemente

() = (ulr;))iZy = (¥;)521 = v,
0 que prova que ¢ tem o grafico fechado e, pelo Teorema do Grafico Fechado, segue que

1 é continua.
Sendo assim, para toda sequéncia finita (SB]) _, em X, temos

(2.7)

(Z [ (SCJ')HQ> - H(u(xj));zl
= lla (@)l

< Nl | (w)py

- Jal sup (zm ) |

X/

o que prova (ii).



ii)=-(iii) Seja (x,;)2, € [¥(X). Entao, usando a Proposicao 4.0.18, temos
7/5=1 p

(Z Hu@j),\q)“ = (Z \|u<xj>u‘I> q

< C'sup | sup <Z|s0(wj)|p>
j=1

neN c,pEBX/

= C sup sup(Z\goxj >

QDGB ;| neN

S

= C sup <Z|¢<xj>|p> ,

@EBX/

o que prova (iii).

A implicagao (iii)=(i) ¢ 6bvia.

Note que se denotarmos por m,,(u) o infimo das constantes que satisfazem (2.4)
entdo, por (2.7), é imediato que m,,(u) < |[u||. Por outro lado, se C' > 0 é uma
constante que satisfaz (2.4), entao

ol = sup o la((25)32)]],
||($]).;*;1‘ p,w
1
0 q
S T
@52l <1 \j=1
1
00 I3
< w0 (Sietor)
@il <t #<Px \j=1
B
ozl
=C
mostrando que ||@| < m,,(u). Portanto, ||| = m,,(u) é o infimo das constantes que

satisfazem (2.4). Note que, pela desigualdade (2.7), o infimo ||@|| ¢ atingido. m

O espago vetorial I1,,(X,Y’) torna-se um espaco de Banach quando consideramos a
norma 7, : I, ,(X,Y) — [0, 00) dada por

mup() =[] = sup{))<u<xj>>;;Hq (@) € Bw} .
A seguinte proposicao justifica a Observagao 2.1.6 feita acima.

10



Proposicao 2.1.8 Sejam X,Y espacos de Banach e q < p. Se o operador linear
continuo u : X —'Y for (q,p)-somante, entio u é o operador identicamente nulo.

Demonstracao. Suponhamos que exista um operador linear continuo u nao
identicamente nulo que seja (g, p)-somante. Claramente podemos supor que X # {0} .
Sendo ¢ < p, existe 7 € R com ¢ < r < p, isto é, = < = < . Entao a sequéncia de

escalares ()\j);)i17 com \j = ji%, é tal que ()\j)jil € lp\lq p01s

ZIAIP Z < o0,
1]T
jéque§>§:1,e
oo o0 1
Z|)‘j|q: 7 = X
i=1 j=17"
jéqueg<§:1.

Para todo = € X, temos (A\;z)72, € I, (X). De fato, como ()72, € [, segue que
o) : :
(Z |90(>\j13)\p> <Z el 1Azl >
i=1 =1
= [lel Iz (Z |>\j|p>
j=1

< 00,

para todo ¢ € X'.
Entao, pela proposicao anterior, existe uma constante C' > 0 tal que

(Zuuwmuq)q <C sup (Zwﬂ:)\ﬁ)p

para todo n € N.
Ou, equivalentemente,

Ju @)l (Zw)q <C s [p () (Zw)p

J=1 J=1

= C|lz]] <Z W|”>
j=1

11



Logo

B =

sup [lu (2)] (Zw)q < sup C ] (Zw) ,

[[=f|<1 =<1

j=1 j=1
ou seja,
1 1
n q n V4
Jul (zw) <o (zw) ,
j=1 J=1

para todo n € N e, fazendo n — 00, chegamos & contradicao ()\j)jozl €l, =

Observacao 2.1.9 Tendo em vista a Proposi¢cao 2.1.8, o estudo do espago 11, ,(X,Y)
serd feito apenas para o caso em que p < q.

Observagao 2.1.10 Para cada u € 1I,,(X,Y), temos ||u|| < m,,(u). De fato, pela
Proposicao 2.1.7, para cada v € X temos

[u ()] < 7qp(u) sup o (2)] = mgp(w) [|l2]]

(pEBX/
e o resultado seque.

Observacao 2.1.11 Nao ¢ dificil provar que (k)" ~ (kK')", onde cada ¢ € (k") ¢ da
Jorma o = (91, n)» com 5 € K,y € 9 (21, ) = 1 (21) + - + o (20) para todo
(1, ..., ) €K™ (0 simbolo ~ denota isomorfismo).

A préxima proposigao mostra que [¥ (k") ~ [I¥ (k)]" e que I, (k") ~ [l, (k)]" para
todo n € N.

Proposigao 2.1.12 As aplicagoes

n

@y [IY (k)" — 17 (k")
dada por
M\ @\ _ (.. m\ >
o, <(x] )7 e (5 )) = (o, a)”
e
Dy : Iy (k)" — g (k)
dada por

sa0 isomorfismos.

12



Demonstracao. A funcao ®; estd bem definida. De fato, seja

((x;n); - (Igm);) e [ 1)]".

Dado ¢ € (k") temos ¢ = (1, ..., on) com @; € k' (veja Observacao 2.1.11 logo acima
). Assim

(St

mostrando que

1\ @\ \ _ (.0 (n)\> w (LN
o ()7 ()7 ) = (o) et ),

E 6bvio que ®; ¢é linear. Agora s6 falta mostrarmos que ®; ¢ bijetiva.
Temos

m\* M\ ) _ m\* m\>
() () ) = () (7))
(

e segue a injetividade de ®;.
Para mostrar a sobrejetividade, seja

(;c(.”, x;@)‘” € 1" (k) (2.8)

J i1
e considere, para cada i = 1,...,n, um funcional p; € k’. Sendo assim, temos

©=1(0,...,0,¢;0,...,0) € (k") (2.9)

)

e de (2.8) e (2.9) é imediato que

1
(zm <x;i>\Q) - (Z!w(x;”,...,xﬁ”))
P j=1

< Q.

Qe

13



Como os funcionais ¢; € k' foram escolhidos arbitrariamente, concluimos que

(<x§1)): . (x;M)]f‘:) e [ (k)]"

e, além disso, temos

@\~ @\ \ _ (. (n)\ >
o, ((xj )" (i )H) = ()

mostrando que ®; é sobrejetiva.
Logo ®; é uma bijecao linear e, portanto, um isomorfismo.
O caso da funcao ®, é mais simples. De fato, como

B

q>;+...+ (g(@’“ q)

(S

segue facilmente que ®5 estd bem definida e como
1 1
g\ ¢ 00 " q\ ¢
) < (Sl )
j=1

b
) (i”(“”f)xgn>> q>q

para todo ¢ = 1,...,n, a fungao ®, também é sobrejetiva. A injetividade e a linearidade
de ®, sao ébvias. m

Q=

20

Proposicao 2.1.13 Sejal < g < 0o. Se X for um espago de Banach com dim X < oo,
entao

I (X) =1, (X).

q

Demonstracao. Tendo em vista a Observacao 2.1.4 basta mostrarmos a inclusao
I (X) Cly(X).
Primeiramente, mostraremos que

¥ (k) C 1, (k). (2.10)

q
De fato, dado (x;);2, € Iy’ (k) temos

1

q

(Z \@(%’)\q> <o,

14



para toda ¢ € k/. Em particular, tomando ¢ (z) = x na desigualdade acima, obtemos
(7;);2; € ly (k) , provando (2.10).
Sendo dim X < oo, temos X = k™ para algum n € N. Assim, pela Proposicao 2.1.12,

obtemos
1 (X) 2 12 () [ ()" E [l (R)]" A L (K7) & 1 (X)

q
|

O seguinte resultado serd 1til na demonstracao do Teorema 3.1.5.

Proposicao 2.1.14 Sejam X eY espagos de Banach el <p < q < co. Sedim X < oo
ou dimY < oo, entao
II,,(X,Y)=L(X,Y).

Demonstracao. Primeiramente, mostraremos que £(X,Y) =11, ,(X,Y) e, para isso,
suponhamos que v € L(X,Y).

Se dim X < oo, entdo [}(X) = l,(X). Logo, se ()32, € Ij(X), temos (v;)%2, €
l4(X) e, como u é continuo, temos

1
q

(Z mew)q < Jul (Z H%H") < oo,

mostrando que (u(7;))52; € ly(Y).
Suponha agora que dimY" < oco. Se (7;)52, € [;’(X), temos, para toda ¢ € X',

q

(Z |go<:cj>|‘I> <o

e, consequentemente, para cada ¢ € Y’, temos

1

q

1
[e o] q o0
(Z | (u (fﬁj))\q> = (Z [(pou) (ﬂcj)!q) <0
j=1 j=1
ja que p ou € X'. Entdo, mostramos que

(u(z;))520 € If(Y) = [,(Y).

Logo u leva sequéncias fracamente g-soméveis em sequéncias fortemente g-somaéveis,
isto &, u €I, ,(X,Y).
Portanto
L(X,)Y)=1,,X,Y). (2.11)
Por outro lado, suponhamos que u € II, (X, Y’). Como p < ¢, temos [;) (X) C [ (X) .
Sendo assim, dado ()72, € I (X), temos (7;)>2; € I (X) e, como u ¢ absolutamente
(¢, ¢)-somante, segue que (u(x;));2; € l; (V). Entao u € I, ,(X,Y).

15



Logo
I,,(X,Y) CII, ,(X,Y) (2.12)

e, de (2.11) e (2.12), obtemos o resultado. m

Proposicao 2.1.15 (Propriedade de Ideal) Sejam X,Y,W e Z espagos de Banach
el <p<qg<oo Seu:X — Y é absolutamente (q,p)-somante, v € LW, X) e
we LY, Z), entao wouov: W — Z é absolutamente (q, p)-somante e

gp(w o wov) < lwlmyp(u) o] -

Demonstracao. Basta observar as desigualdades

(Zuwouokuq)q < Jlw] (Z Hu(v(acmuq)

< ol map () || ()

< Jfwll ) ol || ()|

q

p’w

e a demonstragao estd concluida. m

2.2 O Teorema de Inclusao

O préximo resultado mostra que os espagos vetoriais I, ,(X,Y’) tem tamanhos variados,
de acordo com os parametros p e q.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Inclusao) Sejam X, Y espagos de Banach e 1 < p; <
qj <00 (j=1,2) tais que pr <2, g1 < g2 €

1 1 1 1

< =

Poo@ T P2 @

Entao
HQI;IH (X’ Y) g Hl]?.,p2 (X’ Y)

e, para cada v € 11, ,, (X,Y), temos
Tgape (1) < Mgy py (0) -
Demonstracao. Se py =ps =peuell, ,(X,Y), entdo

(7)72, € L(X) = (u(z)));2,

€ 1y (Y) C 1y (Y)

mostrando que v € II,, , (X,Y), e o caso p; = ps fica resolvido.

16



Se p; < po, entao
1 1 1 1
0< ———< ———

P1 P2 @1 Q2
e consequentemente q; < gs.
Se definirmos ) )

1 1
- = e —
p pP1 D2 9 4@ Q2
obtemos 1 < g < p < 0.
Sejam v € I1, ,, (X,Y), neNeuxy,zo,..,2, € X.

Escrevendo \; := ||u (:IUJ)H%2 , com 1 < j <n, obtemos a seguinte identidade:

q1

s Oyg) 1 = e (e ()1 % )

9241
= [|u

z)ll e flu ()

(
= Jlu ()| 5
()]

”(h

= [lu (z;)

Como u é (q1, p1)-somante, temos
n ;; n
(Steten) = (St
j=1 j=1
1

< 7TQ17P1(U) sup <Z|90()‘jmj)’pl>

q1

€B_/

X
1
n P1
= Tqy,p (W) SUP <Z)‘§l |90(xj>’p1> .
<p€BX/ j=1
Como p > p; e ps > p; com
1 1
Ttm=h
p1 p1

17



usando a Desigualdade de Holder e o fato de que .||, < .|, (pois ¢ < p), obtemos

1 1

q1 r1
(z usy) rm) < o 0) s (zw (e, |m>

n o n P p1
<) s |(320) (S )
veB | =1 j=1
1 1
n D n P2
= Tqy,p1 () Z)‘?> sup (ZW(IJM”)
j=1 wEBX/ j=1
1 1
n q n P2
< gy () ZA?) sup (Z\gp(%)]’”)
j=1 veBy \j=1
1 1
q n P2
i) (S s (St
(,OEBX/ =1
Logo
1 _1 1
n q1 q P2
(Steen)” <) (Zw ")
=1 <p B ’
ou seja,

1
(Z Ju e r%) <) sup (Z otz \m) ,
mostrando que u € I, ., (X,Y) e que 7y, ,, (1) < 7y (w). W
Corolario 2.2.2 Se 1 <p < g < o0, entao
I, (X,Y) CII, (X,Y)

para quaisquer espacos de Banach X e Y.

2.3 Resultados classicos da teoria

A seguir, listamos alguns resultados centrais da teoria de operadores absolutamente
somantes: o Teorema da Dominacao de Pietsch, a Desigualdade e o Teorema de

Grothendieck e uma versao do Teorema de Dvoretzky-Rogers (para mais detalhes veja
[1] ou [10]).
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Teorema 2.3.1 (Teorema da Dominagao de Pietsch) Sejam 1 < p < o0 e u :
X — Y um operador linear continuo entre espacos de Banach. Entdao u é absolutamente
p-somante se, e somente se, existem uma constante C'° > 0 e uma medida de
probabilidade p sobre a sigma-dlgebra de Borel de Bx:, com a topologia fraca estrela,

tats que
Jua)l < (/
B

Teorema 2.3.2 (Desigualdade de Grothendieck) FEziste uma constante Kg > 0
tal que, para todo espago de Hilbert H, todo n € N, toda matriz (a; ;) e quaisquer
X1y ey Tjy Y1y ey Yo €M By, vale

p

()" dp (w))

X/

para todo x € X.
nrn

n

Z i j (Ti, Yj)

3,7=1

n

> aisit;

1,7=1

< KGsup{

Teorema 2.3.3 (Teorema de Grothendieck) Todo operador linear continuo u :
l1 — Iy é absolutamente 1-somante.

Resultados similares ao Teorema de Grothendieck (do tipo todo operador linear de
um certo espago de Banach X num certo espago de Banach Y é absolutamente (g, p)-
somante, para certos p e q) sdo chamados de resultados de coincidéncia. O préximo
resultado, devido a Dvoretzky e Rogers, mostra situagoes em que nao ocorrem resultados
de coincidéncia:

Teorema 2.3.4 (Teorema de Dvoretzky-Rogers) Sejam 1 < p < g < co. Se

1 1 _ 1

p q 2
entdao todo espago de Banach X de dimensao infinita contém uma sequéncia fracamente
p-somavel que nao é fortemente q-somdvel, em outras palavras, idx néao é (q,p)-
somante.

Nao é dificil mostrar que se X tem cotipo ¢ < oo, entao o operador identidade
de X é (g, 1)-somante. Esse resultado serd provado adiante. O seguinte importante
(e profundo) teorema, devido a Michel Talagrand, mostra que se g > 2, a reciproca é
valida.

Teorema 2.3.5 (Talagrand) Seja X um espaco de Banach. Se ¢ > 2 e idx € (q,1)-
somante entao X tem cotipo q.
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Os préximos resultados mostram como o cotipo se relaciona bem com resultados de
coincidéncia:

Teorema 2.3.6 (Dubinsky - Pelczynski - Rosenthal - Maurey)
Seja Y um espaco de Banach com cotipo q, onde 2 < q < oo, e K um espaco de
Hausdorff compacto.
(a) Se q =2, entao
L(C(K),Y) =Th (C (K),Y)

(b) Se 2 < q < o0, entdo

para todop < q e q<r < 00.

Teorema 2.3.7 (Maurey) Sejam X eY espagos de Banach.
(a) Se X tem cotipo 2, entao

H2 <X7Y) = Hl (X7Y>
(b) Se X tem cotipo 2 < q < oo, entdo
I (X,Y) =1L (X,Y)

para todo 1 < r < (.
(c) Se X eY tém cotipo 2, entdo

I, (X,Y) =1L (X,Y)

para todo 1 < r < oo.
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Capitulo 3

Cotipo e operadores absolutamente
somantes: resultados recentes

Neste capitulo veremos resultados recentes envolvendo cotipo e operadores lineares
absolutamente somantes. Nos proximos teoremas veremos a grande importancia do
conceito de cotipo na teoria dos operadores absolutamente somantes, pois sao esses os
resultados que nos dirdo quando ou ndo, sob certas condigdes, os espacos II,, (X,Y) e
L(X,Y) coincidem. Lembramos que resultados deste tipo (como por exemplo o Teorema
de Grothendieck) e investigagoes sobre para quais valores de p, ¢ e condigoes sobre os
espacos X, Y ocorrem igualdades do tipo IL, (X;Y) = II, (X;Y) sdo chamados de
Resultados de Coincidéncia.

3.1 Caso em que o contradominio nao tem cotipo
finito

Os resultados principais desta secao sao devidos a Botelho e Pellegrino, e aparecem em
[5].

Definicao 3.1.1 Sejam X e Y espacos de Banach de dimensao infinita. Dizemos que
X ¢ finitamente representdvel em Y se dados qualquer subespaco de dimensao finita
E C X ee >0, existirem um subespaco F' CY com dim F' = dim E e um isomorfismo
T:FE — F tal que

1T [|[T7"] < 1+e.

Exemplo 3.1.2 [, ¢ finitamente representdvel em qualquer espaco de Banach de
dimensao infinita (Teorema de Dvoretzky [1, pag 284]).

Exemplo 3.1.3 [, é finitamente representdvel em qualquer espago de Banach sem
cotipo finito [1, Theorem 11.1.14 (i1)].
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Lema 3.1.4 Sejam X, Y e Z espagos de Banach com Z C X. Sewu € 1I,,(Z,Y),
vell,,(X,Y) ev estende u, entdo

Tgp (U) < Tgp (V)

Demonstragao. Para todo (z;)2; € I} (Z), temos

= Su xX;
= 0 (Stetar)

B =

H (xj);‘il

I
©
wn
S E
o]
<
™ i
R
6
]
o
=
\_/
3=

\_/
hSA

<o (S
1

”L/JEBX/

ol (U=
(onde ¢ denota uma extensao de ¢ ao espago X ) e
1
= sup o (x;
lw @pEBx/ <g | ] )
= sup (Z o |z (xj)\p>

(p‘zEBZ/

< sup (ZW) ;) >

H (%‘);0:1

B =

EBZ/

- H )iz 1w (Z)

(onde ¢ |z denota a restri¢ao de ¢ ao espago 7).
Entao, mostramos que

[CH

l;)”(Z) = H(xj)jil 1w (X) para todo (aj‘j)] L c [ (Z) (31)
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Portanto

A

map (u) = [12]

B T

1 lg(Y)

H(Ij)?iluzg(z)S

- s (X ||u<:vj>||‘I>

|’($J');.;1Hzg(2)§1

= sup ZHU(%’)HQ>

H(%')}’il||lg(z>§1 J=1

1
(3.1) e a
. (z uvm)uq)
j=1

||(IJ')JD'.;1 “zg(X)Sl

Q=

= ||o]]
= Tg,p (v).
n

No que segue p, g e r sao nimeros reais com 1 < p < g< +ooel <r < 4o0.

Teorema 3.1.5 (Botelho - Pellegrino) Sejam X e Y espacos de Banach de
dimensao infinita com'Y sem cotipo finito e suponha que [, é finitamente representdvel
em X. Entdo, se 1 < g <r oup >r', existe um operador linear continuo de X em Y
que nao é (q, p)-somante.

Demonstragao. Vamos assumir inicialmente que r < oo.

Primeiro caso. Suponha 1 < g < r.

Como, para cada n, (lf)/ ¢ isometricamente isomorfo a [}, com % + 7% = 1, entao
para cada ¢ € (I)', existe (v;)}_; € [}’ tal que

oY) =D vy
j=1

para todo y = (y;)j=, € I}".
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Assim,

(& " u
- = sup g
Je #EBapy =1

I=Hl

)
]q

1
= sup Y — |ole;)]
$EBaupy =1 J°

e segue que

n
6 .
sup ||| = < 00,
neN jE

7=l

pois g < 7.
Como p > 1, temos 1Y (I}') C 17 (I') e H‘ng(l;l) < ||'||l§“(l:}) , para todo n € N,
Consequentemente
€; €,
sup (—f) < sup (—{) < 0. (3.3)
neN VE neN K

=Ml ) 7=Hlgap

Para todo inteiro positivo n, seja

Up 2 L — 12

o operador inclusao.
Pela Proposicao 2.1.14 é imediato que u,, € I, (I",1%)) para todo n € N. Assim, de
(3.2), como veremos, segue que

sup my,p (u,) = 0o. (3.4)
neN
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Com efeito, pela caracterizacao de operadores absolutamente somantes por
desigualdades (Proposic¢ao 2.1.7) , temos

(1) - (5]

1
=1 ||J¢

“ e
_ J
= Un | 71
j=1 J1

_Q
Q[

n
< Ty (Un) e_j1>
I = gy
e, tomando o supremo em n, obtemos
n
oo < supmy, (uy,) .sup <6—31) . (3.5)
neN neN Y

-
J=H (i)

Assim, (3.4) segue de (3.3) e (3.5).
A seguir mostraremos que estimativas similares podem ser obtidas no caso p > r'.
A demonstracao do teorema, para os dois casos simultaneamente, serd retomada logo

depois.
Segundo caso. Suponha agora que p > 7.
Para todo inteiro positivo n, continuamos denotando a inclusao de [’ em [’ por

Uy 2 I — 10

Como p > r', temos 1% (I') C 1Y (I7) e H.||l$(m) < “'Hl;",(l?) , para todo n € N,
Entao, lembrando que (I")" é isometricamente isomorfo a I”,, temos

L

— (er ‘) ) (3.6)

l:/} (ln QDEB(ln)/

H (ej)?:l



Com efeito, pela caracterizacao de operadores absolutamente
desigualdades, temos

1
1 i a
na = Zl)
j=1
n
_ 14
_ zuejulgo)
j=1
n
= Zl|un(€j)||?go>
j=1

(ej);l:l

1
q

1
q

< Tgp (tn) L (in)
p \lr

e, tomando o supremo em n, de (3.6) e (3.7), obtemos

<supmyy, (uy) -
l;;”(l?) neN

00 < sup g, (Un) .Sup ” (€5)j—y
neN neN

Além disso, é claro que, para todo n natural, temos

[un]| = 1.

somantes

por

(3.7)

Assim, dos dois casos considerados, acabamos de mostrar que se 1 < ¢ < r ou p > r/,

entao

sup My, (un) =00 e |lu,l = 1.
neN

Agora retomemos a demonstracao do teorema, considerando os dois

simultaneamente.

casos

Como Y nao tem cotipo finito, pelo Teorema de Maurey-Pisier [1, Theorem 11.1.14
(ii)], I € finitamente representavel em Y. Além disso, temos, por hipétese, que [, é
finitamente representdvel em X. Entao, para todo n € N, existem um subespaco, de
dimensao n, Y, de Y, um subespaco, de dimensao n, X,, de X e isomorfismos T e R,

com )
rLy, S
€
B,
tais que

171 = [1R]l = 1,
|77 <2e [[R7" <2
Agora considere a composi¢ao

R Rl pu T 71
=X, == =Y, —I..
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Usando a Propriedade de Ideal (Proposigao 2.1.15), obtemos

Tap (Un) = Tgp (un oR o R)
< Tgp (un © R_l) | R
= Typ (un o R_l)

e segue que

Além disso,
oo 2 < Bl 1) <2

Assim, o operador
u, o R7M: X, — 1"
é tal que
sup g (un o R_l) =0
neN

sup ||un o R_lH < 00.
neN

(3.9)

(3.10)

Usando, em esséncia, o Teorema de Philips (veja Apéndice), garantimos que o operador
linear continuo u, o R~ : X,, — [ possui uma extensao continua v, : X — [ tal que

lonll = [[un o B[

Note que, pela Proposi¢ao 2.1.14, temos v,, € I1,, (X, %) para todo n € N e, pelo Lema

3.1.4, obtemos
g (Un 0 R7Y) < gy (Un),

para todo n € N.
Sendo assim, usando (3.9), ¢ imediato que

sup myp (vp) = 00
neN

e, por outro lado, de (3.10), temos

sup ||v,|| < oo.
neN

Considerando agora o novo operador T owv,, : X — Y,, e usando a Propriedade de Ideal

(Proposicao 2.1.15), obtemos

Tap (Vn) = Tgp (T_l oTo U”)
< HT_lH Tgp (T 0vy)
<27y, (T owy,).
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Logo

00 = sup My, (v,) < 2supmy, (T owy,),
neN neN

mostrando que

sup myp (T 0vy,) = 00.
neN

Sendo assim, concluimos que o operador T'ov,, : X — Y,, é tal que

sup g, (T ovy,) = 00
neN

sup ||T o vy, < 0.
neN

Fazendo a composi¢ao de T'ov,, com o operador inclusao i : Y,, — Y obtemos o operador

1oTov,: X =Y,

que desempenhard um papel central para a conclusao da demonstracao do teorema.
Note que, pela Proposigao 2.1.14, o operador i o T" o v,, também ¢é absolutamente (g, p)-
somante ja que sua imagem é o espago de dimensao finita Y,,.

Como
<Z lioT ovy(; ”q) (Z 1T 0 vy (; ||q> )

segue facilmente, da proposicao que caracteriza operadores absolutamente somantes por
desigualdades, que (veja raciocinio similar em [10, Theorem 2.5])

Tgp (T ov,) =7y, (10T 0wy,).

Consequentemente
sup gy, (10T ov,) = 00 (3.11)
neN
e, além disso,temos
sup |[i o T o v, || < 0. (3.12)
neN

O operador identidade
id: 11, (X,Y) — L(X;Y)

é continuo pois ||u|| < 7y, (u) para todo u € II, , (X,Y) (veja a Observacao 2.1.10).
Logo, se fosse
(X, Y) = L(X,Y),

entao o operador identidade id seria bijetivo e, pelo Teorema da Aplicagdo Aberta (para
o0 caso em que r < 00), id~! seria continuo, isto ¢, existiria uma constante C' > 0 tal
que

Tg.p (u) < Clull,
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para todo u € II,,, (X,Y) e, como ioT ov, € II,, (X,Y), terfamos, para todo n € N,
Tgp (10T ov,) <CllioT ow,,
contradizendo (3.11) e (3.12). Logo, concluimos que
II,,(X,Y) # L(X,Y).
O caso em que r = oo é simples. Para cada n € N considere o operador inclusao
Uy o — 1.

Note que

w(in) = SU_p ”(61')?:1“11” In)

= sup ZW’ &)

”‘PH([" 1= 1

Z|90€J|—1

||(10H(L0)/ 1] 1

sup || ()

e, por outro lado,
sup |[(€;)j-al;, oy y = o0

Logo
sup myp (u,) = 00 €
n
||un|| = 1 para todo n.
Assim, procedendo como nos casos anteriores, chegamos a conclusao desejada. =
Coroldrio 3.1.6 Sejam X e Y espacos de Banach de dimensao infinita com Y sem

cotipo finito e p > 1. Entao existe um operador linear continuo de X em 'Y que nao é
p-somante.

Demonstragao. Pelo Teorema de Maurey e Pisier [1, Theorem 11.3.14], temos que [,
¢ finitamente representavel em X. Como ry > 2, temos

1<p<rx ou p>rk.

De fato, se p > rx > 2, entao

<
>

VAN
DN | —
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e, usando a equagao

obtemos

1 1

st+t—7—21

2 ry
donde segue que 7y < 2 < ry < p, mostrando que p > r. Sendo assim, o teorema
anterior nos garante a existéncia de um operador linear continuo de X em Y que nao
¢ p-somante. H

O préximo lema serd importante para a demonstragao do Teorema 3.1.8.

Lema 3.1.7 Sejam X e Y espacos de Banach. Entdo
(i) Para qualquer n natural e qualquer escolha finita de vetores xq,xs,...,x, € X, a
sequinte desigualdade é valida:

sup
0<t<1

> i)z

=

(ii) Se X tem cotipo q, entdo o operador identidade de X é (q,1)-somante;
(iii) Se o operador identidade de X for (q,1)-somante, entdo

I, (X,Y)=L(X,Y).

Demonstragao. (i) Sejam n € N e xy, 2o, ...,z, € X. Por [7,Corl.4] (Hahn-Banach),
temos

n

> i)z

=1

= sup <P<i7’j(t)%‘>

e, consequentemente,
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(ii) Por hipétese, existe uma constante C' > 0 tal que

) : 1
(znxjnq) <c /
j=1 0

para qualquer escolha finita de vetores xq, xs,....,x, € X .

Entao
1
n q 1
(zua:juq> <c|]
J=1 0

1
<C / sup
0 0<t<1

1
2 2

at|

n

> i)

Jj=1

N|=

2

dt

Z ri(t)x;

N

2
dt

n

> i),

j=1

mostrando que o operador identidade de X é (g, 1)-somante.
(iii) Seja u € L (X,Y). Por hipétese, existe uma constante C' > 0 tal que

1
n q n
> llagll” ) < C osup Y el
7=1 QOEBX/ j=1

para quaisquer i, Ts,...,T, € X en € N.
Sendo assim,

1 1

(z ||u<xj>||q)q < (z Jull ||xj||q>q
= Jul (z ijuq)q

< lul € sup Y f(a)]

veEBy =1
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mostrando que u € II,; (X,Y), conforme Proposicao 2.1.7. Logo L(X,Y) C
II,1 (X,Y), e o resultado segue. Esse resultado nada mais é do que uma consequéncia
direta da propriedade de ideal (Proposi¢ao 2.1.15). m

Os proximos teoremas resolvem a seguinte questao quase completamente:

Para quais valores de p e ¢ temos a coincidéncia

II,,(X,)Y)=L(X,Y)
quando Y for um espaco sem cotipo finito?

Teorema 3.1.8 (Botelho - Pellegrino) Sejam X e Y espacos de Banach de
dimensao infinita com'Y sem cotipo finito. Entdo:

(a) I1,, (X,Y) # L(X,Y) sempre que

[1§q<7“x ou pZ’F’X]

/ <1 1)‘1
l<p<ry eqg<|(-——+
p Ty

(b) 1I,,(X,Y)=L(X,Y) sempre que

ou

p=1 e q>rx]

, (1 1)1
l<p<ry e qg>|—-—— .
b Ty

Demonstragao. (a) Como [, é finitamente representdvel em X, o caso em que
1<g<rxyou p> r'X segue direto do Teorema 3.1.5.

ou

) -1

Agora, vamos analisar o caso em que 1 <p <7y e ¢ < (% — #) .

Tx
Do caso precedente sabemos que
HST‘IX (X7Y) 7& E (X7 Y) )

para todo s > 7'y

Sendo assim, basta provarmos que

I, (X,Y) CII, o, (X,Y), (3.13)
para s suficientemente grande.
—1
Como ¢ < <% — %) , temos que
x




e, tomando s suficientemente grande, de forma que s > ¢ e s > 7y e ainda

11 (1 1)
—<——(-—-)
S 'y D q

1 1 1
.

p q Tx
Consequentemente o Teorema da Inclusao nos garante (3.13), o que prova o item (a).
(b)Sep=1eq>ry, sabemos que X tem cotipo ¢q. Sendo assim, o Lema 3.1.7
item (ii) nos garante que o operador identidade de X é (¢, 1)-somante e, pelo item (iii)
do mesmo lema, temos I1,; (X,Y) = L(X,Y).

obtemos

VI

Portanto
I, (X,Y)=L(X,Y) sempre que ¢>rx. (3.14)
) -1
Por outro lado,se 1l <p <ry e ¢> (% — #) , entao
Tx
1 1 1 1 1
- < - <1l=-—5=—
qg p Ty ry Tx
mostrando que rx < q. Agora, escolha £; > 0 suficientemente pequeno de forma que
rx +e1 <gq.
Como
] 1 1 1

Y

rx Tx p q
podemos escolher um e5 > 0 suficientemente pequeno tal que rx + e < g e

1 11
E——

rx +ée  p q

Se tomarmos €y = min{ey, £2}, entao

1—

b < 1 1 <1
T e e - — —
X 0=4 1 rx +& P

1
.
Consequentemente, o Teorema da Inclusdo nos garante que
HTx+€o,1 (X7 Y) < Hq,p (X7 Y) :
Por outro lado, de (3.14), temos
I o001 (X,Y) = L(X,Y).

Portanto
,,(X,Y) =L (X,Y).
[
Observe que os tnicos casos deixados abertos foram:
i)p=1leq=ry;
-1
.o ’ . l o L
11)1<p<rXeq—(p T”x) .
Quando o espaco X assume o cotipo rx os casos (i) e (ii) acima s@o resolvidos pelo
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Teorema 3.1.9 (Botelho - Pellegrino) Sejam X um espago de Banach de dimensao
infinita com cotipo rx e Y um espaco de Banach de dimensao infinita sem cotipo finito.
Entao

I, (X,Y) = L(X,Y) (3.15)
se, e somente se,
p=1 e q=>rx] (3.16)
ou
l<p<ry e g>(2-2 B (3.17)
p X q = p TIX : .

Demonstragao. Como X assume o cotipo rx, os itens (ii) e (iii) do Lema 3.1.7

garantem que
I, (X,)Y)=L(X,Y).

Além disso, quando ¢ > ry, do item (b) do Teorema 3.1.8 temos que
. (X,Y) = L£(X,Y).
Logo (3.15) vale sempre que tivermos (3.16).

Agora vamos provar que (3.15) é vélida sempre que (3.17) ocorrer.
Assuma que 1 < p < T‘/X. De 1 < p, obtemos

mostrando que

Além disso, temos

111 <1 1)_1 1
rx Ty P \p Tx/) D <1_L>1

e, por maior razao,
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C0m0p<7"/X,ist0é, 5—f>()e

obtemos

Consequentemente, pelo Teorema da Inclusao,

L(Y)
)"

1 1

PT’X

IL, 1 (X,Y) C H<

e, pelos itens (ii) e (iii) do Lema 3.1.7, temos também

I, (X,)Y)=L(X)Y).

Logo
IT o (X)Y)=L(X)Y).
11
~1
Além disso, quando ¢ > (% — %) , 0 Teorema da Inclusao nos garante que
Tx
E(X,Y):H< >_1 (X,Y)CI,, (X,Y).

1 1

P P
X

Portanto (3.17) implica em (3.15).
A reciproca segue do Teorema 3.1.8 (a). De fato, supondo que I, (X,Y) =
L (X,Y) e usando a contrapositiva do item (a) deste teorema, obtemos

(¢2rxet<p<ry)

e

[<p:10up2r'x> oug > (l—i)_ll

/
p Ty

ou, equivalentemente

[(qzrxe1§p<r;(> e (pzloupzr'x)]

ou

, 1 1\!
(quXelgp<rX>eq2 - = — .
b Tx
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-1
Como (% - L > rx, as expressoes acima equivalem a
p Tx ’

p=leqg=>rx

ou

L<per (11 -t
ry e - — —
>p x €4 = D Tlx

-1
e, cComo (% — %) = rx para p = 1, obtemos finalmente
X
p=leqg=>rx

ou

Lepes (11 -1
Ty € - — —
p x €4 =2 D T/X

Coroldrio 3.1.10 (Botelho - Pellegrino) Seja X wum espagco de Banach
dimensao infinita. Entao

ry =inf{q ; I, (X,Y)=L(X,Y)}
para todo espago de Banach de dimensao infinita Y sem cotipo finito.
Demonstragao. Usando a contrapositiva do item (a) do Teorema 3.1.8, temos
inf{g ; My (X,Y) = £(X,Y)} > rx
e, pelo Teorema 3.1.8 (b), temos

inf{q ; M,, (X,Y)=L(X,Y)} <rx.

de

3.2 Caso em que o contradominio pode ter cotipo

finito

Os resultados principais desta secao sao devidos a Botelho, Pellegrino e Rueda, e

aparecem em [6)]
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Definicao 3.2.1 Seja 2 < g < oo. Dizemos que o espago de Banach X fatora
finitamente a inclusao l, — ly se existem constantes C,Cy > 0 tais que, para cada
n € N existem x1,xs,...,x, € X tais que

Cr[[(ay)5 | < 11D s < G [ ()7 ],
j=1

para todos aq, as, ..., a, € K.
Se X for um espago de Banach, definimos sx,tx € [2,400| por
sy :=sup{2 < ¢ <oo; X fatora finitamente [, — I}

txy =inf{2 < g <oo; idx €I,1 (X, X)}.

O seguinte teorema cldssico, devido a B. Maurey e G. Pisier, provado em [10,
Theorem 14.5] , relaciona rx, sy e tx quando o espago de Banach X tem dimensao
infinita.

Teorema 3.2.2 (Maurey-Pisier) Para todo espago de Banach de dimensao infinita
X , temos
r'x = Sx = tx.

Observacao 3.2.3 E importante saber que qualquer espago de Banach de dimensio
infinita X fatora finitamente a inclusao l,, — l, ou seja, o supremo da defini¢ao de
sx € atingido (veja pdgina 226 de [10]).

No que segue vamos denotar por A(X,Y’) o subespaco de £(X,Y) formado pelo
fecho, em relagdo a topologia proveniente da norma usual de £(X,Y’), do espago dos
operadores de posto finito que sao continuos.

Teorema 3.2.4 (Botelho - Pellegrino - Rueda) Sejam X e Y espagos de Banach
de dimensao infinita, 2 < p < oo e q,r >0 tais que ry >p>q>r. Se

AX,Y)C II,, (X,Y),
entao idy é (ppqu, r) -somante.
Demonstracao. Sendo Y de dimensao infinita, o Teorema 3.2.2 nos garante que
ry =sup{2 < ¢ < oo ;Y fatora finitamente [, — I}

e este supremo ¢ atingido.
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Como Y fatora finitamente a inclusao l,, — [ existem constantes C;,Cy > 0 tais
que, para cada n € N podemos encontrar ¥, 42, ...,y € ¥ com

Z a;y;

J=1

Crl(ag)jall, < < G l(@)iall,, < Coll@@)iall, — (3.18)

para todos ai, as, ..., a, € K, onde a tltima desigualdade de (3.18) resulta de |||, <
-1, » pois 7y > p.

Como ||.|| < mr(1), AX,Y) CII,, (X,Y) e A(X,Y) é fechado com relagao a norma
||.]| ; segue facilmente que A(X,Y") também é fechado com relagao a norma 7, ,(.). Sendo
assim, (A(X,Y),m,-(.)) e (A(X,Y),].|]|) sdo espacos de Banach e a identidade

ida s (AX,Y), mg0() = (AXY), )

¢ continua. Consequentemente, o Teorema da Aplicacao Aberta nos garante que a
inversa z'd;ll é continua, isto é, existe uma constante K > 0 tal que

mgr(u) < K ||ul| , para todo u € A(X,Y). (3.19)

Sejam n € N e xy,29,....,2, € X. Por [7, Cor 1L3] (Hahn-Banach), existem
©1, P2, -, Pn € X tais que

lpsll =1 e @ () = llzyll J=1,2,...,m.

Escolhendo arbitrariamente Aq, Ag, ..., A, € K de forma que

n

S =1, coms =2, (3.20)

i=1 q

e definindo u : X — Y por

n

u(x) = Z ’)\j\%@j (x)y; , para todo z € X,

j=1

temos claramente que u tem posto finito e u € A(X,Y).
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Além disso, para todo x € X, temos

lu ()] =

“ 1
> Nl (@) ys
j=1

(3.18) i n
< G| (Ilies @) p
= s <Z RYIERIH ($)|p>
j=1
. 1
<Gy (Z Asle I\ﬂﬁ\!p)
j=1
= Ca ||| (Z |)\j|Q>
j=1
= Ca ||,
mostrando que
Jul] < Cq (3.21)
e, de (3.19) e (3.21) segue que
Tgr(u) < KCy (3.22)

Usando a primeira desigualdade de (3.18), obtemos, para cada j =1,2,...,n,

[l (25)1] = (3.23)

> N7 @i () i
=1
(Nl i ()

i=1

>

1 .
— Cysup {7 Jis ()] 50 =1,
1
> O |Ajl9 [ ()]
= Cy [\l 7 |z -
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Consequentemente

. 1
(Z Al !WI") =
j=1

(3.24)

RS
<
Il 3
MR
(I
>
<.
Q=
B
.
~—
e}
~_
Q=

(3.22) n v
< C{'CoK sup <Z|<p(xj)|r> :

Note que a desigualdade (3.24) acima é vélida para quaisquer A, Ag, ..., A, € K tais que

Z|>\j|821 com s = L
Jj=1 q

Como

!
entdo ["s_ ¢ isometricamente isomorfo a (I?) e o isomorfismo ¢ dado por
S

<= (Zj)?:1 =l =K

onde
e, (w) = Z w;z; para todo w = (w;);_, € I
j=1
e
]| =Tl = sup 3 uys|.

j=1
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Desta forma, temos

(Z ||xjr|fﬂ> = H(ijuq);;l

[

)

s
s—1

= sup

1A= _

sup A [0 11

zy Aglo= Z !
1749
(32 ) n . Id
< |CT'CK sup (D ()
@EBX/ j=1

€ segue que

(Z 2 1q> < C7'CLK sup (ZW(%‘)V)
=1

L,OEBX/

Como
s g
q_
s—1 p—q

e a escolha de n natural e x1, zo, ..., x, € X é arbitrdria, concluimos que idx & <p L 7“)
somante. m

Corolério 3.2.5 (Botelho - Pellegrino - Rueda) Sejam X e Y espagos de Banach
de dimensao infinita, 2 < p < oo e q > 1 tais que ry > p > q. Se

LS9 ¢ AX,Y)CIL,(X,Y),
pP—q
entao X tem cotipo }%qq.
Demonstracao. Segue diretamente do teorema anterior, com r = 1, que idy é

(p’%qq, 1)—somante. Como pquq > 2, usando o teorema cldssico de Talagrand (Teorema
2.3.5) segue o resultado. =

O resultado acima ¢ uma melhora interessante do caso linear de [19, Corollary 2]
porque 14 ha a exigéncia adicional de que X possua uma base de Schauder; mais ainda,
deve existir uma base de Schauder incondicional para X. O corolédrio seguinte é uma

melhora significativa do caso linear de [19, Theorem 7] e [5, Corollary 2.5].

Coroldrio 3.2.6 (Botelho - Pellegrino - Rueda) Sejam X e Y espacos de Banach
de dimensao infinita. Se' Y nao tem cotipo finito e

AX,Y)CIlL,; (X,Y),

entao rx < q.
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Demonstragcao. Como ry = 0o, o Teorema 3.2.4 nos assegura que idy é (pT 1)—

somante para todo p > ¢, com p arbitrariamente grande.

Como
li pq
im ——
p—oo D —(

para todo € > 0 sempre podemos encontrar p > 2 tal que

=g,

P e
p—q

e, pelo Teorema da Inclusao, temos
H%,l <X7 Y) g Hq+€,1 (X7 Y) :

Consequentemente, idx é (¢ + ¢, 1)-somante para todo £ > 0.
Vamos mostrar que ¢ > 2.
De fato, se fosse ¢ < 2 existiria um g9 > 0 tal que ¢ + g9 < 2; logo

1 1

q+ o 2

1—

e, pelo Teorema 2.3.4, idx nao seria (q + &g, 1)-somante.
Como X tem dimensao infinita, o Teorema 3.2.2 nos garante que

rx =inf{2 < s < oo ; idx é (s,1)-somante}

e, como ¢ + € pertence ao conjunto {2 < s < oo ; idx € (s,1)-somante}, temos que
rxy < q+¢ paratodoe > 0. Logory <q. m

Se X é um espago de Banach de dimensao infinita com uma base de Schauder
incondicional normalizada (x,,), o seguinte parametro pode ser definido:

(an) = inf{t ; (aj)jil € [; sempre que Zajxj € X}.
j=1

Em [19, Theorem 7] estd demonstrado que se Y nao tem cotipo finito e I, ; (X,Y) =
L(X,Y), entdo fi(z,) < ¢q. O Coroldrio 3.2.6 melhora este resultado nos seguintes
sentidos:

e Uma base de Schauder nao é necessdria no Corolério 3.2.6;

e Na situacdo atual, basta termos A(X,Y) CII,; (X,Y) aoinvésde Il (X,Y) =
L(X,Y).
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Observagao 3.2.7 Se X tem wma base de Schauder incondicional normalizada, a
conclusao rx < q do Coroldrio 3.2.6 é mais forte do que conclusio fi(z,) < q de [19,
Theorem 17].

De fato, se rx < q, sabemos que a idx é (q + €, 1)-somante, para todo € > 0. Seja
() uma base de Schauder normalizada de X . Lembre-se que um operador (q + €,1)-
somante leva sequéncias incondicionalmente somdveis em sequéncias fortemente (q+¢)
somdveis (veja [20]). Entao, se

o
T = E a;r; € X,
j=1

essa convergéncia é incondicional, isto é, a sequéncia (a;x;) € incondicionalmente
somdvel. Logo

o0 [ee] o0
D ag|™ = laga |7 =) Hlidx (aj2;) ]| < oo,
j=1 j=1

Jj=1

e dai seque que

Agora vamos provar os resultados principais.

Teorema 3.2.8 (Botelho - Pellegrino - Rueda) Sejam X e Y espagos de Banach
de dimensao infinita. Se

ry2p>q27'>&,
pq + 2p — 2q

entao

AX,)Y)Z 10, (X,)Y).

Demonstracao. Suponhamos que A(X,Y) C II,, (X,Y). Como p > ¢, temos que
pq + 2p — 2q > 0. Sendo assim,

2pq
q> ———F———F
pq + 2p — 2q
& pg” +2pg — 2¢° > 2pg
& pgd —2¢° >0
& p> 2.

Logo, pelo Teorema 3.2.4, segue que idy € (%,r) -somante e, tendo em vista que

idy # 0, temos r < 2L, Sendo assim, usando a contrapositiva do Teorema 2.3.4,

p—q
obtemos 1 ]
D =
T pqg 2
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ou seja,
2
r<—29 ;
pq+2p —2q
contradizendo a hipétese. m

Definicao 3.2.9 Um espac¢o de Banach X é dito super reflexivo se nenhum espago nao
reflexivo é finitamente representdvel em X.

Um resultado cldssico devido a Davis e Johnson [9] afirma que se X for um espago de
Banach de dimensao infinita super reflexivo, entao existe um operador linear compacto
nao g-somante de X em Y, para todo espago de Banach Y de dimensao infinita. Vejamos
que para operadores com imagem em um espago de Banach Y com ry > max{2, ¢} nao
é preciso impor qualquer condi¢ao sobre o dominio X.

Corolario 3.2.10 (Botelho - Pellegrino - Rueda) Sejam X e Y espagos de
Banach de dimensao infinita com ry > max{2,q}. Entédo

AX)Y) €11, (X,Y).

Demonstracao. E consequéncia imediata do teorema anterior. Basta fazer r = ¢,
p = ry e notar que
2pq

ry >2p>q> ————.
v=b=d pq + 2p — 2q

]
Um teorema do famoso artigo [16, Proposicao 8.1 (2)] de Lindenstrauss e Pelczynski

assegura que se X e Y sao de dimensao infinita e IT; (X,Y) = L(X,Y), entdorx = 2. A
parte (¢) da préxima proposigao melhora este resultado no sentido de que uma conclusao

mais forte é obtida de uma hipétese mais fraca.

Proposicao 3.2.11 (Botelho - Pellegrino - Rueda) a) Seja X wm espaco de
Banach de dimensao infinita. Se existir um espag¢o de Banach de dimensdo infinita
Y com cotipo finito tal que

‘A(Xa Y) - H2T7Y 1 (Xa Y)>

247y’

entao X tem a "propriedade de Orlicz", isto é, idx é (2,1)-somante.
b) Se X é um espago de Banach de dimensao infinita e

AX,)Y) CIIL (X,Y),

para algum espago de Banach de dimensao infinita Y e algum 1 < r < 2, entao ry = 2.
c) Se X eY sdo espagos de Banach de dimensao infinita e

AX)Y) CIIL (X,Y),

entaorx = ry = 2.
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Demonstragao. a) Fazendo

_ 2%
24

e r=1,

obtemos ry = p > q > r =1 e o resultado segue do Teorema 3.2.4 visto que pp—qq =2.

b) J4 sabemos que ry > 2. Suponhamos que 7y > 2. Fazendo p = ry e ¢ = 7,

obtemos
2pq

ry=p>q=r>——
yebed pq+2p —2q
e, pelo Teorema 3.2.8, resulta

AX)Y) €11, (X,Y),

contradizendo a hipétese.
c¢) Pondo r = 1 no item (b) concluimos que ry = 2 e, pelo item (a), segue que idx
é (2,1)-somante. Sendo assim, usando o Teorema 3.2.2, obtemos

ry =inf{2 < g < oo didy € 1, (X, X)} <2,

esegue que rxy = 2. |
A seguinte proposigao estd provada no artigo de G. Bennett [3, Proposicao 5.2].

Proposicao 3.2.12 (Bennett) Sejam 1 < p,r < oo. Entdo

Hq,r (llv lp) = E(lla lp)

para todo q nas sequintes condigoes:

i) %—% S%—%, sempre que T < 2;

i) q> p’g, sempre que p < 2 <71

iii ) g =r, sempre que 2 < p <15

v ) q>p, sempre que 2 <1 < p;

v ) q>r, sempre que2 < p=r1 < 00;

vi ) ¢ = 00, sempre que p =1 = 0.

Estes resultados sdo os melhores possiveis no sentido de que, se q nao satisfaz a
desigualdade apropriada acima entao 11, (11,1,) & L(11,1,).

Em particular, o resultado de Bennett implica no seguinte coroldrio:

Corolario 3.2.13 (Bennett) Valem os sequintes resultados:
a )1l (l1,1,) & L(l,1,) sempre que 2 <p < o0 e q < %;
b ), o(l, 1) & L(Iy,1,) sempre que 2 < p < 0o e q < p;

¢ )Myl loo) & LI, 1) sempre que 1 < q < 2.
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Demonstragao. Note que, pelo item (i) da proposi¢ao anterior, temos

H(Iﬂ" (llv lp) g L(lh l’p)

sempre que
1 1 1 1
r<2=|-——-|>-—--.
2 pl r ¢
a ) Segue do resultado acima, com r = 1, pois de 2 < p < 0o temos % -
consequentemente

RS I
v
]
o

b)Como%—%EO, temos
1 1 1
qg<p<= §_E>§__’

e o resultado segue.

¢ ) Sendo 1 < ¢ < 2, temos que %
proposicao acimacomr =1ep=o00. &

A seguinte proposigao melhora o coroldrio acima no sentido de que [; pode ser
substituido por qualquer espaco de Banach de dimensao infinita X, [, pode ser
substituido por qualquer espago de Banach de dimensao infinita ¥ com ry = p e a
existéncia de um operador linear nao absolutamente (g, r)-somante (r = 1,2) pode ser
substituida pela condicao

1

> 1 — 4, e o resultado segue do item (i) da

AX,Y) ¢ T, (X,Y).
Observagao 3.2.14 Note que A(X,Y) € 11, (X,Y) implica I1,,(X,Y) & L(X,Y).
Proposicao 3.2.15 (Botelho - Pellegrino - Rueda) Sejam X e Y espagos de

Banach de dimensdo infinita.
a) Sery < oo, entdo
AX)Y) € 1,1 (X,Y)

2ry

para todo 1 < q < Sy
b) Se ry < oo, entdo
AX)Y) € 1,2 (X,Y)

para todo 2 < q < ry.
¢) Se ry = oo, entao
AX)Y) € 11,1 (X,Y)

para todo 1 < q < 2.
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Demonstracao. a) Como

2 2
q < _p =1 > L’
2+0p pq + 2p — 2q
fazendo p = ry e r = 1, obtemos
2pq

ry=p>q2>21>—_—_—,
pq+2p—2q
e o resultado segue do Teorema 3.2.8.
b) E consequéncia imediata do Teorema 3.2.8 com p = ry e r = 2 pois, neste caso,

temos

2pq
ry =p>q>2> ————.
pq +2p — 2q

¢) Suponhamos que 1 < ¢ < 2 e que
AX,Y)CIL,; (X,Y).

Sendo assim, pelo Coroldrio 3.2.6, obtemos o absurdo rx < ¢ < 2, pois 0 nosso espago
X nao é o trivial. =

O proximo resultado ilustra a importancia do conceito de cotipo na teoria dos
operadores absolutamente somantes.

Proposicao 3.2.16 (Botelho - Pellegrino - Rueda) Sejam X e Y espagos de
Banach de dimensao infinita. Seja 2 <r <ry eq>r tais que

I, (X,Y) = L(X,Y).

Entao
Hq,r (lla lry) = £(lla lT’y)'

Demonstracao. Suponhamos que Il (I1,1,,) € L(l1,1l,,). Sendo 2 <r <ry eq >r,
o item (iv) da Proposi¢ao 3.2.12 (com p = ry) nos garante que ¢ < ry. Sendo assim,
temos ry = p > ¢ > r. Além disso, temos também

2
T>—pq ,
pq +2p —2q
poisr > 2e
2pq
2> ———— & (p—q) >0.
pq + 2p — 2q ( )

Entao, pelo Teorema 3.2.8, obtemos
A(X’ Y) g H(IaT (X7 Y) )

contradizendo a hipétese (veja Observagao 3.2.14 acima). =
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Capitulo 4
Apéndice

Teorema 4.0.17 (Teorema de Phillips) Seja V' um subespago de um espago vetorial
normado E, e sejaT € L(V;ly). Entao existe T' € L(F;ly), com norma igual & de T
e que estende T'.

Demonstragao. Note que existem ¢, € V' tais que

T(x) = (en()nz

para todo x € V, com
sup [|on|| = [T -
n

Pelo Teorema de Hahn-Banach, para cada ¢, obtemos uma extensao g, com |[p,| =
llonll- A extensdo procurada serd

T(x) = (@n(2))nZs-

Proposicao 4.0.18 Seja (amn)m,n uma famdlia de nimeros reais nao-negativos. Entdo:

a ) Se sup {supamn} = 00, entao sup {supamn} = 0.

m n n m

b ) Se sup [supamn} = L < o0, entao sup {supamn} = L.

m n n m

Demonstragao. a ) Suponhamos que sup [supa,,,| = oo. Dado K > 0, existe my

tal que supa,,,, > K. Consequentemente, existe ny tal que a,,,,, > K e segue que
n

SUPGpp, > K. Logo sup {Supamn} > k. Portanto sup {supamn] = 00.

n m n m
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b ) Suponhamos que sup {supamn = L < oo. Dado ¢ > 0, existe my tal que

m n
SUPQm,n > L — . Consequentemente, existe ng tal que a,,n, > L — €. Logo
n

sup {supamn] > SUPUmng = Amone > L — €.

n m m

Como ¢ é arbitrario, segue que

sup {supamn} > L.

n m

Note que, pelo item (a), é imediato que

sup [supamn} < Q.

n m

(4.1)

Por outro lado, segue diretamente da hipétese que supa,,, < L, para todo m.

n
Consequentemente, a,,, < L, para todo m e todo n. Entao supa,,, < L, para todo

m

n. Logo
sup {supamn} < L.

n m

Portanto, de (4.1) e (4.2), segue que

sup {supamn} = L.

n m
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