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Resumo

Neste trabalho dissertamos sobre Propriedades do Funcional de Dirichlet-Neumann para
uma equacao de condutividade numa variedade diferencidvel bidimensional com bordo.
Utilizamos véarias vezes o Principio do Maximo para concluir que esse Funcional tem
uma Propriedade Alternada. A partir dessa propriedade, verificamos que o Nucleo do
Funcional satisfaz um conjunto especifico de desigualdades. Por fim, verificamos que
essas desigualdades implicam na Propriedade Alternada do Nucleo do Funcional.

Palavras-Chave: Propriedade Alternada. Ntucleo. Funcional de Dirichlet-
Neumann. Principio do Maximo.
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Abstract

In this work we talk about properties of the Dirichlet-to-Neumann map for the
conductivity equation in a smooth manifold with boundary of R%. We use several
times the Maximum Principle to conclude a Alternating Property of the Dirichlet-to-
Neumann map. Using this property, we find that the Kernel satisfies a given set of
inequalities. Finally, we note that these inequalities imply the Alternating Property of
the Kernel of the Dirichlet-to-Neumann map.

Key-Words: Alternating Property Kernel. Dirichlet-to-Neumann Map.
Maximum Principle.
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Notacao e Terminologia

Neste trabalho faremos uso da seguinte simbologia:

R™ o espaco euclidiano.
H" denotara o semi-espaco superior do R".
M, N, Q variedades diferenciaveis.

O espaco tangente a uma variedade M em um ponto p € M serd denotado por
T,M

Representaremos por 7'M o fibrado tangente de uma variedade diferencidavel M e
por T*M o fibrado cotangente.

g denotara uma métrica Riemanniana sobre uma variedade M.
F*g representara o pull-back de uma métrica Riemanniana g.
A, representara o operador de Laplace-Beltrami.

tdx denotara o operador identidade em X.

Denotaremos por C*°(M) o espago vetorial das fungoes infinitamente
diferencidveis de M em R.

Cg° (M) denotard o espago das fungoes infinitamente diferencidaveis sobre M, cujo
suporte é compacto.

A, denotard o operador de Dirichlet-Neumann.
0%} denotara a fronteira da variedade ).

Q denotaré o fecho do conjunto €, isto é,Q = QU 9.
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Introducao

A presente dissertacdo tem como referéncia principal o Artigo de D. Ingerman e
J. Morrow [9]. Nela, estudamos a propriedade alternada do funcional de Dirichlet-
Neumann para uma variedade bidimensional €2, conexa e com fronteira 02, C*°.

Em geral, o funcional de Dirichlet-Neumann, A, conforme definicao na pagina 4,
estd associado a um operador de modo que dada uma condicao de fronteira, resolvemos
o problema de Dirichlet e, para a unica solucao, associamos a condi¢cao de Neumann.

Em particular, para cada g métrica Riemanniana em €2, podemos associar o operador
de Laplace-Beltrami, A,, o qual induz o funcional de Dirichlet-Neumann, A, de A, sobre
o).

No problema inverso é conhecido o operador Ay, em C*. Pergunta-se: serd que
podemos determinar a métrica g em €2 7

Esse problema esta ligado diretamente aos estudos de Calderén, veja [3]. Possui
grande importancia, nao apenas na Matematica, mas também, em muitas situagoes na
medicina e na industria de petréleo, onde se procura a utilizacao de testes nao-invasivos
para fazer estudos do interior de uma determinada regiao.

Existem basicamente dois modelos para o estudo dos problemas inversos: o discreto
(sobre grafos) e o continuo (sobre variedades).

Aqui, estamos interessados no modelo continuo, em particular, no estudo de
propriedades do funcional de Dirichlet-Neumann e de seu Nicleo de Schwartz.

As Propriedades que estudamos, as quais serao explicitadas no decorrer do texto,
tem como motivagao os estudos de Ingerman em [6] para o modelo discreto. Entretanto,
nao chegamos a fazer comparacoes entre esses modelos. O leitor interessado em situagoes
desse tipo poderd consultar [8].

Objetivando tornar suave a leitura do texto, preferimos organiza-lo da seguinte
forma:

Deixamos todos os pré-requisitos sobre o estudo de variedades, bem como os
resultados classicos necessérios a leitura do texto para o apéndice.

No Capitulo 1, apresentamos a definicao do operador de Laplace-Beltrami numa
variedade riemanniana e o funcional de Dirichlet-Neumann com suas propriedades
associadas a métrica riemanniana. Além disso, definimos o Nucleo de Schwartz do
funcional, apresentamos algumas de suas caracterizacoes e guiamos o leitor interessado
em aprofundar detalhes a uma bibliografia conveniente.

No Capitulo 2, dissertamos sobre os resultados principais do trabalho. Subdividimos
o capitulo em seis segdes, conforme o artigo em [9]. Assim, na primeira secdo
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apresentamos as definigoes iniciais e o teorema principal a ser tratado. Na segunda,
apresentamos a Propriedade Alternada, onde se utiliza do Principio Méximo véarias
vezes para a prova.

A figura a seguir, uma adaptacao de [8], d4 uma ideia do procedimento utilizado
para a demonstracao. Na figura, A e B sdo arcos conexos disjuntos de um circulo do R?
e o suporte da funcao f estda contido no arco A. Ao confeccionar a figura, preferimos
alterar, em relagao ao enunciado no teorema 2.2.1, a maneira como a funcao se alterna,
a fim de nao levar o leitor a pensar que estamos tratando especificamente de um circulo.
De qualquer forma, de maneira construtiva, conseguimos encontrar curvas que nao se
interceptam ligando os arcos B e A.

Nas secoes 2.3 e 2.4 dissertamos sobre a demonstracao do Teorema Principal.
Tal demonstracao também é construtiva. Todavia, é relativamente longa. Portanto,
aconselhamos o leitor a prestar atencao nos detalhes da técnica utilizada. A partir
dai, de posse dos resultados obtidos, apresentamos duas consequéncias importantes do
Teorema Principal. A 1ltima delas, mostra que o ntcleo de Schwartz do funcional de
Dirichlet-Neumann tem a propriedade alternada.



Capitulo 1

Resultados preliminares

Neste capitulo dissertamos sobre o operador de Laplace e sobre o funcional de
Dirichlet-Neumann. Quanto ao operador de Laplace, comegamos com a defini¢ao usual
que conhecemos para o R™ e prosseguimos abordando os objetos necessarios a sua
caracterizacao para uma variedade riemanniana qualquer. Em seguida, definimos o
funcional de Dirichlet-Neumann e apresentamos algumas de suas propriedades.

1.1 O Operador de Laplace-Beltrami

Desejamos definir o operador de Laplace-Beltrami ou Laplaciano para funcoes C'™
sobre uma variedade riemanniana qualquer. Nesse caso, se faz necessario que a
nossa definicdo nao dependa do sistema de coordenadas escolhido. Para tanto, a
nossa definicao considerara os operadores gradiente e divergente em uma variedade
riemanniana de forma que, em R", a definicao coincidird com a usual.

Definigao 1.1.1 Dada uma variedade riemanniana (M, g), defina o mapa fibrado

onde X,Y € T,M e

Aqui, dizer que g é um mapa fibrado significa que estamos considerando os fibrados
vetoriais C'*:

m:ITM — M e 7:T"M — M

De modo que m = 70 g . Os conjuntos U e V' sdo abertos de M e a linearidade de
gl=1(v) ocorre para todo p € M com p € U.

1



1.1. O OPERADOR DE LAPLACE-BELTRAMI

Além disso, nao é dificil verificar que g é um isomorfismo de espacos vetoriais. Assim,
g é um isomorfismo entre T'M e T*M.

Vamos utilizar o isomorfismo canonico g para definir o campo vetorial gradiente
sobre uma variedade riemanniana (M, g).

Definicao 1.1.2 Seja (M,g) uwma wvariedade riemanniana. Dada f € C®(M),
definimos o campo de vetores grad, f, chamado gradiente de f, por grad, f = g 1(df),
onde df € o diferencial de f.

Proposicao 1.1.3 Em coordenadas locais, o operador gradiente é dado por:

Of O -~
grad, f = z]: g a;; Eel onde ¢g* ¢é a inversa de g;;.

Demonstracao: Seja X € T,M. Entao, dada f € C*(M), temos:

<gradgf|p,X>g = gp <gradg f|p,X> = g(grad, f),(X)
= a(?l(dfp)(X) = dfp)(X) = Xp (f) .

Assim, grad f é o nico campo de vetores que satisfaz g(grad f, X) = X (f).
Portanto, segue que:

grad, f =g " (df)
~ of o Of —y,, . Of .0
=T QL gtr) = g0 () = 50 5
of 4O _ 400 0

&cig oxI —9 Oxi O

Agora, apresentamos o operador divergente.

Defini¢ao 1.1.4 Seja (M, g) uma variedade riemanniana de dimensao n. Chamamos
divergente ao operador que a cada campo vetorial X € X(M) associa uma fungdo
C*(M). Em coordenadas locais, o divergente é dado por:

divy: TM — C>(M)

X — divy(X) = dit(g) >

(X"V/det(g))

Verifica-se ainda que o operador divergente ¢ independente da escolha de
coordenadas. Isto é, dadas as coordenadas locais a = (z!,...,2") e 8 = (¢, ...,4")
em um aberto U C M, temos:

el
Ox?



1.1. O OPERADOR DE LAPLACE-BELTRAMI

det(g)) =

1 0
—_— —(X 74/ det(
\/det_zi:@xz( ,/72@3 ct(9));
_ i 0 e
onde X =}, X' = > Y55
De posse das defini¢oes dos operadores gradiente e divergente, definimos o operador
de Laplace-Beltrami.

Defini¢ao 1.1.5 Seja (M, g) uma variedade riemanniana. Chamamos de Operador de
Laplace-Beltrami ao operador A,, dado por:

A, :C®(M) — C™(M)
f — A,f = —divgograd, f
Como os operadores gradiente e divergente sao independentes da escolha de
coordenadas, A, também é. Assim, em coordenadas locais, o operador de Laplace-
Beltrami é dado por:

Ay f = —divgograd, f

L O0f 0
= —div, Zgﬂaﬂax]
zyaf

- \/det(g) ZJ: oI (EZ: or?

)/det(g)

O operador de Laplace-Beltrami é linear. De fato. Dados f1, fo € C°(M)ea,b € R,
temos:

Ag(afy +bfy) = —divgograd,(afi + bfs)
1 0 ij 0

= _\/m; Oxi (ZZ:Q Ori (afl + bf2> det(g))

U f1

” Vdet(g))

1 0
\/det(g);afj “2
_\/det(g);axj(zi:gmaii dettan = \/ﬁzay 29

= al,fi +bA, fo

zjan

i)V det(g))

A seguir, apresentamos dois resultados importantes do operador de Laplace-Beltrami
com relagao as métricas A\g e f*g.

Proposicao 1.1.6 Seja (€2, g) uma variedade riemanniana bidimensional, compacta e
orientdvel, com bordo C=, X € C=(Q,RY). Entio, Ay, = A\"'A,.

3



1.2. O FUNCIONAL DE DIRICHLET-NEUMANN

Demonstracao: Seja u € C*°(2). Entao, calculando A),, temos:

0
Aygu = \/W Z 83:1 \/det()\g)mu)

Como det(A\g) = N2 det(g) e (Ag)¥ = A"1g" | segue que:

A7t ” A2 det(g —u

A,\gu =

-1 0
\//\Zdet Z@x’
\/det Z@ :

(A1g9\/det(g)

0
A\/WZ&B’ g7V detlg) gz
1
:XAQU

Proposicao 1.1.7 Sejam Q; e Q5 variedades diferencidveis orientadas, compactas e
com fronteira C*, f : Q1 — Qo um difeomorfismo e g € M(§2). Entao

Apeg=f"0Dgo (f71)

Demonstragao: Para uma prova, consulte [11] ou [16]. |

1.2 O funcional de Dirichlet-Neumann
Seja 2 uma variedade diferencidvel, compacta e com bordo, Op(9Q2) o conjunto
dos operadores lineares de C*(9Q2) — C>(9Q) e M() o espaco das métricas

riemannianas sobre €2. Entao, temos a seguinte definicao:

Definicao 1.2.1 O funcional de Dirichlet-Neumann € a aplicacdo

tal que:



1.2. O FUNCIONAL DE DIRICHLET-NEUMANN

onde vy € o vetor normal unitdrio exterior em 0X2 e u € a tnica solu¢ao do problema
de Dirichlet para o Ay com condigao de fronteira f. Isto é:

{ Agju =0, em (1.1)

ulog = f
Seja W o espago das fungoes C*°(2) que se anulam em 0f). Entao, temos a seguinte
proposicao:

Proposicao 1.2.2 Seja 2 uma variedade diferencidvel bidimensional. Entao

Aoy =Ny & 0eW.
Essa proposicao dé uma condicao para que as métricas g e €2?g estejam relacionadas.

Demonstragao: Para uma prova consulte [11] ou [16]. |

Definicao 1.2.3 Sejam 2 wma variedade diferencidvel bidimensional e C§(S2) o
subespago de C(Q) das fungoes que possuem suporte compacto em Q. Chamamos
espago das distribui¢oes sobre ) e indicamos por D'(Q) ao espago dual topoldgico

(G5 ()",

A definicao nos diz que uma distribuicao sobre 2 é um funcional linear continuo
T :C3e(Q2) — R tal que para qualquer sequéncia (p,) — ¢ em C§°(£2), temos que:

T((pn)) — T(p)

A convergéncia no espago C§°(£2) deve ser entendida no seguinte sentido:

Uma sequéncia de fungoes (¢,), n € N converge para ¢ quando as ¢,,’s e a ¢ tem
todos os seus suportes contidos num compacto K C 2 e D%yp,, converge uniformemente
em K para D%p para todo v € N?, onde o = (a, ..., ;) é um multi-indice e D* é a
derivada parcial:

aa1+...+ap
(&
D = al aap
Tl cee ;ij

Para mais detalhes sobre a teoria de distribuigoes, consulte [17].

Definicao 1.2.4 O nicleo de um mapa continuo de Dirichlet-Neumann é a distribuicao

K(9,0), K € [C5°( 092 x 0Q)], tal que:

Af(6) = /0 " K(6.0)1(6)db.

A existéncia de K é garantida pelo fato de A ser um operador pseudo-diferencial.
Para mais detalhes sobre operadores pseudo-diferenciais consulte [20].
A seguir, apresentamos sem prova, dois resultados de [11].

5



1.2. O FUNCIONAL DE DIRICHLET-NEUMANN

Lema 1.2.5 Seja ﬁ_uma variedade compacta de dimensao 2 e com bordo C*. Sejam
peC™®(N), FeD) ege M(Q). Entdo:

Aprezog = FFoe P oAjo (F_l)*.
onde F** denota o pullback de F' e D(Q) representa o grupo dos difeomorfismos de Q.

Lema 1.2.6 Seja K, o nicleo de Schwartz do operador A, Entao, para qualquer
variedade compacta ) de dimensao 2 e com bordo C*°, temos:

Kpegaog(w,y) = e K (F(x), F(y) F'(y)-

onde F’ representa a unica funcao de valor real sobre 0f2 tal que FL,EE = F'EoF, F, o
push-forward de F' e E é um campo vetorial unitario para a métrica g sobre 0f2.

Para uma demonstracao desses dois Lemas consulte [11].

A seguir, considerando a variedade R, apresentamos um exemplo do célculo de
F.E = F'E o F para um campo vetorial unitario £ em T,R = R.

Exemplo 1.2.7 Considere f : R — R wma funcdo diferencidvel e seja E = 4 um

dt
campo vetorial unitario em R. Determinar f.E.

Solucgao 1.2.8 Como estamos trabalhando com uma funcdo definida em R, temos que
f+FE = AE o f, onde A € R. Queremos determinar \. Assim, usando a defini¢cdo de
push-forward em A.3, temos que: f.E|, : C*°(R) — R. Portanto, para toda funcao
h € C*(R), seque que:

(f-Elp)h = Elp(h o f).

Seja p = tg. Tomando a fun¢ao h : R — R definida por h(t) =t e uma curva
v (a,b) CR — R tal que v(t) =ty + t.1, temos por um lado que:

d
(feEl|iy)h = f*(%h:to)h
d
= £|t:to(hof)
= Slimoh(7(to + 1)

= %\t:of(to +1)
= f'(to)

Portanto,



1.2. O FUNCIONAL DE DIRICHLET-NEUMANN

E(7 ()l = (5 e—sie)h
d
= E|t:0(h(f(t0) +1)
d

= E|t:0(f(t0) +t) =1

Isso conclui que X\ = f'(to).
Logo, mostramos que f.E|y, = f'(to)(E o f)(to).

O Nucleo de Schwartz do operador A, estd determinado pela Fungao de Green
G(w, z) do Laplaciano A, com condicao de Dirichlet sobre 02 pela seguinte identidade:

Lema 1.2.9 O Nicleo de Schwartz K,(w, z) do operador A,, sendo g uma métrica, €
dado para w,z € 0S) , w # z por:

Kg(w, Z) = 8,,8V/G(VV, Z)‘W:w,Z:z'

em que J,, 0, sao, respectivamente, os campos vetoriais unitarios apontando para o
interior no bordo nas variaveis W e Z.

Demonstracao: Veja [12]. [

Observacao 1.2.0.1 Quando €2 € o disco unitdrio no plano, e g a métrica euclidiana,
a funcao de Green para A, é:

G(re?, se) = 2i In(r? — 2rscos(f — B) + s?).
m

que podemos escrever

Gle,) = 5 0(dy (2, )),

onde dy(z,y) € a distancia geodésica entre x e y.
Assim, o ntcleo de Schwartz de A, é:

gog 1
ar 8s =TT 2r 1 —cos(0 — B)

A seguir apresentamos alguns resultados de [4] para o nicleo de Schwartz do
operadorA,.

Primeiramente, apresentamos um resultado de [1], que dd uma férmula explicita
para a funcdo de Green do anel Ag = {z € C; % < |z| < R}. Seja go uma métrica que

7



1.2. O FUNCIONAL DE DIRICHLET-NEUMANN

é conforme a métrica euclidiana sobre Az. Em coordenadas polares gy pode ser escrita

da forma:
i = 31+ )5 + de?), (12
2 p? '
Entdo a derivada normal de u € C*°(Ag) com respeito a gy sobre |z| = R ¢é dada
por:

ou 2R?> Ou

=R = T2y =
Oy P~ 14+ R20, 0

Analogamente, a derivada normal de u com respeito a gq sobre |z| = }% é

8u’ _—2R2%
8, ~r 1+R0,

s

l/gO

Portanto, a funcéo de Green de Ap é dada por:

Lt (=)t ()"
n R R+ (-R)"

G(pe”,re’) = In(rR) + cosn(f — «)

n=1

—In |p619 _ T61a| —In |_ez(9+7r)
P

— re'|

)

emque%SpSR,%<T<R,O<9<27reo<oz<27r.

Lema 1.2.10 O Nicleo de Schwartz do operador Ay, onde go € M(Ag) € dada na
forma 1.2 € dado por:

i ia R)—" R" R)—"
K, (Ree,Re ) = 1+R2 Z R") R”+E R;,n cosn(f — )

- 1.3

+ 2R? 4R4 R 4 cos(0—a)~+cos(f—a)+2R2 ( )
(14+R2)2 1— cos(& a)  (1+R2)? (R=2+2cos(0—a)+R?)?

ou ainda por:

. . 0 Iyn_(_1y-n (Lyn_(_ 1

K (R—16197R—1€za) _ (111;22)2 z_: n(R) }gn %) (Rl_’_(( R};) cos n(e . a) (1 4)

+ 2R? 1 4 _5(9 a)+cos(0— a)+2R 2 '
(1+R?)2 1—cos(0—a) (1+R2) R242cos(f—a)+R—2)2

A igualdade acima deve ser vista no sentido das distribuicoes.

Observacao 1.2.11 Assim, o Nucleo de Schwartz do operador A, pode ser escrito

como:



1.2. O FUNCIONAL DE DIRICHLET-NEUMANN

2R?

K i0 oy — [ 0 ioy .
4 (Re™, Re™) (Re™, Re') (1+R?)2'1 —cos(d — a)

sobre |z| = R.

2R? 1 1

(14+ R?)?2 1 —cos(f — «) sobre |2

K
R

90

(R€i97Reia) — H(R_lew, R—leia) o

onde H é uma funcio C* dada por:

4R?

. , ° -2 _ 2 . 9
H(Re™, Rei®) — {Z by cosn(f— o) — R™*cos(f — a) + R* cos(0 — o) +
n=1

(R=2 + 2cos(f — o) + R2)?

e J



Capitulo 2

Principais Resultados

Nesse capitulo dissertamos sobre a caracterizacdo do nucleo do funcional de
Dirichlet-Neumann para uma regiao planar. Comecamos com algumas definigoes e
apresentamos o principal teorema do trabalho.

2.1 Teorema Principal

Seja Q um conjunto relativamente compacto, simplesmente conexo em R? com bordo
C*. Seja v : Q@ — R uma funcdo C* tal que vy(p) > 0. Seja f uma funcdo definida
sobre 0f2. Entao existe uma unica funcao u definida sobre €2, tal que

{ V.(yVu) = 0 em , (2.1)

ulpgo = f

O problema(2.1) é conhecido como a equagdo de condutividade e esté diretamente

associado aos estudos de Calderén em [3]. Uma fungao u que satisfaz (2.1) é chamada
uma fun¢ao y—harmonica.

Seja %(p) a deriwada direcional de u na diregao do vetor unitdrio normal exterior

v no ponto p € df). Entao, o mapa de Dirichlet-Neumann A é definido pela expressao:

M) = 1B o (o). 2.2)

Nesse caso, estamos considerando a métrica usual sobre a variedade. Todavia, se
considerarmos ¢ uma métrica riemanniana qualquer, os mesmos resultados do texto
sao validos para o problema:

Agu= 0 em (2,
ulog = f
E a derivada direcional de u na dire¢ao do vetor unitdrio normal exterior v, no ponto
p € 0f) passaria a ser representada por (%‘(p).
g

10



2.1. TEOREMA PRINCIPAL

O mapa de Dirichlet-Neumann A é um operador pseudo-diferencial de ordem 1 e,
como tal, possui um nicleo, K(z,y), definido como uma distribuigao. Isto é,

K € [C°(09 x Q)]

Esse nicleo da uma representacao de A pela expressao:

Af(z) = , K(z,y)f(y)dy, (2.3)

onde z e y sao coordenadas de comprimento de arco sobre 0€2. Para o operador pseudo-
diferencial A, o nicleo K é uma funcao simétrica, isto é, K(x,y) = K(y,z). Além disso,
para um valor fixo z € 09, lim,_,, |K(x,y)| = co. Mais precisamente:

k(z,y)

onde k ¢é continua sobre 92 x 9. Além disso, k é simétrica e k(z,z) # 0. D é uma
distribuigao suportada sobre a diagonal A = {(x,z);z € 09Q}. O termo |z — y| é a
separagao, em comprimento de arco, dos pontos com coordenadas de comprimento de
arco x e y e o termo continuo dessa expansao tem sido incorporado ao termo

k(x,y)
|z —y|?

Se x ¢ supp(f), entdo a integral é uma integral ordinédria. Visto que estaremos
interessados no comportamento de K(x,y) para z # y, ignoraremos D. Portanto,
pretenderemos que:

(2.5)

O bordo 9€) é uma curva de Jordan e, portanto, é homeomorfa a um circulo.

Definigao 2.1.1 FEscolha uma orienta¢ao sobre ). Dizemos que (1, ..., Tn; Y1, s Yn)
¢ um par circular se existem pontos p,q € 0N) que dividem OS2 em duas componentes
coneras A e B, tais que {x1,...x,} C A e{y1,...;yn} C B € Ty, ., T, Y1, .., Yn €stao
em ordem circular sobre 0S2.

Aqui, quando dizemos que xi,..., Ty, Y1, ..., Yo €stao ordem circular significa que
quando escolhemos uma orientagao em 02 temos os x;’s e os y;’s na sequéncia
(T4, ooy Ty Y1y ooy Yn)-

Usaremos essa definicao no decorrer das demais segoes. Estaremos interessados em
provar o seguinte teorema:

11



2.2. A PROPRIEDADE ALTERNADA

Teorema 2.1.2 Seja (1, ..., Tn; Y1, ..., Yn) um par circular sobre 0. Seja L = (1;;)

uma matriz de ordem n X n, com entradas definidas por l;; = K(x;,y;). Entdo

n(n+1)

(—1)"%™ det(L) > 0 (2.6)

Esse é o principal teorema deste trabalho. Ele afirma que o nticleo K atua num par
circular produzindo a matriz

K(9€1;y1) K<xlayn)
L= : :
K(xmyl) K<xmyn)
que satisfaz (2.6).

A sua prova sera dada nas secoes 2.3 e 2.4. Antes disso, apresentamos na se¢ao 2.2

um teorema que é conhecido como: a propriedade alternada. Mais tarde serda mostrado
que o nosso teorema principal implica nessa propriedade.

2.2 A Propriedade Alternada

Suponha que 02 = I U J, onde [ e J sao arcos conexos disjuntos. Entao, temos o
seguinte teorema:

Teorema 2.2.1 (Propriedade Alternada). Seja f uma fun¢ao C sobre 0) tal
que f = 0 sobre I. Suponha que existe uma sequéncia de pontos {p1,....,pn} C I em
ordem circular tal que

(=1 Af(pi) > 0 (2.7)
Entao existe uma sequéncia de pontos {qi,...,qn} C J em ordem circular tal que
(=D)"Af(pi)f(q:) >0 (2.8)

Demonstragao: A prova é dada de maneira construtiva. Utilizamos varias vezes o
Principio do Méximo (A.4). Primeiro, afirmamos que (2.8) é equivalente a:

Af(Pi) f(@ni1-i) <O (2.9)

De fato. Para n par, podemos usar (2.7) e (2.8) para calcular os sinais de Af(p;),
f(gi) e f(gnr1—i), obtendo a tabela:

Afpi) | fa) | flaniai) | (=1)"AF(pi) f(a)
¢ par — — + +
¢ impar + + — +

Analogamente, para n impar, temos por (2.7) e (2.8) que:

12



2.2. A PROPRIEDADE ALTERNADA

Af(pi) | (@) | flgniizi) | (1) "Af(pi) f(as)
¢ par - + + +
¢ impar + — — +

Portanto, multiplicando os sinais de Af(p;) e f(gni1-:), respectivamente, na
primeira e segunda linhas das tabelas acima, provamos a equivaléncia.

O sinal do fator f(g,+1-;) é obtido da seguinte forma:

Quando n é par. Para i par, obtemos de (2.8) que f(¢;) < 0,Vi,i = 2k, k € N.
Analogamente, para i = j impar, obtemos de (2.8) que f(¢;) > 0,Vj,j =2k—1,k € N.
Logo, f(gn) < 0. Sendo que n par, segue que n+ 1 é impar. Assim, n+ 1 — 2k é impar.
Entao, concluimos que f(¢,+1-;) > 0. Semelhantemente, para ¢ = j {mpar, segue que
n+1—j épar. Dai, f(g+1-;) <O.

O procedimento ¢ analogo para n impar.

Consideremos agora a nossa hipotese. Descrevemos, inicialmente, como escolher o
ponto q,.

Seja u a solugao de (2.1) tal que u = f sobre 0f.

Usando (2.2) em (2.7), obtemos:

ou

(=D Af(p1) > 0= Af(p1) > 0= 7(?)%(?1) > 0.

Visto que v(p) > 0, obtemos:
ou
%(]01) > 0.

Como 2 é relativamente compacta e conexa, existe um pequeno intervalo aberto
a C €, tal que p; é uma extremidade de a. Além disso,

p € I C 09. Entao, u(py) = f(p1) = 0.

Agora, segue da defini¢do de derivada na dire¢cdo da normal (veja [13]) que existe
uma curva

a:[0,6) —Q

t — aft)
satisfazendo a(0) = p; e a'(0) = —v, onde § > 0 e v é o vetor normal exterior em p;.
Entao,
ou B ou o u(aft) —u(a(0) L u(aft))
R A T i L
Como 0 < t < 9, segue que:
u(a(t)) <0

Seja W a componente conexa do conjunto X = {z € Q;u(z) < 0} e que contém a.

13



2.2. A PROPRIEDADE ALTERNADA

Tomando z € W, existe uma sequéncia (z,) em W tal que (z,) — 2. Como u é
continua, segue que

Suponha que W N J = @. Entdo u = 0 sobre OW.

De fato. Seja zg € OW. Afirmamos que u(zp) = 0. Caso contrério, como existe uma
sequéncia (z,) em W tal que (z,) — 2o € u é continua, entao existiria um aberto B
contendo z tal que u(zg) < 0. Como B é conexo e contém pontos de W, poderfamos
construir um caminho ligando um ponto z; de W a um ponto y; de B com y; ¢ W.
Assim, existiria uma outra componente conexa Wy contendo o com W C Wy, o que é
um absurdo.

Tadavia, u = 0 sobre W contradiz o Principio do Maximo em W, haja vista que
W nao é vazio, u é solugao do problema (2.1). Entdo, v = u [ytambém é solucao e
u<0em W,

Portanto, W N J # @. Entao, usando novamente o argumento anterior, concluimos
que u = 0 em todo ponto na W que esta em ().

Considerando, agora, que u |sgo= f e que J C I e usando o Principio do Méximo
(A.4) novamente em W, temos que existe um ponto ¢, € Wn.J tal que f(g,) < 0. Agora,
tomando o ponto g, e considerando que W também é conexo e relativamente compacto,
concluimos que existe um pequeno intervalo § C W tal que ¢, é uma extremidade de
5.

Pela conexidade de W, podemos ligar as extremidades de « e 8 que estao dentro de
W por uma curva C* em W. Portanto, existe uma curva diferenciavel C; tal que C é
difeomorfa a um segmento de reta, C'; tem extremidades p; e ¢, ¢ C1 —p1— ¢, C W.
Como apenas u(p;) = 0, segue imediatamente que u(z) < 0, Vz € C; — p;.

Como Af(p1) >0e f( gnr1-1) = f(gn) <0, segue que para i = 1, vale (2.9).

Quando i = 2, usamos novamente (2.2) e (2.7), e obtemos:

Ou

ou
ay(pz) <0= ——(p2) <0,

(=1 Af(p2) > 0= 7(p2) oy
pois v > 0.

Como py € I C €, segue que u(py) = f(p2) = 0 e, usando novamente o argumento
do caso i = 1, concluimos que existe um pequeno intervalo ap C 2 tal que u(ay) > 0.

Considerando V' a componente conexa do conjunto Y = {z € Q;u(z) > 0} e que
contém s e usando um procedimento inteiramente analogo ao caso i = 1, obtemos que
V NJ# @. Entdo, visto que u |go= f e que J C 9 e usando o Principio do Méximo
em V, obtemos um ponto ¢,_1 € V N J tal que f(g,—1) > 0. Isso nos permite obter
um pequeno intervalo f5 com extremidade em ¢,,_1 e, a partir dai, encontrar uma curva
diferenciavel Cy de extremidades ps € ¢,,—1, € Coy —pa— @,—1 C V de forma que u(z) > 0,
Vze Oy — Da.

Observe agora que Af(p2) < 0 e, portanto, Af(ps2)f(g.—1) < 0, satisfazendo (2.9).
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2.3. A DESIGUALDADE FRACA

Podemos repetir esse argumento para produzir curvas C; tais que C; conecta os
pontos p; € I aos pontos ¢,+1-; € J, Cj—pj— qui1—; C Qe (=1)7Tu(z) < 0 para todo
z € Cj —p,.

Observamos ainda que o processo de obtencao das curvas nos permite afirmar
que elas nao se interceptam. Pelo Teorema das Curvas de Jordan os pontos
D1y ooy Py Q1s -+, @ €StA0 em ordem circular sobre 0f2 e, claramente, satisfazem (2.9).

|

Essa propriedade serd utilizada ainda na préxima secao, a fim de mostrarmos
a primeira parte do teorema principal. Assim, a partir daqui comegamos a prova
do principal teorema, que sera dividida em duas partes: a primeira, chamamos de
desigualdade fraca e a segunda, de desigualdade forte.

2.3 A desigualdade Fraca

Teorema 2.3.1 (A desigualdade fraca). Seja (1, ...,xn;Y1, ..., Yn) wm par circular
sobre 00). Seja L = (l;;) wma matriz do tipo n x n com entradas definidas por
lij = K(l’z,y]> Entao

(—1)"%™ det(L) > 0 (2.10)
Demonstracao: A prova sera dada por inducgao sobre a ordem da matriz n.
Consideremos primeiro o caso n = 1. A prova segue por contradicao. Observe que
fazendo n = 1 em (2.10), precisamos mostrar que det(L) < 0.

Suponha, entao, que existam pontos p,q € 92 com p # q e det(L) = K(p,q) > 0.
Assim, existe € > 0 tal que p ¢ D. = {y; |y —q| < €} e K(p,y) > 0 para y € D.. Note
que isto decorre da continuidade de K em (2.5).

Seja f uma fungao continua sobre 02 tal que supp(f) C D, f(q) > 0e f(s) >0,
Vs € 0N).

Note que uma tal funcdo existe, veja [13]. O fato de que f(¢) > 0 decorre de que
q € (suppf)°. A continuidade da f é obtida fazendo o valor de f(s) se aproximar de
Zero suavemente.

Agora, por (2.2) e (2.4), temos:

G =) = [ K sy > o

visto que K ¢ estritamente positiva e f ¢é nao-nula no seu suporte.

Ora, sabemos que u satisfaz (2.1), u(s) = f(s),s € 02 e y(p) > 0. Entao, segue que
u(p) > 0. Agora, pela defini¢io de derivada na dire¢io da normal (veja [13]), existe
uma curva «, tal que:

a:[0,6) —Q
t — a(t)

’
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2.3. A DESIGUALDADE FRACA

satisfazendo a(0) = p; e o' (0) = —v, onde 6 > 0 e v é o vetor normal exterior em p;.
Entao,
ou B ou o u(aft) —u(e(0) L ulalt))
0= qp )= gy = Tl T =i
Portanto, temos que:
u(a(t)) <0

Isso significa que deve existir um ponto z préximo de p tal que u(z) < 0. Mas isso
contradiz o Principio do Maximo (A.4), pois u(s) = f(s) > 0, Vs € 0.

Observe que a nossa contradicao resultou quando supomos a existéncia de pontos
p,q € 022 com p # q e K(p,q) > 0. Assim, concluimos que para n = 1, K(p,q) < 0.
Dai, det(L) < 0 e, portanto, a nossa desigualdade é verdadeira.

Hipotese de indugao: assumimos que o resultado é verdadeiro para quaisquer
matrizes do tipo (n — 1) x (n — 1) . Isto é:

n(n—1)

(—=1)" 7 det(Ly;) > 0 (2.11)

e provemos que o resultado vale para n X n matrizes.

Aqui, L;; representa um (7, j) menor de L qualquer. A prova também seguird por
contradicao.

Suponha que o resultado nao vale. Entao, deve existir um par circular
(T1y ey Ty Y1y -, Yn) € 0N tal que:

n(n

(—1)"%™ det(L) < 0 (2.12)

Portanto, L ¢ uma matriz invertivel. Considere entdo a matriz L~! com entradas
(hij). Sabemos da Regra de Cramer para a resolucao de sistemas lineares [14] que:

. det(Lj;)
hij = (=YY" —22 Vi, j=1,..,n 2.13
onde Lj; é o transposto do (7,7) menor de L. Agora, antes de passarmos ao passo de
inducao, apresentamos um resultado que sera utilizado no decorrer do mesmo. |
Demonstragao:

Observacao 2.3.2 Para qualquer n € N, temos a igualdade:

n(n—1)

(—1)"7 7 =~ (2.14)

Com efeito. Multiplicando ambos os membros dessa igualdade por (—1)_n(;_1)

temos:

Y

(—1)5F5+n ()5 +E — 1.
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2.3. A DESIGUALDADE FRACA

De posse desse resultado, passemos, portanto, ao passo de indugao:

o m(ne nin L n2—ntn34n
(—1)Z+]+%+%+1hij = (—1)Z+](—1)%(—1)1h”

= (_1)i+j+n2+lhij
Substituindo (—1)" nessa tltima igualdade, obtemos que:
(_1)z‘+j+—"<”;“+—"<"j”+1hzj = (—1)titntlp,

Agora, usando (2.13) no segundo membro dessa igualdade, obtemos:

det(L)
ni1det(Lyi)

det(L)

(_1)i+j+n+1hij _ (_1)i+j+n+1.(_1)i+j

= (-1, (-1)

o anet(Lﬁ)

= (=1 det(L)

(=T (= det(Ly)
(—1)"%™ . det(L)

(= D(=)TE det (L)
(—1)"=™ . det(L)

(~1).(=1)"5 " det(Ly).

n(n+1)

(—1) =z .det(L)

onde a passagem da penultima para a ultima linha foi obtida através do uso de (2.14).
Por conseguinte, utilizando a nossa hipdtese de indugao (2.11) no numerador da tdltima
expressao e (2.12) no denominador, concluimos que:

(=1)*H i, > 0. (2.15)

Agora, considerando que a matriz L é nao-singular, fixando uma linha ¢, deve existir
algum j para o qual

(—1)H > 0. (2.16)

Lembre-se que os nimeros h;; sao as entradas da matriz L', Portanto, h;; # 0
para algum j e todo 1.

Prosseguindo, consideremos w = [1 -1 1 .. (—1)”“}T um vetor n dimensional
com sinais alternados, onde T significa transposto.

Seja ainda o vetor z = L™ w. Visto que L' = (h;;) e w é uma matriz alternada do
tipo n X 1, segue que:
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2.3. A DESIGUALDADE FRACA

Assim,

(—1)H7z = 3 (~ 1) (1) hy

j=1
_ Z(_l)i+j+n+1hij
j=1
Agora, aplicando (2.15) e (2.16) nessa ultima igualdade, encontramos:

(-2 >0,Vi,i=1,..,n (2.17)

Resumindo, L™'w nos fornece um vetor z tal que:

=L 'w=Lz=w

Como as entradas da matriz L sao dadas por K(z;,y;), temos:

K(%,yl) K(ﬂh,yn) 21 wq

K(xnayl) K(xnayn) Zn Wn,

Assim, a i-ésima linha da matriz produto Lz é dada por:
K(zi, )2+ oo+ Kz, y) 2 = Y K(@i,9,)7.
j=1
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2.3. A DESIGUALDADE FRACA

Portanto, concluimos que:

n

ZK(mi,yj)zj =w; = (1) (2.18)

J=1

Lembrando que K(z;,y;) = l;; (entradas da matriz L) e, trabalhando com (2.17)
obtemos:

(=1)"*"z; > 0= (=1).(=1)"""2, <0
— (=)™ (=1)"z% <0

Usando (2.18) nessa ultima desigualdade, encontramos:
Portanto, comcluimos que:

(—1)”+1ziwi >0 (219)

Agora, escolha pequenos intervalos D; em torno dos pontos y; de forma que os D;
sejam disjuntos e nao contenham nenhum dos pontos ;. Observe aqui que essa escolha
¢é bastante natural, haja vista que o par circular em 0 est4 fixo. Além disso, os pontos
x; e y; estao em arcos disjuntos e o termo intervalo é utilizado no sentido de fazermos
uma identificagdo natural de 92 com o intervalo [0, 5) da reta.

Escolha os D; suficientemente pequenos de maneira que:

| K (z;,y) — K(x;,y;)| <e,y € Dj,i=1,..,n (2.20)

Escolha ainda fungoes f; tais que:

supp(f;) C Dy, zifj(y) >0e .fj = 2, (2.21)

Seja f =>_"_, f;. Entao:
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2.3. A DESIGUALDADE FRACA

n

IAf (i) —wil = | K(xi,y) f(y)dy — ZK(%,%’)ZH

G e

B ’/asz Klawy) ;fj(y)dy - ;K(%%) /Dj fiy)dy|

= | K(zi, y)[fi(y) + ... + fu(y)]dy
o9

— [K (i, 41) . fiy)dy + ... + K(zi, yn) i fn(y)dy]|

=| | K(ziy)hily)dy + ...+ [ K(xi,y)fuly)dy
o0 o0

1] Ku)hiwdy+ ..+ /D K (2 y) foly) ]

Dy

=| | K(ziy)hydy+..+ [ K@i,y fuly)dy
o002 o2

= K(ziy)hdy+ ...+ [ K(zi,yn) foly)dy]|
onN o0

— 1 [ Ky — K@yl fy)dy + .+ / K (@i,y) — K (23, ya))foy)dy]
o0 o0

< - \[K (i, y) — K(zs,910)) fr(y)|dy + ... + (K (i, y) — K (24, yn)] fu(y)|dy

|
o0

= | |K(ziy) = Kz, y) LAWY + .+ | [K (i, y) = K(@i, 90) | fa(y)]dy]
Ge) B

Aplicando (2.20) nessa tltima expressao, obtemos:

Af(zs) —wil <. / RO / 1falldy

Como, por (2.21), z; e f;(y) possuem o mesmo sinal, segue que [, | f;(y)|dy = |z].
Portanto, obtemos:

Af(z:) —wil <€) 2] (2.22)
j=1

Assim, concluimos que para e suficientemente pequeno, Af(z;) tem o mesmo sinal
que w;. Portanto, pela propriedade alternada (Teorema 2.2.1) deve existir um conjunto
de n pontos t; em ordem circular tal que:

(=1)"w; f(t;) >0
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2.4. A DESIGUALDADE FORTE

Para um tal conjunto de pontos deveriamos ter ¢; € D; e, portanto, f(¢;) teria o
mesmo sinal que z;. Mas isso contradiz (2.19).
Isso conclui a nossa demonstracao. |

2.4 A desigualdade Forte

Na secao anterior, provamos a primeira parte do teorema principal, a qual
denominamos desigualdade fraca. Nesta secao, concluiremos a prova desse teorema
mostrando que a igualdade em (2.6) produz uma contradi¢do. Isso nos permitira
concluir a desigualdade estrita do teorema, a qual nomeamos por desigualdade forte.
Para a prova utilizaremos como ponto de partida a desigualdade fraca e, portanto,
faremos também o uso de indugdo. Faremos ainda uso de um Lema de (3). Para
a demonstracao do Lema faremos uso do complemento de Shur, o qual definimos a
seguir:

Definicao 2.4.1 Suponha que M €é wma matriz quadrada e D €é uma submatriz
quadrada invertivel de M. Apenas por conveniéncia assuma que M tem a sequinte
estrutura em bloco:

w[t ]

Chamamos complemento de Shur de D em M a matriz M/D = A— BD™'C.

Proposicao 2.4.2 O complemento de Schur satisfaz a sequinte identidade:

det M = det(M/D).det D (2.23)

Demonstracao: Consulte [6]. |
Agora, colocamos algumas condigoes e enunciamos o Lema.
Vamos assumir que o comprimento de arco de 02 é S e que pontos sobre 02
sao parametrizados por nimeros no intervalo [0,S). Seja (z1, ..., Zn; Y1, .., Yp) UM par
circular. Assumimos que as coordenadas sobre 0f) sejam escolhidas de forma que

0<m < .. <<y <..<yp, <58

Seja L a matriz com entradas i, j iguais a K (z;,y;). Usaremos a notacao:

k(21 .o, Tny Y1y -y Yn) = det(L)

Lema 2.4.3 Seja (ay, ..., Qp11; b1, .y bpy1) um par circular. Entdo
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2.4. A DESIGUALDADE FORTE

k(al, ceey 13 b17 cey bn+1)k(a1, vy Q15 bg, ey bn+1) =

k(al, ceey Qs bl, bg, ey bn+1)k(a1, ceey Q15 A1 bg, ey bn+1)

—k(ay, ...,an; b, ..., bpy1)k(ay, ..., an_1, Gnp1; b1, b3, .. byyr)

Antes da demonstracao do Lema, devemos explicar a notacao utilizada. Para tanto,
consideremos det(A) = k(ay, ..., an41;b1, ..., bpp1). Assim, a notagao utilizada nos da,
no lado esquerdo da igualdade, o produto de dois determinantes, sendo o primeiro
determinante, da matriz original A de ordem n + 1 e o segundo, de uma sua submatriz
de ordem n — 1 em que foram retiradas da matriz original as duas tltimas linhas e as
duas primeiras colunas. Esse produto pode ser decomposto como uma diferenca, onde
o primeiro termo é o produto de determinantes de submatrizes de ordem n — 1 de A,
onde no primeiro fator se exclui a iltima linha e a coluna 2 e no segundo se exclui a
pentltima linha e a coluna 1. No segundo termo temos o produto de determinantes de
submatrizes de ordem n — 1 de A, onde no primeiro fator se exclui a ultima linha e a
coluna 1 e no segundo se exclui a penultima linha e a coluna 2.

Apoés tais consideragoes, passemos a demonstracgao do Lema.

Demonstragao: Com o objetivo de simplicar os célculos e deixar a demonstracao
mais enxuta, vamos usar a seguinte notacdo: A ¢ a matriz do tipo (n+ 1) x (n + 1),
Alh, i; j, k] significa uma submatriz do tipo (n — 1) X (n — 1) de A, obtida por retirar as
linhas h e i e as colunas j e k de A. A[h; j] significa uma submatriz do tipo n x n de A,
obtida por retirar a linha h e a coluna j. A[i; k] significa uma submatriz do tipo n x n
de A, obtida por retirar a linha i e a coluna k. Alh; k| significa uma submatriz do tipo
n xn de A, obtida por retirar a linha h e a coluna k. A[i; j] significa uma submatriz do
tipo n x n de A, obtida por retirar a linha ¢ e a coluna j. Em todos esses casos vamos
admitir que 1 < h<i<n+lequel <j<k<n+1. Isto significa que essa nossa
simplificacao produzira uma demonstracao mais forte de que o nosso Lema, sendo ele,
portanto, um caso particular.

Agora, nao ha perda de generalidade se reordenarmos as linhas e colunas da
matriz A, de modo a obter (h,i) = (1,2) e (j,k) = (1,2). Portanto, consideremos
B = A[1,2;1,2]. Entao, a matriz A toma a forma em blocos:

a b S
A=|c d T
W Z B

em que S e T sdo submatrizes do tipo 1 x (n — 1) de A e W e Z sdo submatrizes do
tipo (n — 1) x 1. Assuma que fizemos a reordenagao de maneira que B seja invertivel.
Entao, podemos escrever o complemento de Shur de B em A por:
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2.4. A DESIGUALDADE FORTE

a b S -1
A/B = L d} - MB W Z].

Observe que a primeira matriz a direita na expressao acima é do tipo 2 x 2. A
segunda é do tipo 2 x (n — 1). A matriz B~ é do tipo (n — 1) x (n — 1) e a matriz
[W Z ] é do tipo (n—1) x 2. Logo, o produto acima esta definido. Portanto, resolvendo
o produto e a subtracao na expressao A/B, obtemos a matriz do tipo 2 x 2 dada por:

A/B = {a— SB™'W b — SB‘lZ}

c—TB'W d-TB™'Z

Calculando o determinante da matriz A/B, encontramos:

det(A/B) = (a — SB™'W).(d—TB'Z) - (b— SB™'Z).(c— TB™'W).

Aplicando a definicdo do complemento de Schur em (2.4.1) nesse determinante,
obtemos:

det(A/B) = det(A[2;2]/B). det(A[1;1]/B) — (det A[1;2]/B).(det A[2:1]/B).

Multiplicando essa igualdade por det B e usando a identidade do determinante em
(2.23), encontramos:

det A = det(A[2;2]). det(A[L; 1]/B) — (det A[L;2]).(det A[2; 1]/B).

Multiplicando novamente por det B e usando a identidade do determinante em
(2.23), chegamos a:

det A. det B = det(A[2; 2]). det(A[1; 1]) — (det A[L;2]).(det A[2; 1]).

Por 1ultimo, temos que essa igualdade representa uma relacao polinomial que vale
para (n + 1)? valores das entradas de A. Além disso, é uma identidade nos coeficientes
de A. Portanto, isso conclui a nossa demonstracao. [

Passemos entao a prova do teorema (2.6).

Demonstragao: Quando n = 1, suponha que exista um par de pontos z,¥y; com
0 < <y e K(x1,y1) = 0. Entdo, por (2.4), ndo existe uma sequéncia de pontos z;
tais que:
T <z <y, lim z; =21 e lim K(xq,2;) =0.
Jj—o0 j—o0

Observe que essa conclusao decorre do fato de que em (2.4) o lim,_,, | K (z, y)| = oo.
Assim, se considerarmos a existéncia de uma sequéncia nessas condicoes, teriamos
lim,, ., K(71,2;) = 0 (Uma contradicao). Portanto, afirmamos que existe um ponto
72 com x1 < 1y < yy tal que
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K(x1,m) =0e K(x1,m) <0, para 1 <1 < 1

De fato. Negar a existéncia de um ponto 7, satisfazendo essas condigoes é justamente
afirmar que existiria uma sequéncia z;, ; < z; < ¥, z; convergindo para z;, com
K (x4, z;) convergindo para 0, conforme (2.10).

Seja x um nimero qualquer tal que x; < x < 1y e escolha 7y tal que x < 1y < 7.
Assim, temos x; < x < 1y < ny. Entao, (x1,2;m,172) é um par circular e, portanto

K(x17771> K($1a772) <0
K(z,m) K(z,m)|~
Note que K(zi,m5) = 0 implica em que esse determinante é dado por
K(x1,m).K(x,n). Portanto, segue que

K(xy,m).K(z,m) <0.

Como K(x1,m) < 0, podemos dividir a desigualdade por K(z1,7;), obtendo que
K(JI, 772) 2 0.
Todavia, K(z,n2) > 0 é inconsistente com o caso n = 1. Assim, segue que

K(xz,m9) =0.

Mostramos que para todo x, com x; < z < 12, K(x,15) = 0. Portanto, obtemos
que lim,_,,, K(z,n2) = 0. Contradizendo, portanto, (2.4).

Observe que a contradicao foi produzida quando supomos que existia um par de
pontos z1,y; com 0 < z7 < y; e K(x1,y1) = 0. Concluimos, portanto que a nossa
desigualdade vale para o caso n = 1.

Suponha, agora, que o resultado seja verdadeiro para quaisquer submatrizes do tipo
(n—1) x (n — 1) e provemos que o resultado vale para a nossa matriz L, de ordem n.
Assuma que

k(l‘l, wy Ly Y1, 7y7’b) =0

para algum par circular.
Primeiro, provamos a seguinte afirmacao: nao existe uma sequéncia de pontos z;
tais que

Tp < 2z <yp, lim z; =2, € lim k(2q, ..., Tni 25, Y2, ooy Yn) = 0.
]-}OO ]-}OO

Haja vista que isso implica a existéncia de constantes ¢; (independentes de j) tais
que

K(zy, 2j) = Z e K (xk, 25) + V. (2.24)

k<n

E, portanto:
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2.4. A DESIGUALDADE FORTE

lim K(z,, z;) = chK(xk,xn). (2.25)

Jreo k<n
Contradizendo (2.4).

De fato. Consideremos k(z1, ..., Zn; 2j, Y2, ..., Yn) = A;, onde A; é um numero real
que depende de j e A; — 0 quando j — oco. Como as entradas de det(L) sao dadas
por K(z;,y;), temos:

K(xlvzj) K($17y2) K('rlayn)

K(I‘Q,Zj) K(x27y2) K<x27yn) _)\
: : : : -

K(zn,z)) K(xn,y2) .. K(zp,yn)

Fazendo o desenvolvimento desse determinante pela primeira coluna, temos:

K($1, ZJ>M1]—K(JZ'2, ZJ)M2]++(—1)1+‘7K<£C“ ZJ)MZJ++<—1)n+]K(.I‘n, Z])Mn] = >\J7

onde os M;; sao os determinantes das submatrizes de ordem n — 1 de L, que obtemos
excluindo de L a linha 7 e coluna 1. Como a hipdtese de indugao assegura que os M;;
sao todos diferentes de zero, podemos isolar K (z,, z;) nessa equacdo, obtendo:

)‘j _ K(l’l,Zj)Mlj K(Q?Q,Zj)ng
(DM (C) My ()M,
(-1)”71+JK(ZEW‘_1,Zj)M(n_l)j

(1),

K(z,,z;) =

Note agora, que os nimeros reais M;;, com ¢ =1,...,n — 1 e j fixo para a sequéncia
zj sao independentes de j, haja vista que foram obtidos pela exclusao da coluna que
depende da sequéncia z;. Portanto, fazendo:

Mlj _
(=1)"* My,

My;

Aj
7 ’ (_1>n—|—]Mn]

—_—— = Cy, ...
(~1)" My )

:Ck,k: 1,...,77,—17

a menos de sinal, obtemos (2.24). Por tltimo, passando ao limite quando j — oo,
temos que A\; — 0 e, assim, obtemos (2.25).

Agora, o mesmo argumento do caso n = 1 nos permite concluir que existe um
nimero 7; com x, < n; < y; tal que:

k(xh"'axn;nlay%"'7yn) :07 (226)

k<x17 e T 17, Y2, "'7yn> 7£ 0 para x, <mn <1mn. (227)
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Seja x tal que z, < z < 1. Entao existe um nimero 7 tal que < n < 1 e,
portanto, (1, ..., Tn, 37, M1, Y2, .-, Yn) € um par circular.
Considerando a alternancia de sinal de det(L) na desigualdade fraca (2.3.1), temos:

E(Z1y ooy Ty T30 M1, Y2y ey Yn ) (15 ooy T 15 Y2y ooy Yn) <O (2.28)

Por alternancia de sinal, estamos dizendo que nessa desigualdade, no primeiro
fator aparece um determinante de uma matriz de ordem n + 1, enquanto que no
segundo aparece o determinante de uma submatriz de ordem n — 1. Considerando
que ambos os determinantes satisfazem a desigualdade fraca (2.3.1) e que o fator
(—1)n(n2+1) da desigualdade fraca oscila entre +1 e —1 de dois em dois; necessariamente,
os determinantes se alternam em sinal ou pelo menos um deles é nulo. Portanto, o
produto é menor ou igual a zero.

Aplicando em (2.28) o Lema (2.4.3), obtemos:

0 2 k X1y eeesy Ty 31,115 Y2, "'7yn)k<x1a vy Tp—15 Y2, 7yn)
= k(Z1, ey Ty M Y2y ooy YUn )R (T ooy T 1, 500, Y2y oy Yn) (2.29)
—k(T1, ey Ty M1, Y2y ey Yn ) (T, oy T 15, T3 10, Y2, ey Yn)

Aplicando (2.26) na segunda linha dessa tltima igualdade, encontramos:

0 2 k(xh vy Ly 317, M1, Y2, "'7yn)k<x17 ceey Tn—1,Y2, 7yn) (2 30)
= k(x1, ey Ty M Y2y ooy Yn )R (T ooy T 1, 500, Y2y ey Un) ‘

Prosseguindo, observe que no segundo membro da igualdade anterior aparecem dois
determinantes da matriz L, pois ambos possuem ordem n. Logo, aplicando em (2.30)
a desigualdade fraca (2.3.1), obtemos:

0 S k(xla vy T3 175 Y2, "'7yn)k:(x1> vy Tn—1, L5311, Y2, -'-7yn> S 0

Portanto,

k(21 oo Tny 1, Yoy ooy Yn )R (21, ooy T 1, 501, Yoy ooy Y ) = 0.

Finalmente, usando (2.27) nessa igualdade, obtemos:

k(21 .o Tpo1, 501, Y2, -y Yn) = 0, para z,, < x < 0.

Como no caso n = 1, isso contradiz (2.4) e prova o teorema. |

2.5 O Lema de Hopf

Mostramos agora como o fato de K(x,y) < 0 para x # y implica o Lema de Hopf
para a equagao de condutividade.
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Teorema 2.5.1 Seja u uma solucao nao constante do problema

{ V.7Vu)= 0 em Q
ulpo = f '

Seja p € 02 um ponto onde onde u assume um valor minimo. Entdo

%(p) <0 (2.31)

Demonstragao: Sem perda de generalidade, podemos assumir que u(p) = 0. Visto
que u nao é constante e ulgg = f, segue que supp(f) nao é vazio. Assim, existe um
intervalo aberto D em torno de p na 02 tal que supp(f)— D também nao é vazio. Note
que supp(f) — D é um conjunto fechado. Assim, pela proposi¢ao (A.3.2) existe uma
funcao diferenciavel ¢ definida em 92 com 0 < ¢ (x) < 1, e 1 satisfazendo:

, onde V,, é um intervalo em torno de p

= 1, sexz € supp(f)—D
10, sex €V,

Consideremos a funcao h = ¥ f e seja w a solucao do problema:

{ V./Vw) = 0 em Q

w ’a 0= h

Observe que para x € supp(f) — D, h(z) = f, h=0em V, e, como 0 < ¢(z) < 1,
segue que f = h.

Portanto, considerando essa desigualdade e a unicidade da solucao, obtemos que
u > w. Além disso, h > 0. Finalmente, como h se anula em V,, temos que p ¢ supp(h).

Utilizando entao a hipétese de que K(p,y) < 0, juntamente com o fato de que h > 0,
obtemos:

., K(p,y)h(y)dy < 0. (2.32)

Agora, considerando a desigualdade f > h > 0 e multiplicando por K(p,y),
obtemos:

K(p,y)f(y) < K(p,y)h(y).

Integrando essa desigualdade em 0f2, encontramos:

., K(p,y)f(y)dy < » K(p,y)h(y)dy.

Aplicando, (2.2), (2.3) e (2.32) nessa desigualdade, chegamos ao resultado:

ou ow
<

5(17) < 5(29) <0.
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Em que v é o vetor normal em p. Isso completa a demonstracao. [

Na préoxima secdo mostramos como o Teorema Principal (2.6) implica na
Propriedade Alternada (2.2.1). A demonstragao desse resultado faz uso de dois lemas,
sendo que o primeiro deles é conhecido como a propriedade de variacao decrescente para
um nucleo M.

2.6 A propriedade de Variacao Decrescente

Usamos a seguinte notacao:

Seja M(z,y) : [¢,d] X [a,b] — R uma funcao continua. Consideramos nos intervalos
[c,d] e [a,b] as partigdes c < 71 < xa < ... <z, <dea<y <Y <..<y, <b. Seja
a matriz de ordem n x n com entradas ¢, j determinadas por M(z;,y;). Consideremos

w1, Toeooy T Y1, Youun, Y ) = det(T)

Entao, enunciamos o seguinte Lema:

Lema 2.6.1 Seja f uma funcao continua, nao identicamente nula, definida no
intervalo [a,b], tal que f muda o seu sinal nesse intervalo nao mais que n — 1 vezes.
Seja M (z,y), com x,y € [c,d] X [a,b] um nicleo continuo com a propriedade de que

(21, Ty T3 Y1, Y2, Yn) > 0 (2.33)
sempre que c < 1 <13 < ... <, <dea<ly <y <..<y, <b. FEntao, a funcao

b
o(z) = / M(x.9) (y)dy

se anula em [c,d] nao mais que n — 1 vezes.

Aqui, dizer que a fun¢do f muda o seu sinal k vezes no intervalo [a, b] significa que
existem k + 1 pontos y; < y2 < ... < ygr1 em [a, b, tais que para i = 1,2, ..., k

S i) f(Yyir1) <0 (2.34)

Demonstragao: Observe que o fato de f ser continua e mudar de sinal nao mais
que n — 1 vezes garante que f nao possui mais que n — 1 zeros. Entao, pela hipdtese,
existem pontos a = sg < s1 < S < ... < §,_1 < S, = b tal que em cada intervalo aberto
(8i—1,8i), comi=1,2,...,n afungao f ndo muda o seu sinal, nem é identicamente nula.
De fato. Basta tomarmos os sys como os zeros da fungao f. Assim, em cada (s;_1, s;)
a funcao f tera sinal constante. Para ¢ = 1,2, ..., n, consideremos a fung¢ao

aa) = [ M)y (2.35)

K3
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Entéao, adicionando as fungoes g;(x), com i = 1,2, ..., n, obtemos:

g(r) = Z 9i(x). (2.36)

Fazemos primeiramente a seguinte afirmacao: Para quaisquer

c< T <Ty < ... <z, </,

o determinante det({g;(z;)}) é tal que:

det({g:(z;)}) = / L /01u(xl,m...,xn;yl,yz...,yn>f<y1>...f<yn>dy1...dyn. (2.37)

Mostramos esse fato por indugao. Para o caso n = 2, temos o par circular
(71, 22591, y2). Assim:

$1>y1) M($17y2)
96273/1) M(x2,y2)

Por outro lado, o determinante det({g;(z;)}), com i,j = 1,2, é dado por:

M
det(T) = ‘ME = u(w1, 225 Y1, Y2)-

91(71)  ga(z1)
91(72)  ga(x2)

Aplicando (2.35), encontramos:

= 91(71)g2(72) — g1(z2)ga(21).

det({gi(x;)}) = N M (z1, y1) f(y1)dyr- N M (2, y2) f (y2)dya
[ M (2, y1) f(y1)dys- N M (z1,y2) f(y2)dyo

Note que em cada termo da diferenca acima, a integral no 1° fator é constante
em relagao a 2% integral, visto que no 1° fator a variavel de integragao é y,, enquanto
que no 2° fator a variavel de integracao é y,. Portanto, inserindo essas constantes nos
respectivos integrandos e usando propriedades de integracao, encontramos:
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det({gi(z;)}) = N /81 M (x1,y1) f(y1)dyr- M (2, ya2) f (y2)dy2
— /82 /81 M (w2, y1) f(y1)dyr. M (21, y2) f (y2)dy2

52 /‘51
S1 S0

— /82 /81 M (29, y1) M (21, y2) f(y1) f (y2)dyr1dy2

S1
52
S1

=

(1'1, y1)M(1’2, y2)f(y1)f(3/2)dy1dy2

/ " M (1, 0) M (w2, o) — M, y) M (a1, 32)] £ () f o) dyadye

Por tltimo, observando que na tltima igualdade o termo nos colchetes é det(7T),
temos o resultado desejado:

det({g:(z;)}) = / 2 / e, 22 1, 90) () f () dyadys, com i, j = 1,2,

Base de inducao: admitimos que a afirmacao seja verdadeira para quaisquer matrizes
de ordem (n — 1) x (n — 1) e mostramos que também ¢é verdadeira para matrizes de
ordem n X n.

Seja T' a matriz de ordem n x n. Entao, fazendo o desenvolvimento de det(T") pela
1% coluna, temos:

det(T) = M(lL‘l,yl)Tll — M(Z'Q,yl)T21 + ...+ (—].)TH_IM(In,yl)Tnl. (238)

onde os numeros T;;, com i = 1,...,n sao os determinantes das submatrizes de ordem
(n—1) x (n—1) de T, obtidas por retirar a linha i e a coluna 1.
Por outro lado, tomando a matriz:

gi(z1) o galz1)
G = : : : ;
gi(zn) o gnlxn)

e fazendo o desenvolvimento de det({g;(x;)}) através da primeira coluna, encontramos:

g2(z2) - gn(w2) g2(r1) o gn(z1)
det({gi(z;)}) = g1(z1) | : : DA D) () | : :
gQ(xn) gn(fbn) 92<wn—1) gn(Lw—l)

Nomeando os determinantes das submatrizes por Diq,..., D, e fazendo uso da
hipdtese de inducao, encontramos:
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91($1)D11 =
[0 M@, yn) fy)dyy [ [0 (e s Yooy Yn) F(Y2) o f () 2. dyy.

91S($2)D21 = . .
fsol M (z2,y1) f(y1)dys fs:—1 "‘f51 (21, T30y T Yooy Yn) f(Y2) oo f (Yn) dya...dyp,.

Prosseguindo, temos:

gls(xn)Dnl -
JoE M (e, y0) fy))dun [ 22 (@ 13 Yoo Un) £ (y2) - fF(Yn) Yo Ay

Observamos que em cada uma dessas igualdades a integral externa ¢ constante em
relacao a cadeia de integrais no segundo fator, visto que a sua variavel de integracao é
Y1, que nao aparece no segundo fator. Portanto, inserindo a constante no integrando
em cada uma das igualdades, arrumando e comparando os fatores p(z,y) com os Tj
acima, bem como os fatores M(z;,y;), concluimos a igualdade desejada. Isso prova a
nossa afirmacao.

Agora, analisando o integrando em (2.37), concluimos que det({g;(z;)}) # 0, visto
que f(y;) nao se anula no intervalo (s;_1, s;) e tem sinal constante, isto é, f(y;) < 0 ou
fly;) > 0. Além disso, p(z1, 2., Tn; Y1, Y2-s Yn) > 0.

A conclusao de que o det({g;(z;)}) # 0, mostra que o sistema linear homogéneo nas
variaveis ..., o, abaixo sé admite a solugao trivial.

g1(r1) g2(x1) o gnl(w1) oy 0
91(r2) ga2(w2) oo gn(w2) @z {0

: : : S R R NV
g1(l'n) 92<xn) gn(xn) O 0

Portanto, nao existe uma combinacao linear nao-trivial dos g;s se anulando nos n
pontos. Entao, por (2.36), g(x) ndo pode se anular em n pontos.
Isso conclui a nossa demonstracao. [ |

Notamos que nessa demonstracao foi utilizado fortemente o fato de que
p(x1, Tooooy T Y1, Yo-uor, Y ) tem sinal constante. A seguir, apresentamos o segundo Lema.

Seja K (x,y) um ntcleo sobre 02 x 9€2. Assumimos que K(x,y) é continuo quando
x # y. Todavia, ndo assumimos cousa alguma sobre K na diagonal de 02 x 0€2. Seja
k(z1,..., %0591, ..., Yyn) = det(L), onde L é a matriz L;; com entradas determinadas por
K, conforme a segao 2.4.

Lema 2.6.2 Suponha que k(x1,...,Tp; Y1, ..., Yn) nunca se anula e tem sinal constante
para todos n-pares circulares (1, ..., Tp; Y1, .oy Yn)- Seja Q2 = TUJ onde I e J sao arcos
conexos disjuntos. Seja f uma func¢do continua sobre 0S), com supp(f) C J. Seja
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g(z) = , K(z,y)f(y)dy. (2.39)

Entao, se existe uma sequéncia de n + 1 pontos em I em ordem circular na qual g
alterna em sinal, entao existe uma sequéncia de pelo menos n + 1 pontos em J, em
ordem circular, na qual f alterna em sinal.

Demonstragao: A prova sera dada por contradicao. Para tanto, utilizamos o Lema
anterior. Suponha, entao, que nao exista uma sequéncia de n 4+ 1 pontos em .J, em
ordem circular, na qual f alterna em sinal. Entao, da observagao em (2.34) segue que f
pode mudar o seu sinal ndo mais que n— 1 vezes em J. Assim, aplicando o lema (2.6.1),
concluimos que g pode se anular nao mais que n — 1 vezes em [. Mas, assumimos na
hipétese, que g tem n + 1 alternancias de sinal em [ e, portanto, pelo menos n zeros
em /. Isso contradiz a prova do lema (2.6.1) e, portanto, conclui a demonstragao. W

Agora, provamos que o Teorema (2.6) implica na Propriedade Alternada. Usaremos
a notagao do Lema (2.6.1).
Teorema 2.6.3 Suponha que (—1)n(n2+1>k(x1,...,xn;yl,...,yn) > 0 para todon > 0 e
para todos n-pares circulares (1, ..., Tp; Y1, -, Yn). Seja f uma fun¢dao continua sobre
0 com supp(f) C J. Seja

g(z) = , K(z,y)f(y)dy. (2.40)

Suponha que exista uma sequéncia de pontos {pi,...,pn} C I em ordem circular tal
que

(=) g(p;) > 0. (2.41)

Entao, existe uma sequéncia de pontos {qi,...,qn} C J em ordem circular tal que

(=1)"g(p:) f(ai) > 0. (2.42)

Demonstragao: A prova sera dada por contradi¢do. Primeiro, observando que as
hip6teses do Teorema satisfazem o Lema (2.6.2), concluimos que existe uma sequéncia
de pontos em J na qual f alterna em sinal em pelo menos n pontos. Suponha que nao
exista sequéncia de pontos em J com a propriedade alternada (2.42). Entao J é uma
uniao disjunta de subintervalos J; em ordem circular.

De fato. Usando (2.41) concluimos que g(p;) > 0 quando ¢ é impar e g(p;) < 0
quando 7 é par. Assim, se J nao fosse uma uniao disjunta dos Jy,, necessariamente,
a funcao f se alternaria em sinal mais do que n vezes. Consideremos, portanto, dois
subintervalos Jy e Ji.1 onde f se alterna em sinal e seja Jy e 7k+1 as respectivas
componentes conexas de J; e Jry 1. Como f é continua, segue que necessariamente, f
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possui pelo menos uma alternancia de sinal entre Jj, e J,41. Entdo, como conhecemos
o sinal de g(p;), poderfamos facilmente controlar o sinal de (—1)"g(p;) e escolher
convenientemente o sinal de f(¢;) em um dos subintervalos entre Jy e 7k+1 de modo
que (2.42) ocorresse.

Agora, decorre imediatamente dessa conclusao e do Lema (2.6.2) que:

(1) f nao é identicamente nula em cada J;, i = 1, ..., n.
(2) f nao muda o seu sinal sobre J;, i =1,...,n.

Além disso, considerando que .J é uniao disjunta dos J; e que estamos supondo que
(2.42) nao ocorre para toda sequéncia {qi, ..., ¢,} C J, conseguimos mostrar que:

(3) Para algum z; € J;,

(=)™ f(z) > 0. (2.43)

Com efeito. Sabemos que a funcdo g se alterna da seguinte forma: ¢(p;) > 0,
g(p2) < 0, g(ps) > 0 e, assim, sucessivamente. Entdo, se n é par e (2.42) nao ocorre,
segue que f(z1) < 0 e daif, (—=1)""' f(21) = (=1).f(21) > 0. Portanto, (2.43) vale para
i = 1 e, consequentemente, para os demais ¢'s, pois f é alternada. Analogamente, se n
é fmpar e (2.42) nao ocorre, segue que f(z1) > 0 e entao, (—1)" "' f(z1) = 1.f(z1) > 0.
Segue também que (2.43) vale para i = 1 e, consequentemente, para os demais 7's.

Observe que as afirmagoes (1) e (2) nos permite utilizar a idéia do Lema (2.6.1).
Assim, em cada J; a funcao f tera sinal constante. Para ¢ = 1,2, ..., n, consideremos a
funcao

e = | K@nrwi (2.44)

Entéao, adicionando as fungoes g;(z), com i = 1,2, ..., n, obtemos:

g(x) = gi(x). (2.45)
i=1
Por outro lado, temos que os g;(z;) nos dao a matriz:

gi(1) . galz1)
G= : : : : (2.46)

91(@n) o gn(Tn)
Seja u o vetor do R™ tal que u; = 1, com i = 1,...,n. Entdo, usando (2.45), temos:
gi(z1) o galz1)| |1 g(@1)
Gu = : : : Sl = : . (2.47)
g1(xn) o gu(zy) 1 g(xy)
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Agora, usamos (2.43), juntamente com a condigao:
n(n+1)
(=1)" = k(x1, ..., Tn; Y1, .-, Yn) > 0 para todo n > 0,

do Teorema, para mostrar que os sinais das entradas do vetor u sao todos negativos.
Essa contradicao provara o Teorema. Para tanto, precisamos calcular os sinais das
entradas da matriz G, cuja existéncia ¢ garantida pela demonstracao do Lema (2.6.1).
Isso também ficara evidente durante a demonstragao. Utilizamos indugao sobre a ordem
n da matriz G.

Quando n = 3, decorre de (2.43) que f(y) > 0em Ji, f(y) <Oem Jye f(y) > 0em
J3. Como estamos interessados nos sinais dos elementos de G, calcularemos os sinais
de det(G) e dos cofatores de G. Assim, temos:

g1(r1) ga(z1) ga(w1)
G = |gi(r2) ga(w2) g3(z2)
91(w3) ga(x3) g3(w3)

Usando a notagao do Lema (2.6.1), encontramos:

det(G)Z/J/J/Jk:(xl,:vg,xg;yl,yg,yg)f(y1)f(yg)f(yg)dyldyzdyg.

A partir dai, usando n = 3 na hipdtese do Teorema, obtemos que
k(x1, 02, 03591, 2,93) > 0. Como y1 € Ji, 2 € Jy e y3 € J3, segue que f(y1) > 0,
f(y2) < 0e f(ys) = 0. Finalmente, por (1) em (2.43), temos que f nao se anula em
quaisquer dos J;, ¢ = 1,...,3. Portanto, analisando o sinal do integrando, obtemos que
det(G) < 0.

Agora, continuamos com o calculo dos sinais dos cofatores de G, a fim de
determinarmos os sinais das entradas da matriz G~!. Como na secao 3, fazemos uso da
expressao:

(=)™ det({gi(z;)})
20 . (2.48)

Assim, calculando os sinais dos cofatores de gy (1), g2(z1) e gs3(x1) na 1% linha de
G, temos:

(G =

92(w2)  g3(2) / /
G = = k(xo, x3; s, dyadys.
0T () galas) L (2, @3; Y2, Y3) [ (y2) f (y3)dyadys
Note que aqui n = 2. Portanto, usando a hipdétese do Teorema, obtemos que

k(xe,x3;y2,y3) < 0. Segue ainda de (2.43) que f(y2) < 0 e f(ys) = 0 e f nao se
anula em quaisquer dos J;, 1 = 1,2. Assim, analisando o sinal do integrando, obtemos
que Gy; > 0. Entao, aplicando (2.48), obtemos que (G™1);; < 0.

91(72)  g3(x2)

G = (1" &) gslas)

— (1) /J | /J (a2t 38) ) 0
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Novamente, pela hipétese do Teorema, k(xs, z3;91,y3) < 0 e por (2.43), f(y1) = 0e
f(y3) = 0. Entao, analisando o sinal do integrando e multiplicando pelo fator externo
(—1), obtemos G5 > 0. Por tltimo, aplicando (2.48), obtemos que (G™')y; < 0.

G13 — (_1)1+3

g1(2)  ga(w2)
gi1(z3)  g2(x3)

:/J /J k(xe, x3591,y2) f (1) f (y2)dyr dys.

De modo anélogo ao item anterior, k(za,z3;91,y2) < 0 e por (2.43), f(y1) > 0 e
f(y2) < 0. Entao, analisando o sinal do integrando, obtemos Gy3 > 0. Por tltimo,
aplicando (2.48), obtemos que (G~ 1)3; < 0.

De modo andlogo, na 2¢ linha de G, a hipdtese do Teorema nos da:

k(z1,23;92,93) <0, k(21, 23591, 93) <0 e k(z1,23;91,92) <O0.

Entao, calculando os sinais dos cofatores de g1(z2), ga(22) € g3(x2) , temos:

92(71)  gs3(z1)

G = (_1)2+1 92(%) 93@3)

=:<-—1>./C2jﬁsk(xl,xg;yQ,y3>f<yz>f<y3>dy2dy3

Como k(z1,x3;y2,y3) <0, f(y2) < 0e f(ys) = 0, a andlise do sinal do integrando
nos d& Go; < 0. Portanto, aplicando (2.48), encontramos (G~1)15 > 0.

gi(z1) g3(x1)
91(x3)  g3(3)

No integrando temos k(z1,x3;91,y3) < 0, f(y1) = 0 e f(ys) = 0. Entao, Gy < 0.
Portanto, aplicando (2.48), obtemos (G~ 1!)a2 > 0.

G22 — (_1)2+2

:/J /J k(z1, 3391, y3) f(y1) f (y3)dy: dys.

91(r1)  ga(z1)

Gos = (U0 () galay)

=huﬁémmw%mmw@mwl

Como k(z1,x3;11,y2) <0, f(y1) = 0 e f(y2) <0, a andlise do sinal do integrando
nos dé Ga3 < 0. Portanto, aplicando (2.48), encontramos (G~1)3y > 0.

Até agora, concluimos que a primeira coluna de G~! tem sinais negativos e a segunda
coluna possui sinais positivos. Fazendo, entao, os calculos dos cofatores de G na terceira
linha, temos:

g2(x1)  ga(z1)
92(x2)  g3(w2)

Analogamente aos casos anteriores, a hipotese do Teorema nos dé:

G31 — (_1)3+1

:/J /J k(x1, 2252, y3) f(y2) f (y3)dyadys.

k(z1, 22592, y3) < 0.
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Como f(y2) < 0 e f(ys) = 0, a andlise de sinal do integrando nos dé Gsz; > 0.
48) (G

g1(z1) g3(71)

Gaz = <_1)3+2 gl(xz) 93($2)

= (0. [ [ Koo, ) £ f e

Como k(z1,x2;91,y3) < 0, f(y1) = 0e f(ys) = 0, segue que Gzo > 0. Assim, por
(248), (G_l)gg < 0.

Finalmente,

G33 — (_1)3+3

gi(z1)  ga(w1)
gi1(z2)  ga(x2)

:/J /J k(xy, 2591, y2) f (1) f(y2)dyr dys.

De modo andlogo, k(x1,z2;y1,52) < 0, f(y1) = 0 e f(y2) < 0. Entao, Gs3 > 0.
Logo, aplicando (2.48), obtemos (G™1)33 < 0.

Isso conclui que as entradas da terceira coluna de G~! tem sinais negativos.
Portanto, encontramos que a matriz dos sinais de G~ é da forma:

Por outro lado, usando (2.47) e a hipétese (2.41), encontramos que os sinais de Gu
sao tais que:

+
Gu= |—
_l_

Fazendo o produto por G, obtemos que:

-+ -] [+ — 1
GlGu=|— + —|.|-|=|-|# 1] =u (2.49)
-+ —| [+ - 1

Essa contradi¢ao, mostra o Teorema para o caso n = 3.

O caso n = 3 mostra de modo simples o que ocorre com a matriz G~ quando n é
um numero natural impar. Observe que as colunas da matriz G~! se alternam entre
— e +, com primeira e ultimas colunas negativas. Para o caso geral, vamos supor, que
n é um numero natural par. Tal hipotese sera importante para evitar que os célculos
fiquem demasiadamente grandes e nao causard perda de generalidade. Assim, temos
duas situagoes a considerar:

a) k(z1, ..., Tn; Y1, ..., yn) > 0. Nesse caso, a hipGtese

n(n+1)

(=1)" = k(x1, ..., Zn; Y1, .-, Yn) > 0 para todo n > 0
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do Teorema, implica que @ também ¢é par e, portanto, qualquer (j,1)

menor do tipo (n — 1) x (n — 1) de G tem determinante positivo. Isto §é,
E(x,, Ty Tns Yty ooy Yy s Yn) > 0, onde (2,0, Tj, ooy T3 Y1y oo Yiy ooy Yu) € UM
(n — 1) par circular. Isto é, em outras palavras, a combinacao das duas condigoes
implica que n = 4k. o simbolo™ indica que os termos z; e y; foram omitidos.

b) k(1 ..., Tn; Y1, -, Yn) < 0. Aqui, a hipdtese do Teorema impoe que "(”2*1) é impar.
Entao, qualquer (7,4) menor do tipo (n —1) x (n — 1) de G tem determinante negativo.
Isto €, k(T,, s Tjyoes Ty Yty ooy Uiy oy Yn) < 0, 0nde (T, ey Tjy ooy T3 Y1y ooy Yi oovs Yn) €
um (n — 1) par circular. Estamos dizendo, na realidade, que nesse caso n = 2k, com
n # 4k.

Vamos analisar os casos (a) e (b) separadamente. No caso (a), temos:

det / / / xly .. $nay17. ’yn>f<y1) f(yn>dy1 dyn
Jl J2 n

Usando (2.43), obtemos que (—1)**f(y) > 0 = (=1)"f(y) > 0, y € J;. Portanto,
fly) <0em Jy, f(y) =2 0 em Jy e, de modo geral, f(y) < 0 em J; para i = 2k — 1
e fly) = 0 em J; para i = 2k. Observe entdao que o produto f(y1)...f(y,) no
integrando, possui 4k fatores onde o primeiro é negativo, o segundo é positivo e assim,
sucessivamente, até o ultimo, que é positivo. Logo, existe um numero par de fatores
negativos e, portanto, det(G) > 0. Agora, fazemos os cdlculos dos sinais dos cofatores
de G, a fim de determinarmos os sinais dos (G™1);;.

01(2n) 02(Tn) - Gulza)

Assim, calculando os sinais dos cofatores na primeira linha de GG, temos:

Gllz(—l)lﬂdet({gl(xl)}:/J /J / k(2o oo, Tny Yoy ooy Yn) f (Y2) oo f (Yn) dya...dyp,.

Observe que no integrando, k(xa, ..., Tn; Y2, .., Yn) > 0, conforme foi mostrado no
inicio desse item, visto que esse determinante tem ordem (n — 1) x (n — 1). Com
respeito ao produto f(yz)...f(yn), temos que ele representa o produto do integrando de
det(G) sem o fator f(y;) < 0. Portanto, f(y2)...f(yn) <0 e G11 < 0. Aplicando, entao
(2.48), obtemos (G™');; < 0.

Continuando, temos:

Gio = (—1)1+2 det({g2(z1)})
N _/J /J / k(@2, oo @i Y1, Yooy Yn) f (Y1) £ (Y3) - f () dyrdys.... dyn.
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Como no caso anterior, k(xg,...,Tn;%2,...,yn) > 0 e, com respeito ao produto
fy1)f(ys)..-f(yn), segue que o mesmo é positivo, visto que o tnico fator ausente,
quando comparado com o integrando de det(G), é f(y2) > 0. Portanto, considerando
o fator externo (—1), obtemos que G2 < 0. Aplicando (2.48), encontramos
(G™1)9; < 0. Observe que os sinais dos demais cofatores Gy; da primeira linha de
G, se comportarao como G711 ou como G1o. Isto é, quando ¢ for impar, o produto
f1)-o-f(yi1) f(Yiz1)-..f(yn) no integrando de Gy; ndo conterda a fungao f(y;) < 0,
conforme (2.43). Como o fator (—=1)'*" = 1, teremos Gy; < 0, visto que haverd um
nimero impar de fatores negativos no integrando. Entao, aplicando (2.48), obtemos
(G711 < 0. Por outro lado, quando i for par, o produto f(y1)...f (yi—1)f(Yit1)---f (Yn)
no integrando de G; ndo conterd a fungao f(y;) > 0, conforme (2.43). Como o fator
(=) = —1, teremos Gy; < 0, visto que haverd um ntimero par de fatores negativos
no integrando, fazendo com que o mesmo fique positivo, mas, ao ser multiplicado pelo
fator externo negativo, teremos Gy; < 0. Entdo, aplicando (2.48), obtemos (G™');; < 0.
Isso conclui que a primeira coluna da matriz G~! tem todas as entradas negativas.

Continuando, calculamos os cofatores na segunda linha de G.

Gor = (=1)* " det({g1(z2)})
:—/J/J/ k21, 23, o Tns Y2, Yoo, Yn) F (Y2) f(y3) - f (Yn) dy2dys...dyn.

Note que o tnico fator do integrando de det(G) ausente no produto
fy2)f(ys)...f(yn) é f(y1) < 0. Portanto, existe nesse produto um nimero fmpar de
fatores negativos. Entao f(y2)f(ys3)...f(yn) < 0. Como o fator externo é (—1), segue
que Go; > 0. Assim, aplicando (2.48), obtemos (G™1);5 > 0.

Gop = (—1)2+2 det({g2(x2)})
:/J/J/ k(xy, 23, ooy s Y1, Yseeo, Yn) F (Y1) F(y3) - [ (Yn) dyadys. ..dy,.

Como na anélise do sinal de G2 acima, observe que o produto f(y1) f(ys3)...f(yn) > 0.
Assim, Gay > 0 e, aplicando (2.48), obtemos (G™ ') > 0. Por fim, usando um
argumento semelhante ao que foi utilizado acima, para a primeira linha de GG, concluimos
que os demais Go; de G sdo positivos e, portanto, os (G71);2 > 0. Isso conclui que a
segunda, coluna de G~! possui entradas todas positivas.

Continuando o processo, conseguimos caracterizar os sinais das colunas de G~! da
seguinte forma:

Fixando uma linha j da matriz G, suponha primeiro que j seja par. Como
E(x,, @y ooy Tl Y1y ooy Uiy s Yn) > 0, ndo afetard o sinal do integrando. Assim, se
i for fmpar, o produto f(v1)...f(vi—1)f(¥it1)...f(yn) no integrando de G;; nao conterd a
fungao f(y;) < 0, conforme (2.43). Logo, o produto f(y1)...f(yi—1)f(Yit1)---f(yn) < O,
haja vista que havera um numero impar de fatores negativos no produto. Como o
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fator (—1)"" = —1, teremos G;; > 0. Entdo, aplicando (2.48), obtemos (G™1);; > 0.
Caso i seja par, o produto f(y1)...f(yi—1)f(Yis1)---f(yn) > 0, visto que apenas o fator
f(y;) = 0 nao estard no produto que, por sua vez, continuard com um nimero par de
fatores negativos. Como (—1)"*7 = (—1)%*%2¢ = 1, teremos G;; > 0. Assim, aplicando
(2.48), obtemos (G™1);; > 0. Isso siginifica que todas as colunas pares da matriz G~*
terao entradas positivas.

Agora, suponha que a linha j fixada seja impar. Entao, argumentamos de forma
semelhante ao caso anterior, com a diferenca de que o fator (—1)"/ seré positivo quando
i for impar, fazendo com que G; < 0 e, aplicando (2.48), obtemos (G™');; < 0. Quando
i for par, (—1)"*7 serd negativo, fazendo novamente com que Gj; < 0 e, aplicando (2.48),
obtemos (G™1);; < 0. Portanto, todas as colunas {mpares da matriz G~! terao entradas
negativas.

Observe ainda que a n-ésima coluna de G~ é par e, entao, serd positiva. Finalmente,
utilizando (2.47) e a hipé6tese (2.41), obtemos para os sinais de Gu uma matriz de n
linhas com entradas impares positivas e entradas pares negativas. Isto é:

T
Gu=[+ — + -+ + -] .
Portanto, multiplicando por G~!, obtemos a mesma contradi¢ao de (2.49).
Agora, analisamos o caso ( Calculamos inicialmente o det(G):

det / / / xly .. $nay17. JyTL)f(yl) f(yn>dy1 dyn
J1 Ja n

Como no caso (a), usando (2.43), obtemos que (—1)**f(y) > 0 = (—1)'f(y) > 0,
y € J;. Portanto, f(y) < 0em Jy, f(y) = 0 em Jy e, de modo geral, f(y) < 0em J; para
i=2k—1e f(y) >0 em J; para i = 2k. Observe entdao que o produto f(y1)...f(yn)
no integrando, possui 2k fatores onde o primeiro é negativo, o segundo é positivo e
assim, sucessivamente, até o ultimo, que é positivo. Lembre-se que n # 4k. Logo,
existe um nimero impar de fatores negativos e, portanto, o produto f(y;)...f(yn) < 0.
Como k(x1, ..., Tp; Y1, -, Yn) < 0, segue que det(G) > 0. Agora, fazemos os cédlculos dos
sinais dos cofatores de G, a fim de determinarmos os sinais dos (G™');;. Novamente,
representamos primeiro a matriz G:

01(2n) 02(Tn) - gulza)

Entao, calculando os cofatores na primeira linha de G, temos:

GH:(—1)1+1det({gl(x1>}:/] /J / B (2 oo T Yos oo ) F () ()l
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Como foi visto ao colocarmos o caso (b), o fator no integrando

k(x27 axnay% ayn) < 07

haja vista que esse determinante tem ordem (n—1) x (n—1). Com respeito ao produto
f(y2)...f(yn), temos que ele representa o produto do integrando de det(G) sem o fator

f(y1) < 0. Como f(y1)...f(yn) < 0, segue que, f(ya)...f(y,) > 0 e, portanto, G1; < 0.
Aplicando (2.48), obtemos (G~1)1; < 0.
Com relagao ao cofator de go(z1), temos:

G2 = (=1)""* det({g2(21)})
N _/J /J / k(@o, oo @i Y1, Yo, Yn) f (1) [ (y3) - f (Y ) dipndys....dys,.

Sabemos que k(za, ..., Tn; Yo, ..., Yn) < 0 e que o produto f(y1)f(y3)...f (yn) < 0, visto
que ele foi obtido através da retirada do fator f(y2) > 0 do produto f(y1)...f(yn) < 0.
Portanto, considerando o fator externo (—1), obtemos que G2 < 0, ja& que o mesmo
pode ser visto como o produto de trés nimeros positivos. Aplicando (2.48), encontramos
(G191 < 0. Uma argumentagao quase que inteiramente analoga ao caso (a) conclui
que a primeira coluna da matriz G~! tem entradas todas negativas. Por exemplo, o
sinal do cofator de GGy,, é tal que:

Gip = (=1)"" det({gn(z1)})
/J/J / k(2o oo Zns Y1y ooy Yn1) (Y1) oo f (Yn—1)dyr...dYp 1.

Como n é par, (—1)'™ = —1. O produto f(y1)...f(yn—1) < 0, visto que
apenas f(y,) > 0 foi retirado de um produto que ja era negativo. Além disso,
k(xa, ..., Tn; Y1y s Yno1) < 0. Logo, G, < 0 e, aplicando (2.48), obtemos (G™1),; < 0.

Continuando o processo, calculamos os cofatores na segunda linha de G.

Gor = (—1)*" det({g1(2)})
. / / / B(1, 31 oo T Y Yoo ) () () ()il g
Jo JJ3 n

Aqui, temos que f(y2)f(y3)...f(yn) > 0, visto que o produto f(y1)...f(yn) < 0 e, no
primeiro produto, nao aparece o fator f(y;) < 0. Como k(x1,x3, ..., Tp; Y2, Y3, Yn) < 0,
obtemos que Gy > 0, j4 que com respeito ao sinal, pode ser visto como o produto de
dois niimeros negativos. Assim, aplicando (2.48), obtemos (G™1)15 > 0.

Goa = (=1)*"* det({ga(22)})
= / / ]{3(513'17373, vy T y17y37yn)f(yl)f(y3)f(yn)ddey3dyn
J1JJs3 n
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Nesse caso, f(y1)f(ys)...f(yn) < 0, j& que f(y1)..f(ya) < O e f(y2) > 0.
Como k(x1, 3, ..., Tn; Y1, Y3, Yn) < 0, 0 integrando na igualdade anterior é positivo.

Entdao, Goy > 0 e, aplicando (2.48), obtemos (G7')ys > 0. Observamos assim,
que o sinal de qualquer G9; é determinado pelo produto do sinal de trés objetos:
k(x1, 23, . T Y1, Y35 Yn) < 0, da PQténCia (=1)** e f(y1)-- f(yi1) f(Yis1), com (n—1)
fatores. Quando i for impar, (—1)** = —1 e o produto

). f Wim1) f (Yira) > 0,
o que implica que G9; > 0. Quando i for par, (—1)** = 1 e o produto finito de (n — 1)
fatores f(y1)...f(yi—1)f(yiz1) < 0, o que implica que Gy; > 0. Portanto, em qualquer
que seja a situacao, aplicando (2.48), obtemos (G71);; > 0. Isto é, todas as entradas
da segunda coluna de G sao positivas.

Continuando o processo, argumentamos de modo andlogo ao caso (a), a
fim de caracterizar os sinais das colunas de Gl Lembre-se que aqui,
k(x,, @y, oo, i Y1y ooy Uiy s Yn) < 0. Assim, sempre afetara o sinal do integrando,
diferentemente do caso (a) estudado. Portanto:

Fixando uma linha j da matriz GG, suponha primeiro que j seja par. Assim,
se ¢ for impar, o produto, de (n — 1) fatores, f(y1)...f(yi—1)f(yi+1) no integrando
de Gj; nao conterd a funcao f(y;) < 0 e nao é nula, conforme (2.43). Logo,
o produto f(y1)...f(yi—1)f(yix1) > 0, haja vista que haverd um numero par de
fatores negativos no produto. Como o fator (—1)""/ = —1, teremos Gj; > 0, pois,
k() e,y oy Ty Y1y ooey Uiy s Yn) < 0. Entao, aplicando (2.48), obtemos (G™1);; > 0.
Caso i seja par, o produto, de (n—1) fatores, f(y1)...f(vi—1) f(yi+1) < 0, visto que apenas
o fator f(y;) > 0 e nao nulo estard ausente no produto que, por sua vez, continuard
com um nimero fmpar de fatores negativos. Como (—1)"7 = (—1)%**2¢ = 1 teremos
G > 0. Assim, aplicando (2.48), obtemos (G™');; > 0. Isso significa que todas as
colunas pares da matriz G~! terao entradas positivas.

Agora, suponha que a linha j fixada seja impar. Entao, argumentamos de forma
andloga ao caso anterior, com a diferenga de que o fator (—1)"*7 serd positivo quando
i for fmpar, fazendo com que G;; < 0 e, aplicando (2.48), obtemos (G™');; < 0.
Quando 4 for par, o fator (—1)7 serd negativo. O produto, de (n — 1) fatores,
fyr) - f(yiz1) f(yis1) < 0. Visto que k(x,, ..., T, ooy T3 Y1y ooy Yis -, Yn) < 0, teremos
novamente que G;; < 0 e, aplicando (2.48), obtemos (G~1);; < 0. Portanto, todas as
colunas fmpares da matriz G~! terdo entradas negativas.

Observe também que a n-ésima coluna de G~!' é par e, entdo, serd positiva.
Novamente, como no caso anterior, utilizamos (2.47) e a hipotese (2.41), para obter os
sinais de Gu, isto é, uma matriz de n linhas com entradas impares positivas e entradas
pares negativas.

T
Gu=[+ — + -+ + -] .

Portanto, fazendo também o produto G—! por Gu, obtemos a mesma contradicao

de (2.49). Isto é, um vetor com todas as entradas negativas que, claramente é diferente

do vetor u € R™ tal que u = [1 11 .. 1]T. Isso conclui a nossa demonstracao. W
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Apeéendice A
Variedade Diferenciavel

Definicao A.0.4 :Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M e uma
familia de aplicacoes biunivocas v, : U, C R* — M de abertos U, de R™ em M tais
que:

(i) Ugallla) = M.

(ii) Para todo par «, B, com ¢, (Us) N @p(Us) = W # &, os conjuntos ¢, (W) e
gpgl(W) sao abertos em R" e as aplicagoes goglo Yq sao diferenciaveis.

(iii) A familia {(U,, @)} é maximal relativamente as condigoes (i) e (i7).

O par (U, pa) com p € @o(U,) é chamado uma carta coordenada ou vizinhanga
coordenada de M em p. As composicoes gpglo Do € (gp/glo o)t = ot o g sdo
chamadas de mudancas de coordenadas ou mapa de transicao.

Uma familia {(U,, @)} satisfazendo (i) e (i) é chamada uma estrutura diferencidvel
em M.

Uma estrutura diferencidvel em um conjunto M induz de maneira natural uma
topologia em M. Basta definir que A C M é um aberto de M se ¢ (AN, (U,)) é um
aberto de R™ para todo a. Observe ainda que a topologia ¢é definida de maneira que os
conjuntos ¢, (U,) sdo abertos e as aplicagoes ¢, sao continuas.

Exemplo A.0.5 Seja V' um espago vetorial de dimensao n. Considere {E;}! | base
de V. Tomando {U, ¢}, com U =R" tal que:

p:R* — V
r— o(x) =1'E;
Segue que ¢ é o isomorfismo linear canonico. Portanto, V' é uma variedade
diferenciavel.
A figura abaixo mostra uma variedade diferenciavel M de dimensao n com o mapa
de transicao ¥ op~!. Observe que as aplicacoes biunivocas v e ¢ aparecem com sentido
inverso ao apresentado na definicao acima. Todavia, as situagoes sao equivalentes.
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A fim de incluirmos no nosso estudo estruturas como a semi-esfera do R?, o
disco fechado D™ C R", etc., ampliaremos o nosso conceito de variedade diferenciavel.
Além disso, faremos a partir daqui uma restricao sobre a topologia de uma variedade
diferenciavel M. Tal restricao serd importante, por exemplo, para garantirmos que uma
variedade diferenciavel M possui métrica Riemanniana. Portanto, exigiremos que:

Dados dois pontos p,q de M, com p # ¢, existam vizinhancas desses dois pontos
que nao se interceptam. Isto é, M é Hausdorff.

A variedade M pode ser coberta por uma quantidade enumerédvel de vizinhancas
coordenadas. Isto é, M é Segundo Contavel.

A.1 Variedade com Bordo

Ao conjunto H" de R™ dado por H" = {x = (x4, ..., z,,) € R"; 2z, > 0} chamamos de
semi-espacgo superior H".

O subconjunto {z € H"; z,, = 0} é chamado bordo de H". Notacao: 0H".

Um ponto ¢ € OH"™ é chamado ponto de fronteira, enquanto que um ponto
p € H"\OH" é chamado ponto interior de H". Notagao: int(H").

Definicao A.1.1 : Dizemos que um espago topologico M é uma variedade com bordo
quando, dada uma cobertura {Uy}oer de M e um homeomorfismo ¢, : Uy, — V,, onde
Vi, € um conjunto aberto de H", a mudanca de coordenadas:
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faa= 5005 0o (UgNUg) = 04(U,NUg) é C.

Quando dizemos que V,, € um aberto de H", estamos usando em H" a topologia
induzida do R™.

A familia {(Ua, ¢a) }acr define uma estrutura diferenciavel sobre M.

O conjunto dos pontos p € U, que sao levados por ¢, para OH" é chamado de bordo
de M. Notagao: OM.

Se OM = @, temos uma variedade diferenciavel M de acordo com a definicao
anterior.

Definicao A.1.2 Seja M uma variedade com bordo. Dizemos que p € M € um ponto
de fronteira de M se uma escolha adequada de um homeomorfismo ¢ : Uy, — V,, como
acima, leva p para um ponto ¢(p) € OH". Um ponto p € M € dito ponto interior
de M, notagao: int(M), se o homeomorfismo ¢ : U, — V, leva p para um ponto
o(p) € int(H") = {(x1, ..., z,) € R™;x, > 0}

Dessa definicao percebemos que um ponto p € M nao pode, simultaneamente,
pertencer a fronteira de M e ao interior de M. Isto é, M = OM U int(M).

A figura seguinte mostra uma variedade com bordo M com os dois tipos de abertos
béasicos.

HTL
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Exemplo A.1.3 O disco unitdrio fechado D? C R? € uma variedade com bordo.

Demonstragao: Sabemos que D? = {(x,y) € R%; 2% + y*> < 1} e que S* = {(z,y) €
R% 2?2 +y* = 1}.

Como D? é um subespaco topolégico de R? e R? ¢ Hausdorff e segundo contével,
segue que D? também é. Portanto, precisamos apenas encontrar o homeomorfismo.

Mostraremos primeiro que um ponto arbitrdrio de D? serd um ponto de fronteira de
D? se, e somente se, o vetor e; da base canonica de R? é um ponto de fronteira. Em
outras palavras, que S' = 9D?.

Para tanto, usaremos a ac¢do da matriz de O(2) (grupo das matrizes ortogonais de
ordem 2) sobre o R.

. a c

Seja A = { b d
unitarios e ortogonais.

Entao A(e;) = (a,b). Como (a,b) é unitério, segue que

} a matriz de O(2), onde v; = (a,b) e vy = (c¢,d) sao vetores

a2 <a?+ b =||Ale)|? = 1. (A.1)

— —1<a<1

Como cosf : R — [—1,1] é uma fungao continua, segue que existe # € R tal que
a = cost

Agora, usando A.1 | temos que b = sinf. Observe que nao perdemos generalidade
em excluir a possibilidade de b ser negativo, visto que v; é uma coluna da matriz A €
0(2).

Assim, v; = (cosf,sinf). Como vy é unitério e vie ve sdo ortogonais, segue que
vy = £(—sinf, cos 0)

Concluimos que existem duas possibilidades para a matriz A de O(2):

A:|:COSQ —sm@}o A:|:COSQ sin 8 ]

sinf cos@ sinf —cosf

Note agora que A(e;) é a primeira coluna da matriz A € O(2) e que A(ez) é a
segunda coluna de A.

Por tltimo, considerando que O(2) age transitivamente sobre S!, temos que todo
vetor unitdrio v € S ocorre como a 1% coluna de alguma matriz B € O(2) e que
B™! = BT segue que B™1(v) = e, Vv e St

Isso conclui a nossa primeira parte.

Considere agora em D? a vizinhanga U de e; definida por U = {(z,y) € D%z > 0}.

Entao a aplicagdo ¢ : U — H? definida por o(z,y) = (y,z — /1 — y2) é tal que:

Dado u € U unitario, segue do uso de coordenadas polares que:

o(u) = @(cosf,sinf) = (sinf, cos — V1 — sin? 0) = (sin0,0).

Isto é,
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o(u) C OHP. (A.2)

Além disso, é claro que se u € U nao é unitério, entao op(u) C int(H?).

Como ¢ é continua e ¢~ (a,b) = (b+ v/1 — a?,a) também ¢ continua, segue que ¢
¢ um homeomorfismo.

Ora, decorre de A.2 que ¢(S') C OH? e, sabendo que a bola aberta do R? ¢ dada
por

D\S' = B? = {(z,y) € R* 2* + 4 < 1},

temos que:

©(B?) C int(H?).

Por 1ltimo,como qualquer um outro homeomorfismo ¢ se comporta de maneira
analoga a ¢, teremos que as mudancas de coordenadas o' e op~—! sdo C°.
Isso conclui a nossa demonstracgao. [

Proposicao A.1.4 Sejam M e N duas variedades de mesma dimensao n e com bordo
OM e ON, respectivamente. Se o : M — N é um difeomorfismo, entdo:

(1) : p(OM) = ON.

(1) : (int(M)) = int(N).

Demonstragao:  Sabemos que ¢ é um difeomorfismo. Em particular, ¢ é um
difeomorfismo local. Assim, V p € int(M), existe um aberto U C M em torno de
p tal que ¢|y : U — (U) ainda é um difeomorfismo e ¢(U) é um aberto de N. Logo,
©(p) € int(N). Como isso ocorre para todo p € int(M), segue que p(int(M)) C int(N).
Agora, usando o fato de que p e ¢! sao aplicagoes abertas, temos que @(OM) C ON
e ¢ 1 (ON) C OM, visto que OM é fechado em M e ON ¢é fechado em N. De maneira
andloga, temos que ¢~ !(int(N)) C int(M). Isso mostra os resultados. |

A.2 Variedade Riemanniana

Estamos interessados na idéia de fazer medigoes sobre uma variedade diferenciavel
M. Fazemos isso através de um objeto que chamamos métrica Riemanniana. Para
tanto, precisamos de algumas definigoes.

Definicao A.2.1 Seja M uma variedade diferenciavel. Dado p € M, uma aplicagao
linear
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X:C®(M) — R
f — Xf’

satisfazendo a propriedade:

X(fg) = f(p)Xy+9p) Xy, V[, g € C=(M).
¢ chamada derivagcao em p.

O conjunto de todas as derivagoes de C°(M) em p € M é um espago vetorial
chamado espago tangente a M em p, denotado por 7,M. Um elemento X € T,M ¢
chamado um vetor tangente a M em p. O espago dual de T,M, denotado por Ty M ¢
denominado espaco cotangente a M em p. Seus elementos sao chamados de covetores
em p.

Agora, apresentamos a definigdo de métrica Riemanniana.

Consideremos Sme(M ) o fibrado das aplicagoes bilineares simétricas de T'M. Isto é,

Definicao A.2.2 Uma métrica Riemanniana sobre uma variedade diferencidvel M €
uma, sec¢io do fibrado S, (M). Isto é, wm mapa C=(M,S;,,(M)) tal que:

g: M —>S§m(M)
p = Gp

de forma que:

o: TLMxT,M  —R
(Xp, V) — gp(Xp, V)

onde g,(X,,Y,) é uma forma bilinear simétrica e positiva definida.

Considerando os atlas A = {C,} de M e B = {B,} de S}, (M), definidos,

respectivamente, por:

Calmn) = 2 © Ba(B) = (Calm), By(dLly 81,) € U x S,

onde S,, é o conjunto das matrizes simétricas de ordem n. Temos que, em coordenadas
locais, g se escreve por:

g(z) = ByogoC.'(x) = (x,Ga(x)),
onde Gy € C®(U,,S,) e Go(z) = [gp(8],, 01],)].

Definicao A.2.3 Uma variedade Riemanniana é um par (M,g), onde M €é uma
variedade diferencidavel e g é uma métrica Riemanniana sobre M .
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O fato de podermos associar uma métrica Riemanniana a uma variedade
diferenciavel esta sustentado na seguinte proposicao:

Proposicao A.2.4 Toda variedade diferencidvel admite uma métrica Riemanniana.
Demonstragao: Para ver uma prova consultar [5] ou [13]. |

Definicao A.2.5 Sejam M e N wvariedades diferencidveis e ' : M — N uma
aplicagao diferenciavel. Para cada p € M, chamamos de push-forward associado com
F ao operador:

F, : T,M — TrqN definido por (F.X)(f) = X(foF). (A.3)

onde f € C*®(N).

Observagao A.2.6 O operador F,X € linear e € uma deriva¢ao em F(p).

De fato. Note que X (foF') tem sentido, visto que f € C*°(N) = foF € C*(M).
Sendo X,Y € T,M e A € R a linearidade segue do fato de que X e Y sao derivagoes.
Isto é:

FAX +AY)(f) = (X + A\Y)(foF)
= X(foF) + A(Y)(foF)
= FX +\RY

Nao ha dificuldades em verificar que o operador F,X satisfaz a propriedade que
caracteriza uma derivagao.

Definicao A.2.7 Seja F: M — N uma aplicagao diferencidvel. Suponha p € M um
ponto arbitrario. O operador

F* o Th N — Ty M definido por (F*§)(X) = £(F.X) para § € Ty,
¢ chamado de pullback associado com F'.

N eX eT,M

Dizemos que o pullback F* é produzido pelo push-forward F, através de uma
dualizacao deste. O pullback é de fundamental importancia, visto que ele nos permite
a recuperacao da métrica. Essa propriedade estd explicitada na seguinte proposicao:

Proposicao A.2.8 Sejam M e N wvariedades diferencidveis, F' : M — N um
difeomorfismo e g uma métrica sobre N. Entao F*g € uma métrica em M.
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Demonstragao: Verificaremos primeiro que F*g ¢ bilinear.
Sejam o, B € Re X, Y € TM. Entao:

Fg(aX, BY), = g(F(p))(dF,(aX,), dF,(8Y})).

Como dF, ¢ linear, temos:

Frg(aX, BY), == g(F(p))(.dFy(X,), B.dF,(Yy)).

Usando o fato de que g é uma métrica, obtemos:
Frg(aX, BY), = a.B.g(F(p))(dF,(X}), dFy(Y))).
Portanto, isso conclui que:
Frg(aX,pY), =a.B.F"g(X,Y),.
Considere agora os campos X!, Y1 X2 Y2 € TM. Entao:

Frg(X'+ X2 Y +Y?), = g(F(p)(dF,(X, + X7),dF,(Y,} + Y})).

Usando a linearidade de dF}, encontramos:

Frg(X' + X% Y +Y?), = g(F(p)(dE,(X}) + dF,(X2), dEy(Y,) + dF,(Y?)),

Agora, considerando que g é uma métrica, segue que:

Frg(X' + X2 Y1 +Y7), = g(F(p))(dF,(X,), dF,(Y,)) + g(F(p) (dF,(X,,), dF,(Y,))

+g9(F()(AF, (X)), dF,(Y,)) + g(F (p))(dF,(Xp), dF,(Y)))

Portanto,

F*Q(Xl—l—XQ, Y1+Y2)P = F*g(X17 Yl)p+F*g(X27 Yl)p+F*g(X27 Yl)p+F*g<X27 Yz)p'
Isso conclui que F*g é bilinear.

Agora, vamos verificar a positividade de F*g. Seja X, # 0. Entao:

F (X, X)p = g(F(p))(dFy(Xp), dF,(Xp)).

Mas, dF,(X,) # 0, visto que dF}, é um isomorfismo linear. Além disso, g é uma
métrica. Portanto,

g(F(p)(dF,(Xp), dF,(Xp)) > 0.

Isso garante que F*g(X, X), > 0 e, de maneira andloga, que:
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Fr¢(X,X),=0& X, =0.
Por 1ltimo, dados X,Y € T M, usamos o fato de g ser uma métrica para obter:
Frg(X,Y), = g(F(p))(dFp(Xp), dFp(Y)))

g(F)NAE(Y,), dFy (X))
= F*g(Y, X),.

Isso garante a simetria. Portanto, concluimos que F*¢g é uma métrica em M. [ |

A.3 Resultados Classicos

Teorema A.3.1 (Principio do Mdximo). Seja L um operador eliptico em um dominio
limitado €. Suponha que:

Lu>0( Lu <0) em €. (A4)

com u € C?(Q) N C°(Q). Entdo o maximo (minimo) de u é atingido sobre 992, isto é:

supu = supu (infu = infu
up = Sup (in infu)

Demonstracao: Consultar [7]. |

Nesse Teorema, o operador Lu pode estar na forma divergente. Isto é:

Lu = Z Dj(a” D;u).
ij=1

O operador L é chamado eliptico quando a matriz [a”(x)] é positiva para todo
r € Q. Dj indica 3>

Para o caso n = 2 temos que:

Lu = Dy[a" Dyu + a®' Dyu) + Ds[a*?>Diu + a* Doul.

Ou seja, a matriz [a”(x)] é dada por:

112
)] —
[a¥] = Lm a22}
Supondo a” = 0 para i # j, temos
0 1 0u 0 . 990U
bu=a-la" 51+ 5. [o* azz]
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Quando a'' = a?? = v, podemos escrever Lu da forma:

o 0 ou ou
Lu = <(a—m, a—m)ﬁ(x)(a—xl(x)a a(x)>

Ou seja:
Lu=V.(vV,).

Concluimos apresentando uma proposi¢ao importante.

Proposicao A.3.2 Seja M wuma variedade diferenciavel. Para qualquer conjunto
fechado A C M exziste um conjunto aberto U contendo A e existe uma fungao
VM — R, peC®M), tal que p =1 em A e supp(yp) C U .

A demonstragao da proposicao acima utiliza o teorema da existéncia de particao da
unidade. Para ver detalhes consulte [10].
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