
Universidade Federal da Paráıba
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chamamos Universo. A este, Ele nos possibilita desvendar de forma que nos achamos
maravilhados.

Aos meus pais, Cassiano e Celina, meus maiores exemplos de vida. Agradeço-
os pelos ensinamentos, pelo imenso amor e apoio cont́ınuo em minha trajetória,
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companheirismo e discussões de muitas dúvidas durante o curso. Em especial: Adriano
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Resumo

Neste trabalho dissertamos sobre Propriedades do Funcional de Dirichlet-Neumann para
uma equação de condutividade numa variedade diferenciável bidimensional com bordo.
Utilizamos várias vezes o Prinćıpio do Máximo para concluir que esse Funcional tem
uma Propriedade Alternada. À partir dessa propriedade, verificamos que o Núcleo do
Funcional satisfaz um conjunto espećıfico de desigualdades. Por fim, verificamos que
essas desigualdades implicam na Propriedade Alternada do Núcleo do Funcional.

Palavras-Chave: Propriedade Alternada. Núcleo. Funcional de Dirichlet-
Neumann. Prinćıpio do Máximo.
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Abstract

In this work we talk about properties of the Dirichlet-to-Neumann map for the
conductivity equation in a smooth manifold with boundary of R2. We use several
times the Maximum Principle to conclude a Alternating Property of the Dirichlet-to-
Neumann map. Using this property, we find that the Kernel satisfies a given set of
inequalities. Finally, we note that these inequalities imply the Alternating Property of
the Kernel of the Dirichlet-to-Neumann map.

Key-Words: Alternating Property Kernel. Dirichlet-to-Neumann Map.
Maximum Principle.
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A.3 Resultados Clássicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

xi



Notação e Terminologia

Neste trabalho faremos uso da seguinte simbologia:

• Rn o espaço euclidiano.

• Hn denotará o semi-espaço superior do Rn.

• M,N,Ω variedades diferenciáveis.

• O espaço tangente a uma variedade M em um ponto p ∈ M será denotado por
TpM

• Representaremos por TM o fibrado tangente de uma variedade diferenciável M e
por T ∗M o fibrado cotangente.

• g denotará uma métrica Riemanniana sobre uma variedade M .

• F ∗g representará o pull-back de uma métrica Riemanniana g.

• ∆g representará o operador de Laplace-Beltrami.

• idX denotará o operador identidade em X.

• Denotaremos por C∞(M) o espaço vetorial das funções infinitamente
diferenciáveis de M em R.

• C∞0 (M) denotará o espaço das funções infinitamente diferenciáveis sobre M , cujo
suporte é compacto.

• Λg denotará o operador de Dirichlet-Neumann.

• ∂Ω denotará a fronteira da variedade Ω.

• Ω denotará o fecho do conjunto Ω, isto é,Ω = Ω ∪ ∂Ω.
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Introdução

A presente dissertação tem como referência principal o Artigo de D. Ingerman e
J. Morrow [9]. Nela, estudamos a propriedade alternada do funcional de Dirichlet-
Neumann para uma variedade bidimensional Ω, conexa e com fronteira ∂Ω, C∞.

Em geral, o funcional de Dirichlet-Neumann, Λ, conforme definição na página 4,
está associado a um operador de modo que dada uma condição de fronteira, resolvemos
o problema de Dirichlet e, para a única solução, associamos a condição de Neumann.

Em particular, para cada g métrica Riemanniana em Ω, podemos associar o operador
de Laplace-Beltrami, ∆g, o qual induz o funcional de Dirichlet-Neumann, Λg de ∆g sobre
∂Ω.

No problema inverso é conhecido o operador Λg em C∞. Pergunta-se: será que
podemos determinar a métrica g em Ω ?

Esse problema está ligado diretamente aos estudos de Calderón, veja [3]. Possui
grande importância, não apenas na Matemática, mas também, em muitas situações na
medicina e na indústria de petróleo, onde se procura a utilização de testes não-invasivos
para fazer estudos do interior de uma determinada região.

Existem basicamente dois modelos para o estudo dos problemas inversos: o discreto
(sobre grafos) e o cont́ınuo (sobre variedades).

Aqui, estamos interessados no modelo cont́ınuo, em particular, no estudo de
propriedades do funcional de Dirichlet-Neumann e de seu Núcleo de Schwartz.

As Propriedades que estudamos, as quais serão explicitadas no decorrer do texto,
tem como motivação os estudos de Ingerman em [6] para o modelo discreto. Entretanto,
não chegamos a fazer comparações entre esses modelos. O leitor interessado em situações
desse tipo poderá consultar [8].

Objetivando tornar suave a leitura do texto, preferimos organizá-lo da seguinte
forma:

Deixamos todos os pré-requisitos sobre o estudo de variedades, bem como os
resultados clássicos necessários à leitura do texto para o apêndice.

No Caṕıtulo 1, apresentamos a definição do operador de Laplace-Beltrami numa
variedade riemanniana e o funcional de Dirichlet-Neumann com suas propriedades
associadas à métrica riemanniana. Além disso, definimos o Núcleo de Schwartz do
funcional, apresentamos algumas de suas caracterizações e guiamos o leitor interessado
em aprofundar detalhes à uma bibliografia conveniente.

No Caṕıtulo 2, dissertamos sobre os resultados principais do trabalho. Subdividimos
o caṕıtulo em seis seções, conforme o artigo em [9]. Assim, na primeira seção
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apresentamos as definições iniciais e o teorema principal a ser tratado. Na segunda,
apresentamos a Propriedade Alternada, onde se utiliza do Prinćıpio Máximo várias
vezes para a prova.

A figura a seguir, uma adaptação de [8], dá uma ideia do procedimento utilizado
para a demonstração. Na figura, A e B são arcos conexos disjuntos de um ćırculo do R2

e o suporte da função f está contido no arco A. Ao confeccionar a figura, preferimos
alterar, em relação ao enunciado no teorema 2.2.1, a maneira como a função se alterna,
a fim de não levar o leitor a pensar que estamos tratando especificamente de um ćırculo.
De qualquer forma, de maneira construtiva, conseguimos encontrar curvas que não se
interceptam ligando os arcos B e A.

Nas seções 2.3 e 2.4 dissertamos sobre a demonstração do Teorema Principal.
Tal demonstração também é construtiva. Todavia, é relativamente longa. Portanto,
aconselhamos o leitor a prestar atenção nos detalhes da técnica utilizada. À partir
dáı, de posse dos resultados obtidos, apresentamos duas consequências importantes do
Teorema Principal. A última delas, mostra que o núcleo de Schwartz do funcional de
Dirichlet-Neumann tem a propriedade alternada.

xiv



Caṕıtulo 1

Resultados preliminares

Neste caṕıtulo dissertamos sobre o operador de Laplace e sobre o funcional de
Dirichlet-Neumann. Quanto ao operador de Laplace, começamos com a definição usual
que conhecemos para o Rn e prosseguimos abordando os objetos necessários à sua
caracterização para uma variedade riemanniana qualquer. Em seguida, definimos o
funcional de Dirichlet-Neumann e apresentamos algumas de suas propriedades.

1.1 O Operador de Laplace-Beltrami

Desejamos definir o operador de Laplace-Beltrami ou Laplaciano para funções C∞

sobre uma variedade riemanniana qualquer. Nesse caso, se faz necessário que a
nossa definição não dependa do sistema de coordenadas escolhido. Para tanto, a
nossa definição considerará os operadores gradiente e divergente em uma variedade
riemanniana de forma que, em Rn, a definição coincidirá com a usual.

Definição 1.1.1 Dada uma variedade riemanniana (M, g), defina o mapa fibrado

ĝ : TM −→ T ∗M
X 7−→ ĝ(X) = gp(X, Y )

,

onde X, Y ∈ TpM e

ĝ(X) : TpM −→ R
Y 7−→ ĝ(X)(Y ) = gp(X, Y )

,

Aqui, dizer que ĝ é um mapa fibrado significa que estamos considerando os fibrados
vetoriais C∞:

π : TM −→ M e π∗ : T ∗M −→ M

De modo que π = π∗o ĝ . Os conjuntos U e V são abertos de M e a linearidade de
ĝ|π−1(U) ocorre para todo p ∈M com p ∈ U .

1



1.1. O OPERADOR DE LAPLACE-BELTRAMI

Além disso, não é dif́ıcil verificar que ĝ é um isomorfismo de espaços vetoriais. Assim,
ĝ é um isomorfismo entre TM e T ∗M .

Vamos utilizar o isomorfismo canônico ĝ para definir o campo vetorial gradiente
sobre uma variedade riemanniana (M, g).

Definição 1.1.2 Seja (M, g) uma variedade riemanniana. Dada f ∈ C∞(M),
definimos o campo de vetores gradg f , chamado gradiente de f , por gradg f = ĝ−1(df),
onde df é o diferencial de f .

Proposição 1.1.3 Em coordenadas locais, o operador gradiente é dado por:

gradg f =
∑
j

gij
∂f

∂xi
∂

∂xj
, onde gij é a inversa de gij.

Demonstração: Seja X ∈ TpM . Então, dada f ∈ C∞(M), temos:

〈
gradg f |p, X

〉
g

= gp
〈
gradg f |p, X

〉
= ĝ(gradg f)p(X)

= ĝ(ĝ−1(dfp)(X) = dfp)(X) = Xp (f) .

Assim, grad f é o único campo de vetores que satisfaz g(grad f,X) = X(f).
Portanto, segue que:

gradg f = ĝ−1(df)

= ĝ−1(
∑ ∂f

∂xi
dxi) =

∂f

∂xi
ĝ−1(dxi) =

∂f

∂xi
gji

∂

∂xj

=
∂f

∂xi
gij

∂

∂xj
= gij

∂f

∂xi
∂

∂xj

�

Agora, apresentamos o operador divergente.

Definição 1.1.4 Seja (M, g) uma variedade riemanniana de dimensão n. Chamamos
divergente ao operador que a cada campo vetorial X ∈ X(M) associa uma função
C∞(M). Em coordenadas locais, o divergente é dado por:

divg : TM −→ C∞(M)

X 7−→ divg(X) = 1√
det(g)

∑
i
∂
∂xi

(X i
√

det(g))

Verifica-se ainda que o operador divergente é independente da escolha de
coordenadas. Isto é, dadas as coordenadas locais α = (x1, ..., xn) e β = (y1, ..., yn)
em um aberto U ⊂M , temos:

2



1.1. O OPERADOR DE LAPLACE-BELTRAMI

1√
det(g)

∑
i

∂

∂xi
(X i
√

det(g)) =
1√

det(g)

∑
j

∂

∂yj
(Y j
√

det(g)),

onde X =
∑

iX
i ∂
∂xi

=
∑

j Y
j ∂
∂yj

.
De posse das definições dos operadores gradiente e divergente, definimos o operador

de Laplace-Beltrami.

Definição 1.1.5 Seja (M, g) uma variedade riemanniana. Chamamos de Operador de
Laplace-Beltrami ao operador ∆g, dado por:

∆g : C∞(M) −→ C∞(M)
f 7−→ ∆gf = − divg ◦ gradg f

Como os operadores gradiente e divergente são independentes da escolha de
coordenadas, ∆g também é. Assim, em coordenadas locais, o operador de Laplace-
Beltrami é dado por:

∆gf = − divg ◦ gradg f

= − divg(
∑
j

gij
∂f

∂xi
∂

∂xj
)

= − 1√
det(g)

∑
j

∂

∂xj
(
∑
i

gij
∂f

∂xi
)
√

det(g)

O operador de Laplace-Beltrami é linear. De fato. Dados f1, f2 ∈ C∞(M) e a, b ∈ R,
temos:

∆g(af1 + bf2) = − divg ◦ gradg(af1 + bf2)

= − 1√
det(g)

∑
j

∂

∂xj
(
∑
i

gij
∂

∂xi
(af1 + bf2)

√
det(g))

= − 1√
det(g)

∑
j

∂

∂xj
(a
∑
i

gij
∂f1

∂xi
+ b
∑
i

gij
∂f2

∂xi
)
√

det(g))

= − a√
det(g)

∑
j

∂

∂xj
(
∑
i

gij
∂f1

∂xi

√
det(g))− b√

det(g)

∑
j

∂

∂xj
(
∑
i

gij
∂f2

∂xi
)
√

det(g))

= a∆gf1 + b∆gf2

A seguir, apresentamos dois resultados importantes do operador de Laplace-Beltrami
com relação às métricas λg e f ∗g.

Proposição 1.1.6 Seja (Ω, g) uma variedade riemanniana bidimensional, compacta e
orientável, com bordo C∞, λ ∈ C∞(Ω,R+). Então, ∆λg = λ−1∆g.

3



1.2. O FUNCIONAL DE DIRICHLET-NEUMANN

Demonstração: Seja u ∈ C∞(Ω). Então, calculando ∆λg, temos:

∆λgu =
−1√

det(λg)

∑
i,j

∂

∂xi
((λg)ij

√
det(λg)

∂

∂xj
u)

Como det(λg) = λ2 det(g) e (λg)ij = λ−1gij, segue que:

∆λgu =
−1√

λ2 det(g)

∑
i,j

∂

∂xi
(λ−1gij

√
λ2 det(g)

∂

∂xj
u)

=
−1

λ
√

det(g)

∑
i,j

∂

∂xi
(λ−1gijλ

√
det(g)

∂

∂xj
u)

=
−1

λ
√

det(g)

∑
i,j

∂

∂xi
(gij
√

det(g)
∂

∂xj
u)

=
1

λ
∆gu

�

Proposição 1.1.7 Sejam Ω1 e Ω2 variedades diferenciáveis orientadas, compactas e
com fronteira C∞, f : Ω1 −→ Ω2 um difeomorfismo e g ∈M(Ω2). Então

∆f∗g = f ∗ ◦∆g ◦ (f−1)∗

Demonstração: Para uma prova, consulte [11] ou [16]. �

1.2 O funcional de Dirichlet-Neumann

Seja Ω uma variedade diferenciável, compacta e com bordo, Op(∂Ω) o conjunto
dos operadores lineares de C∞(∂Ω) −→ C∞(∂Ω) e M(Ω) o espaço das métricas
riemannianas sobre Ω. Então, temos a seguinte definição:

Definição 1.2.1 O funcional de Dirichlet-Neumann é a aplicação

Λ :M(Ω) −→ Op(∂Ω)
g 7−→ Λg

,

tal que:

Λg(f) =
∂u

∂vg

4



1.2. O FUNCIONAL DE DIRICHLET-NEUMANN

onde vg é o vetor normal unitário exterior em ∂Ω e u é a única solução do problema
de Dirichlet para o ∆g com condição de fronteira f . Isto é:{

∆gu = 0, em Ω
u|∂Ω = f

(1.1)

SejaW o espaço das funções C∞(Ω) que se anulam em ∂Ω. Então, temos a seguinte
proposição:

Proposição 1.2.2 Seja Ω uma variedade diferenciável bidimensional. Então

Λe2ϕg = Λg ⇔ ϕ ∈ W .

Essa proposição dá uma condição para que as métricas g e e2ϕg estejam relacionadas.

Demonstração: Para uma prova consulte [11] ou [16]. �

Definição 1.2.3 Sejam Ω uma variedade diferenciável bidimensional e C∞0 (Ω) o
subespaço de C∞(Ω) das funções que possuem suporte compacto em Ω. Chamamos
espaço das distribuições sobre Ω e indicamos por D′(Ω) ao espaço dual topológico
(C∞0 (Ω))′.

A definição nos diz que uma distribuição sobre Ω é um funcional linear cont́ınuo
T : C∞0 (Ω) −→ R tal que para qualquer sequência (ϕn) −→ ϕ em C∞0 (Ω), temos que:

T ((ϕn)) −→ T (ϕ)

A convergência no espaço C∞0 (Ω) deve ser entendida no seguinte sentido:
Uma sequência de funções (ϕn), n ∈ N converge para ϕ quando as ϕn’s e a ϕ tem

todos os seus suportes contidos num compacto K ⊂ Ω e Dαϕn converge uniformemente
em K para Dαϕ para todo α ∈ Np, onde α = (α1, ..., αp) é um multi-́ındice e Dα é a
derivada parcial:

Dα =
∂α1+...+αp

∂α1
x1 ...∂

αp
xp

Para mais detalhes sobre a teoria de distribuições, consulte [17].

Definição 1.2.4 O núcleo de um mapa cont́ınuo de Dirichlet-Neumann é a distribuição
K(φ, θ), K ∈ [C∞0 ( ∂Ω× ∂Ω)]′, tal que:

Λf(φ) =

∫ 2π

0

K(φ, θ)f(θ)dθ.

A existência de K é garantida pelo fato de Λ ser um operador pseudo-diferencial.
Para mais detalhes sobre operadores pseudo-diferenciais consulte [20].
A seguir, apresentamos sem prova, dois resultados de [11].

5



1.2. O FUNCIONAL DE DIRICHLET-NEUMANN

Lema 1.2.5 Seja Ω uma variedade compacta de dimensão 2 e com bordo C∞. Sejam
ϕ ∈ C∞(Ω), F ∈ D(Ω) e g ∈M(Ω). Então:

ΛF ∗e2ϕg = F ∗ ◦ e−ϕ ◦ Λg ◦ (F−1)∗.

onde F ∗ denota o pullback de F e D(Ω) representa o grupo dos difeomorfismos de Ω.

Lema 1.2.6 Seja Kg o núcleo de Schwartz do operador Λg Então, para qualquer
variedade compacta Ω de dimensão 2 e com bordo C∞, temos:

KF ∗e2φg(x, y) = e−φ◦F (x)Kg(F (x), F (y))F ′(y).

onde F ′ representa a única função de valor real sobre ∂Ω tal que F∗E = F ′E ◦ F , F∗ o
push-forward de F e E é um campo vetorial unitário para a métrica g sobre ∂Ω.

Para uma demonstração desses dois Lemas consulte [11].

A seguir, considerando a variedade R, apresentamos um exemplo do cálculo de
F∗E = F ′E ◦ F para um campo vetorial unitário E em TpR ≡ R.

Exemplo 1.2.7 Considere f : R −→ R uma função diferenciável e seja E = d
dt

um
campo vetorial unitário em R. Determinar f∗E.

Solução 1.2.8 Como estamos trabalhando com uma função definida em R, temos que
f∗E = λE ◦ f , onde λ ∈ R. Queremos determinar λ. Assim, usando a definição de
push-forward em A.3, temos que: f∗E|p : C∞(R) −→ R. Portanto, para toda função
h ∈ C∞(R), segue que:

(f∗E|p)h = E|p(h ◦ f).

Seja p = t0. Tomando a função h : R −→ R definida por h(t) = t e uma curva
γ : (a, b) ⊂ R −→ R tal que γ(t) = t0 + t.1, temos por um lado que:

(f∗E|t0)h = f∗(
d

dt
|t=t0)h

=
d

dt
|t=t0(h ◦ f)

=
d

dt
|t=0h(f(t0 + t))

=
d

dt
|t=0f(t0 + t)

= f ′(t0)

Portanto,
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1.2. O FUNCIONAL DE DIRICHLET-NEUMANN

E(f(t0))h = (
d

dt
|t=f(t0))h

=
d

dt
|t=0(h(f(t0) + t)

=
d

dt
|t=0(f(t0) + t) = 1

Isso conclui que λ = f ′(t0).
Logo, mostramos que f∗E|t0 = f ′(t0)(E ◦ f)(t0).

O Núcleo de Schwartz do operador Λg está determinado pela Função de Green
G(w, z) do Laplaciano ∆g com condição de Dirichlet sobre ∂Ω pela seguinte identidade:

Lema 1.2.9 O Núcleo de Schwartz Kg(w, z) do operador Λg, sendo g uma métrica, é
dado para w, z ∈ ∂Ω , w 6= z por:

Kg(w, z) = ∂ν∂ν′G(W,Z)|W=w,Z=z.

em que ∂ν , ∂ν′ são, respectivamente, os campos vetoriais unitários apontando para o
interior no bordo nas variáveis W e Z.

Demonstração: Veja [12]. �

Observação 1.2.0.1 Quando Ω é o disco unitário no plano, e g a métrica euclidiana,
a função de Green para ∆u é:

G(reiθ, seiβ) =
1

2π
ln(r2 − 2rs cos(θ − β) + s2).

que podemos escrever

G(x, y) =
1

2π
ln(dg(x, y)),

onde dg(x, y) é a distância geodésica entre x e y.
Assim, o núcleo de Schwartz de Λu é:

∂

∂r

∂G

∂s
|s=1;r=1 = − 1

2π

1

1− cos(θ − β)
.

A seguir apresentamos alguns resultados de [4] para o núcleo de Schwartz do
operadorΛg.

Primeiramente, apresentamos um resultado de [1], que dá uma fórmula expĺıcita
para a função de Green do anel AR = {z ∈ C; 1

R
< |z| < R}. Seja g0 uma métrica que
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1.2. O FUNCIONAL DE DIRICHLET-NEUMANN

é conforme à métrica euclidiana sobre AR. Em coordenadas polares g0 pode ser escrita
da forma:

g0 =
1

2
(1 +

1

ρ2
)(dρ2 + ρ2dθ2). (1.2)

Então a derivada normal de u ∈ C∞(AR) com respeito a g0 sobre |z| = R é dada
por:

∂u

∂νg0
|ρ=R =

2R2

1 +R2

∂u

∂ρ
|ρ=R.

Analogamente, a derivada normal de u com respeito a g0 sobre |z| = 1
R

é:

∂u

∂νg0
|ρ= 1

R
=
−2R2

1 +R2

∂u

∂ρ
|ρ= 1

R
.

Portanto, a função de Green de AR é dada por:

G(ρeiθ, reiα) = ln(rR) +
∞∑
n=1

1

n

rn + (−r)n

Rn

ρn + (−ρ)−n

Rn + (−R)−n
cosn(θ − α)

− ln |ρeiθ − reiα| − ln |1
ρ
ei(θ+π) − reiα|,

em que 1
R
≤ ρ ≤ R, 1

R
< r < R, 0 < θ < 2π e 0 < α < 2π.

Lema 1.2.10 O Núcleo de Schwartz do operador Λg0, onde g0 ∈ M(AR) é dada na
forma 1.2 é dado por:

Kg0
(Reiθ, Reiα) = 4R2

(1+R2)2

∞∑
n=1

nR
n−(−R)−n

Rn
Rn−(−R)−n

Rn+(−R)−n
cosn(θ − α)

+ 2R2

(1+R2)2
1

1−cos(θ−α)
− 4R4

(1+R2)2
R−4 cos(θ−α)+cos(θ−α)+2R−2

(R−2+2 cos(θ−α)+R2)2

(1.3)

ou ainda por:

Kg0
(R−1eiθ, R−1eiα) = 4R2

(1+R2)2

∞∑
n=1

n
( 1
R

)n−(− 1
R

)−n

Rn
( 1
R

)n−(− 1
R

)−n

Rn+(−R)−n
cosn(θ − α)

+ 2R2

(1+R2)2
1

1−cos(θ−α)
− 4

(1+R2)2
R4 cos(θ−α)+cos(θ−α)+2R−2

(R2+2 cos(θ−α)+R−2)2

(1.4)

A igualdade acima deve ser vista no sentido das distribuições.

Observação 1.2.11 Assim, o Núcleo de Schwartz do operador Λg0 pode ser escrito
como:
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1.2. O FUNCIONAL DE DIRICHLET-NEUMANN

Kg0
(Reiθ, Reiα) = H(Reiθ, Reiα)− 2R2

(1 +R2)2
.

1

1− cos(θ − α)
sobre |z| = R.

e

Kg0
(Reiθ, Reiα) = H(R−1eiθ, R−1eiα)− 2R2

(1 +R2)2
.

1

1− cos(θ − α)
sobre |z| = 1

R

onde H é uma função C∞ dada por:

H(Reiθ, Reiα) =
4R2

(1 +R2)2
{
∞∑
n=1

bn cosn(θ − α)− R−2 cos(θ − α) +R2 cos(θ − α) + 2

(R−2 + 2 cos(θ − α) +R2)2
}.
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Caṕıtulo 2

Principais Resultados

Nesse caṕıtulo dissertamos sobre a caracterização do núcleo do funcional de
Dirichlet-Neumann para uma região planar. Começamos com algumas definições e
apresentamos o principal teorema do trabalho.

2.1 Teorema Principal

Seja Ω um conjunto relativamente compacto, simplesmente conexo em R2 com bordo
C∞. Seja γ : Ω −→ R uma função C∞ tal que γ(p) > 0. Seja f uma função definida
sobre ∂Ω. Então existe uma única função u definida sobre Ω, tal que{

∇.(γ∇u) = 0 em Ω,
u|∂Ω = f

(2.1)

O problema(2.1) é conhecido como a equação de condutividade e está diretamente
associado aos estudos de Calderón em [3]. Uma função u que satisfaz (2.1) é chamada
uma função γ−harmônica.

Seja ∂u
∂ν

(p) a derivada direcional de u na direção do vetor unitário normal exterior
ν no ponto p ∈ ∂Ω. Então, o mapa de Dirichlet-Neumann Λ é definido pela expressão:

Λf(p) = γ(p)
∂u

∂ν
(p). (2.2)

Nesse caso, estamos considerando a métrica usual sobre a variedade. Todavia, se
considerarmos g uma métrica riemanniana qualquer, os mesmos resultados do texto
são válidos para o problema:

{
∆gu = 0 em Ω,
u|∂Ω = f

.

E a derivada direcional de u na direção do vetor unitário normal exterior vg no ponto
p ∈ ∂Ω passaria a ser representada por ∂u

∂νg
(p).

10



2.1. TEOREMA PRINCIPAL

O mapa de Dirichlet-Neumann Λ é um operador pseudo-diferencial de ordem 1 e,
como tal, possui um núcleo, K(x, y), definido como uma distribuição. Isto é,

K ∈ [C∞0 (∂Ω× ∂Ω)]′.

Esse núcleo dá uma representação de Λ pela expressão:

Λf(x) =

∫
∂Ω

K(x, y)f(y)dy, (2.3)

onde x e y são coordenadas de comprimento de arco sobre ∂Ω. Para o operador pseudo-
diferencial Λ, o núcleo K é uma função simétrica, isto é, K(x, y) = K(y, x). Além disso,
para um valor fixo x ∈ ∂Ω, limy→x |K(x, y)| =∞. Mais precisamente:

K(x, y) =
k(x, y)

|x− y|2
+D(x, y), (2.4)

onde k é cont́ınua sobre ∂Ω × ∂Ω. Além disso, k é simétrica e k(x, x) 6= 0. D é uma
distribuição suportada sobre a diagonal ∆ = {(x, x);x ∈ ∂Ω}. O termo |x − y| é a
separação, em comprimento de arco, dos pontos com coordenadas de comprimento de
arco x e y e o termo cont́ınuo dessa expansão tem sido incorporado ao termo

k(x, y)

|x− y|2
.

Se x /∈ supp(f), então a integral é uma integral ordinária. Visto que estaremos
interessados no comportamento de K(x, y) para x 6= y, ignoraremos D. Portanto,
pretenderemos que:

K(x, y) =
k(x, y)

|x− y|2
. (2.5)

O bordo ∂Ω é uma curva de Jordan e, portanto, é homeomorfa a um ćırculo.

Definição 2.1.1 Escolha uma orientação sobre ∂Ω. Dizemos que (x1, ..., xn; y1, ..., yn)
é um par circular se existem pontos p, q ∈ ∂Ω que dividem ∂Ω em duas componentes
conexas A e B, tais que {x1, ..., xn} ⊂ A e {y1, ..., yn} ⊂ B e x1, ..., xn, y1, ..., yn estão
em ordem circular sobre ∂Ω.

Aqui, quando dizemos que x1, ..., xn, y1, ..., yn estão ordem circular significa que
quando escolhemos uma orientação em ∂Ω temos os xj’s e os yi’s na sequência
(x1, ..., xn, y1, ..., yn).

Usaremos essa definição no decorrer das demais seções. Estaremos interessados em
provar o seguinte teorema:
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2.2. A PROPRIEDADE ALTERNADA

Teorema 2.1.2 Seja (x1, ..., xn; y1, ..., yn) um par circular sobre ∂Ω. Seja L = (lij)

uma matriz de ordem n× n, com entradas definidas por lij = K(xi, yj). Então

(−1)
n(n+1)

2 det(L) > 0 (2.6)

Esse é o principal teorema deste trabalho. Ele afirma que o núcleo K atua num par
circular produzindo a matriz

L =

K(x1, y1) ... K(x1, yn)
... ...

...
K(xn, y1) ... K(xn, yn)


que satisfaz (2.6).

A sua prova será dada nas seções 2.3 e 2.4. Antes disso, apresentamos na seção 2.2
um teorema que é conhecido como: a propriedade alternada. Mais tarde será mostrado
que o nosso teorema principal implica nessa propriedade.

2.2 A Propriedade Alternada

Suponha que ∂Ω = I ∪ J , onde I e J são arcos conexos disjuntos. Então, temos o
seguinte teorema:

Teorema 2.2.1 (Propriedade Alternada). Seja f uma função C∞ sobre ∂Ω tal
que f = 0 sobre I. Suponha que existe uma sequência de pontos {p1, ..., pn} ⊂ I em
ordem circular tal que

(−1)i+1Λf(pi) > 0 (2.7)

Então existe uma sequência de pontos {q1, ..., qn} ⊂ J em ordem circular tal que

(−1)nΛf(pi)f(qi) > 0 (2.8)

Demonstração: A prova é dada de maneira construtiva. Utilizamos várias vezes o
Prinćıpio do Máximo (A.4). Primeiro, afirmamos que (2.8) é equivalente a:

Λf(pi)f(qn+1−i) < 0 (2.9)

De fato. Para n par, podemos usar (2.7) e (2.8) para calcular os sinais de Λf(pi),
f(qi) e f(qn+1−i), obtendo a tabela:

Λf(pi) f(qi) f(qn+1−i) (−1)nΛf(pi)f(qi)
i par − − + +
i ı́mpar + + − +

.

Analogamente, para n ı́mpar, temos por (2.7) e (2.8) que:
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2.2. A PROPRIEDADE ALTERNADA

Λf(pi) f(qi) f(qn+1−i) (−1)nΛf(pi)f(qi)
i par − + + +
i ı́mpar + − − +

.

Portanto, multiplicando os sinais de Λf(pi) e f(qn+1−i), respectivamente, na
primeira e segunda linhas das tabelas acima, provamos a equivalência.

O sinal do fator f(qn+1−i) é obtido da seguinte forma:
Quando n é par. Para i par, obtemos de (2.8) que f(qi) < 0,∀i, i = 2k, k ∈ N.

Analogamente, para i = j ı́mpar, obtemos de (2.8) que f(qj) > 0,∀j, j = 2k− 1, k ∈ N.
Logo, f(qn) < 0. Sendo que n par, segue que n+ 1 é ı́mpar. Assim, n+ 1− 2k é ı́mpar.
Então, concluimos que f(qn+1−i) > 0. Semelhantemente, para i = j ı́mpar, segue que
n+ 1− j é par. Dáı, f(qn+1−j) < 0.

O procedimento é análogo para n ı́mpar.
Consideremos agora a nossa hipótese. Descrevemos, inicialmente, como escolher o

ponto qn.
Seja u a solução de (2.1) tal que u = f sobre ∂Ω.
Usando (2.2) em (2.7), obtemos:

(−1)1+1Λf(p1) > 0 =⇒ Λf(p1) > 0 =⇒ γ(p)
∂u

∂ν
(p1) > 0.

Visto que γ(p) > 0, obtemos:

∂u

∂ν
(p1) > 0.

Como Ω é relativamente compacta e conexa, existe um pequeno intervalo aberto
α ⊂ Ω, tal que p1 é uma extremidade de α. Além disso,

p1 ∈ I ⊂ ∂Ω. Então, u(p1) = f(p1) = 0.

Agora, segue da definição de derivada na direção da normal (veja [13]) que existe
uma curva

α : [0, δ) −→ Ω
t 7−→ α(t)

,

satisfazendo α(0) = p1 e α
′
(0) = −ν, onde δ > 0 e ν é o vetor normal exterior em p1.

Então,

0 <
∂u

∂ν
(p1) = − ∂u

∂(−ν)
(p1) = − lim

t→0

u(α(t))− u(α(0))

t
= − lim

t→0

u(α(t))

t

Como 0 < t < δ, segue que:

u(α(t)) < 0

Seja W a componente conexa do conjunto X = {z ∈ Ω;u(z) < 0} e que contém α.
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Tomando z ∈ W , existe uma sequência (zn) em W tal que (zn) −→ z. Como u é
cont́ınua, segue que

u(zn) −→ u(z)

Suponha que W ∩ J = ∅. Então u = 0 sobre ∂W .
De fato. Seja z0 ∈ ∂W . Afirmamos que u(z0) = 0. Caso contrário, como existe uma

sequência (zn) em W tal que (zn) −→ z0 e u é cont́ınua, então existiria um aberto B
contendo z0 tal que u(z0) < 0. Como B é conexo e contém pontos de W , podeŕıamos
construir um caminho ligando um ponto z1 de W a um ponto y1 de B com y1 /∈ W .
Assim, existiria uma outra componente conexa W0 contendo α com W ( W0, o que é
um absurdo.

Tadavia, u = 0 sobre ∂W contradiz o Prinćıpio do Máximo em W , haja vista que
W não é vazio, u é solução do problema (2.1). Então, v = u |W também é solução e
u < 0 em W .

Portanto, W ∩ J 6= ∅. Então, usando novamente o argumento anterior, concluimos
que u = 0 em todo ponto na ∂W que está em Ω.

Considerando, agora, que u |∂Ω= f e que J ⊂ ∂Ω e usando o Prinćıpio do Máximo
(A.4) novamente emW , temos que existe um ponto qn ∈ W∩J tal que f(qn) < 0. Agora,
tomando o ponto qn e considerando que W também é conexo e relativamente compacto,
concluimos que existe um pequeno intervalo β ⊂ W tal que qn é uma extremidade de
β.

Pela conexidade de W , podemos ligar as extremidades de α e β que estão dentro de
W por uma curva C∞ em W . Portanto, existe uma curva diferenciável C1 tal que C1 é
difeomorfa a um segmento de reta, C1 tem extremidades p1 e qn, e C1 − p1− qn ⊂ W .
Como apenas u(p1) = 0, segue imediatamente que u(z) < 0, ∀z ∈ C1 − p1.

Como Λf(p1) > 0 e f( qn+1−1) = f(qn) < 0, segue que para i = 1, vale (2.9).
Quando i = 2, usamos novamente (2.2) e (2.7), e obtemos:

(−1)2+1Λf(p2) > 0 =⇒ γ(p2)
∂u

∂ν
(p2) < 0 =⇒ ∂u

∂ν
(p2) < 0,

pois γ > 0.
Como p2 ∈ I ⊂ Ω, segue que u(p2) = f(p2) = 0 e, usando novamente o argumento

do caso i = 1, concluimos que existe um pequeno intervalo α2 ⊂ Ω tal que u(α2) > 0.
Considerando V a componente conexa do conjunto Y = {z ∈ Ω;u(z) > 0} e que

contém α2 e usando um procedimento inteiramente análogo ao caso i = 1, obtemos que
V ∩ J 6= ∅. Então, visto que u |∂Ω= f e que J ⊂ ∂Ω e usando o Prinćıpio do Máximo
em V , obtemos um ponto qn−1 ∈ V ∩ J tal que f(qn−1) > 0. Isso nos permite obter
um pequeno intervalo β2 com extremidade em qn−1 e, à partir dáı, encontrar uma curva
diferenciável C2 de extremidades p2 e qn−1, e C2−p2− qn−1 ⊂ V de forma que u(z) > 0,
∀z ∈ C2 − p2.

Observe agora que Λf(p2) < 0 e, portanto, Λf(p2)f(qn−1) < 0, satisfazendo (2.9).
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Podemos repetir esse argumento para produzir curvas Cj tais que Cj conecta os
pontos pj ∈ I aos pontos qn+1−j ∈ J , Cj−pj− qn+1−j ⊂ Ω e (−1)j+1u(z) < 0 para todo
z ∈ Cj − pj.

Observamos ainda que o processo de obtenção das curvas nos permite afirmar
que elas não se interceptam. Pelo Teorema das Curvas de Jordan os pontos
p1, ..., pn, q1, ..., qn estão em ordem circular sobre ∂Ω e, claramente, satisfazem (2.9).

�
Essa propriedade será utilizada ainda na próxima seção, a fim de mostrarmos

a primeira parte do teorema principal. Assim, à partir daqui começamos a prova
do principal teorema, que será dividida em duas partes: a primeira, chamamos de
desigualdade fraca e a segunda, de desigualdade forte.

2.3 A desigualdade Fraca

Teorema 2.3.1 (A desigualdade fraca). Seja (x1, ..., xn; y1, ..., yn) um par circular
sobre ∂Ω. Seja L = (lij) uma matriz do tipo n × n com entradas definidas por
lij = K(xi, yj). Então

(−1)
n(n+1)

2 det(L) ≥ 0 (2.10)

Demonstração: A prova será dada por indução sobre a ordem da matriz n.
Consideremos primeiro o caso n = 1. A prova segue por contradição. Observe que
fazendo n = 1 em (2.10), precisamos mostrar que det(L) ≤ 0.

Suponha, então, que existam pontos p, q ∈ ∂Ω com p 6= q e det(L) = K(p, q) > 0.
Assim, existe ε > 0 tal que p /∈ Dε = {y; |y − q| < ε} e K(p, y) > 0 para y ∈ Dε. Note
que isto decorre da continuidade de K em (2.5).

Seja f uma função cont́ınua sobre ∂Ω tal que supp(f) ⊂ Dε, f(q) > 0 e f(s) ≥ 0,
∀s ∈ ∂Ω.

Note que uma tal função existe, veja [13]. O fato de que f(q) > 0 decorre de que
q ∈ (suppf)0. A continuidade da f é obtida fazendo o valor de f(s) se aproximar de
zero suavemente.

Agora, por (2.2) e (2.4), temos:

γ(p)
∂u

∂ν
(p) = Λf(p) =

∫
∂Ω∩Dε

K(p, y)f(y)dy > 0,

visto que K é estritamente positiva e f é não-nula no seu suporte.
Ora, sabemos que u satisfaz (2.1), u(s) = f(s), s ∈ ∂Ω e γ(p) > 0. Então, segue que

∂u
∂ν

(p) > 0. Agora, pela definição de derivada na direção da normal (veja [13]), existe
uma curva α, tal que:

α : [0, δ) −→ Ω
t 7−→ α(t)

,
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satisfazendo α(0) = p1 e α
′
(0) = −ν, onde δ > 0 e ν é o vetor normal exterior em p1.

Então,

0 <
∂u

∂ν
(p1) = − ∂u

∂(−ν)
(p1) = − lim

t→0

u(α(t))− u(α(0))

t
= − lim

t→0

u(α(t))

t

Portanto, temos que:

u(α(t)) < 0

Isso significa que deve existir um ponto z próximo de p tal que u(z) < 0. Mas isso
contradiz o Prinćıpio do Máximo (A.4), pois u(s) = f(s) ≥ 0, ∀s ∈ ∂Ω.

Observe que a nossa contradição resultou quando supomos a existência de pontos
p, q ∈ ∂Ω com p 6= q e K(p, q) > 0. Assim, concluimos que para n = 1, K(p, q) ≤ 0.
Dáı, det(L) ≤ 0 e, portanto, a nossa desigualdade é verdadeira.

Hipótese de indução: assumimos que o resultado é verdadeiro para quaisquer
matrizes do tipo (n− 1)× (n− 1) . Isto é:

(−1)
n(n−1)

2 det(Lij) ≥ 0 (2.11)

e provemos que o resultado vale para n× n matrizes.
Aqui, Lij representa um (i, j) menor de L qualquer. A prova também seguirá por

contradição.
Suponha que o resultado não vale. Então, deve existir um par circular

(x1, ..., xn; y1, ..., yn) ∈ ∂Ω tal que:

(−1)
n(n+1)

2 det(L) < 0 (2.12)

Portanto, L é uma matriz invert́ıvel. Considere então a matriz L−1 com entradas
(hij). Sabemos da Regra de Cramer para a resolução de sistemas lineares [14] que:

hij = (−1)j+i
det(Lji)

det(L)
,∀i, j = 1, ..., n (2.13)

onde Lji é o transposto do (i, j) menor de L. Agora, antes de passarmos ao passo de
indução, apresentamos um resultado que será utilizado no decorrer do mesmo. �
Demonstração:

Observação 2.3.2 Para qualquer n ∈ N, temos a igualdade:

(−1)
n(n+1)

2
+n = (−1)

n(n−1)
2 (2.14)

Com efeito. Multiplicando ambos os membros dessa igualdade por (−1)
−n(n−1)

2 ,
temos:

(−1)
n2

2
+n

2
+n.(−1)

−n2
2

+n
2 = 1.
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De posse desse resultado, passemos, portanto, ao passo de indução:

(−1)i+j+
n(n−1)

2
+
n(n+1)

2
+1hij = (−1)i+j.(−1)

n2−n+n2+n
2 .(−1)1hij

= (−1)i+j+n
2+1hij

Substituindo (−1)n
2

nessa última igualdade, obtemos que:

(−1)i+j+
n(n−1)

2
+
n(n+1)

2
+1hij = (−1)i+j+n+1hij

Agora, usando (2.13) no segundo membro dessa igualdade, obtemos:

(−1)i+j+n+1hij = (−1)i+j+n+1.(−1)i+j
det(Lji)

det(L)

= (−1)2(i+j).(−1)n+1 det(Lji)

det(L)

= (−1)n+1 det(Lji)

det(L)

=
(−1)

n(n+1)
2 .(−1)n+1. det(Lji)

(−1)
n(n+1)

2 . det(L)

=
(−1).(−1)

n(n+1)
2

+n. det(Lji)

(−1)
n(n+1)

2 . det(L)

=
(−1).(−1)

n(n−1)
2 . det(Lji)

(−1)
n(n+1)

2 . det(L)
.

onde a passagem da penúltima para a última linha foi obtida através do uso de (2.14).
Por conseguinte, utilizando a nossa hipótese de indução (2.11) no numerador da última
expressão e (2.12) no denominador, concluimos que:

(−1)i+j+n+1hij ≥ 0. (2.15)

Agora, considerando que a matriz L é não-singular, fixando uma linha i, deve existir
algum j para o qual

(−1)i+j+n+1hij > 0. (2.16)

Lembre-se que os números hij são as entradas da matriz L−1. Portanto, hij 6= 0
para algum j e todo i.

Prosseguindo, consideremos w =
[
1 −1 1 ... (−1)n+1

]T
um vetor n dimensional

com sinais alternados, onde T significa transposto.
Seja ainda o vetor z = L−1w. Visto que L−1 = (hij) e w é uma matriz alternada do

tipo n× 1, segue que:
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L−1w =
[
hij
]
.


1
−1
1
...

(−1)n+1



=



n∑
j=1

h1j(−1)j+1

n∑
j=1

h2j(−1)j+1

...
n∑
j=1

hnj(−1)j+1


=⇒ zi =

n∑
j=1

(−1)j+1hij, ∀i, i = 1, ..n

Assim,

(−1)i+nzi =
n∑
j=1

(−1)j+1.(−1)i+nhij

=
n∑
j=1

(−1)i+j+n+1hij

Agora, aplicando (2.15) e (2.16) nessa última igualdade, encontramos:

(−1)i+nzi > 0, ∀i, i = 1, ..., n (2.17)

Resumindo, L−1w nos fornece um vetor z tal que:

z = L−1w =⇒ Lz = w

Como as entradas da matriz L são dadas por K(xi, yj), temos:K(x1, y1) ... K(x1, yn)
...

...
...

K(xn, y1) ... K(xn, yn)

 .
z1

...
zn

 =

w1
...
wn


Assim, a i-ésima linha da matriz produto Lz é dada por:

K(xi, y1)z1 + ...+K(xi, yn)zn =
n∑
j=1

K(xi, yj)zj.

18



2.3. A DESIGUALDADE FRACA

Portanto, concluimos que:

n∑
j=1

K(xi, yj)zj = wi = (−1)i+1 (2.18)

Lembrando que K(xi, yj) = lij (entradas da matriz L) e, trabalhando com (2.17)
obtemos:

(−1)i+nzi > 0 =⇒ (−1).(−1)i+nzi < 0

=⇒ (−1)i+1.(−1)nzi < 0

Usando (2.18) nessa última desigualdade, encontramos:

(−1)nziwi < 0 =⇒ (−1).(−1)nziwi > 0

Portanto, comcluimos que:

(−1)n+1ziwi > 0 (2.19)

Agora, escolha pequenos intervalos Dj em torno dos pontos yj de forma que os Dj

sejam disjuntos e não contenham nenhum dos pontos xi. Observe aqui que essa escolha
é bastante natural, haja vista que o par circular em ∂Ω está fixo. Além disso, os pontos
xi e yj estão em arcos disjuntos e o termo intervalo é utilizado no sentido de fazermos
uma identificação natural de ∂Ω com o intervalo [0, S) da reta.

Escolha os Dj suficientemente pequenos de maneira que:

|K(xi, y)−K(xi, yj)| < ε, y ∈ Dj, i = 1, ..., n (2.20)

Escolha ainda funções fj tais que:

supp(fj) ⊂ Dj, zjfj(y) ≥ 0 e

∫
Dj

fj = zj (2.21)

Seja f =
∑n

j=1 fj. Então:

19



2.3. A DESIGUALDADE FRACA

|Λf(xi)− wi| = |
∫
∂Ω

K(xi, y)f(y)dy −
n∑
j=1

K(xi, yj)zj|

= |
∫
∂Ω

K(xi, y)
n∑
j=1

fj(y)dy −
n∑
j=1

K(xi, yj)

∫
Dj

fj(y)dy|

= |
∫
∂Ω

K(xi, y)[f1(y) + ...+ fn(y)]dy

− [K(xi, y1)

∫
D1

f1(y)dy + ...+K(xi, yn)

∫
Dn

fn(y)dy]|

= |
∫
∂Ω

K(xi, y)f1(y)dy + ...+

∫
∂Ω

K(xi, y)fn(y)dy

− [

∫
D1

K(xi, y1)f1(y)dy + ...+

∫
Dn

K(xi, yn)fn(y)dy]|

= |
∫
∂Ω

K(xi, y)f1(y)dy + ...+

∫
∂Ω

K(xi, y)fn(y)dy

− [

∫
∂Ω

K(xi, y1)f1(y)dy + ...+

∫
∂Ω

K(xi, yn)fn(y)dy]|

= |
∫
∂Ω

[K(xi, y)−K(xi, y1)]f1(y)dy + ...+

∫
∂Ω

[K(xi, y)−K(xi, yn)]fn(y)dy|

≤
∫
∂Ω

|[K(xi, y)−K(xi, y1)]f1(y)|dy + ...+

∫
∂Ω

|[K(xi, y)−K(xi, yn)]fn(y)|dy

=

∫
∂Ω

|K(xi, y)−K(xi, y1)|.|f1(y)|dy + ...+

∫
∂Ω

|K(xi, y)−K(xi, yn)|.|fn(y)|dy|

Aplicando (2.20) nessa última expressão, obtemos:

|Λf(xi)− wi| ≤ ε.

∫
∂Ω

|f1(y)|dy + ...+ ε.

∫
∂Ω

|fn(y)|dy

Como, por (2.21), zj e fj(y) possuem o mesmo sinal, segue que
∫
∂Ω
|fj(y)|dy = |zj|.

Portanto, obtemos:

|Λf(xi)− wi| ≤ ε

n∑
j=1

|zj| (2.22)

Assim, concluimos que para ε suficientemente pequeno, Λf(xi) tem o mesmo sinal
que wi. Portanto, pela propriedade alternada (Teorema 2.2.1) deve existir um conjunto
de n pontos ti em ordem circular tal que:

(−1)nwif(ti) > 0
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Para um tal conjunto de pontos deveŕıamos ter ti ∈ Di e, portanto, f(ti) teria o
mesmo sinal que zi. Mas isso contradiz (2.19).

Isso conclui a nossa demonstração. �

2.4 A desigualdade Forte

Na seção anterior, provamos a primeira parte do teorema principal, à qual
denominamos desigualdade fraca. Nesta seção, concluiremos a prova desse teorema
mostrando que a igualdade em (2.6) produz uma contradição. Isso nos permitirá
concluir a desigualdade estrita do teorema, à qual nomeamos por desigualdade forte.
Para a prova utilizaremos como ponto de partida a desigualdade fraca e, portanto,
faremos também o uso de indução. Faremos ainda uso de um Lema de (3). Para
a demonstração do Lema faremos uso do complemento de Shur, o qual definimos a
seguir:

Definição 2.4.1 Suponha que M é uma matriz quadrada e D é uma submatriz
quadrada invert́ıvel de M . Apenas por conveniência assuma que M tem a seguinte
estrutura em bloco:

M =

[
A B
C D

]
Chamamos complemento de Shur de D em M à matriz M/D = A−BD−1C.

Proposição 2.4.2 O complemento de Schur satisfaz a seguinte identidade:

detM = det(M/D). detD (2.23)

Demonstração: Consulte [6]. �
Agora, colocamos algumas condições e enunciamos o Lema.
Vamos assumir que o comprimento de arco de ∂Ω é S e que pontos sobre ∂Ω

são parametrizados por números no intervalo [0, S). Seja (x1, ..., xn; y1, ..., yn) um par
circular. Assumimos que as coordenadas sobre ∂Ω sejam escolhidas de forma que

0 ≤ x1 < ... < xn < y1 < ... < yn < S

Seja L a matriz com entradas i, j iguais a K(xi, yj). Usaremos a notação:

k(x1, ..., xn; y1, ..., yn) = det(L)

Lema 2.4.3 Seja (a1, ..., an+1; b1, ..., bn+1) um par circular. Então

21



2.4. A DESIGUALDADE FORTE

k(a1, ..., an+1; b1, ..., bn+1)k(a1, ..., an−1; b3, ..., bn+1) =

k(a1, ..., an; b1, b3, ..., bn+1)k(a1, ..., an−1, an+1; b2, ..., bn+1)

−k(a1, ..., an; b2, ..., bn+1)k(a1, ..., an−1, an+1; b1, b3, ..., bn+1)

Antes da demonstração do Lema, devemos explicar a notação utilizada. Para tanto,
consideremos det(A) = k(a1, ..., an+1; b1, ..., bn+1). Assim, a notação utilizada nos dá,
no lado esquerdo da igualdade, o produto de dois determinantes, sendo o primeiro
determinante, da matriz original A de ordem n+ 1 e o segundo, de uma sua submatriz
de ordem n − 1 em que foram retiradas da matriz original as duas últimas linhas e as
duas primeiras colunas. Esse produto pode ser decomposto como uma diferença, onde
o primeiro termo é o produto de determinantes de submatrizes de ordem n − 1 de A,
onde no primeiro fator se exclui a última linha e a coluna 2 e no segundo se exclui a
penúltima linha e a coluna 1. No segundo termo temos o produto de determinantes de
submatrizes de ordem n − 1 de A, onde no primeiro fator se exclui a última linha e a
coluna 1 e no segundo se exclui a penúltima linha e a coluna 2.

Após tais considerações, passemos à demonstração do Lema.

Demonstração: Com o objetivo de simplicar os cálculos e deixar a demonstração
mais enxuta, vamos usar a seguinte notação: A é a matriz do tipo (n + 1) × (n + 1),
A[h, i; j, k] significa uma submatriz do tipo (n− 1)× (n− 1) de A, obtida por retirar as
linhas h e i e as colunas j e k de A. A[h; j] significa uma submatriz do tipo n×n de A,
obtida por retirar a linha h e a coluna j. A[i; k] significa uma submatriz do tipo n× n
de A, obtida por retirar a linha i e a coluna k. A[h; k] significa uma submatriz do tipo
n×n de A, obtida por retirar a linha h e a coluna k. A[i; j] significa uma submatriz do
tipo n× n de A, obtida por retirar a linha i e a coluna j. Em todos esses casos vamos
admitir que 1 ≤ h < i ≤ n + 1 e que 1 ≤ j < k ≤ n + 1. Isto significa que essa nossa
simplificação produzirá uma demonstração mais forte de que o nosso Lema, sendo ele,
portanto, um caso particular.

Agora, não há perda de generalidade se reordenarmos as linhas e colunas da
matriz A, de modo a obter (h, i) = (1, 2) e (j, k) = (1, 2). Portanto, consideremos
B = A[1, 2; 1, 2]. Então, a matriz A toma a forma em blocos:

A =

 a b S
c d T
W Z B

 .

em que S e T são submatrizes do tipo 1 × (n − 1) de A e W e Z são submatrizes do
tipo (n− 1)× 1. Assuma que fizemos a reordenação de maneira que B seja invert́ıvel.
Então, podemos escrever o complemento de Shur de B em A por:
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A/B =

[
a b
c d

]
−
[
S
T

]
B−1

[
W Z

]
.

Observe que a primeira matriz à direita na expressão acima é do tipo 2 × 2. A
segunda é do tipo 2 × (n − 1). A matriz B−1 é do tipo (n − 1) × (n − 1) e a matriz[
W Z

]
é do tipo (n−1)×2. Logo, o produto acima está definido. Portanto, resolvendo

o produto e a subtração na expressão A/B, obtemos a matriz do tipo 2× 2 dada por:

A/B =

[
a− SB−1W b− SB−1Z
c− TB−1W d− TB−1Z

]
.

Calculando o determinante da matriz A/B, encontramos:

det(A/B) = (a− SB−1W ).(d− TB−1Z)− (b− SB−1Z).(c− TB−1W ).

Aplicando a definição do complemento de Schur em (2.4.1) nesse determinante,
obtemos:

det(A/B) = det(A[2; 2]/B). det(A[1; 1]/B)− (detA[1; 2]/B).(detA[2; 1]/B).

Multiplicando essa igualdade por detB e usando a identidade do determinante em
(2.23), encontramos:

detA = det(A[2; 2]). det(A[1; 1]/B)− (detA[1; 2]).(detA[2; 1]/B).

Multiplicando novamente por detB e usando a identidade do determinante em
(2.23), chegamos a:

detA. detB = det(A[2; 2]). det(A[1; 1])− (detA[1; 2]).(detA[2; 1]).

Por último, temos que essa igualdade representa uma relação polinomial que vale
para (n+ 1)2 valores das entradas de A. Além disso, é uma identidade nos coeficientes
de A. Portanto, isso conclui a nossa demonstração. �

Passemos então à prova do teorema (2.6).

Demonstração: Quando n = 1, suponha que exista um par de pontos x1, y1 com
0 ≤ x1 < y1 e K(x1, y1) = 0. Então, por (2.4), não existe uma sequência de pontos zj
tais que:

x1 < zj < y1, lim
j→∞

zj = x1 e lim
j→∞

K(x1, zj) = 0.

Observe que essa conclusão decorre do fato de que em (2.4) o limy→x |K(x, y)| =∞.
Assim, se considerarmos a existência de uma sequência nessas condições, teŕıamos
limzj→x1 K(x1, zj) = 0 (Uma contradição). Portanto, afirmamos que existe um ponto
η2 com x1 < η2 < y1 tal que
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K(x1, η2) = 0 e K(x1, η) < 0, para x1 < η < η2

De fato. Negar a existência de um ponto η2 satisfazendo essas condições é justamente
afirmar que existiria uma sequência zj, x1 < zj < y1, zj convergindo para x1, com
K(x1, zj) convergindo para 0, conforme (2.10).

Seja x um número qualquer tal que x1 < x < η2 e escolha η1 tal que x < η1 < η2.
Assim, temos x1 < x < η1 < η2. Então, (x1, x; η1, η2) é um par circular e, portanto∣∣∣∣K(x1, η1) K(x1, η2)

K(x, η1) K(x, η2)

∣∣∣∣ ≤ 0

Note que K(x1, η2) = 0 implica em que esse determinante é dado por
K(x1, η1).K(x, η2). Portanto, segue que

K(x1, η1).K(x, η2) ≤ 0.

Como K(x1, η1) < 0, podemos dividir a desigualdade por K(x1, η1), obtendo que
K(x, η2) > 0.

Todavia, K(x, η2) > 0 é inconsistente com o caso n = 1. Assim, segue que

K(x, η2) = 0.

Mostramos que para todo x, com x1 < x < η2, K(x, η2) = 0. Portanto, obtemos
que limx→η2 K(x, η2) = 0. Contradizendo, portanto, (2.4).

Observe que a contradição foi produzida quando supomos que existia um par de
pontos x1, y1 com 0 ≤ x1 < y1 e K(x1, y1) = 0. Concluimos, portanto que a nossa
desigualdade vale para o caso n = 1.

Suponha, agora, que o resultado seja verdadeiro para quaisquer submatrizes do tipo
(n− 1)× (n− 1) e provemos que o resultado vale para a nossa matriz L, de ordem n.
Assuma que

k(x1, ..., xn; y1, ..., yn) = 0

para algum par circular.
Primeiro, provamos a seguinte afirmação: não existe uma sequência de pontos zj

tais que

xn < zj < y1, lim
j→∞

zj = xn e lim
j→∞

k(x1, ..., xn; zj, y2, ..., yn) = 0.

Haja vista que isso implica a existência de constantes ck (independentes de j) tais
que

K(xn, zj) =
∑
k<n

ckK(xk, zj) + Vj. (2.24)

E, portanto:
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lim
j→∞

K(xn, zj) =
∑
k<n

ckK(xk, xn). (2.25)

Contradizendo (2.4).

De fato. Consideremos k(x1, ..., xn; zj, y2, ..., yn) = λj, onde λj é um número real
que depende de j e λj −→ 0 quando j −→ ∞. Como as entradas de det(L) são dadas
por K(xi, yj), temos: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

K(x1, zj) K(x1, y2) ... K(x1, yn)
K(x2, zj) K(x2, y2) ... K(x2, yn)

...
...

...
...

K(xn, zj) K(xn, y2) ... K(xn, yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = λj.

Fazendo o desenvolvimento desse determinante pela primeira coluna, temos:

K(x1, zj)M1j−K(x2, zj)M2j+...+(−1)i+jK(xi, zj)Mij+...+(−1)n+jK(xn, zj)Mnj = λj,

onde os Mij são os determinantes das submatrizes de ordem n − 1 de L, que obtemos
excluindo de L a linha i e coluna 1. Como a hipótese de indução assegura que os Mij

são todos diferentes de zero, podemos isolar K(xn, zj) nessa equação, obtendo:

K(xn, zj) =
λj

(−1)n+jMnj

− K(x1, zj)M1j

(−1)n+jMnj

+
K(x2, zj)M2j

(−1)n+jMnj

+ ...

...+
(−1)n−1+jK(xn−1, zj)M(n−1)j

(−1)n+jMnj

Note agora, que os números reais Mij, com i = 1, ..., n− 1 e j fixo para a sequência
zj são independentes de j, haja vista que foram obtidos pela exclusão da coluna que
depende da sequência zj. Portanto, fazendo:

λj
(−1)n+jMnj

= Vj, −
M1j

(−1)n+jMnj

= C1, ...,
Mkj

(−1)n+jMnj

= Ck, k = 1, ..., n− 1,

a menos de sinal, obtemos (2.24). Por último, passando ao limite quando j −→ ∞,
temos que λj −→ 0 e, assim, obtemos (2.25).

Agora, o mesmo argumento do caso n = 1 nos permite concluir que existe um
número η1 com xn < η1 < y1 tal que:

k(x1, ..., xn; η1, y2, ..., yn) = 0, (2.26)

e

k(x1, ..., xn; η, y2, ..., yn) 6= 0 para xn < η < η1. (2.27)
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Seja x tal que xn < x < η1. Então existe um número η tal que x < η < η1 e,
portanto, (x1, ..., xn, x; η, η1, y2, ..., yn) é um par circular.

Considerando a alternância de sinal de det(L) na desigualdade fraca (2.3.1), temos:

k(x1, ..., xn, x; η, η1, y2, ..., yn)k(x1, ..., xn−1; y2, ..., yn) 6 0 (2.28)

Por alternância de sinal, estamos dizendo que nessa desigualdade, no primeiro
fator aparece um determinante de uma matriz de ordem n + 1, enquanto que no
segundo aparece o determinante de uma submatriz de ordem n − 1. Considerando
que ambos os determinantes satisfazem a desigualdade fraca (2.3.1) e que o fator

(−1)
n(n+1)

2 da desigualdade fraca oscila entre +1 e −1 de dois em dois; necessariamente,
os determinantes se alternam em sinal ou pelo menos um deles é nulo. Portanto, o
produto é menor ou igual a zero.

Aplicando em (2.28) o Lema (2.4.3), obtemos:

0 > k(x1, ..., xn, x; η, η1, y2, ..., yn)k(x1, ..., xn−1; y2, ..., yn)
= k(x1, ..., xn; η, y2, ..., yn)k(x1, ..., xn−1, x; η1, y2, ..., yn)
−k(x1, ..., xn; η1, y2, ..., yn)k(x1, ..., xn−1, x; η, y2, ..., yn)

(2.29)

Aplicando (2.26) na segunda linha dessa última igualdade, encontramos:

0 > k(x1, ..., xn, x; η, η1, y2, ..., yn)k(x1, ..., xn−1; y2, ..., yn)
= k(x1, ..., xn; η, y2, ..., yn)k(x1, ..., xn−1, x; η1, y2, ..., yn)

(2.30)

Prosseguindo, observe que no segundo membro da igualdade anterior aparecem dois
determinantes da matriz L, pois ambos possuem ordem n. Logo, aplicando em (2.30)
a desigualdade fraca (2.3.1), obtemos:

0 ≤ k(x1, ..., xn; η, y2, ..., yn)k(x1, ..., xn−1, x; η1, y2, ..., yn) ≤ 0

Portanto,

k(x1, ..., xn; η, y2, ..., yn)k(x1, ..., xn−1, x; η1, y2, ..., yn) = 0.

Finalmente, usando (2.27) nessa igualdade, obtemos:

k(x1, ..., xn−1, x; η1, y2, ..., yn) = 0, para xn < x < η1.

Como no caso n = 1, isso contradiz (2.4) e prova o teorema. �

2.5 O Lema de Hopf

Mostramos agora como o fato de K(x, y) < 0 para x 6= y implica o Lema de Hopf
para a equação de condutividade.
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Teorema 2.5.1 Seja u uma solução não constante do problema

{
∇.(γ∇u) = 0 em Ω
u|∂Ω = f

.

Seja p ∈ ∂Ω um ponto onde onde u assume um valor mı́nimo. Então

∂u

∂ν
(p) < 0 (2.31)

Demonstração: Sem perda de generalidade, podemos assumir que u(p) = 0. Visto
que u não é constante e u|∂Ω = f , segue que supp(f) não é vazio. Assim, existe um
intervalo aberto D em torno de p na ∂Ω tal que supp(f)−D também não é vazio. Note
que supp(f) − D é um conjunto fechado. Assim, pela proposição (A.3.2) existe uma
função diferenciável ψ definida em ∂Ω com 0 ≤ ψ(x) ≤ 1, e ψ satisfazendo:

ψ =

{
1, se x ∈ supp(f)−D
0, se x ∈ Vp

, onde Vp é um intervalo em torno de p

Consideremos a função h = ψf e seja w a solução do problema:{
∇.(γ∇w) = 0 em Ω
w |∂ Ω= h

Observe que para x ∈ supp(f)−D, h(x) = f , h ≡ 0 em Vp e, como 0 ≤ ψ(x) ≤ 1,
segue que f > h.

Portanto, considerando essa desigualdade e a unicidade da solução, obtemos que
u > w. Além disso, h > 0. Finalmente, como h se anula em Vp, temos que p /∈ supp(h).
Utilizando então a hipótese de que K(p, y) < 0, juntamente com o fato de que h > 0,
obtemos: ∫

∂Ω

K(p, y)h(y)dy < 0. (2.32)

Agora, considerando a desigualdade f > h > 0 e multiplicando por K(p, y),
obtemos:

K(p, y)f(y) ≤ K(p, y)h(y).

Integrando essa desigualdade em ∂Ω, encontramos:∫
∂Ω

K(p, y)f(y)dy ≤
∫
∂Ω

K(p, y)h(y)dy.

Aplicando, (2.2), (2.3) e (2.32) nessa desigualdade, chegamos ao resultado:

∂u

∂ν
(p) ≤ ∂w

∂ν
(p) < 0.
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Em que ν é o vetor normal em p. Isso completa a demonstração. �

Na próxima seção mostramos como o Teorema Principal (2.6) implica na
Propriedade Alternada (2.2.1). A demonstração desse resultado faz uso de dois lemas,
sendo que o primeiro deles é conhecido como a propriedade de variação decrescente para
um núcleo M .

2.6 A propriedade de Variação Decrescente

Usamos a seguinte notação:
Seja M(x, y) : [c, d]×[a, b] −→ R uma função cont́ınua. Consideramos nos intervalos

[c, d] e [a, b] as partições c ≤ x1 < x2 < ... < xn ≤ d e a ≤ y1 < y2 < ... < yn ≤ b. Seja
a matriz de ordem n× n com entradas i, j determinadas por M(xi, yj). Consideremos

µ(x1, x2..., xn; y1, y2..., yn) = det(T )

Então, enunciamos o seguinte Lema:

Lema 2.6.1 Seja f uma função cont́ınua, não identicamente nula, definida no
intervalo [a, b], tal que f muda o seu sinal nesse intervalo não mais que n − 1 vezes.
Seja M(x, y), com x, y ∈ [c, d]× [a, b] um núcleo cont́ınuo com a propriedade de que

µ(x1, x2..., xn; y1, y2..., yn) > 0 (2.33)

sempre que c ≤ x1 < x2 < ... < xn ≤ d e a ≤ y1 < y2 < ... < yn ≤ b. Então, a função

g(x) =

∫ b

a

M(x, y)f(y)dy

se anula em [c, d] não mais que n− 1 vezes.

Aqui, dizer que a função f muda o seu sinal k vezes no intervalo [a, b] significa que
existem k + 1 pontos y1 < y2 < ... < yk+1 em [a, b], tais que para i = 1, 2, ..., k

f(yi)f(yi+1) < 0 (2.34)

Demonstração: Observe que o fato de f ser cont́ınua e mudar de sinal não mais
que n − 1 vezes garante que f não possui mais que n − 1 zeros. Então, pela hipótese,
existem pontos a = s0 < s1 < s2 < ... < sn−1 < sn = b tal que em cada intervalo aberto
(si−1, si), com i = 1, 2, ..., n a função f não muda o seu sinal, nem é identicamente nula.
De fato. Basta tomarmos os si′s como os zeros da função f . Assim, em cada (si−1, si)
a função f terá sinal constante. Para i = 1, 2, ..., n, consideremos a função

gi(x) =

∫ si

si−1

M(x, y)f(y)dy. (2.35)
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Então, adicionando as funções gi(x), com i = 1, 2, ..., n, obtemos:

g(x) =
n∑
i=1

gi(x). (2.36)

Fazemos primeiramente a seguinte afirmação: Para quaisquer

c ≤ x1 < x2 < ... < xn ≤ d,

o determinante det({gi(xj)}) é tal que:

det({gi(xj)}) =

∫ sn

sn−1

...

∫ s1

s0

µ(x1, x2..., xn; y1, y2..., yn)f(y1)...f(yn)dy1...dyn. (2.37)

Mostramos esse fato por indução. Para o caso n = 2, temos o par circular
(x1, x2; y1, y2). Assim:

det(T ) =

∣∣∣∣M(x1, y1) M(x1, y2)
M(x2, y1) M(x2, y2)

∣∣∣∣ = µ(x1, x2; y1, y2).

Por outro lado, o determinante det({gi(xj)}), com i, j = 1, 2, é dado por:∣∣∣∣g1(x1) g2(x1)
g1(x2) g2(x2)

∣∣∣∣ = g1(x1)g2(x2)− g1(x2)g2(x1).

Aplicando (2.35), encontramos:

det({gi(xj)}) =

∫ s1

s0

M(x1, y1)f(y1)dy1.

∫ s2

s1

M(x2, y2)f(y2)dy2

−
∫ s1

s0

M(x2, y1)f(y1)dy1.

∫ s2

s1

M(x1, y2)f(y2)dy2

Note que em cada termo da diferença acima, a integral no 1o fator é constante
em relação à 2a integral, visto que no 1o fator a variável de integração é y1, enquanto
que no 2o fator a variável de integração é y2. Portanto, inserindo essas constantes nos
respectivos integrandos e usando propriedades de integração, encontramos:
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det({gi(xj)}) =

∫ s2

s1

∫ s1

s0

M(x1, y1)f(y1)dy1.M(x2, y2)f(y2)dy2

−
∫ s2

s1

∫ s1

s0

M(x2, y1)f(y1)dy1.M(x1, y2)f(y2)dy2

=

∫ s2

s1

∫ s1

s0

M(x1, y1)M(x2, y2)f(y1)f(y2)dy1dy2

−
∫ s2

s1

∫ s1

s0

M(x2, y1)M(x1, y2)f(y1)f(y2)dy1dy2

=

∫ s2

s1

∫ s1

s0

[M(x1, y1)M(x2, y2)−M(x2, y1)M(x1, y2)] f(y1)f(y2)dy1dy2

Por último, observando que na última igualdade o termo nos colchetes é det(T ),
temos o resultado desejado:

det({gi(xj)}) =

∫ s2

s1

∫ s1

s0

µ(x1, x2; y1, y2)f(y1)f(y2)dy1dy2, com i, j = 1, 2.

Base de indução: admitimos que a afirmação seja verdadeira para quaisquer matrizes
de ordem (n − 1) × (n − 1) e mostramos que também é verdadeira para matrizes de
ordem n× n.

Seja T a matriz de ordem n× n. Então, fazendo o desenvolvimento de det(T ) pela
1a coluna, temos:

det(T ) = M(x1, y1)T11 −M(x2, y1)T21 + ...+ (−1)n+1M(xn, y1)Tn1. (2.38)

onde os números Ti1, com i = 1, ..., n são os determinantes das submatrizes de ordem
(n− 1)× (n− 1) de T , obtidas por retirar a linha i e a coluna 1.

Por outro lado, tomando a matriz:

G =

g1(x1) ... gn(x1)
...

...
...

g1(xn) ... gn(xn)

 ,

e fazendo o desenvolvimento de det({gi(xj)}) através da primeira coluna, encontramos:

det({gi(xj)}) = g1(x1)

∣∣∣∣∣∣∣
g2(x2) ... gn(x2)

...
...

...
g2(xn) ... gn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣+...+(−1)1+ng1(xn)

∣∣∣∣∣∣∣
g2(x1) ... gn(x1)

...
...

...
g2(xn−1) ... gn(xn−1)

∣∣∣∣∣∣∣ .
Nomeando os determinantes das submatrizes por D11, ..., Dn1 e fazendo uso da

hipótese de indução, encontramos:
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g1(x1)D11 =∫ s1
s0
M(x1, y1)f(y1)dy1

∫ sn
sn−1

...
∫ s2
s1
µ(x2..., xn; y2..., yn)f(y2)...f(yn)dy2...dyn.

g1(x2)D21 =∫ s1
s0
M(x2, y1)f(y1)dy1

∫ sn
sn−1

...
∫ s2
s1
µ(x1, x3..., xn; y2..., yn)f(y2)...f(yn)dy2...dyn.

Prosseguindo, temos:

g1(xn)Dn1 =∫ s1
s0
M(xn, y1)f(y1)dy1

∫ sn
sn−1

...
∫ s2
s1
µ(x1..., xn−1; y2..., yn)f(y2)...f(yn)dy2...dyn.

Observamos que em cada uma dessas igualdades a integral externa é constante em
relação à cadeia de integrais no segundo fator, visto que a sua variável de integração é
y1, que não aparece no segundo fator. Portanto, inserindo a constante no integrando
em cada uma das igualdades, arrumando e comparando os fatores µ(x, y) com os Ti1
acima, bem como os fatores M(xj, y1), concluimos a igualdade desejada. Isso prova a
nossa afirmação.

Agora, analisando o integrando em (2.37), concluimos que det({gi(xj)}) 6= 0, visto
que f(yi) não se anula no intervalo (si−1, si) e tem sinal constante, isto é, f(yi) < 0 ou
f(yi) > 0. Além disso, µ(x1, x2..., xn; y1, y2..., yn) > 0.

A conclusão de que o det({gi(xj)}) 6= 0, mostra que o sistema linear homogêneo nas
variáveis α1..., αn abaixo só admite a solução trivial.

g1(x1) g2(x1) ... gn(x1)
g1(x2) g2(x2) ... gn(x2)

...
...

...
...

g1(xn) g2(xn) ... gn(xn)

 .

α1

α2
...
αn

 =


0
0
0
0

 .

Portanto, não existe uma combinação linear não-trivial dos gi′s se anulando nos n
pontos. Então, por (2.36), g(x) não pode se anular em n pontos.

Isso conclui a nossa demonstração. �

Notamos que nessa demonstração foi utilizado fortemente o fato de que
µ(x1, x2..., xn; y1, y2..., yn) tem sinal constante. A seguir, apresentamos o segundo Lema.

Seja K(x, y) um núcleo sobre ∂Ω× ∂Ω. Assumimos que K(x, y) é cont́ınuo quando
x 6= y. Todavia, não assumimos cousa alguma sobre K na diagonal de ∂Ω × ∂Ω. Seja
k(x1, ..., xn; y1, ..., yn) = det(L), onde L é a matriz Lij com entradas determinadas por
K, conforme a seção 2.4.

Lema 2.6.2 Suponha que k(x1, ..., xn; y1, ..., yn) nunca se anula e tem sinal constante
para todos n-pares circulares (x1, ..., xn; y1, ..., yn). Seja ∂Ω = I∪J onde I e J são arcos
conexos disjuntos. Seja f uma função cont́ınua sobre ∂Ω, com supp(f) ⊂ J . Seja
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g(x) =

∫
∂Ω

K(x, y)f(y)dy. (2.39)

Então, se existe uma sequência de n + 1 pontos em I em ordem circular na qual g
alterna em sinal, então existe uma sequência de pelo menos n + 1 pontos em J , em
ordem circular, na qual f alterna em sinal.

Demonstração: A prova será dada por contradição. Para tanto, utilizamos o Lema
anterior. Suponha, então, que não exista uma sequência de n + 1 pontos em J , em
ordem circular, na qual f alterna em sinal. Então, da observação em (2.34) segue que f
pode mudar o seu sinal não mais que n−1 vezes em J . Assim, aplicando o lema (2.6.1),
concluimos que g pode se anular não mais que n − 1 vezes em I. Mas, assumimos na
hipótese, que g tem n + 1 alternâncias de sinal em I e, portanto, pelo menos n zeros
em I. Isso contradiz a prova do lema (2.6.1) e, portanto, conclui a demonstração. �

Agora, provamos que o Teorema (2.6) implica na Propriedade Alternada. Usaremos
a notação do Lema (2.6.1).

Teorema 2.6.3 Suponha que (−1)
n(n+1)

2 k(x1, ..., xn; y1, ..., yn) > 0 para todo n > 0 e
para todos n-pares circulares (x1, ..., xn; y1, ..., yn). Seja f uma função cont́ınua sobre
∂Ω com supp(f) ⊂ J . Seja

g(x) =

∫
∂Ω

K(x, y)f(y)dy. (2.40)

Suponha que exista uma sequência de pontos {p1, ..., pn} ⊂ I em ordem circular tal
que

(−1)i+1g(pi) > 0. (2.41)

Então, existe uma sequência de pontos {q1, ..., qn} ⊂ J em ordem circular tal que

(−1)ng(pi)f(qi) > 0. (2.42)

Demonstração: A prova será dada por contradição. Primeiro, observando que as
hipóteses do Teorema satisfazem o Lema (2.6.2), concluimos que existe uma sequência
de pontos em J na qual f alterna em sinal em pelo menos n pontos. Suponha que não
exista sequência de pontos em J com a propriedade alternada (2.42). Então J é uma
união disjunta de subintervalos Ji em ordem circular.

De fato. Usando (2.41) concluimos que g(pi) > 0 quando i é ı́mpar e g(pi) < 0
quando i é par. Assim, se J não fosse uma união disjunta dos Ji′s, necessariamente,
a função f se alternaria em sinal mais do que n vezes. Consideremos, portanto, dois
subintervalos Jk e Jk+1 onde f se alterna em sinal e seja Jk e Jk+1 as respectivas
componentes conexas de Jk e Jk+1. Como f é cont́ınua, segue que necessariamente, f

32



2.6. A PROPRIEDADE DE VARIAÇÃO DECRESCENTE

possui pelo menos uma alternância de sinal entre Jk e Jk+1. Então, como conhecemos
o sinal de g(pi), podeŕıamos facilmente controlar o sinal de (−1)ng(pi) e escolher
convenientemente o sinal de f(qi) em um dos subintervalos entre Jk e Jk+1 de modo
que (2.42) ocorresse.

Agora, decorre imediatamente dessa conclusão e do Lema (2.6.2) que:

(1) f não é identicamente nula em cada Ji, i = 1, ..., n.
(2) f não muda o seu sinal sobre Ji, i = 1, ..., n.

Além disso, considerando que J é união disjunta dos Ji e que estamos supondo que
(2.42) não ocorre para toda sequência {q1, ..., qn} ⊂ J , conseguimos mostrar que:

(3) Para algum zi ∈ Ji,

(−1)n+if(zi) > 0. (2.43)

Com efeito. Sabemos que a função g se alterna da seguinte forma: g(p1) > 0,
g(p2) < 0, g(p3) > 0 e, assim, sucessivamente. Então, se n é par e (2.42) não ocorre,
segue que f(z1) < 0 e dáı, (−1)n+1f(z1) = (−1).f(z1) > 0. Portanto, (2.43) vale para
i = 1 e, consequentemente, para os demais i′s, pois f é alternada. Analogamente, se n
é ı́mpar e (2.42) não ocorre, segue que f(z1) > 0 e então, (−1)n+1f(z1) = 1.f(z1) > 0.
Segue também que (2.43) vale para i = 1 e, consequentemente, para os demais i′s.

Observe que as afirmações (1) e (2) nos permite utilizar a idéia do Lema (2.6.1).
Assim, em cada Ji a função f terá sinal constante. Para i = 1, 2, ..., n, consideremos a
função

gi(x) =

∫
Ji

K(x, y)f(y)dy. (2.44)

Então, adicionando as funções gi(x), com i = 1, 2, ..., n, obtemos:

g(x) =
n∑
i=1

gi(x). (2.45)

Por outro lado, temos que os gi(xj) nos dão a matriz:

G =

g1(x1) ... gn(x1)
...

...
...

g1(xn) ... gn(xn)

 . (2.46)

Seja u o vetor do Rn tal que ui = 1, com i = 1, ..., n. Então, usando (2.45), temos:

Gu =

g1(x1) ... gn(x1)
...

...
...

g1(xn) ... gn(xn)

 .
1

...
1

 =

g(x1)
...

g(xn)

 . (2.47)
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Agora, usamos (2.43), juntamente com a condição:

(−1)
n(n+1)

2 k(x1, ..., xn; y1, ..., yn) > 0 para todo n > 0,

do Teorema, para mostrar que os sinais das entradas do vetor u são todos negativos.
Essa contradição provará o Teorema. Para tanto, precisamos calcular os sinais das
entradas da matriz G−1, cuja existência é garantida pela demonstração do Lema (2.6.1).
Isso também ficará evidente durante a demonstração. Utilizamos indução sobre a ordem
n da matriz G.

Quando n = 3, decorre de (2.43) que f(y) > 0 em J1, f(y) ≤ 0 em J2 e f(y) > 0 em
J3. Como estamos interessados nos sinais dos elementos de G−1, calcularemos os sinais
de det(G) e dos cofatores de G. Assim, temos:

G =

g1(x1) g2(x1) g3(x1)
g1(x2) g2(x2) g3(x2)
g1(x3) g2(x3) g3(x3)

 .

Usando a notação do Lema (2.6.1), encontramos:

det(G) =

∫
J1

∫
J2

∫
J3

k(x1, x2, x3; y1, y2, y3)f(y1)f(y2)f(y3)dy1dy2dy3.

À partir dáı, usando n = 3 na hipótese do Teorema, obtemos que
k(x1, x2, x3; y1, y2, y3) > 0. Como y1 ∈ J1, y2 ∈ J2 e y3 ∈ J3, segue que f(y1) > 0,
f(y2) ≤ 0 e f(y3) > 0. Finalmente, por (1) em (2.43), temos que f não se anula em
quaisquer dos Ji, i = 1, ..., 3. Portanto, analisando o sinal do integrando, obtemos que
det(G) < 0.

Agora, continuamos com o cálculo dos sinais dos cofatores de G, a fim de
determinarmos os sinais das entradas da matriz G−1. Como na seção 3, fazemos uso da
expressão:

(G−1)ji =
(−1)i+j det({gi(xj)})

det(G)
. (2.48)

Assim, calculando os sinais dos cofatores de g1(x1), g2(x1) e g3(x1) na 1a linha de
G, temos:

G11 =

∣∣∣∣g2(x2) g3(x2)
g2(x3) g3(x3)

∣∣∣∣ =

∫
J2

∫
J3

k(x2, x3; y2, y3)f(y2)f(y3)dy2dy3.

Note que aqui n = 2. Portanto, usando a hipótese do Teorema, obtemos que
k(x2, x3; y2, y3) < 0. Segue ainda de (2.43) que f(y2) ≤ 0 e f(y3) > 0 e f não se
anula em quaisquer dos Ji, i = 1, 2. Assim, analisando o sinal do integrando, obtemos
que G11 > 0. Então, aplicando (2.48), obtemos que (G−1)11 < 0.

G12 = (−1)1+2

∣∣∣∣g1(x2) g3(x2)
g1(x3) g3(x3)

∣∣∣∣ = (−1)

∫
J1

∫
J3

k(x2, x3; y1, y3)f(y1)f(y3)dy1dy3.
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Novamente, pela hipótese do Teorema, k(x2, x3; y1, y3) < 0 e por (2.43), f(y1) > 0 e
f(y3) > 0. Então, analisando o sinal do integrando e multiplicando pelo fator externo
(−1), obtemos G12 > 0. Por último, aplicando (2.48), obtemos que (G−1)21 < 0.

G13 = (−1)1+3

∣∣∣∣g1(x2) g2(x2)
g1(x3) g2(x3)

∣∣∣∣ =

∫
J1

∫
J2

k(x2, x3; y1, y2)f(y1)f(y2)dy1dy2.

De modo análogo ao ı́tem anterior, k(x2, x3; y1, y2) < 0 e por (2.43), f(y1) > 0 e
f(y2) ≤ 0. Então, analisando o sinal do integrando, obtemos G13 > 0. Por último,
aplicando (2.48), obtemos que (G−1)31 < 0.

De modo análogo, na 2a linha de G, a hipótese do Teorema nos dá:

k(x1, x3; y2, y3) < 0, k(x1, x3; y1, y3) < 0 e k(x1, x3; y1, y2) < 0.

Então, calculando os sinais dos cofatores de g1(x2), g2(x2) e g3(x2) , temos:

G21 = (−1)2+1

∣∣∣∣g2(x1) g3(x1)
g2(x3) g3(x3)

∣∣∣∣ = (−1).

∫
J2

∫
J3

k(x1, x3; y2, y3)f(y2)f(y3)dy2dy3.

Como k(x1, x3; y2, y3) < 0, f(y2) ≤ 0 e f(y3) > 0, a análise do sinal do integrando
nos dá G21 < 0. Portanto, aplicando (2.48), encontramos (G−1)12 > 0.

G22 = (−1)2+2

∣∣∣∣g1(x1) g3(x1)
g1(x3) g3(x3)

∣∣∣∣ =

∫
J1

∫
J3

k(x1, x3; y1, y3)f(y1)f(y3)dy1dy3.

No integrando temos k(x1, x3; y1, y3) < 0, f(y1) > 0 e f(y3) > 0. Então, G22 < 0.
Portanto, aplicando (2.48), obtemos (G−1)22 > 0.

G23 = (−1)2+3

∣∣∣∣g1(x1) g2(x1)
g1(x3) g2(x3)

∣∣∣∣ = (−1).

∫
J1

∫
J2

k(x1, x3; y1, y2)f(y1)f(y2)dy1dy2.

Como k(x1, x3; y1, y2) < 0, f(y1) > 0 e f(y2) ≤ 0, a análise do sinal do integrando
nos dá G23 < 0. Portanto, aplicando (2.48), encontramos (G−1)32 > 0.

Até agora, conclúımos que a primeira coluna de G−1 tem sinais negativos e a segunda
coluna possui sinais positivos. Fazendo, então, os cálculos dos cofatores de G na terceira
linha, temos:

G31 = (−1)3+1

∣∣∣∣g2(x1) g3(x1)
g2(x2) g3(x2)

∣∣∣∣ =

∫
J2

∫
J3

k(x1, x2; y2, y3)f(y2)f(y3)dy2dy3.

Analogamente aos casos anteriores, a hipótese do Teorema nos dá:

k(x1, x2; y2, y3) < 0.
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Como f(y2) ≤ 0 e f(y3) > 0, a análise de sinal do integrando nos dá G31 > 0.
Portanto, por (2.48) (G−1)13 < 0.

G32 = (−1)3+2

∣∣∣∣g1(x1) g3(x1)
g1(x2) g3(x2)

∣∣∣∣ = (−1).

∫
J1

∫
J3

k(x1, x2; y1, y3)f(y1)f(y3)dy1dy3.

Como k(x1, x2; y1, y3) < 0, f(y1) > 0 e f(y3) > 0, segue que G32 > 0. Assim, por
(2.48), (G−1)23 < 0.

Finalmente,

G33 = (−1)3+3

∣∣∣∣g1(x1) g2(x1)
g1(x2) g2(x2)

∣∣∣∣ =

∫
J1

∫
J2

k(x1, x2; y1, y2)f(y1)f(y2)dy1dy2.

De modo análogo, k(x1, x2; y1, y2) < 0, f(y1) > 0 e f(y2) ≤ 0. Então, G33 > 0.
Logo, aplicando (2.48), obtemos (G−1)33 < 0.

Isso conclui que as entradas da terceira coluna de G−1 tem sinais negativos.
Portanto, encontramos que a matriz dos sinais de G−1 é da forma:

G−1 =

− + −
− + −
− + −

 .

Por outro lado, usando (2.47) e a hipótese (2.41), encontramos que os sinais de Gu
são tais que:

Gu =

+
−
+

 .

Fazendo o produto por G−1, obtemos que:

G−1.Gu =

− + −
− + −
− + −

 .
+
−
+

 =

−−
−

 6=
1

1
1

 = u. (2.49)

Essa contradição, mostra o Teorema para o caso n = 3.

O caso n = 3 mostra de modo simples o que ocorre com a matriz G−1 quando n é
um número natural ı́mpar. Observe que as colunas da matriz G−1 se alternam entre
− e +, com primeira e últimas colunas negativas. Para o caso geral, vamos supor, que
n é um número natural par. Tal hipótese será importante para evitar que os cálculos
fiquem demasiadamente grandes e não causará perda de generalidade. Assim, temos
duas situações a considerar:

a) k(x1, ..., xn; y1, ..., yn) > 0. Nesse caso, a hipótese

(−1)
n(n+1)

2 k(x1, ..., xn; y1, ..., yn) > 0 para todo n > 0
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do Teorema, implica que n(n−1)
2

também é par e, portanto, qualquer (j, i)
menor do tipo (n − 1) × (n − 1) de G tem determinante positivo. Isto é,
k(x1 , ..., x̂j, ..., xn; y1, ..., ŷi, ..., yn) > 0, onde (x1 , ..., x̂j, ..., xn; y1, ..., ŷi, ..., yn) é um
(n − 1) par circular. Isto é, em outras palavras, a combinação das duas condições
implica que n = 4k. o śımbolô indica que os termos xj e yi foram omitidos.

b) k(x1, ..., xn; y1, ..., yn) < 0. Aqui, a hipótese do Teorema impõe que n(n−1)
2

é ı́mpar.
Então, qualquer (j, i) menor do tipo (n− 1)× (n− 1) de G tem determinante negativo.
Isto é, k(x1 , ..., x̂j, ..., xn; y1, ..., ŷi, ..., yn) < 0, onde (x1 , ..., x̂j, ..., xn; y1, ..., ŷi, ..., yn) é
um (n − 1) par circular. Estamos dizendo, na realidade, que nesse caso n = 2k, com
n 6= 4k.

Vamos analisar os casos (a) e (b) separadamente. No caso (a), temos:

det(G) =

∫
J1

∫
J2

...

∫
Jn

k(x1, ..., xn; y1, ..., yn)f(y1)...f(yn)dy1...dyn.

Usando (2.43), obtemos que (−1)4k+if(y) > 0 =⇒ (−1)if(y) > 0, y ∈ Ji. Portanto,
f(y) ≤ 0 em J1, f(y) > 0 em J2 e, de modo geral, f(y) ≤ 0 em Ji para i = 2k − 1
e f(y) > 0 em Ji para i = 2k. Observe então que o produto f(y1)...f(yn) no
integrando, possui 4k fatores onde o primeiro é negativo, o segundo é positivo e assim,
sucessivamente, até o último, que é positivo. Logo, existe um número par de fatores
negativos e, portanto, det(G) > 0. Agora, fazemos os cálculos dos sinais dos cofatores
de G, a fim de determinarmos os sinais dos (G−1)ij.

G =


g1(x1) g2(x1) ... gn(x1)
g1(x2) g2(x2) ... gn(x2)

...
...

...
...

g1(xn) g2(xn) ... gn(xn)

 .

Assim, calculando os sinais dos cofatores na primeira linha de G, temos:

G11 = (−1)1+1 det({g1(x1)} =

∫
J2

∫
J3

...

∫
Jn

k(x2, ..., xn; y2, ..., yn)f(y2)...f(yn)dy2...dyn.

Observe que no integrando, k(x2, ..., xn; y2, ..., yn) > 0, conforme foi mostrado no
ińıcio desse ı́tem, visto que esse determinante tem ordem (n − 1) × (n − 1). Com
respeito ao produto f(y2)...f(yn), temos que ele representa o produto do integrando de
det(G) sem o fator f(y1) < 0. Portanto, f(y2)...f(yn) < 0 e G11 < 0. Aplicando, então
(2.48), obtemos (G−1)11 < 0.

Continuando, temos:

G12 = (−1)1+2 det({g2(x1)})

= −
∫
J1

∫
J3

...

∫
Jn

k(x2, ..., xn; y1, y3..., yn)f(y1)f(y3)...f(yn)dy1dy3...dyn.
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Como no caso anterior, k(x2, ..., xn; y2, ..., yn) > 0 e, com respeito ao produto
f(y1)f(y3)...f(yn), segue que o mesmo é positivo, visto que o único fator ausente,
quando comparado com o integrando de det(G), é f(y2) > 0. Portanto, considerando
o fator externo (−1), obtemos que G12 < 0. Aplicando (2.48), encontramos
(G−1)21 < 0. Observe que os sinais dos demais cofatores G1i da primeira linha de
G, se comportarão como G11 ou como G12. Isto é, quando i for ı́mpar, o produto
f(y1)...f(yi−1)f(yi+1)...f(yn) no integrando de G1i não conterá a função f(yi) ≤ 0,
conforme (2.43). Como o fator (−1)1+i = 1, teremos G1i < 0, visto que haverá um
número ı́mpar de fatores negativos no integrando. Então, aplicando (2.48), obtemos
(G−1)i1 < 0. Por outro lado, quando i for par, o produto f(y1)...f(yi−1)f(yi+1)...f(yn)
no integrando de G1i não conterá a função f(yi) > 0, conforme (2.43). Como o fator
(−1)1+i = −1, teremos G1i < 0, visto que haverá um número par de fatores negativos
no integrando, fazendo com que o mesmo fique positivo, mas, ao ser multiplicado pelo
fator externo negativo, teremos G1i < 0. Então, aplicando (2.48), obtemos (G−1)i1 < 0.
Isso conclui que a primeira coluna da matriz G−1 tem todas as entradas negativas.

Continuando, calculamos os cofatores na segunda linha de G.

G21 = (−1)2+1 det({g1(x2)})

= −
∫
J2

∫
J3

...

∫
Jn

k(x1, x3, ..., xn; y2, y3..., yn)f(y2)f(y3)...f(yn)dy2dy3...dyn.

Note que o único fator do integrando de det(G) ausente no produto
f(y2)f(y3)...f(yn) é f(y1) ≤ 0. Portanto, existe nesse produto um número ı́mpar de
fatores negativos. Então f(y2)f(y3)...f(yn) < 0. Como o fator externo é (−1), segue
que G21 > 0. Assim, aplicando (2.48), obtemos (G−1)12 > 0.

G22 = (−1)2+2 det({g2(x2)})

=

∫
J1

∫
J3

...

∫
Jn

k(x1, x3, ..., xn; y1, y3..., yn)f(y1)f(y3)...f(yn)dy2dy3...dyn.

Como na análise do sinal deG12 acima, observe que o produto f(y1)f(y3)...f(yn) > 0.
Assim, G22 > 0 e, aplicando (2.48), obtemos (G−1)22 > 0. Por fim, usando um
argumento semelhante ao que foi utilizado acima, para a primeira linha deG, concluimos
que os demais G2i de G são positivos e, portanto, os (G−1)i2 > 0. Isso conclui que a
segunda coluna de G−1 possui entradas todas positivas.

Continuando o processo, conseguimos caracterizar os sinais das colunas de G−1 da
seguinte forma:

Fixando uma linha j da matriz G, suponha primeiro que j seja par. Como
k(x1 , ..., x̂j, ..., xn; y1, ..., ŷi, ..., yn) > 0, não afetará o sinal do integrando. Assim, se
i for ı́mpar, o produto f(y1)...f(yi−1)f(yi+1)...f(yn) no integrando de Gji não conterá a
função f(yi) ≤ 0, conforme (2.43). Logo, o produto f(y1)...f(yi−1)f(yi+1)...f(yn) < 0,
haja vista que haverá um número ı́mpar de fatores negativos no produto. Como o
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fator (−1)i+j = −1, teremos Gji > 0. Então, aplicando (2.48), obtemos (G−1)ij > 0.
Caso i seja par, o produto f(y1)...f(yi−1)f(yi+1)...f(yn) > 0, visto que apenas o fator
f(yi) > 0 não estará no produto que, por sua vez, continuará com um número par de
fatores negativos. Como (−1)i+j = (−1)2k+2a = 1, teremos Gji > 0. Assim, aplicando
(2.48), obtemos (G−1)ij > 0. Isso siginifica que todas as colunas pares da matriz G−1

terão entradas positivas.

Agora, suponha que a linha j fixada seja ı́mpar. Então, argumentamos de forma
semelhante ao caso anterior, com a diferença de que o fator (−1)i+j será positivo quando
i for ı́mpar, fazendo com que Gji < 0 e, aplicando (2.48), obtemos (G−1)ij < 0. Quando
i for par, (−1)i+j será negativo, fazendo novamente com que Gji < 0 e, aplicando (2.48),
obtemos (G−1)ij < 0. Portanto, todas as colunas ı́mpares da matriz G−1 terão entradas
negativas.

Observe ainda que a n-ésima coluna de G−1 é par e, então, será positiva. Finalmente,
utilizando (2.47) e a hipótese (2.41), obtemos para os sinais de Gu uma matriz de n
linhas com entradas ı́mpares positivas e entradas pares negativas. Isto é:

Gu =
[
+ − + · · · + −

]T
.

Portanto, multiplicando por G−1, obtemos a mesma contradição de (2.49).
Agora, analisamos o caso (b). Calculamos inicialmente o det(G):

det(G) =

∫
J1

∫
J2

...

∫
Jn

k(x1, ..., xn; y1, ..., yn)f(y1)...f(yn)dy1...dyn.

Como no caso (a), usando (2.43), obtemos que (−1)2k+if(y) > 0 =⇒ (−1)if(y) > 0,
y ∈ Ji. Portanto, f(y) ≤ 0 em J1, f(y) > 0 em J2 e, de modo geral, f(y) ≤ 0 em Ji para
i = 2k − 1 e f(y) > 0 em Ji para i = 2k. Observe então que o produto f(y1)...f(yn)
no integrando, possui 2k fatores onde o primeiro é negativo, o segundo é positivo e
assim, sucessivamente, até o último, que é positivo. Lembre-se que n 6= 4k. Logo,
existe um número ı́mpar de fatores negativos e, portanto, o produto f(y1)...f(yn) < 0.
Como k(x1, ..., xn; y1, ..., yn) < 0, segue que det(G) > 0. Agora, fazemos os cálculos dos
sinais dos cofatores de G, a fim de determinarmos os sinais dos (G−1)ij. Novamente,
representamos primeiro a matriz G:

G =


g1(x1) g2(x1) ... gn(x1)
g1(x2) g2(x2) ... gn(x2)

...
...

...
...

g1(xn) g2(xn) ... gn(xn)

 .

Então, calculando os cofatores na primeira linha de G, temos:

G11 = (−1)1+1 det({g1(x1)} =

∫
J2

∫
J3

...

∫
Jn

k(x2, ..., xn; y2, ..., yn)f(y2)...f(yn)dy2...dyn.
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Como foi visto ao colocarmos o caso (b), o fator no integrando

k(x2, ..., xn; y2, ..., yn) < 0,

haja vista que esse determinante tem ordem (n−1)×(n−1). Com respeito ao produto
f(y2)...f(yn), temos que ele representa o produto do integrando de det(G) sem o fator
f(y1) < 0. Como f(y1)...f(yn) < 0, segue que, f(y2)...f(yn) > 0 e, portanto, G11 < 0.
Aplicando (2.48), obtemos (G−1)11 < 0.

Com relação ao cofator de g2(x1), temos:

G12 = (−1)1+2 det({g2(x1)})

= −
∫
J1

∫
J3

...

∫
Jn

k(x2, ..., xn; y1, y3..., yn)f(y1)f(y3)...f(yn)dy1dy3...dyn.

Sabemos que k(x2, ..., xn; y2, ..., yn) < 0 e que o produto f(y1)f(y3)...f(yn) < 0, visto
que ele foi obtido através da retirada do fator f(y2) > 0 do produto f(y1)...f(yn) < 0.
Portanto, considerando o fator externo (−1), obtemos que G12 < 0, já que o mesmo
pode ser visto como o produto de três números positivos. Aplicando (2.48), encontramos
(G−1)21 < 0. Uma argumentação quase que inteiramente análoga ao caso (a) conclui
que a primeira coluna da matriz G−1 tem entradas todas negativas. Por exemplo, o
sinal do cofator de G1n é tal que:

G1n = (−1)1+n det({gn(x1)})

= −
∫
J1

∫
J2

...

∫
Jn−1

k(x2, ..., xn; y1, ..., yn−1)f(y1)...f(yn−1)dy1...dyn−1.

Como n é par, (−1)1+n = −1. O produto f(y1)...f(yn−1) < 0, visto que
apenas f(yn) > 0 foi retirado de um produto que já era negativo. Além disso,
k(x2, ..., xn; y1, ..., yn−1) < 0. Logo, G1n < 0 e, aplicando (2.48), obtemos (G−1)n1 < 0.

Continuando o processo, calculamos os cofatores na segunda linha de G.

G21 = (−1)2+1 det({g1(x2)})

= −
∫
J2

∫
J3

...

∫
Jn

k(x1, x3, ..., xn; y2, y3..., yn)f(y2)f(y3)...f(yn)dy2dy3...dyn.

Aqui, temos que f(y2)f(y3)...f(yn) > 0, visto que o produto f(y1)...f(yn) < 0 e, no
primeiro produto, não aparece o fator f(y1) < 0. Como k(x1, x3, ..., xn; y2, y3..., yn) < 0,
obtemos que G21 > 0, já que com respeito ao sinal, pode ser visto como o produto de
dois números negativos. Assim, aplicando (2.48), obtemos (G−1)12 > 0.

G22 = (−1)2+2 det({g2(x2)})

=

∫
J1

∫
J3

...

∫
Jn

k(x1, x3, ..., xn; y1, y3..., yn)f(y1)f(y3)...f(yn)dy2dy3...dyn.
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Nesse caso, f(y1)f(y3)...f(yn) < 0, já que f(y1)...f(yn) < 0 e f(y2) > 0.
Como k(x1, x3, ..., xn; y1, y3..., yn) < 0, o integrando na igualdade anterior é positivo.
Então, G22 > 0 e, aplicando (2.48), obtemos (G−1)22 > 0. Observamos assim,
que o sinal de qualquer G2i é determinado pelo produto do sinal de três objetos:
k(x1, x3, ..., xn; y1, y3..., yn) < 0, da potência (−1)2+i e f(y1)...f(yi−1)f(yi+1), com (n−1)
fatores. Quando i for ı́mpar, (−1)2+i = −1 e o produto

f(y1)...f(yi−1)f(yi+1) > 0,

o que implica que G2i > 0. Quando i for par, (−1)2+i = 1 e o produto finito de (n− 1)
fatores f(y1)...f(yi−1)f(yi+1) < 0, o que implica que G2i > 0. Portanto, em qualquer
que seja a situação, aplicando (2.48), obtemos (G−1)i2 > 0. Isto é, todas as entradas
da segunda coluna de G são positivas.

Continuando o processo, argumentamos de modo análogo ao caso (a), a
fim de caracterizar os sinais das colunas de G−1. Lembre-se que aqui,
k(x1 , ..., x̂j, ..., xn; y1, ..., ŷi, ..., yn) < 0. Assim, sempre afetará o sinal do integrando,
diferentemente do caso (a) estudado. Portanto:

Fixando uma linha j da matriz G, suponha primeiro que j seja par. Assim,
se i for ı́mpar, o produto, de (n − 1) fatores, f(y1)...f(yi−1)f(yi+1) no integrando
de Gji não conterá a função f(yi) ≤ 0 e não é nula, conforme (2.43). Logo,
o produto f(y1)...f(yi−1)f(yi+1) > 0, haja vista que haverá um número par de
fatores negativos no produto. Como o fator (−1)i+j = −1, teremos Gji > 0, pois,
k(x1 , ..., x̂j, ..., xn; y1, ..., ŷi, ..., yn) < 0. Então, aplicando (2.48), obtemos (G−1)ij > 0.
Caso i seja par, o produto, de (n−1) fatores, f(y1)...f(yi−1)f(yi+1) < 0, visto que apenas
o fator f(yi) > 0 e não nulo estará ausente no produto que, por sua vez, continuará
com um número ı́mpar de fatores negativos. Como (−1)i+j = (−1)2k+2a = 1, teremos
Gji > 0. Assim, aplicando (2.48), obtemos (G−1)ij > 0. Isso significa que todas as
colunas pares da matriz G−1 terão entradas positivas.

Agora, suponha que a linha j fixada seja ı́mpar. Então, argumentamos de forma
análoga ao caso anterior, com a diferença de que o fator (−1)i+j será positivo quando
i for ı́mpar, fazendo com que Gji < 0 e, aplicando (2.48), obtemos (G−1)ij < 0.
Quando i for par, o fator (−1)i+j será negativo. O produto, de (n − 1) fatores,
f(y1)...f(yi−1)f(yi+1) < 0. Visto que k(x1 , ..., x̂j, ..., xn; y1, ..., ŷi, ..., yn) < 0, teremos
novamente que Gji < 0 e, aplicando (2.48), obtemos (G−1)ij < 0. Portanto, todas as
colunas ı́mpares da matriz G−1 terão entradas negativas.

Observe também que a n-ésima coluna de G−1 é par e, então, será positiva.
Novamente, como no caso anterior, utilizamos (2.47) e a hipótese (2.41), para obter os
sinais de Gu, isto é, uma matriz de n linhas com entradas ı́mpares positivas e entradas
pares negativas.

Gu =
[
+ − + · · · + −

]T
.

Portanto, fazendo também o produto G−1 por Gu, obtemos a mesma contradição
de (2.49). Isto é, um vetor com todas as entradas negativas que, claramente é diferente

do vetor u ∈ Rn tal que u =
[
1 1 1 ... 1

]T
. Isso conclui a nossa demonstração. �
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Apêndice A

Variedade Diferenciável

Definição A.0.4 :Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto M e uma
famı́lia de aplicações biuńıvocas ϕα : Uα ⊂ Rn −→ M de abertos Uα de Rn em M tais
que:

(i) ∪
α
ϕα(Uα) = M .

(ii) Para todo par α, β, com ϕα(Uα) ∩ ϕβ(Uβ) = W 6= ∅, os conjuntos ϕ−1
α (W ) e

ϕ−1
β (W ) são abertos em Rn e as aplicações ϕ−1

β ◦ ϕα são diferenciáveis.

(iii) A famı́lia {(Uα, ϕα)} é maximal relativamente às condições (i) e (ii).

O par (Uα, ϕα) com p ∈ ϕα(Uα) é chamado uma carta coordenada ou vizinhança
coordenada de M em p. As composições ϕ−1

β ◦ ϕα e (ϕ−1
β ◦ ϕα)−1 = ϕ−1

α ◦ ϕβ são
chamadas de mudanças de coordenadas ou mapa de transição.

Uma famı́lia {(Uα, ϕα)} satisfazendo (i) e (ii) é chamada uma estrutura diferenciável
em M .

Uma estrutura diferenciável em um conjunto M induz de maneira natural uma
topologia em M . Basta definir que A ⊂M é um aberto de M se ϕ−1

α (A∩ϕα(Uα)) é um
aberto de Rn para todo α. Observe ainda que a topologia é definida de maneira que os
conjuntos ϕα(Uα) são abertos e as aplicações ϕα são cont́ınuas.

Exemplo A.0.5 Seja V um espaço vetorial de dimensão n. Considere {Ei}ni=1 base
de V . Tomando {U,ϕ}, com U = Rn tal que:

ϕ : Rn −→ V
x 7−→ ϕ(x) = xiEi

Segue que ϕ é o isomorfismo linear canônico. Portanto, V é uma variedade
diferenciável.

A figura abaixo mostra uma variedade diferenciável M de dimensão n com o mapa
de transição ψ ◦ϕ−1. Observe que as aplicações biuńıvocas ψ e ϕ aparecem com sentido
inverso ao apresentado na definição acima. Todavia, as situações são equivalentes.
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A fim de incluirmos no nosso estudo estruturas como a semi-esfera do R2, o
disco fechado Dn ⊂ Rn, etc., ampliaremos o nosso conceito de variedade diferenciável.
Além disso, faremos à partir daqui uma restrição sobre a topologia de uma variedade
diferenciável M . Tal restrição será importante, por exemplo, para garantirmos que uma
variedade diferenciável M possui métrica Riemanniana. Portanto, exigiremos que:

Dados dois pontos p, q de M , com p 6= q, existam vizinhanças desses dois pontos
que não se interceptam. Isto é, M é Hausdorff.

A variedade M pode ser coberta por uma quantidade enumerável de vizinhanças
coordenadas. Isto é, M é Segundo Contável.

A.1 Variedade com Bordo

Ao conjunto Hn de Rn dado por Hn = {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn;xn ≥ 0} chamamos de
semi-espaço superior Hn.

O subconjunto {x ∈ Hn;xn = 0} é chamado bordo de Hn. Notação: ∂Hn.
Um ponto q ∈ ∂Hn é chamado ponto de fronteira, enquanto que um ponto

p ∈ Hn\∂Hn é chamado ponto interior de Hn. Notação: int(Hn).

Definição A.1.1 : Dizemos que um espaço topológico M é uma variedade com bordo
quando, dada uma cobertura {Uα}α∈Γ de M e um homeomorfismo ϕα : Uα → Vα, onde
Vα é um conjunto aberto de Hn, a mudança de coordenadas:

43



A.1. VARIEDADE COM BORDO

fβα= ϕβ◦ϕ−1
α : ϕα(Uα∩Uβ)→ ϕβ(Uα∩Uβ) é C∞.

Quando dizemos que Vα é um aberto de Hn, estamos usando em Hn a topologia
induzida do Rn.

A famı́lia {(Uα, ϕα)}α∈Γ define uma estrutura diferenciável sobre M .
O conjunto dos pontos p ∈ Uα que são levados por ϕα para ∂Hn é chamado de bordo

de M . Notação: ∂M.
Se ∂M = ∅, temos uma variedade diferenciável M de acordo com a definição

anterior.

Definição A.1.2 Seja M uma variedade com bordo. Dizemos que p ∈ M é um ponto
de fronteira de M se uma escolha adequada de um homeomorfismo ϕ : Uα → Vα, como
acima, leva p para um ponto ϕ(p) ∈ ∂Hn. Um ponto p ∈ M é dito ponto interior
de M , notação: int(M), se o homeomorfismo ϕ : Uα → Vα leva p para um ponto
ϕ(p) ∈ int(Hn) = {(x1, ..., xn) ∈ Rn;xn > 0}

Dessa definição percebemos que um ponto p ∈ M não pode, simultaneamente,
pertencer à fronteira de M e ao interior de M . Isto é, M = ∂M ∪ int(M).

A figura seguinte mostra uma variedade com bordo M com os dois tipos de abertos
básicos.
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Exemplo A.1.3 O disco unitário fechado D2 ⊂ R2 é uma variedade com bordo.

Demonstração: Sabemos que D2 = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 ≤ 1} e que S1 = {(x, y) ∈
R2;x2 + y2 = 1}.

Como D2 é um subespaço topológico de R2 e R2 é Hausdorff e segundo contável,
segue que D2 também é. Portanto, precisamos apenas encontrar o homeomorfismo.

Mostraremos primeiro que um ponto arbitrário de D2 será um ponto de fronteira de
D2 se, e somente se, o vetor e1 da base canônica de R2 é um ponto de fronteira. Em
outras palavras, que S1 = ∂D2.

Para tanto, usaremos a ação da matriz de O(2) (grupo das matrizes ortogonais de
ordem 2) sobre o R2.

Seja A =

[
a c
b d

]
a matriz de O(2), onde v1 = (a, b) e v2 = (c, d) são vetores

unitários e ortogonais.
Então A(e1) = (a, b). Como (a, b) é unitário, segue que

a2 ≤ a2 + b2 = ||A(e1)||2 = 1. (A.1)

=⇒ −1 ≤ a ≤ 1

Como cos θ : R → [−1, 1] é uma função cont́ınua, segue que existe θ ∈ R tal que
a = cos θ

Agora, usando A.1 , temos que b = sin θ. Observe que não perdemos generalidade
em excluir a possibilidade de b ser negativo, visto que v1 é uma coluna da matriz A ∈
O(2).

Assim, v1 = (cos θ, sin θ). Como v2 é unitário e v1e v2 são ortogonais, segue que
v2 = ±(− sin θ, cos θ)

Concluimos que existem duas possibilidades para a matriz A de O(2):

A =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
ou A =

[
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

]
.

Note agora que A(e1) é a primeira coluna da matriz A ∈ O(2) e que A(e2) é a
segunda coluna de A.

Por último, considerando que O(2) age transitivamente sobre S1, temos que todo
vetor unitário v ∈ S1 ocorre como a 1a coluna de alguma matriz B ∈ O(2) e que
B−1 = BT , segue que B−1(v) = e1, ∀ v ∈ S1.

Isso conclui a nossa primeira parte.
Considere agora em D2 a vizinhança U de e1 definida por U = {(x, y) ∈ D2;x > 0}.
Então a aplicação ϕ : U → H2 definida por ϕ(x, y) = (y, x− 2

√
1− y2) é tal que:

Dado u ∈ U unitário, segue do uso de coordenadas polares que:

ϕ(u) = ϕ(cos θ, sin θ) = (sin θ, cos θ − 2
√

1− sin2 θ) = (sin θ, 0).

Isto é,
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ϕ(u) ⊂ ∂H2. (A.2)

Além disso, é claro que se u ∈ U não é unitário, então ϕ(u) ⊂ int(H2).
Como ϕ é cont́ınua e ϕ−1(a, b) = (b + 2

√
1− a2, a) também é cont́ınua, segue que ϕ

é um homeomorfismo.
Ora, decorre de A.2 que ϕ(S1) ⊂ ∂H2 e, sabendo que a bola aberta do R2 é dada

por

D2\S1 = B2 = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 < 1},

temos que:

ϕ(B2) ⊂ int(H2).

Por último,como qualquer um outro homeomorfismo ψ se comporta de maneira
análoga a ϕ, teremos que as mudanças de coordenadas ϕoψ−1 e ψoϕ−1 são C∞.

Isso conclui a nossa demonstração. �

Proposição A.1.4 Sejam M e N duas variedades de mesma dimensão n e com bordo
∂M e ∂N , respectivamente. Se ϕ : M → N é um difeomorfismo, então:

(i) : ϕ(∂M) = ∂N .
(ii) : ϕ(int(M)) = int(N).

Demonstração: Sabemos que ϕ é um difeomorfismo. Em particular, ϕ é um
difeomorfismo local. Assim, ∀ p ∈ int(M), existe um aberto U ⊂ M em torno de
p tal que ϕ|U : U −→ ϕ(U) ainda é um difeomorfismo e ϕ(U) é um aberto de N . Logo,
ϕ(p) ∈ int(N). Como isso ocorre para todo p ∈ int(M), segue que ϕ(int(M)) ⊂ int(N).
Agora, usando o fato de que ϕ e ϕ−1 são aplicações abertas, temos que ϕ(∂M) ⊂ ∂N
e ϕ−1(∂N) ⊂ ∂M , visto que ∂M é fechado em M e ∂N é fechado em N . De maneira
análoga, temos que ϕ−1(int(N)) ⊂ int(M). Isso mostra os resultados. �

A.2 Variedade Riemanniana

Estamos interessados na idéia de fazer medições sobre uma variedade diferenciável
M . Fazemos isso através de um objeto que chamamos métrica Riemanniana. Para
tanto, precisamos de algumas definições.

Definição A.2.1 Seja M uma variedade diferenciável. Dado p ∈ M , uma aplicação
linear

46



A.2. VARIEDADE RIEMANNIANA

X : C∞(M) −→ R
f −→ Xf

,

satisfazendo a propriedade:

X(fg) = f(p)Xg + g(p)Xf ,∀f, g ∈ C∞(M).

é chamada derivação em p.

O conjunto de todas as derivações de C∞(M) em p ∈ M é um espaço vetorial
chamado espaço tangente a M em p, denotado por TpM . Um elemento X ∈ TpM é
chamado um vetor tangente a M em p. O espaço dual de TpM , denotado por T ∗pM é
denominado espaço cotangente a M em p. Seus elementos são chamados de covetores
em p.

Agora, apresentamos a definição de métrica Riemanniana.
Consideremos S2

ym(M) o fibrado das aplicações bilineares simétricas de TM . Isto é,

S2
ym(M) = ∪p∈MS2

ym(TpM) = {(p,B); p ∈M e B ∈ S2
ym(TpM)}.

Definição A.2.2 Uma métrica Riemanniana sobre uma variedade diferenciável M é
uma secção do fibrado S2

ym(M). Isto é, um mapa C∞(M,S2
ym(M)) tal que:

g : M −→ S2
ym(M)

p 7−→ gp
,

de forma que:

gp : TpM × TpM −→ R
(Xp, Yp) 7−→ gp(Xp, Yp)

onde gp(Xp, Yp) é uma forma bilinear simétrica e positiva definida.
Considerando os atlas A = {Cα} de M e B = {Bα} de S2

ym(M), definidos,
respectivamente, por:

Cα(πB) = x e Bα(B) = (Cα(πB), Bp(∂
i
α|p, ∂jα|p) ∈ Ũα × Sn,

onde Sn é o conjunto das matrizes simétricas de ordem n. Temos que, em coordenadas
locais, g se escreve por:

g̃(x) = Bα ◦ g ◦ C−1
α (x) = (x,Gα(x)),

onde Gα ∈ C∞(Ũα,Sn) e Gα(x) = [gp(∂
i
α|p, ∂jα|p)].

Definição A.2.3 Uma variedade Riemanniana é um par (M, g), onde M é uma
variedade diferenciável e g é uma métrica Riemanniana sobre M .
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O fato de podermos associar uma métrica Riemanniana a uma variedade
diferenciável está sustentado na seguinte proposição:

Proposição A.2.4 Toda variedade diferenciável admite uma métrica Riemanniana.

Demonstração: Para ver uma prova consultar [5] ou [13]. �

Definição A.2.5 Sejam M e N variedades diferenciáveis e F : M −→ N uma
aplicação diferenciável. Para cada p ∈ M , chamamos de push-forward associado com
F ao operador:

F∗ : TpM −→ TF (p)N definido por (F∗X)(f) = X(foF ). (A.3)

onde f ∈ C∞(N).

Observação A.2.6 O operador F∗X é linear e é uma derivação em F (p).

De fato. Note que X(foF ) tem sentido, visto que f ∈ C∞(N) =⇒ foF ∈ C∞(M).
Sendo X, Y ∈ TpM e λ ∈ R a linearidade segue do fato de que X e Y são derivações.

Isto é:

F∗(X + λY )(f) = (X + λY )(foF )

= X(foF ) + λ(Y )(foF )

= F∗X + λF∗Y

Não há dificuldades em verificar que o operador F∗X satisfaz a propriedade que
caracteriza uma derivação.

Definição A.2.7 Seja F : M −→ N uma aplicação diferenciável. Suponha p ∈M um
ponto arbitrário. O operador

F ∗ : T ∗F (p)N −→ T ∗pM definido por (F ∗ξ)(X) = ξ(F∗X) para ξ ∈ T ∗F (p)N e X ∈ TpM
é chamado de pullback associado com F .

Dizemos que o pullback F ∗ é produzido pelo push-forward F∗ através de uma
dualização deste. O pullback é de fundamental importância, visto que ele nos permite
a recuperação da métrica. Essa propriedade está explicitada na seguinte proposição:

Proposição A.2.8 Sejam M e N variedades diferenciáveis, F : M −→ N um
difeomorfismo e g uma métrica sobre N . Então F ∗g é uma métrica em M .
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Demonstração: Verificaremos primeiro que F ∗g é bilinear.
Sejam α, β ∈ R e X, Y ∈ TM . Então:

F ∗g(αX, βY )p = g(F (p))(dFp(αXp), dFp(βYp)).

Como dFp é linear, temos:

F ∗g(αX, βY )p == g(F (p))(α.dFp(Xp), β.dFp(Yp)).

Usando o fato de que g é uma métrica, obtemos:

F ∗g(αX, βY )p = α.β.g(F (p))(dFp(Xp), dFp(Yp)).

Portanto, isso conclui que:

F ∗g(αX, βY )p = α.β.F ∗g(X, Y )p.

Considere agora os campos X1, Y 1, X2, Y 2 ∈ TM . Então:

F ∗g(X1 +X2, Y 1 + Y 2)p = g(F (p))(dFp(X
1
p +X2

p ), dFp(Y
1
p + Y 2

p )).

Usando a linearidade de dFp encontramos:

F ∗g(X1 +X2, Y 1 + Y 2)p = g(F (p))(dFp(X
1
p ) + dFp(X

2
p ), dFp(Y

1
p ) + dFp(Y

2
p )).

Agora, considerando que g é uma métrica, segue que:

F ∗g(X1 +X2, Y 1 + Y 2)p = g(F (p))(dFp(X
1
p ), dFp(Y

1
p )) + g(F (p))(dFp(X

1
p ), dFp(Y

2
p ))

+ g(F (p))(dFp(X
2
p ), dFp(Y

1
p )) + g(F (p))(dFp(X

2
p ), dFp(Y

2
p )).

Portanto,

F ∗g(X1+X2, Y 1+Y 2)p = F ∗g(X1, Y 1)p+F
∗g(X2, Y 1)p+F

∗g(X2, Y 1)p+F
∗g(X2, Y 2)p.

Isso conclui que F ∗g é bilinear.

Agora, vamos verificar a positividade de F ∗g. Seja Xp 6= 0. Então:

F ∗g(X,X)p = g(F (p))(dFp(Xp), dFp(Xp)).

Mas, dFp(Xp) 6= 0, visto que dFp é um isomorfismo linear. Além disso, g é uma
métrica. Portanto,

g(F (p))(dFp(Xp), dFp(Xp)) > 0.

Isso garante que F ∗g(X,X)p > 0 e, de maneira análoga, que:
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F ∗g(X,X)p = 0⇔ Xp = 0.

Por último, dados X, Y ∈ TM , usamos o fato de g ser uma métrica para obter:

F ∗g(X, Y )p = g(F (p))(dFp(Xp), dFp(Yp))

= g(F (p))(dFp(Yp), dFp(Xp))

= F ∗g(Y,X)p.

Isso garante a simetria. Portanto, concluimos que F ∗g é uma métrica em M . �

A.3 Resultados Clássicos

Teorema A.3.1 (Prinćıpio do Máximo). Seja L um operador eĺıptico em um domı́nio
limitado Ω. Suponha que:

Lu > 0 ( Lu ≤ 0) em Ω. (A.4)

com u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω). Então o máximo (mı́nimo) de u é atingido sobre ∂Ω, isto é:

sup
Ω
u = sup

∂Ω
u (inf

Ω
u = inf

∂Ω
u)

Demonstração: Consultar [7]. �

Nesse Teorema, o operador Lu pode estar na forma divergente. Isto é:

Lu =
n∑

i,j=1

Dj(a
ijDiu).

O operador L é chamado eĺıptico quando a matriz [aij(x)] é positiva para todo
x ∈ Ω. Dj indica ∂

∂xj
.

Para o caso n = 2, temos que:

Lu = D1[a11D1u+ a21D2u] +D2[a12D1u+ a22D2u].

Ou seja, a matriz [aij(x)] é dada por:

[aij] =

[
a11 a12

a21 a22

]
.

Supondo aij = 0 para i 6= j, temos:

Lu =
∂

∂x1
[a11 ∂u

∂x1
] +

∂

∂x2
[a22 ∂u

∂x2
].
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Quando a11 = a22 = γ, podemos escrever Lu da forma:

Lu = <(
∂

∂x1
,
∂

∂x2
), γ(x)(

∂u

∂x1
(x),

∂u

∂x2
(x)>.

Ou seja:
Lu = ∇.(γ∇u).

Concluimos apresentando uma proposição importante.

Proposição A.3.2 Seja M uma variedade diferenciável. Para qualquer conjunto
fechado A ⊂ M existe um conjunto aberto U contendo A e existe uma função
ψ : M −→ R, ψ ∈ C∞(M), tal que ϕ ≡ 1 em A e supp(ψ) ⊂ U .

A demonstração da proposição acima utiliza o teorema da existência de partição da
unidade. Para ver detalhes consulte [10].
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