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Resumo

Apresentamos nesse trabalho uma classificacdo completa de sub-reticulados de (Z",+,>)
que nao sao grupos de divisibilidade. Deste modo, nés fornecemos uma nova classe de grupos
ordenados que sao filtrados, mas nao sao grupos de divisibilidade. Os sub-reticulados aqui
apresentados generaliza os exemplos de P. Jaffard e G. G. Bastos.

Palavras chave:

Grupos ordenados, grupos de divibilidade, reticulados.
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Abstract

We present in this work a complete classification of the sublattices of (Z", 4, >) which are
not groups of divisibility. Thus we provide a new class of ordered filtered groups of which are
not groups of divisibility. The sublattices presented here generalize the exemples of P.Jaffard

and G. G. Bastos
Key words- Ordered groups, groups of divisibility, lattices.
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Notacao

[ ] - Indica referéncias.

G - Grupo.

W- Produto direto ordenado.

D - Dominio de integridade.

G ~ @ - Isomorfismo entre G e G'.

< - Indica uma relac¢do de ordem (parcial ou total).
G, - Conjunto dos elementos positivos do grupo G.
U(D) - Indica o conjunto de todas as unidades de D.
Gr(D) - Grupo de divisibilidade de D em K.

[ [- Produtério.

v - Valorizacao.

A, - Anel de valorizagao de v em K, onde K é corpo de fracoes de A.
% - Grupo quociente de GG por H.

A - Reticulado.

I - Conjunto de indices.

(a) - Ideal gerado pelo elemento a.

( | ) Produto interno.
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Introducao

Historico

O célebre Teorema de Krull-Jaffard-Ohm nos diz que qualquer [-grupo pode ser visto como
um grupo de divisibilidade de um certo dominio de integridade D. Porém esse resultado nao
é vélido quando trabalhamos com grupos filtrados. O préprio Jaffard foi responsdvel por nos

apresentar um exemplo de um grupo filtrado que nao é grupo de divisibilidade. A saber,
H={(a,b)eZxZ:a+b=0 (mod2)}.

Bastos em [1] (1988), a partir do exemplo de Jaffard, encontrou uma maneira de generalizar
esses grupos filtrados que nao sao grupos de divisibilidade. Esses grupos foram denominados
de Gurpos de Jaffard. Nesse mesmo trabalho, Bastos estudou os Grupo de Jaffard em Z x Z e
consegiu encontrar uma condicao necessaria e sulficiente para que um subgrupo de Z x Z seja
um grupo de divisibilidade. Essa condicao é que este subgrupo seja um [-grupos. A estritegia
utilizada por ele para alcancar este resultado foi mostrar que um subgrupo de Z x Z é um Grupo
de Jaffard, se, somente se, nao é um [-grupo. Porém esta técnica nao se mostrou eficiente para
generalizar esse resultado para o caso em que temos um subgrupo de Z", com n > 3. A principal
dificuldade encontrada foi que uma das condigoes presente na definicao de Grupo de Jaffard
dada por Bastos ¢é feita apenas para n = 2 (a condigao (J)).

Silva, Juriaans e Bastos em [11] (2008) generaliza o resultado obtido por Bastos. A estrétegia
por eles escolhida nao faz uso da definicao de Grupos de Jaffard. O resultado foi obtido
generalizando o contra-exemplo de Jaffard através de uma abordagem que relaciona grupos de
divisivilidade e reticulados em R". Um reticulado em R" é um subgrupos aditivos discretos de

R™, ou seja, um reticulado A em R"™ é um conjunto

m
A=<>zaj:2,€Zy,
j=1
em que ai, ..., a,;, sao elementos de R™ linearmente independentes sobre R. O conjunto § =
{a1,...,an} é denominado base do reticulado A. Denotaremos por Az a matriz em que a i-

essima linha é o vetor a;. Dentre os reticulados em R"™ nos restringimos aos reticulados de
7™, mais especificamente, aos reticulados proprios que sao aqueles que nao possuem uma base,
cuja matriz Ag seja diagonal. Os reticulados sao conhecidos por terem um papel importante
na tedria algebrica dos nimeros. No nosso caso, estudamos as suas conexoes com 0s grupos de
divisibilidade.



Descricao do trabalho

Esta dissertacao é constituida de trés capitulos.

No Capitulo 1, apresentamos os conceitos béasicos relativos a Teoria de Grupos Ordenados,
pois estes conceitos permeam a maioria dos resultudaos abordados.

No Capitulo 2, exploramos um tipo de grupo ordenado de nosso interesse, os grupos de
divisibilidade. Reservamos ainda, nesse capitulo uma secao para trabalharmos as valorizagoes,
uma aplicagao crucial para alcacarmos nosso objetivo principal. Finalizamos com uma secao
sobre os Grupos de Jaffard, pois como jd dissemos, foi a partir deles que surgiu o problema
motivador de nosso trabalho.

Finalmente, no Capitulo 3, apresentamos a definicao de reticulados e demonstramos alguns
resultados bdsicos relativos a este conceito, porém necessarios para a boa compreensao das

demonstracoes dos principais teoremas.
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Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas definicoes e resultados bdsicos da teoria de grupos
ordenados que serao necessdrios para os capitulos subsequentes. O leitor interessado em mais

detalhes pode consultar [4].

1.1 Grupos ordenados

Um conjunto S, nao vazio, é dito parcialmente ordenado se existir uma relagao < entre seus

elementos satisfazendo aos seguintes axiomas:

1. Reflexividade: a < a, para todo a € S.
2. Antissimetria: para todos a,b € S, a <beb < a, entao a =b.

3. Transitividade: para todos a,b,c € S, a <beb<c, entao a < c.

O conjunto S é dito totalmente ordenado por < se além dessas condicoes, a relacao satisfaz

ainda a:
4. Totalidade, Linearidade ou Lei da tricotomia:

a<boub<a, Vabes.

Exemplo 1.1 No produto cartesiano R x R = {(a,b) : a,b € R}, definamos
(a,b) < (c,d) = (a<c eb<d).

Note que as propriedades: reflexiva, antissimétrica e transitiva sao consequéncias direta da

validade dessas propriedades em R. Jd a totalidade nao é valida, pois

(0,1) £ (1,0) e (1,0) £ (0,1)

ja que, 1 > 0.



Um grupo G é dito parcialmente ordenado se (G, +) é um grupo abeliano, sobre o qual foi

definido uma relacao de ordem parcial < compativel com a estrutura de grupo. Essa compati-
bilidade ¢ dada por:

a<b=a+c<b+c VYV a,bced.
ou, equivalentemente,
a<bec<d=a+c<b+d, VabcdedG.

Como a defini¢ao de grupo ordenado é apenas para grupos abelianos, sempre que mencion-

armos a palavra grupo estamos nos referindo a grupos abelianos.

Exemplo 1.2 Observe que R x R é um grupo parcialmente ordenado pela ordem do Exemplo
1.1. Jd vimos que R X R, com esta ordem, é um conjunto parcialmente ordenado, portanto
resta-nos mostrar apenas que ele é compativel com a estrutura de grupo. Com efeito, dados
a;,b, e R, i=1,2,3. Se (a1,b1) < (az, by), entdo

(a1,b1) + (a3, bs) = (a1 + as, by +b3) < (ag + as, ba + b3) = (az, b2) + (as, b3).
Sejam G um grupo ordenado e S um conjunto. Denotaremos por GG, o conjunto
Gy ={aeG:a>0}.
onde 0 é o elemento neutro de G e por —S o conjunto
—S={-x:2¢€S5}.
Proposicao 1.3 Seja G um grupo abeliano. Se existir um subconjunto P de G tal que:
1. P+ PCP.
2. Pn—P ={0}.
Entao definindo sobre G a relagao
a<b&sb—aelP
tem-se que G com a relagdo < é um grupo ordenado e G, = P.
Prova. Temos que mostrar que < define uma ordem em G. De fato,
a—a=0¢€P.
Portanto, a < a e a propriedade reflexiva é atendida. Se a < b e b < a, entao
(b—a)ePe (a—b)=—(b—a) € P,
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ou seja,
(b—a)e PN—P={0}.

Portanto, a = b e temos a antissimetria. Se a < b e b < ¢, entao
(b—a)ePe (c—b)eP.
Como
c—a=(c—b+(b—-a)eP+PCP

segue que, < ¢ transitiva e consequentemente ¢ uma ordem parcial. Note ainda que, se a < b e
c € GG, entao
a+c<b+ec,
pois
(b+c¢)—(a+c)=b—ae€P.

Logo, a relagao definida é compativel com a estrutura de grupo. Finalmente se a € GG, tem-se
a>0&sachP
Portanto, G = P. |

Como acabamos de ver, quando temos um subconjunto P que atende as propriedades (1) e
(2) da Proposicao 1.3 ¢é sempre possivel definir uma relagdo de ordem em G induzida por P.
Nesse caso, P serd chamado o cone positivo de G. Portanto, quando GG é um grupo ordenado

temos que G, é seu cone positivo.

Observagao 1.4 FExiste uma correspondéncia biunivoca entre as ordens de G e seus cones

Positivos.

Exemplo 1.5 Os P, ={0,n,n+1,...}, comn € Z,, sio subconjuntos de Z que atendem as
propriedades (1) e (2) da Proposi¢ao 1.3. Portanto é possivel definir uma ordem em Z induzida

por P, qualquer que sejan € Z, . Note que a relagao
a<bsb—aehlP

¢ uma ordem para 7 induzida por Py, esta ordem é chamada de ordem usual de Z. Portanto

com a ordem usual o cone positivo de Z ¢é iqual a P;.

Sejam GG um grupo ordenado e H um subgrupo de GG diremos que H é um subgrupo ordenado
se H é um grupo ordenado com a mesma ordem de GG. Neste caso H, representard o cone positivo
de H.

Proposigao 1.6 Se G é um grupo ordenado e H é subgrupo de G, entao H, = G, N H.



Prova. Para mostrar que H, = Gy N H, basta mostar que G N H satisfaz as condi¢des acima.
Com efeito, se
he(HNG)N[-(HNG)],
isto é,
entao, h > 0 e —h > 0. Como G ¢é ordenado, segue da propriedade antisimétrica que
h = 0.
Agora, tome

a,be HNG, =a,be H e a,be G4

Portanto,
a+beHea+beGi=a+be HNG,.

Nesse caso, dizemos que H é um subgrupo ordenado de G. |

Antes de seguirmos adiante achamos necessédrio apresentar algumas notagoes: Sejam S e T’
subconjuntos nao vazios de um grupo ordenado GG. Usaremos a < S para indicar que a é cota
inferior de S, ou seja,

a<b V belsS,

e a > S para indicar que a é cota superior de S, ou seja,
a>b VbeSs.

Chamaremos a de supremo de S em G, se a é a menor das cotas superiores e diremos que a é o
infimo de S em G, se a é a maior das cotas inferiores. Para esses casos usaremos as seguintes
notagoes:

a=supS e a=inf$S.

E claro que quando existir, inf{a,b} = inf (a,b). (analogamente para o supremo). Além do
mais,
S+T={s+t:s€SeteT}.

A proposicao abaixo serd uma ferramenta importante na demonstracao de outros resultados,

visto que retne relacoes importantes sobre supremo e infimo de um conjunto.
Proposigao 1.7 Sejam S e T subconjuntos nao vazios de um grupo ordenado G e a,b € G.

1. sup S eziste se, somente se, inf (—S) existe; nesse caso sup S = —inf(—95) e inf S =

—sup(—25).

2. sup S existe se, somente se, sup (a +S) eziste; e vale sup (a+S) = a +supS. Esse

resultado é valido também para infimo.



3. Sesup S esupT ezistirem, entio sup(S + T) eziste e sup(S +T) =sup S +supT.
4. inf (a,b) existe se, somente se, sup (a,b) existe; neste caso, sup (a,b) + inf (a,b) = a + b.
Prova. Provaremos apenas os itens (1) e (4): (1) Se z = sup S, entdo
r>y=—-ac< -y, Vyes.
Portanto, —z é uma cota inferior de —S. Agora, tomemos d outra cota inferior de —S, ou seja,
d<b Vbe—-S=-b<—-d V —beS.
Segue que —d é uma cota superior de S. Assim, por hipdtese, temos que

< —d=d< —zx.

Logo —x = inf(—S). Analogamente mostramos a reciproca, ou seja, se z = inf S, entdo —z =

sup(—S). Note ainda que
—inf(=S)=—(—z)=x=supS e —sup(—S)=—(—2) =z=1inf 5.

(4) Mostraremos que se ¢ = sup(a,b), entdo a + b — ¢ = inf(a,b). Com efeito, como ¢ =
sup (a, b) temos que
a—c<0eb—c<O.

Assim,
a+b—c<bea+b-—c<a.

Portanto, a + b — ¢ é uma cota inferior de (a,b). Agora provaremos que a + b — ¢ = inf (a,b) .
Suponhamos que x é uma cota inferior de (a,b). Entao usando o mesmo raciocinio, concluimos

que a + b — x é uma cota superior de (a, b). Consequentemente,
at+b—z>c=>a+b—c>zx.

Logo
a+b—c=inf(a,b).

De forma angloga mostramos que se d = inf(a, b) entao a + b — d = sup(a, b). Assim,
sup (a,b) +inf(a,b) =c+a+b—c=a+Db,

que ¢ o resultado desejado. [ ]



1.2 Grupos filtrantes e l-grupos
Um grupo ordenado G é dito filtrante se, para quaisquer a,b € GG, existe ¢ € GG tal que
¢ <{a,b}.

Ou seja, um grupo filtrante é um grupo ordenado, no qual cada par de elementos pertencentes
a (G possui uma cota inferior. A definicao de filtrante é valida também para cota superior.

Diremos ainda que G é um [-grupo se ele satisfaz uma das condigoes abaixo:
1. Para quaisquer a,b € G, existe o inf(a,b) € G.
2. Para quaisquer a,b € G, existe o sup(a,b) € G.

Nesse caso, vamos chamar a ordem parcial em G uma [-ordem. No caso em que a ordem é

total diremos que G é totalmente ordenado.

Proposicao 1.8 Seja G um grupo ordenado. G é filtrante se, e somente se, G, gera G como
grupo, ou seja,

G=(Gy) =G, —Gy4.
Prova. Suponhamos que G seja filtrante. Entao, para cada a € G, existe ¢ € G tal que
c¢>{0,a}.
Portanto, ¢ e ¢ — a pertencem a G. Como
a=c—(c—a)

temos que a € (G, ). Logo, G = (G).
Reciprocamente, dados a,b € G, existem p,q,r, s € G4 taisque a =p—qe b=r —s, pois
G, gera (G. Assim,
a<la+qg<p+reb<b+s<p+r.

Logo, p+ r € G e é uma cota superior de a,b. Portanto, G é um grupo filtrante. |

Exemplo 1.9 Como comentamos anteriormente é o cone positivo de Z com a ordem usual é

P,={0,n,n+1,...}, comn = 1,ou seja
7. =P
Agora, note que Z. = P, — Py, pois
a=la]—0 oua=0—la|l, V a€Z

Portanto 7 ¢é filtrante com essa ordem.



Observagao 1.10 Segue da defini¢cao que todo l-grupo é um grupo filtrante, porém a reciproca

nao € verdadeira, como mostra o exemplo abaixo.
Exemplo 1.11 (Jaffard) Sejam G =7Z x Z com a ordem usual e
H={(a,b) e G:a+b=0 (mod2)},
um subgrupo ordenado de G. Entao H é filtrante, mas nao é l-grupo. Note que

Gy =1{(a,b) €Z XL (a,b) > (0,0)}
={(a,b) €ZxZ:a>0eb>0)}.

H={(a,b) e G:a=b (mod2)}.

Portanto,
HNnGy=H,={(a,b):a>0,0>0 ea=b (mod2)}.

Dado (a,b) € H existem n,m € Z com n,m > 0 tal quen+a >0, m+b>0en =m
(mod 2) .Assim, (n+ a,m +b) € Hy e como

(CL,b) = (n+a>m+b) - (n,m) < H+ - H—‘r
temos pela Proposicao 1.8 que H é filtrante. Entretanto, H nao é l-grupo haja vista que
u=(1,1),v=1(0,2) € H e supg(u,v) = (1,2).

e sup{u,v} nao existe em H, pois se existisse (a,b) € H tal que (a,b) = sup{u,v}, entdo
(a,b) > (1,2). Como (1,1),(0,2) < (1,3) e (1,1),(0,2) < (2,2) temos que

a<leb<2.
Assim, (a,b) < (1,2). Portanto, (a,b) = (1,2) € H, o que é uma contradi¢do. [ |
A proposicao que serd apresentada agora, nos mostra que ao acrescentarmos a hipétese, que

quaisquer par de elementos do cone positivo possui infimo (ou supremo), temos a veracidade

da reciproca da Observagao 1.10.

Proposigao 1.12 Se G ¢ filtrante e existir inf(a, b) (ou sup(a, b)), para todos a,b € G, entao
G é l-grupo.

Prova. Dados a,b € G. Como G é filtrante temos que existe ¢ € G tal que
c<a,bVabed.

Segue que
a—c,b—ceGs.

7



Logo, por hipdétese, existe inf(a — ¢,b — ¢). Pelo item (2) da Proposi¢ao 1.7 ,temos que
inf{a — ¢,b — ¢} = inf(a,b) — c.
Portanto, G é [-grupo. |

Seja G um [-grupo e a € G. O elemento sup(a,0) é dito a parte positiva de a e o elemento
—inf (a,0) é dito a parte negativa de a. J& o elemento sup(a, —a) é dito o wvalor absoluto de a.
Esses elementos possuem as seguintes notacoes:

at = sup (a,0)
a” = —inf(a,0)
|a| = sup(a, —a).
Diremos que os elementos a,b € G sao disjuntos se inf(a,b) = 0 ou, equivalemente, sup(a,b) =

a+b.

Proposigao 1.13 Sejam G um grupo ordenado e a,b,c € G. Se ¢ é disjunto de a e b, entdo

¢ é disjunto de a + b.
Prova. Como a,b,c € G, temos que
a+b,c>0.

Logo, 0 é uma cota inferior de a 4+ b e ¢. Tomemos = € GG outra cota inferior de a + b e c,
ou seja,
r<a-+b,ec.

Como a € G temos que = < a + ¢. Portanto,
r<a+ba+c.
Assim,
r—a<b,c.

Mas, por hipétese, inf(b, ¢) = 0, portanto

r—a<0=zx<a,c

Novamente, pela hipétese, obtemos = < 0. Logo, inf(a + b,¢) = 0 e consequentemente, a + b é

disjunto de c. |

Coroldrio 1.14 (Lema de Euclides) Sejam G um grupo ordenado e a,b,c € G4. Se ¢ <

a+b ec é disjunto de a, entdo ¢ < b.

Prova. Como ¢ < a + b temos que ¢ — b < a. E do fato de ¢,b € G, obtemos ¢ — b < ¢. Logo
¢ — b é uma cota inferior de a e ¢. Pela hipétese de inf(a, c) = 0, segue que ¢ — b < 0. Portanto,
c <b. [ |



Proposigao 1.15 Sejam G um grupo ordenado e a,z,y € G. Se sup(a,0) existir e se a = x—y,
com x,y € G, entdo inf(x,y) existe e x = at +inf(z,y), e y=a~ +inf(z,y). Em particular,
x>at ey >a esex ey sao disjuntos, entdo v = a* e y = a~, portanto, a* e a” sdo
disjuntos.

Prova. Fazendo uso da Proposigao 1.7 itens (1) e (2), temos que

at =sup (a,0) =sup (z — y,0) =sup (z — y,z — x) = z + sup(—y, —z) = = — inf(z, y).

Portanto inf(x,y) existe e = at + inf(z,y). A prova que y = a~ + inf(z, y) é similar. Como

x,y € G, temos que inf(z,y) > 0. Assim,

x>a+ey>a.

Agora se tivemos a hipdtese que x e y sao disjuntos, segue que inf (z,y) = 0. Portanto, das
igualdade
r=a’+inf(z,y) e y=a +inf(z,y)

conclufmos que z = a*, y = a~e a™e a~ sdo disjuntos. |

Proposigao 1.16 Se num grupo ordenado G, a = x —y, com z,y € G4 einf (x,y) =0, entdo

at=xea =uy.

Prova. Pelo que vimos na Proposi¢ao 1.15 basta mostrar que sup(a,0) existe e é igual a .
Com efeito
0< z=a+y>a.

Portanto, z > a,0. Logo,  é uma cota superior de a e 0. Tomemos u € G outra cota superior

de a e 0, ou seja, u > a,0. Entao
u>r—y=u+y=>x.

Como inf (z,y) = 0, segue do Lema de Euclides, que = < u. Portanto, = = sup(a,0). [ |

A proposigao abaixo resume algumas propriedades importantes de a™, a™, |al.
Proposicao 1.17 Se G é um l-grupo e a € G, entao:

1. |—al = |al.

2.a=a"—a einf(at,a”)=0.

3. |la| =at +a" >0.

4. la+0] <la| +1b| e |la] —[b]] < |a—b].



Prova. Provaremos apenas o item (2), pois serd um resultado bastante utilizado. Pelo item

(4) da Proposigao 1.7, temos que
at —a” =sup(a,0) +inf (a,0) =a + 0 = a. (1.1)

Por defini¢ao, a®, a= > 0. Portanto 0 é uma cota inferior de a® e a~. Por outro lado, seja

b € G outra cota inferior de a™ e a™, ou seja
b<a', a . (1.2)

De (1.1) temos que
a= (a+—b) — (a_—b)

e de (1.2) temos que
(a+—b),(a_—b) > 0.

Agora fazendo uso da Proposicao 1.15 temos que
at—b>atea —b>a.
Portanto, b < 0 e consequentemente inf (a*,a~) = 0. [ |

A proposicao que apresentaremos agora nos mostra uma condi¢do necessaria e suficiente
para que um grupo ordenado G, seja respectivamente, um l-grupo e um grupo totalmente

ordenado. No caso, de grupos filtrantes ja conhecemos esta condi¢ao na Proposicao 1.8.
Proposigao 1.18 Seja G um grupo ordenado. Entao:

1. G él-grupo se, e somente se, todo elemento de G é a diferenca de dois elementos disjuntos
de G+ .

2. G é totalmente ordenado se, e somente se, G4 U -G, =G.

Prova. (1) Dado a € G, se G & I-grupo, entéo sup(a,0) = a* existe. Do item (4) da Proposigao
1.7 segue que, inf(a,0) = —a~ existe e a = ™ —a. Agora, fazendo uso do item (2) da Proposigao
1.17, temos que
inf(a®™,a™) = 0.
Portanto, a é escrito como a diferenca de elementos disjuntos de G, pois como j& dissemos a™,
a” > 0.
Reciprocamente, se todo elemento de G ¢é diferenga de dois elementos disjuntos de Gy, entao

dado a € G, existe x,y € G tal que
a=2x—y, com inf(z,y) =0.

Assim, pela Proposicao 1.16, temos que



Segue de (1.3) que dados a,b € G, existe
(a—b)" =sup(a—b,0).
Agora, pela Proposicao 1.7 item (2),
sup (a —b+ 0,0+ b) = sup(a — b,0) + b.

Logo,
sup (a, b) = sup(a — b,0) + b.

E assim G é um [-grupo.
(2) E imediato das definicges. [
1.3 Homomorfismos de grupos ordenados

Sejam {G)} e uma familia de grupos ordenados nao nulos. Entao o produto direto dos

A:HGA,

Ael

grupos G, em sfmbolos,

é o conjunto de todas as fungoes

f:[—>UG>\, onde f(N\g) =ay, € Gy, € N € 1,

Ael
isto é,

HGA:{f:A%UGA:f(AO)eGAO}.

AEA AETL

Definimos o produto cardinal ou produto direto ordenado dos GG\ como sendo o grupo

w =16

Ael

com a seguinte ordem
a=(ax)e; Sb=(ba),c; & ar<by, VA
E o cone positivo do produto direto ordenado dos GG como sendo
Wi ={(ax)ye; EW:ar>0, ¥V Xel}.

Ja a soma direta ordenada dos G, em simbolos,

H:ZGA

Ael
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¢ formada pelos elementos a = (ay),.; tais que ay # 0 apenas para um nimero finito de A € I.
Note que a soma direta ordenada é um o subgrupo ordenado do produto direto ordenado W,
pois se

a= (aA)AeI b= (bﬂ)uel € H,

com a, = 0, para todo v > A e bg = 0, para todo £ > p, entao, pondo ¢ > max{\, 1}, obtemos
ar+b =0, V7€l comT>cg.
Logo, a+b € H.

Observagao 1.19 Sejam G e G’ grupos ordenados. Se tomarmos em G x G’ a ordem dada
por
(a,b) <(c,d)=a<coua=ceb<d

diremos que o grupo G x G’ é ordenado lexicograficamente e mnesse caso usaremos a sequinte
notacao G & G'.

Sejam G, G’ grupos ordenados e ¢ : G — G’ um homomorfismo de grupos. Diremos que

o é um homomorfismo de ordem ou um o-homomorfismo se
a<bem G=o0(a)<o(b) em G

Uma condi¢ao necessdria e suficente para que um homomorfismo de grupo seja um o-

homomorfismo ¢ dada pela proposicao que se segue.

Proposicao 1.20 Sejam G e G’ grupos ordenados Um homomorfismo de grupos o : G — G’

é um o-homomorfismo se, somente se, o (G4) C G',
Prova. Dado b € 0 (G,) C G, existe a € G tal que b = o (a). Logo,
b=o0(a) >0 (0g) =0¢.

Portanto, b € G;L e, consequentemente, o (G) C G,

Reciprocamente, suponhamos que o (G) C G’,. Entao dados a,b € G com a < b, obtemos
b —ac G+.

Assim,
o(b—a)eo(Gy) C G

Como ¢ é um homomorfismo temos
ob)—o(a)=c(b—a)eG, =>0o()>0(a).

Portanto, ¢ € um o-homomorfismo. [ |
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Observe que se W = H (G, entao para cada A\ € I a funcao
AeT

W — G

definida por
T ((ax)rer) = ax

é claramente um o-homomorfismo sobrejetor, chamado a projegao de W sobre o grupo fator
G.
Um homomorfismo o : G — G’ entre grupos ordenado é dito um isomorfismo de ordem, ou

um o-isomorfismo se o € um isomorfismo e
o(G) =G,
Note que essa definicao pode ser vista como um colorario da Proposicao 1.20.

Proposigao 1.21 Sejam G, G’ grupos ordenados e ¢ : G — G' um o-isomorfismo. Se G é

[-grupo, entao G’ também é e vale
o(inf(a,b)) = inf(p(a), (b)), ¥V a,b € G.
Reciprocamente, um isomorfismo entre l-grupos satisfazendo a condi¢ao acima é um o-isomorfismo.
Prova. Suponhamos que G seja um [-grupo, entao dados a,b € G existe ¢ € G tal que
¢ = inf(a, b).

Portanto
c>dV d<a,b

Como ¢ : G — G’ é um o-isomorfismo segue que

o(c) > @(d) ¥ o(d) < ¢(a), (b).

Assim ¢(c) = inf(p(a), ¢ (b)), mas por hipdtese ¢(c) = pinf(a,b). Logo p(inf(a, b)) = inf(¢(a), p(b)), V a,b €
G.

Reciprocamente, como G, G’ s&o [-grupos e ¢ : G — G’ é um isomorfismo de grupos tal

que
¢(inf(a, b)) = inf(p(a), (b)), V a,be G.
temos que
a <b=inf(a,b)=a, V¥V a,beq.
Assim,

p(a) = ¢ (inf (a, b)) = inf(p(a), (b))-

Logo, ¢ (a) < ¢ (b). Agora, tome
p(a) < ¢(b) e c = inf(a,b),

13



obtemos
¢ (c) = p(inf(a, b)) = inf(p(a), p(b)) = ¢ (a) .

Como ¢ é uma bijecao temos que a = ¢ = a < b. Portanto, ¢ é um o-isomorfismo. |

Sejam GG um grupo ordenado e ag, a1, ...,a, € G. A expressao
ag > infG{ab B 7an}
significa que
ag>a, YV a€eG, coma<ay,...,a,. (1.4)

Sejam (G, G' grupos ordenados e ¢ : G — G’ um homomorfismo. Diremos que o é um

V-homomorfismo se
ap > inf ¢{aq,...,a,} = o(ap) > inf o {o(a1),...,0(an)}, ¥V ag,as,...,a, € G.

J&4 um V-isomorfismo é um isomorfismo tal que ele e sua inversa sao V-homomorfismo. Uma
V-imersao de G em G’ € um V-homomorfismo injetivo. Seguindo este raciocinio, um subgrupo

H de G é um V-subgrupo se a aplicagao inclusao ¢ um V-homomorfismo.

Lema 1.22 Seja W = HG,\ um produto direto ordenado. Entao a projecao my de W sobre o

Xel
grupo fator G é um V-homomorfismo de W em G\, para todo A € A.

Prova. Tome

beW = HG/\, com b > infw{(ar),...,(ar,)}, V (ar,) €W
Al

Segue de (1.4) que
b>a, coma<(ay), YVacW

Como a projecao ¢ um o-homomorfismo temos que
mA(b) > ma(a), com my(a) < ma(ay;), V (ay,) € W. (1.5)
Assim novamente por (1.4) temos que

7T)\<b) Z inf G}\{{ﬂ'/\(a/\l), ceey U(a)\n)}.

Portanto, m) é um V-homomorfismo. [ |

Sejam G um grupo ordenado e H um subgrupo ordenado de G. H ¢ dito subgrupo isolado
ou convero, se
aeHbeGe0<b<a= beH

ou, equivalentemente,
a,ce HebelG, a<b<c=0beH.

Além disso H é dito fortemente isolado ou fortemente convero se para cada a € H e b € G
tivermos
a<b&sbe H oub>0.
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Proposicao 1.23 Sejam G um grupo ordenado e H um subgrupo convexo de G, a rela¢do
abaizro
aG<b< existe c€ H tal que a <b+c¢

define uma ordem em % Nesse caso, % serd chamado grupo ordenado quociente de G por H.

Prova. Note que @ <@, pois0 € Hea <a+0. Se

a<b= existe ce H tal que a < b-+c

e
b<a= existe de H tal que b < a+d.
Logo,
b—d<a<bt+c=b<a+d-—c<hb
Portanto

a+d—c=b=>a=0b,
pois (d —c) € H. Agora, se@ < b e b < ¢, entdo existem d,e € H tais que
a<b+deb<ct+te=a<c+(d+e).

Logo, @ < ¢. Finalmente, se @ < b e ¢ € G, entdo existe d € H tal que a < b+ d. Como G é

um grupo ordenado e ¢ € G temos que
at+c<b+c+d.

Portanto

que ¢é o resultado desejado. |

Proposigao 1.24 Sejam G um grupo ordenado, H um subgrupo ordenado de G e ® o homo-
morfismo canodnico de G sobre % Entao w (G1) é um cone positivo de % se, somente se, H é

subgrupo convexo de G.

Prova. Dados a € H e b € G tais que 0 < b < a. Entao 7(a) =0 = 7 (0). Como

- (5)

temos que
7(0) <7 (b) e m(a—"0b) > m(0) = 7 (a) > 7(b)
Assim
m(0) < 7 (b) < m(a)
Portanto

Logo H é subgrupo convexo

A reciproca segue das defini¢oes. |
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Proposigao 1.25 Seja G um grupo totalmente ordenado. Se H e H' sao subgrupos convexos
de G. Entao H C H ou H' C H.

Prova. Sejam a € H e b € H'. Como G é totalmente ordenado temos que
0<a<boulO<b<a.

Pela hipétese, obtemos
a€ H oubecH,

que é o resultado desejado. |

Sejam GG um grupo ordenado. Chama-se posto de G o niimero de subgrupos convexos proprios
de G. No caso em que esta quantidade nao seja finita, diremos que G tem posto infinito.

Exemplo 1.26 O posto do grupo Z, com a ordem usual, é igual 1, pois {0} é o unico subgrupo
convexo proprio de 7.

Note que, se G é um grupo totalmente ordenado, entao G' tem posto 1 se, e somente se,
G # {0} e os tnicos subgrupos convexos de G sao {0} e G.

Proposigao 1.27 (Ribenboim) Seja G um grupo totalmente ordenado, com G # {0}. Entao
as sequintes condigoes sao equivalentes:

1. O posto de G é igual a 1;
2. G é arquimediano, isto é, se a,b € G com a > 0, entao existe n € N tal que na > b;

3. G é o-isomorfo a um subgrupo do grupo aditivo dos nimeros reais.
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Capitulo 2

Grupos de Jaffard

Esse capitulo encontra-se dividido em trés se¢oes. Na primeira trabalharemos com um
grupo ordenado especifico, chamado grupos de divisibilidade. Na segunda abordaremos as
valorizacoes, um tipo de aplicacao que nos serd bastante 1ltil em resultados futuros. Finalizamos
o capitulo com uma secao sobre grupos filtrantes que nunca sao grupos de divibilidade, os
chamados Grupos de Jaffard. Foi trabalhando com esses grupos que conheceu-se o resultado

motivador desse trabalho.

2.1 Grupos de divisibilidade

Sejam K um corpo e D um subanel de K. Consideremos o conjunto quociente

={r:2¢€ K"},
com U(D) o grupo das unidades de D e
T=aU(D)={ye K*:ay ' €U(D)}.

Dados Z,y € Gk(D), nao é dificil verificar que G (D) munido com a operagao

¢ um grupo abeliano aditivo.
Dados 7,y € Gk (D), definimos

1<ysyr'eDsyDCaD,

com
2D ={za:a € D}

o D-submdédulo ciclico de K gerado por z. Ja que
1. D C zD, para todo = € K;
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2. 2D CyDeyD CaD = zD = yD, para todos z,y € K;
3. 2D CyDeyD C zD = xD C zD, para todos x,y,z € K,
temos que C é uma relagao de ordem parcial sobre G (D). Além disso,
yD CxD = yzD CxzD,Vx,y,z € K*.

Logo, a relacao C é compativel com a operagao de grupo. Neste caso, diremos que Gg (D) é o
grupo de divisibilidade de K em relagao a D.
O cone positivo de Gx (D) ¢é

Gk(D)y ={T€Gx(D):x e K" e ZZ’ZT}
={Z:x € D}.

Seja G' o grupo dos D-submédulos ciclicos ndao nulos de K, ou seja G = {zD : x € K*}. Note

que a aplicagao ¢ : G (D) — G, em que p(aU(D)) = xD, é um o-isomorfismo, Isto &,
Gr(D) = G.

Portanto, p(Gx (D)) = {xD : x € D} é o conjunto de ideais principais de D.
Observe que ao definirmos Gx (D) em nenhum momento exigimos que K fosse o corpo
quociente de D. Porém, esse fato é de especial importancia como veremos na proposicao

abaixo
Proposicao 2.1 Gy (D) é um grupo filtrante se, e somente se, K é o corpo quociente de D.

Prova. Suponhamos que Gi (D) seja um grupo filtrante. Dado x € K, existe a € Gg(D) tal
que
T<udel<a.
Assim,
ar'eDeacD.

Logo, existe b € D tal que a = bz, ou seja, se b # 0, entao

r=-.
b
Portanto, K é o corpo quociente de D.

Reciprocamente, dado = € K, digamos x = ¢, onde a,b € D e b # 0, obtemos

T=abl=a+b'l=a—beGx(D)s —Gx(D),,
pois b1 = —b. Portanto, Gk (D) é filtrante. [ |

Neste caso, Gk (D) é chamado apenas de grupo de divisibilidade de D e denotado simples-
mente por G(D). De maneira mais geral, um grupo ordenado G é chamado um grupo de

divisibidade se existir um dominio D tal que G é o-isomorfo G(D).
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Exemplo 2.2 Sejam D um dominio de fatoragdo unica e K seu corpo quociente. Entio G(D)
é o-isomorfo a

H=> G\ G\=L.

AEA
Seja
P={pe D:p éum elemento irredutivel}
Como D é um dominio de fatoragao unica temos que qualquer x € K* pode ser escrito de modo

tunico sob a forma
x:quﬁ*, pr€P, uel(D) e ny€Z.

AEA
Seja
¢: Gg(D) — H
T = ()rea
Entao é facil verificar que ¢ é um o-isomorfismo. [ ]

2.2 Valorizacgao

Sejam D um dominio e K seu corpo quociente. O homomorfismo canénico

satisfaz as seguintes propriedades:

1. w(zy) = w(z) + w(y), para todo =,y € K*.

2. w(z +y) > inf yg{w(z),w(y)}, para todos =,y € K*, com = +y # 0.

Observe que

Isto motiva a seguite definigao:

Definicao 2.3 Sejam K um corpo e G um grupo ordenado. Uma semivaloriagao sobre K é

uma fungao v de K* em G, tal que as sequintes condigoes sao satisfeitas:

1. v(zy) =v(z)+v(y), para todos x,y € K*.
2. v(x +y) > inf ko {v(z),v(y)}, para todos x,y € K*, com x +y # 0.

3. v(-1)=0.
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Com o objetivo de estender a definicao de semivalorizagao para o corpo K, vamos estender
o grupo ordenado G adjuntando o elemento co, isto é, o grupo ordenado estendido de G é o

conjunto G = G U {00} munido com a adi¢io de G estendida a G por
g+oco=00+g=00+00=00, V g€Qq.

Além disso

00>g, VgelGeoo>x

Neste caso, a funcao v pode ser estendida para K, pondo
v(zr) =00 < x =0.
Note ainda que, as condigoes (2) e (3) podem ser substituidos por uma tnica condigao:
(2)) v(z —y) > inf ,ko{v(z),v(y)}.

Observagao 2.4 Sejam K um corpo, G um grupo ordenado e v uma semivalorizacdo de K
em G.

1. Se G é um grupo totalmente ordenado e v é sobrejetora, diremos que v é uma valoriagao
sobre K. Neste caso, temos

v( +y) > min{v(z), v(y)}.

2. Se G é um l-grupo e v é sobrejetora, diremos que v é uma demivaloriagao sobre K. Neste

caso, temos
v(z +y) = inf{v(z),v(y)}-

3. Se G =2 Z, diremos que v é uma valoriagao discreta sobre K.

Lema 2.5 Sejam K um corpo, G um grupo ordenado e v de K em G uma semivalorizacao.
Entao:

1. v (1) =0, pois
v(l)=v((-1).(-1))=v(-1)+v(-1)=0.

2. v(z™!) = —v(z), pois

O=v(l)=v((z")(x)=v(@ ) +v(@)=v(")=-v(2)

3. A restricio v |+ é um homormofismo de grupos de K* em G.
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Sejam K um corpo, G um grupo ordenado e v uma semivalorizagao de K em G. Entdo o

conjunto
A, ={r e K:v(x)>0}

é claramente um subanel de K chamado de anel de semivalorizacdo de v. Note que

v(A,) =G4

Assim,
A, =v7HGY)

Além disso,
r e U(A,) < v(x) =0.

Dinate do ja exposto a proposicao abaixo é direta.
Proposigao 2.6 Sejam K um corpo e D um subanel de K. Entao a fung¢ao

- K*
w: K — (D)
T — I

com w(0) = oo é uma semivalorizagio sobre K. Além disso, K é o corpo quociente de D se, e

somente se, G é um grupo filtrante. Neste caso, G(D), = A,,.
Uma semivalorizacao v sobre K chama-se semivalorizacao aditiva se
v(z) <v(y) =vx+y) =v(x), Vrye K.

Note que qualquer valorizagao sobre K ¢ aditiva, pois se v é uma valorizacao e v(z) # v(y),

entdo v(z + y) = min{v(z), v(y)}.

Proposigao 2.7 Sejam A um dominio e K seu corpo quociente. Entdao uma semivalorizagdo

v sobre K ¢é aditiva se, e somente se, A, é um anel local.

Prova. Suponhamos que v seja uma semivalorizacao aditiva sobre K. O conjunto
M={ze K" :v(x)>0}=A,—-U(A,)

¢ um ideal maximal de A,. De fato, é fcil verificar que M é um ideal préprio em A,, pois

1 ¢ M. Seja J um ideal préprio de A,. Escolha z € J e suponhamos que v(z) = 0. Entao
v(z) =-v(z)=0.

Assim,
2 led,el=2-2"te,

o que é impossivel. Logo, v(z) > 0, para todo x € J e consequentemente J C M. Portanto,

A, é um anel local.
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Reciprocamente, suponhamos que A, seja um anel local. Dados z,y € K*, com x +y € K*

e v(x) < v(y), obtemos
v (g> =v(y) —v(z) > 0.
x
Assim, £ € M e 1+ £ ¢ M. Logo,

Ozv(1+y> =v(r+y) —v(x),
x
isto é,
v(z+y) =v(x).
Portanto, v é aditiva. |

Sejam D um dominio de fatoragao tnica, a € D* e p um elemento primo em D. Entao

existe um tnico n, € Z, tal que
p™ | a mas p™** {a,

caso contdrio, para um n = n, € Z, fixado, existe b,, € D tal que a = p"b,,. Logo, b, = pb,1,

pois a = p"*1b, .1, de modo que
(bo) C (bl) C (bg) C .-

¢ uma cadeia estritamente crescente de ideais em D, o que é uma contradicao. Portanto, se K

é o corpo quociente de D, entao qualquer x € K* pode ser escrito de modo tinico sob a forma

r = pnp% com n, € Z e mdc(p,a) =1 =mdc(p,b),

note que n, depende de z. Neste caso, a funcao v, : K — 7 definida por

Up(x):{ n, se x#0

o sex=0

é uma valorizacao sobre K. De fato, dados x,y € K, digamos

mpg

n. C
z=pe e y=pv-,

obtemos

vp(zy) = my +ny = vp(a) + vy(b)

(@ +y) = minfu,(z), v,(y)},

pois, podemos supor, sem perda de generalidade, que n, > m, e

moad + pech d + pre—meh
I S (M)

bd bd
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Entao

vp( +y) =m, > min{v,(x), vy(y)}.

Finalmente,
sz{xeK:U(x)20}:{%€K:mdc(a,b):1 ep{b}
e
a
U(Av)z{EEK.p)(a ep’[b}.
Assim,

a

beK:p|aepJ[b}

¢ seu ideal maximal. Portanto, obtemos uma familia de valorizagoes.

M, = A, —U(A,) = {

Sejam v e vy duas semivalorizagoes sobre K tendo grupos de semivalores G e G, respec-
tivamente. Diremos que v; e vy sao equivalentes se existir um o-isomorfismo ¢ : G; — G5 tal

que o diagrama

K 2 G
N2 Lo
Gs

comuta, isto é, ¢ o v = vs.

Exemplo 2.8 Sejam K um corpo e v : K* — Z wma valorizagdo. FEntdo 2v : K* — 27
¢ uma valorizacdo equivalente a v, pois a fun¢io ¢ : Z — 27 definida por ¢(r) = 2z é um

o-isomorfismo.

Proposicao 2.9 Seja v uma semivalorizacao sobre K com grupo de semivalores G. Se 5 é um

V-homomorfismo de G em um grupo ordenado G', entdo [ ov é uma semivalorizacdo de K.

Prova. Temos fov : K — G’ para todos z,y € K. Portanto

(Bowv)(zy) = B (v(x) +v(y) = B (v(x) + Bu(y) = (Bewv)(x) + (Bov)(y).

Como v(z +y) > infg {v(z),v(y)}e S é um V-homomorfismo, temos

(Bov)(z+y) = inf o {B(v(x)),Bv(y))}
= inf @ {(Bov)(x),(Bov)(y)}.

Além disso, (fov)(—1) = B(v(—1)) = 5(0) = 0. Finalmente, (5o v)(0) = occ. [
Exemplo 2.10 Seja
P ={peN:p éum nimero primo}

Como 7. é um dominio de fatora¢do unica temos que qualquer x € Q* pode ser escrito de modo

unico sob a forma

x:ini\”, pr €P, eny €.
AEA
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Sejam

H=Y G\, G\=1,

AEA
e v uma semivalorizagao sobre Q definida por v(r) = a € H, com a(\) = ny, A € A. Agora,

seja B : H — Z um o-homomorfismo definido por

AEA

Entao Bov nao é uma semivalorizagao, pois (Bov) (4) =2, (Bov)(9) =2 e (fov) (4+9) = 1.

Portanto, a reciproca da Proposi¢ao 2.9 é falsa.

Sejam v e w duas valorizagoes sobre K, com anéis de valorizagoes D, e D,,, respectiva-
mente. Diremos que v e w sdo independentes se {0} é o unico ideal primo de D, N D, ou,
equivalentemente, K = D,D,,.

O teorema que apresentaremos agora serd uma ferramenta importante na demonstragao de

resultados fulturos.

Teorema 2.11 (Teorema da Aproximagao) [4,p.282] Sejam vy,...,v, valorizagées sobre
K, independentes dois a dois a1 € G1,...,a, € G, e x1,...,x, € K. Entdo existe x € K tal
que

vx(T — 1)) = ay,

para todo A =1,...,n.

2.3 Grupos de Jaffard

Um anel D é um dominio de Bézout se qualquer ideal finitamente gerado em D é principal.

Teorema 2.12 (Krull-Jaffard-Ohm) [4, p.215] Seja G um l-grupo. Entao existe um dominio

de Beézout D tal que G é, a menos de o-isomorfismo, o grupo de divisibilidade de D.

Esse teorema teve sua primeira demonstragao feita por Jaffard no inicio dos anos 50 e
revela a conexao existente entre [-grupos e grupos de divisibilidade. Sua demonstracao é algo
muito bem elaborado. A grosso modo, podemos encaréd-la como uma extensao do método de
Krull usado na prova do resultado que diz que todo grupo totalmente ordenado é grupo de
divisibilidade de algum anel de valorizacao.

E sabido que todo I-grupo ¢ um grupo filtrante. Assim sendo, temos um vasta quantidade
de exemplo de grupos filtrantes que satisfazem também esta propriedade. Porém, a mesma nao
pode ser estendida para todos os filtrantes, pois o préprio Jaffard nos apresentou um exemplo

de grupo filtrante que nao pode ser isomorfo a um grupo de divisibilidade. Vejamos
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Exemplo 2.13 Seja
H = {(a,b) € Z* :a+ b= 0(mod 2)}.

Ja vimos no Exemplo 1.11 que H é um grupo filtrando. Agora mostraremos que H ndo é grupo
de divisibilidade. Suponhamos, por absurdo, que H seja um grupo de divisibilidade. FEntao
existem um dominio D tal que H é o-isomorfo a H(D) e uma semivaloriza¢io w de K em H,

onde K é o corpo quociente de D e H o grupo de semivalores de w. Sejam x,y € K tais que

w(z) =(2,2) e w(y) =(3,1).
Entao
(c,d) = w(zx+y)

> inf{(2,2),(3,1)}
> (1,1),(2,0).

Assim, c>2ed>1. Sec=2, entdod > 2. Sed =1, entao c > 3. Logo, em qualquer caso
wz+y) = w(z) ou w(x+y) = wly).
Portanto, temos a relagao entre os ideais ciclicos

(z+y) € (2) ou (z+y) C (),

consequentemente, w(zx) > w(y) ou w(y) > w(x), o que é uma contradi¢do. [ |

A partir de agora apresentaremos uma generalizacao desse exemplo e 0s grupos que se
enquadram a essa generalizagao foram denominados de Grupos de Jaffard.

Sejam {G}er uma familia de grupos totalmente ordenados, com |I| > 2, e

W:HGA

Ael

o produto direto ordenado. A funcao
W — G,

definida por
ma((ax)rer) = ax
¢ um o-homomorfismo sobrejetor, com
kel‘ﬂ')\ = {(aA)AGI La) = 0}

Sejam A um subgrupo qualquer de W. Entao A, = m)(A) é um subgrupo de G, para todo
A € I. Agora, para A\, s € [ fixados, definimos:

TAi)s - W — G)\l ><G(,\2

a=(axer F— Tax(a) = (ay,an,)
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AM/\Z = CL:(CL)\))\GIEGZ AN ﬂ W;l(a)\) #@

AeT—{A1,\2}

Proposigao 2.14 A, , ¢ subgrupo de W contendo A.

Prova. Dado a = (ay),.; € A, obtemos

ac€ntay), VeI

Assim,
a€ ﬂ 7 (ay).
AeT—{A1,X2}
Logo,
ac€ AN m Ty H(ay)
XeT—{\1,22}
Portanto, a € A, , e ACA, , . Dadosa,b€ A, , ,obtemos

AN ﬂ miay) || #2 e |AN ﬂ W;l(bu) + .

AeT—{A1, A2} pEl—{A1 A2}

Assim, existem c,d € W tais que

c,de Aemy(c)=aym,(d) =0y, ¥V \pel—{\, A}

Logo,
c—deAem(c—d)=ayx—by, Y Ael—{A\,\}
Portanto,
c—deAn m 7 (ax — by) ea—beA,
)\6[7{)\1,)\2}
ou seja, A, , ¢ subgrupo de W. [ |

Definicao 2.15 Um grupo filtrante G é dito um de grupo de Jaffard se G pode ser aplicado
V -homomorficamente sobre um subgrupo A do produto direto ordenado W tal que, para cada
par

M €1, k=12,

0s grupos Gy, sao Arquimedianos e as trés sequintes condigoes sao satisfeitas:

*

Ji Para qualquer r € R, existe a € A tal que

T (CL) 7& LDV (CL) :
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Jo A é um V-subgrupo de AAMZ.
Jy 0, (A) € 7, (A) % Ty (A).

Um subgupo A de W serd chamado de subgrupo de Jaffard de W, se a aplicagao identidade

de A que é um V-homomorfismo em A, se encaixa na defini¢ao de grupo de Jaffard para A.
Teorema 2.16 Um grupo de Jaffard nunca é um grupo de divisibilidade.

Prova. Seja G um grupo de Jaffard. Entao existe um V-homomorfismo ¢ de G sobre um
subgrupo A de W. Suponhamos, por absurdo, que G seja um grupo de divisibilidade. Entao,
pelo Proposicao 2.6, existe um corpo K e uma semivalorizacao v : K* — (G.e pela Proposicao
2.9 temos que ¢ o v é uma semivalorizagao. Assim, podemos supor, sem perda de generalidade,

que G = A. Consideremos as fungoes

v K — G,

z = my(v(2),

K (2.1)
com k = 1,2 e ), as projecoes candnicas.
Afirmacao. v; e vy sao semivalorizagoes independentes.
De fato. Como G = A é grupo de divisibilidade temos que A é filtrante. Assim, existe
a = (ax),e; € A tal que
a<v(z),v(y), Vz,ye K"

Definimos

by — ax, se A7 A1, Ao

o min{vg (),vr (y)} se k € {1,2}.
Entao

b= (b/\)AeI < U(’I) 7U<y)7 v T,y € K"
Assim,
b <inf{v(z),v(y)} <v(z+y).

Logo,

vp(® +y) = ma (v(T +y)) = 7, (b) = by, = min{vg (z), vk (y) }-

Portanto v, sao semivalorizagoes. Do fato
UK(K*) = ﬂ-)\k(v (K*)) - G)\k'
temos
v (z+y) > inf 4{v (x), v (v)}, V 2,y € K*, com z+y #0,

pois G, ¢é totalmente ordenado. Além disso, observe que o resultado ainda é vilido para
B =4, ,,, pois, a fungao
v: A — A

a — Y(a)=a

ESRY)
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¢ um V-homomorfismo por (J2). Entao

Assim,
vp(x +y) > inf g{ug (z),vr (v)}-
Agora tome v(z) = (ay)rer € A, entao, por (J;),
vi(z) = mx, (v(2)) = 7 ((ax)rer) = ax, # Tan, = 1T, (v(2)) = Tv2(2),
ou seja, v1 e vy sao semivalorizacoes independentes. Finalmente, dado
Q= (CLAU a)\2) SV (A) NPT (A) )

existe, pelo Teorema 2.11, x € K* tal que

vr(z) = ay,

Escolhendo v(z) = (ax)rea € A, obtemos

T (0(2)) = (ax,; ax,) = (v1(2), v2(2))
= (7T/\1 (Ul ($))a Tz (U2(I)) SIUPVY (A> X Ty (A) )

isto é,

T2 (A) C Ty, (A) X 7T>\1<A)7

o que contradiz a condigao (J3).

Bastos em [1] utiliza~se dos Grupos de Jaffard juntamente com a nogao de reticulado, para

concluir o seguinte resultado: “Seja A um subgrupo de Z x Z. Entao A é um grupo de

divisibilidade se, somente se, A ¢ um l-grupo.” Ainda em [1] Bastos chama a atenc¢ao para uma

possivel generalizacao desse resultado. Essa generalizacao é a motivacao do nosso trabalho e

serd demonstrada no préximo capitulo, utilizando-se da nocgao de reticulado.
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Capitulo 3
Reticulados e grupos de divisibilidade

Nesse capitulo encontra-se os nossos principais resultados. Iniciaremos definindo nosso ob-
jeto de estudo no momento, os reticulados. Dando seguimento apresentaremos algumas de suas
propriedade bésicas. Feito este alicerce passaremos a demonstragao de uma série de resultados
importantes, que culmina no nosso objetivo principal, a generalizacao do resultado obtido por

Bastos em [1].

3.1 Reticulados

Sejam aq, . . ., a,, vetores em R" linearmente independentes. O conjunto de todos os pontos
v=2z10a1 + -+ Znay, onde z; € Z,

chama-se um reticulado em R" com base ;. .. ., a,, ou seja, um reticulado A em R™ é o conjunto

A:[aL...,am]:{szaj:szZ},
=1

em que os vetores aq, ..., a,, sao linearmente independentes sobre R e, portanto, m < n.

Denotaremos por
B={a...,an}

a base do reticulado A em R", e por Az a matriz m X n, cuja i-éssima linha é o vetor a;, que
serd chamada matrixz geradora do reticulado A.
Seja A = [ay, ..., a,) um reticulado em R" gerado por n vetores linearmente independentes
aip, ...,a, sobre R. Se
a; = (rit, ..., rin) € Ag = (a;,1 <i <n),

entao os elementos do reticulado A consistem de todos os vetores zAg, onde z € Z".
Sejam {by,...,b,} e {a1,...,a,} bases quaisquer sobre Z de A C R". Entao existem tinicos
v;; € 7 tais que

bj = Zvijai, 1 Sj S n.

=1
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De modo andlogo, existem unicos u;; € Z tais que

n
a; = Zuijbia I1<j<n.
=1

Logo,
a; = Zuwbz = Z (uij kaiak> = < Uz‘j“ki) ag.
i=1 i=1 k=1 k=1 \i=1
Assim,
- 1 se j=k

Zuijvki = 0 L

— se j #£k.
Se M = (u;;) é a matriz de mudanca da base {by,...,b,} sobre Z para a base {ay, ..., a,} sobre
Z e N = (v;;) é a matriz de mudanca da base {as,...,a,} sobre Z para a base {b,...,b,}

sobre Z, entao
MN =1,

com I,, a matriz identidade. Logo,

det(M) det(N) = det(MN) = 1.

Portanto,
det(M) = det(N)= £ 1.

Conclusao. Qualquer base {by,...,b,} sobre Z de A pode ser obtida a partir de uma dada
base {b1,...,b,} sobre Z de A, com

n
bj = Zuijaia 1<j<n,
i=1
onde u;; € Z e det(N) = £1.
O determinante do reticulado A é o valor absoluto do determinante da matriz geradora Ag,
isto é,

det(A) = |det(Ag)]| .

Note, do exposto acima, que det(A) é independente da base sobre Z escolhida para A.
Sejam A um reticulado em R"™, I' um sub-reticulado de A, {as,...,a,} uma base sobre Z

de A e {by,...,b,} uma base sobre Z de I'. Como b; € A, existem unicos v;; € Z tais que

bj = Zvijai, 1 S] S n.

i=1
Se N = (v;;), entao
d = |det(N)|
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é chamado de indice de I' em A. Note que d depende somente de A e I', nao das bases sobre Z

escolhidas para A e I'. Pela Regra de Cramer, obtemos
da; = Zuijbia l<j<n,
i=1

onde u;; € Z. Assim,
dA CT CA,

em que dA = {da : a € A} é um reticulado em R". Portanto, {day,...,da,} é uma base sobre

Z de dA.

Proposigao 3.1 Os elementos de um reticulado A formam um subgrupo aditivo discreto de
R™.

Exemplo 3.2 Qualquer reticulado em R é da forma Zca, para algum o € R*. Pode ser provado,

por inducao sobre n, que qualquer reticulado em R™ é da forma

A:[al,...,am]:{szaj:szZ},
j=1

em que o0s vetores ay, ..., a, sao linearmente independentes sobre R. com efeito, se A # {0},
entao A% # {0}, pois sev € A e v # 0, entdo —v € A. Neste caso, v > 0 ou —v > 0. Seja

Afirmagao. a € Ay e A = Zau.
De fato, se a ¢ A, entao
Q@
< —.
a <o+ 5

Assim, por defini¢ao, existem a,b € A, tais que
o' a
a<a<b<a+§:>b—a<§<a.

Logo, b —a € A, com b —a < «, que é uma contradicao. Como qualquer z € A pode ser
escrito sob a forma

r=qa+r onde geZ e 0<r<a,

temos, pela escolha de «a, que r = 0, pois r = x — gqa € A. Portanto, x € Zu, isto é, A = Zao.l

3.2 Reticulado em Z"

Consideremos o reticulado Z"™ em R", com a base canonica {ey, ..., e,} e sua ordem natural,
ou seja,

v=(v1,...,0) Sw=(wy,...,w,) S v; <w;, Vi=1...,n
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Tome A um sub-reticulado de Z" e 5 = {ay,...,a,} uma base de A. Diremos que  é uma
base positiva de A se
a; >0,V 1=1,...,m,

isto é
a; = (,...,045,) >0& a;; >0, para algum j e o;; > 0, para os demias.
Diremos que A é um reticulado completo se ele contiver uma R-base de R™, ou seja, se
m=n

Todos os resultados que serao apresentados a partir de agora tratam de reticulados em
Z™, ou seja os elementos da base possui todas as entradas pertencentes a Z. Iniciaremos com
um resultado, que embora bastante conhecido achamos necessario a sua abordagem, por uma

questao de completude.
Lema 3.3 Seja A um reticulado completo em Z". Entao existe uma base 3 de A tal que:

1. B é uma base positivo.
2. Ag = (x;;) é um matriz triangular inferior.
3. 0< oy <xj;, sel < j<i<n.

Prova. Vamos usar inducao sobre n. Seja A C Z"™! um reticulado completo e considere

7 Z" — 7™ a projecao sobre as n tltimas coordenadas. Ou seja

T /A — 7"
a=(x1,...,Tp41) — 7(a)=(T2,...,Tpt1)
em que
kerm = {(z1,0,...,0) : xy € Z}
e
Im7 = {(22,...,0041) : (¥1,20,...,2Tpy1) € Z"™ para algum x, € Z}.
Assim

A =Im7(A) ={(22,...,Zn41) € Z" : (x1,29,...,2p41) € A para algum x; € Z}

A =Ankerm ={(z1,0,...,0): (21,0,...,0) € A e x; € Z}

sao sub-reticulados de Z" e Z"™, com A, isomorfo a Z. Como A ¢ completo, existe d = d (A) > 0

tal que {de;,des, ..., de, 1} ¢ uma base para dZ"™ C A C Z""'. Em particular,
{r(des), ... ,m(dens1)} e {m(der)}
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sao bases para Ag e A, respectivamente. Assim, existem bases 5y = {8,,..., 8,41} € {a1} tais

que
AO = [ﬁ2> s 7ﬁn+1] S Al = [a'l]>

com Ag, uma matriz triangular inferior. Pela definicao de Ay, existem ay, ..., a,41 € A tais que
B;=m(a;), ,j=2,...,n+1

Portanto, 8 = {a1,as,...,ant1}, onde a; = (211,0,...,0) € A é uma base para A em que Ag ¢é

uma matriz triangular inferior, isto é,

ai T11 0 0 e 0
Ay = ao _ To1 Too 0 e 0
(1 Ln+1)l Ln+1)2 Tn+1)3 0 L(nt1)(n+1)
Agora, provaremos que a base triangular inferior 8 = {as, ..., a,} € positiva. Mudando o sinal

dos a;, se necessdrio, obtemos

Note que o conjunto 3 = {61,...,0,}, em que
91' = t“al + -+ ti(i_l)ai,l + a;, onde tij €Z e Z,J = 1, Lo n.

¢ uma nova base para A ainda traingular. Como podemos escolher os t;; essa base pode ser

positiva de acordo coma nossa escolha. Finalmente, observe que
Oy = tora1 + ag = (ta1211 + o1, 292,0,...,0).
Pelo Algoritmo da Divisao, obtemos

To1 = Qo111 + 121, com 0 < 7o <y,

Portanto,
02 = (ta1 211 + qo111 + 721, T22,0,...,0)
= ((t21 + go1)x11 + 721, %22,0,...,0).
Assim, pondo t3; = —¢o1, temos que
Oy = (r91,%22,0,...,0), com 0 <7y < xq3.
Continuando com esse processo, construiremos a base desejada. |

Observacao 3.4 Uma base que satisfaz as propriedades do Lema 3.3 é chamada de base tri-

angular positiva.
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Definicao 3.5 Diremos que A C Z™ é um reticulado nao proprio se ele possuir uma base [ tal
que Ag € diagonal, ou seja, ele possui uma base cujo os elementos estao sobre os eixos. Caso

contrdrio diremos que A é préprio.

Proposigao 3.6 Seja A C Z™ um reticulado completo, 5 C A uma base positiva e 1 < jy <

n — 1. Suponhamos que:

1. €j0 ¢ A

2. Ag = (x;;) € uma matriz triangular inferior e existem 1 < | < k < n tais que o

mdc (x5, Trjo) = 1.
Entao A é um reticulado proprio.

Prova- Seja = {b1,...,b,} uma base para A. Suponhamos, por absurdo, que A seja um

reticulado nao préprio. Entao existe uma base para A da seguinte forma

B: {ye1,...,ynen}, onde y; € N.

Logo,
n
b; = E vjyie;, 1 <1< mn,
=1
ou seja,
bi = (1, T2, ..., 244,0,...0) = vayrer + - -+ + vye; + Viit1Yit1€i41 + -+ + VinYn€n,

onde v;; € Z. Note que v;; = 0, para todo j > i, pois Ag ¢ uma matriz triangular inferior.

Assim,

zier = (vayr)er, V1 <i<n
Tiges = (Viny2)ea, V 2<i<n

Logo, cada x;; ¢ miltiplo de y;, para todo i, com j < ¢ < n, isto é,
yjl g, ¥V j<i<n,
pois z;; = 0, para ¢ < j. Como det(Ag) = det(A3) temos que
L1122 T = Y1Y2*** Yn-
Sendo x;; = y;t;, para algum t; € N, obtemos

(yata - yj—1tj—1)(@55) Wiratjer - taln) = Y1Y2 - Yn-
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Assim,
by tjawjtivr - th = Yy,
ou seja,
i | yj-
Neste caso, z;; = y;. Portanto,
zjj | wij, ¥ j<i<n.
Como ej, ¢ A temos que y;, # 1, pois se y;, = 1, entdo e;, = y,,ej, € A contradigao. Logo,
Tjojo =Yjo 1 €
Tiojo | Ttjo € Tjojo | Thjos V Jo <1 <n e jo<k<n.

Portanto, mdc(xyj,, zx;,) 7# 1, 0 que é uma contradigao. [

Do desenvolvimento da prova da Proposicao podemos tirar algumas conclusoes: A primeira
é que se A é nao préprio e [ € uma base triangular positiva de A, entdo {xj1€1,...,Tpe, } €

uma base para A cuja a matriz é diagonal. A segunda é que podemos usar o fato de
Zlijjll’ij, V]SZSTL

para de decidir se uma dada matriz triangular inferior corresponde a um reticulado préprio.

()

e A o reticulado associado a A. Se A fosse nao-préprio, entao {6e;,2e2} seria uma base para

Por exemplo, considere a matriz

A e xqy | x12, como 6 1 4 temos que A deve ser préprio.
Teorema 3.7 Seja A sub-reticulado em Z", com n > 2.
1. Se A é nao-proprio, entao é um l-grupo.
2. Se A é proprio, entao ele é sempre filtrado, mas nunca [-grupo.

Prova. (1) Seja A um reticulado em Z", com k elementos na base e k < n. Entao A é gerado

por uma base da seguinte forma

B ={ye,...,yrer}, onde y; € N.

Logo, A é o-isomorfo a Z*, para algum 1 < k <n

(2) Primeiro mostraremos que se A é préprio, entao é filtrante. Para tanto vamos completar
a base de A com vetores da base candnica de modo a obter um reticulado completo A c z".
Observe que pela maneira que construimos a base de A temos que A estd contido nele e con-

sequentemente como A é prério segue que A também serd préprio. Sem perda de generalidade
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podemos supor que A é completo. Portanto, A é préprio e completo. Pelo Lema 3.3 temos que

A possui uma base = {a, ..., a,} triangular positiva. Assim, o conjunto

{Zziai eEN:z € Z+} =A,.

Agora, tomando v € A, obtemos
v=>zaw; onde z; € Z.
E escolhendo r; € Z, tal que
Zi + 15 ZO, v Z:1,2,,I€
Logo,
v=">Yzioyy = > (z + i)y — > ria; € A — Ay
Portanto, A é filtrante.

Finalmente, como A é préprio temos que existe 1 < iy < n tal que

Aj—1 = (O, Ce 0, $(i0,1)(i071), 0, e ,O) < [eio,l]

Ay = (O, . 0, Tio(io—1)s Lig(igs O, ... ,0) ¢ [eio] , com 0 S ‘Tio(iO—l) < x(io—l)(io—l)-

Suponhamos, por absurdo, que A seja [-grupo,
a=1inf zn{aiy_1,a;,} € v=inf r{a;,_1,a}
Entao, pela escolhas de [ e iy, obtemos
a=(0,...0,%3,,),0,...,0), e 0 < a<v < a1, a4

Por definicao

v=1(0,...0,7,0,...,0), com 0 < < < wiy

i0—1) i0(t0—1)
Assim, a = v. Como AN [e;,_,| = [a;,—1] temos que o € [a;,—1] e do fato de 0 < z;,3_,) <
T(i9—1)(io—1) concluimos que v = 0. Portanto a;, € [e;,], 0 que é uma contradigao. Logo A nao é

um [-grupo. |

Teorema 3.8 Seja A um sub-reticulado proprio de Z", com n > 2. Entao A nao um grupo de
divisibilidade.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que A seja um grupo de divisibilidade e § = {ay,...,a,}

uma base triangular positiva para A. Entao existe um corpo K e uma semivalorizagao v :
K* — A. Se definirmos

vi=mouv, V1<i<n,

em que 7; é a projecao sobre a i-esima coordenada, entao pela Proposigao 2.9, cada v; é uma

valorizacao.
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Afirmacgao. As v; sao independentes dois a dois.

De fato, caso contrario, existem 1 < < j <ner € Q" tal que
v; () =rv; (z), ¥V 2 € K,
ou seja,
mi(a) =rmj(a), ¥ a €A

Em particular,

mi(ar) = rmi(ag) com =1,...,n.

Logo

Tii = Wi(ai) = Tﬂj(ai) =rx;;=1-0=0.

pois z;; = 0, para todos j > 7. Assim det(Ag) = 0, que é uma contradicao.

Consideremos a fungao

p: AN — mA)x---xm(A)=H

o (m(),...,m(c))

Entao, pelo Teorema da Aproximagao, dado
u=(by,...,b,) €m(A) x - xm,(A) =H,

existe z € K* tal que
Uz(ZL’) :bi, V1= 1,...,71.

Portanto,

(b1,...,bp) =u
Logo, ¢ é um isomorfismos. Note que
¢ (Ay) = Hy,
Assim, ¢ é um o-isomorfismos e A é um [- grupo, o que é uma contradicao. |

Diante do que apresentamos nos Teoremas 3.7 e 3.8 juntamente com o importante Teorema
de Krull-Jaffard- Ohm obtemos a generalizacao motivadora do nosso trabalho que serd enuncida
no seguinte coroldrio.

Coroldrio 3.9 Seja A um reticulado de Z" com n > 2. Entdo A é um grupo de divisibilidade

se, somente se, A é um [-grupo.
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Exemplo 3.10 Sejam n € N, comn > 2 e p € N um primo firado. Definimos

n

e = Zei com Ay, ={veZ":(v]|e) =0 (modp)},

i=1

em que (- | -) é o produto interno Entdo A, é um reticulado préprio. Portanto, A,, ndo é um

grupo de divibilidade.

Solucao. Vamos primeira provar que A,, tem uma base triangular positiva 3 da seguinte forma

p 00 -+ 0
p—1 10 --- 0
Ag=|p=101 - 0
p—1 0 0 --- 1
Sejam = {a1,...,a,}, em que «; sdo as linhas de Ag e

v = inei € Ay,
i=1
Entao
n n
v — inei = (:Cl —(p—-1) sz> ey.
=2 i=2
Como .
x1—(p— 1)2901 =0 (modp)
=2
temos que existe y; € Z tal que

n n
v — E Tie; = Y101 = UV = Y141 + E €;€;.

=2 =2

Portanto, 3 é uma base triangular positiva para A,,. Consequentemente, pela Proposicao 3.6,
Ay, € um reticulado préprio e pelo Teorema 3.8 A, nao ¢ grupo de divisibilidade. ]

Observagao 3.11 Note que em momento algum fazemos uso do fato de p ser primo, portanto
podemos considerar A,,,, com m ndao necessariamente primo e por meio do mesmo raciocinio
concluirmos que A,,, é ainda proprio. Além disso, um problema interessante é: a partir do

Teorema 3.8 classificar os reticulados de Z", com n > 2, que sao [-grupos.

38



Referéncias Bibliograficas

[1] Bastos, G.G., "A new class of ordered abelian groups which are not groups of divisibility”,
C.R. Acad. Sci. Paris, 306, pp. 17-20, 1988.

[2] Bastos, G.G., “Tépicos de Algebra Abstrata”, Ed. Livro Técnico. Fortaleza, 2003.
[3] Cassels, J.W.S., An Introduction to the Geometry of Numbers, Springer-Verlag, 1971.
[4] , R., Multiplicative Ideal Theory, Marcel Dekker, Inc., New York, 1972.

[5] Jaffard, P., “Un exemple concernant les groups de divisibilité¢”, C.R. Acad. Sci. Paris, 243,
pp. 1264-1266, 1956.

(6] Jaffard, P., Les systéemes d’idéaux, Dunod, Paris, 1960.

[7] Larsen, M. D. and McCarthy, P. J., Multiplicative Theory of Ideals, Academic Press, New
York, 1971.

[8] Ohm, J., “Semi-valuation and groups of divisibility”, Can. J. Math., 21, pp. 576-591, 1969.
[9] Ribenboim, P., Théorie des groupes ordonnés, Bahia Blanca, 1957.

[10] Ribenboim, P.; Le Théoréme d’ approzimation pour les valuations de Krull, Math. Zeit.
68 (1957), 1-18.

[11] Silva, A. A., Bastos, G. G. and Juriaans, S. O. “Lattices and Groups of Divisibility,” JP
Journal of Algebra, Number Theory and Applications. 12 (2008), 1-10.

39



