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Resumo

Neste trabalho estudamos resultados recentes envolvendo o conceito de lineabilidade
e espacabilidade e a teoria nao-linear de aplicacoes absolutamente somantes.

Palavras chave: lineabilidade, polinomios, aplicacoes absolutamente somantes.



Abstract

In this work we investigate recent results involving lineability and spaceability and
the nonlinear theory of absolutely summing mappings.

Key-Words: lineability, polynomials, absolutely summing mappings.
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Introducao

Anélise Funcional, enquanto ramo da matematica surgiu nas primeiras décadas
do século XX, inspirada principalmente pelo estudo das equagoes integrais. Desde
entao, é inegavel o papel desempenhado pela Anélise Funcional na matematica moderna
bem como a quantidade e diversidade de conhecimentos que fazem parte de sua atual
estrutura.

A teoria dos operadores absolutamente somantes surgiu por volta da década de 1950
através das idéias semeadas por A. Grothendieck em seu conhecido Resumé. Mas foi
s6 na década seguinte, através das contribuigoes de Joram Lindenstrauss, Aleksander
Pelczynski e A. Pietsch que as idéias de A. Grothendieck foram lapidadas e tornadas
mais acessiveis, o que proporcionou uma maior consolidacao da teoria.

A partir da década de 1980, A. Pietsch e M. C. Matos sugerem abordagens nao
lineares a teoria dos operadores absolutamente somantes e, desde entao, muitos autores
tem se dedicado a essa linha de pesquisa.

O conceito de lineabilidade, teve seu surgimento nos trabalhos de Gurariy e Aron
e verificamos no presente trabalho o estreitamento entre essa teoria e a teoria dos
operadores absolutamente somantes, baseado, principalmente, no artigo Lineability of
summing sets of homogeneous polynomials de G. Botelho, M. C. Matos e D. Pellegrino.
Apés definirmos o conjunto (p; ¢)-somante de polinomios homogéneos, sdo respondidas
algumas questoes como, por exemplo, em que condig¢oes o conjunto somante de um
polinomio homogéneo é nao-vazio e, no caso de ser nao-vazio, quando ele contém um
subespagco nao trivial, quando este subespaco possui dimensao infinita e, quando além
de dimensao infinita, este subespaco é fechado.
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Estrutura dos Toépicos Apresentados

O trabalho ¢ divido em dois capitulos e um apéndice.

No primeiro capitulo, dissertamos um pouco sobre a teoria linear dos operadores
absolutamente somantes, definindo o que sao e expondo alguns resultados classicos
desta teoria. Neste capitulo, abordamos também a teoria nao-linear, evidenciando o
conceito de operador r-regular e sua relacao com a teoria dos operadores absolutamente
somantes. Sao entao desenvolvidas idéias de M.C. Matos.

O segundo capitulo trata do conceito de lineabilidade e sua relagao com os polinémios
m-homogéneos, estudando zeros de polinomios e o conceito de conjuntos somantes.
Com o intuito de tornar o texto o mais auto-suficiente possivel, primeiramente, serao
expostos alguns resultados da teoria multilinear e polinomial que nos serao tteis ao
desenvolvimento do assunto. Posteriormente, nos deteremos ao conceito de lineabilidade
e exporemos alguns resultados que caracterizam os conjuntos somantes de polinémios
homogéneos.

O apéndice traz uma discussao acerca da diferencial em espagos de Banach. Fez-se
isso necessario, devido a ampla utilizacao desse conceito tanto em exemplos quanto em
resultados referentes a teoria de lineabilidade.
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Notacao e Terminologia

A seguir fazemos uma lista de notacoes e terminologias utilizadas no decorrer do
texto e damos os seus significados:

e Asletras maitsculas E, F' e X representarao sempre espacos de Banach genéricos;
e O simbolo K representara o corpo R dos reais ou o corpo C dos complexos;
e A letra P indicara sempre um polinomio m-homogéneo entre espacos de Banach;

e O simbolo P representara a aplicacao multilinear simétrica associada ao polinomio
m-homogéneo P;

e As notacoes B (a;0), e B (a;0)y significardo, respectivamente, a bola aberta e
fechada de centro em a e raio § contida no espago E. Quando nao houver perigo
de confusdo, omitiremos o espago e utilizaremos a notacado Bs (a) ¢ Bs(a) para
significar, respectivamente as bolas aberta e fechada centradas em a e de raio d;

oo
. s . 7 s A~ . oo
e Diremos que a série )z, é somavel sempre que a sequéncia (S,) ., das somas
i=1
parciais da série for convergente;

e As expressoes sup e inf significarao supremo e infimo, respectivamente.

As demais notagoes e terminologias presentes no trabalho terao sua significacao
expressa no decorrer do mesmo.



Capitulo 1

Aplicacoes Absolutamente
Somantes

E bem sabido que uma série numérica é absolutamente somavel se, e somente se, é
incondicionalmente somével. E sabido também que o resultado equivalente para séries
de elementos de um espaco de Banach de dimensao infinita nao é valido. Por algum
tempo conjecturou-se que, em todo espaco de Banach de dimensao infinita, deveria
existir uma série que fosse incondicionalmente somavel, mas nao fosse absolutamente
somavel. Em 1950, A. Dvoretzky e C. A. Rogers provaram esta conjectura:

Teorema 1.0.1 (Teorema de Dvoretzky-Rogers) Seja E um espa¢o de Banach
de dimensao infinita. Entdo, para qualquer escolha de (\,).—, em (s, existe uma
sequéncia incondicionalmente somdvel (x,)., em E, com ||z,| = |\,| para todo
n € N. Em particular, se escolhermos (X\,),—, em ly — {1, obtemos uma sequéncia
incondicionalmente somdvel que nao é absolutamente somduvel.

Em 1956, A. Grothendieck deu uma prova diferente daquela concebida por
Dvoretzky-Rogers e introduziu o conceito de operador linear absolutamente somante.
Um operador linear T" definido sobre um espaco de Banach E com valores em outro
espaco de Banach F é absolutamente somante se (7' (x]));’il é absolutamente
somavel em F' sempre que (asj);”:l ¢ incondicionalmente somével em F.

Neste mesmo artigo, A. Grothendieck provou um teorema, habilmente reformulado
por J. Lindenstrauss e A. Pelczynski em 1968, mostrando que todo operador linear
continuo de ¢; em {5 é absolutamente somante. Os operadores absolutamente (p;q)-
somantes com p,q € |0,+oo[, foram desenvolvidos em meados dos anos 1960 por
A. Pietsch, B. S. Mitjagin e A. Pelczynski. Antes de recordarmos este conceito,
introduziremos alguma notacao.

Neste trabalho F e F' indicam espagos de Banach sobre K e A é um subconjunto
nao vazio de E.



1.1. SEQUENCIAS INCONDICIONALMENTE SOMA VEIS

1.1 Sequéncias Incondicionalmente Somaveis

Defini¢ao 1.1.1 Uma sequéncia (x,) em um espag¢o vetorial normado E ¢é dita
incondicionalmente somaduvel se

(o]
> To(n)
n=1
converge, qualquer que seja a bijecao o: N — N. Neste caso, dizemos ainda que
o0
> Ty
n=1
¢ incondicionalmente convergente.

Teorema 1.1.2 Para uma sequéncia (x,).—, num espaco de Banach X, sdo

n=1
equivalentes:

. %) . N . .. L
(1) (zn),—; € wma sequéncia incondicionalmente somdvel;

(17) Para cada € > 0, existe um n. € N tal que, quando M é um subconjunto finito de

el

neM

N com min M > n., temos <eg;

(iit) (zn),—, € subsérie somdvel, isto é, para qualquer sequéncia estritamente crescente
oo

(kn),—, de inteiros positivos, Y xy, converge,
n=1

(iv) (x,),—, € sinal somdvel, ou seja, para qualquer escolha de €, € {—1,1} temos que

o0
> ent, converge.
n=1

Demonstracao: (i) = (i7) : Suponha que (i7) seja falso. Neste caso, existe § > 0 tal
que, para todo n € N existe um subconjunto finito M,, C N, com

> 9.

> Tk

keMnp

minM, >n e

Deste modo, podemos construir uma sequéncia (M,,) de subconjuntos finitos de N tal
que, para todo n € N,

> 9.

> Tk

keMy

max M,, < min M, e

Dado n € N, defina A,, C N como sendo

A, ={k eN; k € [min M,,, min M,, + |M,]|)},



1.1. SEQUENCIAS INCONDICIONALMENTE SOMA VEIS

onde, aqui, |M,| representa a quantidade de elementos de M,,. Note que |A,| = |M,| e
que

N M, = 0

neN
e, portanto,

N A, =0.

neN

Considere agora 0: N — N uma permutagao de modo que o (4,) = M,. Mostraremos
agora que a sequéncia das somas parciais de (:co(k))f:l nao é de Cauchy. Com efeito,
suponhamos que fosse. Assim, para o 0 acima, existiria ns € N tal que

T

> Toli) — ;%m

=1

r,s>ns = < 9.

Escolha agora n suficientemente grande de modo que min M,, > ngs e faca entao
r =min M, + |M,| e s = min M,, — 1. Assim, r,s > ns e

min My, +|My| min M, —1
X Tol) = D To(h)

i=1 =1

;%(n - ;%m

min My, +|My|

= > To()
i=min M,

= Zxk

keMy

>0,

, « o~ N . o« . [o.¢] ~ ,
o que ¢ uma contradi¢cao. Logo, a sequéncia das somas parciais de (xg(n))n_l nao ¢é de
Cauchy e (z,),-, nao é, portanto, incondicionalmente somavel.
(77) = (i) : Seja o uma permutacao dos naturais e consideremos a sequéncia (S,)

das somas parciais de (asg(n)). Fixe € > 0 e escolha n. de modo que

an

neM

<e€

sempre que M C N é finito e min M > n.. Nestas condi¢oes, podemos tomar m. € N
suficientemente grande de modo que {1,...,n.} C {0 (1),...,0(m.)}. Sejam p,q € N
tais que q,p > m.. Faca
Vo={c(1),....,0(q)} —{1,...,n}
Vo={c(1),...,0(p)}—A{1,...,n.}.

Assim,

q Ne
Sq = ;xa(i) = z Ty = Z_:ll’n + Z Ty

ne{o(1),...,0(q)} neVy

p Ne
Sy = ;xg(i) = > Tp =Y Tp+ D Ty

nef{o(1),...,a(p)} n=1 nevy
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Logo, sempre que q,p > m., temos

HE% _'S%H = E: Ln — E: Tn

neVy nevp
<\ X @] || D0 wa|| < 2e
neVy nevp

e, portanto, (S,) é de Cauchy e, por conseguinte, convergente.

> Tn

neM
subconjunto finito M C N tal que min M > m,.. Agora, se (k,) ¢ uma sequéncia

crescente de nimeros naturais, entao k, > n, para todo n. Assim, se ¢ > p > m., entao

(i) = (iii) : Fixe ¢ > 0 e escolha m. de modo que < ¢ para todo

= Z Ty,

ne{kp,....kq}

<e,

q
Z Tky
n=p

pois
min {k,, ...,k } =k, > p > me,
o que nos diz que a sequéncia das somas parciais de (xy,) é de Cauchy e, portanto,
convergente.
(1) = (iv) : Sejam ST e S~ dois subconjuntos disjuntos de N tais que N =StU S~
e seja (g,) uma sequéncia tal que

. 1, seneS*
"l =1, seneS”

Entao, por hipdtese, as séries > z, e > x, sdo convergentes. Fixe ¢ > 0. Note
nesS+ nes—
que, se p e ¢ sao nimeros naturais, com p < ¢, fazendo M = {n € ST;p<n<gq}e

M~ ={ne S7; p<n<q}, entao

q
YEnTn = Y. Exlpn+ Y. Exln= Y, Tn— D, Tnp.
n=p

neM+ neM— neM+ neM—

Das convergéncias de > z, e > x, segue, para p suficientemente grande, que

nesS+ nes—
€
Yo Tl || 2 || < B
neM+ neM—
Assim, para este p, temos
a
Senma|| <l DD m||H | DD mall <e
n=p neM+ neM—
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e (x,) é sinal soméavel.
(iv) = (ii) : Suponha que (77) falha. Deste modo, existem um 6 > 0 e uma sequéncia
(M},) de subconjuntos finitos de N tais que

max My < min M., e > 0.

> Ty

ne My

Tome
1, sene UM

5":{ —1, sen ¢ |JM,

n

Considere agora a sequéncia S, = > (1 +¢;) x; e seja m um natural qualquer. Tome
i=1

entao k suficientemente grande de modo que min My > m. Assim,

max My,
Yoo (T4 =2 D0 x| > 260
n=min M}, neMy,

0 que nos permite concluir que uma das séries

Yox, ou Y e,

nao é de Cauchy, pois se ambas fossem de Cauchy, existiria m € N de modo que, se
k > m, entao

max My max My,
Yooompl| <o e DYoozl <9
n=min M}, n=min M
0 que nos daria
max My,
> (t+en) | =2 2 an
n=min M}, neMy,
max My max My
< Yoooxal| | D Enmn|| <20

n=min M}, n=min M},

configurando, portanto, uma contradi¢ao. Isto nos permite concluir que (x,,) ndo é sinal
somavel. ]

O préximo resultado mostra que sequéncias incondicionalmente soméaveis, além de
convergirem independentemente da ordem em que sao somadas, sempre convergem para
o mesmo limite.

Corolario 1.1.3 Se (x,).~, € uma sequéncia incondicionalmente somdvel em um

espaco de Banach X, entao
D_Tn =D Totw;
n=1 n=1

para toda permutacao o : N — N.



1.2. TEORIA LINEAR

Demonstragao: Usando o teorema anterior, sabemos que dado € > 0, existe n. € N

tal que, quando M C N é finito, com min M > n., entao

>

neM

< E.

Agora, escolhemos L suficientemente grande, de tal sorte que

{1,..on}Cc{o(1),...,0(L)}.

Assim, se N > L, escolhendo

My ={1,..,N}—{o(1),...0(N)}

My={o(1),...0 (N)} —{1,..,N},

temos

N N
D_tn = D o = |[ D= D e
n=1 n=1

neMy neMs
< E Tnll + 5 Tnll < 2e,
neMy neMs

pois min My, min My > n.. Como

N N N N
an = (Zmn - Zl‘a(n)> + Zxa(n)y
n=1 n=1 n=1 n=1

fazendo N tender a infinito, obtemos

le‘n = leg(n).

Observacao 1.1.4 Se usarmos que este resultado jd € conhecido para o caso escalar,
usando Hahn-Banach hd uma demonstragao mais simples do resultado acima (para

detalhes, veja [51]).

1.2 Teoria Linear

Definicao 1.2.1 Se 0 < p < 1, uma p-norma em um espaco vetorial E € uma funcdo

II-]| - E — [0, +00) satisfazendo:



1.2. TEORIA LINEAR

(7) ||z|]| >0, para todo x € E e ||z|| =0 se, e somente se v = 0;
(i7) || Az|| = |A|||z]| para todo x € E e para todo \ € K;
(@t) [lz +ylI” < [l + [yl

Se E estd munido de uma p-norma, dizemos que E € um espaco vetorial p-
normado.

de elementos de E ¢ dita
>~ €4, (E), quando

n=1

Definigao 1.2.2 Se p € ]0,+0c0[, a sequéncia (x,). .

n=1
absolutamente p-somdvel (ou p-somduvel), e escrevemos ()

1
oo P
Il = (Sl ) <o )
Defini¢ao 1.2.3 Uma sequéncia (z,),_, de elementos de E € fracamente p-
somduvel, e escrevemos (x,),_, € £ (E), quando (¢ (zn)),—, € £, (K) = £, para cada
© no dual topolégico E' de E.

Se (vp),—; € £y (E) e p > 1, uma aplicagao do Teorema de Banach-Steinhaus (ou
do Teorema do Gréfico Fechado) mostra que

@)l = s (S le@r) <.

lell<1 \n=

Definigcao 1.2.4 Uma sequéncia fracamente p-somdvel (x,).-, de elementos de E

¢ dita incondicionalmente p-somdvel, ¢ escrevemos (x,),, € {y(E), se

> =0.

lim,, o0 H (25),2,,
w,p

Observamos que ||-Hw’q define uma norma se ¢ > 1, ou uma ¢g-norma, se 0 < ¢ < 1,
sobre £y () e (g (E). Por outro lado, ||-[|, define uma norma se p > 1, ou uma p-norma,
se 0 < p < 1, sobre ¢, (F). Em qualquer um dos casos, obtemos um espaco vetorial
topoldgico completo metrizavel.

Com o propésito de justificar a terminologia usada para o espago £, (£), como
o0

veremos a seguir, no caso p = 1, esta definicdo é equivalente a requerer que ) ()
n=1
seja convergente em E para qualquer bijecao m: N — N.

Lema 1.2.5 Se (\,);—, ¢ uma sequéncia de escalares tal que

>

neM

<1

para todo conjunto finito M C N, entao

imny < 4.
n=1



1.2. TEORIA LINEAR

Demonstragao: Para todo k € N, considere

Mg, ={ne{1,....k};Re()\,) > 0},
Mg, ={ne{l,...,k};Re(\,) <0},
M, ={ne{l,....k}Im(\,) > 0},
My, ={ne{l,....k};Im(\,) <0}.

Entao, temos

Z\)\ |<Z|Re \+Z\Im
Z Re (A Z (—Re(\)+ Y Im(A)+ Y (=Im(A,)).

neMy, neMpg, neM; neMy

Im

Como, por hipdtese,

ZAn <1

neM
para qualquer M finito, se escolhermos M = Mg, Mg, M;" e My, obteremos
> Re(A)|=[Re| > M\ Yool <1
neMy, neMs, neAy,
> (—Re (An))‘ = 'Re > )\n> <1 > <1,
neEMg, neEMpg, neEMpg,
> Im(\)| = m(Z)\>< >
neM;t neM;t neM;t
Yo (=Im(\))| = Im( > )\n> <! > A<
neM neM neM

e, dai segue que
o0

>l <4

n=1

Proposicao 1.2.6 Em um espaco de Banach X uma sequéncia (x])] , €
incondicionalmente somdvel se, e somente se, (xj);il ey (X).

Demonstragao: Suponha que (xj) _, seja incondicionalmente somavel em X. Entao,
pelo Teorema 1.1.2-(i7), dado € > 0, existe n. € N tal que

2

JjeEM

< g para todo conjunto finito M C {n.,n. +1,...} .




1.2. TEORIA LINEAR

Portanto, para todo M C {n.,n. +1,...} finito e ¢ € By, temos

ng ;) Z\I’ ;) Z:{:j

JEM JEM JEM

< sup
EBX/

<,

onde na ultima igualdade foi usado o Teorema de Hahn-Banach.
Pelo Lema 1.2.5 segue que
Dl ()] < 4e,

Jj=ne

e consequentemente

N e

= sup Z\gp (z;)] < 4e.

’UJ,I EBX’] =n.

Portanto (z;)72, € {1 (X).
Suponhamos agora que (x]-);il € (1 (X), isto é, dado € > 0, existe n. € N tal que

= sup Z]gp zj)| <e.

’LU,]. gOeBx/ -_

Entao para todo conjunto finito M C {n.,n. + 1, ...} , usando novamente o Teorema de
Hahn-Banach, temos

D =

JEM

D ¢(@)

JEM

< sup Z|g0 (z;)] < sup Z|gp (z;)] <e.

peB X,jEM peB X"

= sup
pEB/

Pelo Teorema 1.1.2-(i7) segue que (IE])JO.; é incondicionalmente somavel. [

1
Defini¢ao 1.2.7 Se p,q € 10,400, com p > q, uma aplicacao linear T' de E em F é
absolutamente (p; q)-somante, sc (T (z,)),~, € €, (F) para cada (z,),", € (i (E).
Se p = q dizemos que T €é absolutamente p-somante (absolutamente somante no
caso p=1).

Observacao 1.2.8 O caso p < q nao é considerado pois, nessa siluagao, o unico
operador linear continuo absolutamente somante seria o operador identicamente nulo.

A teoria de tais operadores teve grande desenvolvimento depois dos resultados
iniciais de Pietsch, Mitjagin e Pelczynski. Além do Teorema de Dvoretzky-Rogers,
enunciado na introdugao, merecem destaque algumas contribui¢oes de Grothendieck,
Pietsch e Lindenstrauss-Pelczynski:
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Teorema 1.2.9 (Desigualdade de Grothendieck) FEziste uma constante positiva
K¢ tal que, para todo espago de Hilbert H, todo n € N, toda matriz (a;;) e quaisquer

nxn
Ty oy Ty Y1, - - - Yn na bola unitdria de H, vale a sequinte desigualdade:
>oaij (i, y5) | < Kg SUP{ doaisiti|s |sil, [t < 1} : (1.2)
Z7‘7 Z7‘7

onde (-,-) denota o produto interno.

Teorema 1.2.10 (Teorema de Grothendieck) Todo operador linear continuo
u: £1 — ¥y € absolutamente somante.

As demonstragoes dos dois teoremas acima podem ser encontradas em [23].

Definicao 1.2.11 Seja E um espaco de Banach. Uma sequéncia (xj);il de elementos
de E € dita uma base de Schauder de E se todo x € E puder ser representado de

maneira unica como
oo

T =) ajz;, (1.3)
j=1
onde a; € K, para todo j. A base de Schauder serd dita incondicional se a convergéncia
em (1.4) for incondicional.

O resultado de Lindenstrauss e Pelczynski ¢ uma espécie de reciproca do Teorema
de Grothendieck, com a hipdtese adicional da existéncia de uma base de Schauder
incondicional no dominio.

Teorema 1.2.12 (Lindenstrauss-Pelczynski) Se E tem base de Schauder
incondicional, dim F =dim F' = o0 e

Los1 (E;F)=L(E;F),

onde L1 (E;F) € o conjunto das transformagoes linerares continuas definidas de E
em F' que sdo absolutamente 1-somantes, entdo E € isomorfo a {1 e F' € isomorfo a um
espaco de Hilbert.

Teorema 1.2.13 (Teorema da Dominagao de Pietsch) Sejam 1 < p < oo e
u : E — F um operador linear continuo. FEntdo u € absolutamente p-somante se,
e somente se, existem uma constante C' > 0 e uma medida de probabilidade p nos
borelianos de Bg«, com a topologia fraca estrela, tais que

RSl

lu@)] < C / (@) dpu(p) (1.4)

E

para cada x € E.

10
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1.3 Teoria Nao-Linear

A teoria nao linear comeca com Pietsch em 1983, através de aplicagoes multilineares
a valores escalares e polinomios definidos sobre espacos de Banach. Em 1996, M.
C. Matos iniciou a investigacao no contexto de aplicacoes holomorfas entre espacos
de Banach e, em 1997, M. C. Matos anunciou novos resultados acerca de aplicacoes
absolutamente p-somantes, nao necessariamente holomorfas ou analiticas, entre espacos
de Banach. Atualmente, a teoria nao linear avancou em diferentes direcoes e tem aberto
linhas de pesquisa bastante promissoras (mencionamos, por exemplo, [3], [6], [7], [8],
(9], [13], [14], [16], [18], [19], [22], [24], [26], [31], [32], [33], [35], [30], [40], [42], [43], [44],
[45], [46], [50]). Além disso, recentemente, aplicagoes da teoria nao linear aparecereram
nos artigos [20], [21] e [47].

Os resultados e definigoes dessa se¢ao sao devidos a M.C. Matos e aparecem em [34].

1.3.1 Aplicacoes Regularmente Somantes

Nesta secao E e F' indicam espacos de Banach sobre K e A é um subconjunto aberto
nao vazio de F.

Defini¢ao 1.3.1 Sejam p,q € ]0,400]. Uma aplicagao f definida de A em F €
denominada regularmente (p;q)-somante no ponto a € A se, para cada sequéncia
(a:j);.”;l €l,(E), coma+x; € A para todo j € N, seque que

(f (a+z;) = f(a));Z, € 6 (F).

Se f € reqularmente (p;q)-somante em cada ponto a € A, dizemos que f €
regularmente (p;q)-somante sobre A. No caso em que p = q, dizemos que [ €
reqularmente p-somante sobre A e, quando p = q = 1, dizemos que f € reqularmente
somante sobre A.

Definicao 1.3.2 Sejar € R, comr > 0. Uma aplicacao f de A em F € dita r-regular
no ponto a € A, se existem M >0 e d > 0 tais que a bola fechada de centro a e raio
d, Bs(a), estd contida em A e

If (a+z) = f(a)l" < M=,

para todo v € Bs (0). Dizemos que f ¢ r-regular sobre A se f ¢ r-reqular em todo
ponto de A. No caso r =1, dizemos apenas que f € reqular sobre A.

Proposicao 1.3.3 Se uma aplicacao f de A em F € r-reqular no ponto a € A, entdo
f € reqularmente (p; q)-somante em a, com p = qr para qualquer q > 0.

Demonstragao: Uma vez que f é r-regular no ponto a € A, existem M >0e d >0
tais que By (a) estd contida em A e

1f (a+z) = f(a)]" < M|z

11
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para todo x € Bj; (0). Logo
If (a+z) = f(a)]|™ < M?||*

para todo x € Bs (0). Seja (25)72
existe ng € N tal que, se j > ng entdo z; € B; (0) e assim

| uma sequéncia de £, (E) e, deste modo, como z; — 0,

Ll ata) ~F@I7= S @b a) ~F@I7+ S Ifata) - @]

j=no+1

Si”f(a—i—xj)—f(a)ﬂqr—i—Mq i ;]| < o0

(f (a+z;) = f(a));Z, € 6 (F).
|

Este resultado pode ser usado para dar varios exemplos de aplicagoes regularmente
somantes.

Exemplo 1.3.4 Todo operador linear continuo T: E — F € regular (portanto,
reqularmente p-somante para cada p € |0,4+00]) sobre E, uma vez que

1T (a + ) = T ()| = T ()| < |TI[|z], para todo x € E, (1.5)

onde [T = sup [T (z)|.

[l=]|<1

Exemplo 1.3.5 Todo polinémio n-homogéneo continuo de E em F' é reqular (portanto,
reqularmente p-somante para cada p € |0,+00[) sobre E.

Sejam Ei, ..., E, e F espacos vetoriais normados. Uma aplicacao T: Ey1 X --- X
E, — F ¢ dita n-linear (multilinear) se é linear em cada uma de suas varidveis, isto
é, se dado x = (x1,...,2,) € By X -+ X Ey, a aplica¢ao T (z1, ..., 1, Tig1,- -, %) :

E; — F dada por

T (:Eh sy Li—15 L1y - - - axn) (y) =T (:L‘h sy L1, Yy T 1y - - - axn)
€ linear, para todo 1 =1,...,n.

O espaco de todas as aplicagcoes n-lineares de Ey x --- x E, em I € dado por
L(Ey,...,E.; F). O conjunto de todas as aplica¢oes n-lineares de Ey X --- x E, em F
que sdao continuas constitui um subespacgo vetorial de L (F1, ..., E,; F) e é denotado por
L(Ey,...,E;F). Em L(FEy,...,E,; F) consideraremos a norma do mdzximo ou seja,
se (x1,...,2,) € L(Ey,...,Ey; F), entao ||(z1,...,2,)| = max {||a71||El} Quando
E, = --- = E, = E, escreveremos simplesmente L ("E;F) e £("E;F) no lugar de

L(E,....,E;F)eL(E,...,E;F). Quandon =1 escreveremos L (E; F) e L(E; F) no

12



1.3. TEORIA NAO-LINEAR

lugar de L(*E; F) e L('E; F). Quando F =K, escreveremos apenas L ("E) e L ("E)
no lugar de L ("E;K) e L ("E;K).

Uma aplicagio T € L(E,...,E,; F) € denominada multilinear simétrica se,
dado (x1,...,x,) € Ey X -+ X E,, tem-se que

T(l’l, . ,xn) =T (xo'(l)7 cee 7'/1:0'(71))

para qualquer permutacdo o: {1,...,n} — {1,...,n}. O subespago formado por todas
as multilineares simétricas de Ey X --- X E,, em F serd denotado por Lg (Ey, ..., Ey,; F)
e Ly (Eh,...,Ey F) denotard o subespago formado por todas as multilineares simétricas
de Fy x --- x E, em F que sao continuas. Quando F1 = --- = FE, = E, escreveremos
simplesmente Ly ("E; F) e Ls("E; F). Quando n = 1 escreveremos simplesmente
Ls(E;F) e Ly (E; F) e quando F =K apenas Ly ("E) e L; ("E).

Nos espacos acima, consideraremos a sequinte norma:

IT|| = sup ||T (x1,...,2,)| -
Jlz;lI<1
i=1,...,n

Note que, dado (z1,...,x,) € E", comz; #0, j=1,...,n,

T Tn
(2 )<
1] [ n]|
1sto €,
1
T 1T (@, )| < T
[zl - [n]]
donde extraimos
1T (@1, zn) [ S T ] [wnl]- (1.6)
Observe ainda que a desigualdade (1.6) ainda é vdlida quando x; = 0 para algum

j=1...,n.

Uma aplicacao P: E — I ¢ um polinémio n-homogéneo se existe uma aplicacao
n-linear T: E™ — F, tal que, P(x) = T (x,...,z), para cada x € E. Neste caso
escrevemos P =T. O espaco de todos os polinomios n-homogéneos de E em F serd
denotado por P("E;F). O conjunto de todos os polinémios P € P ("E;F) que sdo
continuos constiui um subespago vetorial, o qual serd denotado por P ("E; F).

Nestes espacos, consideraremos a sequinte norma:

|1Pl| = sup [P ()]

llzll<1
Para um dado polinémio n-homogéneo P: E — F', podemos considerar

. 1
P(xy,...,z,) = —on 'Zﬂsl cenP a1 + -+ epxy), (1.7)

13
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que define uma aplicacio n-linear simétrica de E™ em F, tal que P = P. Podemos ver

que
n

Pla+zx)—P(a)= > (n> Pa" kgt (1.8)
=1 \k
onde Pa" *zk = P (a,...,a,x,...,x), com a se repetindo n—k vezes e x se repetindo k
vezes. A correspondéncia P <— P estabelece um isomorfismo entre o espaco vetorial de
todos 0s polinomios n-homogéneos e o espaco vetorial de todas as aplicagoes n-lineares
simétricas. Além disso, P € continuo se, e somente se, P o é. Neste caso

1PI = sup |1P @) < [P = swp [Pzl < 0PI (19)

]| <1 lljl<1

A desigualdade (1.9) pode ser encontrada com maiores detalhes em [39]. Agora, podemos
escrever

PGt o) = Pl < S (0 IRl el < el (7)) 1Pl (110

para todo x € E tal que ||z|| < 1. Isto mostra que P € reqular em cada ponto a de E.

Quando n = 1, os espagos L (E, F) e P (E,F) coincidem. A férmula em (1.7) é
chamada de Formula de Polarizacao.

Exemplo 1.3.6 Se f: A — F ¢ diferencidvel no sentido de Fréchet em cada ponto de
A, entao [ € regqular (portanto, reqularmente p-somante para cada p € |0, +o0[) sobre
A.

A diferenciabilidade de f em a € A significa que existe uma aplicacdo linear continua
df (a) de E em F tal que, para cada € > 0, podemos encontrar 6 > 0 satisfazendo

I/ (a+ ) — f(a) = df (a) (x)

I
<e. (1.11)
]

O0<|z]|<d,a+zeA=

Temos que
If (a4 ) = f(a)|| = [ldf (a) (@)| < [[f (a+ ) = f(a) = df (a) (z)]| < el
pois se V' é um espaco vetorial normado qualquer, vale
ol = lla =8+ Bl < lla =gl + 18] = lall =181 < lla =2l

para todo o e 5 em V. Dai, considerando 0 tao pequeno quanto necessdrio, temos que
se Bs(a) C A ex € Bs(0), entdo

1f (@ +2) = f(a)ll < [ldf (a) (2)]| + ¢ [l«] (1.12)
= ([ldf (@) +¢) ]l

Isto mostra que [ € reqular em a.
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Exemplo 1.3.7 Se r > 1, a fun¢ao f(z) = xr € r-reqular (portanto, reqularmente
(qr,q)-somante, para cada q € |0,+00[) sobre ]0,400[. De fato, para a > 0, podemos
considerar 0 < p < a, |x| < p e utilizar o Teorema do Valor Médio para escrever

T

,
o |

1 14
;C(ﬂf)

3=

]m+@%—m)

onde ¢ (x) € um ponto no interior do intervalo cujas extremidades sio a + x e a. Uma
vez que

1 1 r—1 1 1 -1
f— T < f— J— T T
v e < a7
podemos escrever
1 1T 1 ",
(a+2)" =@ <|=(@a=p)7| pal,

para todo |x| < p.

1

Exemplo 1.3.8 A funcao f(x) = xsen (—), para x # 0, f(0) =0 € reqular em 0 e
x

nao € diferencidvel neste ponto. Com efeito,

1 1
xsen | — || = |z||sen | — || < |z|,
T T

o que nos dd M =1 e § > 0 qualquer. Agora, notemos que

L f@—fo) <1>

— —— 2 —limsen | —
x—0 X x—0 €T x—0 X

e, uma vez que o limite acima nao existe temos que f nao € diferencidvel em 0.

[f () = f(0)] =

O teorema a seguir serd enunciado em ambientes mais gerais que espacos normados,
pois esse novo contexto serd util adiante; a demonstracao que apresentamos foi
ligeiramente modificada da original em [34].

Teorema 1.3.9 Sejam p,q € |0, +oo[. Entao a aplicagao f de AC E em F, onde E €
um espago vetorial completo s-normado e F' € um espaco vetorial completo r-normado,
¢ reqularmente (p; q)-somante no ponto a de A se, e somente se, f é (p/q)-reqular em
a.

Demonstragao: (<) Ea Proposicao 1.3.3. Note que, embora estejamos num contexto
mais geral, a demonstracao da Proposicao 1.3.3 pode ser repetida.
(=) Suponha que f é regularmente (p; g)-somante no ponto a.

15
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Se
g(@)=flat+z)—f(a),
para
reA—a:={yeEa+yec A},

vemos que 0 € A—a, g(0) =0 e que g é regularmente (p; ¢)-somante em 0. Note ainda
que A —a é aberto em E. Suponha agora que g nao seja (p/q)-regular em 0, isto é, que
dados M >0 e § > 0 de modo que Bs (0) C A — a, existe x € B (0) tal que

lg (04 ) =g (0)|| > M|z, (1.13)

ou seja,
lg (@)I” > M ||=[|". (1.14)
(0) € A — a. Para cada j € N, podemos

1
q

Deste modo, seja 0 < p < 1 tal que B
P

encontrar x; € £ de modo que

p
1" < =5 (1.15)
J
e
lg @)I” > 5 ;|- (1.16)

Observa-se que a sequéncia x;, assim obtida, pertence a ¢, (E) e, consequentemente,
temos que

o0

> |lg (z)|[” < oo (pois g é, por hipétese, regularmente (p; q) -somante).  (1.17)

Jj=1

Assim, de (1.16) e (1.17), segue que

>l < X llg &) < o (118)

Jj=1 Jj=

Seja (k;j)]o.’;l uma sequencia de inteiros positivos tal que
S .
lekj |z;]]¢ < oo. (1.19)
J:

Note que (1.19) acima acarreta no fato de que a sequéncia

(xl,...,l'l,xg,...,.1'2,...),

onde cada x; aparece exatamente jk; vezes, pertence a ¢, (E) e, por conseguinte, implica
que
Zlﬂfj lg (z;)]I” < oo, (1.20)

]=

16
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pois como g é regularmente (p; ¢)-somante, a sequéncia

(g(l‘l)v"'ag(ml)7g(x2)7"'7g(x2)7"')7

onde cada g (x;) aparece jk; vezes, pertence a ¢, (F'). Multiplicando ambos os membros
de (1.16) por jk;, segue, de (1.20), que

Zlfkj ;] < lekj lg (z)]I" < oo (1.21)
Jj= Jj=

o
sempre que »_ jk;||z;]|? < oco. Para cada j natural, tomemos

j=1
kj = [%] ;= sup {m eN;m < ;q} . (1.22)
72 [l 72 [|;]]
Note que, de (1.15) segue que
L 1 > 1 (1.23)
72 N1

e, portanto cada k; estd bem definido e

b= || 2L (120

7% |5

Uma vez que

S | Bl < S (e ) Il = S <00 (9)

=1 L Ml =17 \ 52 | =

devemos entao ter (usando (1.21)),

1
S e Il < oo (1.26)
Mas
! 1< { L } <1 (1.27)
Pl 77k WA o1 5 B Al B '
e, multiplicando por j? ||z,
1—j° x-QS{, ]f’ x;]|? < 1. 1.28
[l Al 5]l (1.28)
De (1.15), temos que
Pl <p= = llal" = —p =1 =5 Jagl" = 1 = p (1.29)

17
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e, assim, de (1.28) e (1.29), temos

1 )
| Pl 2 1 (1.30)

7% Nl |*

Desta forma,

57 | lool” = 5 || 2l

j=1 73 Hflfqu =7 P ij”q
(130) 21 —p > 1
> YL =1-p 3> -=x (1.31)
j=1 J j=1J

e isto contradiz (1.26). Logo g é (p/q)-regular em 0, isto é, existem M > 0 e § > 0 tais
que

lg (@)[l* = [lg 0+ ) — g (0)]|« < M|lz], Vo € Bs (0) (1.32)

e, consequentemente,
If (a+2) = f(a)]s < M|lz||, Yz € Bs (0) (1.33)
e f é, portanto, (p/q)-regular em a. [ |

Como veremos na préxima secao, este resultado tem consequéncias na teoria das
aplicagoes absolutamente (p; ¢)-somantes.

Exemplo 1.3.10 Nao ¢ verdade que uma aplicagao f reqular no ponto a é localmente
Lipschitziana neste ponto. Dizemos que f : A — F € localmente Lipschitziana em
a € A, se existirem M >0 e d > 0 tais que, Bs(a) C A e

If(x)— f )| < M ||lx—vyl| quaisquer que sejam x,y € Bs (a). (1.34)

FacaE = R e suponha f localmente Lipschitiziana em a. Podemos ver que, para todo
r € By (a) fizado, temos

If (x) = f (W)l
[z =y

< M para todo y € B% (x), comy # x. (1.35)

Portanto, se também supusermos que f € diferencidvel em cada x # a, a desigualdade
acima mostra que || f' (z)|| < M, para todo x € By (a), x # a. A funcdo f do Exemplo
1.3.8 € regular em zero, diferencidvel em cada ponto x # 0, mas nao podemos ter
If (z)]] < M para todo x € B, (0), x # 0, ndo importa que valor escolhamos para
r > 0. Portanto, essa funcdo nao € localmente Lipschitziana em 0.

18
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1.3.2 Aplicagcoes Absolutamente Somantes

Nesta secao, E e F' denotam espacos de Banach sobre K e A é um subconjunto
aberto e nao vazio de E.
Comegamos com o conceito de aplicagoes absolutamente (p; ¢)-somantes.

Definigao 1.3.11 Se p,q € ]0, 400, uma aplicagao f de A em F é absolutamente
(p;q)-somante no ponto a € A, se (f(a+uz;)—f(a));2, € 4, (F) sempre que
(zj)32, €y (E) ea+ x5 € A, para cada j € N.

Se f € absolutamente (p;q)-somante em cada ponto a € A, a aplicagio f € dita
absolutamente (p; q)-somante sobre A. Se p = q, a aplicagao é dita absolutamente
p-somante sobre A e, no caso de p =1, dizemos apenas que f € absolutamente somante

sobre A.
Note que, para a € A, o conjunto
A—a:={b—a;be A}
é aberto em E e 0 € A — a. E fécil verificar que, se

fa(x) = [fla+z) = f(a)

para © € A — a, entdo f é absolutamente (p;¢)-somante em a se, e somente se, f, é
absolutamente (p; ¢)-somante em 0. Se f é linear, temos f = f,, para todo a € E.
Neste caso, podemos dizer que f é absolutamente (p;q)-somante sobre E, quando é
absolutamente (p; ¢)-somante em algum ponto de E. Em geral, este resultado nao é
verdadeiro para aplicagoes nao lineares.

Exemplo 1.3.12 Sejam E um espaco de Banach de dimensao infinita e 0 # ¢ € E'.
Consideremos o polinomio continuo 2-homogéneo P de E em E, dado por

para cada x € E. Para (xj)]il € (y(E) ea € FE, eviste M > 0 satisfazendo
la + z;|| < M para cada j € N. Se a € ker (¢), temos
Zl I1P(a+ ;) = P(a)|]’ =

J]=

§u¢m+x»m+x»—¢mmw

]:

= 2 llp () (a+ )l
J:

= 2 o (@)l lla+ 21"
]:

< M?S Jip () < 0.

J=1
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ABSOLUTAMENTE SOMANTES

Isto mostra que P é absolutamente p-somante em cada ponto do nicleo de p. Por outro
lado, se b ¢ ker (), temos, utilizando a notagdo P, (x) = P (b+ x) — P (b), que

Uma vez que P e ¢ (-) b sao absolutamente p-somantes em 0, seque que P, é p-somante
em 0 se, e somente se, idg € absolutamente p-somante em 0. Mas, sendo E de dimensao
infinita, seque, do Teorema de Dvoretzky-Rogers, que idg nao pode ser absolutamente
p-somante em 0. Logo, P nao é absolutamente p-somante em b. Podemos entao dizer
que P nao pode ser absolutamente p-somante em qualquer aberto nao-vazio de E (pois
todo subespago proprio de um espago vetorial tem interior vazio).

Exemplo 1.3.13 Um raciocinio andlogo mostra que a diferencial de Fréchet dP (b)
de P no ponto b ¢ ker (¢) nao pode ser absolutamente p-somante sobre um espago de
Banach E de dimensdo infinita. Com efeito, mostrando que dP (b) = ¢ () b+ ¢ (b) idg,
a Versao Fraca do Teorema de Dvoretzky-Rogers que afirma que se E € um espaco de
Banach e 1 < p < 00, entdo idg € p-somante se, e somente se, I/ tem dimensao finita
(para detalhes ver [5]), garante que se b ¢ ker () entdo dP (b) ndo é absolutamente
p-somante sobre /. Deste modo,

P+v)=P0)—p@b—p®v=¢pb+v)(b+v)—p0)b—9p)b-pb)v
=0 0)b+pd)v+e@b+e)v—p(®)Db
—p b= D)
= ¢ (v)v.
Basta mostrar agora entao que
i 20V g,
loll—o [l
Temos que
T ()<
= — | ov|| < lim vl =0
lvl—o ]| |lv] wiso || |v]| - ”U”%\Iw\l Il

e o resultado esta provado.

1.4 Caracterizacao de Aplicacoes Nao-Lineares
Absolutamente Somantes

Assim como na se¢ao anterior, os resultados desta se¢ao sao baseados em [34].

Definigao 1.4.1 Seja B um subconjunto de um espaco vetorial normado E. A
fronteira do conjunto B, denotada por fr(B), é o conjunto dos pontos v € E tais
que, UNB # 0 e UN (E — B) # 0, simultaneamente, para todo aberto U de E que
contém x.
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Verificamos que, para cada a € A,
Voala) = { (@))%, € €4 (B); a+a; € A, ¥j €N}

¢ um subconjunto aberto de £ (E). Com efeito, devemos mostrar que, dado (.rj)j?il

pertencente a V, 4 (a), existe 6 > 0 tal que B <($]);il ,5>€ - C Va4 (a). Temos que
u(E
q

o (5020 ) - (s - <0

>£};(E)

= q ()2, € G (E); sup ( 1|90(wj—yj)lq> <9
J

pEBE

Seja r > 0 tal que B (0;7), C A —a e seja (;);2, € Vg (a). Entdo, existe jo € N tal
que
z; € B(0;7),, sempre que j > Jjo.

Considerando agora a bola B (O; g) , segue que existe j; > jo € N, tal que,
E

. . r
J >31=>a:j€B(O;§>E.
Uma vez que A — a é aberto e z; € A — a para todo j, para cada 7 = 1,..., jo, existe
p; > 0 tal que
B (zj;pj)p CA—a.

Considerando agora j = jo + 1,...,71, seja d; = d(z;, fr(B(0;r)z)). Note que
d; > 0, para todo j = jo+ 1,..., 1, pois se d; = 0 para algum j € {jo+ 1,..., 51},
entdo z; € f, (B (0;7)y), pois f, (B(0;7)) é um conjunto fechado no espago métrico
E e, deste modo, terfamos z; ¢ B(0;7r)g, o que seria uma contradicdo. Seja

do j0+nllgi?sj1 {d;}. Defina entao
do
Po = —2 .

Assim, para todo j > jo, temos
B (xj,p0)p C B(0;7)p.

Tome agora p = min {po, p1, ..., pj,}. Assim, para todo j € N, temos B (z;;p), C A—a.
Deste modo, tomando § = p, temos que, se (yj)]il € B ((x])jil ;5)@ 5 temos, pelo

u(E
q

Teorema de Hahn-Banach que

Q=

0> sup < o (5 —yj)’q> > sup |p(z; —y;)| = |z —y;
pEBR \ j=1 pEBE
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o que significa que y; € B(z;;0), e, consequentemente, que y; € A — a. Logo,
B <<5'3'J)(;i1 ; 5) . C V.4 (a) que ¢, portanto, aberto.
= (B
Deste modo, se f é uma aplicacdo de A em F' que é absolutamente (p; ¢)-somante
no ponto a, temos a seguinte aplicacao natural:

Vapq (f) 1 Vaala) = £, (F)
(@)1 Yapa () (@)321) = (Fa+25) = f (@)%,
O resultado a seguir mostra que essa aplicacgao tem uma propriedade muito especial.

Teorema 1.4.2 Se f: A — F é uma aplicagio absolutamente (p; q)-somante no ponto
a, entio Vg pq (f) € reqgularmente (p; q)-somante no ponto 0 € V, 4 (a).

Demonstracao: Seja (X;)72, € {, (tu(E)), com X; = (x,(j)>k € V,a(a), para
=1

cada 5 € N. Temos que

o0 . q : q
sup Z ’gp (mé”) = sup ZZ’@ <x,(€])> <
pEBg k=1 wEBgy j=1k=1

oo [o.¢] q
< Z su ‘gp <x,(j)> =
j=1 P€Be 11
N (> !
> (|)).,) =
jzz; (H( k k=1llw.q
e q
=3 (I%ll,,,) <o

. oo
Isto mostra que a sequéncia <x,(j )) pertence a (i (E), para todo j € N. Além disso,
k=1

temos que x,(cj) +a € A, para todo j,k € N. Dado € > 0, existe jo € N tal que
oo q £
> (I1%,,)" <5 (1.36)

Jj=jo+1

Por outro lado, uma vez que Xi,..., Xj, € f (E), existe ko € N tal que,

q
(j))oo < £ todo 7 = 1 ' 1.37
(’ (:pk A~ w’> _2j0,para odo j R (1.37)
Logo, de (1.36) e (1.37), obtemos
°° % t & H\*® " e e
x + (;1: > <-+=-=¢. 1.38
j:%:ﬂ (H( k >k=l w,q> j; ‘ F ) k=kot1 wg 2 2 ( )
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Assim, fazendo J = {1,...,j0} x {1,...,ky} C N x N, temos que

q 00
(j)) _ ‘ ONE
z = sup Y, |e(x;”)
’< b Gmgs wq  el<1Gk)¢s ;
_ N 21N A ONK
=sup | >, > |elx)| + X > |elx)
lell<1 | j=do+1k=1 j=1k=ko+1
< 2 & ONK b & ONE
S sup Z Z So(xk ) + sup Z Z Sp(xk )
lll<t | j=jo-+1k=1 lpll<1 | j=lk=ko+1

Jo

3 sup

q

IN

p(z)

+

= jot1 ol <1 k=1 i lpll<1 h=ho 1
o0 A\ 00 7 Jo A\ 00
= = (] (=) 2 {[()
j=jo+1 k=1llw.q j=1 k=ko+1

e, por conseguinte, segue que (:1:,(5)> . € ly (E). Note que
k=1

q]
q
(1.38)
) ®,
w?q

Vapq (f)(0)=f(0+a)—f(a)=0

e, portanto,

Yapa (F) (@ +0) = Vapg (f) (0) = Yapq (f) () = [z +a) = f(a).

Uma vez que f é absolutamente (p; ¢)-somante no ponto a, temos

[e.e]

p , p
> (Iewa (NON,) = = | (a+2) = fl@) <o, (1.39)
Jj=1 (j,k)ENXN
o que finaliza a demonstracao. [ |

Teorema 1.4.3 Se f € uma aplicacao de A em F ea € A, entdo as sequintes condigoes
sao equivalentes:

(1) f € absolutamente (p;q)-somante no ponto a,

(i1) Existem M >0 e d > 0 tais que Bs (0) C V4 (a) e

>N flata;) = fla)lf <M sup 3 o (x;)|", (1.40)
j=1 @EB g j=1
para todo n natural, v; € E, j=1,...,n, com H(%)?ZlH < 9;
w7q
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(t3i) Existem M >0 e § > 0 tais que Bs (0) C V, 4 (a) e

S la+zy) = fa)lf < M? sup 3 | ()], (1.41)
j=1 0€B j=1
para todo (x;)72, € lg (E), com H(x])jil » <.

Demonstragao: (i) = (ii7) : Se f é absolutamente (p; ¢)-somante em a € A, entao o
Teorema 1.4.2 garante que a aplicagao

Yapa (1) Vaa (a) = 6, (F)
(@721 = Yapa (1) (@)20) = ( (a+25) = F (@),

¢ regularmente (p; g)-somante em 0. Do Teorema 1.3.9 segue que ¥qp4 (f) ¢ (p/q)-
regular em 0, isto ¢, existem M > 0 e d > 0, tais que Bs (0) C V4 (a) e

|

sempre que (z;);°, € B; (0), ou seja,

' < MH(%);L

Yapa () (@)

w7q

q
(z; );.21

|7 @+ = g G| < e

w7q

(#9) = (i) : Seja ()72, € (4(F). Entao, existe m natural tal que
)l <0
Logo, por (iit), temos
Yo fla+z) = f@)” < Cllz)ialll -
j=m
Logo, segue que .
Y lIf(a+a;) = fla)|l < e
j=1
(43) = (i41) : Seja (v;)32, € £y(F) tal que
)3l <&

E claro que nesse caso temos
m
|| (IE]>]:1 Hw,q <.
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Logo
>_Ifa+ ) = f@IF < C @i,

Fazendo m — oo, temos
Y lfla+zy) = f@]” < C lim )],
j=1

Como (7;)%2, € ¢;(E), temos que, dado ¢ > 0 existe ng € N tal que

e, <
sempre que m > ng. Nestas condigoes,
e, - ez, | = e, - Je
w,q w,q w,q w,q
= [[(@1, s Ty 0,00 ) + (0,0, 0, Tty -+ )l g
m
H(%)j:l wa
m oo m
< H(zj)j:1 ‘w’q + H(mj)j—m—&-le’q - H('Tj)jzl wig

[o.¢]
- H(xj)j:deH <ég,
w7q
sempre que m > ng, mostrando que

T ([l = @),

e, assim, o resultado segue.
(i13) = (4i) é imediata.

Observagao 1.4.4 FEstas condigoes sao implicadas por (iv) e (v) abaizo e, se p < q,

(1v) e (v) sao equivalentes as condigoes acima.

(iv) Ezistem D >0 e § € (0,1] tais que Bs(a) C A e

[CRCRED RN AT REgaY (E5/ (1.42)
para todo x; € E, j=1,...,m, tal que, a+x; € A e H(l’j);nzluwg <9;
(v) Ezistem D >0 e § € (0,1] tais que Bs (a) C A e
|(F@tay - sz | <pljez, . (1.43)

para todo x; € E/, j €N, tal que, a+z; € A e

(Ij);ile,q <.
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(iv) = (i) : Seja (z;);2, € ly (E), tal que a+x; € A, para todo j. Assim, eziste

ng € N tal que, se n > ngy entao

(x])jinH < §. Deste modo, denotando por I,,,_1 o
w7q

conjunto {1,...,ng — 1}, temos
|7 (a5 = r @
< || @) =7 @] ]| @) — 7 @)
= || @t e = 7@ supmena, | (@t a) — F@), ||
<||(f@ta) = F @) + e s, D@,
= ||(f(a+z5) — f(a)}Z, p+DsumeN—In0_1 (25)7 »
<|(f@tap = @) +Ds <00

e [ € portanto, absolutamente (p; q)-somante em a.
v) = (i) : Seja (x;)°, € (“(E), tal que a + x; € A, para todo j. Assim, existe
(v) () ] 7)j=1 q J J

ng € N tal que, se n > ngy entao H(acj) < d. Deste modo,
7q

o
i—n
J w

|t ap) = f@)| < |0 @ta) = r@y | + |0 @) = @),
<||(f@rap) = s @] +0]@)2

<|\(f(a+z;)— f(a)) + D§ < o0.

=1
J p

p p

w7q

No intuito de mostrar que (ii) = (iv) e (i) = (v), quando p < q, note que podemos
considerar sempre 0 < 1 e, deste modo:

(1) = () :

S I () = F@I <M sup 32 o ()
e e (]
< M (%’)?:1‘ wa

POILS
]% >1e H(xj)?zl » <5 <1.

(i13) = (v) : Andlogo ao caso acima.
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TEOREMA 1.4.3

1.5 Uma Abordagem Diferente Para a
Demonstracao do Teorema 1.4.3

O ingrediente principal da demonstracao do Teorema 1.4.3 é a teoria de aplicacoes
regularmente somantes, e a demonstragdo da parte (i) = (i77) usa varios resultados
desenvolvidos em secOes anteriores sobre aplicagoes regularmente somantes. A
seguir, apresentamos uma demonstragao direta, sem fazer uso da teoria de aplicagoes
regularmente somantes. Usaremos uma adaptagdo de um argumento (devido a A.
Pietsch) usado em [15], que simplifica a ideia original de M. C. Matos:

Uma outra demonstracao do Teorema 1.4.3: (i) = (ii) : Suponha que (i7) ndo
(k) (k)

vale. Entao, dado k = 1,2, ..., podemos encontrar xy ', ..., Tm, tais que
mp P mp q
f <a+x§-k)> —f(a)| >k sup 3. |p <x§k)> (1.44)
j=1 @EBp j=1
e
Y™ | NN
(xj ) = sup > | (xj ) <. (1.45)
i=Hlwq @B =1 k
2
Seja n; a parte inteira de 7—- Desta forma,
&\
) (=),
w7q
2
#(«°),
w,q
donde se extrai
nik? (xgk)> ’ <2< (ng+ 1)k (xgk)) ' (1.47)
J:1 w,q j:1 w,q
De (1.45), obtemos
me |19
2 (xgk)> o<1 (1.48)
I=1w,q
e, de (1.47) e (1.48), segue que
)™ ||° )™ ||° )™ |
2 < (ng + 1) k? <xj ) = nik? <:L’j ) + K (:L’j )
Jj=1 w,q J=1 w,q J=1 w,q
T
< nyk? <$§’k)>~k1 41 (1.49)
=] g
e, portanto, temos
me |19
npk? (xgk)) ' > 1. (1.50)
=1l q
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Note que, da desigualdade (1.50), concluimos também que n; > 0. Agora, tomemos a
sequéncia
(0 )

que contém cada x

(1)

(2)
’Il 900y

xl 9 0 0. (2)

(1)
T Ly Ty,

2
s Tyt x

(2)
Ty e ey T

9 mod " *

(k)

; , brecisamente ny, vezes. Entao, se ¢ € B, temos

o0 mi q
sup Some . [ (2]

lel<1k=1 j=1
o oA ONE
< > ng sup . gp(:vj )
k=1 [el<1j=1
x ( <k>>mk !
k=1 I=Hlw,q
(1.47) i 2
— < Q.
=1 k?

Logo, a sequéncia construida é fracamente g-somével e, portanto, por (i), devemos ter

oo My

> M
k=1j=1

Mas

oo My

£ (o) 0]

o que é uma contradicao.

p
< OQ.

‘f (a + xy“)) ~ f(a) (1.51)

p (1.44) g

> ankQ

k=1

mp

("),

Jj=1

(1.50) o
S S 1=00 (1.52)
w,q k=1

O Teorema 1.4.3 implica no seguinte resultado, bastante conhecido na literatura:

Teorema 1.5.1 Se P: E — F ¢ um polinomio continuo m-homogéneo, entao as
sequintes condicoes sao equivalentes:

(i) P € absolutamente (p;q)-somante em 0;

(17) Existe L > 0 tal que,

1 m
(Z HP(%’)HP> <L sup (Z \SO(xj)\q) ; (1.53)
j=1 0EBy \ j=1
para todo n € N;
(1i1) Existe L > 0 tal que,
(Z ||P($j)||p> <L sup ( Iw(%)lq) ; (1.54)
j=1 @0EBy \ j=1

para todo (v;);2, € £y (E);
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(v) Eriste L > 0 tal que,

(inmnn”)p <L sup (i MW) -

pEBE \ j=1
para todo (v;);2, € £y (E);

Demonstragao:

(1.55)

Obviamente, temos que (ii7) = (i), (it7) = (ii), (iv) = (i),
(iv) = (i1). Temos que (iv) = (i) pois {3 (E) C ¢ (E).
(1) = (i7i) : Observamos que se P é absolutamente (p; ¢)-somante na origem, entao,
pelo Teorema 1.4.3 ((¢) = (i4i)) a aplicac¢do
Yo.p.q (P): f;‘ (E) — o (F)
()}

20 Vg (P) ((23)32,) = (P ()

=1
estd bem definida; além disso, note que g,,(P) ¢ um polindomio continuo m-
homogéneo. Desta forma

(i |P <xj>||p> o () (G2

| < oaa P @32

= [[¥0,p.q (P)]| sup ( |<P(9€j)|q> :
pEBE \ j=1

Fazendo L = ||vo,, (P)]], segue o resultado.

(17) = (iv) : Se (z;),Z, é um sequéncia em (; (E) temos que

(i HH%)H”)F s (32 ||P<xj>|rp)

3=

neN

< sup | L sup < ISO(ij)lq) ]
neN peBR \ j=1
n O
=L sup |sup | > | ()|’
@wEBg | neEN \ j=1

0o ¢
— q
=L sup o ()" |
@pEBR \ j=1
o que conclui a demonstragao.

[ |
Se P é um polinémio m-homogéneo absolutamente (p; ¢)-somante na origem, pode-

se estabelecer uma relacao entre o valor de L do Teorema 1.5.1 e os valores de M e 9
do Teorema 1.4.3, como mostra o proximo resultado:
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Proposicao 1.5.2 Se P: E — F é um polinomio m-homogéneo, de modo que, existem
M >0 ed >0 satisfazendo

i 1P @)P < M7 sup 3 [ ()], (1.56)

pEBpr J=1

para todo (z;)72, € {g (E), com H(x])oo

1 q ]:1 w

<4, entao
q

(i ||P<yj>|\p>p <z s (Elowl)’ (1.57)

pEBE
para todo (y;)72, € Uy (E), com L = Mv6s~™. Isto implica que

[Yopq (P)] < M#557". (1.58)

Demonstragao: Observemos que a desigualdade da nossa hipotese pode ser escrita

sob a forma »
H@DOM (P) ((xj)j:1> »

para todo (w)oo € {; (E) tal que H(w3>;.o:1

q

< M1 H(%)]o;

< (M6)?, (1.59)

w7q

< §. Assim, para todo (yj);il €ty (E),
w,q

tal que (y]) . # 0, temos

(y]_yl

Tl

\_/
RIS

¢0pq (160)

Uma vez que ¢y, (P) é m-homogéneo, podemos reescrever a desigualdade acima como

00 () (3)

Sabendo que a desigualdade (1.61) é valida para todo (yj)joil € (y (E), obtemos, assim,

o resultado desejado. [

m

(1.61)

< (Mo)F 57| (s

7=\,

p

A seguir, usaremos a notac¢ao

fa(t) = fla+1) = [(a).

Definigao 1.5.3 Sejam f uma aplicagio de A em F, k>0 e a € A. Dizemos que f
¢ sub k-homogénea em a, se existe 6 > 0 tal que, Bs (a) C A e

1o )= A" 1L fa (O]

sempre que ||[At]| < e X € K.
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De posse desta informagao, pode-se entao provar o seguinte resultado:

Teorema 1.5.4 Seja f: A — F uma aplicagao sub k-homogénea em a € A. Entao as
sequintes condicoes sao equivalentes:

(1) f € absolutamente (p;q)-somante em a;

(i1) Ezistem D >0 e d > 0, tais que Bs (0) C Vg4 (a) e

|(r@ta) - sy <oy, . (1.62)
para todon € N, z; € E, j=1,...,n, com H(xj)?zl . < §;
(i4i) Existem D >0 e d > 0, tais que Bs (0) C V4 (a) e
[ @+ep—s @z <oz . (1.63)

<.

w7q

para todo (Ij);il € ly (E), com H(J"J);il

Demonstracao: Obviamente, temos que (éi7) implica em (i) e também que (i)
implica em (47).
(¢4) = (#i) : Supondo a validade de (i), temos, para (x;)-, € (*(E), com

j=1 q
oo
H(xj)jzl "

<9, que
7q

3=

|t (@t = f s, = tm (Z If (ata) = <a>||p>

e a implicacao esta provada.
(i) = (i) : Da condigao (iii) do Teorema 1.4.3, extraimos que existem M > 0 e

d > 0 tais que Bs (0) C Vya(a) e

< M

p

()‘xj)?:l

w}q)q o (1.64)

q n
L= (v

|7 ta+22) = 1 (@),
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< ¢. Utilizando o

w?q

paratodon e N A e Kex; € E, j=1,...,n, com H()\:cj)?zl
fato de f ser sub k-homogénea em a, obtemos

p=<§yfm+mw—fmmﬂ

| ta+22) = 1 (@),

RS

J=1

> (i I IS (a+ ) —f(a)llp) (1.65)

= W[ (@t 2) = £ (@)

p

Entao, de (1.64) e (1.65), segue que
|7 @t ap) = F)| < arepe (H(xj)?zluw,q)q | (1.66)

Fazendo \ =

H , obtemos que (i) implica em (i) (aqui D = M1§97%). [ ]
(Q:j)?:1
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Capitulo 2

Lineabilidade no Contexto de
Aplicacoes Absolutamente
Somantes

Neste capitulo, trataremos do tema lineabilidade e de como esse assunto aparece no
contexto das aplicacoes absolutamente somantes. Basicamente, definiremos o conjunto
somante de um polinomio e investigaremos algumas condigoes sob as quais este conjunto
abriga ou nao um subespaco vetorial, classificando-o de acordo com a dimensao de tal
subespago.

2.1 Alguns Resultados Auxiliares

2.1.1 Aplicagoes Absolutamente Somantes

A seguir, desenvolvemos alguns resultados da teoria das aplicagoes multilineares
e da teoria polinomial que serao tuteis ao nosso propésito de tornar o texto o mais
auto-suficiente possivel.

Definicao 2.1.1 Sejam FEi,...,FE, e F espacos de Banach. Uma aplicagao
T € L(Fy,...,E,;F) ¢é dita absolutamente (p;qi,...,q,)-somante em a =

(a1,...,a,) € By X --- X E, se, dadas sequéncias (£B§k)> X €l (Ey), k=1,...,n,
]:

tivermos

(T (al +x§.1)7,..,an+x§?> —T(al,...,an)>j:1 €l,(F).
Denotamos por o
Eas(mlqu) (B, ..., B F)
o conjunto de todas as aplicagoes n-lineares de E; X --- x E, em F continuas
que sao (p;qi,---,qn)-somantes em a. Quando E; = --- = E, = E, escrevemos
Efz?(p,ql,...,qn) ("E; F) e, quando F = K escrevemos Er(z?(p,ql,...,qn) (Ey,...,E,).
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As préoximas duas proposigoes aparecem em [4].

Proposicao 2.1.2 Sejam a = (a1,...,a,) € FE; x -+ x E, e T €
(a) . ~

/las(p’qlqu) (Er, ..., By F). Entao
(i) Ta,,...a;, € absolutamente (p,qr,, ..., qr,)-somante na origem sempre que

{1,...,n}:{jl,...,jr}U{kl,...,kS},

com ky < - < kg e {j1,.. 0t Nk, kst = 0. Aqui T, o ¢ Eg X

g1
- X By, — F € a aplicagio s-linear definida por Ty, o, (Tyy ooy Tpy) =
T (y1,---,Yn), onde (yi,...,yn) € o vetor que se obtém quando se ordena
Qjys vy @y Theys - - - T, Pela ordem crescente dos indices.

(i) T € £

a5 (Do) (E1, ..., E,; F) sempre que b pertence a

{Maq, ..., )X €K j=1,...,n}.

Em particular, o conjunto de todos os pontos b tais que T' é (p;qu, . .., qn)-somante em
b contém um subespago de Ey X --- X Ey,; e, claramente, T € (p;qi, ..., q,)-somante na
origem. Aqui devemos ter a # 0.

Demonstracgao:
() : Para o operador linear Ty, ., , ¢ suficiente observar que

Tal,---7an—1 <$§n)> = T (CL1 + O, a9 + O, ey Qp—1 + 0, Qyp, + fL‘gn)) — T (al, ag, ... ,an) s

)\ N ~
onde (xj . ¢ uma sequéncia em g, (E,). Os casos Toy  an sans- s Lag,..an SAO

todos andlogos. Para a aplicacao bilinear 7, ., ,, observe que

Tay,..an— <$§"*1),x§")> =
= [T <a1 +0,a0+0,...,a4p_2+0,a,_1+ xg-n_l), ay, + :L‘gn)> —T(ay,as,... ,an)]
-T (al, s, - . . ,an,l,xg-")) - T <a1, Ay ooy Gy o, xgn_l), an>
- [T <a1 +0,a9+0,...,04,-9+0,a,_1 + argnfl), a, + mgm) — T (ay,as, ... ,an)]
~ Tatns (27) = T (571,
onde (xg»n_l)):; e (a:("))oo sao sequéncias em £y, , (E,-1) e {y, (E,), respectivamente.

i)
Note que T é (p;qi, - - ,qi)-somante em a por hipdtese e, pelo caso anterior, sabemos
que T, 4., € (p;qn)-somante na origem e Ty, 4. 54, ¢ (P;¢n—1)-somante. Entdo,
segue que Ty, a0 5 ¢ (D;Gn-1,qn)-somante na origem. Os demais casos de aplicagoes
bilineares sao andlogos. Procedendo com este argumento, a demonstracao se completa.
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(1) : Seja b= (M\iaq, ..., A\nay,). Se A; # 0 para todo j, é suficiente notar que

,,) B
1
A A "\’
<>\1(L1 + —ill' )\ nln + ( )> - T ()\1@1, . ,)\nan) )
1
p) »

A Y )\n
e (
=1

Agora, faremos uso de (7) para provar o caso em que A; = 0, para algum j. O caso
n = 3 ¢é suficiente para ilustrar os argumentos utilizados: 7" é (p; g1, g2, ¢3)-somante
em a = (al,ag,ag) por hipétese e, de (), segue que, na origem T é (p;q1, 92, G3)-
somante, T,, é (p; qo,qs)-somante, T,, é (p;q,qs)-somante, T,, é (p; g1, ge)-somante,
Ty ay € (p, q3)-somante, Ty, q, ¢ (p, ¢2)-somante, Ty, o, ¢ (p; ql) somante.

B =

()\lal —1—9[:(1 A an—i—x( )> —T (Mai, ..., \pay)

T (a1 + =2 a, + —xgn)> —T(ay,...,a,)

e Caso A\; #0, XAy # 0 e A3 =0: Segue de

T ()\1(11 + zj, )\20/2 -+ yj, Zj) -T ()\1&1, )\QCLQ, 0)

=M |T a1—|— a2+ — T (a1, a2,0)
_ R wE

= M\ T(al,ag,z])—i-T()\l ag,zj>+T(a1,i2, )—i—T(}\ iﬁzy)}

X Ti i
= )\1)\2 _71117(12 (ZJ) —|—Ta2 ()\—jl,Zj) +Ta1 ()\_2 ) +T ()\J )\J ,ZJ):| .

e Casos A\ Z0, Ao =0, A3 # 0 e Ay =0, A2 # 0, \3 # 0 sao andlogos.

e Caso \; # 0, Ay = A3 = 0: Segue de

T (May + xj,9;,2;) — T (Ma1,0,0) = N\ T(a1+ N »yng)}

== )\1 T(ahyj?zj) +T <)\ 7y]72])‘|

:)\1 Ta1 (yj7zj)+T<)\ 7ijzj):| .
1

e Casos Ay #0, Ay = A3 =0¢e A3 # 0, \; = Ay = 0 sdo analogos.

e Caso A\ = Ay = A3 = 0: ja sabemos que T é (p; q1, g2, g3)-somante na origem.
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Observagao 2.1.3 Se P: E — F € (p;q) -somante em a € E, com a # 0, entio P €
absolutamente (p; q)-somante em Aa, sempre que X # 0. De fato,

P(M\a+x;)—P(Xa) =P ()\a+ %:cj) — P(Xa) =\ {P (a—i— %:cj> —P(a)]

e P € (p;q)-somante em \a.

Fazendo analogia com a notacao introduzida no inicio dessa se¢ao, denotaremos
por 73 . ("E; F) o conjunto de todos os polinémios P € P ("E; F) que sdo (p;q)-
somantes em a. Quando F' = K escrevemos simplesmente Pas (v:0) ("E) e quando p = g,
eSCTevemos Pas oy (B F) = P, ("E; F).

Proposicao 2.1.4 Sejam P € P ("E;F) ea € E. Entio P € (p;q)-somante em a se,
e somente se, P € (p;q,...,q)-somante em (a,...,a) € E™.

Demonstragao: Usando a férmula de polarizacao, o caso a = 0 é imediato. Suponha

que P é (p; q)-somante em a = 0, entdo para (a:é”) ey (az’;);o_l € (y (E), temos
j=1 =

5 ( () @\Y* _ (1 (m ;
(P <x] 7"‘7’Ij >>j:1_ (n!an.Zilgl---EnP <€1:Ej ++€nl']>)]:1

(e ve))
(

[e.e]

_ 1 <
N TL'Q” ‘—il

1 o)
= P O—{—(ea: -—i—ex”))—P O)
n‘QnE*:I:l ' " ©) j=1
: (1 > u
que pertence a f, (F), pois (&1} -+ enay 6 y e P é (p;q)-somante em
3 j=
a = 0. Logo, P é (p;q,...,q)-somante em (0,..., ) Suponhamos entao a # 0. Note
que se P é (p,q,...,q)-somante em (a,...,a) é claro que P é (p;q)-somante em a. A

prova da implicacao contraria é dividida em dois casos: n impar e n par.
e n é impar:
Neste caso, a Férmula de Polarizacao nos da
nl2m []5 <a+x§-1),...,a+x§-n) —P(a,...,a)] -
= > e, P (51 (a—l—xg-l) N (a—i—xén)))

gi==*1

- > e P(eia+ -+ ¢pa)
e;i=*%1

= > e1-€n [P<(51a+---+5na)+<51x§1)+---+enx§")>> —P(51a+---+5na)].

= > &ep [P (a(€1+---+5n)+ (61x§1)+---+enx§”)>) —P(a(51+---+5n))} )
o (2.1)

36



2.1. ALGUNS RESULTADOS AUXILIARES

Uma vez que n é impar, temos (¢ + - - - +€,) # 0. Por hipdtese, P é (p; ¢)-somante em
a e, portanto, de acordo com a Observagao 2.1.3, segue que P é (p; ¢)-somante em cada
a(ey + -+ +¢€,). Logo, a Proposigao 2.1.2 garante que P é (p; ¢)-somante em (a, . .., a).

e n é par:

Tome ¢ € E' de modo que p(a) = 1 e defina Q € P ("™ E;F) dado por Q (z) =
¢ (x) P (x). Como P é (p;q)-somante em a, verifica-se que @) é também (p; ¢)-somante

em a. Como, neste caso, n + 1 é impar, pelo caso anterior concluimos que Q) é (p; q)-

somante em (a,...,a). Uma vez que (), e ¢ sdo (p; ¢)-somantes na origem, de
y - n—1) . 1
Qu(z,...,0)=0Q(a,z,...,7) = ( )P(a,a:,‘..,:v)go(x)—l—EP(m),

n

concluimos que P é (p;q)-somante na origem. Agora, como na Proposi¢ao 2.1.2, a
féormula de polarizacao nos da que P é (p;q)-somante em (a,...,a), o que finaliza a
demonstracao. [ |

Denotamos por II,,(E,F) o conjunto formado pelos operadores lineares
absolutamente (p; ¢)-somantes (isto é, absolutamente (p; ¢)-somantes na origem) de F
em F. Verifica-se facilmente que II,,, (E, F') é um subespaco vetorial de £ (E, F).

Teorema 2.1.5 Seja T € L(E,F). Sao equivalentes:
(1) T € (p; q)-somante;
(11) Eziste C > 0 tal que

Q=

(jz:;uww)p < sup (iw(m\q) , (2.2)

para quaisquer Ti,...,T, € K e n natural;

(1ii) Eziste C > 0 tal que

(i HT<:vj)H”>p < s (f: ’ <xj>\q> ;

para qualquer sequéencia (-Tj)]o'il €ty (E).

Demonstragao: Tome m = 1 na Proposicao 1.5.1. [ |

O infimo dos C' que verificam a desigualdade (2.2) define uma norma em I, (E; F')
denotada por 7, (-) e além disso vale

IT[| = sup [T ()| < mpq (T

[l=]|<1

Para maiores detalhes veja [5] e [51].
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2.1.2 Zeros de PolinOmios

O estudo dos zeros de um polinomio complexo tem uma longa histéria, tendo esta
teoria resultados que abrangem &areas da matematica tais como Anédlise Complexa,
Geometria Algébrica e Andlise Funcional.

O teorema e o lema que seguem sao de autoria de Anatolij Plichko e Andriy
Zagorodnyuk e estao presentes em [49].

Teorema 2.1.6 Seja X um espaco vetorial complexo de dimensdo infinita e sejam
n€NeP: X — C um polinomio n-homogéneo. Entdao existe um subespaco Xy de
dimensao infinita tal que

Xo C ker P.

Lema 2.1.7 Suponha que o Teorema 2.1.6 seja wvdlido para todo polinomio m-
homogéneo com m < n. Entao, para quaisquer Py, ..., P, m-homogéneos, com m < n,
existe um subespaco Xo de dimensao infinita tal que

XoCkerPrN---NkerP.

Demonstragao: Seja X; C ker P, um subespago de dimensao infinita. Entao,
considerando a restrigao de P, a X; (denotando por Ps;), existe um subespaco de
dimensao infinita X5 tal que

Xy C ker Py = X; Nker Ps.
Continuando este processo, obtemos o subespago Xy de modo que
Xo=X,,C X1 C--- C Xy, Xo CkerPLN---Nker P
e dim Xy = co. [

Demonstragcao do Teorema 2.1.6: Iremos construir X, utilizando inducao
matematica. O teorema é claramente valido para funcionais lineares, pois como o
funcional estd definido em um espaco de dimensao infinita, entao seu ntcleo também
possui dimensao infinita. Suponha, agora, a validade do teorema para todo polindomio
m-homogéneo tal que m < n. Seja r; € X tal que P (x;) # 0 (se tal x; ndo existir
a proposigao ¢ automaticamente verdadeira). Pela hipdtese de indugao e pelo Lema
2.1.7 existe um subespago X; C X de dimensao infinita no qual todos os polinomios
homogéneos

P, (z):=P(zy,z,...,2),
P2 (x) ::P(xl,xl,m...,x),...,P;H () := P (x1,...,21,7)

se anulam, onde P é a multilinear simétrica associada a P. Escolhamos agora Tro € X3
de modo que P (z3) # 0 (se tal elemento nao existir, entdo X; C ker P e o teorema
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estd demonstrado). Da hipétese de inducdo e do Lema 2.1.7 existe um subespaco de
dimensao infinita Xy C X7 onde os polinémios
Pz’fl,m§2 (x) = P (xlfﬂazlf,x,...,x) ., 0<kikh<neO<k +ky<n
se anulam. Escolhamos agora x3 € X3 de modo que P (x3) # 0 (se tal elemento nao
existir, segue que Xy C ker P e o teorema estd demonstrado). Assim como antes, existe
um subespaco de dimensao infinita X3 C X5 no qual os polinomios
5 (ko ke ok
Px'fl,xgzwf;'d (ﬂ?) =P ($11,$22,$33,$, o ,I) , 0<Fky,koks<neO<ki+ka+ks<n
se anulam. Continuando com este processo, se ao final do i-ésimo passo tivermos
P(z;) = 0, o teorema esta provado. Caso contrario, se o processo nao terminar,
teremos entao uma sequéncia (xj);.”;l de elementos com P (x;) # 0 para todo j. O
conjunto {zy,...,Zm,,...}, assim obtido, é um conjunto LI de vetores. Com efeito,
seja {Tp,,...,&pn, }, com n; < --- < my, um subconjunto finito de {z1,...,zm,...}.
Suponha que {Z,,, ..., 2, } seja um conjunto LD de vetores e considere a combinagao
linear abaixo
Ty, + o, =0,0; €K, j=1,.. .k

Temos entao que nem todos os coeficientes «;, 7 = 1,...,k, se anulam. Seja
{Qnys- - am,.}, o conjunto formado por todos os coeficientes da combinagao acima
que sao nao-nulos, organizado pela ordem em que aparecem. Assim,

O Ty 00 Qi T, = 0
e, consequentemente,

Qg Ty, = — Oy T,y — 0 = O, Ty,

Mas, —Qmy T, == O, T, € Xnm2_1 e perceba que, se k; < ky entao Xy, C Xj, e
zy, ¢ Xy, e, consequentemente, xy, ¢ Xg,, pois se x € Xy, entdao P (zg,,...,Tg,x) = 0.
Deste modo, concluimos que o, Ty, € Xy,,, -1, 0 que ¢ um absurdo. Logo, o conjunto
{Znys ..., 2y, } ¢ LL. Temos ainda que se {a,...,a;} é um conjunto finito de escalares,
entao

P (061.771 + (OCQ.TQ cee ijxj))

= P(aqzy) + Zn: (Z)P <(a1x1)n7k ,(wy + -+ F aﬂj)k)

k=1

n=1/n\ . e
= Paam) + P (oo -+ 0y) + 3 (k)P (@)™ (qoms + -+ agzy)")

3 x>
—_

n [0 QL
= P(oqzy) + P(gza+ -+ ajz;) + D (k)o/f ek <—2x2+---—|— — :cj> .
k=1 j



2.1. ALGUNS RESULTADOS AUXILIARES

Como cada Pyn-r, k=1,...,n —1, se anula em X; e cpxs + - - - + 5, segue que

1§1(k)a1 5 (ale e Oélja:])

Logo,
P (Oéll’l + (Oégxg + -+ Oéj!L’j)) =P (Oéll‘l) + P (042132 + -+ Oéjl’j) .
Procedendo desta maneira, obtemos

P (Ozll’l + -+ ajxj) = P(O&ll’l) +--+ P(Oéjl'j)
— QTP (1) + -+ 4P (z;) (23)

Faca
Lj

para todo 7. Entao P se anula no espaco gerado pelos vetores

n + nV _1y27 Y3 + n\/ _]-y47 Ys + n\/ _13/67 ceey

onde /—1 é uma raiz n-ésima fixada. De fato, se {ny <--- <mni} e ay,...,ax € K,
entao por (2.3)

I
NgE

.3

a; P (ynj + n\/ _1ynj+1)

<.
Il
a

P (f:l% (Y, + C/—_lynj+1)>

)+ (VD) P (o, 11)]

Il
=
Q
<US
o
—~
<
5

j=1
k

- ];O‘? [P (ynj) - P (ynﬁl”
k i T, Tnj+1

= Za;‘ P|—— | - P| —————
=70 \y/p ) /P ()

_ ia? P (xnj) . P (mnﬁl) —0,
J=1 _P (x"j) P (mnﬁl)

o que conclui a demonstracao. |

Definicao 2.1.8 Dizemos que um polinomio n-homogéneo P: E — R ¢ positivo
definido se P (x) > 0, para todo x # 0.

O teorema abaixo ¢ de autoria de R. M. Aron, C. Boyd, R. A. Ryan e 1. Zalduendo
e pode ser encontrado em [1].
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Teorema 2.1.9 Seja E um espaco de Banach real de dimensao infinita que nao admite
um polindémio 2-homogéneo positivo definido. Entdo, para todo P € P (*E) existe um
subespaco E de dimensado infinita sobre o qual P € identicamente nulo.

Demonstragao: Sejam E um espaco de Banach real que nao admite um polinomio
2-homogéneo positivo definido e P € P (E). Seja

S = {U; U é subespago de E e P|s =0}.

Observe que S # (), pois {0} € S. Defina em S a relagdo de ordem parcial dada pela
inclusao, isto é,

U, <Uy,<= U; CUs.

Temos assim que, todo subconjunto totalmente ordenado de S possui uma cota superior.
Com efeito, se Z C S é totalmente ordenado, entao defina Hy como sendo

Hziz UU

Note que H7 é realmente um subespacgo de E, pois se x,y € Hz, entao existem U; e Us
em Z tais que x € Uy e y € Us. Como Z ¢ totalmente ordenado segue que ou U; C Us
ou Uy, C Uy, donde

r+ Ay e U, C Hy ou x4+ AyelU,C Hy,

para todo A € R e H7 é, portanto, subespaco de F. Utilizando agora o Lema de Zorn
concluimos que S possui um elemento maximal que sera denotado por U. Suponha que
U tenha dimensao finita e seja {vy,...,v,} uma base para U. Seja também

V= () ker P, = ) ker P,,,

zelU i=1

onde P,: E — R é o funcional linear que leva y € E em P (z,y). Para ver que

n

() ker P, = () ker P,

zelU i=1

basta notar que, como v4,...,v, € U, entao

N ker P, C

n
zelU =

ker P,
1

n
e, por outro lado, se y € [ ker P,, e x € U, entao

=1

T =NV + -+ Ao,
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e assim,

Py (y) =P (z,y) = P(\vr + -+ + Avn, )
=MP (v1,y) + -+ AP (v,,y) = 0.

Deste modo, y € ker P,, para todo z € U e, portanto,

s

ker P,, C () ker P,

i=1 €S

e a igualdade segue. Observemos que U C V. De fato, tome y € U. Entao, para todo
s € U, s+ y também estd em U. Uma vez que

0=P(s+y)=P(s)+ 2P (y) + P (y) =2F (y),
para todo s € U, obtemos que y € T'. Tendo U dimensao finita, podemos entao escrever
V=U&a&Y,

para algum subespago Y de V. Note que todos os zeros de P|y estdo em U. De fato,
sea €V, temos que a = s+yonde s € U ey €Y. Una vez que y € V, temos (da
definigao de V') que y € ker P, para todo x € U e, portanto, em particular, y € ker P;.
Deste modo, se P (a) = 0, temos

0=Pa)=P(s+y)=P(s) +2P(y) + P(y) =P (y).

Se y # 0, uma vez que y ¢ U, tomando W como o espago gerado por vy, ..., Uy, Y, temos
que P|y é identicamente nula e, além disso, U C W, fato que contradiz a maximalidade
de U. Logo, devemos ter y = 0 e a = s € S. Suponha agora que existam y;,y, € Y
tais que P (y1) < 0 e P(y2) > 0. Entdo y; e y2 sdo LI, pois se fossem LD, terfamos
Y2 = Ay, para algum A\ € R e, portanto,

P (12) = P (A1) = NP (y1) <0,

o que seria um absurdo. Considere agora o segmento [y;,y2] C Y, isto é, o conjunto
dos pontos (1 — a)y; + ays, onde a € [0,1]. Uma vez que a restrigao de P a [y, ys] é
continua (pois é uma restri¢ao de uma aplicagao continua), [y 1, y2] é conexoe P (y;) < 0
e P (y2) > 0, segue, do Teorema do Valor Intermediario, que existe 6 € (0,1) tal que

P((1—=0)y1 +6ys) =0.
Do que ja foi mostrado acima, segue que
(1 —=0)y1 + 0ya =0,

o que é um absurdo, pois y; e yo sao LI e tanto 1 — 6 quanto 6 sao diferentes de zero.
Logo, devemos ter P (y) < 0, para todo y # 0 em Y ou P (y) > 0, para todo y # 0
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em Y. Assim ou P|y é positivo definido sobre Y ou —P|y que o é. Suponhamos, sem
perda de generalidade, que P|y seja positivo definido sobre Y. Uma vez que U tem

n

dimensao finita, podemos encontrar funcionais ¢i,...,¢,: E — R tais que P + Y p?
i=1

é positivo definido sobre V. Para isto, tome {vy,...,v,} uma base de U e  uma base

de V' que contém {vy,...,v,} e faca

0, sex € f—{v,...,0.}
%5 () % se x = v, paraalgum k=1,...,n
A funcao

Y |P,|: E—R
i=1

é claramente continua e, sendo V' imagem inversa de zero por esta funcao, segue que V'
¢é fechado em E e portanto, é um espaco de Banach. Seja 7y a projecao continua de E
sobre V. Entao

(P + ;%2> o + ;PZ

)

¢ um polinomio positivo definido sobre E, contradizendo o fato de que E nao admite
tal polinomio. Logo, U tem dimensao infinita. [

2.1.3 Derivadas

Seja P : E — F um polindmio m-homogéneo continuo. A derivada de P ¢é a
aplicagao (m — 1)-linear simétrica associada a dP dado por

dP: E — L(E; F)
AP (a)(v) = lim 2L0F ) = Pla)

t—0 t

Note que é facil ver que dP (a) realmente é linear continua e que dP é um polinémio
(m — 1)-homogéneo. De fato,

5 . Pla+tv)—P(a) .. Pla+tv)" — Pa™
WPl w) =g : - t
. Pam + (MNP (am ) + -+ ()P (a, (tv)m_l) + Pv™ — Pa™
= 111M =
t—0 t
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A continuidade segue do fato de que P é continuo se, e somente se P o é.
A derivada de P é denotada por dP. Entao

dP: Ex "V E 5 L(EF)

dP(a™ ") (v) = dP(a)(v).

A segunda derivada de P é a derivada de cZP, denotada por d?P. Como dP é um
polinémio (m — 1)-homogéneo, o raciocinio anterior garante que d*P ¢ (m — 2)-linear.
O polinémio associado a d?P é denotado por d?P. Note que

d*P . E — L(E;L(E; F)) = L(*E; F)
&’ P(a)(v)(w) = d(dP)(a™*)(v) (w)
Note que estamos usando a identificacao
L(E;L(E;F)) = LCE;F).

Analogamente, a terceira derivada de P ¢ a aplicagao d(czzP), denotada por d®P.
Como d?P é um polinémio (m — 2)-homogéneo, segue que d®P ¢é (m — 3)-linear. O seu
polindémio 3-homogéneo associado é denotado por dP. Temos

d*P: E — L(E; L(E; L(E; F))) = L(E; L(2E; F)) = L(*E; F)
d*P(a)(v)(w)(z) = d(d”P)(a™*)(v)(w)(2)
e assim por diante.

Teorema 2.1.10 Sejam E e F espagos de Banach, m € N e P € P(™E; F). Entdo a
deriwada de ordem k=1,...,m de P em a € E aplicada em v € E € dada por

d*P(a)(v) = (mmf!k)!fj (a™ % 0%,

onde P € a aplicacao m-linear simétrica associada a P
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Demonstracgao: O caso k =1 ja foi feito. Para k = 2, temos

CZZP(CL)(U) _ [d(CZP)(am_Z)(U)] (U) _ (hm CZP (CL + tv) — CiP (a)) (v)

t—0 t

dP (a + tv) (v) — dP (a) (v)

= lim
t—0 t
_ fim mP (v, (@ + tv)™ 1) —mP (v,a™ ")
t—0 t
» m—1\ _ [ m—1
:mhmP(v,(a—i—t'z)) )— P (v,a™ 1)
t—0 t
. m—1 . .
P,am )+ > (" P (v, am1k, (tv)k> — P (v,a™ 1)
= mlim =1
t—0 t
mm—1) -, 5 . 5
-\ )p m
(m _ 2)' (U Y a )
m! -
=" p m—2 2 )
(m —2)! (a"7%,07)
Continuando com este processo, obtemos resultado desejado. [ |

2.2 Conjuntos Somantes

Esta secao foi baseada no artigo Lineability of summing sets of homogeneous
polynomials de autoria de Geraldo Botelho, Mario Matos e Daniel Pellegrino. Aqui,
introduziremos o conceito de conjunto somante de uma aplicagao bem como o conceito
de lineabilidade. Estabeleceremos ainda alguns resultados que caracterizam o conjunto
somante de polindbmios homogéneos em termos da lineabilidade. O conceito de
lineabilidade teve seu surgimento nos trabalhos de Guraryi e Aron (veja [2, 30] e suas
referéncias).

Definicao 2.2.1 O congjunto (p;q)-somante de uma aplicacao f € dado por
Spq (f):={a € E; f € (p;q) -somante em a} .
Se p = q, escrevemos simplesmente S, (f).
Definigao 2.2.2 Um subconjunto A de um espago vetorial topoldgico E € denominado:

e n-linedvel, se AU{0} contém um subespago vetorial de E de dimensao n;
o Linedvel, se AU{0} contém um subespago vetorial de E de dimensao infinita.

o Espacdvel, se AU{0} contém um subespago vetorial de E fechado e de dimensao
infinita.
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Definicao 2.2.3 Um espaco de Banach E tem a propriedade de Orlicz se o
operador identidade, sobre E, é (2;1)-somante.

Exemplo 2.2.4 Os espagos (), e L, com 1 < p < 2 tem essa propriedade. Para maiores
detalhes, consulte [23].

Proposicao 2.2.5 Sejam P € P ("E;F) en > 2. Se P € (p;q)-somante em a € E,
entio P € (p;q)-somante em Aa, para todo \ € K.

Demonstragao: Ver Observacao 2.1.3. [
Segue diretamente da proposi¢ao acima o seguinte

Corolario 2.2.6 Se P € P ("E; F) en > 2, entdo ocorre uma das possibilidades:
o Sy (P) =10

o Spq(P) ={0}
o S, (P) € 1-linedvel

Proposicao 2.2.7 Sejamn > 2, E um espago de Banach com a propriedade de Orlicz,
F um espago de Banach arbitrdrio e P € P ("E; F). Entao 0 € Sy (P).

Demonstragao: Sejam zi,...,x; € E. Deste modo

k k
2P ()l < X2 Pl
j=1 j=1

r n

=17 (z ||xj||")

3=

< |7 (z w)

< 1Pl 7 Gids) | (23))y

NI

n

w,1

e o resultado esta provado. [ |

Proposicao 2.2.8 Seja P € P ("E; F) um polinomio de tipo finito, isto é, P(x) =
k

S i (x)"bj, onde k €N, p1,...,0p € E' €by,...,b, € F. Entio P ¢ absolutamente

j=1

(p; q)-somante na origem, quaisquer que sejam 1 < q < p.
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Demonstragao: Sejam 1 < p < ge P € P("E,F) de tipo finito. Defina, para
) =1,...,k, ¥; : B" — F dada por

U (21, ., 20) = @5 (21) - @ (Tn) b

Observa-se facilmente que cada W; ¢ n-linear.  Mostraremos, que as ¥, sao

oo
absolutamente (p; ¢)-somantes na origem, com 1 < j < k. Com efeito, sejam <:I;,(,m) ,

m =1,...,n, sequéncias em £ (E). Deste modo, lembrando que ;(E) C (o (E), Y
2N @ )= 2 s (227) - 05 (@) b
< S5 (el a2+ o= s () )
<O | (o)) < o0,
v=1

pois cada ¢; é sempre (p; ¢)-somante, quando g < p, e as ¥; sdo absolutamente (p; ¢)-
somantes na origem. Agora, seja (z,),—; uma sequéncia em £'(FE). Assim,

Vi 1P @) = i > ()"

= i Zk:\Ifj(.:El,,...,a:,,)

v=1 ||j=1

((iﬁg) (xy, ... ,x,,))

< (ilu(qu (xy,...,%));olup) <o

p

e P é absolutamente (p; ¢)-somante na origem. [ |
Corolario 2.2.9 Se P € P("E;F) € de tipo finito e 1 < q < p, entio P ¢
absolutamente (p; q)-somante em todo ponto de E, isto €, S,,(P) = E.
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Demonstragao: Seja a € E. Nessas condigoes,

Pla+z)—Pla)= 3

>~ (o5 (o) — o @),

ELFE;F) GP("IE;F)
k
+ 20 (2)" b
j=1
——
€P("E;F)
isto é, P (a + x) — P (a) pode ser escrito como uma soma de polinémios de tipo finito e,

portanto, o fato de cada um deles ser absolutamente (p; ¢)-somante na origem garante
o resultado. [ |

O Teorema de Defant-Voigt afirma que se E' é um espaco de Banach e n > 2. entao,
para todo P € P ("E) segue que 0 € Sy (P), isto é, P é absolutamente 1-somante na
origem. Um raciocinio similar ao utilizado na demonstragao do Corolario 2.2.9, mostra
que, como consequéncia do Teorema de Defant-Voigt, segue que se E é um espaco de
Banach e n > 2, entao Sy (P) = E. Com efeito, sejam a € F e P € P ("E). Temos que

P(a+2z)—P(a)=P(a+z)" — Pa"
n n— n » n— DN
:(1>P(a 1,x)+...+<n_1>P(a,x 1)—|—PQJ
:( )Pan_1x+~~+( )Pa n=l 4 pgn
1 n—

= dP (a) (x)+%J2P(a) (aﬁ)+-"+ﬁw+i@

EE’ €P(?E) €P("1E) €EP("E)

e o resultado segue.

Definigao 2.2.10 Um polinémio P € P ("E;F) é denominado muclear quando
existem uma sequéncia (/\j);il € ly e sequéncias limitadas (gpj);il de elementos de
E' e (bj);.”;l de elementos de F', tais que

P(x)= zzl)\jgpj (z)" b;, (2.4)
]:
para todo x € E.

Proposigao 2.2.11 Seja P € P ("E; F) um polindmio nuclear. Entdo 0 € Sy (P).
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Demonstracao:  Seja P(z) = 3 Ajp; ()" b, com (A\)Z, € i, [lgsl] < K e
i=1

|b;]] < M, para todo j. Dado (x),—, € ¥ (E), temos, para todo j, que

glw(xk)l el 2 ()| < K@),

Deste modo,

S IP @Il = 5 [ Shses ()",

k=1 ||j=1

< éi A5 (x)" bjll = ZZ sl les (o)™ 165

k=1j=

<3 (M Iy @)
<% [ (£ I )|

< ME™ ||(2) 5yl 2 A] < 00

7=1
o que comprova que 0 € Sy (P). [

Observe que foi provado que 0 pertence ao conjunto 1-somante de qualquer polinomio
homogéneo nuclear.

Corolario 2.2.12 Se P € P ("E;F) é um polinomio homogéneo nuclear, entdo
S;(P)=FE.

Demonstragio: Seja a € E. Deste modo,
P(a+a)—P(a) = ixj<pj (a+2)"b; - j;f;lAjgpj (a)" b,
Ajbj [ (a +2)" = ¢; (a)"]
At () (@) () -+ () (@) 03 (2 5 (2)]
i::[ A3 (@) by () 4+ () S s (@) b (@)

+(7) ;/\jbj%' (x)",

I
I\gkN

<
Il
-

[l
&2 &M8

(

isto é, P(a+ x) — P (a) pode ser escrito como uma soma de polinémios homogéneos
nucleares e, portanto, o fato de cada um deles ser absolutamente 1-somante na origem
garante o resultado. [
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Exemplo 2.2.13 Considere o polinémio n-homogéneo (n > 2)
Pty K; P(( i ) Za

Sejam 2 < g < p ee; € ly o vetor (0,...,0,1,0,...), onde o 1 aparece na j-ésima
entrada. Uma vez que (ej) €y (Ly) C Ly (Lz) e P(e;) =1, para todo j, temos

(i’i |P<ej>|p>p = oo,

isto €, nao existe para esta sequéncia L > 0 tal que

[Pz

< LH(%‘)?;

w7q

e, portanto, do Teorema 1.5.1 seque que P nao é absolutamente (p;q)-somante em
0. Logo, pelo Corolério 2.2.6, S,,(P) = 0, sempre que 2 < q < p. Em particular,
Sy (P) =10, sempre que p > 2.

Exemplo 2.2.14 Considere o polinomio n-homogéneo (n > 2)

P:cy—cy; P ((043)] 1) = (O‘?);ozl

e sejal < q < p. Uma vez que (ej)j L € W (co) C by (co) e |IP(ej)|l = llejll =1,
para todo j, temos que P nao € absolutamente (p;q)-somante na origem. Logo, pelo
Corolério 2.2.6 seque que Sy, (P) = 0. Em particular, S, (P) = 0.

Teorema 2.2.15 Sejam P € P("E;F) ea € E. Entao a € Sy, (P) se, e somente se
0 € Spy (cZkP (a)> para todo k=1,...,n

Demonstracao: Suponha que 0 € S, (dkP(a)) para todo kK = 1,...,n. Deste
modo, dado (z;)>2, € £y (E), segue que <CZ/~€P (a) (%))OO €l,(F),parak=1,...,n
j=1

Para todo j, temos

Plata) =P = (}) Pt = £ (}) g P @),

e, portanto, uma vez que /(,(F) é espaco vetorial, segue que a € S,,(P).
Reciprocamente, sejam a € Sy, (P) e k € {1,...,n}. Pela Proposigao 2.1.4, sabemos

que P é (p;q)-somante em (a,...,a). Deste modo, da Proposicao 2.1.2 segue que a
aplicagao
P.:E* 5 F
(.fl,’l,. .. ,xk) — Pan—k (l’l,. .. 7,I‘k) =P (a”*k,xl,. .. ,xk)
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é (p; q)-somante na origem. Utilizando mais uma vez a Proposigao 2.1.4 temos que
o polinomio gerado por esta aplicagao k-linear é (p; q)—sorr}ante na origem. Mas este
polinémio é um miltiplo de d*P (a), o que significa que d*P (a) é (p; q)-somante na
origem, isto é, 0 € Sy, <cka (a)). [ |

Proposigao 2.2.16 Seja E um espago de Banach com a propriedade de Orlicz. Entdo,
Sa1 (P) = E para todo n, para todo F' e para todo P € P ("E; F).

Demonstracgao: O caso n = 1 ¢ trivial. Suponhamos n > 2. Seja (z;)72, € £} (E).

Deste modo, como E tem a propriedade de Orlicz, segue que (z;) =1 € (5 (E). Assim,

<§||P<xj>n2> < (f: ||P<xj>||i)
— |IP| (Jiuwjn?) < oo,

00 a2
< (Z UL )”)
j=1

Isto mostra que 0 € Sy (P) para todo polinémio homogéneo P sobre E e, portanto, o
Teorema 2.2.15 assegura o resultado, pois dados P € P ("E; F) e a € E, teremos que
0 € Sy (dP (a). n

2

=

w3

Agora, veremos um exemplo de polinomio n-homogéneo, para cada n, que s6 é
absolutamente 1-somante em 0 e, portanto, nao é nem ao menos 1-lineavel.

Exemplo 2.2.17 Considere o polinomio 2-homogéneo

P: Ly ([0,1];K) — Ly ([0, 1] ; K)

feP(f)=r~
Vejamos que Sy (P) = {0}. Uma vez que Lo ([0,1];K) tem a propriedade de Orlicz
temos, pela Proposicao 2.2.7, que 0 € Sy. FEscolha uma sequéncia (aj);il €ly—1l e
uma sequéncia ortonormal (h;);=, € La ([0,1];K) tal que, para todo j € N, |h; (z)| = 1

quase sempre (no sentido de Lebesgue) como, por exemplo, as fungées de Rademacher
que sao dadas por

rn: [0,1] = R, neN
t > sign (sen2"mt) .

Consideremos, agora, a sequéncia (ajhj);iy Se g € Ly ([0,1];K), entao a desigualdade
de Bessel nos fornece

gug,am:g'%'“g’w5(Zﬁ‘o‘m) <a§'<g’hj>'> < oo

s ”gHLQ :
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Isto mostra que (ajhy)72, € (¢ (Lo ([0,1];K)). Seja agora 0 # f € Ly ([0,1];K) Uma
vez que

dP (f) (9) = 2P (f.g) = 2fg.

temos

> [|4P () (ah)

. _2Zf0 If ()] o] |hy (2)] dt
_22|O‘J|f0 |f @] [h; ()] dt
_22|O‘J|f0 |f ()] dt

=2, leaﬂ = F00,
J:

0 que mostra que dpP (f) nao é 1-somante e, de acordo com o Teorema 2.2.15, seque

que f ¢ S1 (P).

Iremos agora lidar com o caso em que n > 3. Para cada x € [—m, 7], consideremos
o conjunto

r—mmn|, se0<z<m
J, ::{te[—ﬂ,ﬂ];x—te[_ﬂﬂr]}:{ [—[7? ,1'—|—7T% se —m1<x<0

Sejam f, g € Ly ([—m, 7] ;K). A convolugao f * g é definida sobre [—7, 7| por
= [, flz—1t)g(t)dt.

A desigualdade de Young para convolugoes afirma que, se f € L; e g €
Ly, (1<p<o0), entao f * g(x) existe para todo z, f*g € Ly e [[fxgl, <
11, llgll, (para maiores detalhes, consulte [27]). Portanto, no nosso caso, temos
frgeLy([=mm;K)ellf«gllp, <flL, N9llL,

Proposicao 2.2.18 Assumindo que todas as integrais em questdo existam, nds temos:

(i) frg=gxf
(i) (fxg)*xh=[fx(gxh)
Demonstragao: A prova de (i) é feita utilizando-se a substitui¢do s = x —t :

=[, fla-t)gt)dt= [, f(s)g(x—s)ds=gx*f(z).
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A prova de (i7) segue de (7) acima e do Teorema de Fubini:

= [ )5 f ) g(x —s—1t)h(s)dtds
= Jyutsf @) g(x — s =) h(s) dsdt
= [ f @) (g*h)(z—1t)dt

= (gxh)* f (x)

= fx(g*h) ()

e a demonstracao esta concluida. |

Deste modo, de maneira indutiva, podemos definir

Jorlafom fa(re T w ),
Proposicao 2.2.19 Sejan > 2 e considere o polindmio (n + 1)-homogéneo
P: Ly ([-m,7];K) = Ly ([-m, 7] ; K)
fo PO =(f= e f) f.
Nestas condigoes, Sy (P) = {0}.

Demonstracao: Primeiro vejamos que P estd bem definida. Se f € Lo ([—7, 7] ; K),
pela Desigualdade de Young, segue que f * f € Ly ([—m,7|;K). Logo, o mesmo

procedimento repetidas vezes nos leva a concluir que (f * o) x f) € Ly ([—m,7]; K).
Como f € Ly ([—m, 7] ;K), segue, pela Desigualdade de Hélder, que

(F = s ) f € Ly ([=m, 7] K).

Uma vez que Ly ([—7,7];K) tem a propriedade de Orlicz, a Proposi¢ao 2.2.7 nos
garante que 0 € S (P). Seja f € Ly ([—m, 7] ;K), com f # 0. A aplicagdo multilinear

T: Ly ([-m, 7] ; K)"™ = Ly (-7, 7] ; K)
(fh'"vfn’fn—l-l) = T(fla"'afrufn-l-l) = (fl ¥ *fn) ) fn+17

claramente, define P. Deste modo, a aplicacao multilinear simétrica associada a P é
dada por

P: Ly ([-m, 7] K)" = Ly ([—n, 7] ; K)

(fla < 7fn7fn+1) = MJeSZnHT (fU(l)’ s 7f0(n)7f0(n+1)) ’
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onde S,y1 é o conjunto das permutacoes de {1,...,n,n+ 1}. Assim, para toda
g € Lo ([—m,7];K), temos

~ ~

dP (f)(g) = (n+1) P (", 9)

:—((;11_11;‘ T (g, f,...., [)+n!T(fog, f-. .. [)+-+nT(f,.... [, 9)

:%[n!T(f,...,f,g)+n-n!T(f,-~7f,9,f)]
=T(f....[,9)+nT(f,....f, 9. f)
:(f*.@).*f)-g+n(f*(7-l-_-1)*f*g)-f (2.5)
Ariraacio 1: O operador linear
u: Ly ([=m,7];K) = Ly ([, 7], K)
grulg)=(f*""xfrg)-f
¢ 1-somante.

Prova da Afirmagao 1: Para x € [—7, 7], defina h, : [-7, 7] — K dada por

hx(t):{ (" @), seted,
0, seté¢ J,

onde a barra representa a notagao usual para o complexo conjugado. Temos que
hy € Ly ([—m, 7] ; K) e

Whall,, = (£ "7 ) o g

Lo

[alre
1

*f

(n=3)

(n—=3)
ey A 2 [
L1

-3
el I
LA, A2 < A

L

«f) = f

L

(alre
1
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Interpretando h, como um funcional linear sobre Ly ([—7,7];K), para todo g €
Ly ([—m, 7] ;K), obtemos

ha (9) = (g, ha)
ZIJwg(t)Tt
= [ 9@ (f* - i@ =ty

(n—1)

=[x xfxg)(2).
Concluimos que u é 1-somante observando que, para gy, ..., gx € Lo ([—m, 7| ; K), temos
k (n—1)
2 llulgll =22 |[(fx o % fxg) - f
Jj=1 J=1 Ly

Tk Frg) @)|If (0)da

(l’)l) da
If(w)|> da

ok frg) (@)

= I (Zlh (gl S (= )I)

-, Hmh(i (9)

< A I, €

IIh ||L2

ArmrMAcAo 2: Se f # 0, o operador linear
v: Ly ([, 7] ; K) = Ly ([—7, 7] ; K)
g u(g) = (e f) g
nao ¢ l-somante.

Prova da Afirmacao 2: Seja (h;);-, uma sequéncia ortonormal em Ly ([~m, 7]; K)

tal que, para cada j € N, |h; ()] = em quase toda parte. Escolha uma

1
e

sequéncia (ozj);';l € l, — f;. O argumento utilizado no Exemplo 2.2.17 mostra que
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(ajhy)2, € £f (Lo ([—m, 7] ; K)). Assim v ndo é l-somante pois

- (st = 35 |7 e 1)y |
= 27| ) @)l (@)] da

= Szl 5|7 ) @)
= 7 | S el = oo
2V =N
X U
Das afirmagoes 1 e 2, juntamente com (2.5) concluimos que dP (f) nao é 1-somante e,
do Teorema 2.2.15, segue que f ¢ S; (P). [ |

Teorema 2.2.20 Sejam E e F espacos de Banach, P € P (*E;F) e1 < q < p. Entao,
uma das alternativas sequintes ocorre:

® Spg (P) = 0;
e S, (P)= {a € E; dP(a) ¢ (p:q) -somante}.
Além disso, se Sy, (P) € nao vazio, entao Sy, (P) é um subespago vetorial de E.

Demonstracao: Suponha que S, (P) seja nao vazio. Assim, a Proposi¢do 2.2.5
assegura que P é (p;q)-somante na origem e, neste caso, o Teorema 2.2.15 garante
que a € S,,(P) se, e somente se, dp (a) é (p; q)-somante, provando assim a primeira
afirmagao. Temos, portanto, que

Spa (P) = (dP) (11,4 (B, F). (26)

Observe que

dP: E — L (E;F)
a— dP (a)

é linear. Com efeito, se u, v, w sao elementos quaisquer de E e A € K, entao

dP (u+ M) (w) = 2P (u + v, w)
2P (u,w) + 2A\P (v, w)

P (u) (w) + AdP (v) (w).

P
P

Deste modo, de (2.6), do fato de IL,, (E, F') ser subespaco vetorial de L (E,F') e do
fato de dP ser linear obtém-se a segunda afirmacao. [ |
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Corolério 2.2.21 Se P € P (*E), entdo ou Sy, (P) =0 ou Sy, (P) = E.

Demonstragao: Para qualquer a € E, dp (a) é um funcional linear continuo e,
portanto, (p;q)-somante. [ |

Proposigao 2.2.22 Sejam E um espago de Banach, P € P (3E) e 1 < q < p. Entdo
uma das possibilidades ocorre:

o Spq(P)=10;
o Sy, (P) € um subespago vetorial de E.

Demonstragao:  Suponha que Sy, (P) # 0 e seja a € E. Pela Proposicao 2.2.5
sabemos que P é absolutamente (p;q)-somante na origem. Por ser um funcional
linear, segue que dP (a) ¢ absolutamente (p; ¢)-somante. Do Teorema 2.2.15 segue
que a € Sy, (P) se, e somente se, d*P (a) é absolutamente (p; g)-somante na origem.
Denotamos o espaco de todos os polinomios 2-homogéneos a valores escalares sobre E
que sdo absolutamente (p; ¢)-somantes na origem por Pyypg) (PE). Logo

Spiq (P) = <d2p> R (Pasa) (°E))

e é, portanto, um subespaco vetorial de E, pois ’P : F — P (2E) é um operador
linear. [

Teorema 2.2.23 Sejam E e F espagos de Banach, n € N, P € P("E) eg: E — F
uma aplicagao continua. Se Sy, (P) = E, entdao Sy, (P - g) =ker PU S, (g).

Demonstragao: Dado (z;)>2, € {7 (E), temos que g (v;) — g(0), pois x; — 0 e,

por hipétese, g é continua. Segue entao que (g (xj))]oil é uma sequéncia limitada e,

portanto, existe M > 0 tal que ||g (z;)| < M, para todo j. Primeiramente, mostremos
que Spq (P-g) # 0. Uma vez que Sy, (P) = E temos que (P (z;));2,¢é p-somdvel e,
sendo assim,

i (P g) (x|l = i 1P ()P g (&) [P < Mi 1P ()| < o0,
o que mostra que 0 € Sy, (P - g). Seja a € E. Para todo j,
(P-g)(a+a;)—(P-g)(a) = P(a+m;)g(a+x;)— Pa)g(a)
= Pla+a)(g(a+a;)—g(a) +g(a)(Plata)—Pa).

Sabemos que (P (a+ ;) —P(a));il é p-somavel, pois S,,(P) = E. Portanto,
a € Spy(P-g) se, e somente se, P(a+x;)(g(a+x;)—g (a));’il é absolutamente p-

somavel. Por hipdtese, a € Sy, (P) e, deste modo, o Teorema 2.2.15 garante que dvp (a)
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2.2. CONJUNTOS SOMANTES

¢ absolutamente (p;g)-somante na origem para todo k = 1,...,n. Agora, associando
isso ao fato de que a sequéncia (g (a + x;) — g (a));’i1 ¢ limitada, poisa+z; +aegé
continua, segue de

k=0

Plata)(gtata) - g@)= (£ (})P @ *ad) ) oa+a) - @)
(

para  todo 7, que a € Spg (P-g)  se, e somente  se,
(P (a)(g(a+z;) —g(a)));Z, é absolutamente p-somédvel. Assim, se a € ker P entdo
P(a) =0e (P(a)(g(at+=zj)—g (a)));il ¢ trivialmente absolutamente p-somavel e,
consequentemente, ker P C S, (P - g) e se a ¢ ker P, temos que a € Sy, (P - g) se, e
somente se a € Sy, (g) e o resultado segue. |

Corolario 2.2.24 Sejam E e F espagos de Banach, n ¢ N, P P("E) eg: E — F
uma aplica¢ao continua. Entao, S (P -g) =ker PU S (g).

Demonstragao: Do comentario acerca do Teorema de Defant-Voigt, sabemos que
S1 (P) = E. Assim o Teorema 2.2.23 garante o resultado. [

Corolario 2.2.25 (i) (Caso Complexo) Sejam E e F' espacos de Banach complexos
sendo E de dimensao infinita. Sejam P e g como no Teorema 2.2.23. Entao
S1(P - g) € espagdvel.

(i1) (Caso Real) Sejam E e F' espagos de Banach reais sendo E de dimensao infinita.
Pelo menos uma das sequintes possibilidades ocorre:

(a) Eziste P € P (3E,E) tal que S, (P) = {0};
(b) Para todo P e g como no Teorema 2.2.23 com n =2, Sy (P - g) € espagdvel.

Demonstracao: (i) : Do Teorema 2.2.23 sabemos que ker P C S; (P) e, do Teorema
2.1.6, sabemos que existe um subespaco G de dimensao infinita, tal que

G C ker P.

Mas ker P = P~!(0) e, uma vez que P ¢ continua e {0} é um conjunto fechado, temos
que ker P é fechado e, deste modo,

GCkerP=kerPC S, (P-g).
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(1) : Suponha que E admita um polindmio 2-homogéneo positivo Q@ € P (2E).
Definindo P € P(3E;E) por P(x) = Q(z)z, temos, pelo Teorema 2.2.23, que
S1(P) = ker P = {0}, provando que (ii) ocorre neste caso. Se F nao admite um
polindomio 2-homogéneo positivo, do Teorema 2.1.6, sabemos que para todo P € P (*E),
ker P contém um subespaco de dimensdo infinita de E. Repetindo a prova de (i),
observamos que ocorre entao (7). [

Exemplo 2.2.26 (O conjunto somante de um polindmio 3-homogéneo pode ndo ser
um subespago vetorial) Seja E um espago de Banach de dimensao infinita. Fizemos
01,02 € E' de modo que kerp; ¢ kerpy e keryps € kergy. Para isto, basta
apenas tomar a,b € E wvetores linearmente independentes e definir o1 e @y em E’
de modo @1 (a) = pa(b) = 0 € pa(a) = ¢1 (b) = 1. Consideremos agora o polinémio
P eP(E,E) dado por
P (z) = 1 (2) ¢2 (2) 2.

O Teorema de Dvoretzky-Rogers garante que se ' é um espaco de Banach de dimensao
infinita, entao o operador identidade nunca € absolutamente somante e, deste modo,
temos que Sy (idg) = (0. Do Coroldrio 2.2.24 extraimos que

S1(P) = ker (¢1 - p2) U Sy (idg) = ker (¢1 - ¢2) = ker 1 U ker @s.

Logo, tanto a quanto b sdo elementos de Sy (P). Suponha que (a +b) € Sy (P). Entdo
(a+0b) € kerp; ou (a+0b) € kerps o que significa que b = (a+b) —a € kerg,
ou a = (a+b) —b € kerps, o que é uma contradi¢cio. Deste modo, provamos que
(a+b) ¢ S1(P), o qual nao €, portanto, subespago vetorial de E. Note que, no entanto,
S1(P) € espagdvel, pois ker o1 C Sy (P).

Proposicao 2.2.27 Sejam n > 4 e 2 < q < p. FEntao, existe um polinomio P
n-homogéneo a valores escalares tal que Syq (P) # 0, mas Sy, (P) ndo é subespago
vetorial.

Demonstragao: Sejamn >4e2 < g <p. Seja também E um espaco de Banach que
admite um polinémio @ € P ("2E) tal que Sy, (Q) = 0. Como exemplo, basta tomar
E=1/Ve(Q:{ly— K dada por

Q <(%‘)§il> = jil‘)‘?2

(para maiores detalhes, conferir Exemplo 2.2.13). Sejam 1, ¢ € £’ tais que ker p; €
ker ¢q € ker o ¢ ker ¢p. Defina agora P € P ("E) dado por

P(z)=¢1(2) p2(2)Q (2).

A Proposigao 2.2.8 garante que Sy, (1 - v2) = E e, portanto, do Teorema 2.2.23 segue
que
Spiq (P) = ker (1 - p2) U Sy (Q) = ker (1 - p2) = ker 1 U ker ¢y
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e, portanto, Sy, (P) nao é subespaco vetorial de E. [ |

Seja G um subespaco completo de um espaco de Banach E. Entao a projecao de E
em G é p-somante se, e somente se, G tem dimensao finita. Com efeito, seja 7g: F — G
a projecao de E em (G. Suponha que 7 seja p-somante; deste modo, a restrigao de mg
a (G é a identidade idg e, portanto, do Teorema de Dvoretzky-Rogers temos que G tem
dimensao infinita. Reciprocamente, se G' tem dimensao finita, uma vez que g € linear
segue que, dado (z;);2, € ¢, (E), temos (¢ (2;));2, € £, (G).

No entanto, observamos que, se ¢ < p, entao a projecao de E sobre um subespaco
G de dimensao infinita pode ser (p;¢)-somante, pois se (l‘j);il € (,(FE) temos que
(me (2,))2, € 4, (G) C 6, (0.

O lema abaixo nos ajudara na demonstracao da proposicao seguinte.

Lema 2.2.28 Seja T': E — F' um operador linear continuo e seja (xj);il € (Y (E).
Entao (T ()2, € 7 (F).

Demonstracgao: De fato, se ¢ é um funcional linear continuo definido sobre F', entao
@ o T é um funcional linear continuo definido sobre E e, portanto,

o (T (x;)) = > (poT)(x;) < 0.

oo
1 j=1

9

J

Definicao 2.2.29 Seja E um espagco de Banach. Um operador P: E — E, linear e
continuo, € uma proje¢cao se Po P = P.

Definicao 2.2.30 Um subespaco G de wum espago de Banach FE € dito
complementado se existe uma proje¢io P: E — E tal que P(E) = G.

Proposicao 2.2.31 Seja G um subespaco complementado de E tal que a projecio de E
sobre G € (p; q)-somante. Se existe um polinomio P € P ("E; F) tal que S, (P) = {0}
en > 2, entdo existe um polinomio QQ € P ("E; F) tal que Sy, (Q) = G.

Demonstragao: Seja H o complementar topoldgico de G, isto é, £ = G & H.

Denotaremos por 7y, mg: E — E as projecoes de E sobre H e (G, respectivamente.
Defina
Q:=PomygeP("E,F).
Dado (7;)}Z, € £y (E), o Lema 2.2.28 nos garante que (7p (2;)),2, € (7 (E). Assim,
uma vez que 0 € Sy (P), temos que (Q (7;)),2, = (P (7m (7)), € £ (F). Dado
a € G, temos que 7y (a) =0 e
(Qa+x;) = Q(a))Z, = (P(mu (a+ ;) = P(7u (a));2,

= (P (mu (z5)));2, = (Q(;));2, € 6 (F)

60



2.2. CONJUNTOS SOMANTES

o que mostra que a € Sy, (Q). Provamos entdo que G C S, (Q). Consideremos agora
a ¢ G. Neste caso, 7y (a) # 0 o que significa que 7y (a) ¢ Sy, (P). Logo, existe uma
sequéncia (v;)72, € (7 (E) tal que

P (7 (a) + ;) — P (m ()2 & £, (F) .

Uma vez que
P (r @)+ ) = P (s @) = 3 ()P (om0~ %)

1
existe k € {1,...,n} tal que (P ( (a )"_k ,xf))m ¢ ¢, (F). Como, para todo x € E,

temos que x = 7y (z) + 7 (), segue que

P (i (a)"™ ) = P (i ()" (i () + 76 ()"

Logo, (15 <7TH ()" " 7 ()" 7 (xj)2>> ¢ 0, (F), para algum i € {0,...,k}.
j=1
Suponha que tenhamos i # 0. Por hipdtese, mg é (p;q)-somante o que nos da

S lme (z5)]]P < 00. Seja K > 0 tal que ||z;]| < K, para todo j. Temos entao que
j=1
P

P (WH ()" (25)" g (l‘j)i>
P <7TH (a)"*"g T (xj)’f*i T (xj)z;l e (xj)>
< 2P s (@)™ e @)l I s )

n—1i n—k i—1 i—1 k—
all ™7 Nl T T Y| g () I fls

p

. n—i n—k i1 1)p
< [P sl Nl gl Y i () | < o
‘]:
mostrando assim que (P <7TH (@) ", 7y ()" ma (x])z)) € l,(F), o que é uma
Jj=1

contradi¢ao. Segue, portanto, que devemos ter ¢ = 0, ou seja,

(P (7o @ * 7 (@)*)) ™ 6, (E).
Mas

P <7TH (a)"fk JTH (x])k> =Q (a”_k, xf) = Mdk@ (a) (z)

n!

o que mostra que 0 ¢ S, (cZkQ (a)) e, portanto, do Teorema 2.2.15, obtemos que
a ¢ Spq (Q). [ |
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Apeéendice A

Aplicacoes Diferenciaveis em
Espacos de Banach

Definicao A.0.32 Sejam E e F' espacos de Banach sobre um mesmo corpo K e U um
aberto em E. Dizemos que uma aplicacao f: U — F € diferencidvel sobre U se, para
cada ponto a € U, existe uma aplicagao A € L (E; F), satisfazendo

@) =1 (@) = A - )

z—a [ = af

~0. (A1)

Uma aplicacao diferenciavel no sentido acima é também denominada de aplicacao
Fréchet diferenciavel.

Observagao A.0.33 Seja U um subconjunto aberto de E. Entdo:

(1) Toda aplicagao diferencidvel f: U — F € continua. Com efeito

If () = fla) = Al —all | IIA(ZL"—a)H]

[ = all [ = all

If (z) = f(a) = Ax —

[ = af

T—ra

i 1 ) ~ £ (@] < lim o o |

< tim o~ o | Mt ag] =o.

(17) A aplicagao A que aparece na defini¢ao acima é determinada unicamente por f e
a. E denominada a diferencial de f em a sendo denotada por D f (a). Portanto,
uma aplicacao diferencidavel f: U — F induz uma aplicacao

Df:U— L(E;F). (A.2)

(1i1) Se E e F sdo espagos de Banach, entdo eziste uma distingao entre a
diferenciabilidade complexa de f: U C E — F e a diferenciabilidade real de
f:U C Egr — Fgr. Obuviamente, a diferenciabilidade complexa implica na
diferencibilidade real, mas a reciproca nao € verdadeira. Com efeito, a func¢ao
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f: C— C, dada por f (z) = z é R-diferencidvel, mas ndao é C-diferencidvel, pois,
sobre R, a aplicacao f € linear e, sobre C, nao. Além disso,

ot
= vllmg (A.3)

e este limite ndao existe para qualquer a,v € C, v # 0 e, como veremos adiante, a
existéncia desse limite era necessdaria para que f fosse C-diferencidvel. Para ver
que este limite nao existe, basta tomar os caminhos vy1,72: (—e,e) — C dados
por 1 (A) = X e v (\) = 1A e ver que

: A .1 2 :

lim—-=Ilm—-=1¢ lim — = lim — = —¢

A0 A A0 A A—=0 A A=0 A
pois, como se sabe, para que o limite em (A.3) existisse, seria necessdrio que os
limites acima fossem iguais.

Exemplo A.0.34 Se f: E — F € uma aplicacao constante, entao [ € diferenciavel e
Df (a) =0 para todo a € E. Se A € L(E;F), entdo A é diferencidvel e DA (a) = A,
para todo a € F.

Teorema A.0.35 (Regra da Cadeia) Sejam E, F e G espagos de Banach sobre um
mesmo corpo K. Sejam U C E eV C F conjuntos abertos e sejam f: U — F e
g: V — G duas aplicagoes diferencidveis de modo que f (U) C V. Entdo, a composi¢ao
go f:U — G é também uma aplicacao diferencidvel e

D{(go f)(a) =Dg(f(a))oDf (a), (A.4)
para todo a € U.

Demonstragao: Tome a € U e facga b= f(a) € V. Faga A = Df (a) € L(E;F) e
B = Dg(b) € L(F;G). Deste modo, para todo x € U e y € V, podemos escrever

@ (x)=f(z)— f(a) = Az —a) (A.5)
Y(y)=gy)—g(®) —By—D>), (A.6)
onde
e @) o @I _
T T e R A0
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Dai,

9 (f(a)) + B(f (z) = f(a)) + ¢ (f(2))
=9(f(a)+ B[A(x—a)+ ¢ (@) +¢(f(z))
g9(f(a))+ (BoA)(z—a)+p(z),

onde p (z) = B (i («)) + (f (). Assim,

(@) le@l . @I I @- @l
loe—al BV T T =@l e—d

e, uma vez que

1f () = f@) _ A —a)+e@] ., le@)l
— = — <A+ —=
| — all |l — all | — all
temos que
i 2 @] _o, (A.8)
=a [z — all
0 que completa a demonstracao. [ |

Teorema A.0.36 (Desigualdade do Valor Médio) Seja U um subconjunto aberto
de E e seja f: U — F diferencidvel. Se o segmento [a,a + v] estd totalmente contido
em U, entao

I (@) = f (@) < o] sup [Df (a+ M) (A9

Demonstragao: Tendo em vista a Observacao A.0.33-(i2i) podemos, sem perda de
generalidade, assumir que K = R pois aqui estamos nos restringindo ao segmento
la,a +v] e A é real. Entdo, para cada 1) € F’, consideremos a funcéo g,: [0,1] — R
definida por g, (A\) = ¥o f (a + A\v). Entao gy ¢ continua sobre [0, 1], diferencidvel sobre
(0,1), sendo

gy (N) = D[ o fo(a+ v)
=Dy (f(a+N)oD[fo(a+ \v)
=9 [Df (a+Av)oD(a+ v
=9 [Df (a+ ) (v)],

para todo A € (0,1). Pelo Teorema do Valor Médio para fungdes de uma varidvel real,
temos

90 (1) = g4 (0)] < sup_|g;; (A)
0<A<1

Y

isto é,

[V (F(ato) = f @) < sup [@]DF (at )] @0)].
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para todo ¢ € F’. Deste modo, utilizando o Teorema de Hahn-Banach, temos

If (a+1t) = f(a)]l = sup [¢(f(a+v)—f(a))

[l <1
gsq><pr¢me+AWKWD
léli<1 \o<as<t
:sm><pr¢me+AwH®0
0<ALT \ l9]I<1
— sup D (a+ o) ()]
0<A<1

< [lvll sup [|Df (a+ M)
0<A<1

e o resultado desejado ¢ obtido. |

Corolario A.0.37 Seja U um subconjunto aberto de E e seja f: U — F uma aplica¢do
diferencidvel. Se o segmento [a,a + t] estd totalmente contido em U, entio

If (a+#) = f(a) = Df (@) Ol < [It] sup [Df(a+A)=Df(a)]- (A.10)
Demonstracgao: Seja g: U — F' a aplicacao dada por
9() = f () = Df (@) (z = 0).
Logo, pelo Teorema A.0.36
lg (a+1t) =g (a)ll < [t} sup [|Dg(a+ AL,
0<A<1

ou seja,
If (@+v) = f(a) = Df(a) ()] < vl Sup IDf (a+ Av) = Df (a)]l.

Definicao A.0.38 Seja U um subconjunto aberto de E. Dizemos que a aplicacdo
f: U — F ¢ continuamente diferencidvel ou que é de classe C' se f €
diferencidvel e a aplicagio Df: U — L (E; F) é continua.

Definicao A.0.39 Seja f: U C Er — Fr e seja a € U. Dizemos que [ possui uma
derivada na direcao de v € E em a se o limite

o flatt) = £ (@)

t—0 t

(A.11)

existe. A este elemento de F, damos o nome de derivada direcional de f em a na
direcao de v e denotamos por
of

= (a). (A.12)

Se f € uma aplicacdo tal que todas as suas derivadas direcionais existem, dizemos que
f € Gateaux diferencidvel.
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Proposicao A.0.40 Se f: U C Er — Fgr € diferencidvel em a € U, entao a derivada
direcional de f em a na direcao de v existe, para todo v € E e é dada por

of

5, (@) = Df(a) (v). (A.13)

Demonstracao: Sejaa: (—A,\) — U o caminho diferencidvel dado por a (t) = a+tv.
Seja ainda g : (—=A\,\) — F a aplicacdo dada por ¢ (t) = (fo«a)(t). Deste modo,
fazendo uso da Regra da Cadeia, temos

OF () POt @) a() =9 (0
v t—0 t t—0 t
= %0.0) = DS (2 (0) (& (0)) = DS (0) (v),
o que conclui a demonstracao. [ |

Definicao A.0.41 Seja U um subconjunto aberto de E. A aplicacao f: U — F € dita

duas vezes diferencidvel se f é diferenciqvel e a diferencial Df: U — L(E; F) é
também diferencidavel.

Se U ¢ um subconjunto aberto de £ e f: U — F é uma aplicagao duas vezes
diferenciavel, entao a diferencial da aplicacao Df em um ponto a € U é chamada a
diferencial de segunda ordem e sera denotada por D?f. Deste modo, D?f (a) pode ser
encarada como um elemento de £ (F; £ (E; F')) que pode ser identificado com £ (2E; F).
Se a aplicagao induzida D?f: U — L (*E; F) é continua, entao f é dita duas vezes
continuamente diferenciavel ou de classe C?.

Definicao A.0.42 Seja U um subconjunto aberto de E. Por induc¢ao sobre k, dizemos
que f: U — F é k vezes diferencidvel se f ¢ k— 1 vezes diferencidvel e a diferencial
de ordem k — 1 D*='f : U — L (*'E; F) ¢ diferencidvel. Se D*f ¢ continua entdo,
dizemos ainda que f € k vezes continuamente diferencidvel ou de classe C*.
Uma aplicagao f é dita infinitamente diferencidvel ou de classe C*, quando € k
vezes diferencidvel qualquer que seja k € N.

Observe que nesta defini¢ao fizemos uso da identificacdo £ (E; L (*'E; F)) ~
L(*E;F).
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