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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos a existéncia de solucoes positivas e mudando de
sinal (tendo exatamente dois dominios nodais) para uma classe de equagoes de
Schrodinger quase lineares, as quais modelam fenémenos fisicos, por exemplo,
em Fisica dos Plasmas. Na obtencao dos resultados, foi usado, principalmente,
o método de Nehari, bem como teoria de regularidade eliptica e o Principio de

Concentracao-Compacidade de P. L. Lions.

Palavras-chave: Equagoes de Schrodinger Quase Lineares, Solugoes Positivas
e Mudando de Sinal, Método de Nehari.



Abstract

In this dissertation, we study existence of both one-sign and nodal positive solutions
(with exactly two nodal domains) for a class of quasilinear Schrodinger equations,
which model physic phenomena, for example, in plasma physics. To obtain the
results, it was used, mainly, the Nehari method, as well as, regularity theory of

elliptic and Concentration-Compactness Principle.

Keywords: Standing waves, Quasilinear Schrodinger equations, One-sign and

nodal solutions, The Nehari method.
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Notacoes

Neste trabalho, faremos uso da seguinte simbologia:

C, Cy, C}, ... denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);
|A| denota a medida de Lebesgue de um subconjunto 4 em RY, N > 1;
supp f denota o suporte da funcao f;

Br(z) denota a bola aberta de centro x e raio R e Br quando estiver centrada

na origem;

—, — denotam convergéncias fraca e forte, respectivamente, em um espaco

normado X;

(-,+) denota o par dualidade entre o espago X e o seu dual X"
ut = max{u,0} and v~ = max{—u,0};

Xq denota a funcao caracteristica do conjunto 2;

ou 0O 0
Vu = ( v . Y ) denota o gradiente da funcao u;

6$1’(‘9x2’ ”’8‘@]\7

N
0*u

Au = Z 922 denota o laplaciano de u;
i=1 i
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o [P(Q) = {u : Q — R mensuréavel : /
Q
Q C RY é um aberto conexo, com norma dada por

1/p
lull, = ( / ru\pd:c) ;
Q

e [°(Q2) denota o espago das fungbes mensuraveis que sao limitadas quase

uwlPde <ocop,emque 1 < p < 00 e
|ul , em q p

sempre em {2 com norma dada por

||l oo = inf{C" > 0 : |u(z)| < C quase sempre em 2};

e ((Q) denota o espago das fungoes continuas em €2 e Cy(2) sdo as fungoes

continuas de suporte compacto em 2;

e C*(Q), k > 1 inteiro, denota o espaco das funcoes k vezes continuamente
diferenciaveis sobre Q e C°(Q) = (5, C*(Q);

o C3(Q) = CHQ) N () e C5o(2) = C(Q2) N Co(Q);

o (V@) = {u € 0(Q) : sup B Zu)] oo} com 0 < a <1, e Co (D)
syea |l —yl®

sdo as funcoes em C*(Q) tais que todas as derivadas parciais até ordem k

estdo em C%(Q);
e Paral <p < oo,
3 91,92,...,9n8 € LP(Q) tais que

0
sOdzzc:—/gigodav, VoeC) ei=1,...,N
Ox; Q

WP(Q) = ¢ u € LP(Q) /
u
Q
com norma dada por

1/p
el = [ [+ |u|p>dx]

e WyP(Q) é o fecho do espaco C$°(Q) com respeito & norma acima. Quando
p =2 W2(Q) = HY(Q) e Wy*(Q) = H}(Q). Se u € W'(Q) denota-se
gi =: Ou/dz;. E se u € H'(Q), denotaremos ||ul|12 =: ||ul|.

N
oPara1§p<N,p*:N b

é o expoente critico de Sobolev.




Introducao

Nesta dissertagao, estudamos a existéncia de solugoes fracas positivas e mudando
de sinal (tendo exatamente dois dominios nodais) para a seguinte equacao do tipo

Schrodinger quase linear
1
—Au+V(x)u — §A(u2)u = Mulf 'y em RY, (1)

onde 4 <p+1<22),A>0,V="V(z), comz € RY (N > 3), ¢ um potencial

dado satisfazendo a seguinte condicgao:

(V1) V é localmente Holder continua e existem constantes positivas Vy e Vi tais
que
Vo= inf V(z), sup V(z)<Vy:= lim V(z) e V # V.

zeRN 2ERN |z|—o00

Entende-se por dominio nodal de um funcdo u : RV — R, um subconjunto conexo
limitado do RY onde u ndo muda de sinal.

Equagoes do tipo (1) modelam varios problemas da Fisica-Matematica e tém sido
objetos de estudos durante os ultimos anos. Por exemplo, as solugoes de (1) estao
relacionadas com a existéncia de ondas estacionarias para equacoes de Schrodinger

quase lineares da forma
10z = —Az +V(2)z — f(2%)2 — kA(h(ZH)R (22)z (2)

onde V = V(x), x € RN, é um potencial dado, x é uma constante real e f, h

sao funcgoes reais essencialmente da forma de poténcias puras. Equacoes do tipo
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(2), aparecem mais naturalmente na Fisica-Matematica e cada fenémeno fisico
corresponde a um tipo de h. Aqui, tratamos o caso em que h(s) = s, o qual foi
usado na obtencao da equacao da membrana de superfluido em Fisica dos Plasmas
por Kurihara [15], Para h(s) = (1 + s)*/2, a Equacdo (2) modela a canalizacio de
um laser ultra-curto de alta poténcia na matéria, veja [4, 5, 9, 32]. A Equacao (2)
também surge em Fisica dos Plasmas e Mecénica dos Fluidos em [15, 16, 20, 26, 28|,
na Teoria de Heisenberg do ferromagnetismo em [2, 14, 17, 29, 35|, na Mecanica
Quantica Dissipativa [13] e na Teoria da Matéria Condensada [24]. O caso
semilinear, correspondente a k = 0, ja foi bastante estudado nos tltimos anos,
veja por exemplo, [3, 11, 30, 34| e algumas de suas referéncias.

Nesta dissertacao tratamos o caso £ > 0 na equacao (2). Assumimos sem perda de
generalidade £ = 3. Considerando f(s) = )\SPT_I, comp>1e >0, e buscando

solugdes do tipo onda estacionaria para (2), a saber, solugoes da forma
2(t,x) = e “u(r), weR

obtemos,

uwe ™ = —e Ay + V(z)ue ™ — AMuPtue @t — %A(lﬂ)ue_m

uw = —Au+V(x)u— Mulf"'u — %A(ug)u

MulP7lu = (V(z) —w)u — Au — %A(UZ)U

e renomeando V — w por V segue que
MNulPlu = —Au + V(z)u — %A(UQ)U.

A formulagao fraca de (1) é provar a existéncia de u em um espago de fungoes
apropriado e satisfazendo

/RN(l + u*)VuVedr + /RN u|Vul*odr + /RN V(z)updr = )\/

lulPtupdz. (3)
RN

para toda ¢ € C5°(RY). Para discutirmos a existéncia de solucdo, utilizamos

métodos variacionais, ou seja, analisamos o funcional energia associado a (1) no

que diz respeito a obtencao de pontos criticos. Definamos o funcional I por

1 1 A
I(u) = 3 /sz(l + u?)|Vulrdr + 3 fon V(z)u’dx — 0T S lulPdr.  (4)
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Observemos que o termo nio linear [,y u?*|Vu|*dz nao esta bem definido em todo
o H'(RY) exceto para N = 1, pois neste caso, H'(R) est4 imerso em L>(R). Isto
torna dificil lidar diretamente com (4). Assim, o espago de fun¢des natural para
trabalharmos é

X ={ueHR"): v’ H(R")},
onde, em particular, temos que se © € X entao

/ u?|Vul*dz < oo.
RN

Formalmente, o problema tem uma estrutura variacional. Dado v € X e ¢ €
Cs°(RY), a derivada de I em u na direcao de ¢, denotada por (I'(u), ¢) e definida
por lim; o+ [ (u +t¢) — I(u)]/t, &€ dada por

(), ) = /RN (1 4+ @)VuVe + u|Vul6 + Vuo — AuP "udlde.  (5)

(veja o Apéndice A.1). Dai, u € X é solugdo fraca de (1) se, e somente se, esta
derivada é zero em toda dire¢ao ¢ € C5°(RY).

A existéncia de solucao positiva foi provada, primeiramente, por Poppenberg et al.
|27], sendo o primeiro resultado de existéncia que conhecemos para (1). Eles se
restringiram ao caso N = 1 ou ao caso radialmente simétrico. Em [21], Liu
e Wang usaram um argumento de minimizacao com vinculos e obtiveram uma
solucao positiva com um multiplicador de Lagrange desconhecido A em frente do
termo nao linear. Em Liu et al. |22|, por uma mudanga de variavel o problema
quase linear foi transformado em um semilinear e os autores trabalharam em um
espaco de Orlicz adequado, e conseguiram provar a existéncia de solugoes positivas
de (1) para qualquer A > 0, aplicando o Teorema do Passo da Montanha. O
mesmo método de mudanca de variavel foi usado também por Colin e Jeanjean |10].
Usando-se este procedimento de mudanca de variavel, pode-se procurar também
solucoes que mudam de sinal. Mas, o método depende fortemente de uma estrutura
especial dos termos quase lineares e, em geral, este procedimento nao pode ser usado
para tratar de problemas quase lineares mais gerais, envolvendo operadores mais
complexos. Nesta dissertacao, abordamos o problema por um caminho diferente, a
saber, utilizando o método de Nehari. Trabalhamos diretamente com o funcional
1, apesar de sua falta de diferenciabilidade.

Esta dissertagao esta baseada no artigo "Solutions for quasilinear Schréodinger

equations via the Nehari method" dos autores Liu, Wang e Wang (veja [23]),
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onde eles obtiveram dois resultados de existéncia de solugao para a equagao (1):
um que estabelece a existéncia de solucao positiva e outro que fornece a existéncia
de solugao nodal tendo exatamente dois dominios nodais. As solugoes de energia
minima mudando de sinal podem ser formuladas como minimos de um problema
de minimizacao com duplo vinculo. Desta forma, as solucoes de sinal definido e
que mudam de sinal podem ser tratadas de uma forma unificada.

O método de Nehari foi usado recentemente por Castro et al. [7] e Cerami et al.
[8], para solugoes que mudam de sinal em dominios limitados, e em Ambrosetti e
Wang [1], para solugoes positivas de (1), com N = 1.

As seguintes notagoes serdo usadas para a equagao (1). Nosso método é
independente de A > 0, e, portanto, podemos considerar A = 1 de agora em diante.

Para v € X, definimos
y(u) = (I'(u),u) = / [(1+ 2u®)|Vul* + Vu? — |u[P™]da, (6)
RN
S = {ue X\ {0} : 7(u) = 0},
S*={ueS:u"eSu €8},

onde v (z) = max{u(x),0} e u (x) = max{—u(z),0}. Em seguinda, definimos

também
0o __ -
R
c :ulélsf I(u).

Observamos que, usando (4) e (6) segue que I|g > 0, ou seja, [ é limitado

inferiormente em S; o mesmo vale para [|s«. Solugoes positivas e que mudam de

sinal sao construidas como minimos do funcional I sobre S e S*, respectivamente.
Seja 2* = i—g com N > 3. Para obtermos uma solucao mudando de sinal vamos,
também, considerar outra hipdtese sobre o potencial, a saber: (V2) Existem
constantes positivas M, A e m tais que, para |z| > M,

A

< Vo

Os principais resultados que estudamos neste trabalho sao os seguintes:

TEOREMA 1 Seja 4 < p+1 < 22* e assuma (V1). Entao o funcional I assume

seu infimo c® sobre S em uma funcdao u que é uma solucao fraca positiva de (1).
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TEOREMA 2 Seja 4 <p+ 1< 22" e assuma (V1) e (V2). Entao o funcional I
assume seu infimo c¢* sobre S* em uma fun¢ao u que é uma solugdao fraca de (1),

mudando de sinal, tendo erxatamente dois dominios nodais.

Esta dissertacao estd organizada da seguinte maneira. No Capitulo 1, provamos
alguns resultados preliminares que serao utilizados ao longo da dissertagao, e
provamos também a existéncia de solucoes sobre dominios limitados, que serao
usadas como sequéncias minimizantes do funcional /. No Capitulo 2, analisamos
estas sequéncias minimizantes pelo Principio de Concentracao-Compacidade de
Lions e provamos o Teorema 1. No Capitulo 3, provamos um resultado de
regularidade para as solugoes de (1) que sera necessario para provarmos o Teorema
2. O Apéndice estd composto por quatro secoes. A primeira se¢ao contém a
derivada direcional do funcional I. A segunda apresenta alguns resultados de
Anélise Funcional e Espacos de Sobolev que foram usados com frequécia. A terceira
secao contém os enunciados dos teoremas de C. Miranda e P. L. Lions usados em
algumas demonstragoes. Finalmente, na tltima secao, uma mudanca de variavel e
o principio do maximo foram usados para mostrarmos que as solugoes obtidas sao,

de fato, classicas e estritamente positivas.




Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo, estabeleceremos alguns resultados importantes sobre o funcional
I e sobre o conjunto X definidos na introducao.  Mostraremos também
alguns resultados em dominios limitados que serao frequentemente usados nas

demonstragoes dos resultados principais dos capitulos seguintes.

1.1 Lemas Preliminares

Aqui, mostraremos alguns lemas que serao essenciais para o trabalho com o
funcional /. Por exemplo, estabeleceremos algumas caracteristicas do dominio X
de I, que niao é um subespaco do H*(R"), mas sob uma certa condicio, podemos

ter u +v € X, para u,v € X.
Lema 1.1 Parau € S, t € (0,00) et # 1, temos que I(tu) < I(u).

Prova. Defina a fung¢io f: (0,00) — R por f(t) = I(tu), isto é,

flt) = 1/]RN [1+ (tu)?] |V(tu)|2dx+%/ V(x)(tu)zdx—% |tu|PTda

2 RN p RN

t? 2 2 ! 219, (2 tr +1
= — [[Vul* + V(2)u*] de + = u*|Vul“dr — / P da.
2 p+ ]. ]RN

2 RN RN
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Derivando, obtemos

w?|Vul*dx —t”/ lu|Ptda

RN

u?|Vul*dz — tp3/ ]u\p“dx) :
RN

£ = t/RN (1Vul? + V()] dx+2t3/RN
=t (tl?/ [[Vul? + V(2)u?] da:+2/

RN RN

Desde que p — 3 > 0 e pelo fato de u € S, temos
(1) =~(u) = /RN[(l + 2u?)|Vu|* + V(z)u® — |ulP*)dr = 0.

Para 0 <t < 1 temos, t% >1etP3 < 1, o que implica que

f'(t) > y(u) = 0. (1.1)
Agora, para t > 1 temos, < 1 e "~ > 1 donde

f(t) < t3y(u) = 0. (1.2)
De (1.1) e (1.2) segue que f(t) < f(1),isto &, I(tu) < I(u), parat € (0,00) et # 1.
]
O proximo lema garante que algum multiplo de u € X, u # 0 estd em S.

Lema 1.2 Suponha que uw € X, u # 0. Entao, existe um tnico t > 0 tal que
tu e S.

Prova. Sejam u € X, u # 0e f:(0,00) — R definida como na prova anterior.

2

Para t suficientemente pequeno, tp%l e 7=z tornam-se grande o suficiente de modo

que

2
flit) = t —/ [[Vul> + V(2)u?] dx+—/ u2|Vu|2da7—/ |u|P*tda
Pl g tr=3 Jp RN

Por outro lado, para t suficientemente grande, tp%l e tp% tornam-se pequeno o

suficiente de modo que

/ _ 1 2 2 2 2 2
flit) = (ti’_—l/RN [Vl +V(x)u}d:c—|—tp—_3 -~ |Vul*dr —

\u|p“d:v>
RN
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Portanto, pelo teorema do valor intermediério, existe ¢t > 0 tal que f'(t) = 0. Como

u # 0 temos tu # 0 e

) = [ [0+ 20V + Vi)t ~ e

= t(t/ [[Vul> + V(z)u?] dw—|—2t3/ u2|Vu|2dx—tp/ |u|p+1d:r>
RN RN RN

= tf'(t)

= 0.

Logo, tu € S. Agora, suponha que 0 < t; < t5 sejam tais que t;u € S e tou € S.
Pelo Lema 1.1,

t
I (t—2t1U) < I(tllL)

1

t
I (t—thU) < [(tglb),

2
o que é absurdo, mostrando a unicidade de t. [ |

O proximo lema exibe a imersao de X nos espacos de Lebesgue. Lembremos que
22" = 2255 para N > 3.

Lema 1.3 Se u € X entio u € L*(RY) para 2 < s < 22*. Além disso, existe
C > 0 tal que

*

2
5
/ ]u\m*daj <(C (/ UQIVuIQdJ:)
RN RN

Prova. Pelo teorema de imersio de Sobolev, ji sabemos que u € L¥(RY) para

2 < s <2° = 2N Utilizando o teorema de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg, segue

N-2
(/ | 2*dm) : < ¢4 (/ |V(u2)|2dx) )
RN RN

1
= </ u2|Vu]2dx)
RN
2
/ [u|**"dr < Cy (/ u2\Vu\2dx) < 00,
RN RN

ou seja, u € L?*" (RY). Da desigualdade de interpolacdo nos espacos de Lebesgue,

segue que u € L¥(RY) para 2 < s < 22*. ™

que

donde
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No lema que segue, conseguimos obter, a partir de uma sequéncia em X, uma
sequéncia em S onde cada termo da nova sequéncia é um multiplo do termo

correspondente da sequéncia dada e, além disso, os coeficientes convergem para
1.

Lema 1.4 Seja (u,) C X uma sequéncia tal que

lim y(u,) =0 e lim lup|P e = ¢ > 0.
n—00 n—oo [pN

Entao, existe uma sequéncia (t,) C R tal que t,u, € S elim, . t, = 1.
Prova. Basta provarmos somente o limite de (¢,) quando n — oo, pois, em vista

do Lema 1.2, a partir de um certo ng € N, para cada u,, existe um tunico ¢, > 0 tal

que t,u, € S. Sejam

an:/ (|Vu, > + V(2)ud) dz, bn:/ u? |V, |*dz e cn:/ |, [P .
RN RN RN

Logo,

Y(u,) = / (\Vun|2 +V(:1:)u721) da:'—i-Q/ u? | Vu,|*dr —/
RN RN

|, [P da
RN

= a,+2b, —c,.

Temos que ¢, — ¢ > 0 e vy(u,) — 0. Portanto, as sequéncias (a,) e (b,) sao
limitadas. Passando a uma subsequéncia, podemos assumir que a, — a > 0 e
b, — b > 0. Desde que

Y(un) = an 4+ 2b, — ¢, — 0,

temos
a+2b—c=0. (1.3)
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Afirmamos que a > 0. Do contrario, a,, — 0 e tomando 0 = %

/ u, [P de = / |un|4<N+2)2_(215i_2§)(N_2).|un|4271(vp+_21>)dx
]RN

AN+2)—2(p—(N=2) 1 _ 10 4N(p—1) 1 b
[ etng) ([ i)
RN RN
1-6 0
4N
- (/ uidx) (/ \un\f\’?dx)
RN RN
1 1-6 z 0
Ch (—/ %uidw) [(/ ui|Vun|2dx) ] (1.4)
‘/E) RN RN
1-0 ON_
N-—-2
< Oy (/ |Vun|2+V(x)uidx) (/ qu[Vuanx)
RN RN

implicando que ¢, — 0, o que é uma contradigdo. Temos, entao, de (1.3) que

, temos

IA
7/~

IN

0 < 2b < c e, para n suficientemente grande, podemos supor u, # 0. Pelo Lema

1.2, podemos encontrar ¢, > 0 tal que
Y(tatn) = ant? + 2b,ts — c, 2T = 0. (1.5)

Afirmamos que (t,) é limitada, ou seja, existem constantes 7 e Ty tais que
0 < Ty <t, <Ty De fato, por (1.5) temos a, + 2b,t2 — c,t2~! = 0 e caso
t, — 0 obteremos a = 0, o que é um absurdo. Por outro lado, se t, — oo, por

(1.5) temos
an, 2b,
t;;L—l tg_—S

—c, =0

implicando que ¢ = 0, 0 que é um absurdo. Assim, tomando uma subsequéncia se

necessario, t, — t* > 0. Passando o limite em (1.5), obtemos
a(t*)? 4+ 2b(t*)* — c(t* )P = 0.

Observemos que a equacao at? + 2bt* — ct?P™! = 0 tem ¢t = 1 como tnica solucao

positiva. De fato, defina g(t) = at? + 2bt* — ctP™ para t > 0 e relembremos que

2b<c,p+1>4ea+2b—c=0. Observemos que g(1) = 0. Para t > 1, temos

c(p + 1)tp_3)
4

<4t*(a+2b—c) =0

) =483 (L 4 op—

ou seja, g € estritamente decrescente. E para 0 <t < 1, temos

_pr (0, 20 Pt o
g(t)y=t (tl’—l + s c) >t (a+2b—c)=0.
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Com isso, temos entao que t* =1et, — 1. [
Agora, mostraremos que dada v € X, u # 0, qualquer combinagao linear da
parte positiva de u com a parte negativa de u também pertencera a X.

Lema 1.5 Seja u € X, entdo tu™ + su™ € X para todo t,s € R. Em particular,

utum, |ul € X.
Prova. Sabemos que u* € HY(RY), u* < |u| e [Vu*| < |Vul. Logo,
/ (u®)?|Vu™*dx §/ u?|Vul|?dz < oco.
RN RN

Temos também
(tu + su”)?|V(tut + su”)]? = [P (uh)? + $*(u)?] [P Vut ] + s°[Vu ],
pois (u)(u”) =0 e VutVu~ = 0. Dai
/RN(tuJr +su” 2|V (tut + su”)|Pde = t* /RN(UJ'_)2|V(U+)|2dCL’
+s? /RN(U_)2|V(U_)|2dx < 00,

pois uE|VuTF| = 0. [

O proximo resultado estabelece uma comparacao entre os nimeros ¢* e c.
Lema 1.6 ¢ >0 e ¢* > 2.

Prova. Indicando p? por
p*(u) = / (1 + v?)|Vul*dz —i—/ V(z)u?dr,
RN RN

de (1.4) temos que

ON

1-6 N
pHl 2 21, |2
< G
/ lulPTde < C (/ u dw) (/ u”|Vul dx)
RN RN RN

ON

< Co(p?) (")

N(p-1)—(N-2)(p—1)
— 02p2+ N+2
2(p—1)

2
— 02P+ Ntz |
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Assim,
) = 1/ (14 u2)|Vul2dz + 1/ Vieylde — —— [ juptide
2 RN 2 RN P + 1 RN
> - O
Desde que 2](5;;) > 0, escolhemos p pequeno de modo que
%pQ — Cp2+z§5;;> _ 2 (% — Cp255+21)) > £p2 =:m > 0. (1.6)

Agora, suponha u € S. Considerando A > 0, temos que

pP(Au) = N /

RN

(|Vul® + V(z)u?) dz + >\4/ w?|Vul*dx

RN

e fagamos A pequeno tal que p*(\u) satisfaga a condigao (1.6). Logo, pelo Lema
1.1,
I(u) > I(Au) > m.

Dai, concluimos que

& = inf I(u) > m > 0.
ues

Para qualquer v € S*, temos u™,u~ € S. Observando que |u™ — u~[PT1 =
U + |u~ ,um)(um) = 0, Vu™ - Vum = U, u uT| = 0 e expandindo
ut P+ P () (uT) = 0, Vut -V 0, w*|VuT| = 0 dind

I(u™ —u™) obtemos

0 que mostra que

¢t = inf I(u) > 2.
ueS*

Mostraremos agora outra propriedade do conjunto X. E facil ver que o espaco
Cs°(RYN) esta contido em X. O lema abaixo nos diz que, dado u € X, o produto

de u por uma func¢ao n de C5°(RY) estara também em X.

Lema 1.7 Seu € X en e C(RY), entio ¢ = nu € X. Além disso,

¢*|Vul|?dr < 0o e /

u?|Vo|*dr < oo.
RN

RN
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Prova. Temos que
/ (Y (u)Pdz < € / @ (Il + V) da
RN RN

< Cz/ UQ\Vu|2da:+03/ utdr < oo
RN RN

e
/ (nu)?|Vu|*dz < C/ u?|Vul?dr < oo,
RN RN
/ u?|V (nu)?dr < 01/ u?|Vul*dr + 02/ udr < oo,
RN RN RN
o que mostra o lema. [ |

Como ja observamos, X nio ¢ um subespaco vetorial de H*(R"), pois se u,v € X

nao temos necessariamente u + v € X. Mas, temos a seguinte propriedade.

Lema 1.8 Sejam u,¢ € X tais que [pn u?|VoPdr < 0o e [pn ¢*|Vul?dz < oc.
Entao tu + s¢ € X para todo t, s € R.

Prova. Basta observarmos que

(tu+ s¢)’|V(tu+s¢)|> < C(t°u?+ s*¢%) (*|Vul® + s*|Vo[*)

Ct* (W Vul®) + Ct*s* (v?|Vo]?) + Ct?s* (¢°|Vul?)
+Cs* (¢°|Vo]?) .

A

Lema 1.9 Sejam u, ¢ € X satisfazendo
/ W Volide < oo e ¢*|Vul*dr < oo,
RN RN
th,0n € R comt, — 1 e o, — 0. Entao,
(I'(tau + 000), &) — (I'(u), §).
Prova. Seja w, = t,u + 0,¢. Afirmamos que w, — u em H'(RY). De fato,
[tnt 4 00 — ull g < [t — UlJul[g + |owl[|@]|m1 — 0.

Com isso, e argumentando como na prova do Lema 1.3 temos que w, — u
em LS(RY) para 2 < s < 22*. Além disso Vw, — Vu em [L*(RV)".
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Consequentemente, w, — u e Vw, — Vu quase sempre em R, |w,| < h, para
todo n e quase sempre em RY com h, € L*(RY), 2 < s < 22* e |Vw,| < H para
todo n e quase sempre em RY com H € L?*(RY). Por calculos anilogos aos do

Apéndice A.1, temos
<Il<wn)7 ¢> = / |:(1 + wi)vwnv¢ + wn‘vwn’2¢ + V(m)wn¢ - ‘wn’pilwn(ﬁ] dr.
RN
Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, obtemos

Vw,Vodr — VuV odx,

RN RN

/ V(z)w,pdr — V(z)updx
RN

RN

/ |wn|p_1wn¢da7—>/ |u|P~ ugda.
RN RN

Observamos, agora, que

(w2 Vw, Vo] < wiVw,||Vl
< OB + 020%) (|tal [Vu| + 0,1V 9]) |V
< (Cru® + Crg?)(Cs|Vul 4+ C4|V9)| V|
© QV 2 QV 2
w2 |vul[vo| < Ve CVOL
2 2
ZV 2 QV 2

Das desigualdades acima, e novamente pelo teorema da convergéncia dominada de

Lebesgue, obtemos
/ w2Vw,Vodr — u?VuVodz.
RN RN

Analogamente,

wa|[Vwn[*6] < C(Jtn]|ul + |on| o) (2] Vul* + 02V |?)|4]
< (Cilu| + Cs|0))(Cs|Vul® + Cu|Vo|*) ||

2v2 2v2
w|Vuf? | ¢Vl

Vul?|o| <
[ul|[Vul[¢] < 5 5
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2v2 2v2
VP | Ve

2
<
ullvoPlsl < >

de onde segue
/ Wy |Vw, [*pdr — / u|Vul*pdr.
RN RN
Finalmente, das cinco convergéncias acima concluimos que
(I'(wn), §) — (I'(u), §).
[ ]

Lema 1.10 Suponha que w € S e I(u) = °, ouu € S* e I(u) = ¢*. Entdo u é
uma solugao fraca de (1). Além disso, a igualdade (3) vale para qualquer ¢ € X
com a propriedade que [oy u?|Vo|*dr < co e [on ¢*|VulPdr < co.

Prova. Provaremos o caso para c*, o outro caso (I(u) = ") segue de maneira
andloga. Vamos proceder usando um argumento de contradi¢ao. Suponha que
u € S* e I(u) = c¢*, mas a conclusdo do lema nao seja verdadeira. Entao, podemos

encontrar uma funcao ¢ € X satisfazendo
/ u?|Vol|?dr < oo e ®*|Vul*dr < oo,
RN RN
mas
(I'(u), @) = / (14 u*)VuVe + u|Vul*¢ + V(z)up — [ul’ " ug] do < —1.
RN

Observamos que o lado direito da desigualdade acima poderia ser qualquer
constante ¢ # —1. Basta que ¢ # 0, pois se (I'(u), ) = ¢, fariamos ¢ = —cp € X
e obteriamos (I'(u), ) = —1.

Podemos escolher € > 0 suficientemente pequeno de modo que
1
(I'(tu® — su™ + 09),¢) < —g5 para todo [t — 1|+ |s — 1| +|o| < 3e.  (1.7)

De fato, tal escolha é possivel, pois se nao existisse tal ¢ > 0, seria possivel

construirmos sequéncias (t,), (s,) e (o,) tais que t, — 1, s, — 1,0, = 0e
1
(I'(tyut = s,u™ + 0,0), @) > —g para todo n > 1.
Tomando o limite quando n — oo nessa expressao e utilizando o LLema 1.9, obtemos

—% < lim (I'(t,u® — s,u™ + 0,0), ) = (I'(u), ) < —1,

n—~oo
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o que é um absurdo.

Seja n : R? — [0, 1] uma funcao “cut-off” definida por

1, seft—1]<lee|s—1]<lg
n(t,s) = : :
0, seft—1>€eouls—1|>e

Vamos estimar o ntimero sup, .o I (tu* —su™+en(t,s)d). Se [t—1] < ee|s—1] <,

entdo, pelo teorema fundamental do calculo e (1.7)
I(tu™ —su™ +en(t,s)p) = I(tu™ —su”)
+ /01<I’(tu+ —su” + Cen(t, s)o), en(t, s)d)d¢
< I(tut —su™) — %en(t, s).

Para [t — 1| > € ou |s — 1| > €, n(t,s) = 0, a desigualdade acima é trivial. Agora,
desde que u € S*, para (t,s) # (1,1), temos que I(tu™ —su™) < I(ut) + I(u~) =
I(u). Dai,

I(tu™ — su™ +en(t,s)¢p) < I(tu™ —su™) < I(u), paratodo (t,s)# (1,1).
Por ouro lado, para (t,s) = (1,1),
1
I(tu® — su™ +en(t,s)o) < I(u) — € < I(u).

Logo, em qualquer um dos casos, temos

I(tu® — su™ +en(t,s)p) < I(u) = c*.

Mostraremos que, de fato, podemos encontrar (a,b) € (0,2) x (0,2) tal que
@ =au" —bu" +en(a,b)p € S* e I(a)<c
Seja G = {(t,s) € R?: |t — 1| < ¢,|s — 1| < €}. Definimos h : G — X por
h(t,s) = tut — su™ + en(t, s)o.
Definimos também a funcao F : G — R? por

F(t,s) = (y(h(t, s)"),7(h(t,s)7)).
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E facil verificar que y(h(t,s)*) e y(h(t,s)”) sdo continuas em G. Basta argumentar
como no Lema 1.9 e usar o Lema 1.8. Assim, F' & continua. Além disso, se |[t—1| = ¢
ou |s — 1] = ¢, entao n(t,s) =0 e h(t,s) = tu™ — su™. Desse modo,

F(t,s) = (’y(tqu),y(su*)) )

Observe que se t = 1 — e entdo % > 1 e t#? < 1, donde

y(tu') = (I'(tu”), tu”)
1
= t4(—2/ (|Vu+|2+V(:U)(u+)2)dx+2/ (ut)?|VuT|*dz
t RN RN
_tp—3/ |u+|p+1dx>
RN
> thy(ut) =0.

Do mesmo modo, temos para t = 1+¢ que y(tu™) < O0e~y(tu™) <0, e parat = 1—¢
que y(tu~™) > 0. Assim F(t,s) # (0,0) para todo (t,s) € dG. Usando o teorema
de existéncia de Miranda (veja Apéndice A.3) temos que existe (a,b) € G tal que
F(a,b) = (0,0), implicando que h(a,b) € S*. Tomando @ = h(a,b) segue que

I(a) < I(u) = ¢,

o que é uma contradi¢ao, e o lema esta provado. [ |

1.2 Resultados de Existéncia em Dominios

Limitados

Nesta secao, vamos considerar o problema correspondente em dominios limitados.

Neste caso, as solucoes obtidas serao usadas como sequéncias minimizantes para o
problema no RY. Para R > 0, sejam B = B(0,R) = {z € RV : |z| < R},

Sr=SNH)Bg), Sp=5S"NH;(Bg),

o _ * e
Cp= ulenéfR I(u), cp= uleng; I(u).

Lembramos que se u € H}(Bg), entdo a fungao

~ u(z), se x € Bg;
u(r) = N
0, se r € RV \ Bp

pertence a H(RY) e, neste caso, g—z - g—; em Bpg.
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0

Lema 1.11 ¢, e ¢ ambos decrescem quando R aumenta e ¢ — &°, ¢ — ¢

quando R — oo.

Prova. E claro que ¢% e ¢ sio mono6tonas decrescente em R pela propriedade de
infimo, e ¢% > ¥ e ¢ > ¢*. Mostraremos que ¢ — ¢*; o caso ¢% — ® é provado
de maneira andloga. Para € > 0, existe u € S* tal que I(u) < ¢*+¢€. Seja ug = nru

onde ni é uma funcao “cut-oft” definida por

1, se|z| <
nr(r) = {

0, se|z|>

SRS

NIV

Usando o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos, quando R — oo,

/ lug|Pde — lu® P dx > 0,
RN RN

) — () =0
Pelo Lema 1.4, encontramos (tg), (sg) tais que tg — 1 e sg — 1 quando R — oo,

tRuE € S e spuyp € S. Agora, considerando ur = tRuE — Spup € Sk, e

IN

I(ﬂR) = ](tR’LL; — SRu]_{)

< I(tgu’ —spu”) + C/ [(1+u?)|[Vul> + V(2)u® + |u]™] da
RV\B g

I(ut —u”) +o(1) <" +e+o(1),

*
Cr

VAN

onde o(1) — 0 quando R — oo. Desde que € é arbitrario, segue que limpg_,, ¢ = ¢*.
|

O lema seguinte vai mostrar que, para cada R > 0, existe @ € S}, tal que () = c,.

E, também, existe u € Sk tal que I(u) = c%.

Lema 1.12 Os infimos ¢% e ¢y sio atingidos.

Prova. Provaremos o lema para c. O caso ¢% segue de maneira andloga. Seja
(un,) C S} uma sequéncia minimizante, isto é, I(u,) — c¢§ quando n — oo.
Observemos que u> € Sk e, portanto, u> # 0 e y(ul) = 0, para todo n > 1.

Afirmamos que [py (uX)?dz, [on [VuE|Pdz e [on (ul)?|Vus |[*dz sdo todas limitadas.
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Temos que

1 1 1
1) = 5 [ P [ @RVt g [ Ve

2
1 + |p+1
- lu, [P de, (1.8)
p+1Jry
wup) = [ vapdeez [ @pwepas [ Vit
RN RN RN
- /RN luE P de, (1.9)

I(un) = I(uy)+1I(u,) e ~(un) = () +7(uy,).

De (1.9), obtemos

/ ]Vu,ﬂzdaﬁLZ/ (uf)QIVuflzdij/ V(ZE)(’LLZ:)Qd.CE:/ lu= [P de. (1.10)
RN RN RN RN

Se, pelo menos, uma das trés parcelas do lado esquerdo dessa desigualdade nao

fosse limitada, substituindo em (1.8), obteriamos

I(ut)+I(u,) = ﬂ(/ ]Vu:{|2dx—|—/ |Vun]2dx)
RN RN

2(p+1)

bt ([ i+ [ s
+2f’p;+11) (/RN V(z)(uh)2de + /RN V(x)(u,;)wx) (1.11)

Y

o que é um absurdo, pois I(u,) — ¢ > 0. Temos também que [,y |uf [P dz > m
para algum m > 0 e para todo n, pois se fRN luf|PHldr — 0 teriamos, usando
(1.10) e (1.11),

I(un) = I(uy) + I(u,) — 0,

+

£) é limitada em H}(Bgr). Portanto, podemos

0 que nao pode ocorrer. Assim, (u
assumir que uX — u* em H}(Bg). Desde que estamos em um dominio limitado,

podemos usar o teorema de imersao de Rellich e a desigualdade de interpolacao e

+ +

assumir que v — u* para L¥(Bg) com 1 < s < 22*. E claro que u¥ — u* em

L*(Bg).

Afirmamos que Vul — Vu® em L?(Bg, RY). De fato, como

i

2
< |2y < oo,
2

+
ou,,

aZEi
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temos que

our

a; —~wF em L*Bg),

(2
o que implica que
8u,jf + 2
vdr — w;vdr para toda v € L°(Bg).
Br 83:2 Br

Em particular, esta convergéncia vale para toda ¢ € C{°(Bg). Desde que

/“
Bgr

+ Oy ut dyp

nor Y o, de < C lu — ut|de — 0,

n
Br

obtemos

/ ut &pdx—> ut asOdaz:
Br

n .
€Z; Br 8@

Portanto, temos, da defini¢cao de derivada fraca, que para toda ¢ € C5°(Bg)

+
/ ut 0 der = — Ou pdr = —/ wi pda
Br 8% Br 8:132 Br

o que implica que % = w¥. Temos também que V[(uF)?] — V[(u*)?] em

L?(Bg,RY). Com efeito, sabemos que [,y (u)?|Vu|*de é limitado. Isso implica

que .
ou
2ut—" —~ v em L*(Bg),
" ops U (Br)
ou seja,

o +
/ 2uF " dy — vivdr paratodo v € L*(Bg).
Br axz Br

Em particular, temos que a convergéncia anterior valida para toda ¢ € C§°(Bg).
+ o gt Oui

Como ug; e uy F2= pertencem a L} .(Bg), temos que mg—i)g = QUf%. Observemos
que vale
/ @P L [ L,
Br 6.772 Br 8901
pois

Jip Dy
:I:)Q (u:t)Q

n

; :
C (/ ut — ui|2dm) (/ lut + ui|2dm)
Br Br

Cllum — w¥[lz (Jluz ll2 + [lu=[l2) — 0.

/.

de < C/ luE — ut||u + u*|de
Bgr

IN

IN
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Assim, novamente pela defini¢ao de derivada fraca, para toda ¢ € C§°(Bg) obtemos

+
/ (ui)28—¢dx = —/ 2uiau pdr = —/ v pda
Br 81‘1 Br (9:161 Br

+out _ &
85!31‘ _U’L .

Assim, de toda a argumentacao acima, segue que

o que mostra que 2u

/ e — [ e,
Br Br

/B V(z)(ul)de — V(z)(u®)*dz,

Br

Vulr — Vu* = |Vu®|2dz < liminf |Vur|2de
Br n—e  JBgr

V[ = V[ > [ ]9 [0 do < timins / IV [(u£)?] | da.

Pelo Lema 1.2, existem ¢, s > 0 tal que tu™, su™ € S, ou seja, y(tu™) = y(su™) = 0.

Fazendo @ = tu* — su™, entdo u € S}, e usando a argumentagao anterior, obtemos

insf I(uw)=cp < I(a)=I({tu")+I(su")
u€sSy
< liminf I(tw}) + liminf I(su,, )
< liminf[I(tu}) + I(su,,))]
< liminf I'(u} —w,) =lim I(u,) = cj.
Assim, I(@) = ¢}, e a prova esta concluida. [ ]

Lema 1.13 Suponha que uw € Sg e I(u) = % ouu € S} e I(u) = c. Entdo, u
€ uma solu¢ao fraca da equacgao quase linear correspondente no dominio limitado
Bg, isto é, para toda ¢ € C§°(Bpg) vale

V(x)u¢dx:/ JulPtugdz.

Br

/ (1—|—u2)VuV¢>dx+/ uyvu12¢dx+/
BR BR

Br

Além disso, a equagio acima vale para qualquer ¢ € X NH(Bg) com a propriedade
de que [; w?|Vo|*dr < oo e [ ¢*|Vuldr < oo,




1.2 Resultados de Existéncia em Dominios Limitados

25

Prova. A prova é idéntica a do Lema 1.10.

Prosseguindo, precisamos estudar o funcional limite, o qual é definido usando-se o

limite do potencial V'(x) no infinito. Para u € X, considere

1 1 1
I°(u) = = /RN(l + u?)|Vul*dz + 5/ Vooutdr — 1 lu|Ptda.

2 RN RN

Da mesma forma, definimos

¥ (u) = / (1 + 2u?)|Vul|*dx +/ Vooutdzr — / lu|Pttdx
RN RN RN
5% = {ue X\ {0} :7*(w) =0
¢ = inf I*°(u).

ueS>®

Além disso, para os dominios limitados Bg, definimos

S = SN H)(Bg), ¢y = inf I°°(u).

ueSE

(1.12)

(1.13)

Usando as provas dos Lemas 1.11 e 1.12, segue que ¢ — ¢* > 0 quando R — oo

e o infimo c% é atingido.




Capitulo 2

Existéncia de Solucao Fraca Positiva

Neste capitulo, vamos provar o Teorema 1. Para isto, necessitamos antes de
alguns lemas. Para mostrarmos o proximo resultado, usaremos o Principio de

Concentracao-Compacidade de P. L. Lions (veja Apéndice A.3).

Lema 2.1 Seja ur € Sg uma solugao fraca da equagdao (1) no dominio limitado

Bg, isto €,
/ (14 u%)VuprVeods + / up|Vug|?¢dr + / V(2)urpdr = / lug|P  ugpdz,
BR BR BR BR
(2.1)
para toda ¢ € X N Hy(Bg) com a propriedade que
/ w|VolPdr < oo e ¢*|Vul*dzr < oo.
Br Br

Suponha que [ (1+u%)|Vug|*dz, [5 V(r)ugde e [ |uglP*'de sejam limitados,

para todo R. Além disso, assuma para uma subsequéncia R, — 0o, que
/ up [P dz — A € (0, 00), (2.2)
Br,

onde u, = ug,. Entio, existem 3 € (0,1] e (z,) C RY satisfazendo: para cada

26
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€ >0, existe r. > 0 tal que se r’ > r > r. entao

lim inf/ lu, [Pz > BA — e,
Byr(zn)

n—oo

(2.3)
lim inf/ lu, [P de > (1 — B)A —e.
RN\B,./ ()

Além disso, se 3 < 1 entdo liminf, o I(u,) > c® + .

Prova. Para obtermos a existéncia do nimero 3 € (0, 1], vamos usar o Principio
de Concentra¢ao-Compacidade de P. L. Lions. Primeiro, observemos que (uy)
¢ limitada em H'(RY), pois, por hipotese, temos que fBRn(l + u?)|Vu,|[*dr e
[5, V(2)uidr sdo limitadas. Com isso, vamos mostrar que o item (2) do Teorema

A.3.2 (Anulamento) nao pode ocorrer.

Fazendo
o btl
oy — |uz| 2
n - -
[, 2% de
n
temos que

/ pndx = 1.
RN

Se o Anlamento ocorresse, teriamos

lim sup/ pndx | =0, para todo R < oo.
7% \yeRN JBr(y)

Pelo lema de Lions (Lema A.3.3), u, — 0 em L*(R") para 4 < s < 22* o que ¢
absurdo. Entao, os itens (1)(Compacidade) ou (3)(Dicotomia) do Teorema A.3.2
deve ocorrer. Suponha que (1) ocorra. Assim, existe uma sequéncia (z,,) C RY tal

que para todo € > 0, existe r. > 0 tal que

€
Pndff Z 1- R
/Bre(a:n) A

ou seja,

/ |, [Pz > / |, [Pz > <1 — i) / lu, [P ide, ser >r.
BT(In) BTe (mn) A BRn

Tomando o liminf, obtemos

lim inf/ |u, [P d > (1 - E) A=A —c¢,
By (zn) A

n—oo
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donde

n—oo

lim inf/ Jun [P de > (1 -1)A—¢€, ser’ >
RN\B,/(xn)

Assim, temos a conclusao do lema para 3 = 1.
Consideremos, agora, que (3) ocorra. Entao, existe 5 € (0,1) tal que para todo

e > 0, existem ng > 1, z,, € RY,

pl,n(x) (x)XBr(xnﬁ

= pn
p2.n(T) = Pn(x)XRN\B,,,(xn)

com r’ > r > R,, satisfazendo, para n > ng,

€

/ p1n(z)dr > B — T (2.4)

RN
€

/ pon(z)dr > (1 — ) — T (2.5)

RN
De (2.4), temos que
/ u, [P dz > 3 |, [P d — a |, [P .
Br(zn) Brg,, A Bgr,

Tomando o liminf, obtemos

lim inf/ lu, [P dr > BA — e,
Bv'(wn)

n—oo

e de (2.5) temos

J N e T e A T
RN\, (2) B, A Jbn,

Tomando o liminf, concluimos que

n—oo

lim inf/ lu, [P de > (1 — B)A —e.
RN\B,, (22)

Assim, obtemos o resultado para (€ (0,1).
Agora suponha < 1. Escolhemos €, — 0 e 7/, > r,, — 00 tais que, a menos de

subsequéncia, tenhamos
/ lu, [P > BA — €,
B”'n(xn)
(2.6)

/]RN\B o lu, [P > (1 — B)A — €.
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Seja & uma funcao “cut-oft” definida por

£(s) =

0, s<lous2>4
1, 2<5<3,

e satisfazendo [£'(s)| < 2 para todo s € R. Tendo em vista o Lema 1.7, podemos
tomar ¢,(x) = f('r x"') un(x) na igualdade (2.1), reescrevendo-a da seguinte

maneira;:

/ [(1 + U2 )V, Vo, + |V, [*bn + Vi, o, — |un|p_1ungbn} dx
BQ"“TL I’"«)\BTn (:lfn)
/ (14 2u2)|Vu,|* + Vul — |u, [P do
B3Tn Tn \B27n -'En)

4rn In \BS'rn mn)

/ (14 12) Ve, Vb + | Vit 6+ Vit — [P ] da
=0.

Observemos que

/ ’un’erldx — / |Un|p+1d$
Brg,, RN
— / |, [P dr +/ |, [P d
By, (zn) B4rn($n)\Brn($n)

+ / [P
RN\ By, (zn)

Por (2.2), dado € > 0, existe ng tal que, para todo n > ny,
—e< / lu, [P dr — A < e
Br,

Logo,

/ Ju, [P da < A+e—/
B4rn (xn)\BTn (xn) B

Fazendo 7], = 4r,, em (2.6), temos

|, [P d — / |, [P d.
(zn) RN\ By, (25)

™n

/ lup PPl < A+e—BA+e, — A+ BA+ ¢,
Bary, (€n)\Bry, (zn)

= e+ 2e,.

Como € ¢é arbitrario e €, — 0 quando n — oo,

/ [, [P d2 = o(1). (2.7)
B4rn (xn)\BTn (mn)
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Disto e usando a estimativa

(1 4+ u?)u, Vu, VE < |1+ 12| [un| |V, || VE]
!
< Bl g uivu
1
< T—(]1+ui\2+ui\Vun]2)

e o fato que

/ (14 0V, Vo, = [ £(1+ 1) Va2
B4T‘n(xn)\BTn(zn) B4Tn(x”ﬂ)\BTn (x’ﬂ)
+/ (1 + u?)u, Vu, Védr,
Biary (2n)\Bry, (xn)
obtemos, quando n — oo,

/ B [(1 + u2)Vu, Vo, + up |V, *é, + Vun¢n] dx
B4rn $n) Brn Tn
B47‘n (xn)\BTn (In) Tn
Assim, de (2.7) e (2.8), concluimos
/B . [(1+ 2up) [V |* + Vg, — [u, [P de = o(1).  (2.9)
3rn (Tn 2rp (Tn

Considerando outra fungao “cut-oft”, n, definida por

1, s<2;

5) = ’
n(s) {07 533,

e satisfazendo |n(s)| < 2, consideremos

wy(z) =1 (%) up(x) e vy(x) = (1 -7 (%)) Up ().

Por (2.6), temos

/ w, [P de = / [nun [P de > / |u, [P de > BA — €,
RN By, (xn) By ()

(2.10)
/ v [P de = / (1 — n)u,|Pde
RN RN\BQTn (x’"«)

> / lu, [P de > (1 — B)A — €.
RN\ Bgy.,, (5
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Denotemos

Agora,

I(uy)

1 1 1

observemos que

= / T (uy,)dx
RN
- / T (un)dz + / T (un)dz + / T (u,)de
BQT‘n(In) B37‘n(x77«)\B2Tn(x") RN\B3Tn(xTL)
= I(wn)—/ T(wn)dx—i-/ T (u,)dz +
B3T‘n(x’"«)\B27‘n(In) B37‘n(xn)\B2T‘n(x’ﬂ)

I(v,) — / T (v,)dz.
B37”n (:l?n)\Ban (‘Z”)

De (2.7), segue que

Assim,

/ [P = o(1),
BS'rn (-’En)\BQTn (l’n)

/ [P dz = o(1).
BB'rn ($n)\327‘n (x’ﬂ)

raciocinando de forma analoga a (2.9), obtemos

/ T (wy,)dx = o(1),
BSrn (xn)\BQTn (In)

/ T (vn)dz = o(1).
B3rn (xn)\B?rn (:En)

Logo, I(u,) = I(w,) + I(v,) + o(1). Observemos que

0 =

(I'(un), wy)
/ [(1+ w2 )V, Vw, + | V| *w, + Vau,w, — |un P upwy, | da
RN

/ [(1 4 202)| Ve |? + Vawo? — Jwn[P*] di +
B2Tn(x")

/ [(1 + 1) Vu, Vw, + |V, 2w, + Vu,w, — |un|p_1unwn] dx
B3rn (xn)\BQTn (In)

)

(wn) — / [(1 4 202)|Vw,|? + Vw? — [w, [P dz +
B?;rn(xn)\BQTn (zn)

/ [(1 + w2 )V, Vw, + | V| *w, + Vu,w, — |un|p_1unwn] dz.
BBr'n (xn)\Ban (mn)
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Fazendo ¢ = w,, e usando (2.1) e (2.9), concluimos que

Y(wn) = (I'(u),w,) + o(1) = o(1).

Com a mesma argumentacao anterior, também vale

Y(0n) = (I'(un), va) + o(1) = o(1).

Pelo Lema 1.4, existem sequéncias (t,) e (s,) tais que t, — 1, s, — 1,
W, = t,w, € S e v, = s,v, €S.

Suponha que (z,) seja limitada, ou seja, |x,| < M para algum M > 0. Neste caso,

|z — x|

supp v, C {[L’ eRY:

> 2} =R\ By, (x,)

n
supp 4, C Bpg,,.

Podemos considerar 2r,, > R, > M. Seja y € RY com |y| < R, — M. Assim,

|y_xn| < |y|+|l‘n| < Rn_M+M

rn, Ty Tn

<2.

Logo, supp v,, esta fora da bola Br, /. Entao,

1
I(@n) = + é/RN 2dl’
1
= = — Voo )02dx
2 RN\BRn
= I™(v,) +o(1),

e obtemos

Além disso, de (2.10), temos

lim |0, [P dr = C # 0.
N

n—oo

Assim, pelo Lema 1.4, existe (0,) C R tal que o, — 1 e 0,0, € S*. Logo,
I(v,) = I™(9,)+o(1)
= I®(op0n) + I%°(0,) — I°°(0,0,) + 01)
> ™4 o(1),
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0 que mostra que

liminf I(7,) > .

Além disso,
& = inf I(u) < liminf I(w,).

uesS n—00

Agora, se (z,) é nao limitada,
supp w, C Bs,. (xr,) e suppu, C Bg,.
Note que podemos considerar |z,| > 2r,. Assim,
I(w,) = I®(w,)+ /N(V(:c) — Voo )widz
R

_ () + / (V(2) = Voo )i2da
BBrn (xn)mBRn
= I*(w,)+ o(1),

e temos

) = )+ [ (V= Via)aids
= o(l).

Novamente pelo Lema 1.4, existe (7,) C R tal que 7, — 1 e 1,0, € S*. Logo,

I(w,) = I*(w,)+ o(1)
= I®(mw,) + I%(wy,) — I (Taw,) + o(1)
> ™+ o(1),
donde
ligiogf I(w,) > ¢,
Além disso,

& = inf I'(u) < liminf I(9,).

uesS n—00

De maneira geral,

I(u,) = I(w,)+ I(v,) 4+ o(1)
= I(tyw,) + I(s,v,) + o(1),
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desde que I(w,) — I(t,w,) = o(1) e I(v,) — I(s,v,) = o(1). Portanto,

liminf I(u,) > liminfI(¢t,w,)+ liminf I(s,v,) + o(1)

n—oo n—oo n—oo

> A4

o que finaliza a prova do lema. [ ]

Lema 2.2 O infimo ¢ é atingido e se I®°(u) = ¢, podemos assumir u(x) > 0

para x € RY,

~
Il
O

Prova. Seja (u,) uma sequéncia tal que u, € S2°, I*°(u,

quando n — oo. Desde que v*°(u,) = 0, temos

/ (1+2u721)]Vun\2d:c+/ Voouid:c:/ |, [P dx.
RN RN RN

Dai,

1 1
(1 +u?)|Vu,|*dr + = / VeouZde — —— Jup [P die
2 RN p + 1 RN

1 2
|Vun|2dx +|z——— / u? |V, |*dz +
p+ p+1 2 pr1) Jun

-
< p+1)/ tnda

Como I°°(uy) é limitado, concluimos que

/ (1 +u2)|Vu,|*dz, / uldr e / |, [P da
Br, Br, Br,

sao limitados, em n. Caso contrario, usando as igualdades acima, chegariamos a

m|< M'H\

uma contradicao, isto é, se pelo menos uma das parcelas nao fosse limitada, entao
I*(u,) nao seria.
Note que, a menos de subsequéncia

lim lu, [P dr = A € (0, 00).

n—od RN

Caso contrario, 1°°(u,) — 0 ou I*°(u,) — 00, 0 que seria um absurdo. Logo, pelo
Lema 2.1, existe uma sequéncia (z,) C RY tal que, para qualquer ¢ > 0, existe

r > ( satisfazendo
lim inf/ lu, [P de > A —e.
Br(-rn)

n—oo
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Observe que se I*°(u,) — ¢ entdo devemos ter § = 1. Pela invaridncia por
translagao do problema, ou seja, se 1°°(u) = ¢ e se definirmos u(x) = u(z + y)
entdo [*°(u) = I*°(u), podemos assumir que (z,) é limitada (|z,| < M < R,).
Dai (u,) C H}(RYM) e, além disso, é limitada. Logo, a menos de subsequéncia,
u, — u em H}(RY). Também temos u, — u # 0 em LPT(RY), Vu, — Vu e
V(u?) = V(u?) em L?(RY RY), pelo mesmo argumento usado no Lema 1.12.

Pelo Lema 1.2, encontramos ¢ > 0 tal que v*°(tu) = 0 e, portanto,
0 00 1 2 2 1 2 1 +1
¢ < I®(tu) = - 1+ (tw)?]|V(tuw)|*dx + = Voo (tu)*dx — —— [tuP™ dx
2 RN 2 RN p + 1 RN

1 1
= timint [ |V(tu)Pde + liminf o / (b 2|V () 2 +
n—00 RN

n—00 RN

1 1
lim inf - / Voo (tuy,)?dr — lim inf / |tu, [P da
2 RN n—oo p—+1 RN

n—oo

< liminf I*°(tu,)
n—oo

< liminf I*°(u,) = lim ¢° = ™.
n—oo n—oo

Logo, I*°(tu) = ™.
Podemos supor que as fungoes u,, sejam nao negativas (podemos trocar u,, por |u,|,
se necessario). Assim, u > 0. Pelo Teorema A.4.1 do Apéndice segue que u(x) > 0

para todo x € R", finalizando a prova. [

2.1 Demonstracao do Teorema 1

Nesta secao, apresentaremos a demonstracao do Teorema 1, cujo enunciado é:

TEOREMA 1 Seja 4 < p+ 1< 22* e assuma (V1). Entao, o funcional I assume
seu infimo ® sobre S em uma fungio u que € uma solugdo fraca positiva de (1).
Relembramos que a condigao (V1) é dada por: V é localmente Hélder continua e
existem constantes positivas Vj e V,, tais que

Vo:= inf V(z), sup V(z) <Vy:= lim V(z) e V# V..

zeRN zERN |z|—o00

Para iniciarmos a prova do Teorema 1, primeiro afirmamos que ¢ < ¢*. Em

vista do Lema 2.2, seja u € X tal que I®(u) = ¢> e v*°(u) = 0. Desde que u é




2.1 Demonstracao do Teorema 1 36

estritamente positiva, temos

/V(m)qux</ Vooutdz,
RN RN

pois V' # V. Pelo Lema 1.2, existe ¢ > 0 tal que y(tu) = 0 e, pelo Lema 1.1,
&= ingl(u) < I(tu) < I%(tu) < I%°(u) = ™.
ue

0

0
. — ¢ quando

Prosseguindo, seja (u,) uma sequéncia tal que u, € S,, I(u,) = ¢

n — oo. Usando o fato que (/(u,)) é limitada e y(u,) = 0, obtemos que

/ (1 + u2)|Vu,|*dz, / uldr e / |, [P da
Br, Br, Br,

sao limitados em n. Além disso, a menos de subsequéncia,

lim lu, [P dr = A € (0, 00).

n—oo JpN

Logo, pelo Lema 2.1, existe uma sequéncia (x,) C RY tal que, para qualquer € > 0,

existe r > 0 satisfazendo

n—oo

lim inf/ lu, [P de > A —e.
Br(zn)

Novamente, observamos que [ (u,) — ¢y o que implica # = 1. Entao (x,) deve ser

limitada. Do contrario,
7> () = Y(un) + o(1).

Assim, usando Lema 1.4, existe (¢,,) tal que ¢, — 1 e v*°(t,u,) = 0. Neste caso,

¢ = inf I*°(u) < liminf I*(t,u,) < liminf I°°(u,)

ueS>® n—oo n—00
= liminf I(u,) + o(1) = ¢°

0 que é uma contradi¢ao com nossa afirmacao inicial.

Pelo fato de () ser limitada (|z,| < M < R,,), temos que (u,) C H}(R"Y) e, além
disso, ¢ limitada. Logo, a menos de subsequéncia u,, — u em H*(RY). Procedendo
da mesma forma como no Lema 2.2, existe um ¢ > 0 tal que y(tu) = 0, I(tu) = °

com u(x) > 0 para x € RV, o que prova o Teorema 1. [




Capitulo 3

Existéncia de Solucao Fraca
Mudando de Sinal

Neste capitulo, iremos provar o Teorema 2. Antes disso, necessitamos de alguns

resultados iniciais. Primeiro, mostraremos que uma solugao fraca de (1) pertence

aos espacos de Lebesgue LI(RY) para todo ¢ > 2.

Lema 3.1 Seja u uma solugao fraca de (1). Entio u € LY(RYN) para todo q > 2.

Prova. Seja u € X uma solucdo fraca de (1), ou seja, u satisfaz (3) para toda

¢ € X com a propriedade
/ W Vo’ dr < co e ¢*|Vu|*dz < oco.
RN RN
Em particular, podemos fazer ¢ = |uy|% P uys, onde M > 0 e

M,  sewu(x)> M,
up () = ¢ u(x), se |u(x)| < M;
—M, seu(z) <—M.

Provaremos o que desejamos usando o método de iteracao de Moser. Se gy =

entdo, pelo Lema 1.3, u € L®(R"Y). Note que
lupg] <M, Juy] < Jul o, udy <uyu <o

37
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Vu, se |u(z)| < M;
VUM = .
0, caso contrario.

Temos que Vo = (qo — p)|uar|® P 1 Vuys. Assim, usando ¢ em (3), temos
(90 —p) / (14 u?)|un|® "' VuVuyde+
RN
/ u|Vul?|uas | P upde +/ Vauluy | P tupyde = / [u|P M ulugs | Py da,
RN RN RN
(@ —p)/ (1 + ) |uad 0P [ Vaugy P+
RN
/ [ups| P V) da +/ Viup | PHde < / lu|*dx < oco.
RN RN RN
Note que qo — p > 1. Logo, fazendo M — oo e usando o lema de Fatou, obtemos
/ (14 u?)|u| P~ Vul2dz < oo,
RN
/ V(z)u|® P dr < oo,
RN
/ [u| P Vul2dr < oo,
RN
donde

L v ) e = [

= C’/ |u| P Vul2dr < oo.
RN

2

dx

(CIO —§+3) |u|qo—2p+3_1ﬁvu
u

Usando a desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg, segue que

N—-2 1
Q=P 2N q90—P 2 2
(/ |ul 2+3.13_N2dx) <C (/ ‘V (]u‘L 2+3>’ dx) < 00,
RN RN

o que implica que v € L?(RY), onde ¢; = % > ¢o. Daqui em diante,
fazendo iteracoes, podemos concluir que u € L% onde

p= Pt = ()

7 N _ 2 i+1 7 N — 2 7 i—1)-
Portanto, ¢; — oo. Em particular, u € LY(RY) para todo ¢ > 2. [ ]

Agora, vamos obter um resultado que mostra um certo tipo de decaimento no

infinito para a solugao de (1).
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Lema 3.2 Seja u uma solu¢ao fraca de (1). Entao, u juntamente com suas

derivadas apresentam o sequinte decaimento exponencial no infinito
/ (v + |Vul?) de < Ce ",
RN\Br
para algumas constantes positivas C' 4.

Prova. Seja u € X uma solugao fraca de (1), ou seja, u satisfaz (3) para toda ¢ € X
com a propriedade [py u*|Vé[’dz < 00 e [on ¢*|Vul?dz < oo. Em particular,
podemos fazer ¢ = nu com n € C§°(R).

Tomemos ¢(x) = n%(|x|)u(x), onde nr é uma fungao “cut-off” definida por

(s) 0, ses <R,
S) =
e 1, ses> R+ 1.

Entao, usando (3), temos

/RN(l +u*)VuV (nhu) do + /

u?|Vul*nide  +
N

R
/ V(z)u*npdr — / lu[Pnhdr = 0.
RN RN
Assim,
/ (1 +2u2)\Vu|2'rﬁzdx+/ 2(1 + u*)unpVuVngrdx
RN\Bp RN\Bg
—i—/ V(x)u%ﬁ%dx—/ lu[Ptinkdr = 0.
RN\Bpg RN\Bp
Logo,

/ (14 2u®)[Vulnp, + V(@)u’ng — |ulP~ u’ng] do +
RN\Bp

/ 2(1 + u*)unpVuVnrdr < 0 (3.1)
Br41\Br

Para R suficientemente grande e observando que 0 < u(x) — 0 quando |z| — oo

(ver Teorema A.4.1 no Apéndice),
v
V(x) = [uf™t > Vo — Jufft > ?O em RV \ Bg.

De (3.1), segue que

v
/ {(1 + 2u2)|Vu|2n12q + —0u277]2% dr +
RN\BR 2

/ 2(1 + u*)ungVuVnrdz < 0.
Br11\Br




3 Existéncia de Solugcao Fraca Mudando de Sinal 40

Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young e o fato que u € L>®(R™)(ver
Teorema A.4.1 no Apéndice),

/ (v* + |[Vul?) dz < C’l/ ungpVuVnrdz
RN\Bg Bri1\Br
< Cz/ |u||Vu|dzx
Br+1\Br
< C’g/ (v + |Vul?) da.
Br11\Br

Definimos a sequéncia a, = fRN\BR (u?> + |Vul*)dz, R, = R + n. Entao,

a1 < a, < C(a, — apy1), donde segue que a,.; < fa,, para n grande e

CL+1 =0 =¢e7°%<1,6>0. Dai, temos a, < CO" para algum C independente
de n. Isto implica o decaimento. [ ]

Agora, se u € S com I(u) = c® e se ¥ € S com I*(¢)) = ¢, podemos assumir
que u e 1 sao positivas. Pelo Lema 1.10, u e 9 satisfazem as suas igualdades
correspondentes, (3), para qualquer ¢ € X satisfazendo [ (u ou 1)*|Vo|*dz < co
e Jon @*|V(u ou ¥)|*dz < co. Pelo Lema 3.2, temos que

/ (v + |Vul?) de < Ce™*F,
RN\Br

/ (2 + V6P de < CeF,
RN\Bpr

para algumas constantes positivas C' e . Definimos ¥g(x) = ¥ (z 4+ 2Re;), onde
er = (1,0,...,0) € RV,

Lema 3.3 O infimo ¢* < sup, gjerz I(au + BYr) < A + ¢, desde que R seja

grande o suficiente.

Prova. A prova deste lema foi dividida em trés passos.
PAsso 1: Quando expandimos I(au + [$¢r), todos os termos mistos envolvendo

u e g tém decaimento exponencial. Isto é, todos os termos como flRN urde,
Jen [VuVUglde, [on ulVUgldz e [ox vr|Vu|de sio da ordem O (e°F) quando
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R — oo. Por exemplo,

/szuwR = /RN\BRUT#R-F/BRUZDR
(/RN\BR UQ>1 5 (/RN\BR iﬁz) 5
() (L)

Fazendo a mudanca de variavel z = x + 2Re;, obtemos

/ zb%:/ < | ¢?=0.
RN\Bgr RN\Bgr(2Re1) RN

Observando que y € Br(2Re;) implica que y € RN \ Bp, temos

[w=] e

Br BR(2R61) ]RN\BR

/ wr < C) (/ UQ) +Cy (/ ¢2>
RN RN\Bgr RN\Bg

06761%

IN

Logo,

IN

PAsso 2: Existem Ry > 0 e rg > 0 tais que, para todo R > Ry, e todo
a?+ 32 =r?>rl

I{au+ Bipr) < 0.

Seja a = 7, = Cew = au+ g Primeiro encontramos um R’ > 0 tal que, para
R > R, temos que [py [@0[PT dx, [on @?|VOPdz, [on [VOPd e [pr V(z)w?de sdo
limitados em R por cima e por baixo por duas constantes positivas. De fato, como

u > 0e1 >0 temos que

/ widr = / (au + Byg)*ds
RN RN
= / (@u® + 2aBupg + F*%)dx
RN
> Cl - 026_5R + 03

Logo, para R suficientemente grande, [y w?*dz > C. Por outro lado,
/ w?dr < Cl/ (a*u® + B*YR)dx
RN RN

< 02/ uldr + Cy Ve < C
RN

RN
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O mesmo raciocinio vale para [,y |[V@|*dz e [,x w*|Vw|*dz. Vejamos agora, para

Jen [@[Pdz. Temos que

/ |wPde = / |au + Bipg|PHdr + \au + BeplPTdx
RN RN\ By

By

1 1 qptl
p+1 _ p+1
[( |au|p+1dx) —( |ﬁwR|p+1da:> ] .
Bl Bl

Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue,

Vv

B Tdr = |B(z + 2Rey) [P da
B1

B1

= [ e
Bi(2Rex)

é C / wp—i_lXBl (2R61)dx
RN

— 0,
quando R — oo. Logo, para R grande, temos

/|Mwwxza
RN

Por outro lado,
/ lwPHde = / |au + BypPTdx
RN RN

q/|wwm+@/\wwmga
RN RN

IN

Note que

1 1
I(ou + BR) =3 /RN (r* + r*w?) | Vo> dx + 57"2 /]RN V(z)widx
1

_ T-p+1/ |w|p+1dx'
p+1 RN

E facil ver que I(au+ Big) < 0 para todo o? + 3% = r2 > 72, pois a poténcia 7P}

domina na igualdade acima.

PAssO 3: Daremos a estimativa para sup, gegz [(au + S¢r). Pelo Passo 2,

podemos assumir o + 3? limitado. Logo, pelo Passo 1,

I{au + pyr) = I(au) + 1(Byr) + O(e™*F).
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Temos v(r) — 0 quando R — oco. De fato,

Y(Wr) = v (Wr)+ / (V(x) = Vo )h2dx

RN

= [ @) - Vaphde+ [ (Vi) = Vs

r RN\B,

Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue,

/ (V(z) — Voo )gda| < C’/ Yrdr = C’/ V*X B, (2rendr — 0 quando R — oc.
By B, RN

Dado € > 0, existe r > 0 tal que |V (z) — V| < € se |x| > r. Dai,

< (—:/ YRdr < 6/ Yida. (3.2)
RN\B, RN

Disto, e como € é arbitrario, obtemos limg_. |7(¢¥r)| < o(1) +€C = 0.

fo, V) = Vet

E facil ver que [y |[Yg[P™'dz — C > 0. Pelo Lema 1.4, existe tg > 0 tal que
tp — 1 quando R — oo, trthg € S e Y(tgbr) = 0. Usando o Lema 1.1, obtemos

que

I (ﬁtR@bR) < I (trr).

tr

Assim,

I(au) + I(Br) + O(e™F)
I(au) + I(trg) + O(e*‘sR)

2

)+ I (taom) + % [ (V@) = Vi

I(au + BYr)

IA

IN

2
+0(e™H). (3.3)

Novamente pelo Lema 1.1, (3.2) e (3.3) concluimos
t2
Iau+ Byr) < I(u)+I®(WYg) — ER/ (Voo — V(2 — Rey))*(x)dw
B1

+O(e~0R) (3.4)

Para finalizar, usando a condigao (V2) em (3.4) segue-se

2 —6R
0, V= () O(e™*) _sr
I{au+Byr) < c +c _01/311+|x—R61|mdx+ o0k ©

< 4+,
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desde que R seja grande o suficiente.
Utilizando a mesma argumentacao do Lema 1.10 e o teorema de existéncia de

Miranda, encontramos « > 0, 3 < 0 tais que au + Shr € S*. Dai ¢* < +¢c>®. =

3.1 Demonstracao do Teorema 2

Agora, estamos em condicoes de mostrar o Teorema 2, cujo enunciado é:

TEOREMA 2 Seja 4 <p+1 < 22" e assuma (V1) e (V2). Entao o funcional I
assume seu infimo c¢* sobre S* em uma fun¢ao u que é uma solugao fraca de (1),

mudando de sinal, tendo exatamente dois dominios nodais.

Prova. Seja (u,) é uma sequéncia tal que w, € S¥, I(u,) = ¢ com ¢ — c*
quando, n — oo. Pelo Lema 3.3, ¢* < ¢ + ¢®. Usando que I(u,) é limitada e

v(un) = 0, temos que

/ (14 u2)|Vu, |2dz,

n B’rL

V(z)uldr e / |, [P da

sao limitadas em n. Pelos Lemas 2.1 e 3.3, existe uma sequéncia (z,) C RY tal

que, para qualquer € > 0, existe r > 0 e

lim inf/ [, [P e > A — e,
By (zn)

n—oo

onde lim, . [pn |[un|P'de = A. Afirmamos que (z,) deve ser limitada. Do

contrario, Y°(ul) — 0, I(uF) — I*°(uE) = o(1), quando n — oo. Pelo Lema

1.4, existem t,, s, tais que t, — 1, s, — 1 e v (t,u) = 0, v°(s,u,, ) = 0. Dali,

A+ <2¢™ < liminf I (t,u — spu;)
lim inf 7°°(u,,)

lim 1(u,)

n—o0

c*. (3.5)

IN

Obtemos ® + ¢* < ¢*, uma contradigao. Portanto (z,,) é limitada e que implica

(u,) C H}(RYN) e, além disso,(u,) é limitada. Logo, a menos de subsequéncia,
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u, — u em H}(RY). Procedendo da mesma forma que no Lema 2.2, provamos
que c* é aingindo por algum u € S*. Finalmente, nés afirmamos que o nimero
de dominios nodais de u deve ser dois. Do contréario, se u tivesse mais de dois
dominios nodais, digamos, D; e Dy dominios nodais positivos, e D3 um dominio
nodal negativo. Como y(u) = 0, temos y(u|p,) = y(u|p,) = Y(u|p,) = 0. Entao
ulp,ups € S* e u|p, € S, e assim, como ¢* < I(u|p,up,) e ® < I(u|p,), segue-se

I(u) > ¢* +c°, o que é uma contradicao, e isto finaliza a prova. [ ]




Apéndice

Este apéndice esta dividido em quatro secoes. A secao A.1 contém o calculo da
derivada direcional do funcional /. Na secao A.2, dispomos alguns resultados de
Anélise Funcional e de Espacos de Sobolev que foram utilizados com frequéncia no
decorrer do trabalho. Na secao A.3, enunciamos os resultados de P. L. Lions e C.
Miranda. E na secao final, provamos um resultado de regularidade de solucoes para
o nosso problema, mostrando que, de fato, as solu¢oes que obtemos sao classicas.

Este resultado foi essencial em alguns argumentos usados em nosso trabalho.

A.1 Calculo da Derivada Direcional

Consideremos o funcional / : X — R definido por

I(u) = 3 /sz(l +u?)|[Vul*dx + 3 /RN Vuldr — 1 | d,

onde
X={ueH'R"): v’ H(R")}.

Dado u € X e ¢ € C(RY), a derivada direcional de I em u na direcao de ¢,
denotada por (I'(u), ¢), é definida por

lim I(u+to) — [(u)
t—0+ t

46
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Vamos calcular a derivada da cada parcela separadamente.

(i) Para a primeira, temos

1 2_1 2
IVt )P~ L[ V)P %[/IVU|Q+2t/VUV¢+t2/|V¢|Q

| e
S fomerf )
_ /VUV¢+%/|V¢|2

= /Vuv¢ quando t — 0%,

1

5 V(u+t¢)2|V(u+t¢)!2 —/u2]Vu|2]

— % [/ (v + 2tud + t°¢%) (|Vul* + 2tVuVe + t*|Vo|?) — /u2|Vu|2}

:/uQVuV¢—|—/u¢]Vu]2 quando ¢t — 0F.
(iii)
% [ / V(z)(u+tg)* — / v(m?]

- % [/ V(x)u2+2t/V(x)u¢+t2/V(x)¢2 — /V(x)u2:|

= /V(x)ucb quando ¢t — 0F.
(iv) Para a tltima parcela, dados z € RY e 0 < |t| < 1, pelo teorema do valor
médio, existe £ € (0,1) tal que

[u(z) + to(@)[" — Ju(x)["
t

= hfil‘p + [u(z) + &to(2) 7| (u(x) + to(x)) — ulz)]
= (p+ Dlu(z) + () |o(x)|

< (p+ D [Jul@)]+ lo@))" [o(2)]

Da desigualdade de Hélder, segue que

[lu(@)| + [e(2)[]" |6()] € L'(RY).
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Logo, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, obtemos

iy [t

t—0+ t

1) [l uo,

Portanto, por (i)-(iv), concluimos que

(I'(u), p) = /RN[(I +u?)VuVe + ud|Vul* + V(x)ug — MulP~tug|ds.
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A.2 Alguns Resultados de Analise Funcional e de
Espacos de Sobolev

Aqui, enunciaremos alguns resultados de Anélise Funcional e de Espacos de Sobolev
que foram usados em nosso trabalho. Para as respectivas demonstracoes, consulte,
por exemplo, [6, 12, 31].

Nesta dissertagao, trabalhamos com os espagos de Sobolev H*(RY) e H}(Bg). O

espaco H'(RY) é definido como sendo
Hl (RN) — W1,2<RN) —

{u € L*(RY)

391,99, .,9n € L*(RY) tais que
fRNug—Zda::—fRNgigodx,VQOEC(‘)’O(RN) ei=1,...,N |

Consideramos o espaco H'(R"™) munido do seu produto interno usual

N ou o
(u,v)gr = (u,v)r2 + g <—,—>

e a norma correspondente dada por
1
N 2 2
Jull = (HUHiHZ )
i=1 L2

= (/ u2dx+/ \Vu\%lx) .
RN RN

Para u € H'(RY), denota-se g—; =gieVu= (a—“ R >

oz’ ’ Oz N

ou
8%

Agora, vamos enunciar os principais resultados usados:
Proposicao A.2.1 O espago H*(RY) é um espaco de Hilbert separdvel.
Teorema A.2.2 Seja E um espago de Banach reflexivo e seja (x,) uma sequéncia

limitada em E. Entao eriste uma subsequéncia (x,,) que converge na topologia

fraca.
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Teorema A.2.3 Um operador compacto leva sequéncias fracamente convergente

em Sequéncias que convergem na norma.

Teorema A.2.4 (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg) H'(RY) c L* (RY) para
N > 3 e existe uma constante C' tal que ||ul| 2+ < C||Vul|2 para toda uw € H'(RY).

Teorema A.2.5 (Imersoes de Sobolev) As sequintes imersoes sao continuas:

H'(RY) C LP(RY), 1<p<oo, N=1;
HYRN) c LP(RY), 2<p<oo, N=2;
HYRY) c LP(RY), 2<p<2* N >3.

O espaco H}(Bg) é definido como sendo o fecho de C§°(Br) em H'(Bg).
Consideramos em Hj(Bg) o produto interno induzido por H'(Bg). Com este
produto interno, HZ(Bg) é um espaco de Hilbert. Desde que C5°(RY) ¢ denso em
H'(RY), temos que
HY(RY) = HY(RY).

Proposigao A.2.6 Seja u € L*(Bg). As sequintes propriedades sao equivalentes:
(i) w € Hy(Bg).
(ii) A fungao

() = { u(z), x € Bpg;

0, x € RN\ Bg.

pertence a H'(RN) e, neste caso, 2 = 2+

Teorema A.2.7 (Imersoes de Rellich) As sequintes imersées sao compactas:

H&(BR)CLP(BR), 1<p<oo, N=1;
Hy(Bg) C LP(Bg), 1<p<oo, N=2
Hi(Bg) C L*(Bg), 1<p<2* N>3.

Lema A.2.8 Seja u € H'. Entdio, u™,u~,|u|l € H' e

Vu, sewu>0;
Vut =
0, seuw < 0.

_ 0, seu > 0;
Vu =
—Vu, seu<DO0.
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Vu, seu>0;
Viul =< 0, seu=0;
—Vu, seu<D0.
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A.3 Teorema de Existéncia de Miranda e Resultados

de P. L. Lions

Carlo Miranda em 1940 obteve o seguinte teorema:

Teorema A.3.1 (Miranda) Seja G = {z € RY : |z;] < L, paral < i < N}
e suponha que a aplicacio F = (f1, fa,..., fn) : G — RN ¢ continua sobre o fecho
G deG e F(z)#0=(0,0,...,0) para todo = sobre a fronteira OG de G. Suponha
ainda que

(1) filzy,...,xi1,—L,xitq,...,xn) > 0para 1 <i < N, e

(2) fix1,...,xi1,+L,xi11,...,xn) <0 paral <i<N.

Entao, F(x) =0 tem uma solugao em G.

Para N = 1, o teorema acima se reduz ao bem conhecido teorema do valor
intermediario (ou de Bolzano). Miranda (em [25]) provou seu resultado usando
o teorema do ponto fixo de Brouwer. Com o grau de Brouwer para uma aplicacao
conveniente, Vrahatis (em [36]) deu uma prova mais concisa para o teorema de
Miranda.

A seguir, apresentaremos os resultados de P. L. Lions que utilizamos em nosso

trabalho e se encontram em [18, 19].

Teorema A.3.2 (Principio de Concentragao-Compacidade) Seja (p,) uma
sequéncia em LY(RY) satisfazendo:
pn >0 em RY e/ pndz =X > 0.
RN
Entao, existe uma subsequéncia (pp,) satisfazendo apenas uma das trés
possibilidades:
(1)(Compacidade) Existe uma sequéncia (yr) C RY tal que pn, (- + yx) €

controlado, isto €, para todo ¢ > 0, existe R. < oo verificando
/ P dr > X\ — €.
Bre (yk)

(2)(Anulamento) limy_ (supyeRN fBR(y) pnkdx> = 0 para todo R < oo.
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(3)(Dicotomia) Eziste o € (0,\) tal que para todo € > 0, existem kg > 1,
oy, 02 € LY(RYN) com pi >0 e pi > 0 satisfazendo para k > kq:

/ prdr — o
RN

<e e dist(supppy,suppp;) — 0o quando k — oo.

1on, — (0 + P11 < €, <e

/ pRdz — (A — o)
]RN

Lema A.3.3 (Lions) Sejar >0 e2 < ¢ < 2*. Se (uy,) ¢ limitada em H'(RY) e

Se

?

sup / |up|?dz — 0 quando n — oo,
yeRN J B, (y)

entio u, — 0 em LP(RY) para 2 < p < 2*.
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A.4 Regularidade de Solugoes

Nesta se¢ao, nosso objetivo é mostrar que as solugoes do problema (1) sao cléssicas.

Mais especificamente, vamos mostrar o seguinte resultado:

Teorema A.4.1 Se u € X ¢é uma solugdo nao negativa do problema (1), entdo
ue CPRN) ¢

loc
u(z) — 0 quando |x| — oo.

Além disso, u(z) > 0 para todo x € R,

Para isto, vamos usar uma mudanca de variavel para obtermos solucoes fracas de
um problema semilinear correspondente. Esta mudanca de variavel foi introduzida
por Liu et al. [22] (veja também Colin e Jeanjean [10]). Consideremos v = f~!(u),

em que f é definida por

/ _ 1 —
fiit)y = —1—|—f2(t) para t>0e f(0) =0,

fity = —f(-t) para t <0.

O lema, a seguir, apresenta algumas propriedades da mudanca de variavel f.

Lema A.4.2 A funcao f(t) e sua derivada gozam das sequintes propriedades:
(1) f € unicamente definida, C*(R), e invertivel;

(2) 0 < f'(t) <1 para todot € R e f'(0) = 1;

(3) [f(t)| < |t| para todo t € R;

(4) @ — 1 quando t — 0;

(5) &\/tg) — /2 quando t — o0;

(6) L < tf(t) < f(t) para todo t > 0;

(7) |f()] < \/2t] para todo t € R;

(8) Ezistem costantes positivas Cy e Cy tais que

it < CLlf(t)] + Col f(t)|* para todo t € R.

Prova. Consideremos o problema de Cauchy

dy __ 1 _

y(0) =
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Como W'(y) = —W ¢ continua, temos que W ¢é localmente lipschitziana.
Além disso, desde que W é par, pelo teorema de existéncia e unicidade para
equagoes diferencias ordinérias (cf. Sotomayor [33|), temos que f é unica, impar
e definida para ¢ em um intervalo maximal (¢~,¢). Afirmamos que t* = 4o0.
Se nao, digamos que t© < oo. Seja t, — tT com t, < tT. Desde que W < 1,

integrando % = W (y), obtemos

|y<tn+1) - y(tn>| < |tn+1 - tn|‘

Entéao, y(t,) é uma sequéncia de Cauchy e, portanto, converge para algum a € R.

A solucao de

dy _ 1 _
E - 1+y2 - W(y)7
y(tt) = a.

fornece-nos uma continuacao de f para valores de ¢t > t*, contradizendo a
maximalidade de t*. Similarmente, {~ = —oo. Portanto, f estd definida para
todo t € R. Além disso, pela definicio de W e W’ € C(R), segue que f € C*(R).
Provando assim (1).

O item (2) segue da definigao de f e do fato de f ser impar.

A desigualdade (3) é uma consequéncia de (2).

Como consequéncia do teorema do valor médio e da propriedade (2) acima, existe
6 € (0,1) tal que

f@) _ f@) - f(0)

ol
= T 0 = f'(0t) — 1, quando ¢t — 0.

Assim, o item (4) esta provado.
A primeira desigualdade em (6) é equivalente a 2t > /1 + f2 )f(t). Para verifica-
la, consideramos a funcao a : Rt — R definida por a(t) = 2t — /1 + f2(¢) f(t)
Como a(0) =0 e, para t > 0,
2 /
o JROII0

= 2-— 1+f2()+f(t) 1+ f2(t)

207D a2 o (2 2
O [f O @)+ (F )1+ (1))
= (f'()*>

obtemos a primeira desigualdade em (6). Analogamente, considerando a fun¢ao
b:RT — R, definida por b(t) = f(t) — tf'(t), obtemos a segunda desigualdade. De
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fato, b/'(t) = —tf"(t) e para t > 0 temos f”(t) < 0. Logo, b(t) > 0, parat >0, e a

segunda desigualdade em (6) fica provada.

Para provarmos (7), integramos f'(t)/1 + f2(t) = 1 e obtemos

/t f'(s)\/1+ f2(s)ds = t, para t > 0.
0

Usando a mudanga de variavel y = f(s), segue-se

0 0 2(4
tz/ \/1+y2dy2/ ydy=f2(>,
0 0

o que implica (7) para t > 0. Para t < 0, usamos que f é impar.

O item (8) é consequéncia imediata de (4) e (5).

Agora provaremos (5). Seja t >ty > 0, com ¢, fixado. Por defini¢ao, temos

f(t) = f(to) :/t \/%f?(s)d&

Por (7) segue que f?(s) < 2s para s > 0. Logo, para todo t > tg,

£(0) — f(to) > / ﬂ%d

Dado ¢ > 0, pelo teorema do valor médio, existe £ € (0,1) tal que

1 1 1 1

- = _ > )
T+ 2 2 2E+cpr = an

Entao, tomando ¢ = 2s, obtemos, para todo t > t,

f(t) = fto) = /t:ﬁdS—/t:wds
= [\/Q_—JQ_%]—{—L—I— ! }

V2t V2t
Portanto,
f@) > f(to)+ [\/2_— \/Z_to] + [é - \/;TJ
= —k(t, to) + V2t
onde

k(t,to):\/f—f(to)—ir{ L —L].
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Como t > ty, e usando (7), temos
1
0 < k(t, to) < V2t — f(t =C,.
(t,t0) < f(to) + N
Consequentemente, lim inf, L\/’? > /2. Usando novamente (7) segue-se
: f(t)
limsup 2 < V2.
t—>oop \/% o
Portanto, (5) vale. [

Temos o seguinte lema:

Lema A.4.3 Seu € X, u > 0 satisfaz

/ (1+u2)VuV¢dx+/ u\Vu|2q§dx+/
RN RN

RN

V(x)ugﬁdxz/ uPpdx

RN

(a.1)

para toda ¢ € X tal que [pn u?|VOPPdz < oo e [on @*|Vul?dz < oo, entao,

v=f"Y(u) € H(R"), satisfaz

VoVide + / V() f(0) f (v) o = / F ) F (0)

RN RN RN

para toda 1 € C(RYN), ou seja, v € solugdo fraca do problema semilinear
—Av=f()[|[f() = V(x)f(v)] em RY

ev>0.

Prova. Inicialmente, facamos as seguintes verificacoes:
i) ve HY(RYN),

i) ¢:= ﬁzp pertence a X, para toda 1 € C°(RY) e
/ u?|VolPdr < oo e / *|Vu|*dz < oco.
RN RN

Primeiramente, temos f(v) = u e usando (8) do Lema A.4.2 segue que

o] < Gilf()+ Calf(v)]?
= C’l\uH—C’g\uP

Logo, v? < Cyu? + Cyu?. Portanto,

/ vide < 03/ uldr + 04/ utdr < oo.
RN RN RN

(a.2)
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Agora, Vo =V (f71(u)) = mVu = /14 u?Vu. Portanto

/ |Vou|*dr = / (1 + u?)|Vul*dz < oo.
RN RN

Em seguida, temos que

1
¢* = Huzw? <y°
‘ \Y% V)
uvu
YOS Tare v
Logo,

22| Vul|?

Vi [?
(1 + u2)? o

1+ u?
C1p*u? | Vu|* + Co| V|2

Assim,

/ P*|Vo|*dx < Cl/ VP | Vul?de + 02/ V2| Vy|?de < oo
RN RN RN
Agora, note que ¢?|Vul? < ¢?|Vul?. Assim

62| Vul2dr < / V|V ulfds < oo,
RN RN

Finalmente, u?|V¢|? < C1¢?u?|Vul? + Cou?|Vi)|?. Usando a iteragao de Moser do
Lema 3.1, temos

/ u?|Volrdr < C’l/ uﬂVuPdm—i—Cé/
RN RN

RN
e substituindo a fun¢do ¢ acima na equagao (a.1), obtemos

/RN(l +u?)Vu (( —Yuvu

wldr < 0.

o W
1—|—u2)3/2 1+u2) dx u]Vu] _1+u2da:
Y
+ dx = uP dx,
/ \/1+u2 /RN V14 u?
donde

—u(l + u?)|Vul? (1+u2)VuV1/J> Yu|Vul?
/( Grwpr e d“/ dl"

m
+ [ v@rorewi = [ forfd.
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ou seja,
—u|Vul® ) Yu|Vul?
/RN( it + V14 u?VuVy | de + RN—mdx
+ [ V@ = [ ferswpds
RN RN
Portanto,

VoVids = / P (w)da - / V@) @)dr, ¥ CERY).

RN
Logo, v é solucdao fraca da equacdo semilinear —Av = g(z) em RY, em que
g(x) = f'(v(@)) [f(v(@)" = V(2)f(v(z))]. u

Lema A.4.4 Se v > 0 € uma solucio fraca de (a.3), entio v € C2X(RN). Além

loc

disso, v(x) > 0 para todo x € RN e

v(x) - 0 quando |z| — 0.

Prova. Note que |g(z)| < u(z)? — V(x)u(z) para todo = € RY. Assim,

[ Js@riz<ci [ jupra 6 [ jute)de < oc,

RN RN RN
donde g € LY(RY) para todo ¢ > 2. Assim, pela teoria de regularidade eliptica
v € W24(RY) para todo ¢ > 2. Logo, v € C’llo’i(]RN) e isto implica que g

¢ localmente Holder continua. Consequentemente, v € 01203 (RY) para algum
a € (0,1). Portanto, v é uma solucao classica.

Agora, escrevamos a nossa equacao na seguinte forma:
—Av = f(v) [f(v)" + V(z)v = V(z)v — V() f(v)],
ou seja,
—Av+ fl(0)V(z)v = f(0)f()’ + V(2)f'(v) (v = f(v)).
Como f(v) = u > 0 temos, pelas propriedades de f, que v > 0, f'(v) > 0 e

v — f(v) > 0. Dai,
—Av + ¢(z)v > 0,

onde c(x) = f'(v(z))V(x) > 0 para todo z € RY. Podemos, assim, aplicar o
principio do maximo forte (cf. Gilbarg e Trudinger [12, p. 35 Teorema 3.5|) para
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concluirmos que v > 0 em RY.

Agora, vamos mostrar que v € L®(RY) e que v(z) — 0 quando |z| — oco. Temos
[ weve s v@ss @lde = [ rreids., Yo e CGEEY). @)

Por um argumento de densidade, podemos ver que (a.3) vale para toda i €
H'(RY). Para cada k > 0, definamos
v, sev <k
Vi =
k, sewv>k.
: _ 208D _ 81 : :
Sejam (i = v, vemn, = v, vcomfB > 1a ser determinado mais tarde.

Tomando ¢ como funcao teste , obtemos

/ FONGPde + 23— 1) / vop T Vo Vds
RN RY

< C f(v)pvvz(ﬁ_l)dx.
RN

Observando que a segunda parcela no lado esquerdo desta desigualdade é nao

negativa e por (7) do Lema A.4.2, temos

/ Uz(’g_l)|VU|2dx < C’l/ v(pﬂ)/zvz(ﬁ_l)dx = 02/ v inhda,
RN RN RN

p+1
-5

2/2*
(/ ni*dﬂf) < 03/ | V| ?dx
RN RN

< 04/ v,ﬁ(ﬁ‘”|W|2dx+c5(ﬁ—1)2/ 0?02 |V Pda
RN RN

em que r = Pela desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg, obtemos

< Cof / V|V Pda
RN

S C’7/62 / Ur_Q’f]zd[E,
RN

onde usamos que vy < v, 1 < 32 e (8 —1)? < 32 Logo, usando a desigualdade de

Holder, obtemos

22+ (r—2)/2* o (2% —r42)/2*
(/ 77]% dZE) < ﬁ207 (/ 02 d.lf) (/ 7722 /(2 —7"+2)dx) ]
RN RN RN

Desde que 7, < v° e usando a imersdo de Sobolev, obtemos

N - (2" —r+2) /2
(/ (vop )2 dx) < B*Cs||v]|" 2 (/ P22/ (2 r+2)dx) .
RN RN
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Escolhendo § =1+ (2* —r)/2, temos (22*/(2* — r 4+ 2) = 2*. Logo,

2/2*
([ pitEae) < pulelr 2z

em que o = 22*/(2* —r + 2). Aplicando o Lema de Fatou em k, concluimos que
[ollg2e < (B*Csllol"=2) 2 ||v]l gar-

Para cada m = 0,1,2, ..., definamos f3,,.1a* = 2*3,, com [y := (. Usando o

argumento anterior para (31, obtemos
lollga < (BECs[lolI=*)Y2% [0l 5,0

< (BECs][v]|" )Y (B2Cs v ]| 2) 2P v g
< (Cyllv||"=2) /2128 3) 1B (5 )V ||

A

2+
Observando que (3,, = ™[, por iteracao, obtemos

ol < (Calloll™2)/2 S8~ GUBT T8~ GUBE 0™ |y

2*.

- mo a—j mo a—i
Como B > 1, as séries ) " 37" e > " i~ sdo convergentes. Logo, podemos

tomar o limite quando m — oo para concluirmos que v € L*(R") e
||U||oo < 09||'U||(T_2)/(2*_T)_

Portanto por (6) do Lema A.4.2, para todo ¢ € C°(RY), 1 > 0, usando (a.3) e
que 0 < v € L®(RY), temos

/ VoViydr < C vipde.
RN

RN

Logo, pelo Teorema 8.17 em [12, p. 194|, para um ¢ > N/2 e para qualquer bola

B,.(z) centrada em qualquer z € RY, temos

sup v(y) < C([|vlle2(Bo @) + V] 2t(Bor(2)))
yEBr(x)

Em particular,

v(@) < O[]l 2o @) + [0l (B2 2)

e como

0]l 2280 @) + [0l Le(B2r @) — 0 quando  [z] — oo,
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concluimos que

v(z) — 0, quando [z]| — oo.

[
Prova do Teorema A.4.1 Dada uma u # 0,u € X solugdo nao negativa do
problema (1) pelos Lemas A.4.3 e A.4.4 temos que v = f~(u) € C2*(RN), v > 0
para todo z € RY e v(z) — 0 quando |z| — co. Assim, usando as propriedades da
mudanca de variavel f (Lema A.4.2), obtemos que u € C’IQO’S(RN), u > 0 para todo
r € RY e, além disso, u(z) — 0 quando |z| — oo, encerrando a prova do teorema.
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