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Resumo

Nesta dissertação, estudamos a existência de soluções positivas e mudando de
sinal (tendo exatamente dois domínios nodais) para uma classe de equações de
Schrödinger quase lineares, as quais modelam fenômenos físicos, por exemplo,
em Física dos Plasmas. Na obtenção dos resultados, foi usado, principalmente,
o método de Nehari, bem como teoria de regularidade elíptica e o Princípio de
Concentração-Compacidade de P. L. Lions.

Palavras-chave: Equações de Schrödinger Quase Lineares, Soluções Positivas
e Mudando de Sinal, Método de Nehari.
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Abstract

In this dissertation, we study existence of both one-sign and nodal positive solutions
(with exactly two nodal domains) for a class of quasilinear Schrödinger equations,
which model physic phenomena, for example, in plasma physics. To obtain the
results, it was used, mainly, the Nehari method, as well as, regularity theory of
elliptic and Concentration-Compactness Principle.

Keywords: Standing waves, Quasilinear Schrödinger equations, One-sign and
nodal solutions, The Nehari method.
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Notações

Neste trabalho, faremos uso da seguinte simbologia:

• C, C0, C1, . . . denotam constantes positivas (possivelmente diferentes);

• |A| denota a medida de Lebesgue de um subconjunto A em RN , N ≥ 1;

• supp f denota o suporte da função f ;

• BR(x) denota a bola aberta de centro x e raio R e BR quando estiver centrada
na origem;

• ⇀, → denotam convergências fraca e forte, respectivamente, em um espaço
normado X;

• 〈·, ·〉 denota o par dualidade entre o espaço X e o seu dual X
′ ;

• u+ = max{u, 0} and u− = max{−u, 0};

• χΩ denota a função característica do conjunto Ω;

• ∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, . . . ,
∂u

∂xN

)
denota o gradiente da função u;

• ∆u =
N∑

i=1

∂2u

∂x2
i

denota o laplaciano de u;
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Notações 3

• Lp(Ω) =

{
u : Ω → R mensurável :

∫

Ω

|u|pdx < ∞
}
, em que 1 ≤ p < ∞ e

Ω ⊆ RN é um aberto conexo, com norma dada por

‖u‖p =

(∫

Ω

|u|pdx

)1/p

;

• L∞(Ω) denota o espaço das funções mensuráveis que são limitadas quase
sempre em Ω com norma dada por

‖u‖∞ = inf{C > 0 : |u(x)| ≤ C quase sempre em Ω};

• C(Ω) denota o espaço das funções contínuas em Ω e C0(Ω) são as funções
contínuas de suporte compacto em Ω;

• Ck(Ω), k ≥ 1 inteiro, denota o espaço das funções k vezes continuamente
diferenciáveis sobre Ω e C∞(Ω) =

⋂
k≥1 Ck(Ω);

• Ck
0 (Ω) = Ck(Ω) ∩ C0(Ω) e C∞

0 (Ω) = C∞(Ω) ∩ C0(Ω);

• C0,α(Ω) =

{
u ∈ C(Ω) : sup

x,y∈Ω

|u(x)− u(y)|
|x− y|α < ∞

}
com 0 < α < 1, e Ck,α(Ω)

são as funções em Ck(Ω) tais que todas as derivadas parciais até ordem k

estão em C0,α(Ω);

• Para 1 ≤ p < ∞,

W 1,p(Ω) =



u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣∣∣
∃ g1, g2, . . . , gN ∈ Lp(Ω) tais que∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi

dx = −
∫

Ω

giϕdx, ∀ ϕ ∈ C∞
0 (Ω) e i = 1, . . . , N





com norma dada por

‖u‖1,p =

[∫

Ω

(|∇u|p + |u|p)dx

]1/p

e W 1,p
0 (Ω) é o fecho do espaço C∞

0 (Ω) com respeito à norma acima. Quando
p = 2, W 1,2(Ω) =: H1(Ω) e W 1,2

0 (Ω) =: H1
0 (Ω). Se u ∈ W 1,p(Ω) denota-se

gi =: ∂u/∂xi. E se u ∈ H1(Ω), denotaremos ‖u‖1,2 =: ‖u‖.

• Para 1 ≤ p < N , p∗ =
Np

N − p
é o expoente crítico de Sobolev.



Introdução

Nesta dissertação, estudamos a existência de soluções fracas positivas e mudando
de sinal (tendo exatamente dois domínios nodais) para a seguinte equação do tipo
Schrödinger quase linear

−∆u + V (x)u− 1

2
∆(u2)u = λ|u|p−1u em RN , (1)

onde 4 < p + 1 < 2(2∗), λ > 0, V = V (x), com x ∈ RN (N ≥ 3), é um potencial
dado satisfazendo a seguinte condição:

(V1) V é localmente Hölder contínua e existem constantes positivas V0 e V∞ tais
que

V0 := inf
x∈RN

V (x), sup
x∈RN

V (x) ≤ V∞ := lim
|x|→∞

V (x) e V ≡/ V∞.

Entende-se por domínio nodal de um função u : RN → R, um subconjunto conexo
limitado do RN onde u não muda de sinal.
Equações do tipo (1) modelam vários problemas da Física-Matemática e têm sido
objetos de estudos durante os últimos anos. Por exemplo, as soluções de (1) estão
relacionadas com a existência de ondas estacionárias para equações de Schrödinger
quase lineares da forma

i∂tz = −∆z + V (x)z − f(z2)z − κ∆(h(z2))h′(z2)z (2)

onde V = V (x), x ∈ RN , é um potencial dado, κ é uma constante real e f , h

são funções reais essencialmente da forma de potências puras. Equações do tipo

4



Introdução 5

(2), aparecem mais naturalmente na Física-Matemática e cada fenômeno físico
corresponde a um tipo de h. Aqui, tratamos o caso em que h(s) = s, o qual foi
usado na obtenção da equação da membrana de super�uido em Física dos Plasmas
por Kurihara [15], Para h(s) = (1 + s)1/2, a Equação (2) modela a canalização de
um laser ultra-curto de alta potência na matéria, veja [4, 5, 9, 32]. A Equação (2)
também surge em Física dos Plasmas e Mecânica dos Fluidos em [15, 16, 20, 26, 28],
na Teoria de Heisenberg do ferromagnetismo em [2, 14, 17, 29, 35], na Mecânica
Quântica Dissipativa [13] e na Teoria da Matéria Condensada [24]. O caso
semilinear, correspondente a κ = 0, já foi bastante estudado nos últimos anos,
veja por exemplo, [3, 11, 30, 34] e algumas de suas referências.
Nesta dissertação tratamos o caso κ > 0 na equação (2). Assumimos sem perda de
generalidade κ = 1

2
. Considerando f(s) = λs

p−1
2 , com p > 1 e λ > 0, e buscando

soluções do tipo onda estacionária para (2), a saber, soluções da forma

z(t, x) = e−iωtu(x), ω ∈ R

obtemos,

uωe−iωt = −e−iωt∆u + V (x)ue−iωt − λ|u|p−1ue−iωt − 1

2
∆(u2)ue−iωt

uω = −∆u + V (x)u− λ|u|p−1u− 1

2
∆(u2)u

λ|u|p−1u = (V (x)− ω)u−∆u− 1

2
∆(u2)u

e renomeando V − ω por V segue que

λ|u|p−1u = −∆u + V (x)u− 1

2
∆(u2)u.

A formulação fraca de (1) é provar a existência de u em um espaço de funções
apropriado e satisfazendo
∫

RN

(1 + u2)∇u∇φdx +

∫

RN

u|∇u|2φdx +

∫

RN

V (x)uφdx = λ

∫

RN

|u|p−1uφdx. (3)

para toda φ ∈ C∞
0 (RN). Para discutirmos a existência de solução, utilizamos

métodos variacionais, ou seja, analisamos o funcional energia associado a (1) no
que diz respeito à obtenção de pontos críticos. De�namos o funcional I por

I(u) =
1

2

∫

RN

(1 + u2)|∇u|2dx +
1

2

∫

RN

V (x)u2dx− λ

p + 1

∫

RN

|u|p+1dx. (4)
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Observemos que o termo não linear
∫
RN u2|∇u|2dx não está bem de�nido em todo

o H1(RN) exceto para N = 1, pois neste caso, H1(R) está imerso em L∞(R). Isto
torna difícil lidar diretamente com (4). Assim, o espaço de funções natural para
trabalharmos é

X =
{
u ∈ H1(RN) : u2 ∈ H1(RN)

}
,

onde, em particular, temos que se u ∈ X então
∫

RN

u2|∇u|2dx < ∞.

Formalmente, o problema tem uma estrutura variacional. Dado u ∈ X e φ ∈
C∞

0 (RN), a derivada de I em u na direção de φ, denotada por 〈I ′(u), φ〉 e de�nida
por limt→0+ [I(u + tφ)− I(u)]/t, é dada por

〈I ′(u), φ〉 =

∫

RN

[(1 + u2)∇u∇φ + u|∇u|2φ + V uφ− λ|u|p−1uφ]dx. (5)

(veja o Apêndice A.1). Daí, u ∈ X é solução fraca de (1) se, e somente se, esta
derivada é zero em toda direção φ ∈ C∞

0 (RN).
A existência de solução positiva foi provada, primeiramente, por Poppenberg et al.
[27], sendo o primeiro resultado de existência que conhecemos para (1). Eles se
restringiram ao caso N = 1 ou ao caso radialmente simétrico. Em [21], Liu
e Wang usaram um argumento de minimização com vínculos e obtiveram uma
solução positiva com um multiplicador de Lagrange desconhecido λ em frente do
termo não linear. Em Liu et al. [22], por uma mudança de variável o problema
quase linear foi transformado em um semilinear e os autores trabalharam em um
espaço de Orlicz adequado, e conseguiram provar a existência de soluções positivas
de (1) para qualquer λ > 0, aplicando o Teorema do Passo da Montanha. O
mesmo método de mudança de variável foi usado também por Colin e Jeanjean [10].
Usando-se este procedimento de mudança de variável, pode-se procurar também
soluções que mudam de sinal. Mas, o método depende fortemente de uma estrutura
especial dos termos quase lineares e, em geral, este procedimento não pode ser usado
para tratar de problemas quase lineares mais gerais, envolvendo operadores mais
complexos. Nesta dissertação, abordamos o problema por um caminho diferente, a
saber, utilizando o método de Nehari. Trabalhamos diretamente com o funcional
I, apesar de sua falta de diferenciabilidade.
Esta dissertação está baseada no artigo "Solutions for quasilinear Schrödinger
equations via the Nehari method" dos autores Liu, Wang e Wang (veja [23]),
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onde eles obtiveram dois resultados de existência de solução para a equação (1):
um que estabelece a existência de solução positiva e outro que fornece a existência
de solução nodal tendo exatamente dois domínios nodais. As soluções de energia
mínima mudando de sinal podem ser formuladas como mínimos de um problema
de minimização com duplo vínculo. Desta forma, as soluções de sinal de�nido e
que mudam de sinal podem ser tratadas de uma forma uni�cada.
O método de Nehari foi usado recentemente por Castro et al. [7] e Cerami et al.
[8], para soluções que mudam de sinal em domínios limitados, e em Ambrosetti e
Wang [1], para soluções positivas de (1), com N = 1.
As seguintes notações serão usadas para a equação (1). Nosso método é
independente de λ > 0, e, portanto, podemos considerar λ = 1 de agora em diante.
Para u ∈ X, de�nimos

γ(u) = 〈I ′(u), u〉 =

∫

RN

[(1 + 2u2)|∇u|2 + V u2 − |u|p+1]dx, (6)

S = {u ∈ X \ {0} : γ(u) = 0},
S∗ = {u ∈ S : u+ ∈ S, u− ∈ S},

onde u+(x) = max{u(x), 0} e u−(x) = max{−u(x), 0}. Em seguinda, de�nimos
também

c0 = inf
u∈S

I(u),

c∗ = inf
u∈S∗

I(u).

Observamos que, usando (4) e (6) segue que I|S > 0, ou seja, I é limitado
inferiormente em S; o mesmo vale para I|S∗ . Soluções positivas e que mudam de
sinal são construídas como mínimos do funcional I sobre S e S∗, respectivamente.
Seja 2∗ = 2N

N−2
com N ≥ 3. Para obtermos uma solução mudando de sinal vamos,

também, considerar outra hipótese sobre o potencial, a saber: (V2) Existem
constantes positivas M , A e m tais que, para |x| ≥ M ,

V (x) ≤ V∞ − A

1 + |x|m .

Os principais resultados que estudamos neste trabalho são os seguintes:

Teorema 1 Seja 4 < p + 1 < 22∗ e assuma (V1). Então o funcional I assume
seu ín�mo c0 sobre S em uma função u que é uma solução fraca positiva de (1).
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Teorema 2 Seja 4 < p + 1 < 22∗ e assuma (V1) e (V2). Então o funcional I

assume seu ín�mo c∗ sobre S∗ em uma função u que é uma solução fraca de (1),
mudando de sinal, tendo exatamente dois domínios nodais.

Esta dissertação está organizada da seguinte maneira. No Capítulo 1, provamos
alguns resultados preliminares que serão utilizados ao longo da dissertação, e
provamos também a existência de soluções sobre domínios limitados, que serão
usadas como sequências minimizantes do funcional I. No Capítulo 2, analisamos
estas sequências minimizantes pelo Princípio de Concentração-Compacidade de
Lions e provamos o Teorema 1. No Capítulo 3, provamos um resultado de
regularidade para as soluções de (1) que será necessário para provarmos o Teorema
2. O Apêndice está composto por quatro seções. A primeira seção contém a
derivada direcional do funcional I. A segunda apresenta alguns resultados de
Análise Funcional e Espaços de Sobolev que foram usados com frequêcia. A terceira
seção contém os enunciados dos teoremas de C. Miranda e P. L. Lions usados em
algumas demonstrações. Finalmente, na última seção, uma mudança de variável e
o princípio do máximo foram usados para mostrarmos que as soluções obtidas são,
de fato, clássicas e estritamente positivas.



Capítulo 1

Resultados Preliminares

Neste capítulo, estabeleceremos alguns resultados importantes sobre o funcional
I e sobre o conjunto X de�nidos na introdução. Mostraremos também
alguns resultados em domínios limitados que serão frequentemente usados nas
demonstrações dos resultados principais dos capítulos seguintes.

1.1 Lemas Preliminares
Aqui, mostraremos alguns lemas que serão essenciais para o trabalho com o
funcional I. Por exemplo, estabeleceremos algumas características do domínio X

de I, que não é um subespaço do H1(RN), mas sob uma certa condição, podemos
ter u + v ∈ X, para u, v ∈ X.

Lema 1.1 Para u ∈ S, t ∈ (0,∞) e t 6= 1, temos que I(tu) < I(u).

Prova. De�na a função f : (0,∞) → R por f(t) = I(tu), isto é,

f(t) =
1

2

∫

RN

[
1 + (tu)2

] |∇(tu)|2dx +
1

2

∫

RN

V (x)(tu)2dx− 1

p + 1

∫

RN

|tu|p+1dx

=
t2

2

∫

RN

[|∇u|2 + V (x)u2
]
dx +

t4

2

∫

RN

u2|∇u|2dx− tp+1

p + 1

∫

RN

|u|p+1dx.

9
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Derivando, obtemos

f ′(t) = t

∫

RN

[|∇u|2 + V (x)u2
]
dx + 2t3

∫

RN

u2|∇u|2dx− tp
∫

RN

|u|p+1dx

= t3
(

1

t2

∫

RN

[|∇u|2 + V (x)u2
]
dx + 2

∫

RN

u2|∇u|2dx− tp−3

∫

RN

|u|p+1dx

)
.

Desde que p− 3 > 0 e pelo fato de u ∈ S, temos

f ′(1) = γ(u) =

∫

RN

[(1 + 2u2)|∇u|2 + V (x)u2 − |u|p+1]dx = 0.

Para 0 < t < 1 temos, 1
t2

> 1 e tp−3 < 1, o que implica que

f ′(t) > t3γ(u) = 0. (1.1)

Agora, para t > 1 temos, 1
t2

< 1 e tp−3 > 1 donde

f ′(t) < t3γ(u) = 0. (1.2)

De (1.1) e (1.2) segue que f(t) < f(1), isto é, I(tu) < I(u), para t ∈ (0,∞) e t 6= 1.

O próximo lema garante que algum múltiplo de u ∈ X, u 6= 0 está em S.

Lema 1.2 Suponha que u ∈ X, u 6= 0. Então, existe um único t > 0 tal que
tu ∈ S.

Prova. Sejam u ∈ X, u 6= 0 e f : (0,∞) → R de�nida como na prova anterior.
Para t su�cientemente pequeno, 1

tp−1 e 2
tp−3 tornam-se grande o su�ciente de modo

que

f ′(t) = tp
(

1

tp−1

∫

RN

[|∇u|2 + V (x)u2
]
dx +

2

tp−3

∫

RN

u2|∇u|2dx−
∫

RN

|u|p+1dx

)

> 0.

Por outro lado, para t su�cientemente grande, 1
tp−1 e 2

tp−3 tornam-se pequeno o
su�ciente de modo que

f ′(t) = tp
(

1

tp−1

∫

RN

[|∇u|2 + V (x)u2
]
dx +

2

tp−3

∫

RN

u2|∇u|2dx−
∫

RN

|u|p+1dx

)

< 0.
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Portanto, pelo teorema do valor intermediário, existe t > 0 tal que f ′(t) = 0. Como
u 6= 0 temos tu 6= 0 e

γ(tu) =

∫

RN

[(1 + 2(tu)2)|∇(tu)|2 + V (x)(tu)2 − |tu|p+1]dx

= t

(
t

∫

RN

[|∇u|2 + V (x)u2
]
dx + 2t3

∫

RN

u2|∇u|2dx− tp
∫

RN

|u|p+1dx

)

= tf ′(t)

= 0.

Logo, tu ∈ S. Agora, suponha que 0 < t1 < t2 sejam tais que t1u ∈ S e t2u ∈ S.
Pelo Lema 1.1,

I

(
t2
t1

t1u

)
< I(t1u)

e
I

(
t1
t2

t2u

)
< I(t2u),

o que é absurdo, mostrando a unicidade de t.

O próximo lema exibe a imersão de X nos espaços de Lebesgue. Lembremos que
22∗ = 2 2N

N−2
para N ≥ 3.

Lema 1.3 Se u ∈ X então u ∈ Ls(RN) para 2 ≤ s ≤ 22∗. Além disso, existe
C > 0 tal que ∫

RN

|u|22∗dx ≤ C

(∫

RN

u2|∇u|2dx

) 2∗
2

.

Prova. Pelo teorema de imersão de Sobolev, já sabemos que u ∈ Ls(RN) para
2 ≤ s ≤ 2∗ = 2N

N−2
. Utilizando o teorema de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg, segue

que
(∫

RN

|u2|2∗dx

) 1
2∗

≤ C1

(∫

RN

|∇(u2)|2dx

) 1
2

= C2

(∫

RN

u2|∇u|2dx

) 1
2

donde ∫

RN

|u|22∗dx ≤ C3

(∫

RN

u2|∇u|2dx

) 2∗
2

< ∞,

ou seja, u ∈ L22∗(RN). Da desigualdade de interpolação nos espaços de Lebesgue,
segue que u ∈ Ls(RN) para 2 ≤ s ≤ 22∗.
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No lema que segue, conseguimos obter, a partir de uma sequência em X, uma
sequência em S onde cada termo da nova sequência é um múltiplo do termo
correspondente da sequência dada e, além disso, os coe�cientes convergem para
1.

Lema 1.4 Seja (un) ⊂ X uma sequência tal que

lim
n→∞

γ(un) = 0 e lim
n→∞

∫

RN

|un|p+1dx = c > 0.

Então, existe uma sequência (tn) ⊂ R tal que tnun ∈ S e limn→∞ tn = 1.

Prova. Basta provarmos somente o limite de (tn) quando n → ∞, pois, em vista
do Lema 1.2, a partir de um certo n0 ∈ N, para cada un existe um único tn > 0 tal
que tnun ∈ S. Sejam

an =

∫

RN

(|∇un|2 + V (x)u2
n

)
dx, bn =

∫

RN

u2
n|∇un|2dx e cn =

∫

RN

|un|p+1dx.

Logo,

γ(un) =

∫

RN

(|∇un|2 + V (x)u2
n

)
dx + 2

∫

RN

u2
n|∇un|2dx−

∫

RN

|un|p+1dx

= an + 2bn − cn.

Temos que cn → c > 0 e γ(un) → 0. Portanto, as sequências (an) e (bn) são
limitadas. Passando a uma subsequência, podemos assumir que an → a ≥ 0 e
bn → b ≥ 0. Desde que

γ(un) = an + 2bn − cn → 0,

temos
a + 2b− c = 0. (1.3)
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A�rmamos que a > 0. Do contrário, an → 0 e tomando θ = (p−1)(N−2)
2(N+2)

, temos
∫

RN

|un|p+1dx =

∫

RN

|un|
4(N+2)−2(p−1)(N−2)

2(N+2) · |un|
4N(p−1)
2(N+2) dx

≤
(∫

RN

|un|
4(N+2)−2(p−1)(N−2)

2(N+2)
· 1
1−θ dx

)1−θ (∫

RN

|un|
4N(p−1)
2(N+2)

· 1
θ dx

)θ

=

(∫

RN

u2
ndx

)1−θ (∫

RN

|un|
4N

N−2 dx

)θ

≤ C1

(
1

V0

∫

RN

V0u
2
ndx

)1−θ
[(∫

RN

u2
n|∇un|2dx

) 2∗
2

]θ

(1.4)

≤ C2

(∫

RN

|∇un|2 + V (x)u2
ndx

)1−θ (∫

RN

u2
n|∇un|2dx

) θN
N−2

implicando que cn → 0, o que é uma contradição. Temos, então, de (1.3) que
0 ≤ 2b < c e, para n su�cientemente grande, podemos supor un 6= 0. Pelo Lema
1.2, podemos encontrar tn > 0 tal que

γ(tnun) = ant
2
n + 2bnt4n − cntp+1

n = 0. (1.5)

A�rmamos que (tn) é limitada, ou seja, existem constantes T1 e T2 tais que
0 < T1 ≤ tn ≤ T2. De fato, por (1.5) temos an + 2bnt2n − cntp−1

n = 0 e caso
tn → 0 obteremos a = 0, o que é um absurdo. Por outro lado, se tn → ∞, por
(1.5) temos

an

tp−1
n

+
2bn

tp−3
n

− cn = 0

implicando que c = 0, o que é um absurdo. Assim, tomando uma subsequência se
necessário, tn → t∗ > 0. Passando o limite em (1.5), obtemos

a(t∗)2 + 2b(t∗)4 − c(t∗)p+1 = 0.

Observemos que a equação at2 + 2bt4 − ctp+1 = 0 tem t = 1 como única solução
positiva. De fato, de�na g(t) = at2 + 2bt4 − ctp+1 para t > 0 e relembremos que
2b < c, p + 1 > 4 e a + 2b− c = 0. Observemos que g(1) = 0. Para t > 1, temos

g′(t) = 4t3
(

a

2t2
+ 2b− c(p + 1)tp−3

4

)
< 4t3(a + 2b− c) = 0

ou seja, g é estritamente decrescente. E para 0 < t < 1, temos

g(t) = tp+1

(
a

tp−1
+

2b

tp−3
− c

)
> tp+1(a + 2b− c) = 0.
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Com isso, temos então que t∗ = 1 e tn → 1.

Agora, mostraremos que dada u ∈ X, u 6= 0, qualquer combinação linear da
parte positiva de u com a parte negativa de u também pertencerá a X.

Lema 1.5 Seja u ∈ X, então tu+ + su− ∈ X para todo t, s ∈ R. Em particular,
u+, u−, |u| ∈ X.

Prova. Sabemos que u± ∈ H1(RN), u± ≤ |u| e |∇u±| ≤ |∇u|. Logo,
∫

RN

(u±)2|∇u±|2dx ≤
∫

RN

u2|∇u|2dx < ∞.

Temos também

(tu+ + su−)2|∇(tu+ + su−)|2 =
[
t2(u+)2 + s2(u−)2

] [
t2|∇u+|2 + s2|∇u−|2] ,

pois (u+)(u−) = 0 e ∇u+∇u− = 0. Daí
∫

RN

(tu+ + su−)2|∇(tu+ + su−)|2dx = t4
∫

RN

(u+)2|∇(u+)|2dx

+s4

∫

RN

(u−)2|∇(u−)|2dx < ∞,

pois u±|∇u∓| = 0.

O próximo resultado estabelece uma comparação entre os números c∗ e c0.

Lema 1.6 c0 > 0 e c∗ ≥ 2c0.

Prova. Indicando ρ2 por

ρ2(u) =

∫

RN

(1 + u2)|∇u|2dx +

∫

RN

V (x)u2dx,

de (1.4) temos que
∫

RN

|u|p+1dx ≤ C1

(∫

RN

u2dx

)1−θ (∫

RN

u2|∇u|2dx

) θN
N−2

≤ C2(ρ
2)1−θ(ρ2)

θN
N−2

= C2ρ
2+

N(p−1)−(N−2)(p−1)
N+2

= C2ρ
2+

2(p−1)
N+2 .
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Assim,

I(u) =
1

2

∫

RN

(1 + u2)|∇u|2dx +
1

2

∫

RN

V (x)u2dx− 1

p + 1

∫

RN

|u|p+1dx

≥ 1

2
ρ2 − Cρ2+

2(p−1)
N+2 .

Desde que 2(p−1)
N+2

> 0, escolhemos ρ pequeno de modo que

1

2
ρ2 − Cρ2+

2(p−1)
N+2 = ρ2

(
1

2
− Cρ

2(p−1)
N+2

)
≥ 1

4
ρ2 =: m > 0. (1.6)

Agora, suponha u ∈ S. Considerando λ > 0, temos que

ρ2(λu) = λ2

∫

RN

(|∇u|2 + V (x)u2
)
dx + λ4

∫

RN

u2|∇u|2dx

e façamos λ pequeno tal que ρ2(λu) satisfaça a condição (1.6). Logo, pelo Lema
1.1,

I(u) > I(λu) ≥ m.

Daí, concluímos que
c0 = inf

u∈S
I(u) ≥ m > 0.

Para qualquer u ∈ S∗, temos u+, u− ∈ S. Observando que |u+ − u−|p+1 =

|u+|p+1 + |u−|p+1, (u+)(u−) = 0, ∇u+ · ∇u− = 0, u±|∇u∓| = 0 e expandindo
I(u+ − u−) obtemos

I(u) = I(u+) + I(u−) ≥ c0 + c0 = 2c0,

o que mostra que
c∗ = inf

u∈S∗
I(u) ≥ 2c0.

Mostraremos agora outra propriedade do conjunto X. É fácil ver que o espaço
C∞

0 (RN) está contido em X. O lema abaixo nos diz que, dado u ∈ X, o produto
de u por uma função η de C∞

0 (RN) estará também em X.

Lema 1.7 Se u ∈ X e η ∈ C∞
0 (RN), então φ = ηu ∈ X. Além disso,

∫

RN

φ2|∇u|2dx < ∞ e
∫

RN

u2|∇φ|2dx < ∞.



1.1 Lemas Preliminares 16

Prova. Temos que
∫

RN

(ηu)2|∇(ηu)|2dx ≤ C1

∫

RN

u2
(
η2|∇u|2 + u2|∇η|2) dx

≤ C2

∫

RN

u2|∇u|2dx + C3

∫

RN

u4dx < ∞

e ∫

RN

(ηu)2|∇u|2dx ≤ C

∫

RN

u2|∇u|2dx < ∞,

∫

RN

u2|∇(ηu)|2dx ≤ C1

∫

RN

u2|∇u|2dx + C2

∫

RN

u4dx < ∞,

o que mostra o lema.

Como já observamos, X não é um subespaço vetorial de H1(RN), pois se u, v ∈ X

não temos necessariamente u + v ∈ X. Mas, temos a seguinte propriedade.

Lema 1.8 Sejam u, φ ∈ X tais que
∫
RN u2|∇φ|2dx < ∞ e

∫
RN φ2|∇u|2dx < ∞.

Então tu + sφ ∈ X para todo t, s ∈ R.

Prova. Basta observarmos que

(tu + sφ)2|∇(tu + sφ)|2 ≤ C(t2u2 + s2φ2)
(
t2|∇u|2 + s2|∇φ|2)

≤ Ct4
(
u2|∇u|2) + Ct2s2

(
u2|∇φ|2) + Ct2s2

(
φ2|∇u|2)

+Cs4
(
φ2|∇φ|2) .

Lema 1.9 Sejam u, φ ∈ X satisfazendo
∫

RN

u2|∇φ|2dx < ∞ e
∫

RN

φ2|∇u|2dx < ∞,

tn, σn ∈ R com tn → 1 e σn → 0. Então,

〈I ′(tnu + σnφ), φ〉 → 〈I ′(u), φ〉.

Prova. Seja wn = tnu + σnφ. A�rmamos que wn → u em H1(RN). De fato,

‖tnu + σnφ− u‖H1 ≤ |tn − 1|‖u‖H1 + |σn|‖φ‖H1 → 0.

Com isso, e argumentando como na prova do Lema 1.3 temos que wn → u

em Ls(RN) para 2 ≤ s ≤ 22∗. Além disso ∇wn → ∇u em [L2(RN)]N .
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Consequentemente, wn → u e ∇wn → ∇u quase sempre em RN , |wn| ≤ hs para
todo n e quase sempre em RN com hs ∈ Ls(RN), 2 ≤ s ≤ 22∗ e |∇wn| ≤ H para
todo n e quase sempre em RN com H ∈ L2(RN). Por cálculos análogos aos do
Apêndice A.1, temos

〈I ′(wn), φ〉 =

∫

RN

[
(1 + w2

n)∇wn∇φ + wn|∇wn|2φ + V (x)wnφ− |wn|p−1wnφ
]
dx.

Pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue, obtemos
∫

RN

∇wn∇φdx →
∫

RN

∇u∇φdx,

∫

RN

V (x)wnφdx →
∫

RN

V (x)uφdx

e ∫

RN

|wn|p−1wnφdx →
∫

RN

|u|p−1uφdx.

Observamos, agora, que

|w2
n∇wn∇φ| ≤ w2

n|∇wn||∇φ|
≤ C(t2nu2 + σ2

nφ
2)(|tn||∇u|+ |σn||∇φ|)|∇φ|

≤ (C1u
2 + C2φ

2)(C3|∇u|+ C4|∇φ|)|∇φ|

e
u2|∇u||∇φ| ≤ u2|∇u|2

2
+

u2|∇φ|2
2

,

φ2|∇u||∇φ| ≤ φ2|∇u|2
2

+
φ2|∇φ|2

2
.

Das desigualdades acima, e novamente pelo teorema da convergência dominada de
Lebesgue, obtemos

∫

RN

w2
n∇wn∇φdx →

∫

RN

u2∇u∇φdx.

Analogamente,

|wn|∇wn|2φ| ≤ C(|tn||u|+ |σn||φ|)(t2n|∇u|2 + σ2
n|∇φ|2)|φ|

≤ (C1|u|+ C2|φ|)(C3|∇u|2 + C4|∇φ|2)|φ|

e
|u||∇u|2|φ| ≤ u2|∇u|2

2
+

φ2|∇u|2
2

,
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|u||∇φ|2|φ| ≤ u2|∇φ|2
2

+
φ2|∇φ|2

2
,

de onde segue ∫

RN

wn|∇wn|2φdx →
∫

RN

u|∇u|2φdx.

Finalmente, das cinco convergências acima concluímos que

〈I ′(wn), φ〉 → 〈I ′(u), φ〉.

Lema 1.10 Suponha que u ∈ S e I(u) = c0, ou u ∈ S∗ e I(u) = c∗. Então u é
uma solução fraca de (1). Além disso, a igualdade (3) vale para qualquer φ ∈ X

com a propriedade que
∫
RN u2|∇φ|2dx < ∞ e

∫
RN φ2|∇u|2dx < ∞.

Prova. Provaremos o caso para c∗, o outro caso (I(u) = c0) segue de maneira
análoga. Vamos proceder usando um argumento de contradição. Suponha que
u ∈ S∗ e I(u) = c∗, mas a conclusão do lema não seja verdadeira. Então, podemos
encontrar uma função φ ∈ X satisfazendo

∫

RN

u2|∇φ|2dx < ∞ e
∫

RN

φ2|∇u|2dx < ∞,

mas

〈I ′(u), φ〉 =

∫

RN

[
(1 + u2)∇u∇φ + u|∇u|2φ + V (x)uφ− |u|p−1uφ

]
dx ≤ −1.

Observamos que o lado direito da desigualdade acima poderia ser qualquer
constante c 6= −1. Basta que c 6= 0, pois se 〈I ′(u), φ〉 = c, faríamos ψ = −cφ ∈ X

e obteríamos 〈I ′(u), ψ〉 = −1.
Podemos escolher ε > 0 su�cientemente pequeno de modo que

〈I ′(tu+ − su− + σφ), φ〉 ≤ −1

2
, para todo |t− 1|+ |s− 1|+ |σ| ≤ 3ε. (1.7)

De fato, tal escolha é possível, pois se não existisse tal ε > 0, seria possível
construirmos sequências (tn), (sn) e (σn) tais que tn → 1, sn → 1, σn → 0 e

〈I ′(tnu+ − snu− + σnφ), φ〉 > −1

2
, para todo n ≥ 1.

Tomando o limite quando n →∞ nessa expressão e utilizando o Lema 1.9, obtemos

−1

2
< lim

n→∞
〈I ′(tnu+ − snu− + σnφ), φ〉 = 〈I ′(u), φ〉 ≤ −1,
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o que é um absurdo.
Seja η : R2 → [0, 1] uma função �cut-o�� de�nida por

η(t, s) =

{
1, se |t− 1| ≤ 1

2
ε e |s− 1| ≤ 1

2
ε;

0, se |t− 1| ≥ ε ou |s− 1| ≥ ε.

Vamos estimar o número supt,s>0 I(tu+−su−+εη(t, s)φ). Se |t−1| ≤ ε e |s−1| ≤ ε,
então, pelo teorema fundamental do cálculo e (1.7)

I(tu+ − su− + εη(t, s)φ) = I(tu+ − su−)

+

∫ 1

0

〈I ′(tu+ − su− + ζεη(t, s)φ), εη(t, s)φ〉dζ

≤ I(tu+ − su−)− 1

2
εη(t, s).

Para |t− 1| ≥ ε ou |s − 1| ≥ ε, η(t, s) = 0, a desigualdade acima é trivial. Agora,
desde que u ∈ S∗, para (t, s) 6= (1, 1), temos que I(tu+ − su−) < I(u+) + I(u−) =

I(u). Daí,

I(tu+ − su− + εη(t, s)φ) ≤ I(tu+ − su−) < I(u), para todo (t, s) 6= (1, 1).

Por ouro lado, para (t, s) = (1, 1),

I(tu+ − su− + εη(t, s)φ) ≤ I(u)− 1

2
ε < I(u).

Logo, em qualquer um dos casos, temos

I(tu+ − su− + εη(t, s)φ) < I(u) = c∗.

Mostraremos que, de fato, podemos encontrar (a, b) ∈ (0, 2)× (0, 2) tal que

ũ = au+ − bu− + εη(a, b)φ ∈ S∗ e I(ũ) < c∗.

Seja G = {(t, s) ∈ R2 : |t− 1| < ε, |s− 1| < ε}. De�nimos h : G → X por

h(t, s) = tu+ − su− + εη(t, s)φ.

De�nimos também a função F : G → R2 por

F (t, s) =
(
γ(h(t, s)+), γ(h(t, s)−)

)
.
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É fácil veri�car que γ(h(t, s)+) e γ(h(t, s)−) são contínuas em G. Basta argumentar
como no Lema 1.9 e usar o Lema 1.8. Assim, F é contínua. Além disso, se |t−1| = ε

ou |s− 1| = ε, então η(t, s) = 0 e h(t, s) = tu+ − su−. Desse modo,

F (t, s) =
(
γ(tu+), γ(su−)

)
.

Observe que se t = 1− ε então 1
t2

> 1 e tp−3 < 1, donde

γ(tu+) = 〈I ′(tu+), tu+〉
= t4

( 1

t2

∫

RN

(|∇u+|2 + V (x)(u+)2)dx + 2

∫

RN

(u+)2|∇u+|2dx

−tp−3

∫

RN

|u+|p+1dx
)

> t4γ(u+) = 0.

Do mesmo modo, temos para t = 1+ε que γ(tu+) < 0 e γ(tu−) < 0, e para t = 1−ε

que γ(tu−) > 0. Assim F (t, s) 6= (0, 0) para todo (t, s) ∈ ∂G. Usando o teorema
de existência de Miranda (veja Apêndice A.3) temos que existe (a, b) ∈ G tal que
F (a, b) = (0, 0), implicando que h(a, b) ∈ S∗. Tomando ũ = h(a, b) segue que

I(ũ) < I(u) = c∗,

o que é uma contradição, e o lema está provado.

1.2 Resultados de Existência em Domínios
Limitados

Nesta seção, vamos considerar o problema correspondente em domínios limitados.
Neste caso, as soluções obtidas serão usadas como sequências minimizantes para o
problema no RN . Para R > 0, sejam BR = B(0, R) = {x ∈ RN : |x| < R},

SR = S ∩H1
0 (BR), S∗R = S∗ ∩H1

0 (BR),

c0
R = inf

u∈SR

I(u), c∗R = inf
u∈S∗R

I(u).

Lembramos que se u ∈ H1
0 (BR), então a função

ū(x) =

{
u(x), se x ∈ BR;
0, se x ∈ RN \BR

pertence a H1
0 (RN) e, neste caso, ∂ū

∂xi
= ∂u

∂xi
em BR.
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Lema 1.11 c0
R e c∗R ambos decrescem quando R aumenta e c0

R → c0, c∗R → c∗

quando R →∞.

Prova. É claro que c0
R e c∗R são monótonas decrescente em R pela propriedade de

ín�mo, e c0
R ≥ c0 e c∗R ≥ c∗. Mostraremos que c∗R → c∗; o caso c0

R → c0 é provado
de maneira análoga. Para ε > 0, existe u ∈ S∗ tal que I(u) ≤ c∗+ε. Seja uR = ηRu

onde ηR é uma função �cut-o�� de�nida por

ηR(x) =

{
1, se |x| ≤ 1

4
R;

0, se |x| ≥ 3
4
R.

Usando o teorema da convergência dominada de Lebesgue, temos, quando R →∞,
∫

RN

|u±R|p+1dx →
∫

RN

|u±|p+1dx > 0,

γ(u±R) → γ(u±) = 0.

Pelo Lema 1.4, encontramos (tR), (sR) tais que tR → 1 e sR → 1 quando R →∞,
tRu+

R ∈ S e sRu−R ∈ S. Agora, considerando ũR = tRu+
R − sRu−R ∈ S∗R, e

c∗R ≤ I(ũR) = I(tRu+
R − sRu−R)

≤ I(tRu+ − sRu−) + C

∫

RN\B R
4

[
(1 + u2)|∇u|2 + V (x)u2 + |u|p+1

]
dx

≤ I(u+ − u−) + o(1) ≤ c∗ + ε + o(1),

onde o(1) → 0 quando R →∞. Desde que ε é arbitrário, segue que limR→∞ c∗R = c∗.

O lema seguinte vai mostrar que, para cada R > 0, existe ũ ∈ S∗R tal que I(ũ) = c∗R.
E, também, existe ū ∈ SR tal que I(ū) = c0

R.

Lema 1.12 Os ín�mos c0
R e c∗R são atingidos.

Prova. Provaremos o lema para c∗R. O caso c0
R segue de maneira análoga. Seja

(un) ⊂ S∗R uma sequência minimizante, isto é, I(un) → c∗R quando n → ∞.
Observemos que u±n ∈ SR e, portanto, u±n 6= 0 e γ(u±n ) = 0, para todo n ≥ 1.
A�rmamos que

∫
RN (u±n )2dx,

∫
RN |∇u±n |2dx e

∫
RN (u±n )2|∇u±n |2dx são todas limitadas.
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Temos que

I(u±n ) =
1

2

∫

RN

|∇u±n |2dx +
1

2

∫

RN

(u±n )2|∇u±n |2dx +
1

2

∫

RN

V (x)(u±n )2dx

− 1

p + 1

∫

RN

|u±n |p+1dx, (1.8)

γ(u±n ) =

∫

RN

|∇u±n |2dx + 2

∫

RN

(u±n )2|∇u±n |2dx +

∫

RN

V (x)(u±n )2dx

−
∫

RN

|u±n |p+1dx, (1.9)

I(un) = I(u+
n ) + I(u−n ) e γ(un) = γ(u+

n ) + γ(u−n ).

De (1.9), obtemos
∫

RN

|∇u±n |2dx + 2

∫

RN

(u±n )2|∇u±n |2dx +

∫

RN

V (x)(u±n )2dx =

∫

RN

|u±n |p+1dx. (1.10)

Se, pelo menos, uma das três parcelas do lado esquerdo dessa desigualdade não
fosse limitada, substituindo em (1.8), obteríamos

I(u+
n ) + I(u−n ) =

p− 1

2(p + 1)

(∫

RN

|∇u+
n |2dx +

∫

RN

|∇u−n |2dx

)

+
p− 3

2(p + 1)

(∫

RN

(u+
n )2|∇u+

n |2dx +

∫

RN

(u−n )2|∇u−n |2dx

)

+
p− 1

2(p + 1)

(∫

RN

V (x)(u+
n )2dx +

∫

RN

V (x)(u−n )2dx

)
(1.11)

→ ∞,

o que é um absurdo, pois I(un) → c∗R > 0. Temos também que
∫
RN |u±n |p+1dx ≥ m

para algum m > 0 e para todo n, pois se
∫
RN |u±n |p+1dx → 0 teríamos, usando

(1.10) e (1.11),
I(un) = I(u+

n ) + I(u−n ) → 0,

o que não pode ocorrer. Assim, (u±n ) é limitada em H1
0 (BR). Portanto, podemos

assumir que u±n ⇀ u± em H1
0 (BR). Desde que estamos em um domínio limitado,

podemos usar o teorema de imersão de Rellich e a desigualdade de interpolação e
assumir que u±n → u± para Ls(BR) com 1 ≤ s < 22∗. É claro que u±n ⇀ u± em
L2(BR).
A�rmamos que ∇u±n ⇀ ∇u± em L2(BR,RN). De fato, como

∥∥∥∥
∂u±n
∂xi

∥∥∥∥
2

2

≤ ‖u±n ‖2
H1

0
< ∞,
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temos que
∂u±n
∂xi

⇀ w±
i em L2(BR),

o que implica que
∫

BR

∂u±n
∂xi

vdx →
∫

BR

w±
i vdx para toda v ∈ L2(BR).

Em particular, esta convergência vale para toda ϕ ∈ C∞
0 (BR). Desde que

∫

BR

∣∣∣∣u±n
∂ϕ

∂xi

− u±
∂ϕ

∂xi

∣∣∣∣ dx ≤ C

∫

BR

|u±n − u±|dx → 0,

obtemos ∫

BR

u±n
∂ϕ

∂xi

dx →
∫

BR

u±
∂ϕ

∂xi

dx.

Portanto, temos, da de�nição de derivada fraca, que para toda ϕ ∈ C∞
0 (BR)

∫

BR

u±
∂ϕ

∂xi

dx = −
∫

BR

∂u±

∂xi

ϕdx = −
∫

BR

w±
i ϕdx

o que implica que ∂u±
∂xi

= w±
i . Temos também que ∇ [(u±n )2] ⇀ ∇ [(u±)2] em

L2(BR,RN). Com efeito, sabemos que
∫
RN (u±n )2|∇u±n |2dx é limitado. Isso implica

que
2u±n

∂u±n
∂xi

⇀ v±i em L2(BR),

ou seja, ∫

BR

2u±n
∂u±n
∂xi

vdx →
∫

BR

v±i vdx para todo v ∈ L2(BR).

Em particular, temos que a convergência anterior válida para toda ϕ ∈ C∞
0 (BR).

Como u±n e u±n
∂u±n
∂xi

pertencem a L1
loc(BR), temos que ∂(u±n )2

∂xi
= 2u±n

∂u±n
∂xi

. Observemos
que vale ∫

BR

(u±n )2 ∂ϕ

∂xi

dx →
∫

BR

(u±)2 ∂ϕ

∂xi

dx,

pois
∫

BR

∣∣∣∣(u±n )2 ∂ϕ

∂xi

− (u±)2 ∂ϕ

∂xi

∣∣∣∣ dx ≤ C

∫

BR

|u±n − u±||u±n + u±|dx

≤ C

(∫

BR

|u±n − u±|2dx

) 1
2
(∫

BR

|u±n + u±|2dx

) 1
2

≤ C‖u±n − u±‖2

(‖u±n ‖2 + ‖u±‖2

) → 0.
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Assim, novamente pela de�nição de derivada fraca, para toda ϕ ∈ C∞
0 (BR) obtemos

∫

BR

(u±)2 ∂ϕ

∂xi

dx = −
∫

BR

2u±
∂u±

∂xi

ϕdx = −
∫

BR

v±i ϕdx

o que mostra que 2u± ∂u±
∂xi

= v±i .
Assim, de toda a argumentação acima, segue que

∫

BR

|u±n |p+1dx →
∫

BR

|u±|p+1dx,

∫

BR

V (x)(u±n )2dx →
∫

BR

V (x)(u±)2dx,

∇u±n ⇀ ∇u± ⇒
∫

BR

|∇u±|2dx ≤ lim inf
n→∞

∫

BR

|∇u±n |2dx

e

∇ [
(u±n )2

]
⇀ ∇ [

(u±)2
] ⇒

∫

BR

∣∣∇ [
(u±)2

]∣∣2 dx ≤ lim inf
n→∞

∫

BR

∣∣∇ [
(u±n )2

]∣∣2 dx.

Pelo Lema 1.2, existem t, s > 0 tal que tu+, su− ∈ S, ou seja, γ(tu+) = γ(su−) = 0.
Fazendo ũ = tu+ − su−, então ũ ∈ S∗R e usando a argumentação anterior, obtemos

inf
u∈S∗R

I(u) = c∗R ≤ I(ũ) = I(tu+) + I(su−)

≤ lim inf I(tu+
n ) + lim inf I(su−n )

≤ lim inf[I(tu+
n ) + I(su−n )]

≤ lim inf I(u+
n − u−n ) = lim I(un) = c∗R.

Assim, I(ũ) = c∗R, e a prova está concluída.

Lema 1.13 Suponha que u ∈ SR e I(u) = c0
R ou u ∈ S∗R e I(u) = c∗R. Então, u

é uma solução fraca da equação quase linear correspondente no domínio limitado
BR, isto é, para toda φ ∈ C∞

0 (BR) vale
∫

BR

(1 + u2)∇u∇φdx +

∫

BR

u|∇u|2φdx +

∫

BR

V (x)uφdx =

∫

BR

|u|p−1uφdx.

Além disso, a equação acima vale para qualquer φ ∈ X∩H1
0 (BR) com a propriedade

de que
∫

BR
u2|∇φ|2dx < ∞ e

∫
BR

φ2|∇u|2dx < ∞.
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Prova. A prova é idêntica a do Lema 1.10.

Prosseguindo, precisamos estudar o funcional limite, o qual é de�nido usando-se o
limite do potencial V (x) no in�nito. Para u ∈ X, considere

I∞(u) =
1

2

∫

RN

(1 + u2)|∇u|2dx +
1

2

∫

RN

V∞u2dx− 1

p + 1

∫

RN

|u|p+1dx. (1.12)

Da mesma forma, de�nimos

γ∞(u) =

∫

RN

(1 + 2u2)|∇u|2dx +

∫

RN

V∞u2dx−
∫

RN

|u|p+1dx

S∞ =
{
u ∈ X \ {0} : γ∞(u) = 0

}
(1.13)

c∞ = inf
u∈S∞

I∞(u).

Além disso, para os domínios limitados BR, de�nimos

S∞R = S∞ ∩H1
0 (BR), c∞R = inf

u∈S∞R
I∞(u).

Usando as provas dos Lemas 1.11 e 1.12, segue que c∞R → c∞ > 0 quando R →∞
e o ín�mo c∞R é atingido.



Capítulo 2

Existência de Solução Fraca Positiva

Neste capítulo, vamos provar o Teorema 1. Para isto, necessitamos antes de
alguns lemas. Para mostrarmos o próximo resultado, usaremos o Princípio de
Concentração-Compacidade de P. L. Lions (veja Apêndice A.3).

Lema 2.1 Seja uR ∈ SR uma solução fraca da equação (1) no domínio limitado
BR, isto é,
∫

BR

(1+u2
R)∇uR∇φdx+

∫

BR

uR|∇uR|2φdx+

∫

BR

V (x)uRφdx =

∫

BR

|uR|p−1uRφdx,

(2.1)
para toda φ ∈ X ∩H1

0 (BR) com a propriedade que
∫

BR

u2|∇φ|2dx < ∞ e
∫

BR

φ2|∇u|2dx < ∞.

Suponha que
∫

BR
(1+u2

R)|∇uR|2dx,
∫

BR
V (x)u2

Rdx e
∫

BR
|uR|p+1dx sejam limitados,

para todo R. Além disso, assuma para uma subsequência Rn →∞, que
∫

BRn

|un|p+1dx → A ∈ (0,∞), (2.2)

onde un ≡ uRn. Então, existem β ∈ (0, 1] e (xn) ⊂ RN satisfazendo: para cada

26
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ε > 0, existe rε > 0 tal que se r′ ≥ r ≥ rε então

lim inf
n→∞

∫

Br(xn)

|un|p+1dx ≥ βA− ε,

(2.3)

lim inf
n→∞

∫

RN\Br′ (xn)

|un|p+1dx ≥ (1− β)A− ε.

Além disso, se β < 1 então lim infn→∞ I(un) ≥ c0 + c∞.

Prova. Para obtermos a existência do número β ∈ (0, 1], vamos usar o Princípio
de Concentração-Compacidade de P. L. Lions. Primeiro, observemos que (un)

é limitada em H1(RN), pois, por hipótese, temos que
∫

BRn
(1 + u2

n)|∇un|2dx e∫
BRn

V (x)u2
ndx são limitadas. Com isso, vamos mostrar que o item (2) do Teorema

A.3.2 (Anulamento) não pode ocorrer.
Fazendo

ρn =
|u2

n|
p+1
2

∫
BRn

|u2
n|

p+1
2 dx

≥ 0,

temos que ∫

RN

ρndx = 1.

Se o Anlamento ocorresse, teríamos

lim
n→∞

(
sup
y∈RN

∫

BR(y)

ρndx

)
= 0, para todo R < ∞.

Pelo lema de Lions (Lema A.3.3), un → 0 em Ls(RN) para 4 < s < 22∗ o que é
absurdo. Então, os itens (1)(Compacidade) ou (3)(Dicotomia) do Teorema A.3.2
deve ocorrer. Suponha que (1) ocorra. Assim, existe uma sequência (xn) ⊂ RN tal
que para todo ε > 0, existe rε > 0 tal que

∫

Brε (xn)

ρndx ≥ 1− ε

A
,

ou seja,
∫

Br(xn)

|un|p+1dx ≥
∫

Brε (xn)

|un|p+1dx ≥
(
1− ε

A

) ∫

BRn

|un|p+1dx, se r ≥ rε.

Tomando o liminf, obtemos

lim inf
n→∞

∫

Br(xn)

|un|p+1dx ≥
(
1− ε

A

)
A = A− ε,



2 Existência de Solução Fraca Positiva 28

donde
lim inf
n→∞

∫

RN\Br′ (xn)

|un|p+1dx ≥ (1− 1)A− ε, se r′ ≥ r.

Assim, temos a conclusão do lema para β = 1.
Consideremos, agora, que (3) ocorra. Então, existe β ∈ (0, 1) tal que para todo
ε > 0, existem n0 ≥ 1, xn ∈ RN ,

ρ1,n(x) = ρn(x)χBr(xn),

ρ2,n(x) = ρn(x)χRN\Br′ (xn)

com r′ ≥ r ≥ Rn, satisfazendo, para n ≥ n0,
∫

RN

ρ1,n(x)dx ≥ β − ε

A
, (2.4)

∫

RN

ρ2,n(x)dx ≥ (1− β)− ε

A
. (2.5)

De (2.4), temos que
∫

Br(xn)

|un|p+1dx ≥ β

∫

BRn

|un|p+1dx− ε

A

∫

BRn

|un|p+1dx.

Tomando o liminf, obtemos

lim inf
n→∞

∫

Br(xn)

|un|p+1dx ≥ βA− ε,

e de (2.5) temos
∫

RN\Br′ (xn)

|un|p+1dx ≥ (1− β)

∫

BRn

|un|p+1dx− ε

A

∫

BRn

|un|p+1dx.

Tomando o liminf, concluímos que

lim inf
n→∞

∫

RN\Br′ (xn)

|un|p+1dx ≥ (1− β)A− ε.

Assim, obtemos o resultado para β ∈ (0, 1).
Agora suponha β < 1. Escolhemos εn → 0 e r′n ≥ rn → ∞ tais que, a menos de
subsequência, tenhamos

∫

Brn(xn)

|un|p+1dx ≥ βA− εn,

(2.6)∫

RN\Br′n(xn)

|un|p+1dx ≥ (1− β)A− εn.
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Seja ξ uma função �cut-o�� de�nida por

ξ(s) =

{
0, s ≤ 1 ou s ≥ 4;
1, 2 ≤ s ≤ 3,

e satisfazendo |ξ′(s)| ≤ 2 para todo s ∈ R. Tendo em vista o Lema 1.7, podemos
tomar φn(x) = ξ

(
|x−xn|

rn

)
un(x) na igualdade (2.1), reescrevendo-a da seguinte

maneira:
∫

B2rn (xn)\Brn(xn)

[
(1 + u2

n)∇un∇φn + un|∇un|2φn + V unφn − |un|p−1unφn

]
dx

+

∫

B3rn (xn)\B2rn (xn)

[
(1 + 2u2

n)|∇un|2 + V u2
n − |un|p+1

]
dx

+

∫

B4rn (xn)\B3rn (xn)

[
(1 + u2

n)∇un∇φn + un|∇un|2φn + V unφn − |un|p−1unφn

]
dx

= 0.

Observemos que
∫

BRn

|un|p+1dx =

∫

RN

|un|p+1dx

=

∫

Brn (xn)

|un|p+1dx +

∫

B4rn(xn)\Brn (xn)

|un|p+1dx

+

∫

RN\B4rn(xn)

|un|p+1dx.

Por (2.2), dado ε > 0, existe n0 tal que, para todo n ≥ n0,

−ε <

∫

BRn

|un|p+1dx− A < ε.

Logo,
∫

B4rn (xn)\Brn (xn)

|un|p+1dx < A + ε−
∫

Brn (xn)

|un|p+1dx−
∫

RN\B4rn(xn)

|un|p+1dx.

Fazendo r′n = 4rn em (2.6), temos
∫

B4rn (xn)\Brn(xn)

|un|p+1dx ≤ A + ε− βA + εn − A + βA + εn

= ε + 2εn.

Como ε é arbitrário e εn → 0 quando n →∞,
∫

B4rn(xn)\Brn (xn)

|un|p+1dx = o(1). (2.7)
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Disto e usando a estimativa

|(1 + u2
n)un∇un∇ξ| ≤ |1 + u2

n||un||∇un||∇ξ|
≤ |ξ′|

rn

|1 + u2
n||un||∇un|

≤ 1

rn

(|1 + u2
n|2 + u2

n|∇un|2
)

e o fato que
∫

B4rn (xn)\Brn(xn)

(1 + u2
n)∇un∇φndx =

∫

B4rn (xn)\Brn (xn)

ξ(1 + u2
n)|∇un|2dx

+

∫

B4rn(xn)\Brn (xn)

(1 + u2
n)un∇un∇ξdx,

obtemos, quando n →∞,
∫

B4rn(xn)\Brn(xn)

[
(1 + u2

n)∇un∇φn + un|∇un|2φn + V unφn

]
dx

=

∫

B4rn (xn)\Brn(xn)

|un|p+1ξ

( |x− xn|
rn

)
dx = o(1) (2.8)

Assim, de (2.7) e (2.8), concluímos
∫

B3rn(xn)\B2rn (xn)

[
(1 + 2u2

n)|∇un|2 + V u2
n − |un|p+1

]
dx = o(1). (2.9)

Considerando outra função �cut-o��, η, de�nida por

η(s) =

{
1, s ≤ 2;
0, s ≥ 3,

e satisfazendo |η′(s)| ≤ 2, consideremos

wn(x) = η

( |x− xn|
rn

)
un(x) e vn(x) =

(
1− η

( |x− xn|
rn

))
un(x).

Por (2.6), temos
∫

RN

|wn|p+1dx =

∫

B3rn(xn)

|ηun|p+1dx ≥
∫

Brn (xn)

|un|p+1dx ≥ βA− εn

(2.10)∫

RN

|vn|p+1dx =

∫

RN\B2rn(xn)

|(1− η)un|p+1dx

≥
∫

RN\B3rn(xn)

|un|p+1dx ≥ (1− β)A− εn.
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Denotemos

Υ(un) =
1

2
(1 + u2

n)|∇un|2 +
1

2
V (x)u2

n −
1

p + 1
|un|p+1.

Agora, observemos que

I(un) =

∫

RN

Υ(un)dx

=

∫

B2rn(xn)

Υ(un)dx +

∫

B3rn(xn)\B2rn(xn)

Υ(un)dx +

∫

RN\B3rn(xn)

Υ(un)dx

= I(wn)−
∫

B3rn (xn)\B2rn(xn)

Υ(wn)dx +

∫

B3rn (xn)\B2rn (xn)

Υ(un)dx +

I(vn)−
∫

B3rn (xn)\B2rn (xn)

Υ(vn)dx.

De (2.7), segue que
∫

B3rn (xn)\B2rn (xn)

|wn|p+1dx = o(1),

∫

B3rn (xn)\B2rn (xn)

|vn|p+1dx = o(1).

Assim, raciocinando de forma análoga a (2.9), obtemos
∫

B3rn(xn)\B2rn(xn)

Υ(wn)dx = o(1),

∫

B3rn(xn)\B2rn(xn)

Υ(vn)dx = o(1).

Logo, I(un) = I(wn) + I(vn) + o(1). Observemos que

0 = 〈I ′(un), wn〉
=

∫

RN

[
(1 + u2

n)∇un∇wn + un|∇un|2wn + V unwn − |un|p−1unwn

]
dx

=

∫

B2rn (xn)

[
(1 + 2w2

n)|∇wn|2 + V w2
n − |wn|p+1

]
dx +

∫

B3rn (xn)\B2rn (xn)

[
(1 + u2

n)∇un∇wn + un|∇un|2wn + V unwn − |un|p−1unwn

]
dx

= γ(wn)−
∫

B3rn (xn)\B2rn (xn)

[
(1 + 2w2

n)|∇wn|2 + V w2
n − |wn|p+1

]
dx +

∫

B3rn (xn)\B2rn (xn)

[
(1 + u2

n)∇un∇wn + un|∇un|2wn + V unwn − |un|p−1unwn

]
dx.
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Fazendo φ = wn e usando (2.1) e (2.9), concluímos que

γ(wn) = 〈I ′(un), wn〉+ o(1) = o(1).

Com a mesma argumentação anterior, também vale

γ(vn) = 〈I ′(un), vn〉+ o(1) = o(1).

Pelo Lema 1.4, existem sequências (tn) e (sn) tais que tn → 1, sn → 1,
w̄n = tnwn ∈ S e v̄n = snvn ∈ S.
Suponha que (xn) seja limitada, ou seja, |xn| ≤ M para algum M > 0. Neste caso,

supp v̄n ⊂
{

x ∈ RN :
|x− xn|

rn

> 2

}
= RN \B2rn(xn)

e
suppun ⊂ BRn .

Podemos considerar 2rn ≥ Rn > M . Seja y ∈ RN com |y| ≤ Rn −M . Assim,
|y − xn|

rn

≤ |y|+ |xn|
rn

≤ Rn −M + M

rn

≤ 2.

Logo, supp v̄n está fora da bola BRn−M . Então,

I(v̄n) = I∞(v̄n) +
1

2

∫

RN

(V (x)− V∞)v̄2
ndx

= I∞(v̄n) +
1

2

∫

RN\BRn−M

(V (x)− V∞)v̄2
ndx

= I∞(v̄n) + o(1),

e obtemos

γ∞(v̄n) = γ(v̄n) +

∫

RN

(V∞ − V (x))v̄2
ndx

= o(1).

Além disso, de (2.10), temos

lim
n→∞

∫

RN

|v̄n|p+1dx = C 6= 0.

Assim, pelo Lema 1.4, existe (σn) ⊂ R tal que σn → 1 e σnv̄n ∈ S∞. Logo,

I(v̄n) = I∞(v̄n) + o(1)

= I∞(σnv̄n) + I∞(v̄n)− I∞(σnv̄n) + o(1)

≥ c∞ + o(1),
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o que mostra que
lim inf
n→∞

I(v̄n) ≥ c∞.

Além disso,
c0 = inf

u∈S
I(u) ≤ lim inf

n→∞
I(w̄n).

Agora, se (xn) é não limitada,

supp w̄n ⊂ B3rn(xn) e suppun ⊂ BRn .

Note que podemos considerar |xn| ≥ 2rn. Assim,

I(w̄n) = I∞(w̄n) +

∫

RN

(V (x)− V∞)w̄2
ndx

= I∞(w̄n) +

∫

B3rn(xn)∩BRn

(V (x)− V∞)w̄2
ndx

= I∞(w̄n) + o(1),

e temos

γ∞(w̄n) = γ(w̄n) +

∫

RN

(V∞ − V (x))w̄2
ndx

= o(1).

Novamente pelo Lema 1.4, existe (τn) ⊂ R tal que τn → 1 e τnw̄n ∈ S∞. Logo,

I(w̄n) = I∞(w̄n) + o(1)

= I∞(τnw̄n) + I∞(w̄n)− I∞(τnw̄n) + o(1)

≥ c∞ + o(1),

donde
lim inf
n→∞

I(w̄n) ≥ c∞.

Além disso,
c0 = inf

u∈S
I(u) ≤ lim inf

n→∞
I(v̄n).

De maneira geral,

I(un) = I(wn) + I(vn) + o(1)

= I(tnwn) + I(snvn) + o(1),
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desde que I(wn)− I(tnwn) = o(1) e I(vn)− I(snvn) = o(1). Portanto,

lim inf
n→∞

I(un) ≥ lim inf
n→∞

I(tnwn) + lim inf
n→∞

I(snvn) + o(1)

≥ c0 + c∞,

o que �naliza a prova do lema.

Lema 2.2 O ín�mo c∞ é atingido e se I∞(u) = c∞, podemos assumir u(x) > 0

para x ∈ RN .

Prova. Seja (un) uma sequência tal que un ∈ S∞n , I∞(un) = c∞n e c∞n → c∞,
quando n →∞. Desde que γ∞(un) = 0, temos

∫

RN

(1 + 2u2
n)|∇un|2dx +

∫

RN

V∞u2
ndx =

∫

RN

|un|p+1dx.

Daí,

I∞(un) =
1

2

∫

RN

(1 + u2
n)|∇un|2dx +

1

2

∫

RN

V∞u2
ndx− 1

p + 1

∫

RN

|un|p+1dx

=

(
1

2
− 1

p + 1

) ∫

RN

|∇un|2dx +

(
1

2
− 2

p + 1

) ∫

RN

u2
n|∇un|2dx +

(
V∞
2
− V∞

p + 1

) ∫

RN

u2
ndx.

Como I∞(un) é limitado, concluímos que
∫

BRn

(1 + u2
n)|∇un|2dx,

∫

BRn

u2
ndx e

∫

BRn

|un|p+1dx

são limitados, em n. Caso contrário, usando as igualdades acima, chegaríamos a
uma contradição, isto é, se pelo menos uma das parcelas não fosse limitada, então
I∞(un) não seria.
Note que, a menos de subsequência

lim
n→∞

∫

RN

|un|p+1dx = A ∈ (0,∞).

Caso contrário, I∞(un) → 0 ou I∞(un) →∞, o que seria um absurdo. Logo, pelo
Lema 2.1, existe uma sequência (xn) ⊂ RN tal que, para qualquer ε > 0, existe
r > 0 satisfazendo

lim inf
n→∞

∫

Br(xn)

|un|p+1dx ≥ A− ε.
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Observe que se I∞(un) → c∞ então devemos ter β = 1. Pela invariância por
translação do problema, ou seja, se I∞(u) = c∞ e se de�nirmos ū(x) = u(x + y)

então I∞(ū) = I∞(u), podemos assumir que (xn) é limitada (|xn| ≤ M < Rn).
Daí (un) ⊂ H1

0 (RN) e, além disso, é limitada. Logo, a menos de subsequência,
un ⇀ u em H1

0 (RN). Também temos un → u 6= 0 em Lp+1(RN), ∇un ⇀ ∇u e
∇(u2

n) ⇀ ∇(u2) em L2(RN ,RN), pelo mesmo argumento usado no Lema 1.12.
Pelo Lema 1.2, encontramos t > 0 tal que γ∞(tu) = 0 e, portanto,

c∞ ≤ I∞(tu) =
1

2

∫

RN

[1 + (tu)2]|∇(tu)|2dx +
1

2

∫

RN

V∞(tu)2dx− 1

p + 1

∫

RN

|tu|p+1dx

= lim inf
n→∞

1

2

∫

RN

|∇(tun)|2dx + lim inf
n→∞

1

2

∫

RN

(tun)2|∇(tun)|2dx +

lim inf
n→∞

1

2

∫

RN

V∞(tun)2dx− lim inf
n→∞

1

p + 1

∫

RN

|tun|p+1dx

≤ lim inf
n→∞

I∞(tun)

≤ lim inf
n→∞

I∞(un) = lim
n→∞

c∞n = c∞.

Logo, I∞(tu) = c∞.
Podemos supor que as funções un sejam não negativas (podemos trocar un por |un|,
se necessário). Assim, u ≥ 0. Pelo Teorema A.4.1 do Apêndice segue que u(x) > 0

para todo x ∈ RN , �nalizando a prova.

2.1 Demonstração do Teorema 1
Nesta seção, apresentaremos a demonstração do Teorema 1, cujo enunciado é:

Teorema 1 Seja 4 ≤ p + 1 < 22∗ e assuma (V1). Então, o funcional I assume
seu ín�mo c0 sobre S em uma função u que é uma solução fraca positiva de (1).
Relembramos que a condição (V1) é dada por: V é localmente Hölder contínua e
existem constantes positivas V0 e V∞ tais que

V0 := inf
x∈RN

V (x), sup
x∈RN

V (x) ≤ V∞ := lim
|x|→∞

V (x) e V ≡/ V∞.

Para iniciarmos a prova do Teorema 1, primeiro a�rmamos que c0 < c∞. Em
vista do Lema 2.2, seja u ∈ X tal que I∞(u) = c∞ e γ∞(u) = 0. Desde que u é
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estritamente positiva, temos
∫

RN

V (x)u2dx <

∫

RN

V∞u2dx,

pois V ≡/ V∞. Pelo Lema 1.2, existe t > 0 tal que γ(tu) = 0 e, pelo Lema 1.1,

c0 = inf
u∈S

I(u) ≤ I(tu) < I∞(tu) < I∞(u) = c∞.

Prosseguindo, seja (un) uma sequência tal que un ∈ Sn, I(un) = c0
n → c0 quando

n →∞. Usando o fato que (I(un)) é limitada e γ(un) = 0, obtemos que
∫

BRn

(1 + u2
n)|∇un|2dx,

∫

BRn

u2
ndx e

∫

BRn

|un|p+1dx

são limitados em n. Além disso, a menos de subsequência,

lim
n→∞

∫

RN

|un|p+1dx = A ∈ (0,∞).

Logo, pelo Lema 2.1, existe uma sequência (xn) ⊂ RN tal que, para qualquer ε > 0,
existe r > 0 satisfazendo

lim inf
n→∞

∫

Br(xn)

|un|p+1dx ≥ A− ε.

Novamente, observamos que I(un) → c0 o que implica β = 1. Então (xn) deve ser
limitada. Do contrário,

γ∞(un) = γ(un) + o(1).

Assim, usando Lema 1.4, existe (tn) tal que tn → 1 e γ∞(tnun) = 0. Neste caso,

c∞ = inf
u∈S∞

I∞(u) ≤ lim inf
n→∞

I∞(tnun) ≤ lim inf
n→∞

I∞(un)

= lim inf
n→∞

I(un) + o(1) = c0

o que é uma contradição com nossa a�rmação inicial.
Pelo fato de (xn) ser limitada (|xn| ≤ M < Rn), temos que (un) ⊂ H1

0 (RN) e, além
disso, é limitada. Logo, a menos de subsequência un ⇀ u em H1(RN). Procedendo
da mesma forma como no Lema 2.2, existe um t > 0 tal que γ(tu) = 0, I(tu) = c0

com u(x) > 0 para x ∈ RN , o que prova o Teorema 1.



Capítulo 3

Existência de Solução Fraca
Mudando de Sinal

Neste capítulo, iremos provar o Teorema 2. Antes disso, necessitamos de alguns
resultados iniciais. Primeiro, mostraremos que uma solução fraca de (1) pertence
aos espaços de Lebesgue Lq(RN) para todo q ≥ 2.

Lema 3.1 Seja u uma solução fraca de (1). Então u ∈ Lq(RN) para todo q ≥ 2.

Prova. Seja u ∈ X uma solução fraca de (1), ou seja, u satisfaz (3) para toda
φ ∈ X com a propriedade

∫

RN

u2|∇φ|2dx < ∞ e
∫

RN

φ2|∇u|2dx < ∞.

Em particular, podemos fazer φ = |uM |q0−p−1uM , onde M > 0 e

uM(x) =





M, se u(x) > M ;
u(x), se |u(x)| ≤ M ;
−M, se u(x) < −M .

Provaremos o que desejamos usando o método de iteração de Moser. Se q0 = 4N
N−2

,
então, pelo Lema 1.3, u ∈ Lq0(RN). Note que

|uM | ≤ M , |uM | ≤ |u| , u2
M ≤ uMu ≤ u2

37



3 Existência de Solução Fraca Mudando de Sinal 38

e

∇uM =

{
∇u, se |u(x)| ≤ M ;
0, caso contrário.

Temos que ∇φ = (q0 − p)|uM |q0−p−1∇uM . Assim, usando φ em (3), temos

(q0 − p)

∫

RN

(1 + u2)|uM |q0−p−1∇u∇uMdx+
∫

RN

u|∇u|2|uM |q0−p−1uMdx +

∫

RN

V u|uM |q0−p−1uMdx =

∫

RN

|u|p−1u|uM |q0−p−1uMdx,

(q0 − p)

∫

RN

(1 + u2)|uM |q0−p−1|∇uM |2dx+
∫

RN

|uM |q0−p+1|∇u|2dx +

∫

RN

V |uM |q0−p+1dx ≤
∫

RN

|u|q0dx < ∞.

Note que q0 − p > 1. Logo, fazendo M →∞ e usando o lema de Fatou, obtemos
∫

RN

(1 + u2)|u|q0−p−1|∇u|2dx < ∞,
∫

RN

V (x)|u|q0−p+1dx < ∞,
∫

RN

|u|q0−p+1|∇u|2dx < ∞,

donde
∫

RN

∣∣∣∇
(
|u| q0−p+3

2

)∣∣∣
2

dx =

∫

RN

∣∣∣∣
(

q0 − p + 3

2

)
|u| q0−p+3

2
−1 u

|u|∇u

∣∣∣∣
2

dx

= C

∫

RN

|u|q0−p+1|∇u|2dx < ∞.

Usando a desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg, segue que
(∫

RN

|u| q0−p+3
2

· 2N
N−2 dx

)N−2
2N

≤ C

(∫

RN

∣∣∣∇
(
|u| q0−p+3

2

)∣∣∣
2

dx

) 1
2

< ∞,

o que implica que u ∈ Lq1(RN), onde q1 = N(q0−p+3)
N−2

> q0. Daqui em diante,
fazendo iteraçôes, podemos concluir que u ∈ Lqi onde

qi =
N(qi−1 − p + 3)

N − 2
e qi+1 − qi =

N

N − 2
(qi − qi−1).

Portanto, qi →∞. Em particular, u ∈ Lq(RN) para todo q ≥ 2.

Agora, vamos obter um resultado que mostra um certo tipo de decaimento no
in�nito para a solução de (1).
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Lema 3.2 Seja u uma solução fraca de (1). Então, u juntamente com suas
derivadas apresentam o seguinte decaimento exponencial no in�nito

∫

RN\BR

(
u2 + |∇u|2) dx ≤ Ce−δR,

para algumas constantes positivas C, δ.

Prova. Seja u ∈ X uma solução fraca de (1), ou seja, u satisfaz (3) para toda φ ∈ X

com a propriedade
∫
RN u2|∇φ|2dx < ∞ e

∫
RN φ2|∇u|2dx < ∞. Em particular,

podemos fazer φ = ηu com η ∈ C∞
0 (R).

Tomemos φ(x) = η2
R(|x|)u(x), onde ηR é uma função �cut-o�� de�nida por

ηR(s) =

{
0, se s ≤ R;
1, se s ≥ R + 1.

Então, usando (3), temos
∫

RN

(1 + u2)∇u∇ (
η2

Ru
)
dx +

∫

RN

u2|∇u|2η2
Rdx +

∫

RN

V (x)u2η2
Rdx −

∫

RN

|u|p+1η2
Rdx = 0.

Assim,
∫

RN\BR

(1 + 2u2)|∇u|2η2
Rdx +

∫

RN\BR

2(1 + u2)uηR∇u∇ηRdx

+

∫

RN\BR

V (x)u2η2
Rdx−

∫

RN\BR

|u|p+1η2
Rdx = 0.

Logo,
∫

RN\BR

[
(1 + 2u2)|∇u|2η2

R + V (x)u2η2
R − |u|p−1u2η2

R

]
dx +

∫

BR+1\BR

2(1 + u2)uηR∇u∇ηRdx ≤ 0 (3.1)

Para R su�cientemente grande e observando que 0 < u(x) → 0 quando |x| → ∞
(ver Teorema A.4.1 no Apêndice),

V (x)− |u|p−1 ≥ V0 − |u|p−1 ≥ V0

2
em RN \BR.

De (3.1), segue que
∫

RN\BR

[
(1 + 2u2)|∇u|2η2

R +
V0

2
u2η2

R

]
dx +

∫

BR+1\BR

2(1 + u2)uηR∇u∇ηRdx ≤ 0.



3 Existência de Solução Fraca Mudando de Sinal 40

Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, Young e o fato que u ∈ L∞(RN)(ver
Teorema A.4.1 no Apêndice),

∫

RN\BR

(
u2 + |∇u|2) dx ≤ C1

∫

BR+1\BR

uηR∇u∇ηRdx

≤ C2

∫

BR+1\BR

|u||∇u|dx

≤ C3

∫

BR+1\BR

(
u2 + |∇u|2) dx.

De�nimos a sequência an =
∫
RN\BRn

(u2 + |∇u|2) dx, Rn = R + n. Então,
an+1 ≤ an ≤ C(an − an+1), donde segue que an+1 ≤ θan, para n grande e

C
C+1

= θ = e−δ < 1, δ > 0. Daí, temos an ≤ Cθn para algum C independente
de n. Isto implica o decaimento.

Agora, se u ∈ S com I(u) = c0 e se ψ ∈ S∞ com I∞(ψ) = c∞, podemos assumir
que u e ψ são positivas. Pelo Lema 1.10, u e ψ satisfazem as suas igualdades
correspondentes, (3), para qualquer φ ∈ X satisfazendo

∫
RN (u ou ψ)2|∇φ|2dx < ∞

e
∫
RN φ2|∇(u ou ψ)|2dx < ∞. Pelo Lema 3.2, temos que

∫

RN\BR

(
u2 + |∇u|2) dx ≤ Ce−δR,

e ∫

RN\BR

(
ψ2 + |∇ψ|2) dx ≤ Ce−δR,

para algumas constantes positivas C e δ. De�nimos ψR(x) = ψ(x + 2Re1), onde
e1 = (1, 0, . . . , 0) ∈ RN .

Lema 3.3 O ín�mo c∗ ≤ sup(α,β)∈R2 I(αu + βψR) < c0 + c∞, desde que R seja
grande o su�ciente.

Prova. A prova deste lema foi dividida em três passos.
Passo 1: Quando expandimos I(αu + βψR), todos os termos mistos envolvendo
u e ψR têm decaimento exponencial. Isto é, todos os termos como

∫
RN uψRdx,∫

RN |∇u∇ψR|dx,
∫
RN u|∇ψR|dx e

∫
RN ψR|∇u|dx são da ordem O

(
e−δR

)
quando
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R →∞. Por exemplo,
∫

RN

uψR =

∫

RN\BR

uψR +

∫

BR

uψR

≤
(∫

RN\BR

u2

) 1
2
(∫

RN\BR

ψ2
R

) 1
2

+

(∫

BR

u2

) 1
2
(∫

BR

ψ2
R

) 1
2

.

Fazendo a mudança de variável z = x + 2Re1, obtemos
∫

RN\BR

ψ2
R =

∫

RN\BR(2Re1)

ψ2 ≤
∫

RN

ψ2 = C1.

Observando que y ∈ BR(2Re1) implica que y ∈ RN \BR, temos
∫

BR

ψ2
R =

∫

BR(2Re1)

ψ2 ≤
∫

RN\BR

ψ2.

Logo,
∫

RN

uψR ≤ C1

(∫

RN\BR

u2

) 1
2

+ C2

(∫

RN\BR

ψ2

) 1
2

≤ Ce−δR.

Passo 2: Existem R0 > 0 e r0 > 0 tais que, para todo R ≥ R0, e todo
α2 + β2 = r2 > r2

0,
I(αu + βψR) ≤ 0.

Seja ᾱ = α
r
, β̄ = β

r
e w̄ = ᾱu+ β̄ψR. Primeiro encontramos um R′ > 0 tal que, para

R > R′, temos que
∫
RN |w̄|p+1dx,

∫
RN w̄2|∇w̄|2dx,

∫
RN |∇w̄|2dx e

∫
RN V (x)w̄2dx são

limitados em R por cima e por baixo por duas constantes positivas. De fato, como
u > 0 e ψ > 0 temos que

∫

RN

w̄2dx =

∫

RN

(ᾱu + β̄ψR)2dx

=

∫

RN

(ᾱ2u2 + 2ᾱβ̄uψR + β̄2ψ2
R)dx

≥ C1 − C2e
−δR + C3

Logo, para R su�cientemente grande,
∫
RN w̄2dx ≥ C. Por outro lado,

∫

RN

w̄2dx ≤ C1

∫

RN

(ᾱ2u2 + β̄2ψ2
R)dx

≤ C2

∫

RN

u2dx + C3

∫

RN

ψ2dx ≤ C
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O mesmo raciocínio vale para
∫
RN |∇w̄|2dx e

∫
RN w̄2|∇w̄|2dx. Vejamos agora, para∫

RN |w̄|p+1dx. Temos que
∫

RN

|w̄|p+1dx =

∫

RN\B1

|ᾱu + β̄ψR|p+1dx +

∫

B1

|ᾱu + β̄ψR|p+1dx

≥
[(∫

B1

|ᾱu|p+1dx

) 1
p+1

−
(∫

B1

|β̄ψR|p+1dx

) 1
p+1

]p+1

.

Pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue,
∫

B1

|β̄ψR|p+1dx =

∫

B1

|β̄ψ(x + 2Re1)|p+1dx

=

∫

B1(2Re1)

|β̄ψ|p+1dx

≤ C

∫

RN

ψp+1χB1(2Re1)dx

→ 0,

quando R →∞. Logo, para R grande, temos
∫

RN

|w̄|p+1dx ≥ C.

Por outro lado,
∫

RN

|w̄|p+1dx =

∫

RN

|ᾱu + β̄ψR|p+1dx

≤ C1

∫

RN

|u|p+1dx + C2

∫

RN

|ψ|p+1dx ≤ C.

Note que

I(αu + βψR) =
1

2

∫

RN

(r2 + r4w̄2)|∇w̄|2dx +
1

2
r2

∫

RN

V (x)w̄2dx

− 1

p + 1
rp+1

∫

RN

|w̄|p+1dx.

É fácil ver que I(αu + βψR) ≤ 0 para todo α2 + β2 = r2 > r2
0, pois a potência rp+1

domina na igualdade acima.

Passo 3: Daremos a estimativa para sup(α,β)∈R2 I(αu + βψR). Pelo Passo 2,
podemos assumir α2 + β2 limitado. Logo, pelo Passo 1,

I(αu + βψR) = I(αu) + I(βψR) + O(e−δR).
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Temos γ(ψR) → 0 quando R →∞. De fato,

γ(ψR) = γ∞(ψR) +

∫

RN

(V (x)− V∞)ψ2
Rdx

=

∫

Br

(V (x)− V∞)ψ2
Rdx +

∫

RN\Br

(V (x)− V∞)ψ2
Rdx.

Pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue,
∣∣∣∣
∫

Br

(V (x)− V∞)ψ2
Rdx

∣∣∣∣ ≤ C

∫

Br

ψ2
Rdx = C

∫

RN

ψ2χBr(2Re1)dx → 0 quando R →∞.

Dado ε > 0, existe r > 0 tal que |V (x)− V∞| < ε se |x| ≥ r. Daí,
∣∣∣∣
∫

RN\Br

(V (x)− V∞)ψ2
Rdx

∣∣∣∣ ≤ ε

∫

RN\Br

ψ2
Rdx ≤ ε

∫

RN

ψ2dx. (3.2)

Disto, e como ε é arbitrário, obtemos limR→∞ |γ(ψR)| ≤ o(1) + εC = 0.
É fácil ver que

∫
RN |ψR|p+1dx → C > 0. Pelo Lema 1.4, existe tR > 0 tal que

tR → 1 quando R → ∞, tRψR ∈ S e γ(tRψR) = 0. Usando o Lema 1.1, obtemos
que

I

(
β

tR
tRψR

)
≤ I (tRψR) .

Assim,

I(αu + βψR) = I(αu) + I(βψR) + O(e−δR)

≤ I(αu) + I(tRψR) + O(e−δR)

≤ I(u) + I∞(tRψR) +
t2R
2

∫

RN

(V (x)− V∞)ψ2
Rdx

+O(e−δR). (3.3)

Novamente pelo Lema 1.1, (3.2) e (3.3) concluímos

I(αu + βψR) ≤ I(u) + I∞(ψR)− t2R
2

∫

B1

(V∞ − V (x−Re1))ψ
2(x)dx

+O(e−δR) (3.4)

Para �nalizar, usando a condição (V2) em (3.4) segue-se

I(αu + βψR) ≤ c0 + c∞ − C1

∫

B1

ψ2(x)

1 + |x−Re1|m dx +
O(e−δR)

e−δR
e−δR

< +c0 + c∞,
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desde que R seja grande o su�ciente.
Utilizando a mesma argumentação do Lema 1.10 e o teorema de existência de
Miranda, encontramos α > 0, β < 0 tais que αu + βψR ∈ S∗. Daí c∗ < c0 + c∞.

3.1 Demonstração do Teorema 2
Agora, estamos em condições de mostrar o Teorema 2, cujo enunciado é:

Teorema 2 Seja 4 ≤ p + 1 < 22∗ e assuma (V1) e (V2). Então o funcional I

assume seu ín�mo c∗ sobre S∗ em uma função u que é uma solução fraca de (1),
mudando de sinal, tendo exatamente dois domínios nodais.

Prova. Seja (un) é uma sequência tal que un ∈ S∗n, I(un) = c∗n com c∗n → c∗

quando, n → ∞. Pelo Lema 3.3, c∗ < c0 + c∞. Usando que I(un) é limitada e
γ(un) = 0, temos que

∫

Bn

(1 + u2
n)|∇un|2dx,

∫

Bn

V (x)u2
ndx e

∫

Bn

|un|p+1dx

são limitadas em n. Pelos Lemas 2.1 e 3.3, existe uma sequência (xn) ⊂ RN tal
que, para qualquer ε > 0, existe r > 0 e

lim inf
n→∞

∫

Br(xn)

|un|p+1dx ≥ A− ε,

onde limn→∞
∫
RN |un|p+1dx = A. A�rmamos que (xn) deve ser limitada. Do

contrário, γ∞(u±n ) → 0, I(u±n ) − I∞(u±n ) = o(1), quando n → ∞. Pelo Lema
1.4, existem tn, sn tais que tn → 1, sn → 1 e γ∞(tnu+

n ) = 0, γ∞(snu−n ) = 0. Daí,

c0 + c∞ < 2c∞ ≤ lim inf
n→∞

I∞(tnu
+
n − snu−n )

≤ lim inf
n→∞

I∞(un)

= lim
n→∞

I(un)

= c∗. (3.5)

Obtemos c0 + c∞ < c∗, uma contradição. Portanto (xn) é limitada e que implica
(un) ⊂ H1

0 (RN) e, além disso,(un) é limitada. Logo, a menos de subsequência,
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un ⇀ u em H1
0 (RN). Procedendo da mesma forma que no Lema 2.2, provamos

que c∗ é aingindo por algum u ∈ S∗. Finalmente, nós a�rmamos que o número
de domínios nodais de u deve ser dois. Do contrário, se u tivesse mais de dois
domínios nodais, digamos, D1 e D2 domínios nodais positivos, e D3 um domínio
nodal negativo. Como γ(u) = 0, temos γ(u|D1) = γ(u|D2) = γ(u|D3) = 0. Então
u|D1∪D3 ∈ S∗ e u|D2 ∈ S, e assim, como c∗ ≤ I(u|D1∪D3) e c0 ≤ I(u|D2), segue-se
I(u) ≥ c∗ + c0, o que é uma contradição, e isto �naliza a prova.



Apêndice

Este apêndice está dividido em quatro seções. A seção A.1 contém o cálculo da
derivada direcional do funcional I. Na seção A.2, dispomos alguns resultados de
Análise Funcional e de Espaços de Sobolev que foram utilizados com frequência no
decorrer do trabalho. Na seção A.3, enunciamos os resultados de P. L. Lions e C.
Miranda. E na seção �nal, provamos um resultado de regularidade de soluções para
o nosso problema, mostrando que, de fato, as soluções que obtemos são clássicas.
Este resultado foi essencial em alguns argumentos usados em nosso trabalho.

A.1 Cálculo da Derivada Direcional
Consideremos o funcional I : X → R de�nido por

I(u) =
1

2

∫

RN

(1 + u2)|∇u|2dx +
1

2

∫

RN

V u2dx− λ

p + 1

∫

RN

|u|p+1dx,

onde
X =

{
u ∈ H1(RN) : u2 ∈ H1(RN)

}
.

Dado u ∈ X e φ ∈ C∞
0 (RN), a derivada direcional de I em u na direção de φ,

denotada por 〈I ′(u), φ〉, é de�nida por

lim
t→0+

I(u + tφ)− I(u)

t
.

46
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Vamos calcular a derivada da cada parcela separadamente.
(i) Para a primeira, temos

1
2

∫ |∇(u + tφ)|2 − 1
2

∫ |∇(u)|2
t

=
1

2t

[∫
|∇u|2 + 2t

∫
∇u∇φ + t2

∫
|∇φ|2

−
∫
|∇u|2

]

=
1

2t

[
t

(
2

∫
∇u∇φ + t

∫
|∇φ|2

)]

=

∫
∇u∇φ +

t

2

∫
|∇φ|2

=

∫
∇u∇φ quando t → 0+.

(ii)

1

2t

[∫
(u + tφ)2|∇(u + tφ)|2 −

∫
u2|∇u|2

]

=
1

2t

[∫ (
u2 + 2tuφ + t2φ2

) (|∇u|2 + 2t∇u∇φ + t2|∇φ|2)−
∫

u2|∇u|2
]

=

∫
u2∇u∇φ +

∫
uφ|∇u|2 quando t → 0+.

(iii)

1

2t

[∫
V (x)(u + tφ)2 −

∫
V (x)u2

]

=
1

2t

[∫
V (x)u2 + 2t

∫
V (x)uφ + t2

∫
V (x)φ2 −

∫
V (x)u2

]

=

∫
V (x)uφ quando t → 0+.

(iv) Para a última parcela, dados x ∈ RN e 0 < |t| < 1, pelo teorema do valor
médio, existe ξ ∈ (0, 1) tal que
∣∣∣∣
|u(x) + tφ(x)|p+1 − |u(x)|p+1

t

∣∣∣∣ =
1

|t| |p + 1||u(x) + ξtφ(x)|p|(u(x) + tφ(x))− u(x)|
= (p + 1)|u(x) + ξtφ(x)|p|φ(x)|
≤ (p + 1) [|u(x)|+ |φ(x)|]p |φ(x)|.

Da desigualdade de Hölder, segue que

[|u(x)|+ |φ(x)|]p |φ(x)| ∈ L1(RN).
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Logo, pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue, obtemos

lim
t→0+

∫ |u + tφ|p+1 − |u|p+1

t
= (p + 1)

∫
|u|p−1uφ.

Portanto, por (i)-(iv), concluímos que

〈I ′(u), φ〉 =

∫

RN

[(1 + u2)∇u∇φ + uφ|∇u|2 + V (x)uφ− λ|u|p−1uφ]dx.



A.2 Alguns Resultados de Análise Funcional e de Espaços de Sobolev 49

A.2 Alguns Resultados de Análise Funcional e de
Espaços de Sobolev
Aqui, enunciaremos alguns resultados de Análise Funcional e de Espaços de Sobolev
que foram usados em nosso trabalho. Para as respectivas demonstrações, consulte,
por exemplo, [6, 12, 31].
Nesta dissertação, trabalhamos com os espaços de Sobolev H1(RN) e H1

0 (BR). O
espaço H1(RN) é de�nido como sendo

H1(RN) = W 1,2(RN) ={
u ∈ L2(RN)

∣∣∣∣∣
∃ g1, g2, . . . , gN ∈ L2(RN) tais que∫

RN u ∂ϕ
∂xi

dx = − ∫
RN giϕdx, ∀ ϕ ∈ C∞

0 (RN) e i = 1, . . . , N

}
.

Consideramos o espaço H1(RN) munido do seu produto interno usual

〈u, v〉H1 = 〈u, v〉L2 +
N∑

i=1

〈
∂u

∂xi

,
∂v

∂xi

〉

L2

=

∫

RN

uvdx +
N∑

i=1

∫

RN

∂u

∂xi

∂v

∂xi

dx

e a norma correspondente dada por

‖u‖ =

(
‖u‖2

L2 +
N∑

i=1

∥∥∥∥
∂u

∂xi

∥∥∥∥
2

L2

) 1
2

=

(∫

RN

u2dx +

∫

RN

|∇u|2dx

) 1
2

.

Para u ∈ H1(RN), denota-se ∂u
∂xi

= gi e ∇u =
(

∂u
∂x1

, . . . , ∂u
∂xN

)
.

Agora, vamos enunciar os principais resultados usados:

Proposição A.2.1 O espaço H1(RN) é um espaço de Hilbert separável.

Teorema A.2.2 Seja E um espaço de Banach re�exivo e seja (xn) uma sequência
limitada em E. Então existe uma subsequência (xnk

) que converge na topologia
fraca.
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Teorema A.2.3 Um operador compacto leva sequências fracamente convergente
em sequências que convergem na norma.

Teorema A.2.4 (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg) H1(RN) ⊂ L2∗(RN) para
N ≥ 3 e existe uma constante C tal que ‖u‖L2∗ ≤ C‖∇u‖L2 para toda u ∈ H1(RN).

Teorema A.2.5 (Imersões de Sobolev) As seguintes imersões são contínuas:

H1(RN) ⊂ Lp(RN), 1 ≤ p ≤ ∞, N = 1;

H1(RN) ⊂ Lp(RN), 2 ≤ p < ∞, N = 2;

H1(RN) ⊂ Lp(RN), 2 ≤ p ≤ 2∗, N ≥ 3.

O espaço H1
0 (BR) é de�nido como sendo o fecho de C∞

0 (BR) em H1(BR).
Consideramos em H1

0 (BR) o produto interno induzido por H1(BR). Com este
produto interno, H1

0 (BR) é um espaço de Hilbert. Desde que C∞
0 (RN) é denso em

H1(RN), temos que
H1

0 (RN) = H1(RN).

Proposição A.2.6 Seja u ∈ L2(BR). As seguintes propriedades são equivalentes:
(i) u ∈ H1

0 (BR).
(ii) A função

ū(x) =

{
u(x), x ∈ BR;
0, x ∈ RN \BR.

pertence a H1(RN) e, neste caso, ∂ū
∂xi

= ∂u
∂xi

.

Teorema A.2.7 (Imersões de Rellich) As seguintes imersões são compactas:

H1
0 (BR) ⊂ Lp(BR), 1 ≤ p ≤ ∞, N = 1;

H1
0 (BR) ⊂ Lp(BR), 1 ≤ p < ∞, N = 2;

H1
0 (BR) ⊂ Lp(BR), 1 ≤ p < 2∗, N ≥ 3.

Lema A.2.8 Seja u ∈ H1. Então, u+, u−, |u| ∈ H1 e

∇u+ =

{
∇u, se u > 0;
0, se u ≤ 0.

∇u− =

{
0, se u ≥ 0;
−∇u, se u < 0.
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∇|u| =





∇u, se u > 0;
0, se u = 0;
−∇u, se u < 0.
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A.3 Teorema de Existência de Miranda e Resultados
de P. L. Lions
Carlo Miranda em 1940 obteve o seguinte teorema:

Teorema A.3.1 (Miranda) Seja G = {x ∈ RN : |xi| < L, para 1 ≤ i ≤ N}
e suponha que a aplicação F = (f1, f2, . . . , fN) : G → RN é contínua sobre o fecho
G de G e F (x) 6= 0 = (0, 0, . . . , 0) para todo x sobre a fronteira ∂G de G. Suponha
ainda que
(1) fi(x1, . . . , xi−1,−L, xi+1, . . . , xN) ≥ 0 para 1 ≤ i ≤ N , e
(2) fi(x1, . . . , xi−1, +L, xi+1, . . . , xN) ≤ 0 para 1 ≤ i ≤ N .
Então, F (x) = 0 tem uma solução em G.

Para N = 1, o teorema acima se reduz ao bem conhecido teorema do valor
intermediário (ou de Bolzano). Miranda (em [25]) provou seu resultado usando
o teorema do ponto �xo de Brouwer. Com o grau de Brouwer para uma aplicação
conveniente, Vrahatis (em [36]) deu uma prova mais concisa para o teorema de
Miranda.

A seguir, apresentaremos os resultados de P. L. Lions que utilizamos em nosso
trabalho e se encontram em [18, 19].

Teorema A.3.2 (Princípio de Concentração-Compacidade) Seja (ρn) uma
sequência em L1(RN) satisfazendo:

ρn ≥ 0 em RN e
∫

RN

ρndx = λ > 0.

Então, existe uma subsequência (ρnk
) satisfazendo apenas uma das três

possibilidades:
(1)(Compacidade) Existe uma sequência (yk) ⊂ RN tal que ρnk

(· + yk) é
controlado, isto é, para todo ε > 0, existe Rε < ∞ veri�cando

∫

BRε (yk)

ρnk
dx ≥ λ− ε.

(2)(Anulamento) limk→∞
(
supy∈RN

∫
BR(y)

ρnk
dx

)
= 0 para todo R < ∞.
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(3)(Dicotomia) Existe α ∈ (0, λ) tal que para todo ε > 0, existem k0 ≥ 1,
ρ1

k, ρ
2
k ∈ L1(RN) com ρ1

k ≥ 0 e ρ2
k ≥ 0 satisfazendo para k ≥ k0:

‖ρnk
− (ρ1

k + ρ2
k)‖1 ≤ ε,

∣∣∣∣
∫

RN

ρ1
kdx− α

∣∣∣∣ ≤ ε,

∣∣∣∣
∫

RN

ρ2
kdx− (λ− α)

∣∣∣∣ ≤ ε e dist(supp ρ1
k, supp ρ2

k) →∞ quando k →∞.

Lema A.3.3 (Lions) Seja r > 0 e 2 ≤ q < 2∗. Se (un) é limitada em H1(RN) e
se

sup
y∈RN

∫

Br(y)

|un|qdx → 0 quando n →∞,

então un → 0 em Lp(RN) para 2 < p < 2∗.
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A.4 Regularidade de Soluções
Nesta seção, nosso objetivo é mostrar que as soluções do problema (1) são clássicas.
Mais especi�camente, vamos mostrar o seguinte resultado:

Teorema A.4.1 Se u ∈ X é uma solução não negativa do problema (1), então
u ∈ C2,α

loc (RN) e
u(x) → 0 quando |x| → ∞.

Além disso, u(x) > 0 para todo x ∈ RN .

Para isto, vamos usar uma mudança de variável para obtermos soluções fracas de
um problema semilinear correspondente. Esta mudança de variável foi introduzida
por Liu et al. [22] (veja também Colin e Jeanjean [10]). Consideremos v = f−1(u),
em que f é de�nida por

f ′(t) =
1√

1 + f 2(t)
para t > 0 e f(0) = 0,

f(t) = −f(−t) para t < 0.

O lema, a seguir, apresenta algumas propriedades da mudança de variável f .

Lema A.4.2 A função f(t) e sua derivada gozam das seguintes propriedades:
(1) f é unicamente de�nida, C2(R), e invertível;
(2) 0 < f ′(t) ≤ 1 para todo t ∈ R e f ′(0) = 1;
(3) |f(t)| ≤ |t| para todo t ∈ R;
(4) f(t)

t
→ 1 quando t → 0;

(5) f(t)√
t
→ √

2 quando t →∞;
(6) f(t)

2
≤ tf ′(t) ≤ f(t) para todo t ≥ 0;

(7) |f(t)| ≤
√

2|t| para todo t ∈ R;
(8) Existem costantes positivas C1 e C2 tais que

|t| ≤ C1|f(t)|+ C2|f(t)|2 para todo t ∈ R.

Prova. Consideremos o problema de Cauchy



dy
dt

= 1√
1+y2

= W (y),

y(0) = 0.
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Como W ′(y) = − y
(1+y2)3/2 é contínua, temos que W é localmente lipschitziana.

Além disso, desde que W é par, pelo teorema de existência e unicidade para
equações diferencias ordinárias (cf. Sotomayor [33]), temos que f é única, ímpar
e de�nida para t em um intervalo maximal (t−, t+). A�rmamos que t± = ±∞.
Se não, digamos que t+ < ∞. Seja tn → t+ com tn < t+. Desde que W ≤ 1,
integrando dy

dt
= W (y), obtemos

|y(tn+1)− y(tn)| ≤ |tn+1 − tn|.

Então, y(tn) é uma sequência de Cauchy e, portanto, converge para algum a ∈ R.
A solução de 




dy
dt

= 1√
1+y2

= W (y),

y(t+) = a.

fornece-nos uma continuação de f para valores de t > t+, contradizendo a
maximalidade de t+. Similarmente, t− = −∞. Portanto, f está de�nida para
todo t ∈ R. Além disso, pela de�nição de W e W ′ ∈ C(R), segue que f ∈ C2(R).
Provando assim (1).
O item (2) segue da de�nição de f e do fato de f ser ímpar.
A desigualdade (3) é uma consequência de (2).
Como consequência do teorema do valor médio e da propriedade (2) acima, existe
θ ∈ (0, 1) tal que

f(t)

t
=

f(t)− f(0)

t− 0
= f ′(θt) → 1 , quando t → 0.

Assim, o item (4) está provado.
A primeira desigualdade em (6) é equivalente a 2t ≥

√
1 + f 2(t)f(t). Para veri�cá-

la, consideramos a função a : R+ → R de�nida por a(t) = 2t −
√

1 + f 2(t)f(t).
Como a(0) = 0 e, para t > 0,

a′(t) = 2−
[

f 2(t)f ′(t)√
1 + f 2(t)

+ f ′(t)
√

1 + f 2(t)

]

=
2(f ′(t))2

(f ′(t))2
− [

f 2(t)(f ′(t))2 + (f ′(t))2(1 + f 2(t))
]

= (f ′(t))2 > 0

obtemos a primeira desigualdade em (6). Analogamente, considerando a função
b : R+ → R, de�nida por b(t) = f(t)− tf ′(t), obtemos a segunda desigualdade. De
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fato, b′(t) = −tf ′′(t) e para t > 0 temos f ′′(t) < 0. Logo, b(t) > 0, para t > 0, e a
segunda desigualdade em (6) �ca provada.
Para provarmos (7), integramos f ′(t)

√
1 + f 2(t) = 1 e obtemos

∫ t

0

f ′(s)
√

1 + f 2(s)ds = t, para t > 0.

Usando a mudança de variável y = f(s), segue-se

t =

∫ f(t)

0

√
1 + y2dy ≥

∫ f(t)

0

ydy =
f 2(t)

2
,

o que implica (7) para t ≥ 0. Para t < 0, usamos que f é ímpar.
O item (8) é consequência imediata de (4) e (5).
Agora provaremos (5). Seja t > t0 > 0, com t0 �xado. Por de�nição, temos

f(t)− f(t0) =

∫ t

t0

1√
1 + f 2(s)

ds.

Por (7) segue que f 2(s) ≤ 2s para s ≥ 0. Logo, para todo t > t0,

f(t)− f(t0) ≥
∫ t

t0

1√
1 + 2s

ds.

Dado c > 0, pelo teorema do valor médio, existe ξ ∈ (0, 1) tal que

1

(1 + c)1/2
− 1

c1/2
= − 1

2(ξ + c)3/2
≥ − 1

c3/2
.

Então, tomando c = 2s, obtemos, para todo t > t0,

f(t)− f(t0) ≥
∫ t

t0

1

(2s)1/2
ds−

∫ t

t0

1

(2s)3/2
ds

=
[√

2t−√2t0

]
−

[
− 1√

2t
+

1√
2t0

]
.

Portanto,

f(t) ≥ f(t0) +
[√

2t−√2t0

]
+

[
1√
2t
− 1√

2t0

]

= −k(t, t0) +
√

2t

onde
k(t, t0) =

√
2t0 − f(t0) +

[
1√
2t0

− 1√
2t

]
.
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Como t > t0, e usando (7), temos

0 < k(t, t0) ≤
√

2t0 − f(t0) +
1√
2t0

= C1.

Consequentemente, lim inft→∞
f(t)√

t
≥ √

2. Usando novamente (7) segue-se

lim sup
t→∞

f(t)√
t
≤
√

2.

Portanto, (5) vale.

Temos o seguinte lema:

Lema A.4.3 Se u ∈ X, u ≥ 0 satisfaz∫

RN

(1 + u2)∇u∇φdx +

∫

RN

u|∇u|2φdx +

∫

RN

V (x)uφdx =

∫

RN

upφdx (a.1)

para toda φ ∈ X tal que
∫
RN u2|∇φ|2dx < ∞ e

∫
RN φ2|∇u|2dx < ∞, então,

v = f−1(u) ∈ H1(RN), satisfaz∫

RN

∇v∇ψdx +

∫

RN

V (x)f(v)f ′(v)ψdx =

∫

RN

|f(v)|pf ′(v)ψdx

para toda ψ ∈ C∞
0 (RN), ou seja, v é solução fraca do problema semilinear

−∆v = f ′(v) [|f(v)|p − V (x)f(v)] em RN (a.2)

e v ≥ 0.
Prova. Inicialmente, façamos as seguintes veri�cações:

i) v ∈ H1(RN);

ii) φ := 1√
1+u2 ψ pertence a X, para toda ψ ∈ C∞

0 (RN) e
∫

RN

u2|∇φ|2dx < ∞ e
∫

RN

φ2|∇u|2dx < ∞.

Primeiramente, temos f(v) = u e usando (8) do Lema A.4.2 segue que

|v| ≤ C1|f(v)|+ C2|f(v)|2

= C1|u|+ C2|u|2.

Logo, v2 ≤ C3u
2 + C4u

4. Portanto,
∫

RN

v2dx ≤ C3

∫

RN

u2dx + C4

∫

RN

u4dx < ∞.
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Agora, ∇v = ∇ (f−1(u)) = 1
f ′(f−1(u))

∇u =
√

1 + u2∇u. Portanto
∫

RN

|∇v|2dx =

∫

RN

(1 + u2)|∇u|2dx < ∞.

Em seguida, temos que
φ2 =

1

1 + u2
ψ2 ≤ ψ2

e
∇φ = − u∇u

(1 + u2)3/2
ψ +

∇ψ√
1 + u2

.

Logo,

|∇φ|2 ≤ C
ψ2u2|∇u|2
(1 + u2)3

+ C
|∇ψ|2
1 + u2

≤ C1ψ
2u2|∇u|2 + C2|∇ψ|2.

Assim,
∫

RN

φ2|∇φ|2dx ≤ C1

∫

RN

ψ4u2|∇u|2dx + C2

∫

RN

ψ2|∇ψ|2dx < ∞.

Agora, note que φ2|∇u|2 ≤ ψ2|∇u|2. Assim,
∫

RN

φ2|∇u|2dx ≤
∫

RN

ψ2|∇u|2dx < ∞.

Finalmente, u2|∇φ|2 ≤ C1ψ
2u4|∇u|2 + C2u

2|∇ψ|2. Usando a iteração de Moser do
Lema 3.1, temos

∫

RN

u2|∇φ|2dx ≤ C1

∫

RN

u4|∇u|2dx + C2

∫

RN

u2dx < ∞.

e substituindo a função φ acima na equação (a.1), obtemos
∫

RN

(1 + u2)∇u

( −ψu∇u

(1 + u2)3/2
+

∇ψ√
1 + u2

)
dx +

∫

RN

u|∇u|2 ψ√
1 + u2

dx

+

∫

RN

V (x)uψ√
1 + u2

dx =

∫

RN

up ψ√
1 + u2

dx,

donde
∫

RN

(−ψu(1 + u2)|∇u|2
(1 + u2)3/2

+
(1 + u2)∇u∇ψ√

1 + u2

)
dx +

∫

RN

ψu|∇u|2√
1 + u2

dx

+

∫

RN

V (x)f(v)f ′(v)ψdx =

∫

RN

f(v)pf ′(v)ψdx,
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ou seja,
∫

RN

(−ψu|∇u|2√
1 + u2

+
√

1 + u2∇u∇ψ

)
dx +

∫

RN

ψu|∇u|2√
1 + u2

dx

+

∫

RN

V (x)f(v)f ′(v)ψdx =

∫

RN

f(v)pf ′(v)ψdx.

Portanto,
∫

RN

∇v∇ψdx =

∫

RN

f(v)pf ′(v)ψdx−
∫

RN

V (x)f(v)f ′(v)ψdx, ∀ψ ∈ C∞
0 (RN).

Logo, v é solução fraca da equação semilinear −∆v = g(x) em RN , em que
g(x) = f ′(v(x)) [f(v(x))p − V (x)f(v(x))].

Lema A.4.4 Se v ≥ 0 é uma solução fraca de (a.3), então v ∈ C2,α
loc (RN). Além

disso, v(x) > 0 para todo x ∈ RN e

v(x) → 0 quando |x| → ∞.

Prova. Note que |g(x)| ≤ u(x)p − V (x)u(x) para todo x ∈ RN . Assim,
∫

RN

|g(x)|qdx ≤ C1

∫

RN

|u(x)|pqdx + C2

∫

RN

|u(x)|qdx < ∞,

donde g ∈ Lq(RN) para todo q ≥ 2. Assim, pela teoria de regularidade elíptica
v ∈ W 2,q(RN) para todo q ≥ 2. Logo, v ∈ C1,1

loc (RN) e isto implica que g

é localmente Hölder contínua. Consequentemente, v ∈ C2,α
loc (RN) para algum

α ∈ (0, 1). Portanto, v é uma solução clássica.
Agora, escrevamos a nossa equação na seguinte forma:

−∆v = f ′(v) [f(v)p + V (x)v − V (x)v − V (x)f(v)] ,

ou seja,
−∆v + f ′(v)V (x)v = f ′(v)f(v)p + V (x)f ′(v) (v − f(v)) .

Como f(v) = u ≥ 0 temos, pelas propriedades de f , que v ≥ 0, f ′(v) > 0 e
v − f(v) ≥ 0. Daí,

−∆v + c(x)v ≥ 0,

onde c(x) = f ′(v(x))V (x) > 0 para todo x ∈ RN . Podemos, assim, aplicar o
princípio do máximo forte (cf. Gilbarg e Trudinger [12, p. 35 Teorema 3.5]) para
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concluirmos que v > 0 em RN .
Agora, vamos mostrar que v ∈ L∞(RN) e que v(x) → 0 quando |x| → ∞. Temos

∫

RN

[∇v∇ψ + V (x)f(v)f ′(v)ψ] dx =

∫

RN

f(v)pf ′(v)ψdx, ∀ψ ∈ C∞
0 (RN). (a.3)

Por um argumento de densidade, podemos ver que (a.3) vale para toda ψ ∈
H1(RN). Para cada k > 0, de�namos

vk =

{
v, se v ≤ k;
k, se v ≥ k.

Sejam ζk = v
2(β−1)
k v e ηk = vβ−1

k v com β > 1 a ser determinado mais tarde.
Tomando ζk como função teste , obtemos

∫

RN

v
2(β−1)
k |∇v|2dx + 2(β − 1)

∫

RN

vv
2(β−1)−1
k ∇vk∇vdx

≤ C

∫

RN

f(v)pvv
2(β−1)
k dx.

Observando que a segunda parcela no lado esquerdo desta desigualdade é não
negativa e por (7) do Lema A.4.2, temos

∫

RN

v
2(β−1)
k |∇v|2dx ≤ C1

∫

RN

v(p+1)/2v
2(β−1)
k dx = C2

∫

RN

vr−2η2
kdx,

em que r = p+1
2
. Pela desigualdade de Sobolev-Gagliardo-Nirenberg, obtemos

(∫

RN

η2∗
k dx

)2/2∗

≤ C3

∫

RN

|∇ηk|2dx

≤ C4

∫

RN

v
2(β−1)
k |∇v|2dx + C5(β − 1)2

∫

RN

v2v
2(β−2)
k |∇vk|2dx

≤ C6β
2

∫

RN

v
2(β−1)
k |∇v|2dx

≤ C7β
2

∫

RN

vr−2η2
kdx,

onde usamos que vk ≤ v, 1 ≤ β2 e (β − 1)2 ≤ β2. Logo, usando a desigualdade de
Hölder, obtemos

(∫

RN

η2∗
k dx

)2/2∗

≤ β2C7

(∫

RN

v2∗dx

)(r−2)/2∗ (∫

RN

η
22∗/(2∗−r+2)
k dx

)(2∗−r+2)/2∗

.

Desde que ηk ≤ vβ e usando a imersão de Sobolev, obtemos
(∫

RN

(vvβ−1
k )2∗dx

)2/2∗

≤ β2C8‖v‖r−2

(∫

RN

vβ22∗/(2∗−r+2)dx

)(2∗−r+2)/2∗

.
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Escolhendo β = 1 + (2∗ − r)/2, temos β22∗/(2∗ − r + 2) = 2∗. Logo,
(∫

RN

|vvβ−1
k |2∗dx

)2/2∗

≤ β2C8‖v‖r−2‖v‖2β
βα∗ ,

em que α∗ = 22∗/(2∗ − r + 2). Aplicando o Lema de Fatou em k, concluímos que

‖v‖β2∗ ≤ (β2C8‖v‖r−2)1/2β‖v‖βα∗ .

Para cada m = 0, 1, 2, ..., de�namos βm+1α
∗ := 2∗βm com β0 := β. Usando o

argumento anterior para β1, obtemos

‖v‖β12∗ ≤ (β2
1C8‖v‖r−2)1/2β1‖v‖β1α∗

≤ (β2
1C8‖v‖r−2)1/2β1(β2C8‖v‖r−2)1/2β‖v‖βα∗

≤ (C8‖v‖r−2)1/2β1+1/2β(β)1/β(β1)
1/β1‖v‖2∗ .

Observando que βm = βmβ, por iteração, obtemos

‖v‖βm2∗ ≤ (C8‖v‖r−2)1/2β
∑m

i=0 β−i

β1/β
∑m

i=0 β−i

β1/β
∑m

i=0 iβ−i‖v‖2∗ .

Como β > 1, as séries
∑m

i=0 β−i e
∑m

i=0 iβ−i são convergentes. Logo, podemos
tomar o limite quando m →∞ para concluirmos que v ∈ L∞(RN) e

‖v‖∞ ≤ C9‖v‖(r−2)/(2∗−r).

Portanto por (6) do Lema A.4.2, para todo ψ ∈ C∞
0 (RN), ψ ≥ 0, usando (a.3) e

que 0 ≤ v ∈ L∞(RN), temos
∫

RN

∇v∇ψdx ≤ C

∫

RN

vψdx.

Logo, pelo Teorema 8.17 em [12, p. 194], para um t > N/2 e para qualquer bola
Br(x) centrada em qualquer x ∈ RN , temos

sup
y∈Br(x)

v(y) ≤ C(‖v‖L2(B2r(x)) + ‖v‖Lt(B2r(x)))

Em particular,
v(x) ≤ C(‖v‖L2(B2r(x)) + ‖v‖Lt(B2r(x)))

e como
‖v‖L2(B2r(x)) + ‖v‖Lt(B2r(x)) → 0 quando |x| → ∞,
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concluímos que
v(x) → 0, quando |x| → ∞.

Prova do Teorema A.4.1 Dada uma u ≡/ 0, u ∈ X solução não negativa do
problema (1) pelos Lemas A.4.3 e A.4.4 temos que v = f−1(u) ∈ C2,α

loc (RN), v > 0

para todo x ∈ RN e v(x) → 0 quando |x| → ∞. Assim, usando as propriedades da
mudança de variável f (Lema A.4.2), obtemos que u ∈ C2,α

loc (RN), u > 0 para todo
x ∈ RN e, além disso, u(x) → 0 quando |x| → ∞, encerrando a prova do teorema.
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