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Resumo

Neste trabalho apresentamos resultados de existéncia, nao existéncia e unicidade
de solucoes radiais positivas para equagoes elipticas semilineares em subdominios
do plano euclidiano. As nao linearidades que consideramos envolvem crescimento
critico do tipo Trudinger-Moser.

Utilizamos uma técnica conhecida como shooting method introduzida em 1905
por Severini [21]. Um método iterativo que permite determinar a solugdo de um
problema de contorno por meio da anélise de solu¢oes aproximadas de uma familia
de problemas de valor inicial geradas por este. Por seu carater iterativo, o shoo-
ting method tem sido utilizado com eficiéncia em matematica aplicada, como por
exemplo, matemaética computacional, onde formula-se algoritmos especificos para
executar tais iteragoes. Aqui, dentro de um enfoque abstrato, utilizaremos técnicas
analiticas de continuidade para analisar se determinada iteragao converge para uma
solugao do problema de contorno em estudo.
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Abstract

In this work we present results of existence, non-existence and uniqueness of
radial positive solutions for elliptic semilinear equations in subdomains of eucli-
dean plane. We consider nonlinearities involving critical growth the type Trudinger-
Moser.

The technique used is shooting method introduced in 1905 by Severini [21]|. This
is a iterative method which permits determine the solution of a contour problem by
analysis of approximated solutions of a family of initial value problems generated
by himself. For its iteractive caracter, the shooting method it has been used effecti-
vely in applied mathematics, for exemple in the computational mathematical, where
specific algorithms are used to perform such interactions. Here in an abstract ap-
proach through analytic techniques of continuity we examined whether an iteration
converges to a solution of the contour problem under study.
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Notacoes

Notagoes Gerais

B,(0)
q.t.p.
A
||
ou Ou ou
Vu = (8:61’ Oxy 7 83:N)
N
9%u
Au = —
“ — Oz?
ou
eV ou=Vu-v
QCRY
of)
limsup f(t)
t—a
lign inf f(t)
n

Espacos de Funcgoes

bola aberta de centro 0 e raio r,
quase toda parte,
primeiro autovalor de —A em H}(),

norma euclidiana

gradiente de wu,

laplaciano de wu,

derivada normal exterior,

aberto,

fronteira de €2,

limite superior da funcao f(t) quando t — a,
limite inferior da funcéo f(¢) quando t — a,

indica final de demonstragao.

LP() = {u mensuravel sobre Q e [, |ulfdz < o0}, 1<p < oo,

L>*(Q2) = {u mensuravel sobre Q e existe C tal que |u(z)| < C q.t.p. sobre Q},

R* = [0, 4+00)

semi-eixo real nao negativo,

C*(Q) funcoes k vezes continuamente diferenciaveis sobre €2, k£ € N,



Notacdes

C>(Q) = () C*(Q)

k>0

C.(92) fungoes continuas com suporte compacto em (2,

CH(Q) = CH(Q) N CL(Q)

C2¥(0) = C=(2) N CL(Q)

C(Q) funcdes continuas sobre Q

WP(Q) = ¢ u € LP(Q) / )

391,92,...,98 € LP(2) tais que
dx:—/g,-go de,Vp € C*(Q),Vi=1,...,n
Q

1 <p<oo,
W,y P (Q) o completamento de C!(Q2) na norma de W?(Q2), 1 < p < oo,
Hy(92) espaco Wy (Q),

Nl oy = (fiy [ul?)"”

f =o0(g) quando s — s
f =0(g) quando s — s
f =o0(g9) quando s — +o0

f =0(g) quando s — 400

norma do espago de Lebesgue LP(),

se dado € > 0, existe d > 0 tal que
|f(s)| < €lg(s)| quando |s — so| <9,

se existem constantes C' > 0 e § > 0 tais que
|£(s)] < C|g(s)|] quando |s — sg| < 0.

se dado € > 0, existe R > 0 tal que s > R
implica | f(s)| < €lg(s)],

se existem constantes C' > 0 e R > 0 tais que
£(s)] < Clg(s)| quando s > R.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos uma classe de problemas elipticos da forma

—Au = f(u) em R?,

P
(1) u(zx) =0 quando |z| — o0

no qual a nao linearidade f : R, — R é uma funcao localmente lipschitziana e
com sinal indeterminado, isto é, f pode eventualmente assumir valores negativos e
positivos. As nao linearidades que consideramos aqui atigem os crescimentos critico,
polinomial e exponencial.

Utilizando uma técnica conhecida como shooting method, o qual consiste em
resolver um problema de contorno atraves da analise de uma familia de problemas de
valores iniciais; provaremos existéncia, nao existéncia e unicidade de solugoes radiais
em uma bola By (0). Além disso, estaremos interessandos ainda em solugoes definidas
em todo R?; tais solucoes sao denominadas ground states, um termo preveniente do
contexto fisico que deu origem ao problema acima e também serviu como motivagao
para o estudo do mesmo.

Organizamos o trabalho da seguinte forma:

Capitulo 1: Nesta parte do trabalho, estudamos o problema (P;) para uma
nao linearidade geral f com o objetivo de provar a existéncia de solu¢oes definidas
em todo R%. O principal resultado para ground states estudado nao é formulado
em termos de condigoes de crescimento de f; mas, por meio de uma desigualdade
envolvendo a funcao dada pela expressao

ug'(u) Yog' (u)
h(u) = g(u> - 92 - g(u)—g(yp) ’
2 (ef”o — 1)

e o limite inferior de f

inf {f(u);u>0}=-M

onde g(u) = In f(u), para f(u) > 0. Com hipoteses apropriadas sobre f, estudamos
um critério para existéncia de ground states o qual esta relacionado a vacuidade
de um conjunto apropriado. Utilizando esse critério associado ao shooting method
estabelecemos existéncia de solugoes para uma larga classe de nao linearidades f.

Capitulo 2: Aqui, por meio do shooting method, nos dedicamos ao estudo re-
sultados de existéncia, nao existéncia e unicidade de solugoes radiais em uma bola

xii



Introduc3o

B;(0) do problema (P;) para nao linearidades com crescimento critico. Mais espe-
cificamente, trabalhamos com o problema,

2

—Au = h(u)e™ em Q C R?
u=20 sobre 012,

/. . 2 . .
onde h é um termo de menor ordem com respeito a e*"”, mais precisamente

Procuramos determinar a linha de divisao para a solubilidade e respectivamente
a nao solubilidade do problema com relacao ao crescimento assintotico do termo
de menor ordem h. Veremos que o crescimento que garante a tal solubilidade é o
crescimento critico de h. Mais precisamente, mostraremos que tomando 2 = By (0)
existird uma constante K, > 0 tal que se

h(r)=—, para r>rmr, com K <K,
r

e h satisfaz condigoes adequadas em torno do zero entao o problema acima nao tem
solugao radial. Observamos que por [17| qualquer solugao positiva de (P;) sobre
Bj1(0) é necessariamente radial, isto implica que ndo existe solugao positiva sobre
estas hipoteses.

No Capitulo 3, nos dedicamos ao estudo de um resultado de unicidade de solu-
¢oOes positivas de (P;) no qual f tem crescimento exponencial. Mais especificamente,
tratamos do problema

—Au = e em B
u >0 em B
u=20 sobre 0B.

No qual B C R? representa o disco unitério centrado na origem, A > 0e 1 < 6 < 2.
A técnica utilizada aqui segue o espirito daquela utilizada nos capitulos 1 e 2,
ou seja, utilizaremos ainda o shooting method.
Finalmente, no Apéndice A, apresentamos alguns resultados classicos que
foram utilizados ao longo do trabalho.

xiil



Capitulo 1

Ground States e Problema de
Dirichlet para —Au = f(u) em R?

Neste capitulo, objetivamos encontrar solucoes positivas para o problema

—Au = f(u) em R?,

P
(Fy) u(z) =0 quando |z| — o0

no qual f(u) é uma fungao positiva para u grande, mas nao necessariamente para
todo u > 0. Tais solugoes sao muitas vezes denominadas ground states, um termo
proveniente do contexto fisico que deu origem ao problema acima. Para cumprir
nosso objetivo, usaremos o shooting method o qual permite encontrar solugoes para
um problema de contorno através da redugao deste a um problema de valor inicial
conveniente. A principal dificuldade encontrada é mostrar que se u(0) for escolhido
suficientemente grande entao a solucao radial associada tem um zero, isto é, que o
problema de Dirichlet tem solucao em alguma bola finita.

1.1 Comentarios e Hipoteses Gerais

A solubilidade do problema de Dirichlet
—Au= f(u) em RY,

onde f(u) é positiva para u grande, ou talvez para todo u > 0, esta extremamente
relacionada com estimativas do crescimento de f(u) quando u — oco. Aqui, os casos
N > 3 e N = 2 sao impressionantemente diferentes. Para o caso N > 3, uma
condigao encontrada, veja por exemplo [2], é dada por

N +2
N-2

f(u) =O(P) para uw—o00, com 1<p<

A condigao f(u) = O(uP) significa que existem constantes C' > 0 e R > 0 tais que

|/ (w)]

ub

<(C para u>R.

Para N = 2, temos, por exemplo veja [20],

In f(u) = o(u®) quando u — oo.

1



Comentarios e Hipéteses Gerais CAPITULO 1

isto é,
In|f(u
M — 0 quando u — +o0.
u
Tem sido de muito interesse o estudo de casos para N > 3 envolvendo o expoente
critico % O caso particular, em que
N42 N+ 2
u)=ul4+urv—2, 1<qg<
fw) <4<y

foi estudado em [10] e em [3], tendo em foco o shooting method, que se mostrou
eficiente.

Estabeleceremos agora hipoteses gerais sobre f que serao exigidas durante o
capitulo.

(Hy) A fungado f ¢ localmente lipschitziana sobre [0, 00).

(Hy) f(0) =0 e existe um namero ¢ > 0 tal que

F(u)::/ouf(s)ds<0 para 0<u<(, F(()=0

e ainda f(u) > 0 para u > (. Veja figura 1.1 abaixo.

(H3) Existe um namero yo > 0 tal que f(u) > 0 para u > yo e a fungao

g(u) :==1In f(u), u=>yo

satisfaz g € C*([yo, 00)), ¢'(u) > 0 e ¢"(u) > 0.

v

Figura 1.1: Possivel configuracao para f.

Estaremos sempre supondo, ao longo do capitulo, que f satisfaz (H;) e (Hs).
Quando nos referirmos a existéncia de ground states suporemos também (H;). Neste
caso, yo deverd ser necessariamente um ntmero positivo; pois sendo, (Hs) e (Hs)
entrariam em contradicao.



Comentarios e Hipéteses Gerais CAPITULO 1

O principal resultado que estudamos sobre a existéncia de ground states sera
formulado em termos de uma desigualdade envolvendo a fungao h : [y, 00) — R
dada pela expressao

h(u) = g(u) — ug;(u) - 5 <egg?fg/((;j>) _ 1) (1.1)

e da cota inferior de f
inf {f(u);u >0} = —M. (1.2)

Note que, por (Hs), M é ndo negativo. Mas precisamente, para garantir a existéncia
de ground states, suporemos a existéncia de um valor v > max {yo, (} que satisfaga
a condicao

h(y) >InM + 1. (1.3)

Aqui, no caso em que M = 0, a condigao (1.3) obviamente nao faz sentido. Neste
caso, trabalhamos com valores Inx para z > 0 suficientemente pequeno. Uma vez
que lim, .o+ Inz = —00 e, para cada v > 0, h(y) ¢ um namero fixo, a condigao (1.3)
é satisfeita para r > 0 suficientemente pequeno.

1.2 Transformacoes e Shooting Method

Estamos interessados em provar a existéncia de solugbes numa bola, Br(0), para
o problema (P;). Devido ao Teorema 12 Apéndice A tais solugoes sdo necessaria-
mente radiais, isto é, solugdes com a propriedade u(z) = v(r), para alguma funcdo
v : [0, R] — [0,00); onde r = r(z) é a norma euclidiana. Por conveniéncia, para uma
solugdo u radial, denotaremos u(x) = u(r). Para uma fungao radial v duas vezes
continuamente diferenciavel vale

Uy
Au = Up + —.
r

Dessa forma, depois de nos restringirmos a solugoes radiais, reduzimos o problema
(P,) ao seguinte

urr+%+f(u):0, em (0,00)
r

W (0) =0, u(oo) =0, (14)

onde estamos denotando u(oo) = lim u(r). Aqui, podemos trocar a singularidade
T—00

em 7 = 0 por uma em t = oo por meio da inversao de Atkinson e Peletier, isto é, a
transformacao

t=—2In g y(t) = u(r). (1.5)
Usando esta transformacao, temos
2y (t
v — 2
r

e diferenciando novamente

4y (t 2y/(t
BEVAOMENI0Y
r r

urr



Transformagdes e Shooting Method CAPITULO 1

Logo, combinando as equagoes anteriores podemos escrever

u, 4y (t
Upp + — = y2<)
r T

2
.
Uma vez que e ! = T usando (1.4), temos a equagao

y'(t) +e " fy) =0. (1.6)

Sendo assim, trocamos o problema (P;) pelo seguinte

V) e f) =0 em R

y(t) >0 em R,

(P2) sup{y(t)} <oo em R,
1tglrnooy(t) = 0.

Isto, obviamente, nao causa mudanca na natureza do problema, mas insere este
dentro da teoria classica da equacao generalizada de Emden-Fowler [15] e de seus
argumentos. Como consequéncia, se existem ¢, real e uma solucdo y de (P,) tais
que y(t) > yo para t > to entdo limy_, ¢/ (t) existe. Além disso, este limite é obri-
gatoriamente nulo. Denotamos y'(co) = 0. Para justificar esta afirmagao notemos
que, por (1.6) e (Hj), temos y” < 0 para y > yo. Portanto, y é uma fungao concava
e 3y ¢ mondtona decrescente para t > to. Logo, lim;_,., 3/(t) existe. Para este ocorre
uma das quatro opg¢oes: um nimero positivo, zero, um nimero negativo ou —oo.
Estas duas ultimas podem ser excluidas porque y(t) > 0 e concava para t > t5. A
primeira op¢ao também ja que y é limitada. Outra observagao é a seguinte: sendo
y" monotona decrescente para t > ty e lim; o v/'(t) = 0 devemos ter y/(t) > 0 neste
intervalo. Em particular, y deve ser monétona crescente para t > tg, portanto, tam-
bém existe lim; o y(f) = 7. Denotaremos este ultimo limite por y(co) = . Note
que « ¢é finito uma vez que y é mondtona e limitada para t > t,.

Por outro lado, dado y € (0, 00) existe tinica solugao y(t,y), do seguinte problema

y' +e ' fly) =0
(Py) y(t) >0
y(oo) =7 e y(o0)=0

)

<

definida em um intervalo 1.
A seguir daremos um resultado que justifica a afirmacao acima.



Transformagdes e Shooting Method CAPITULO 1

Teorema 1 Suponha que f satisfaz a hipdtese (Hy). Entao para qualquer v > 0
eziste unica solugao y = y(t,vy) do problema (P,) definida em um intervalo mdzimo
(w_,00). Além disso, para cada t € (w_,00), y(t,7) e y'(t,v) dependem continua-
mente de 7.

Demonstragao:  Fixado v > 0 arbitréario, consideremos o intervalo [0, + €
para algum ¢ > 0. Uma vez que [0,7 + €] é compacto e, por (Hy), f localmente
lipschitziana sobre [0,00) temos f lipschitziana sobre [0,7 + €|. Lembre-se que
uma funcao localmente lipschitziana definida num compacto é também lipschitziana
neste compacto. Sejam K a constante de Lipschitz de f restrita a [0,7 + €] e
b = sup,e(o+q |f(y)]. Integrando por partes, um célculo direto fornece

/ (s —t)e ®ds =e "
¢

t

Assim, podemos usar o rapido decaimento de e e garantir a existéncia de uma

valor tq, suficientemente grande, tal que

k.= K/ (s—t1)e*ds <1 e b/ (s —t1)e °ds < e. (1.7)
t1

t1

Fixemos o intervalo I = (t;,00). Agora uma funcdo y : I — [0, + €| é solugao
de (P,) se, e somente se, y é continua, uniformemente limitada e satisfaz a equagao
integral

Mﬂzv—lmw—wﬂM$kS%~ (L9

De fato, se uma tal fun¢ao y : I — [0, v-+¢] satisfaz a equagao integral acima, usando
que f limitada, isto ¢, —b < f(y(t)) < b temos

b /t T(s— fetds < /t (s — ) f(y(s))e*ds < b /t Ts—teds. (1.9)

e, portanto,
o0

i [ (s = 01(w(s))eds .
Assim, por (1.8), temos claramente
y(oo) = lim y(t) = 1.

t—o00

Além disso, diferenciando em (1.8), chegamos a equagao

v = [ e s
portanto, mais uma vez, usando que f é limitada para todo y € [0, + €] temos
Jim 3/ (2) = y/(00) = 0.
Diferenciando novamente temos ainda
y'+e ' fly) =0

5



Transformagdes e Shooting Method CAPITULO 1

Reciprocamente se y : I — [0, + €] é solugdo de (P,), integrando duas vezes
e usando as condigoes iniciais chegaremos a equagao (1.8). Portanto, para encon-
trar uma solucdo local de (P,) bastar resolver a equacao integral acima em algum
intervalo, digamos 1.

Considere X o espago das fungoes continuas e uniformemente limitadas definidas
sobre I assumindo valores em [0, + €], com a métrica da convergéncia uniforme,
isto é,

d(y, z) = sup[y(t) — z(t)].
tel
Seja T': X — X tal que

1) =7~ [ (= 0fls)e s

E claro que T(y) é continua para todo y € X. Além disso, afirmamos que
0<T(y)t) <vy+e Vtel, VycX.

De fato, como v > 0 e

o0

lim (s —t)f(y(s))e*ds =0

t—o0 t

aumentando ¢, se necessario, segue-se de (1.8) que T'(y)(t) > 0 paratodot € I. Para
concluir a segunda desigualdade, note que por (1.7) e pela primeira desigualdade em
(1.9), para todo t € I, vale

T@Xﬂzv—lm@—ﬂﬂwﬁks%§7+blm@—®eﬂs§7+e

Portanto, T" esta bem definida e dados y, z € X temos
T(y)(t) = T(2)(1)] < /too(s —t)e”*|f(2(s)) — f(y(s))|ds
< K [0l - ylds

< K s —t1)e “sup|z(s) — y(s)|ds

(
t1 tel
= kd(y, z),

onde a constante k é dada por (1.7). Segue das desigualdades acima que

d(T(y),T(z)) < kd(y,z) com 0<k<]1,

isto é, T' ¢ uma contragao. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe tnica
y € X tal que T'(y) = y, ou seja, y satisfaz (1.8).

Com a garantia de existéncia de solugao para t € I, fixamos 7 € I, para cada
v > 0ey = y(t,7y) solucao de (P,) sobre I, fazemos y(7,v) = o, e y'(1,7) = B,.
Com essa reformulagao temos um novo problema

V' +etf(v)=0, v>0

o(r) = 4y, V(7) = B, (1.10)



Transformagdes e Shooting Method CAPITULO 1

Devido a Picard, Teorema 13 do Apéndice A, para cada v fixado, o problema
de valor inicial (1.10) possui tnica solugao, v = wv(t,7), definida em algum inter-
valo J contendo 7. Além disso, pelo Teorema 14 do Apéndice A, a tnica solugao
v = v(t,7y) pode ser estendida a um intervalo maximo de defini¢do (w_,w,); pelo
que provamos anteriormente temos wy; = 400 e, por unicidade, v(t,y) = y(t, )
sobre I = (t;,00). Em particular, tlg& v(t,y) = 7 e assim qualquer solugao de

(1.10) é também uma solugdo de (P,) em seu intervalo maximo de defini¢ao. Por
essa razao, denotaremos y(t,7) a tnica solugado, para 7 fixado, de (1.10) definida
em (w_,00). Finalmente, pelos Teoremas 16 e 17 do Apéndice A aplicados a
(1.10) y(t,v) e ¥/(t,y) dependem continuamente de ~ para cada t € (w_,00). m

Na discuss@o que se segue estamos supondo a hipotese (Hs).

Para cada v € (0,00), seja w_(y) = T'(y) o menor valor para o qual a solugao
de (P,) ainda esta definida, isto &, (T'(y),00) ¢ o intervalo méaximo de definigdo de
y(t,~) para o qual a mesma ainda é positiva.

Note que, pelo Teorema 16 Apéndice A, se T'(y) é o primeiro zero de y(t,~)
partindo de oo, este depende continuamente de . Além disso, em todo caso; pelo
Teorema 15 do Apéndice A, temos as seguintes possibilidades para T'(7):

(i) T(y) = —oo e y(t,7) é positiva sobre R.

(ii) T'(y) > —oo e ocorre

y(T(7),7) =0 e ¢ (T(7),7) >0

ou possivelmente,

limsupy(t,y) = oo

t—T(7)
Note que y'(T'(7),7) > 0 no caso (ii) advém da dependéncia tinica da solugao em
respeito aos dados iniciais visto que, sendo f(0) = 0, a funcao y(t) = 0 é solugao da
equacao y” + e 'f(y) = 0. Vale ressaltar que nao ocorre y/'(T(v),v) < 0, pois T'(v)
¢ o primeiro zero de y(t,7).

A seguir utilizaremos a hipotese (Hy) para garantir que a segunda possibilidade

em (ii) nao ocorre pelo menos para v > (. Para isso, definimos a fun¢do £ dada
pela expressao

2
y"(t,y

B(t7) = Lo 4 Ryt ) (11)

onde F(u) = [ f(s)ds e y(t,7) ¢ solu¢ao de (P,) definida sobre (T'(y),o0). Note

que E depende contmuamente de v. Para  fixado; derivando E(t,7) com respeito
a variavel ¢ e usando a equacao em (P, ), obtemos

E'(t,y) =y*(t,7)/2¢7 >0

portanto, F é nao decrescente na variavel t. Visto que, pelo Teorema 1, 0 < y(t,7y) <
v+ ¢ para t grande; podemos definir B = sup,¢( 44 |f(¥)]. Com esta notagao temos

W@WSZ!ﬂWWWﬁ%S&t
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donde 3/*(t,~)/e~* tende a zero quando t — co. Portanto, usando a definicio de F
e a continuidade de F' temos

lim E(t,v) = F(7).

t—o0
Logo, como E' é nao decrescente, segue-se que E(t,7v) < F(7) e, em particular, temos
F(y(t,y)) < F(vy) paraT(vy) <t <oocouparal(y) <t <ooseT(y) > —oo. Agora
estamos prontos para excluir a segunda possibilidade em (ii). De fato; suponha, por
contradicao, que tal possibilidade ocorra. Entao para cada v > ( e t suficientemente
proximo de T'() temos y(t,7v) > v > ( e, portanto, visto que, por (Hs), F(u) é
crescente para u > ¢ temos F(y(t,7v)) > F(v) o que contraria F(y(t,v)) < F(v)
estabelecida anteriormente. A Figura abaixo representa um possivel comportamento
da solugao y(t,7) para v > ¢ e T(~) finito. Note que, como excluimos a segunda
possibilidade em (ii), a soluc¢do y(t,~y) para v > ( passa necessariamente a assumir
valores negativos para t < T'(), isto é, T'(7y) é o primeiro zero, partindo de +oo, da
solugao y(t,7). Sendo assim, como ja observamos anteriormente, temos ainda que
T(v) é uma fungao continua de ~.

A\

T(y) 0 t

Figura 1.2: y(t,7) com v > ¢ e T(~) finito.

Voltamos nossa atengao para o comportamento das possiveis solucoes de (P,),
y(t,7), definida em uma vizinhanca de —oo, (—o0, A*), isto ¢, para ¢ suficientemente
pequeno. Nesse sentido, temos o seguite resultado:

Proposicao 1 Suponha que f satisfaz as hipéteses (Hy) e (Hy). Seja y = y(t,7)

solugao de (Py). Sey € mondtona em (—oo, A*) e tlim y(t,v) =0 com o € [0,00)
——00

entao

(i). lim

t——o0 e

y(t,7)

=0,
(ii). Se E ¢ definido como em (1.11) e F' como em (Hs) vale tlim E(t,~) = F(9),
——00

(iii). f(9) =0 e temos d € [0, ().

Demonstracao: (i). Para v fixado, £ ¢ monétona em ¢ logo E(t,y) < F(v) para
t > T(v). Assim, segue de (1.11) que

y(t,7)
2et

0< < F(y) = F(y(t,7))-
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Ainda, por continuidade,
lim F(y(t,v)) = F(9).

t——o0
Logo, existe o limite
12
t
i Y

t——o0 e_t

Este claramente deve ser nimero nao negativo. Suponha que este limite é positivo,
isto é,

12
t

t——o0 e

=v>0.

Neste caso, temos

lim_E(t,7) = %’ + F(6)

e assim ffoo E'(s,v)ds existe. Contudo, a derivada de E com respeito a t é dada por

2
Y= (t7)

E'(t,v) =
(h7) = T oten ~ . |
pequeno, o qual nao é integréavel em uma vizinhanca de —oo. Assim, concluimos

que v = 0.
(ii). Segue-se imediatamente do item (i). De fato, usando a definicdo de E dada
em (1.11) e tomando limite obtemos

v
e temos que F'(t, ) é aproximadamente — para t suficientemente

12
Tim E(ty) = lim V) 4 ps) = pe).
——00

t——o0 26*t

(iii). Suponha, por contradi¢ao, que f(d) # 0. Uma vez que
f(6) = lim_f(y(t,7)),

por continuidade, temos f(y(t,7)) # 0 para t suficientemente pequeno. Visto que,
por (Hj) temos f(0) = 0 segue-se que y(t,y) # 0 para t — —oo. Portanto, y(t) é
assintoticamente constante quando t — —oo; assim, usando (1.8) e (1.9), vemos que

a integral indefinida
t
/ (s —t)e *ds

existe o que é uma contradigao. Logo, f(0) = 0. Para concluir o item (iii) observe
que pela hipotese (Hs) temos f(u) > 0 para u > ( e, visto que f(d) = 0, devemos
ter 6 €0,(). m

Considere o subconjunto de R definido por

S={y€(¢,00); T(y)>—o0}.

Note que § é um conjunto aberto em R, pois T'(y) depende continuamente de . Se
S é nao vazio defina vy = inf S. O proximo resultado garante que y(t, ), solugao
de (P,,), ¢ também uma solugdo para (F2).
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Teorema 2 Seja f nas hipdteses (Hy) e (Hz). Suponha que o conjunto

S={ye (¢ o0); T(y)> —o0}
¢ nao vazio. Entao o problema (Py) tem uma solugdo tal que

lim y(t) < inf S.

t—o00

Demonstragao: Necessitamos do seguinte lema preliminar.

Lema 2.1 Suponha f e S como no Teorema 2 e E definido como em (1.11). Entao
sey €S temos E(t,y) >0 e y'(t,y) > 0 sobre [T'(7), 00).

Visto que f(0) = 0 temos que y(t) = 0 é solu¢ao da equagao y" + f(y)e " = 0,
logo usando a unicidade em relacdo aos dados iniciais da solucdo de (P,) temos
necessariamente y'(7'(7),7) > 0. Dessa forma,

y*(T(7),7)

2¢=T(7) >0

E(T(),7) =
e, sendo E nao decrescente temos E(t,y) > 0 para todo t € [T(y),00). Para
concluir que y/(t,~) > 0 sobre [T'(v), 00) note que y'(t,v) > 0 para y(t,7) > (, pois
y'(t,v) = [ f(y(s,7))e *ds e, pela hipotese (Hz), f(u) > 0 para u > ¢. Sendo as-
sim, se existe to > T'(7y) tal que y/'(tp,y) = 0 temos necessariamente y(to,7y) € [0, ()
e, portanto, pela hipotese (Hs), E(to,y) = F(y(to,7v)) < 0 contrariando a positi-
vidade de E estabelecida anteriormente. Concluimos assim que y/(t,7) > 0 para
t € [T'(y),00).

Tendo estabelecido este lema preliminar, afirmamos que se 7y = infS temos
ainda vy > (. Note que 7 estd bem definido, pois estamos supondo S nao vazio
e este ultimo é limitado inferiormente por (. Para concluir que vy > (¢ vamos
provar que existe uma vizinhanca de ( que nao intersecta S. Neste caso, teremos
obrigatoriamente 7y > (, pois caso contrario, 7y nao seria a maior das cotas inferiores
de S.

Como, por (Hsy), f({) > 0 temos y(t,() nao constante. De fato, uma vez que
limy o0 f(y(t,C)) = f(¢) > 0 temos f(y(t,()) # 0 para t suficientemente grande e,
assim 3" (t,¢) = —f(y(t,¢))e # 0 para ¢ grande. Uma vez que lim; ., E(t,() =
F(¢) = 0 e E & nao decrescente temos E(t,() < 0 para t € (T'(¢),c0). Portanto,
por continuidade, existem ¢ > 0 e 7(¢) > 0 tais que E(t,7) < 0 desde que |[y—(| < €
et < 7(e). Assim, pelo Lema 2.1, temos que v ¢ S para |y — (| < € concluindo a
afirmacao.

Lembrando que § é um subconjunto aberto de R temos que 79 ¢ S. Seja (v,),
com 7, € § para todo n natural, uma sequéncia que realiza o infimo, isto é, v, — Yo
quando n — oo. Pelo Lema 2.1 temos v/(¢,v,) > 0 e E(t,7,) > 0 para todo t € R,
portanto, usando a continuidade de F(t,v) e y/(t,~y) com respeito a v e fazendo
n — oo obtemos y'(t,v9) > 0 e E(t,7) > 0 para t € R. Assim, y(¢,7) ¢ mondtona
nao decrescente e limitada, pois como vimos, limsup,_ 7., ¥(¢,70) = 00 nao ocorre
e T(y) = —oo visto que 79 ¢ S. Portanto, quando ¢ — —oo a solucdo y(t, 7o)
tende mondtona e decrescente para um valor § o qual pela Proposigao 1, item (ii),

10



Transformagdes e Shooting Method CAPITULO 1

pertence ao intervalo [0,(). Afirmamos que § = 0. Com efeito. Supondo § > 0,
por (Hs), temos F(6) < 0 e usando novamente a Proposicao 1, item (ii), temos
lim; o E(t,7) = F(J) < 0 o que contraria E(t,79) > 0. Assim,

t——o0
Além disso, sendo y(t,v9) mondtona nao decrescente e lim;_,, y(t,v) = 7o, temos
ainda

y(t,7) < infS.

Portanto, y(t,7) ¢ uma solu¢ao do problema (P;). m

De acordo com o Teorema 2, devemos mostrar que o problema (P,) tem solugao
para algum v € (¢, 00), com T'(y) finito, para assegurar a existéncia de uma solucao
de ground states. O método que utilizamos para a solu¢ao de (P,) é baseado em
considerar v = y(00) como parametro e verificar a existéncia de T'(+y), primeiro zero
quando t decresce do infinito.

1.3 Solucoes assintoticamente constantes de uma equa-
¢ao nao linear

Nesta secao, iremos estabelecer algumas estimativas referentes as solugoes do
seguinte problema:

Y+ eIW)—t — 0,
(Ps) Y > o,
y(o00) =7, y'(00) =0

onde yp > 0, v € (y0,00) e g satisfaz as hipoteses

(A1) g € C*([yo,7),

(A2) ¢ > 0e ¢g” > 0 sobre [yo,7].

Aqui, consideramos g(u) = In f(u) como em (Hjz); o comportamento de g(u) para
u > v serd descartado por falta de relevancia. Esta falta de relevancia pode ser
explicada pelo fato de que as solugoes de (P3) sdo monotonas crescentes e concavas,
logo y(t) € [yo,7] para t € [Ty, 00), onde T é definido abaixo.

De acordo com o Teorema 1, (P3) tem tunica solugdo para ¢ suficientemente
grande, e além disso, se a solu¢ao y = y(t,~y) ¢ continuada para tras, isto ¢, t decres-
cendo, esta iré necessariamente atingir o valor gy, para algum ¢; o qual denotaremos
por Ty := Ty(y) e escreveremos ' (Tp) para a inclinagao de y em tal ponto. Neces-
sitaremos fortemente de estimativas de Ty e y/(Tj) para verificar se y(t) atingira o
valor zero para algum T'(7y) < Ty(y). Nesse sentido, estabelecemos a

11
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Proposicao 2 Suponha que y(t,7y) é uma solug¢ao do problema (P3). Entao, para
Ty <t < oo tem-se

9(y(t, 7)) = g(v) —2In <1 + @emwt)

e ainda )
g (’7) g(y)—t

ybm) <7 = g’(zv) . (1 T ) '

Demonstragao: Por conveniéncia, escreveremos () ou y em vez de y(t, ) para -y
fixado. Observemos inicialmente que para v fixado, t > T} e y solugao do problema
(Ps) temos y' > 0 e ¢y’ < 0, donde y e 3y sdo mondtonas crescente e decrescente
respectivamente. Lembrando que y'(00) = 0 e integrando diretamente a equagao do

problema, obtemos
J(t) = / () =5 g
t

Usando as monoticidades de y(t) e g(y) segue-se que y(t) < v leva a seguinte de-
sigualdade g(y) —t < g(y) —t. Logo eIt < 9~ ¢ integrando sobre (t,00)
obtemos y/'(t) < e9™~t. Por outro lado, como ¢'(y) e /() sdo estritamente positivos
segue que

(1 _q (y(t))y’(t))eg(y(t))_t < eI®)—t

Integrando novamente sobre (¢, 00) obtemos e9W()~t < 4/(t). Dessa forma, verifica-

mos as desigualdades
eIw®)—t - Y (t) < 9=t (1.12)

Depois de aplicar logaritmo podemos escrever g(y) —t < Iny’ < g(y) — t e assim
9(y) —g9(y) <Iny' —g(y) + ¢ <0, logo

lim [Iny — g(y) +t] = 0.
t—o0
Multiplicando a equacdo y"” = —ed®~* por {t — g(y))}’ obtemos a igualdade

V' =g Wy + eV — g (y)y' eV =0,

Esta tltima permite concluir diretamente que, definindo

1
E(t) =y = 5y"g'(y) — ",
temos 1
E'(t) = —53/39”(34) <0.

12
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Notemos ainda que tlim E(t) = 0 e, portanto integrando E'(t) sobre (t,00) conclui-
—00

1 o0
mos que E(t) = 5/ y'(s)*g"(y(s))ds > 0. Dessa forma,
t

Onde usamos na segunda desiguldade acima que y'(¢) é uma fungao decrescente. As
desigualdades acima permitem concluir que

/.

1 / y/
O<1__// < 214 o
< 2yg(y)+y, <590~ 9w

<

e portanto, por integracao, obtemos

oo

0< [ ot +1y(9)] <

t

o0

[y(S)g’(v) - g<y<s>>} (1.13)

t

N | —

ou equivalentemente,

t—o00

0% i [t=galy0) +1u(0)] - =0ty | < 31 G)-a0) =g 0 ot

Agora lembrando que 1tlim ny — g(v) +t] = 0 temos
—00

, 1 1 1., 1
Jim {t— 5g(y)+1ny] = lim _lny —g(v) +t+9() —59(9)}
' 1

_ . /_ 3 —_

= lim |Iny g(7)+t1 + lim {9(7) 29(1/)]
' 1

= lim _g(v) - 59(3/)}

_9(v)
2

Sendo assim, (1.13) ¢ equivalente a

0<5[g(y) +g9y)] —t—Iny < % [vg' (V) —9(v) —yg'(v) + 9(w)] .

N | =

Donde segue que

13
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[9(7) +9(y)] —t —Iny’ >0 (1.14)

N| —

o)~ t—Inyf < L1y~ g/(3). (1.15)

A estimativa (1.14) pode ser escrita como

N[

yfe—%g(y) < 290t (1.16)

Além do mais, sendo ¢'(y) > 0 e ¢"(y) > 0 temos 0 < ¢'(y) < ¢'(7), o que fornece
juntamente com (1.16) a desigualdade

Yo (y)e 29V < g/ (7)ex !

da qual obtemos, depois de integrar sobre (t,00)

ou ainda
e—%g(y) S e 2 +

9(v)

Multiplicando por e 2~ obtemos

/
e3l9M—9Wl < 1 4 @69(7)4

e aplicando logaritmo obtemos a desigualdade

%[g(v) —9(y)] <In (1 + %7)69”’0 :

Desta ultima segue-se facilmente a primeira desigualdade da Proposicao 2. Final-
mente, escrevendo (1.15) como

eIt < ofeal—uld' () (1.17)
e novamente integrando sobre (¢, 00) chegamos a

g (0

/
1+ #eg(w)t < ehul%s

Analogamente, aplicando logaritmo podemos verificar que esta tltima desigualdade
equivale & segunda da Proposicao 2. m

Corolario 2.1 Suponha que y(t,~) € uma solu¢ao do problema (Ps). Entao, para
Ty <t < oo tem-se

<

[g(v) +9(y)] +1n g'(27) —In <1 _ e%[g(y)*g(v)v '

DO | —
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Demonstragao: Esta desigualdade segue da primeira dada pela Proposicao 2,
depois de isolado o valor de t. De fato, temos

9(y) > g(v) —2In (1 + @em)—o _

Assim,
1

5l9(v) —9(y)l < n (1 + @69(’7)%)

logo, aplicando exponencial, obtemos

Agora, usando logaritmo podemos escrever
) g ()
ln(e2 —1>§lnT—|—g(7)—t

0 que equivale a

In (1= 360900 4 Jfg(5) — g(y)] < In Y0 4 gy -1,

ou seja,

t<

[9(7) + 9(y)] + In g’(2’y) —In (1 - ew>

DN | —

como desejado. =

Corolario 2.2 Suponha que y(t,y) é uma solu¢io do problema (Ps). Entao, para
Ty <t < oo tem-se

gy —y) g () J =
t > g(v)— 5 +1In 5 —111(1—6 2 )
- g(,y)_g(v)(;—y)ﬂng(;)'

Demonstragao: FEm analogia ao corolario anterior, estas desigualdades seguem
da segunda dada pela Proposicao 2, depois de isolado o valor de t. De fato, temos

g/ (7) g(y)—t

2
y<y-— ln(1—|——6 ),
g™) 2

gf(v)(; —Y) o, (1 L 90 egm_t) .

Usando a aplicacao exponencial temos a desigualdade

portanto

g D=y
2

gl<7) 6g('y)ft

(&

15
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da qual, aplicando logaritmo, obtemos diretamente

’ —y /
In (eg = 1) >1n? ) +g(y)—t

0 que equivale a

! - QI’Y y— !
IO =y <1_6%> > 20

ou seja,
! — ! g Ny—y

2

A segunda desigualdade do corolario segue desta tltima depois de observar que

Inz<Opara0<z <1l =

Corolario 2.3 Suponha que y(t,) é uma solu¢io do problema (Ps).

Ty <t < oo tem-se

'g'(y) <2
2g' (y) o <1
Y (t) < ezlaM+aw)]-t
) > ()~ lv—ylg (v)—t

y(t

Demonstragao: Definindo, como na Proposicao 2,

1 .
E(t)=y - 2y’29’(y) — eI

temos, analogamente

B(#) = /"9 (1)

Como lim E(t) = 0, integrando E’(t) sobre (¢, 00) leva a

t—o0

B =3 [ v g e 20

Dessa forma, sendo E(t) > 0, podemos escrever

1, _
v =g ) > e?W= > 0

ou ainda

y?q (y)

/
>
y 2

Entao, para

Sendo y' > 0, temos imediatamente (1.18). Agora reescrevemos E(t) como

— eIt

Cdw(, 1N, 1
Bl == (y 9’(y)> T30

16
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e usando que E(t) > 0 e ¢'(y) > 0 vemos que a ultima parcela acima deve ser
positiva, ou seja,

1
2¢9'(y)

—e9W-t 5

o que equivale a (1.19).
A desigualdade (1.20) ¢ obtida imediatamente de (1.16) depois de multiplicar esta
por e29W) ¢, analogamente multiplicando (1.17) por e~ 207419’ ghtemos (1.21). =

Observemos que a cota superior para 3’ em (1.20) esta entre as cotas estabelecidas
em (1.12). De fato, sendo g(y) é uma fungao crescente temos

gly) +glvy
o)~ < LID )
o que fornece
pIW)—t o IOy g(y)—t

Analogamente, é facil verificar que a cota dada em (1.21) esté entre as estabelecidas
em (1.12) quando y esta proximo de ~.

Continuaremos estabelecendo estimativas para y/(t), t > Ty. Buscaremos uma
boa cota inferior para y'(t); note que a cota dada em (1.21) tem a desvantagem
de envolver ambos y e t agravado pela falta de uma boa cota superior para t em
termos de y ou, de uma inferior para y em termos de t. Para resolver esse impasse
provaremos o

Corolario 2.4 Suponha que y(t,~) € uma solugao do problema (Ps). Entao, para
t > T,, tem-se

-1
yt) > ——[1- L _ (et . SO))
~ g 14 L& eg(n—t 2

Demonstragao: Como vimos anteriormente

t

Portanto, usando a estimativa para g(y) dada pela Proposigao 2, podemos escrever

y’(t) > / eg('y)fQln(1+#eg(w)fs)i‘sd8.
t
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Agora, fazendo a substitui¢ao r = s — g(y) temos

> ()
y(t) = / T HRIERTED gy
t

—9(7)
[e’e] /
— / 6—7’(1 + g (’Y) e—r)—er
t—g(7) 2
2 /
_ (14 L0 r)r
g() 2 t=9(7)

2 1
g\ 1+ Lest)

_ oo 4 g’(;))1

como desejado. m

Observamos que a cota inferior estabelecida pelo corolario acima exibe o que
parece ser o comportamento verdadeiro em alguns casos em que a cota inferior é
exponencialmente pequena para t grande, e tende a ( j bara t pequeno, com zona
de transicao centrado em
g

5
Para uma discuss@o mais detalhada a respeito do grafico de y(t), a ser realizada
numa se¢ao posterior, necessitamos ainda de uma cota superior para y’, valida num
sentido assintotico adequado quando ¢ decresce através da zona de transicao ao
redor de T,, ou seja, de T, — t possivelmentente grande. Pensando nisso, fixaremos
inicialmente seguinte notacao que sera tutil na formulagao do préximo coroléario da
Proposigao 2. Considere

= {5 €R; g(7) —2In (1 + @69”)4) <g(§) < 9(7)} :

Note que na definicao de I extendemos o alcance para & baseado na cota inferior
para ¢(y) dada pela Proposigao 2.

T. = g'(’y) +In

Corolario 2.5 Suponha que y(t,~) € uma solu¢ao do problema (Ps). Entdo, para

t > T, tem-se
2L 1
y'(t) < 1—
J () 149 ('Y)eg('y)

!
B (e Ry

onde

Demonstragao: De fato, pela formula de Taylor com resto de Lagrange, existe
§ € (y,7) tal que

1

Ty~ 7).

9(y) =g9(v) + g (VY —7) + 5
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Usando a Proposi¢ao 2 temos

— __2 n Meg(v)ft
W= g (H 2 >

Logo, usando ainda que ¢" > 0 e g” > 0, podemos escrever

ot (129D e . 9O o 9O gt
9(y) < g(v) —21 <1+ 5 )+2g,(7)21 <1+ 5 )

Lembrando agora que y/(t) = ftoo e9W)=3ds temos pela desigualdade anterior, que

%) ’ " ’
—21n 1+9 [@D) eg('y)—s + 9" (&) ln2 1+9 [@D) eg('y)—s
J(t) < / LI 2In(1+55 oz P ) ds

< {|g o 2 (152 e sup g }/ ~2In(1- L es(=s) o

oo FAG))
t

Note que usamos acima também o fato de que G(t) = In (1 + 9 ( I o)~ t) ¢ decres-

cente para v fixado; e portanto, G(s) < G(t) para t < s.
Fazendo a substituigdo s — g(y) = r podemos escrever ainda

y(t) < L / e~r2(+ ) g,
t

—9(7)
o0 /
t—g(v) 2
2L —hee
= - (1 + g0) e )
g) 2 t=g(7)

2L 1
= - 1
g’(/y) 1+ g ('Y) eg(q/) —t

0 que representa a cota superior desejada. m
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1.4 Estimativas para o problema de Dirichlet e Ground
States

Para o problema de Dirichlet padrao

—Au = f(u) em B,
(Py) u>0 em B,
u=">0 sobre 0Bg,
onde Br = {z € R? |z|] < R}.
A existéncia de T'(7y) finito é equivalente a existéncia uma solugao radial u(r) do

problema de Dirichlet (P,) com a seguinte propriedade

u0)=v e R=R(y):= 2e 2" (1.22)

Para confirmar isso usaremos (1.5). De fato, depois de nos restringirmos a solugoes
radiais numa bola Bg, podemos reescrever (P;) como

uw—l—%—i—f(u)zo, em (0,R),
u >0
u'(0) =0, wu(R)=0.

Este tltimo, usando a inversao de Atkinson e Peletier (1.5), equivale ao seguinte
problema

v + fly)e " =0 em (—21n§,oo),

R

y(=2ln ) =0, y'(c0) = 0.
Por outro lado, temos obviamente de (1.5), r(t) = 2¢% e, portanto, r(t) — 0 quando
t — oo. Sendo assim, se existe T'(7y) finito temos uma solugao radial u de (Py) na
bola Bpg, onde R ¢é definido como em (1.22). E ainda, fazendo uso mais uma vez de
(1.5), vemos que a solugao u satisfaz

u(0) = lim u(r(1)) = lim y(t) = 7.

O principal resultado deste capitulo referente ao problema de Dirichlet (P;) é o

seguinte:

Teorema 3 (Existéncia de T'(y)). Sejam y(t,7) solugao do problema (P,), h como
em (1.1) e M como em (1.2). Suponhamos que f satisfaz (Hy) e (Hs). Se existe
v >0 tal que

h(y) >In M +1,

entao T(vy) existe e

T(y) > h(y) + ln@ - 1L

Além disso, se M =0 em (1.2), o termo —1 pode ser omitido.
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Demonstragao: Vejamos inicialmente o caso particular em que yo = 0 na hipotese

(Hs). Neste caso, T(y) é obviamente igual a Ty(y) e sua existéncia é portanto

assegurada. Além disso, a condigdo (1.3) é desnecessaria. Note ainda que esta é

satisfeita formalmente para M = 0, pois estamos considerando In M = Inzx para

x > 0 suficientemente pequeno neste caso. Veja comentério no final da secao 1.1.
Pelo Corolario 2.2, com y = 0, temos

T(v) =z 9(v) - —79/2(7> + ln@ N )

Fazendo yy = 0 na defini¢ado de h em (1.1) e desprezando o ultimo termo na desi-
gualdade acima, podemos escrever

T() > h(y)+ LD

> h(7)+1n@—1.

Isto completa a prova para o caso em que yy = 0.
Assim, procedemos a argumentacao para o caso em que oy > 0 e

f(u) > —M para 0<u <y, (1.23)

para alguma constante M > 0. Note que tal constante existe, pois f é continua no
compacto [0, yo].
Para auxiliar a prova do Teorema 3 estabeleceremos dois lemas preliminares.
Intuitivamente é claro que se Tj e y'(Tp) sao devidamente grandes, entdo, quando
t decresce de Ty encontrara um ponto 7' tal que y(7) = 0. Este pensamento,
ligeiramente modificado, é incorporado no préximo lema.

Lema 3.1 Nas hipéteses do Teorema 3, seja y(t,v) solu¢do do problema (P,). Su-
ponhamos que M > 0 em (1.23) e que para algum s > Tg vale

_y(s)
y'(s)

+Iny'(s) >In M + 1.

Entao, T(y) > —oc.

De fato, segue da equacao diferencial
y'(t) +e ' fly) =0
e da condigao (1.23) que
y'(t) < Me™, para t<s.

Integrando podemos escrever

y'(s)—y(t) < M/ e Vdv
t
—Me™ |t

= —M(e®—e").
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Multipliclando por —1 obtemos

y'(t)

(AVARAY
QQ\
V2
|
3
|

Integrando novamente, chegamos a

y(s) —y(t)

Y,
e\m
—
Q\
Py
VA
~—
|

<
[
<
N~—"
ISH
<

=
> (s—1)y'(s) — Me™".
Em suma, obtemos a desigualdade
y(s) —y(t) > (s —t)y'(s) — Me™", para t<s. (1.24)

Sendo esta ultima valida em qualquer intervalo [T”;s] no qual y > 0. Além disso,
segue desta que se existir t* < s tal que

(s — ")y (s) — Me™" > y(s) (1.25)

entdo T'(y) > —oo e, mais ainda, teremos t* < T'(vy) < Tp. De fato, pela desigualdade
(1.24) a existéncia de um tal ¢t* acarretaria em

y(s) < (s =)y (s) = Me™ < y(s) —y(t")

donde segue que y(t*) < 0. Sendo assim, teremos y(t*) < 0 < y(7p) e, pelo Teorema
do Valor Intermediério, existira T'(7y), com t* < T'(y) < Ty tal que y(T'(v)) = 0.

Do argumento anterior, para completar a prova do Lema 3.1 basta garantir
a existéncia de t* < s satisfazendo (1.25). Para encontrar ¢*, usaremos algumas
técnicas elementares de calculo. Primeiro, definimos a funcao, para s fixado,

P(t) = (s —t)y(s) — Me™ para t<s.

Observe que uma boa escolha para t* ¢ dado pelo ponto de maximo de v, ja que
estamos querendo ¥ (t*) > y(s). Ora, ¢¥'(t) = —y/(s) + Me " logo ¢'(t) = 0 se, e
somente se, t = In M —Iny/(s). Como ¢"(t) = —Me™" < 0 para todo t < s, temos
In M —Iny'(s) como ponto de maximo global de 1 desde que este seja menor que s,
isto é, esse ponto deve pertencer, obviamente, ao dominio de . De sorte, usando a
hip6tese do Lema 3.1, temos

In M —Iny/(s) < s — (1 + y(5)> <s,
y'(s)
logo temos o ponto de maximo para ).
Finalmente, vejamos que tomando t* = In M — Iny/(s) temos a condigao (1.25)
satisfeita. De fato, substituindo este valor de t* em (1.25) obtemos diretamente

(s —InM+1Iny'(s)y'(s) —y'(s) > y(s)
ou, equivalentemente,
y(s)
y'(s)
o que representa a hipétese do Lema 3.1.
O proéximo lema fornece uma cota inferior para 7'(7y).

+Iny'(s) >In M +1
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Lema 3.2 Sejam M > 0, s e y(t,y) como no Lema 3.1. Entao

Se M =0 em (1.23), s > Ty pode ser tomado arbitrdrio e o termo —1 pode ser
omitido.

A ultima observagao do Lema 3.2 é mais simples e a faremos primeiro. Se M = 0
em (1.23) temos f(u) ndo-negativa, e pela equacao diferencial y”(t) + f(y)e ™ = 0,
obtemos diretamente y”(t) < 0 para todo ¢ < s. Portanto, temos y’ decrescente e,
pelo Teorema do Valor Médio, existe ty € (T'(y), s) tal que

y(s) —y(T(7)) = y'(to) (s = T(7)) -

Usando a monoticidade de 3’ temos 3/'(ty) > v'(s). Uma vez que y(7T'(y)) = 0,
substituindo y/(to) por ¥/(s) e isolando T'(y) na desigualdade obtida chegamos a

y(s)
y'(s)

T(y)>s—

o que conclui o caso em que M = 0.
Procedemos assumindo que M > 0.
Nosso critério (1.25) para a existéncia de T'(7y) pode ser reescrito como

y(s) Me™
y(s) (s

s—1t—

sendo satisfeito para t < s.
Usamos, novamente, técnicas elementares de calculo para estudar crescimento
do lado esquerdo da desigualdade acima. Anélogo ao Lema 3.1, definimos, para s

fixado,

=S — _y(s)_M_e*t ara
p(t) =s—1 7o 7 P teR.

Verificamos que ¢/(t) = —1 + % e dai ¢'(t) = —% < 0. Note que ¢'(t) = 0 se,
e somente se, t = t*, logo ¢ atinge o maximo em ¢t* = In M — Iny/(s). Este maximo
¢ ainda positivo; para ver isso analize ¢ em t* e use a hipotese do Lema 3.1 que
obviamente estamos assumindo também. Além disso, temos ¢'(t) < 0 para t > t*.
Logo, ¢ ¢ decrescente para t > t*. Note que, pela hipotese do Lema 3.1,

_y(s)
y'(s)

+Iny'(s) >In M +1

o que implica em

s — yls) _ 1>InM —1Iny'(s).

Y (s)
Logo se, t' = s — % — 1, temos ' > t*. Apesar disso, afirmamos que ¢(t') é ainda
positivo. De fato,
Me™" Me™"
S)=1———>1——— =0
y'(s) y'(s)
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Sendo assim, o critério (1.25) é satisfeito para t’, e portanto, usando o Teorema do
Valor Intermediéario, como no Lema 3.1, temos

o que prova o Lema 3.2.

Tendo estabelecido estes dois lemas preliminares, retornamos a prova do Teorema
3. Como ja discutimos o caso yy = 0, voltamos nossa atengao para yo > 0. A idéia
para provar a existéncia de T'(vy) é verificar que a hipotese do Lema 3.1 ¢é satisfeita
para t = Ty. Fazendo s = Ty, na hipoétese do Lema 3.1, buscaremos uma estimativa
para a seguite expressao

y(To)
J =Ty +Iny(Ty) — : 1.26
‘ ( 0) y/<T0) ( )
Temos, pelo Corolario 2.4 que
g\
y'(t) > (et‘g(” + T) .
Donde segue, evidenciando e¢!~9(") no lado direito e multiplicando por e?,
9 () o
6ty/(t) > 9 (1 + Teg(v)—t> )
Portanto, fazendo t = Ty e aplicando logaritmo, podemos escrever
: 9 g
Ty + Iny/(Ty) > g(v) — In(1 + Tem)— 0. (1.27)

Para estimar o termo restante do lado direito de (1.26) usamos, mais uma vez, a
cota inferior para y'(¢) dada pelo Corolario 2.4 donde obtemos

_ y(To) S y(To) = _y(To)eTo_g(y) _ ZJ(TO)QI(”Y).
y'(To) ~ (eTofg(w) n g’(w)>* 2

2

Usando a segunda estimativa para y(¢) dada pela Proposigdo 2 podemos melhorar
a desigualdade acima para

o y(TO) . eTO—g(fy) . g,(f}/) . n gl(y) 6g('y)—TO
y@ = Y 7 (7 g % )
= —y(Ty)eP90) — %(7) +In(1+ #69(7)_%). (1.28)

Combinando (1.27) e (1.28) obtemos

— y(Tp)eTo=90, (1.29)
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Finalmente, usando agora o Corolario 2.1 para t = Tj, segue-se que

1 ! 1
T, < o) + glon)] + 10 L0 1 (1 - oo

O que fornece

/ 1 _
cTo—9(v) < e%[9(7)+g(y0)}+lng§” —ln(l—EQ[g(y(’) m”)—g(v)

_ g’(;)e;[g(yo)—g(v)] (1 _ e;[g@o)—g(vﬂ)_l : (1.30)

Sendo assim, substituindo a estimativa acima em (1.29), temos

-1

J = g(v)— 9 0) _ yT)g() e3l9(wo)—9()] (1 — e%[g(yo)—g(q)o
> 5 5
— gy - 20) _ uT)gE) (eé[gmfg(yon _ 1) -
2 2

A estimativa acima, com a notacao de (1.1), equivale a J > h(y).

Isto completa a prova do Teorema 3 no tocante a existéncia de T'(y); se M =0
tal existéncia é automatica, e se M > 0 a condi¢ao h(y) > In M + 1 assegura que
J > h(y) > In M + 1 e, portanto, a hipotese do Lema 3.1 é satisfeita com s = Tj.

Para completar a prova do Teorema 3, necessitamos garantir que

/
T(7) > h(y) + 1n@ ~1
Pelo Lema 3.2, com s = Tj, temos
y(1o)
T(v)>1Ty— — 1. 1.31
() > T~ S0 (1.31)

Onde o termo —1 acima pode ser omitido se M = 0. De (1.28), obtemos

y(To) To—g(v) _ 79’ () 9 gn-m
_ IV o9 _ I 1 4 A pe(n)=Toy
0T T = y(To)e 5 T n(l+ 5 © )

Usando a propriedade, Inab = Ina + In b, para a e b positivos, temos

y(To) 79'(7) Ty— 9 () 2 -
Th — > — —y(Tp)e™ 9 I Z=H pn (1 4+ ——P790) )
0 T > 9(7) y(To) 5 70

Assim, usando a estimativa para ¢’~90) dada em (1.30) e desprezando o tltimo
termo na desigualdade acima, podemos escrever

y(TO) 79/ /7) y(TO)g/('Y) l[ ( )7 ( )} l[ ( )7 ( )] —1 g/(,y)
0— > g(y) - — ezl9(o)—g(v (1_629310 g(y +1n
y'(1o) 2 2 5
= 9(v) - 79/27) — y(TO)ZgI(V) <e%[g<v>—g<yon _ 1) o g’(;)
/
- h(7)+1ng(27)_
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Substituindo esta tltima estimativa em (1.31) obtemos

-1

7(3) > hy) + 1 L0

completando a prova do Teorema 3 m

O proximo resultado apresenta-se como um simples arranjo do que foi discutido
na demonstragao do Teorema 3. No entanto, seu significado é profundo e de grande
importancia, de fato, este assegura a existéncia do tao procurado ground states que
configura um dos objetivos deste capitulo. Diante de sua inegével importancia,
daremos a ele o status de teorema.

Teorema 4 Suponha que f satisfaz as hipoteses (Hy), (Hz) e (Hs). Se existe um
valor v > max {yo, (} satisfazendo (1.3) entao o problema (P;) tem uma solu¢ao u
em R? com u < 7.

Demonstracao: De fato, pelo Teorema 2 para que o problema (P;) tenha uma
solugdo em R? basta que exista v talque T'(y) > —oo, ou seja, S # (. Se M = 0,
pelo Lema 3.2, temos que

y(s)

y'(s)

e, além disso, s > Ty pode ser tomado arbitrario. Em particular, tomando s = Tj,
temos 7T'(y) finito pela desigualdade acima. Por outro lado, se M > 0 vimos que a
hipotese h(y) > In M + 1 acarreta em J > h(vy) > In M + 1, e portanto, a hipotese
do Lema 3.1 esta garantida com s = Tj. Logo, temos T'(y) > —oo como desejado.
[

T(y)>s—

Um critério menos preciso; porém, mais simples e pratico para existéncia de
ground states pode ser obtido assegurando que (1.3) é assintoticamente satisfeita.
Isso pode ser feito fazendo h(u) assumir valores suficientemente grandes para u
grande. Assim, temos o seguinte corolario do Teorema 4.

Corolario 2.6 Suponha que f satisfaz as hipdteses (Hy), (Hs) e (Hs). Se

lim sup {g(u) - M} > In M + 1. (1.32)

U—00 2
Entao o problema (Py) tem uma solu¢io u em R?.

Demonstracao: Com efeito. E claro que se

) = { ) - “2

¢ satisfeito o critério do Corolério 2.6 implica que a condigao (1.3) ¢ valida. Dessa
forma, tudo que temos que fazer é assegurar a desigualdade acima. Ora, sendo

h(u) = g(u) — uy’2(u) _ yog;(u) [ew B 1] -1
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basta mostrar que a tultima parcela do lado direito da expressao acima é nao-negativa

para u grande. Como
9(u)—g(yo)

e 2 —1>-1

temos .
9(u)—g(yg) -
[e PR 1} < —1

o que obriga

!
onZ(U) >0,

>

! (w)=g(v0) -1
Yoy (1) [eg - 1] para u > Y.

2

]
Para enfatizar o alcance destes resultados daremos a seguir alguns exemplos.

Exemplo: Se f(u) =e“" ™" com 0 < r < q.
Neste caso temos g(u) = In f(u) = u? + u" e claramente ¢'(u) = qu?' + ru"L.

Sendo assim,
_ M — 4 M r—q(1_ "
g(u) 5 U ( 2 +u (1 2) .

Logo, lembrando que r < ¢, temos que o ultimo termo no paréntese do lado direito
da igualdade acima tende a zero quando u tende a +o00, e portanto o valor de

)

lim sup {g(u) -

UuU—00

¢ igual a 400 ou —oo conforme (2 — ¢q) > 0 ou (2 — ¢q) < 0 respectivamente. Disso,
concluimos que o critério (1.32) do Corolario 2.6 ¢ satisfeito para ¢ < 2 mas nao
para g > 2. ©

O caso que g(u) comporta-se como u? quando u — oo pode ainda ser investigado
como vemos nos exemplos seguintes.

Exemplo: Se f(u) = ue®’.

1
Neste caso g(u) = u? + Inu, e portanto, ¢’(u) = 2u + —. Sendo assim,
u

Logo o critério (1.32) do Corolario 2.6 é claramente satisfeito. ¢

Exemplo: Se f(u) = e*"*?.
Neste caso g(u) = u® + b e obviamente ¢'(u) = 2u. Isso fornece,

logo o critério (1.32) do Corolario 2.6 é claramente satisfeito se b > In M + 1. ©
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Exemplo: Se f(u) = Mue®, com A >0el<6<2.

1
Temos g(u) = u’ + In \u e, portanto, ¢'(u) = u’~! + =. Sendo assim,
u

g(u) — 2 _ ((1 - g)ua +Indu— %)

0
Logo, observando que 1 < # < 2 implica em 1 — 5 > 0, temos que o critério (1.32)

do Corolario 2.6 é claramente satisfeito. ¢

1.5 O grafico de y(t) quando ~ é grande

Se o valor do limite lim; . y(t) = = é suficientemente grande a solucdo do
problema ( P;) adquire uma aspecto notavel. Descreveremos este aspecto brevemente
nesta se¢ao e mostraremos como ele pode ser usado para obter melhores cotas para
To.

Por simplicidade, comegaremos um caso em que se pode exibir a solugao; a saber,
g(y) = ay, a > 0. Neste caso, como ¢é de facil verificagao, a solu¢do é dada por

2 a oo
yt,y) = 7—51ﬂ(1+§€7 )]

9 1
= 7+ [t —T,+1In <—1 - %etm)]
g ()

onde T, = g() + In S = +In g. Disto vemos claramente que

se t>1T,,
t,y) = 2
y(t,7) y+=t—=T,) se t<T,
a

desde que tenhamos |t — 7T,| ndo muito pequeno. Veja a Figura seguinte. Temos

ainda e )
/ ea - ( t—a ay~
A
y ( ) (1 _'_ %ea’yft) 2

assim, y'(t) = o(1) se |t —a~y| é grande e t > a~y. Por outro lado, se |t —ay| é grande
e t < ary escrevendo y'(t) como

2(2 !
y(t) = —<—et‘”+1)
a\a
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y(ty)

Figura 1.3: Gréfico da solugao y(t,7).

2
donde vemos que y'(t) = — + o(1).
a
Portanto, “chutando” de t = oo, a solugao comeca aproximadamente como uma
reta horizontal e é “refletida” pela curva

F={{t,u) [ t=guw)}

t
a qual, neste caso, é representada pela reta A(t) = —. Depois de refletida, e passado
a

pela zona de transincao ao redor de T, esta volta a ser aproximadamente uma reta
cuja inclinagao 6 com respeito ao eixo-t é tal que

tan 6 = 2 =2N(¢).

Logo, a inclinacgao do grafico da solucao é duas vezes a inclinagao da curva I'. Gros-

seiramente falando; isto ilustra o modelo geral segundo o qual os raios de incidéncia
e reflexao tem mesma inclingao da tangente a I' no ponto de incidéncia.

O caso especial em que g(u) = u? merece algum comentério. Se o modelo de
reflexao fosse esbocado, as solu¢oes comecgariam horizontalmente em ¢t = oo e seriam
todas refletidas no vértice (0,0) da parabola A\* = ¢, em vez de refletirem todas no
foco como na reflexao optica. Na realidade, como vemos pelo Teorema 3, T'(+y) neste
caso cresce logaritmamente quando v — 0o. Os caso em que g(u) = u™ com m > 2
parece levar a multiplas reflexdes de solugoes antes de chegar ao eixo-t.

Agora esbocamos uma estratégia para justificar estas observagoes. Por simplici-
dade, voltamos nossa atengao para o caso em que yo = 0 e para casos similares a
g(u) = u™ para 1 < m < 2. Especificamente, suporemos sobre g, além das hipo-
teses, (A1) e (A2),

/
(A3) g(u) — %w) > ( para todo u > 0,

(Ay) g € C3([0,00)) e existem constantes nao nulas K, tais que

(p+1)
lim S ) (u)

A () = K,, para p=0,1,2.
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Onde ¢ denota a p—ésima derivada de g.
A estratégia consite em escolher um ponto 77, abaixo da zona de transincao

T. = g(v) +1n gl(;)

, no qual:

(1) ¥/ (T1) pode ser exibido, por meio dos Corolarios 2.4 e 2.5, e podemos ver que

esta proximo de —,

g'(7)

(77) Poderemos mostrar, por meio da Proposigao 2, que t — g(y) é suficientemente
grande.

A segunda exigéncia assegurara que y” é pequeno e ¢y’ nao muda muito para valores
de t abaixo de T;. Junto com uma estimativa para y em t = T}, esta estratégia nos
permitira obter uma estimativa para Tj.

Assim, seja

Ty =g(7) +In? (27) —4(7)
onde () > 0. Suporemos ainda
(D) lim 6(y) = o0
y—0o0

(D2) 82(7) = o(g()) quando 7 - .

Comegamos estimando y e g(y) em t = T}, em seguida estimamos 3’ (7} ) e finalmente
y/ c1m [To,Tl].
No que se segue estaremos supondo ¢ nas hipoteses (A;), (Az), (As) e (Aa).

Afirmagao 1 Se y(t) € solu¢ao do problema (P3). Entdo

. 26(7) i 0(52(’Y>)’

g (v) g(y)

y(Ty) = v — 00, (1.33)

e também

52(7)), = 0. (1.34)

9(7)
Prova.Fazendo t = T} na segunda desigualdade dada pela Proposicao 2 obtemos

g(y(T1)) = g(v) — 25() + O(

y(T1) v = g’(zfy) In (1 + @69/(7)_7&)
= — L n 65(7)
T m tn (1+¢77)
5
ST 29’((77)) - 9’(2v) I (1+¢70)
_20) 2 s
=0 70 T am)
675(7)
= 2;((3)) +O(2g,(7) )- (1.35)



O grafico de y(t) quando ~y é grande CAPITULO 1

Sendo estas desigualdades validas para 7 suficientemente grande. Por outro lado,
usando a primeira desigualdade dada pela Proposi¢ao 2 em ¢ = T}, obtemos

g(y(M)) > g(v) =2 (1+7)
= g(v) —26(y) —2In (1 + 6_5(7))
> g(y) —26(y) —2¢7°0)
= g(y) —20(7) + O(e°™) (1.36)

para v grande. Note que usamos na segunda desigualdade acima o fato de que
In(1 + z) < z, para z > 0. Por hipotese, g é uma fungao crescente. Logo, usando
(1.35) juntamente com a formula de Taylor com resto de Lagrange temos

e
sm)) < oS0 00
)

3(v)
= g(7)+g’(v)< 2;((7) 0% e ))
S [ 260) 27D

( g o ))

2! (7) g
0*(7)
= g(y)—20(v)+ O 1.37
(7) —26(7) + O( p 7)) (1.37)
Note que fizemos acima um forte uso da hipotese (A4). Analogamente, aplicando

g~ em (1.36) obtemos

y(T) > g ' (g(7) = 26(7) + O(e™°0))

_ 1 _ o9 (97HP(g) _ o0 2
= s (=200 + 0 )+ LTI () 4 o)
~26(v) 6%(7)
7w +O(9’(7))' (1.38)

Observemos, como anterior, que utilizamos a hipotese (A;). Além disso, usamos

) (5
aqui o fato de que (¢g~")@(g) = —% onde 4 é tnico ponto em que g(%) = g.
gy
Agora, combinado (1.35) e (1.38) temos as desigualdades
26 & 26 2¢700)
N /('7) —|—O( /(’7)) <y(T)) < /(7) ( / )
g() g() g() g()
%2¢ —5(7) 52
Notando que ——— é da mesma que /(7) temos (1.33).
g() 7)

Finalmente, combinando (1.36) e (1.37) temos as desigualdades

9(7) = 26(7) + O(e™°) < g(y(T1)) < g(v) — 20(y) + 0(?7))

as quais fornecem (1.34). n
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Afirmagao 2 Suponha que y(t) € solu¢iao do problema (Ps). Entao

o2 1
V)= e T )

Prova.Fazendo t = T} no Corolario 2.4, temos

) 1
/ T > 1 —
)= g’(v)( 1+ @egm‘ﬁ)

B 2 1 1
g0 1+ €00
9 S

g'(7) 14 e

- g’(Qv) (1 + elém) - (1.40)

Por outro lado, usando o Corolério 2.5 temos analogamente

{1+O( )], 7y — 00. (1.39)

2 L
/T <
y(h) < g (7)1 +e90)

(1.41)

onde 2
. [%{i 1n(1+e5<7))} supg”(ﬁ)}

g'(v)

I —

e £ satisfaz, em virtude da Afirmacao 1,

~ 46(v) cE<n
g (") '

Portanto, pela hipotese (Ay),

I = e{o(é.q(w) )} =1 4 0(52(7))

Logo, combinando (1.40), (1.41) e a estimativa acima temos

2 1 , 2 1 6%(7)
g () (1 + 6“5(”)) sy < g'(7) (1 +e90) (1 +0( 9(7) ))

donde segue-se (1.39). u

Proposicao 3 Se y(t) é solug¢ao do problema (Ps) entdo, para Ty <t < T,

0%(v)
9(7)

vg'(v)

[1 +O( )+ 0(6_5(7))] + O(ve 90) + O(ye™)  (1.42)

uniformemente com respeito a t.
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Demonstragao: Integrando a equacao do problema (P3) sobre (¢,7}) obtemos

T
S (1) = o (T1) + / o0(s)=s g (1.43)
t
Usando o Corolario 2.2 temos

gly) —t < {g(y) ~ @} - {9(7) — 79/2(7)} Y

E claro que ¢"(r) = g"(r) > 0, logo ¢ é uma funcdo convexa. Sendo assim, afirma-
mamos que

Dy (14

Y(y) < max {¢(yo), ¥(y)}, te [T, T,

onde estamos denotando yo = y(71p), y1 = y(11) e y em vez de y(t). De fato, pela
continuidade da fun¢do y quando t percorre o intervalo [Ty, T}] sua imagem y(t)
percorre o intervalo [y, 71]. Sendo 1 convexa seu grafico permanece abaixo da reta
que passa por ¥ (y) e ¥(y1). Analiticamente, para t € [Ty, T1], temos

U(y) < v(yo) + M(y — o)
Y1 — Yo
e também
bly) < dlw) + W(y ).

Se ocorre ¥ (yo) > ¥(y1) a segunda parcela no lado direito da primeira desigualdade
acima é nao positivo, pois y é crescente e ¥ (y1) — ¥ (yo) < 0. Portanto, ¥(y) < ¥ (yo).
Se, ao contrario, ocorre ¥(y;) > ¥(yp), um raciocinio analogo sobre a segunda
desigualdade acima leva a 1(y) < ¢ (y;). Assim, concluimos a afirmagao.

Segue da discussao acima e da definigdo de ¢ em (1.44) que

9(y) —t <max {Y(yo), ¥(y1)} - (1.45)

Agora, como

$((T) = 9(0) = 50) - ot - 22} - T,

Usando os valores de y(71) e g(y(11)) dados pela Afirmagéo 1,

b(y(Ty) = {g@,m)) . M} _ { o) — w(v)} LI

2 2 2
_ st I )y g0 4,90
= O T [O(g(v) )}
YR ) BNV ) *(v)
= —4(vy) -1 5 +O(g(7) )+ O( - ).
. g0 [0 0’1 .
Note q1,le usamos acima o fato de que 5 [O( 70 )} O( S ) visto que
ylggo 7;]((7? = Kj pela hipotese (A4). Assim, para g(7y) suficientemente grande,

as estimativas acima em conjunto com (1.45) fornecem
79'(7)
{~0 - 22 s},
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Aplicando exponencial a desigualdade acima e depois integrando; segue para t €

[T07T1]7
T T ’
/ g < 2 / lmax{e—(gw)—“é”),e6<v)}d5
t 9(7) t
< ,2 max {e(g(”)w;m),e_a(w} (T1 — To).
9'(7)

Usando o Teorema 3 e a hipotese (A3) temos

')

/
+ln92 q )

> In .
2

1> (- 242)

/
Logo, T — Ty < T} — In @ =g(v) — d(7) < g(v). Consequentemente,

T ’
=5 < 2 max d e (00=242) —sn L ooy
’ AC) ’ o

Pela hipotese (A4) vemos que lim 907) = . Além disso, lembrando que

1 ey () Ko
max {a, b} = 3 {a + b+ |a — b|} obtemos

Ty /
/ eIW()=s Js — O(ye_ (9(7)—”2”))) + 0(76—5@))‘
t

Levando esta tltima estimativa a (1.43) e substituindo o valor para y'(7}) dado pela
Afirmagao 2 obtemos

52 v9' (v
YO = Geey L0l +o0e ) Loge )
_ 2 1 5%(7)
oLk ”<1+eé<7>>] [”O(m) )}

2
g (7)

907)

concluindo a demonstracao. m
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Capitulo 2

Existéncia de Solucoes Radiais para
Equacoes Elipticas com Crescimento
Critico em R?

Neste capitulo, estamos interessados em estudar a existéncia de solugoes radiais
na bola unitaria centrada na origem para o problema de Dirichlet

—Au = f(z,u) em Q CR?

(@) u=20 sobre  0f),

onde a nao linearidade f tem crescimento critico num sentido a ser especificado
adiante. A técnica utilizada aqui segue as linhas daquela usada no Capitulo 1, ou
seja, usaremos ainda o shooting method que, como vimos, mostrou-se eficiente para
uma classe consideravel de nao linearidades f.

2.1 Crescimento Critico e Solubilidade

Equagoes elipticas envolvendo nao linearidades com crescimento critico tém sido
muito estudadas nos tltimos anos.

Lembramos que uma nao linearidade f, em uma equacao eliptica sobre um domi-
nio limitado Q € RY, com N > 3,

—Au = f(xr,u) em QCcRY

(2.1)
u=>0 sobre 012,
tem crescimento critico se 1)
r
lim 0,
|r|—o0 |7’ -1 7&
e, analogamente, f tem crescimento subcritico, se
r
lim L*) =0,
|r|—o0 |7“ -1
onde 2* = % ¢ o expoente critico de Sobolev para a imersao H(Q)) C L* ().

Tendo em vista que nao utilizaremos métodos variacionais, nao entraremos em de-
* , . .
talhes sobre os espagos H'(Q2) e L?"(2), porém o leitor curioso pode encontrar um
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Crescimento Critico e Solubilidade CAPITULO 2

grande nimero de resultados envolvendo estes espagos bem como suas imersoes na
literatura atual. Veja por exemplo [9].

Criticalidade e subcriticalidade sao pecas chaves na andlise da solubilidade da
equacao (2.1). No caso em que f tem crescimento subcritico e satisfaz algumas
hipoteses adicionais prova-se, por meio de argumento variacionais classicos, que esta
tem uma solucdo. Quando f(r) = |r|P~?r com p nimero real proximo de 2* e
“suave”, usando a identidade dada pelo Teorema 21 Apéndice A, conhecida como
Identidade de Pohozaev, mostra-se que a solubilidade é perdida.

Em um importante e inspirador ensaio, Brezis e Niremberg [10] mostraram que
para N > 4 tal solugdo é garantida para f(r) = M + |r|> ~2r. Mais precisamente,
denotando por A; o primeiro autovalor do problema de Dirichlet —Au = 0, ujpq =
0 em H}(), temos uma solugao positiva para 0 < A < ;. Ja para A < 0, a
solubilidade é perdida. No caso em que N = 3, a situacao é mais delicada, mas
considerando 2 como a bola centrada na origem e raio 1, B;(0), ainda temos uma
solucao para ’\4—1 < A < )Xo, onde Ay denota o segundo autovalor do problema de
Dirichlet —Au = 0, upo = 0 em H;(£2). No entanto, para 0 < A < ’\4—1 a solubilidade
é novamente perdida.

O estudo feito neste capitulo descreve um fenémeno similar ao citado acima
para a equacao em R2  Mais precisamente, consideramos nao linearidades com
crescimento critico e estaremos interessados em condigoes sobre um “termo de menor
ordem” que garantam existéncia ou nao existéncia de solugoes radiais positivas na
bola B;(0) para o problema (Q1).

Em dimensao N = 2, como ja observamos no Capitulo 1, o tratamento ¢é dife-
rente. Crescimento critico nao é mais motivado por imersoes de Sobolev, mas pela
desigualdade de Trudinger-Moser, a qual afirma que para o < 47w

sup /Qecm2 < c(a) < e(4n). (2.2)

u <1
lull <

Motivado por (2.2), diremos que uma nao linearidade f em uma equagao do tipo
(2.1), com N = 2, tem crescimento critico, se existe oy > 0 tal que

. f(r) { +o0o se a < ap,
lim — =
0 se o> qg.

E analogamente, f tem crescimento subcritico se

=0, paratodo a>0.

Como no caso em que N > 3 a equacao (2.1), com N = 2, tem solu¢do se a nao
linearidade f tem crescimento subcritico e satisfaz algumas condi¢oes adicionais.
Para mais detalhes sobre este fato veja [12]|. Se a nao linearidade f tem crescimento
critico, trocamos o problema (Q);) pelo seguinte

2

—Au = h(u)e™  em Q C R?

(@) u=20 sobre 02,

. . 2 . . h
onde i € um termo de menor ordem com respeito a e*”, ou seja, lim;|— o0 i—
e

36



Crescimento Critico e Solubilidade CAPITULO 2

Estamos interessados em determinar a linha de divisao para a solubilidade e
respectivamente a nao solubilidade do problema (Q)2) em termos do crescimento
assintotico do termo de menor ordem h. Veremos aqui que o crescimento que garante
a tal solubilidade é o crescimento critico de h. Mais precisamente, mostraremos que
tomando Q = By (0) existird uma constante K, > 0 tal que se

K
h(r)=—, para r>r >0, e K <K
r

e h satisfaz algumas condigoes em torno do zero, entao (()2) nao tem solugao radial.
Observamos que pelo Teorema 12 do Apéndice A, qualquer solugao positiva de (Q)2)
sobre Bj(0) é necessariamente radial. Isto implica que nao existe solu¢ao positiva
sob estas hipoteses.

2.2 Transformacoes e Shooting Method

Retringindo-nos a bola Q = B;(0) e considerando apenas solugdes radiais pode-
mos, como no Capitulo 1, reduzir o problema (@) & seguinte equagao radial

urr+&+f(u):0, com 0<r<l1
r

W'(0) =0, wu(l)=0. (23)

Seguindo os mesmos passos adotados no Capitulo 1, podemos ainda transformar
a equagao acima em uma outra definida sobre a semi-reta (2In2,00) por meio da
substitui¢ao
t= —21ng7 y(t) = u(r).

Assim, temos a seguinte equacao

—"(t) = f(y)e™", se t>2In2

y(2In2) =0, y'(c0) =0. (2.4)

Aqui, como no capitulo anterior, estamos denotando lim, ., ¢'(t) = 3'(c0). Note
que a equacao em (2.4) é aquela que estudamos no Capitulo 1, veja (P3), e sobre a
qual obtivemos alguns resultados. Em particular, provamos a existéncia de solugoes
positivas em todo R?, desde que f satisfaga as hipoteses (Hy), (Hs) e (Hz) e que a
desigualdade /

lim sup {g(u) - L(u)} >InM+1 (2.5)

U—00 2

seja garantida. Lembre-se que estamos denotando
gu)=Inf(u) e —M =inf{f(u);u>0}.

Note que, para o caso em que f tem crescimento critico do tipo considerado em

(Q2), temos
g(u) = au® + Inh(u).
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Se tomarmos h(u) = u~®, para u grande, vemos que o critério (2.5) acima ¢ satisfeito

desde que a < 0. De fato; neste caso,

{g(u) _ “9'2(“)} - (m _ %) |

Usando que a < 0 temos limsup,,_, {—a(lnu — %)} = 400 e portanto segue-se que
o critério (2.5) ¢é satisfeito.

Neste capitulo discutiremos o caso em que h(u) = v~ a > 0 para u grande.
Ou seja, g(u) = u* — alnu, para u suficientemente grande. Note que estamos nos
restringindo aqui ao caso em que o = 1 no problema (Q)2). Veremos a seguir que
este fato nao constitui perda de generalidade. Com mais precisao, neste capitulo,
estudaremos a equagao

—y = evitinh@W)—=t 5 21n 2

y(2In2) =0, ¢'(c0)=0. (26)

com as seguintes hipoteses:

A funcao h : R — R é de classe C? e existem constantes ;1 > 0 e um o > 0 tais
que para algumas constantes k > 0e K >0

K
(B1) h(r)=—, parar >r11,a>0
/’na
(By) 0 < h(r) < kr'to para 0 <r <rj.

Veremos que a solubilidade da equagao (2.6) depende do pardmetro a > 0 em
h(u). Para provar os principais resultados deste capitulo, utilizaremos, como no
capitulo anterior, o shooting method, com o auxilio do problema de “valor inicial”

_y// _ €y2+ln h(y)—t
o (2.7

y(oo) =7, y(00) =0.
Analizaremos a dependéncia de lim,_,o, T'(y) com relagdo ao expoente a > 0 em
h(u), onde T'(7) representa o primeiro zero, partindo de +oo, da solugao y(t,v) do
problema acima. Note que o problema de valor inicial (2.7) apresenta-se como um
caso particular do problema (P,) do Capitulo 1. Em particular, valem para (2.7) os
resultados estabelecidos pelo Teorema 1.

Finalmente verificamos agora que ao tomarmos a = 1 em (()2) para formulacao
do problema (2.6) ndo houve perda de generalidade. De fato, se g(u) = In f(u) é da
forma g(u) = au?® + In h(u) fazendo a mudanga

y(t) = Vau(r), t= —2111%

temos
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') | 2yt
Upyp = .
7"2\/5 7“2\/5

Usando a equagao radial (2.3) temos

Upp + 7 = —f(’lL)

Em seguida, substituindo os valores acima nesta equacao e tendo em mente que

2 .
L- = e™!, obtemos diretamente

—y = \/Ef(%)e‘t- (2.8)

Sendo g(u) = In f(u) com g(u) = au® + In h(u) temos

Vaf(

Bl

) = Vac's
Va

Substituindo este tltimo valor em (2.8) obtemos a equagao
g = i (VA . (2.9)

Por outro lado, se h satistaz as hipoteses (Bj) e (Bsy), definindo H(r) = \/Eh(\/ia)
teremos

H(r)= K, para r>+ar, a>0

0< H(r) < kyar't®, para 0<r < ar.

Portanto, as hipoteses (B;) e (Bs) serao satisfeitas para H trocando-se K e k por
@K e k+/a respectivamente. Agora usando H em (2.9), teremos a equagao

_y/l _ €y2+ln H(y)—t

o que corresponde a equacao do problema (2.6).

2.3 Estimativas

Comecamos esta se¢ao com algumas estimativas referentes a solu¢ao do problema
(P;) do Capitulo 1. Denotaremos 77 = Ti(7y) o tnico valor de ¢ para o qual a
solucdo y(t,7) do problema (P;), para v suficientemente grande, atingi o valor r;.
A existéncia e a unicidade de um tal 7} seguem do fato de que as solugoes de (Ps)
sao monoétonas crescentes e concavas. Note que

K
gr)=r*+In— ,a>0
r,aa
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satisfaz as hipoteses de (P3). De fato segue imediatamente da expressao de g(r) que
g édeclasse C?, ¢' >0eg”>0em (,/5,00).

Relembramos que as solugdes y(t,7) do problema (P3) tem a seguinte estrutura
particular: comegando de ¢t = oo, elas sao aproximadamente retas paralelas ao eixo

das abscissas com altura y(oco,~y) = v até chegar proximo ao ponto

9 (v)
5

Tc = g(7> +In

Em seguida mudam rapidamente de diregao e se aproximam novamente de retas mas
com inclinagao proxima a 2/¢'(7y).
Para obter uma boa estimativa para a inclinagao depois de T, “olhando do infi-

nito” definimos

/ /
T5 :Tc—5ln—g (27) =g(v) —4m Y (27>

/
Fazendo G(t) =1+ %weg(V)t provaremos o seguinte resultado:

~ K .
Proposigao 4 Suponha que g(r) = r*+1In —, coma >0, parar > ry. Entao, para
t > T5, a solugao y(t,~) de (Ps) satisfaz

In® G(t InG(t
o) - 2G(0) < (5(0) < 9 - 260+ 50 4 0(RED) 210
Demonstracao: Aplicando a inversa ¢! & primeira desigualdade dada pela Pro-
posicao 2 do Capitulo 1, secao 1.3 na pagina 12 e usando a monoticidade de g+
juntamente com a Foérmula de Taylor com Resto de Lagrange,

y(t) > g ' (9(7) —2InG(t))
_4In* G()

= 97 (9() + (7 (M) (=2 G@) + (97" (1) —;
= 7+ () (gM)(—2mG®)) + (g71)"(5)2In* G(t) (2.11)

onde g depende de 7 e t, e satisfaz

9(v) —2InG(t) < g < g(7).

Seja 4 o unico ponto em que g(7) = g. Note que a unicidade de 4 segue da monoti-
cidade estrita de g. Mais uma vez usando a monoticidade de g, se t e v sao tais que
g(r1) < g(y) —2InG(t) < g temos 7 > ry.

Agora voltamos nossa atencao para o “resto de Lagrange” dado pelo termo que
envolve a segunda derivada de g=' em (2.11). Como para todo r > r; temos
g '(g(r)) = r derivando duas vezes esta tltima igualdade com o auxflo da regra
da cadeia e em seguida fazendo r = v obtemos

(971)"(9) =~ 7). (2.12)
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2g(r)

Segue das expressoes de g(r) e ¢'(r) que ¢'(r) > se, e somente se, 7 > \/eKa.

Assim, obtemos

2g(r)

g(r) > para TZ\/EHI&X{K,K%}.

Portanto, temos a estimativa

[\

d(7) = 29

5 l9(7) = 2InG(1)] (2.13)

= o

Q=

desde que, claro, ¥ > /e max{K,K
expressao acima usamos a monoticidade de g mais uma vez. De fato, g(3) < ¢'(v)

2
— < —. Logo, ¢'(v) —2InG(t) < ¢g(7) fornece
g

}. Note que na segunda desigualdade da

implica ¥ < 7 ou equivalentemente

2 2(7
2l - 2ma() < 220,

Observando que G(t) decresce com t temos G(t) < G(T5), para t > T5. Logo,
para v suficientemente grande,

G(t) < G(Ts

2
gl

IA
2
ot
1
—_
+
~—~
—_
|
-
(S}
—_

< 29

onde na peniltima desigualdade usamos o fato de que 1 < 4° para v grande. Tendo
em mente que In2 < In~y, para v grande e aplicando logaritmo, obtemos a partir
das desigualdades acima

InG(t) <5lny+In2<6Iln~y.

Sendo assim, trocando In G(¢) por 61n~y em (2.13), segue que

2 K
JgA@) = 5 o8 +ln¥ —12Invy
24 4 2a)l 2In K
~ oo (24 + 2a) In~y L 2
Y Y
244 2a)In 1
= 2y - (244 2a)lny +0(=).
g v
Substituindo esta tltima estimativa em (2.12) obtemos
2+ 0(%
GG 2 - o)
370 [1 - U2ty o( 1))
1 (12+a)Invy 1 }
= —— |1+ ——F—+0()].
4y? { v (72)
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Levando esta tltima estimativa a equagao (2.11) temos

2InG@E) 1 (12+a)lny 1 2
ut) = v - - o 1 +0(5) | WG
B 2InG() W’G(t) In* G(t)
=70 23 +0( i ). (2.14)

Notemos agora que ¢'(7y) = 2y — 4 implica em
Y

r Y
g () 272 —a
-5l s)
27y 1—%
1 a 1 a 9~2
- |1+ = il y
2v<+272>+27( ok 1—2“2>
S R TS (2.15)
IS ANPAE v '

Substituindo esta tltima expressao em (2.14) obtemos ainda

1 1 In® G(t) In* G(t)
y(t) > v—2 lﬂ<1+g> +O($)} InG(t) — 23 +0( - )
_ lnC;(t) B alnG(t)2jy—31n G(t) +O(ln ﬁ(t)) (2.16)

Agora substituindo (2.15) na segunda desigualdade dada pela Proposigao 2 do Capi-
tulo 1, secao 1.3 na pagina 12 temos

y(t) < 7_2{%(1+i)+0(%)} InG(t)

272
_ . InG(t) alnG(t) InG(t)

Combinando (2.16) e (2.17) obtemos, para t > Tj,

InG(t) alnG(t) +In®G(t In? G(t InG(t) alnG(t InG(t
e GG oG, ), OO _ahGW) o ﬁ(g

Usando a desigualdade (2.17) em conjunto com a monoticidade de ¢(r) e notando
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que g(r) =7 +1In K — alnr podemos escrever

nG(1) a mG(t), )
g(y(t) < (v— m (1+2_72)+O( = )) LK
nG(t), a In G(t)
_ aln(’Y— TP 5 HO( ))
2 a In? G(t) In G(t)
= 172G+ o) = +O(F )+ kK
— alny+ alnfy(j(t) +O(ln§i(t))
_ ok _alnG(t) In® G(t) In G(t) In G(t)
= o 2mG =T T 0T O
< g(9) -2 G(t) + > g@ N O(lngf;(t)).

Juntando esta ultima estimativa com a primeira dada pela Proposigao 2 do Capitulo
1, segdo 1.3 na pagina 12 temos (2.10) o que conclui a Proposicao 4. m

O proximo resultado fornece importantes cotas inferiores e superiores para a
inclinagao y’ de uma solugao do problema (P3) quando ¢ percorre o intervalo [T}, T5].
Através destas cotas, poderemos observar que %/(t) esta razoavelmente proximo de

- em tal intervalo. Mais precisamente,
g™)
- , K )
Proposicao 5 Suponha que g(r) = r* +1In—, com a > 0, para r > 1. Entao, a
/r-(l
solugao y(t,~) de (Ps3) satisfaz
2 11 1 5 In? 5 2 2 In? 5

1
=+ -=+0(7)<yYt) < -+ :5+0 =
g v 293 (74) (®) v 293 (74)

para Ty <t < Ty, onde T} é o ponto tal que y(Ty) = ry.

Demonstragao: Como sabemos y/(t) = ftoo e9W) =5 (s aléem disso, pelas desi-
gualdades em (2.10) temos, para ¢t > T,

*G(t) - O(lnG(t))‘

g() —2mnG(t) =t < g(y(t)) —t < g(7) —2ImG(t) + " "

Logo, aplicando exponencial & esta ultima desigualdade e depois integrando sobre
(t,00) podemos escrever

t t

Podemos ainda simplificar as integrais acima por meio da mudanca de variavel

g,(fy) eg('y)—s‘

r = 9
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Notando que

/
Ltz e14 9D s _ Gs) e ds = ———e 900 *5dy
2 g (7)
obtemos
/ 2 /0 2in(r4s)
t) > — e~ 2m(1+2) 7.
y ( ) — g/(,y) g/g\/) eg('y)—t
e 0 2
Vi<~ 2 / e_mn(lﬂ)Jrln (;2“) +0(ln(i§’”))d:p.
g/(V) gl(;) eg(v)—t

Juntando e simplificando as desigualdades acima segue-se

/ / In2(14= In(14x
g é”eg(v)—t g gw) eg(M)—t <72+ ) 10( (W; )

2 1 , 2 e
70 / T+ =v= 505 / Trap
(2.19)

Agora, voltamos nossa atencao para o termo que aparece na exponencial do lado
direito da expressao acima. Estamos interessados em trocar este por um outro mais
conveniente. Temos,

n2( ) n T 2
e o(nye)y N In“(1 + x) +O(ln_”y)

7 7
Substituindo esta igualdade em (2.19) e observando que @eg(“’)_ﬂ” = (M)5,
podemos escrever

(g'(w))5 (9'(7))5 14Ol 9
2 2 1 , 2 2 +0(%)  In (1+x)
/ degy(Tfl)S / B 5 2 dx.
9 Jo (1+1) g Jo (I+2)? (L +x)
(2.20)
As integrais em (2.20) podem ser calculadas facilmente. Para z grande, temos
z 1 1 z
— = dr = —
| we T+l
B 1
B 1+2
— 1400
B z
e ainda, integrando por partes,
Z 1,42 2 z z
/ In (l+x)dx _ "1 +x) +2/ ln(l—l—x)dm
o (L+2) I+z) Jg Jo (I42)
1 2 z z z
_ In"(I1+2)° 2In(l +z) +2/ 1 e
Atz) [p  (A+2z) [p Jo (I+2)?
(1 +2)] 2In(l+a2)| 2 7
B (I4+2z) |, (A+z) |, (1+2)|,

In*(1+2) 2In(1+2) 2
= - = - +2
1+2 1+2 1+2z

2
_ 2+O(ln z)'
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Observando que

) == == )

temos que (#)75 ¢ da mesma ordem de 7% Portanto,

g’(w))s

(5 1+ O(ln—J) In*(1 + x) In~y 1 1 In?~
+ dr = 1+0(=) +0(=) + = (2 +
L s o)+ 06+ 50+ =)
2 In? v
= 1+ ? + O( -3 )
Usando as desigualdades em (2.20) temos
2 1 2 2 In? ~
14+ 0(=)) <y'(Ty) < 1+ =40 . 2.21
g’(7)< (75)) 4 g’(v)( 7 ( 7 ) .

Para estender esta estimativa ao intervalo [17, 75| procedemos como na Proposicao
3 do Capitulo 1, segdo 1.5 na pagina 32. Integrando a equacdo do problema (Ps)
sobre [t,T5], com T} <t < T5, temos

Ts
V(1) = o (Ts) + / (I3 s (2.22)

t
Usando a segunda desigualdade dada pela Proposicao 2, Capitulo 1, se¢ao 1.3 na

pagina 12, temos
: /
@(7 —y(t)) >In (1 n @egw)_v

ou, equivalentemente, usando a propriedade Inbd = Inb + Ind, para b,d > 0,

g () q(7) 1
T(/y_y(t)) Z 9(7) _t+ln( + eg/(,y)_t)'
Desta tltima obtemos ainda
gy yg'(y) q(v) 1
9(y) =t < gly) —9() + —— - 5=~ (5 + =)

Finalmente, usando a monoticidade do logaritmo, obtemos

o) o< {a) - T2}~ g - LD - C0 i i)

Temos 9" (r) = ¢"(r) > 0, donde ¢ é uma fung¢ao convexa e, portanto,

gly) —t < ¥(y) < max {¢(y(Th)), ¥ (y(T5)) }, Ty <t <Ts (2.23)
Lembrando que ¢'(v) = 2y — % e y(T1) = ry temos, pela definigao de 9,

V(M) = () =9r) = 5 (2= 2) =5 - el (y - )
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ou, equivalentemente, usando que Inbd = Inb+1Ind, para b, d > 0, podemos escrever

V(1) = g(m) = 5 (2y = 7) = 5 =y = (1= ).

2 2 272
Finalmente, pelo Teorema Teorema do Valor Médio, existe ¢é(vy) € (1 — %, 1) tal
que 7
m(1- - y=mm1t+ % —ol
272 ¢ 272 2

Logo, podemos escrever

a, a 1
Bl(T) = glr) = 3 2y =) = § =y + O().
Por outro lado, usando a Proposicao 4 temos, para t > 75,

In® G(t)
72

)

e combinando (2.14) com a segunda desigualdade dada na Proposicao 2, Capitulo
1, secao 1.3 na pagina 12, obtemos

g(y(t)) = g(v) —2In G(t) + O(

2InG(t) In*G(t In* G(t 2InG(t
L ) 3()+0( 4())§y(t) _ 2 (t)
g 2y g g
fornecendo o ) o
2In G(t In“ G(t
y(t) =~y — N +0 . 2.24
() g (7) ( 73 ) (2:24)
Portanto, usando a definicao de v e as estimativas acima, temos
lIl G T5

W(y(T5) = g(v) =2 G(Ts) + O(———=

))
g (v) 2 In G(T5) an G(Ts)
2 (7 g) Ol 7 )>

9 () a

_ VR G | _ -
R Y !

Simplificando os termos simétricos podemos ainda escrever

n?G(Ts), ¢'() In® G(Ts) a
2 )T P0—7r—ﬂ—10—§7)

(2.25)

Y(y(Tx)) = —Iny — I G(T5) + O(

e lembrando que

/ /
InG(T5) =In (1 + @e‘“ngy))

¢ da ordem de Invy e que, como discutido acima, In (1 — %) ¢ da ordem de —,
gl 8

podemos escrever

V() =~y —In (14 L em ) o)
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Agora fazendo,

2

¢@aarﬂmmrn%:nv—wn»4n0+2§Q&m’9>—%§+§+0&%>+00i5)

e lembrando mais uma vez que

a

/ /
In (1 + Me‘“ngéﬂ)) =5lny +In <% +(1— —)5>

2 272

é da ordem de In~y e ainda que Iny < ryy para « suficientemente grande vemos que

U(y(Ts)) > ¥ (y(T1)) para v grande.
Disto segue, usando (2.23), que para ~y suficientemente grande e t € [Ty, T]

T:
/ TSN gs < FWI (T, — ) < ST (Ty ).
t

Observando que, para 7 grande,

T) Iy (1452 ) o ()

Jot)]
(

(5 + (1= 5%)°)
C

76

IN

Podemos escrever,

Ts c
/ eg(y(s))_sds S 5 (T5 — T1>
t Y

Procuraremos agora uma boa estimativa para (T5 — Tl). Primeiramente, usando o
Teorema do Valor Médio e a monoticidade de 3’ obtemos ty € (71, 7T5) tal que

y(T5) —y(M) _ y(Th)
y'(t) v (T5)
em seguida, substituindo as estimativas dadas pela Proposicao 2, Capitulo 1, se¢ao

1.3 na pagina 12 e pela desigualdade dada em (2.21) na desigualdade acima, podemos
escrever

(T, - 1)) =

1= S InG(T) Y
Ts —1T7) < <
(=)< 500 = =0 o@)

visto que In G(T5) > 0. Finalmente, notando que

R

2 (1+0(1))  1+0(%)  1+0(%)

g'(7) v

=0(7")
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temos (15 — T1) = O(y?) e, portanto

Ts 1
/ SN 55 — O(L).
t v

Sendo assim, usando mais uma vez a monoticidade de y aliada a igualdade em (2.22)
obtemos, para 17 <t < Tj,

1
Yy (Ts5) <y (t) <y (T5) + 0(;)-
Isto prova a Proposicao 5. =
Agora, estamos prontos para obter uma importante estimativa para 77, isto &,
para o ponto em que a solu¢ao y(t) do problema (P;) atinge o valor r;. Isso é o

conteudo do seguinte resultado:

K
Corolario 5.1 Suponha que g(r) = r?>+1In—, com a > 0, para r > . Entao,
/r(l

15 In*
Tl:7’17—1—[—7—]—(a—l)lnv—i—an—i—O( 7),
22 v
onde [a,b] denota estimativas superior e inferior.
~ o 9(7)\5 :
Demonstragao: Primeiramente, notemos que G(75) = 1 + (T) . Além disso,

/
a ordem de In (1 + (@)5) ¢ a mesma de In (

/
9 ;7))5. De fato, basta notar que

In(1
i B2+ 2)

= 1.
z—oo  Inx

Portanto, de (2.24) podemos obter uma estimativa inicial para y(75), a saber

y(Ts) = v —

In2 (9'(7) )5)

(1 (52)) + 0

g™)

ou, equivalentemente, usando a propriedade Inbd = Inb + Ind, para b,d > 0,

! 5 5 In? 5
ln(g(;)) +1n(1+(ﬁ)) +O((’y—3

Podemos melhorar esta estimativa observando que, por (2.15),

y(Ts) = v —

g (v)

Assim, obtemos
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Por outro lado, usando a Proposicao 5, podemos obter uma estimativa apropriada
para y'(t) para t € [T1,T5]. De fato, temos

5t In? ~
55 O,

11 1
7298 g

1
4= )<<
s O <) <

ou seja,

0§y’(t)—1{1+i+0(%)} sﬂ(%—z—;ﬂoﬁ“ 7)}.

Finalmente, notando que podemos representar o termo de ordem O(W%) no lado
In? v
73

Y (t) = % (1 + [57’25] + 0(11;37)).

esquerdo acima por O(=51), podemos escrever, para t € [T7, T3],

Feito estas estimativas, usamos o Teorema do Valor Médio para escrever

y(15) — y(Th)
Y'(to)

para algum ¢, € (T7,T5). Substituindo as estimativas obtidas para y(75) , v'(to) € o
valor por definicao de Ty na igualdade acima, temos

T1:T5—

! Y= + 3 -
leg(fy)_zung(;) - —
= 2 11’12
1(1 + 2% +0( 73”))

ou, equivalentemente,

'(1))5 2 (g'(M)>

g () In (£ In* (52 1

leg(v)—ﬁllnT—v(v— ( : ) +O( ( 32 ) )—7’1) [1,3] In2 :

i i (1+ 2% +0(%))

Usando a identidade algébrica elementar (1 +d)™ =1—d+d* (1 +d)™', d # —1
com

[5:3] In® y
d:=d(y) =22 +0 ,
(7) v ( " )
podemos verificar, sem grandes dificuldades, que
1 [3:3] In*y
[l é] In2 = (1 — 2 22 + O( 3 ))
(1+ 2% +0(=Y) v v

Portanto, substituindo isto na ultima expressao para 7} acima podemos escrever

/ In (£00)° In2 (£0))° 15 2
11 = o) - C0 o (- B EEL o) o Bl o)
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donde, fazendo as devidas multiplicacoes e agrupando termos semelhantes, obtemos

! 15
Tl:g@—%ﬂn#+rﬂ+[§,§}+0(

In? 5
gl )

Lembrando que g(y) =+*+In K — alnvy e que existe ¢(7y) € (1 — 2a—2, 1) tal que
Y

g () a a 1 a In? ”y)

In 5 zln(y—%) :ln7+1n(1—2—72) :1n7+1n1+5W:1n7+0(

temos, finalmente,

n vy
).

v

15 1
Tl:T1’7+[§a§]_(a_1)1n7+an+O(

2.4 Solucoes no disco e Ground States

Nesta secao, provaremos resultados sobre existéncia e unicidade de solugoes ra-
diais do problema (Q;). Além disso, provaremos a existéncia de ground states, isto
¢, solucoes positivas em todo R?. Para cumprir nosso objetivo, comecamos por
estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 5 Seja h : R — R de classe C? nas hipdteses (By) e (By). FEntao o
primeiro zero T(7y), partindo de oo, da solugdo y(t,~) do problema (2.7) satisfaz

(i) Sea>1, entao lim T(y) = —oc0

y—+00

1
(ii) Sea =1, entao lim T(v) € [= +an,g+an]

y—00 2

(iii) Se a <1, entdo lim T(y) = +oc.

Y—00

Demonstragao: Inicialmente, procuraremos uma estimativa adequada para T'(7y).
Fazendo f(y) = e’ t""¥) na equacdo do problema (2.7) temos —y” = f(y)e .
Integrando esta tltima equagao sobre (tg,t3), com ty < t3, temos

Y (ts) =y (t2) = /t 2 f(y(s))e *ds

e usando o Teorema do Valor Médio para Integrais, obtemos sy € (t2,t3) tal que

Y (t3) — v/ (t2) = f(y(s0)) / 2 e %ds.

t3

Notando que f(y(so)) > 0 e usando a equagao anterior podemos escrever
Y (ts) —y'(ta) = O (1) (e —e7™2), (2.26)

20
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onde O, (1) denota a constante positiva f(y(sg)). Logo, para t € (to,t3) podemos
escrever

y'(t) =y (ts) + O (1) (e™" —e7™).
Integrando novamente, obtemos

/ ’ y'(s)ds =y (t3)(tz — t2) + O (1) / ’ (e’t = e’tS)ds

to t2

ou ainda,
y(ts) —y(ta) =y (t3)(ts — ta) + OL(1)e " [L — €273 (t5 — 1, + 1)] . (2.27)

Agora, afirmamos que o termo [1 — el21ts (t3 —to + 1)} que aparece na igualdade
acima é positivo. De fato, para verificar isso, basta provar que

6t2_t3 (tg — 1ty + 1) < 1.

Ora, dado = > 0, pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (1,1 + x) tal que
1
In(l+z)=In(l+z)—lnl=-xr<zx
c

donde, aplicando exponencial, temos 1 + x < e* ou ainda e *(1 + z) < 1. Fazendo
x = (t3 — t3) vemos que a afirmacao é verdadeira.

y(ts) = y(t2) = y'(t3) (s — t2) + O+ (1)e ™. (2.28)

Se t3 ety sa0 tais que y(t3), y(ta) < yo < 11, podemos melhorar a estimativa acima
com o uso da hipotese (By). De fato, neste caso, 0 < h(y) < ky°*. Logo, f(y) =
eV tInh(y) < v Lyo 1 Portanto, procedendo como anterior, obteremos inicialmente,

y'(ts) — ' (t2) = Oy ™) (e —e™™2)

e, como anteriormente, integrando pela segunda vez, teremos

y(ts) — y(ta) = y'(t3)(ts — ta) + O(yp ™7 )e ™", (2.29)
Fazendo ty = T'(y) e t3 = Ty, obtemos

y(T) —y(T (7)) =y (T)(Ty = T(7)) + O4 (1)e 7).

Para melhorar a estimativa acima fazemos uso da Proposi¢ao 5 e do Corolario 5.1.
De fato, por estes ultimos, temos respectivamente
1 1
/
y(h) =~ +0(5
Lro()
Ty =ry—(a—1)Iny+ O(1).

Assim, substituindo estes valores, podemos escrever a equacao

"= (% T O(%)) (TW —(a=1)Iny+0(1) - T('y)) O, (1) TW
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a qual, depois de feita as devidas multiplicagoes, pode ser escrita como

rn=mr—(a— 1)11177 _ T + O(%) + 04 (1)e T,

fy

Note que usamos acima o fato de que 7'(y) < T; implica em
1 h’l’y 1

im 2 < B [ e Y p o] 2o

y—oo 2 y—=oo 42 y—oo0 | ~?2

Sendo assim, isolando T'(y) na ultima expressao temos

T(y) = —(a—1)Iny +O(1) + Oy (1)ye T, (2.30)

Provaremos inicialmente o item (iii). Suponha, por contradic¢do, que existe ¢ € R
tal que T'(y) < ¢ para todo v > 0. Assim, usando a igualdade (2.30) temos

(@ = 1)y + O(1) + 04 (e < T(y) < c
o que é uma contradigdo uma vez que a < 1 implica em —(a — 1) > 0 e Iny ¢é
ilimitado sobre (0, c0).
Para completar a prova do itens (i) e (ii) procedemos por etapas.
Afirmacgao 5.1 FEumiste y9 > 0 tal que, para v > 7o,
T(v) <4lny

e, se a =1, tem-se T(y) > —c para algum c > 0.

Prova.Suponha, por contradigao, que T'(y) > 4In+ para todo v > 0. Neste caso,
obtemos da equagao (2.30)

4Iny < —(a—1)Iny 4+ O(1) + O (1)ye 47,

Como estamos supondo a = 1 ou a > 1, temos —(a — 1) < 0. Logo a desigualdade
acima pode ser melhorada; a saber,

1

Mas, essa tltima desigualdade ¢ uma contradigao, pois In~y é ilimitado sobre (0.00).
Se a = 1, podemos usar (2.30) e obter diretamente

T(v) > O(1), paratodo v > 0.
Portanto, existe ¢ > 0 tal que T'(y) > —¢, para v > . [ ]

1
Afirmagao 5.2 ¢/(4ln~) =/ (T1) + O(—4), para todo vy > 0.
Y
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Prova.Fazendo uso da equagao (2.26), para t3 = T} e t; = 41In+y, obtemos a equagao

y'(T1) =y (4Iny) + O+(1)(6_T1 — —)

Usando a estimativa para T dada pelo Corolario 5.1, podemos escrever a equagao
anterior como

K1) 1
"(TY) =v'(41ln~) + O, (1 - =
y'(Th) = y'( ) +(1) erw+[%7%]+0($) A4

. . 1
Observando que o termo no colchete da equagao acima ¢ da ordem de —, podemos
8
ainda escrever

/(1) = /(4107 + 0 ().

Notando que o sinal do erro acima é indiferente para a estimativa temos que a
afirmacao esta provada. [ ]

41 1,1
Afirmacao 5.3 y(41lnvy) = ;17—;([5,2]—(a—1)ln’y+an)—i—O(

In? ~
)

Prova.Com efeito, usando a Proposicao 5 podemos escrever a estimativa

YT =2 +0()

Feito isto, podemos recorrer a equagao (2.28) em conjunto com o Corolario 5.1 e
obter o seguinte

y(Ty) —y(4Iny) = {%Jro(%)} [rw—l—[%,g]—(a—l)ln’y—kln[(]
+ [Fro)] ot —ama] + o,

Recordando que y(71) = r; e fazendo as devidas multiplicagoes temos a equagao

1,15 In*
r—y(dlny) =r + ;([5, 5] —(a—=1)lny+InK — 4ln’y) + O( 1;27)
donde segue facilmente a estimativa afirmada. ]

Agora, estamos em condigoes de fornecer uma tultima estimativa para 7'(y). De
1
fato, pela Afirmagao 5.3 podemos observar que y(4In+) é da ordem de ity Visto
Y

que y(T'(y)) = 0, podemos tomar ~ suficientemente grande tal que

In~y

y(T(7)), y(4Iny) < — <7
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e assim podemos usar a equagao (2.29), com t3 = 4In~y e ty = T(~y) para obter

y(4Iny) —y(T (7)) =y (4Inv)(4lny - T(y)) + O ((h;fy)l*”) T

Usando as afirmagoes 5.1 e 5.2 obtemos da igualdade acima

4lny 1,15 1
N _;([575]—@—1)1“74““}() = (y'(T) + ? ) (4Iny = T(y))
1+U ln Y
+ o2 ),
Como, pela Proposicao 5, temos
1 1
/
y(Ti) = -+ 0(=),
(T1) ~ (73)

podemos escrever a igualdade anterior como

41n~y

1,15 1
> 5([5,5]—(a—1)ln7+ln[{) = (7+O($))(41n7 T(v ))
)"

2
+0((h” ) 0 oM,

v

Fazendo as devidas multiplicagoes e organizando os termos convenientemente,
obtemos a estimativa desejada para T'(v); a saber,

15 140
55— (@= Dy +lnK +O(=—2)e ™0 (231)

1
T(y)(1+ 0(;)) -
Estamos agora em posi¢ao de concluir a demonstragao dos itens restantes. Para
provar o item (i), suponhamos, por contradi¢ao, que existe uma constante C' > 0 tal
que T'(y) > —C para todo v > 0. Neste caso, podemos obter a partir da expressao
m (2.31) acima

1 15 |
—c(1 +0(?)) <[5 5= (a= 1y + K +0( e
e portanto, podemos ainda escrever
—C<—(a—1)Iny+0O(1).

Uma vez que estamos supondo a > 1 a desigualdade acima contradiz com o fato
de que In~ é ilimitado. Isto prova o item (ii). Por outro lado, pela Afirmacao 5.1,
se a = 1, existem vy e ¢ > 0 tais que T'(y) > —c para v > 79. Assim, por (2.31)
podemos escrever

1 15 'y
T(v)(l—i—O(?)) [5,5} —I—an—I—O(T)e :
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Uma vez que e~ 70 ¢ limitado, pois e 7" < e® para v > 7y; temos da igualdade
acima

1
lim T'(y) = [——|—an72+an]

y—00 2

concluindo a demonstragao do teorema. m

A seguir, usaremos o Teorema 5 para provar existéncia, inexisténcia e nao unici-
dade de solugoes radiais do problema (@) sobre um disco 2 = B;(0), bem como a
existéncia de ground states, isto é, solucoes positivas em todo R?. Antes de proce-
dermos, no entanto, faremos uma observagao.

Defina R : (0,400) — R tal que

Se existe um valor v > 0 tal que R(y) = 1 temos, claramente, T(7) = 2In2 e,
portanto, se y(7,t) é uma solugdo do problema (2.7) para um tal valor de -, temos

y(7,2In2) = y(v,T(v)) = 0.

Dessa forma, y(v,t) é uma solucao radial positiva para o problema (2.6) no disco
By (0). Assim, tudo que temos a fazer para encontrar uma solucao radial do problema
(2.6), com Q = B(0), ¢ encontrar um valor v > 0 tal que R(y) = 1. Como
uma ultima observagao, note que R é uma fung¢do continua, pois T'(y) depende
continuamente de 7. Feito estas observagoes, provaremos agora o seguinte teorema:

Teorema 6 Suponha h: R — R de classe C* nas hipdteses (By) e (By) e ainda que
Q= B1(0) e a =1 no problema (Q2). Entao,

1. Sea <1, o problema (Q)3) tem pelo menos uma solugao radial positiva;

2. Se a = 1, o problema (Q2) tem pelo menos uma solugao radial positiva para
K > Ky = —, e existe uma constante Ky, com 0 < Koy < K, tal que (Q3)
e

nao tem solugao radial para 0 < K < Ky,

3. Sea > 1, existe uma constante Ky > 0 tal que, se K < Ky, o problema (Q2) nao
tem solugao radial e, se K > Ky, (Q2) tem pelo menos duas solugoes radiais
positivas.

Demonstracao: Iniciamente provaremos que

lim R(y) = +o0,

y—0+

onde R : (0,+00) — R é definido como na observacao que precede o teorema. Com
efeito; notando que para yy = v < r1 temos

y(T'(7)),y(o0) <o <71,

podemos utilizar a equagao (2.29) com ty = T'(7) e t3 = 400 obtendo
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7 =07 T,

Dessa forma,

,.)/1—&-0
'™ < O ) — 0 quando v — 0%
g
e concluimos que lim.,_,o+ 7'(y) = —oo. Portanto,
lim R(y) = lim 277" = 400 2.32
Jim, (7) [fim 2e +00 (2.32)

Note que o limite acima é verdadeiro para todo a > 0.
Para provar o item 1., notemos que, se a < 1, temos pelo item (iii) do Teorema

5, lim,_,o T'(y) = —00, e portanto,

lim R(v) = lim 2¢~7®) = 0.

Y—00 Y—00
Lembrando que R : (0,4+00) — R ¢ uma fun¢ao continua e combinando a igualdade
acima com aquela dada por (2.32) temos, pelo Teorema do Valor Intermediario, que
existe 7o > 0 tal que R(7y) = 1 o que, como sabemos, isso acarreta em uma solugao
radial positiva para (2.6). Ou seja, (Q2) tem uma solugao radial positiva sobre
Q2 = B4(0). Isto prova o item 1. do Teorema 6. Para provar o item 2., observemos

que se K > — temos

Ve
1
§+an >2In2

e, sendo assim, pelo item (ii) do Teorema 5 temos lim,_,o, T'(y) > 21n2. Portanto,

)
lim R(y) = lim 22 < 1
y—00 y—00
Combinando a desiguldade anterior com a equagao (2.32) temos, mais uma vez, pelo
Teorema do Valor Intermediério, a existéncia de uma valor 7 > 0 tal que R(7yo) = 1.

Ou seja, o problema (()3) tem uma solugao radial positiva para K > K; = —. Isto
e

prova a primeira parte do item 2. Resta-nos provar a segunda parte. Para isto,
observemos que, pelo item (ii) do Teorema 5,

5
lim T'(y) < 5 +InK
o0 2
e, portanto, existe uma constante ¢ > 0 tal que T(v) < ¢ para todo v > 0. Isto
implica em
T c
R(y) = 25" > 2e" 2, para todo v > 0. (2.33)

Usando novamente a equagao (2.32) concluimos que (Q2) nao possui solugao radial
sobre um disco Br(0), com R < 2e”%.

Notemos agora que R(7) depende assintoticamente do crescimento da constante
K; donde escrevemos R(7, K). Estabeleceremos agora uma relagao entre R(7, K) e
R(v, %), para d > 0, dada por

R(~, g) = VdR(y, K). (2.34)
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De fato, usando a mudanca de variavel

temos
—w"(s) _ _u//(t) _ h(u)euQ—t h(w)ew —(s+Ind)
ou seja,
_w//(s) _ h(;l)) 6w2_8.

Denotando S(7) como o primeiro zero, partindo de oo, de solugao w(7, s) temos
S(y)=T(y) —Ind, para todo = > 0;

e além disso,

h K1
% = o baa todo r > ry.
Portanto,
K T()
R(%E> = 2@_¥ = 2e” T \/C_ZR(% K).

Sendo assim, fazendo Ko = £, onde d > <, e utilizando as equagdes (2.33) e (2.34),
temos

R(v, Ko) = VdR(v,K) > Vd2e™% > 1.

Portanto, Ky é tal que (Q2) nao tem solugdo radial para 0 < K < K. Donde
concluimos a demonstracao do item 2.

Vamos agora nos dedicar a prova do item 3. Se a > 1, pelo item (i) do Teorema
5 temos lim,_,., T'(y) = —oo. Sendo assim, por (2.32) existe uma constante ¢ > 0
tal que T'(y) < ¢ para todo v > 0 e para cada K > 0 fixado. Escolha K =1 e defina

Cm —Iglilg(T( v)

para cada solugao y(t,v) de (2.7). Temos T'(y) < ¢, para todo v > 0. Sendo assim,

R(y) = 2¢7 5" > 2~ %",

Logo pela igualdade (2.34) com d,,, = < temos

= VdnR(7,1) > dp2e™ 3 > 1, ¥y >0.

Seja Ky = i. Entao, para K < Ky, temos R(vy, K) > 1 para todo v > 0. Isto

¢, ndo existe solucao radial no disco B;(0) para o problema (Q)s) se K < K,. Para
K > K, escolha ,, tal que T(vm) = ¢,,. Temos

’}/m) > \/ R Vma -
Segue que vV K~ < +/d,, para K > i = K,. Portanto,

[F—1 1
R(fyma ) R 7m7 \/ R ’Ym, ’Ym, d_> =1.

m
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Como pelo item (i) do Teorema 5 e pela equagdo (2.34) temos respectivamente
lim, e R(7, K) = o0 e lim,_,o+ R(y,K) = oo, usando a continuidade de R(y)
existem v; < v, € Y2 > Vi, tals que

Ry, K) = R(7, K) = L.

Logo o problema ((Q)2) tem ao menos duas solugoes radiais positivas no disco Bj(0)
para K > Ky;. =

Exemplo: Como exemplo para o caso “critico” 2, podemos tomar
2

4
g(r) :T2+IHKTT32’ para 0 <r <1,
r

K
g(r) =r>+1In— para r > 1.
r

o
Finalmente, o seguinte teorema contém um resultado de existéncia de ground
states em R2?, isto ¢, solucoes da equacao

—Au = f(u), em R?
u >0 em R? (2.35)
u(x) — 0, se |z] = 0.

Suporemos as seguintes hipoteses:
(B3) |h(r)] < krit? paraalgum k>0 e 0 >0, epara 0<7r <ry,

(B3) f(0) =0 e existe um ntmero ¢ > 0 tal que

F(u)::/ouf(s)ds<0 para 0<u<(¢, F(()=0

e ainda f(u) > 0 para u > .

Note que a hipotese (Bj) é mais fraca do que (B3) e ainda que (Bs) nada mais é
do que a hipotese (Hz) do Capitulo 1. A razdo para (H,) aparecer novamente aqui
é o fato de que faremos uso do Teorema 2 do Capitulo 1 para a demonstragao do
nosso proximo resultado.

Teorema 7 Suponha h: R — R de classe C? nas hipdteses (By), com a < 1, (Bj)
e (Bs). Entao a equagao (2.35) tem uma solugao.

Demonstragao: De acordo com o Teorema 2, para que (2.35) tenha uma solugao
é suficiente que exista 7 tal que T'(7) ¢é finito, isto &, S # (). Por outro lado, como
(B3) ¢ mais fraca que (Bz), podemos aplicar o item (iii) do Teorema 5 e garantir
que lim,_,, T'(y) = oco. Portanto, podemos tomar 7 suficientemente grande tal que
~v > max {yo,(} e T(y) > 1. Assim, o conjunto S é nao vazio. u
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Capitulo 3

Unicidade de Solucoes Positivas para
Equacoes Elipticas com Crescimento
Exponencial

Neste capitulo, provaremos unicidade de solu¢ao para o seguinte problema

—Au = ue” em B,
u>0 em B, (3.1)
u=">0 sobre 0B,

onde B C R? representa o disco unitario centrado na origem, A >0e 1 <8 < 2.

A técnica utilizada aqui segue o espirito daquela utilizada nos capitulos 1 e 2,
ou seja, utilizaremos o shooting method combinado com a inversao de Atkinson e
Peletier.

3.1 Crescimento e Unicidade de Solucoes

Nos tltimos anos, tem sido consideravel o interesse no estudo da unicidade de
solugoes do problema
—Au = f(u) em B
u>0 em B (3.2)
u=>0 sobre 0B,

onde B C RY representa o disco unitario centrado na origem e f : Rt — RT
¢ uma fungao de classe C!' com f(0) = 0. Quando f(u) = w? + due N > 3, o
problema da unicidade foi intensamente investigado, e neste caso, o crescimento
maximo permitido para para tratar o problema variacionalmente é polinomial e isto
esta estritamente relacionado com os Teoremas de imersoes de Sobolev, Teoremas
19 e 20 Apéndice A.

Para A =0ep > (N+2)/(N —2), a unicidade segue da identidade de Pohozaev,
veja Teorema 21 Apéndice A. Além disso, para N <3<9ep> (N +2)/(N —2),
Budd e Norbury [11] mostraram que existe um valor A > 0 para o qual o problema
(3.2) admite uma infinidade de solugoes.
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Para A > 0el < p < (N +2)/(N —2), a compacidade da imersao H} C L?
implica que o problema (3.2) admite uma solugao para A < A;, onde A; denota o
primeiro autovalor do problema de Dirichlet —Au = 0, ujgp = 0 em Hj(B). No
entanto, para p = (N + 2)/(N — 2) a existéncia é mais delicada, devido a néo
compacidade da imersao de Sobolev. Este tltimo caso, como citamos no Capitulo
2, foi estudado por Brezis e Nirenberg em [10].

Para N = 2, como ja observamos no Capitulo 2, a no¢ao de crescimento critico
¢ motivada pela desigualdade de Trudinger-Moser (2.2). Portanto, o crescimento
méximo permitido para estudar o problema (3.2) dentro de um enfoque variacional
é do tipo exponencial. Em vista dos resultados precedentes, é de se esperar que a
unicidade permaneca valida se a nao linearidade f tem crescimento critico expo-
nencial, e, em particular, para nosso caso especial f(s) = )\sesg, com(0<f<2e
A > 0.

Recentemente, Adimurthi [1] provou a unicidade quando 6 = 1, isto é, para a nao
linearidade f(s) = Ase®, usando a técnica de inversdo de Atkinson e Peletier. Mais
recentemente, Tang melhorou este resultado em [24], ali ele resolveu o problema da
existéncia e unicidade de solugoes de (3.2) para uma ampla classe de nao linearidades,
incluindo polinomial, racional, exponencial, logaritmica e fung¢oes trigonométricas,
incluindo a funcao considerada por Admurthi como caso particular. No entanto, o
crescimento maximo da nao linearidade considerada por Tang nao melhora aquele
de Admurthi, este ¢ ainda do tipo f(s) = Asg(s)e®, com g(s) satisfazendo algumas
condicoes.

Neste capitulo, com base em um trabalho de Tarsi [25], objetivamos resolver
completamente o problema da unicidade de solugoes de (3.2) atingindo crescimentos
critico e subcritico, isto é, para nao linearidades do tipo f(s) = /\sese, coml<f<2
e A > (. Vale ressaltar que os casos em que 0 < 6 < 1 foram resolvidos por Adimurthi
e Tang.

3.2 A Inversao de Atkinson- Peletier e o Shooting
Method

Pelo Teorema 12, Apéndice A qualquer solugao de (3.2) é necessariamente radial.
Portanto, sem perda de generalidade; como no Capitulo 2, podemos nos restringir
a solugoes radiais em um disco By (0) reduzindo o problema (3.2), no caso N = 2, a
seguinte equagao radial

u’/‘
U+ — + f(u) =0, com 0<r<1
r
W' (0) =0, u(l)=0
a qual, claramente, pode ser escrita como

—(ru,) =rf(u), se 0<r<l1,

£(0) = 0, u(l) = 0. (3:3)

A técnica de inversao de Atkinson e Peletier consiste em encontrar uma mudanca
de variavel
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que simplifique o problema acima. Notando que para qualquer mudanga de variavel
“admissivel” vale a igualdade

fr d t/(r)} . (3.4)

Uy + —= Y (O (r)? + 9/ (t) [%(t’(r)) - .

Podemos eliminar o termo envolvendo a primeira derivada, ', na equacao acima
desde que

i(t’(r)) + flr) _ 0.

dr r
Fazendo w = t/(r) na equagao acima, temos a equagao
d w
—w+ — = 0.
dr r

A qual pode ser resolvida facilamente por técnicas elementares de célculo, variaveis
separéveis, por exemplo. Resolvendo a equacao acima concluimos que

)

t'(r)

e, usando o Teorema Fundamental do Calculo, a equacgao acima fornece
t(r) =t(1) +¢(1)Inr.

Escolhendo #(1) = 2In2 e /(1) = —2 na equagao acima obtemos t(r) = —QIng.

Portanto, uma mudanga de variavel capaz de eliminar 3’ em (3.4) é dada por
r
t(r) = —2In 2 y(t) = u(r).

Observamos que a transformagao acima ja foi utilizada nos Capitulos 1 e 2 sem
maiores comentérios e, como foi visto, esta permite transformar a equagao (3.3) em
uma outra definida sobre a semi-reta (21n 2, 00); a saber,

—y"(t) = f(y)e™", se t>2In2
y(2In2) =0, y'(c0) =0.

A equacao acima foi amplamente estudada no Capitulo 1 onde provamos, sob
certas condicoes, a existéncia de solucoes positivas em todo R?, ou seja, a existéncia
de ground states. No entanto, apesar de o enfoque ser igual, o problema da unicidade
de solugbes para (3.2), com n = 2, é obviamente diferente do da existéncia. A prova
da unicidade apresentada neste capitulo é essencialmente baseada na reducao ao
absurdo. Assumiremos, por contradi¢ao, que temos duas solugoes nao triviais u e
Uy, e usando o shooting method, provaremos que existem duas solu¢oes nao triviais
uy € up que se intersectam exatamente em um ponto no interior da bola B;(0), e

. . ~  u . !
combinando este fato com algumas propriedades da fungao _, respectivamente z—?,
2 1
chegaremos a um absurdo.
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Seja f(s) = Ase® . Como, pelo Teorema 12 Apéndice A, toda solugao positiva
de (3.1) ¢ necessariamente radial, esta deve satisfazer a equagao (3.3). Neste caso,
temos a equagao

—(ru,) = due*’, se 0<r <1,

W(0) =0, u(l)=0. (35)

Observemos que, como a nao linearidade f(s) é positiva para s > 0, qualquer solucao
nao trivial da equagao acima é uma funcao decrescente, pois integrando diretamente

em (3.5) temos )
u'(r) = —1/0 sf(s)ds

r

o que implica em u/(r) < 0 para 0 < r < 1. Em particular, u(r) atinge seu maximo
em r = 0. Note que a monoticidade de u(r) pode ser vista ainda por meio do
Teorema 12, Apéndice A.

O proximo resultado garante que duas solugoes u; e uy do problema (3.1) neces-
sariamente se intersectam.

Proposigao 6 Sejam uy e uy solugées do problema (3.2), comn =2 e f(t)/t cres-
cente para todo t > 0. Entdo uy e uy intersectam-se ao menos uma vez em (0,1).

Demonstragao: Considere ¢ : R — R uma fungao “suave”, classe C'(R), tal que
1 < o¢(t) <2, com ¢(t) =1parat <0, ¢(t) = 2 parat > 1 e ¢(t) uma fungao
crescente para 0 < ¢t < 1. Defina, para cada € > 0, a fungao ¢.(t) = ¢(-).

Agora, multiplicando a equagao em (3.2) por ¢.(u; — ug)u; e usando que uy é
solugao obtemos

—urAugde(ur — ug) = uy f(uz)pe(ur — uz)

Analogamente, usando que u; é solugao temos

—up A Pe(ur — uz) = us f(ur)pe(ur — us).
Estas duas ultimas equagoes fornecem a identidade

- (f(uz) A

Uz Uy

/ﬂ(—ulAug + usAuy) e (uy — up) = /

Q

) de(uy —uz). (3.6)

Podemos usar as identidades de Green, Teorema 11, pagina 76 Apéndice A para
melhor estimar a integral no lado esquerdo da identidade acima. De fato, usando
que u; = 0 sobre 0B temos

/Q—U1¢E(U1 —ug)Auy = /QV (u10e(uy — ug)) Vug

= /QVU1VU2¢5(U1 — ug) + u1 Vugdl(ug — uz)(Vuy — Vug).
Analogamente, us = 0 sobre 0B fornece
/QU2¢6(U1 — ug)Au; = — /Q VuaVuyde(uy — ug) + ugVur ¢l (ug — ug)(Vuy — Vuy).
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Combinando estas duas tltimas identidades concluimos que a integral no lado es-
querdo de (3.6) equivale & expressao

/ u Vug(Vuy — Vug)dl(up — ug) — / uaVuy (Vuy — Vug)dl(u — ug).
Q Q

Verifica-se diretamente que a expressao acima pode ser escrita como

— / u1|Vu1 — VU2|2¢2(U1 — Ug) -+ / Vul(ul — UQ)(VUl — VUQ)Qb;(ul — UQ>. (37)
Q Q

Definindo a funcao 7. : R — R tal que

obtemos, pela regra da cadeia,
Ve(ur — ug) = (ug — ug)@(ug — ug)(Vuy — Vuy).

Portanto, notando que ¢.(t) > 0 e desprezando a primeira integral em (3.7), vemos
que o termo

/QVulV%(ul — Ug) (3.8)

¢ um majorante para a expressao em (3.7).

Agora, usando a defini¢do de ¢(t), temos ¢.(t) = 1¢/(£) = 0se t ¢ (0,¢). Uma
vez que ¢ é continua temos ¢/(£) limitada para ¢ no compacto [0, €], e consequente-
mente, existe uma constante C' > 0 tal que qb’(é) < 2C' para todo t € R, portanto

20 [*
0 <A.(t) < —/ sds < Ce para todo t € (0,¢).
€ Jo
Em particular, notando que 7.(t) = 0 se t ¢ (0, ¢€), temos uma constante C' > 0 tal
que

0< 7&(“1 — Ug) < Ce.

Usando este tltimo fato em conjunto com as identidades de Green, Teorema 11,
pagina 76 Apéncide A podemos concluir que o termo em (3.8) tende a zero quando

e — 0, pois
/ —Au1
Q

Note ainda que —Awu; = f(u;) e estamos considerando f(u) > 0, logo zero ¢ uma
conta inferior para a integral acima.
Portanto, usando a identidade (3.6), o termo majorante em (3.8) e a desigualdade

em (3.9) concluimos que
/Uluz (f(UQ) - f(ul)) Pe(ur — uz) < Co / —Auy
Q Q

/ Vui Ve (ug — ug) = / —Aupye(u; —ug) < C
Q

Q

€. (3.9)

€.
Uz U
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Usando que f(t)/t é crescente para t > 0, 1 < ¢.(t) < 2 e fazendo ¢ — 0 na
desigualdade acima obtemos

2/ _— (f(u2)_f(u1))+/ uu(f<u2)—f(u1))<0
QN[ur >us] P w uy QNfug <us) TP w w )T

Visto que f(t)/t é uma fungao crescente para t > 0, a primeira parcela da soma
acima no lado esquerdo ¢é negativa e a segunda parcela é positiva. Uma vez que a
soma de ambas nao é positiva a segunda possibilidade nao pode ocorrer sempre, isto
é, u; < up nao ocorre sempre. A seguir provaremos que us < u; também nao ocorre
sempre e, portanto, forcosamente u; e us intersectam-se.

Podemos repetir o argumento anterior, multiplicando a equag¢ao em (3.2) por
Ge(us — up)us em vez de ¢.(u; — ug)uy e concluir, analogamente que

i (f(m) [

Uy U2

/(—UzAul + UlAUQ)(bG(UQ — Ul) = /
Q

Q

) ¢5(U2 - Ul)
e seguindo o argumento anterior obter

€

/(—uzAul + ug Aug)pe(us — uy) < Cq
Q

/ _AUQ
Q
e, finalmente concluir também que

/ g (f(ul) B f(%)) +2/ q U (f(m) . f(%)) <0.
QN[u1>usz] U1 Uz QN[u1 <uz) Uy U2

Analogamente, esta ultima desigualdade aliada a monoticidade de f(¢)/t implica
que us < u; também nao ocorre sempre. Isto encerra a demonstracao. m

O resultado anterior poderia ser provado de uma forma alternativa bem mais
simples. No entanto, optamos pela prova apresentada porque esta traz a idéia uti-
lizada na prova do principal resultado de unicidade em estudo.

De fato, suponha u; e uy solugdes do problema (3.2), com u; < us. Como ambas
sao necessariamente radiais, dever satisfazer a equagao radial (3.3), isto é,

—(ruy) = rf(w) e —(ruy)" =rf(us).

Logo,
—(ru}) ug + (ruh)uy = 7 fug f(ur) — uy f(ug)]

e, integrando sobre (0, 1) obtemos a identidade

1 1
/ —(ru}) us + (rub) uydr = / 7 ugf(uy) — uy f(ug)] dr. (3.10)
0 0
Agora, usando integragao por partes e lembrando que u;(1) = us(1) = 0, obtemos
1
/ —(ru}) ug + (rub) urdr = r [ub(rjuy(r) — u'l(r)UQ(r)](l] =0.
0

Sendo assim, segue de (3.10) que

/1m1u2 [f(ul) - f(uQ)] dr = 0.

Uy U2
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Mas, se u; nao intersecta us, isto é, u; < ug em Bi(0) temos [%ﬂf) — %1;2)} <0

o que contraria a igualdade acima. Logo, existe ao menos um ponto onde u; € us
coincidem.

A seguir utilizaremos o shooting method para provar que dadas duas solucoes do
problema (3.1), u e uy, com u(0) < uz(0) é possivel encontrar uma terceira solugao
uy a qual intersecta us em exatamente um ponto no intervalo (0, 1).

Teorema 8 Sejam u e uy solugoes nao triviais do problema (3.1), com u(0) < uz(0).
Entao eziste uma solug¢do uy de (3.1), com uy(0) < uz(0) tal que uy intersecta us
em exatamente um ponto no intervalo (0, 1).

Demonstracao: Um vez que f(s) = Ase?’ com A >0el <6 <26 tal que
f(s)/s é crescente para todo s > 0, podemos aplicar a Proposi¢ao 6 e garantir que
u e ugy se intesectam ao menos em um ponto em (0,1). Seguiremos supondo que u
e us intersectam-se em pelo menos dois pontos, pois caso contrario, nao ha o que
provar. Sejam 0 < R; < Ry < 1 os dois primeiros pontos consecutivos de intesecgao
com u(r) < ug(r) para todo r € (0, Ry). Veja Figura 3.2 abaixo.

u(r)
u2(0)

u(0)

Figura 3.1: u(r) e ug(r) intersectando-se.

Sejam v > 0 e w(r,~y) a tnica solugdo do problema de valor inicial

—(rw') = Arwe*’

’ A1

w(0) =7, w(0) =0, 31
e seja T'(7y) o primeiro zero da solugao w(r,~y) definido por

T(v) =sup{r; w(s,v) >0 paratodo s€[0,r]}.

Entéao, pela unicidade do problema de valor inicial (3.11), temos claramente w(r, v2) =
us(r) e w(r, 7o) = u(r) para 7o = u(0) e 72 = us(0).

Por continuidade das solugoes w(r,7) e uy(r) em relagdo aos dados iniciais po-
demos tomar um valor v,com 7 < 7, suficientemente proximo, tal que existam

65



Inversdo de Atkinson-Peletier e Shooting Method CAPITULO 3

v

0 R1‘R1(v) R‘z(v) R2 1 r

Figura 3.2: Solugao w(r, ) para v — 7o.

0 < Ry(y) < Ra(y) < 1, os dois primeiro pontos consecutivos de intersec¢ao de
w(r,7y) com us(r), com w(r,vy) < uy(r) parar € (0, Ry(y)). Veja Figura 3.2 abaixo.
A idéia central é encontrar um valor v € (0,7) tal que Ry(vy1) = 1. Neste caso,
faremos u; (1) = w(r,v1) e o teorema estaré provado.
Quando v se move de 7y em direcao a 0 ocorre uma, e somente uma, das trés
seguintes possibilidades:

(i). Existe um valor v; € (0,70) tal que Ry(7;) = 1. Neste caso o teorema esté
provado.

(ii). Existe um valor v, € (0,79) e um ponto R € (0, 1) tal que
w(R, ) =us(R),  w'(R,m) = usy(R).

Esta possibilidade nao ocorre devido a unicidade de solucao do problema de va-
lor inicial (3.11), pois terfamos w(r,v1) = ug(r) para r € (0,1) o que contradiz
Y1 <7 < V2

(iii). 0 < Ri(7) < Ra(y) < 1 para todo v € (0,7) e
%E)%[Rz(w — Ri(y)] =0.

Note que se existem 7 e 4 tais que Ry(7™M) < 1 < Ry(7®) temos, por continui-
dade, v, tal que Ra(71) = 1.

Se ocorre (iii), sejam I(y) = [Ri(7), Ra(7)] ¢ v(r) = w(r,y) — ua(r) a funcdo
“altura”. Entao, fazendo
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temos
—(r(r) = = (rw'(r,7) = ruy(r) = r(f(w(r,7)) = flus(r)) = Qr)o(r)
e v(r) >0 é tal que

—(r/(P)) = Q(ru(r), em I(3),
o(Ra(7)) = 0, o(Ri(7)) = 0. (3.12)

Portanto, v é a primeira autofunc¢ao com autovalor ;; = 1 do seguinte problema de
autovalor

—(re'(r)) = pQ(r)e(r) em  I(y),

3.13
=0 sobre 0I(7). (3:13)
Para v € (0,70), 0 < Ry < Ry(7) temos
M =sup{Q(r); re€l(y), v€(0,7)} < oo, (3.14)
pois () é uma fungao continua em I(7) para todo v > 0.
Seja A1(y) o primeiro autovalor do seguinte problema
—Ap =\ I(v),
p=Ap em () (3.15)

©=0  sobre OI(y).

Portanto, usando (3.12), (3.14) e (3.15) obtemos

1 = {f}m Q 7 wEHé(I(V))}

> {fI ; sOGHé([(v))}

Jiw
z&A()

Visto que [Ry(y) — Ri(7y)] — 0 quando v — 0, temos Ai(y) — o0, o que contradiz
A(7) < M/R;. Esta contradi¢ao exclui a possibilidade (iii), donde ocorre obriga-
toriamente (i). Isto conclui a demonstracdo. m

3.3 Relagoes de Crescimento

Esta secao ¢ dedicada a obtencao de relagoes titeis envendo duas solucoes radiais
uy e ug do problema (3.1) caso estas existam.

Pelos resultados provados na se¢ao anterior, Proposicao 6 e Teorema 8 se existem
duas solugoes radiais u e ug, com u(0) < uz(0), do problema (3.1) necessariamente
se intersectam, e mais, ¢ possivel tomar duas solugoes u; € us, com u1(0) < ug(0),
de forma que estas ultimas intersectam-se em um tunico ponto no intervalo (0, 1).
Seja R € (0,1) o tnico ponto de intersecgao de u; e ug, isto é, ui(R) = us(R) = a.
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Fazendo Ty =2In2e T} = -2 lng e usando a inversao de Atkinson e Peletier para
U1 € Ug, isto é,
t= —2111%, yi(t) = u;(r) para ¢ =1,2
temos, como visto nos Capitulos 1 e 2, que as fungoes y; para ¢ = 1, 2 satisfazem
—y" =y’ em (T, 00),
y >0 em (7Tp,00), (3.16)
y'(+00) =0, y(Tp) = 0.

Onde estamos denotando y'(+00) = limy—, 0 ¥/ ().

Notemos que y/,(t) = —u/(r)e "2 > 0, para i = 1,2 é positivo sobre t € (Tp, +00),
pois com vimos na se¢ao anterior, u'(r) < 0 para 0 < r < 1; em particular, as fungoes
y; sdo crescentes. Além disso, segue diretamente do fato de que us(r) > wuy(r) para
0 < 7 < R e da inversao de Atkinson e Peletier que y,(t) > y1(t) para t > T,
enquanto y1(t) > yo(t) para t € (Tp,71). Com essa formulagdo provaremos uma

/
importante relacao de crescimento envolvendo a fungao y—?; a saber
1
Teorema 9 Sejam uy, us solugdes radiais do problema (3.1), com uy(0) < us(0).

Suponha que uy e uy intersectam-se em um unico ponto em (0,1) e denote este ponto
/

por R. Sejam y; = ui(26_%) para 1 = 1,2. Entao y_? € uma funcgao crescente em
Y1

(T1,00), onde Ty = —2In £.

Demonstragao: Provaremos inicialmente duas afirmagoes.
/

Afirmagao 1. Nao existe um valor Ty € (T1,00), ponto critico de y_? talque

B Y1
y/
() ®=0
/
De fato, se Ty € (17, 00) é um ponto critico de y—?, entao
Y1
/ / / /
Y Y1 lY%2 W
e lembrando que y/ = —f(y;)e”" para i = 1,2, tem-se da equagao acima
(y_é)/ _ ¥ [f(yl) B f(y2)}
vi nl o Ya
Portanto, em t = T5, temos a igualdade
AN /
Y1 Ty Y1 Y1 Ya T,

Por outro lado, um célculo direto com o auxilio das equagoes anteriores permite
concluir que

(L) = e Liptn - s - (L) +e (L) [Hpd - L)

i 1 1 Yh 1" Yy
L) (y_é)/+e—tf<y2) (y_é)'
v \n (AN
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Lembramos que f(t) = Me’, A > 0e1 < 6 < 2 ¢é tal que f'(t) é crescente para
t>0eys >y em (T1,00). Assim, avaliando a expressao acima em ¢t = Ty e usando
(3.17) obtemos a desiguladade

yé 1/
(?A)

/ / "
Logo, se Ty € (11,00) é um ponto critico de y_ temos (y_?) (T3) < 0 o que prova
i hn

< 0.

= () - 1)

T> Ts

a Afirmacao 1.
/

Afirmacao 2. FExiste um ponto T3 > T tal que y_? é crescente sobre (T3,00).

41
Como yi1(t), y2(t), f(t) e f'(t) s@o fungdes crescentes para t > 0, dado € > 0, existe

T'(€) tal que para t > T'(¢), i = 1,2 temos

(1 =€) f(yi(o0)) < fwi(t)) < f(yi(o0)) (3.18)
(1= e)f'(yi(o0)) < f'(wi(t)) < f'(yi(o0)) (3.19)

onde estamos denotando lim y(t) = y(o0).

Seja t > T'(e). Visto que yl(t) = — f(yi(t))e " parai = 1,2, temos claramente

/ fyi(s
Usando (3.18) obtemos

(1 —e)f(yi(oo))e™ < flyi(t))e™ < flyi(o0))e™

e, integrando sobre (¢, 00) temos

(1 —e)f(yi(oo))e™ < yilt) < flyi(o0))e™. (3.20)

Usando (3.19) temos analogamente

(1= e)f'(wi(o0))e™ < f'(wi(t))e™" < f'(yi(00))e™".

Tomando o cuidado de tomar € < 1 e multiplicando ordenadamente cada termo nas
desigualdades acima com aqueles dados em (3.20) temos, para i = 1,2,

(1= e)*f(yi(00)) f'(yi(00))e™ < f(yi())wi(t)e™ < f(yi(00)) [ (yi(o0))e ™.

Integrando sobre (£, 00) obtemos
S F N (o)™ < [ (s uflo)e*ds < Floe)) o))e ™
Multiplicando por e* podemos escrever

(1= (o) (4(00) < & [ Fn(e)ils)e s < Fan(o0) (1(o0)
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e, portanto,

31— F (o (00D < Jim ¢ [ (s *ds < Fl(00)) (o).

Fazendo € — 0, temos

lim e* /too F'(i(s)yi(s)e™*ds = f(yi(00)) f'(yi(00)).

t—o00

Usando este ultimo fato e integragao por partes podemos concluir ainda, para t

suficientemente grande,
}+ e / f(wi(s))yi(s)e*ds

[ rutepeas - [ = F(ui(s)
= F(®) +¢ / F(s())l(s)e~ds
= flui(t) { / f'(yi(s))yie™ ]

= flui(t) + §f(yi(00))f’(yi(00))€*t +o(e™),

onde o(e™") representa uma fungao g(t) tal que existe uma constante C' > 0, arbitra-
riamente pequena, com |g(t)| < Ce™" quando t — co. Portanto, segue da igualdades
anteriores que, para t grande,

f(yz‘(t)) 1 f(yi(o0)) .,
etft (s))e—sds {1+ fy:)(t)

Por meio da identidade elementar [1+a] ™! = [1—a]+a?[1+a]~! podemos transformar
a identidade acima em

FW0)) 10, (soye + o(e-tﬂ -

(IO PRV ICS P
R = L s e o) 2
Finalmente, usando as equagoes y! = —e 'f(y;) e yi = [ f(yi(s))e *ds, para

i = 1,2 em conjunto com (3.21) podemos escrever

1im et (y_g _ y_/1/> — lim et <f(y1> N M)

e\ dyp ey

Ya yi
i e f(y1) f(y2)
t—00 et ft e—sds et ft e~%ds

17 (ao0)) — f <y1<oo>>J >0

Note que f'(y2(00)) — f'(y1(c0)) > 0, pois f" & crescente e ya(00) = uz(0) > uy(0) =
y1(00). Sendo assim, pela conservagao do sinal, para ¢ suficientemente grande, vale

AN AL 0
2 vl Dl e
(4 Y1 LY2 N
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e, portanto, existe T3 > T} tal que y)/y] ¢ crescente em (T3, 00).

Provadas estas duas tultimas afirmacgoes, estamos prontos para concluir a de-
monstra¢do do Teorema 9. De fato, se y5/y; tem um ponto critico Ty € (17, 00),
pela Afirmagao 1 T, é necessariamente um ponto de méximo. Por outro lado, a
Afirmagao 2 garante que 5 /vy;, sendo mondtona crescente, tem pontos de minimo
local em (T3, 00) e, portanto, contradiz a Afirmagao 1. Logo, v5/y; ndo admite ponto

s\ /
critico em (77, 00), isto &, (g—%) (t) > 0 para todo t € (T, 00). Assim, temos v5/v;
1

crescente em t € (7T1,00). =

3.4 Unicidade

Esta secao é dedicada a prova de um resultado de unicidade de solugoes para o
problema (3.1).

De acordo com os resultados estabelecidos nas duas tltimas segoes, se (3.1)
admite duas solucoes, é possivel “construir” a partir destas, duas novas solucoes nao
triviais u; e up que se intersectam em um tnico ponto em (0, 1) tais que u1(0) < ug(0)
¢ o quociente ) /ujy ¢ uma fungdo crescente em (0, R), onde R representa o unico
ponto de interse¢ao de u; e uy. Na visd@o do problema (3.16), temos duas solugoes
nao triviais y; e y» que se intersectam no ponto 77 e o quociente ¥} /y5 é uma fungao
crescente sobre (717, +00). Nosso objetivo nesta segao é usar estes fatos para chegar
a uma contradigao.

Usando as propriedades descritas acima e uma técnica similar aquela aplicada
na prova da Proposi¢ao 6 provaremos o seguinte resultado de unicidade.

Teorema 10 Sejam A > 0, B C R? a bola unitdria centrada na origem e 0 um
numero positivo tal que 1 < 0 < 2. Entao o problema
—Au=ue”  em B,
u >0 em B,
u=>0 sobre OB

admite no mdzrimo uma solucao.

Demonstragio: Observamos primeiro que para f(t) = Me!’ temos f(t)/e! cres-
cente para t > 0. De fato, se # = 1, nada temos a fazer. Seguimos supondo que
1 < 6 < 2, neste caso, note que

(%), — el [1+0t" — 1],

portanto f(t)/e! é crescente para t > 0 se, e somente se, 1(t) = 1+ 6t —t > 0. Por
outro lado,

P'(t) =04 =1 e () = (0 — 1)6*° 2 > 0.
Como ¢/(t) = 0 se, e somente se, t = ~2/(0=1) temos que 1)(¢) atinge seu minimo

em t,, = 021 logo

/
1
(_f(f)) > Aet’—t [1 + Qtfﬂ - tm] — 't |1 + 9_2/(9_1)(5 - 1)
e
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Uma vez que 0 < 072D < 1e (1/0 —1) > —1 temos que 6~/ (1/0 — 1) > —1
e, portanto, o termo no colchete acima é positivo o que implica na monoticidade da
funcao f(t)/e'.

Suponhamos, por contradi¢ao, que o problema (3.1) admite duas solugoes. Neste
caso é possivel tomar duas solucoes nao triviais uq e us que se intersectam em um
tnico ponto em R € (0, 1) tais que u;(0) < uz(0). Seja Qy = Br(0) a bola de raio R
centrada na origem. Entao ui(r) < ua(r) em €y e u; = us = « sobre 0€). Vamos
repetir o raciocineo seguido na prova da Proposicao 6. Seja ¢ : R — R uma fungao
“suave”, classe C1(R), tal que 0 < ¢(t) < 1, com ¢(t) = 0 para t < 0, ¢(t) = 1 para
t > 1 e ¢(t) uma fungdo crescente para 0 < t < 1. Defina, para cada € > 0, a fungao

t
Agora, multiplicando a equac@o em (3.2) por ¢ (us — uy)e"t e usando que ug é
solucao obtemos

—e" Aug(uy — up) = € f(ug)pe(ug — u1)

Analogamente, usando que u; é solugdo temos

—e"? Auype(ug — uq) = €™ f(ug)pe(us — uq).
Estas duas ultimas equagoes fornecem a identidade

et (féjf) - fgp) be(uz — uy).

(3.22)
Podemos usar as identidades de Green, Teorema 11, pagina 76 Apéncide A para
melhor estimar a integral no lado esquerdo da identidade acima. De fato, usando
que u; = ug = « sobre 9 e ¢.(0) = 0 temos

/ (—e" Aug + e Auy ) pe(ug — uq) = /
Qo

Qo

/Q —e" P (uy — uy)Aug = V (€ ¢e(ug — u1)) Vug — / e“¢:(0)Vuy - vds

QO BQO

= VU1VU2€u1¢€(U2 — u1>
Qo

+ / (€"2Vug)e" ™2 (Vug — Vuy )¢l (ug — uy).
Qo
De forma inteiramente analoga concluimos ainda

/ €?¢c(ug —up)Auy = — V (€ ¢c(us —uy)) Vuy +/ e de(0)Vuy - vds
Qo 0Qo

Qo

= — Vui Vuse ™ p(ug — uy)

Qo

- / (€ Vup)e" " (Vug — Vuy )¢l (ug — uy).
Qo

72



Unicidade CAPITULO 3

Combinando estas duas tltimas identidades concluimos que

/ (—e"*Auy + "2 Auy ) pe(ug —uy) = / VuVug(e" — e*)de(uz — up)
Qo Q0
+ / (€"2Vug)e" "2 (Vuy — Vuy )@l (ug — uq)
Qo
- / (e Vup)e™ " (Vug — Vup )@l (ug — uy).
Qo

Observando agora que Vuy Vug = u)(r)ub(r) > 0 sobre Qg e et —e¥2 < 0, visto que
uy (1) < ug(r) em Qp; podemos desprezar a primeira parcela na soma do lado direito
da identidade acima e concluir que

/ (—e" Aug + e Aug)de(ug — ug) < / (€"2Vug)e" "2 (Vug — Vuy) oL (ug — uq)
Qo Q0

- / (e Vuy)e"> " (Vuy — Vg )@l (ug — uy).
Qo

Agora definindo as fungoes x1,.: R —+ R e x2. : R = R tais que

)= [ el vad = [ s
obtemos, pela regra da cadeia,

Vx1e(ug —up) = e 72(Vug — Vuy) @ (ug — uq)
e, analogamente

Vx2.e(ug — up) = e (Vug — Vuy) @l (ug — uq).

Dessa forma, notando que Ve = e“Vu; para ¢ = 1, 2; podemos escrever

/ (—e"Aug + e Auy)de(ug — uy) < / V(e"?)Vx1e(ug — uy)
Qo

Qo

— /S;V(€U1)VX27€(U2_U1) (3.23)

Podemos novamente usar as identidades de Green, Teorema 11, pagina 76 Apéncide
A para melhorar a estimativa do lado direito acima. De fato, usando que u; = us = «
em 0 e x1.(0) = 0 temos

/ V(Ee?)Vxie(ug —u) = —/ A(e")x1.e(uz — uy) +/ X1,e(0)Ve*? - vds.
Qo Q0

0o

— —/QO A(e")x1,e(ug — ur)

e, analogamente, usando que x2.(0) = 0 temos

/ﬂo V(") Vxre(ug —up) = / A ) xo.c (up — uy).

Qo
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Sendo assim, podemos escrever a partir de (3.23) a seguinte estimativa

A(CUQ)Xl,e(UQ_Ul)‘{_/ A(e"™)x.e(uz—uy).

/ (—e" Aug+€e"? Ay )¢ (ug—uy) < —/
Qo Q0
(3.24)

Qo

1 s 5
Agora, notando que ¢.(s) = —¢'(-) e fazendo a mudanca 7 = —, podemos escrever
€ e €

S

Uz —uU1 1 (ug—u1)/e
Xieluz —uy) = / e =¢'(=)ds = / e ¢ (T)dr.
0 0

€ €
Como ¢'(t) =0 parat > 1 e uy — u; > 0 podemos escrever
(ug—u1)/e
/ e~ ¢ (T)dr para uz —uy <€
0

X1,e(U2 - Ul) = 1
/ e~ 7 (1)dr para U — u; > €.
0

Repetindo o argumento acima para x». temos

u2—ul 1 .8 (ug—wu1)/e ,
X2.e(tug —uy) = / e’—¢'(-)ds = / e (T)dT
0 0

e ainda

(uz—u1)/e
/ eTP'(T)dr para uy —uy < €
X2,e(u2 — u1) = 01
/ e (T)dr para U — u; > €.
0

Entao, usando o Teorema 18 Apéndice A, temos quando € — 0
X1e(ug —u) =1 qtpem

e também
X2.e(ug —u1) > 1 qt.pem
t
visto que uy — u; > em €)y. Lembrando que lim ¢ () = lim¢(-) = lim ¢(s) = 1
e—0 e—0 € s—00

podemos passar o limite quando € — 0 em (3.24) e concluir que

/ (—e" Aug + e Auy) < / —A(e") + A(e™). (3.25)
Qo

Qo

Fazendo a tranformacao para coordenadas polares
xr=rcosf, y=rsinf

e lembrando que wu;, para ¢ = 1,2 sao necessariamente radiais e, portanto, nao
depende do angulo 0, podemos escrever lado direito a desigualdade em (3.25) como

R ul u
27T/ {—6“2 (u’Q’ + 72 + (u’2)2> +e" (u'{ + ?1 + (u'l)Q)} rdr.
0
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Usando mais uma vez uma transformacao; a saber, a inversao de Atkinson e Peletier

t(r) = —2In g y(t) = u(r),

podemos reescrever a expressao acima e, depois disso, a desigualdade em (3.25) é
dada por

/ (—€" Auy + € Auy) < 4%/ [—e(ys + (y5)%) + e (y1 + (y1)*)] dt.
Q() Ty
Organizando os termos convenientemente vemos que esta tltima equivale a
o y// y//
/ (—e" Aug +e"?Auy) < 47/ {y’ley1 (—} + y{) — yhet? <—? + yé)} dt. (3.26)
Qo YE Y1 Yo

Pelo Teorema 9, sabemos que y5/y] € uma funcao crescente em (77, 00). Observemos
que y; > 0 para i = 1,2 como foi visto na se¢@o anterior. Segue destes fatos, visto
que y4(Th) > y4(T1), que y5 > y4 parat > Ty. Além disso, (y5/y;) > 0 sobre (17, 00)

¢ como AN / " "
(y_> _ Y [?f_ _ y_]
Y v ly: v
temos v /yy >y /y} sobre (11, 00). Portanto, de (3.26) obtemos
/ (—e" Aug + e Auy) < 0.
Qo
Combinando este ultimo fato com (3.22) e usando ¢.(t) > 0 temos

/ eul-‘ruz (f(l@) . f(ul)) < 0,
Q el e B

o que é uma contradigao, visto que uy > uy em Qg e f(t)/e' é uma fungao crescente.
Isto prova o Teorema 10. m
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Apéndice A
Resultados Complementares

Este apéndice destina-se a apresentar sem demonstragoes alguns resultados uti-
lizados no corpo do trabalho.

A.1 Resultados de Equacoes Diferenciais

Teorema 11 (Identidades de Green). Sejam Q C R?* um dominio limitado cuja
fronteira Q) é uma unido finita de curvas suaves e u,v € C?*(Q). FEntao, se v
denota a normal externa, vale a sequinte identidade

/(vAu + VoVu)dzdy = / vVu - vds.
Q o0
Em particular, se v =10 sobre OS2 temos
/ —vAudrdy = / VoVudzdy.
Q Q

Demonstracao: Veja [14], paginas 627 ¢ 628. m

Teorema 12 (Simetria Radial) Sejam f : R — R lipschitziana e u € C?(Q) solugdo
de

Au= f(u) em £,
u >0 em Q,
u=>0 sobre 02,

onde Q = B1(0). Entao u € radial, isto €, se r = |z| representa a norma euclidiana
de x;
u(x) = v(r),

para alguma funcao v : [0,1] — [0,00) estritamente decrescente.

Demonstragao: Veja, 14| pagina 521. =

Observamos que os resultados que se seguem, enunciados para problemas de
Cauchy de primeira ordem, isto é,

¥ = f(t,z), xz(ty) = xo
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Resultados de Equag¢des Diferenciais APENDICE A

também sao validos para problemas de Cauchy de uma ordem m qualquer, ou seja,
g™ = f(t oz, 2™ ate) = ab, - 2 Y (t) = 2l

Para uma constatacao das consideragoes acima, veja a observagao em [22| pagina
21.

Teorema 13 (Teorema de Picard). Seja f: Q C R"™ — R"™ uma fungdo continua
e lipschitziana em relacao a sequnda varidvel, definida no compacto 2 = I, X By
coml, ={teR;[t—ty| <a} e Bp={z eR" | z—x0|<b}. Se|f|] <M emQ,
existe uma unica solucao do problema

= f(t,z), x(to) = xo
em I, onde o = min {a,b/M}.

Demonstragao: Veja [22], pagina 13. =

Teorema 14 (Solugoes Méximas). Seja f: Q C R"™ — R™ continua no aberto .
Suponhamos que para todo (to, xg) € Q exista unica solugdo de ' = f(t,z), x(ty) =
xo definida em algum intervalo I = I(ty, o). Entdo, para todo (ty,zo) € § existe
uma unica solu¢ao ¢ = P(t,tg,xo) de ' = f(t,z), x(ty) = xo, definida em um
intervalo M (ty, xo) = (w—(to, o), wy (to, xg)) com a propriedade de que toda solu¢ao
Y de ' = f(t,x), z(ty) = xo em um intervalo I satisfaz I C M(to,xo) € ¥ = ¢1.

Demonstragao: Veja [22], pagina 17. =

Teorema 15 Seja f : Q C R*™ — R™ continua no aberto Q. Se ¢ é uma solu-
¢cao mdzima unica de ' = f(t,x), x(to) = xo definida em um intervalo maximal
(w_,wy), entao a aplicagao g(t) = (t,p(t)) tende para O quando t — w=. Isto é,
para todo compacto K C Q) existe uma vizinhanga V de w+ tal que g(t) ¢ K para
todot V.

Demonstragao: Veja [22], pagina 17. =

Teorema 16 (Dependéncia Continua de Parametros). Seja f uma fungdo continua
em um conjunto aberto ) de R xR™ x A, onde A € um espaco euclidiano. Para cada
(to, o, A) € Q, suponhamos que o problema de dados iniciais, com A fizo,

= f(t,z,N), x(to) = wo,

tenha unica solugao ¢ = ¢(t,to, xg, ), definida em seu intervalo mdzimo (w_,w,),
onde wy = wy(to, xo, ). Entao

D = {(t,to,]}o,/\); (t07'r07)‘> < Q’t € <W—7w+>}
€ aberto em R x ) e ¢ € continua em D.

Demonstragao: Veja [22], pagina 34. =
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Resultados de Equag¢des Diferenciais APENDICE A

Teorema 17 (Dependéncia Diferenciavel) Seja f uma fungao continua em um conjunto
aberto €2 de R x R™ x A, com Dyf continua em 2, onde A é um espago euclidiano.
Entao, para cada X fizo, a solug¢do ¢ = ¢(t,tg, xo, A) de

= f(t,x,\), x(ty) = xo,

€ unica e admite deriwada parcial D3¢ com relagcao a xo. Mais ainda, a aplica¢ao
(t,to, xo, \) = D3o(t,tg, o, A) € continua em seu dominio

D= {(t,to,xg,/\); (to,.ﬁEo,)\) e te (OJ_,W+)}

9¢

.Z’(t) = Dg@b(t,tml‘m )\> -ep = a_xlg

(ta tOJ o, /\)7
para 1 < k < n, € solugao de

' =Jt)x, x(to) = ey,

onde J(t) = J(t,to, xo, A) = Daof(t, d(t, 10,20, A), A), (w_,w) representa o intervalo
mdzrimo de definicao de ¢ e ey o k-ésimo vetor da base candnica de R™.

Demonstracao: Veja [22], pagina 39. =

A.2 Resultados de Analise Funcional

Teorema 18 (Teorema da Convegéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,) uma
sequéncia de fungoes de L*(2). Suponhamos que

(1) fulz) = f(2) ¢t.p. em Q,
(it) existe uma fungio g € L*(Q) tal que para todo n > 1, temos

|fo(x)] < g(z) qtp. em Q.

Entao f € L*(Q) e
nh_)ngo ||fn - f||L1(Q) = 07

15to €,

/Qf(x)dx: lim an(:c)dx.

n—o0
Demonstragao: Veja, [5| pagina 67. =

Teorema 19 Sejam Q C RY um aberto limitado de classe Ct, com fronteira limi-
tada, e 1 < p < 0o. Entao,

se 1<p<N, entio WH(Q) C L (),
se p= N, entio W'P(Q) C LYQ), VqE€ [p,o00),
se p> N, entio W'P(Q) C L*®(Q),

com injecoes continuas.
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Resultados de Equag¢des Diferenciais APENDICE A

Demonstragao: Veja, [9] pagina 168. =

Teorema 20 (Rellich-Kondrachov). Seja Q C RY um aberto limitado de classe C*.
Temos:

se 1<p<N, entaio W'P(Q) C L1(Q), Vqe[l,p*),
se p= N, entao W'P(Q) C LYQ), Vg€ [l,00),

se p> N, entao W'?(Q) C C(Q),
com 1njegcoes compactas.
Demonstragao: Veja, [9] pagina 169. =

Teorema 21 (Identidade de Pohozaev). Seja Q2 um subconjunto aberto de R™ com
fronteira OQ suave. Seja u € HY(QY) tal que

—Au=g(u) em
u=20 sobre 0}

onde g : R — R € uma funcao dada. Seja

Entao

(-3) fpoos [ =5 [0 ()

onde v € a normal unitdria externa sobre OfS2.

Demonstragao: Veja, [18| pagina 238. =
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