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Resumo

Neste trabalho apresentamos alguns resultados envolvendo lineabilidade e a teoria
linear dos operadores absolutamente somantes. Observamos que a técnica utilizada
está intimamente relacionada com a teoria dos espaços de Banach hereditariamente
indecomponíveis e que a presença de uma base incondicional em um dos espaços
envolvidos é crucial para garantirmos alguns resultados.

Palavras-Chave: lineabilidade, operadores absolutamente somantes, bases
incondicionais.
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Abstract

In this work we present some results involving lineability and the linear theory of
absolutely summing operators. We note that the technique presented is closely related
to the theory of hereditarily indecomposable Banach spaces and that the presence of an
unconditional basis in one of the spaces involved is crucial to guarantee some results.

Key-Words: lineability, absolutely summing operators, unconditional basis.
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Introdução

Um fato conhecido em Análise Funcional diz que, todo operador linear contínuo
entre espaços de Banach leva sequências absolutamente somáveis em sequências
incondicionalmente somáveis (veja a Proposição 1.1.2 e a Proposição 2.1.1 (i)).
Operadores lineares contínuos que possuem a recíproca da propriedade anterior recebem
o nome de operadores absolutamente somantes.
O conceito de operador absolutamente somante surgiu na década de 1950 com os

trabalhos de A. Grothendieck [17] e teve como ponto de partida a teoria do produto
tensorial. Apenas na década seguinte, esse conceito começou a se consolidar, quando
personagens como A. Pietsch [32], J. Lindenstrauss [25] e A. Pelczynski [28] tornaram
acessíveis as ideias iniciais de Grothendieck a respeito dessa classe de operadores.
Recentemente, muitos trabalhos têm sido motivados pelo estudo de situações em que

se busca linearidade em ambientes não-lineares. Esse tipo de situação está relacionada
ao que chamamos de lineabilidade. O termo lineabilidade é creditado a V. Gurariy [22].
Desde seu início, a teoria de lineabilidade tem sido abordada em diversas situações,
por exemplo, no contexto de zero de polinômios, operadores absolutamente somantes e
funções contínuas não diferenciáveis.
Neste trabalho, abordamos o conceito de lineabilidade no contexto de operadores

absolutamente somantes. Inicialmente, observamos uma estreita relação desta teoria
com a teoria dos espaços de Banach hereditariamente indecomponíveis (Exemplo 3.2.3).
Em seguida, apresentamos um solução (Teorema 3.2.21) para um problema posto por
D. Puglisi e J. Seoane-Sepúlveda. E por �m, adaptamos a demonstração do Teorema
3.2.21 em outras situações.
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Estrutura dos Tópicos Apresentados

O presente trabalho está dividido em três capítulos.
No primeiro capítulo, abordamos conceitos de séries e bases em espaços de

Banach. Além das de�nições e exemplos que expomos, demonstramos alguns dos
principais resultados referentes a esses conceitos, por exemplo, caracterizações de séries
incondicionalmente convergentes, o Critério de Grumblum e algumas equivalências a
respeito de sequências básicas incondicionais.
No segundo capítulo, apresentamos conceitos básicos e alguns resultados clássicos

da teoria linear dos operadores absolutamente somantes.
No terceiro capítulo, estudamos algumas situações de lineabilidade no contexto de

operadores absolutamente somantes. Objetivando a auto-su�ciência de nosso texto, no
decorrer do capítulo apresentamos uma de�nição acessível de espaço superre�exivo e
observamos que este é uma das peças fundamentais para demonstrarmos o teorema
central deste trabalho.
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Notação e Terminologia

Abaixo listamos as notações e terminologias utilizadas neste trabalho:

� O símbolo K representará o corpo dos reais R ou dos complexos C.

� Salvo nas exceções, que por ocasião mencionaremos, as letras X;Y;E; F;G e H
representarão espaços de Banach de dimensão in�nita.

� Diremos que a série
P1

n=1 xn é convergente X, sempre que a sequência (Sn)
1
n=1

das somas parciais da série for convergente em X.

� Os símbolos BX e SX representarão, respectivamente, a bola unitária fechada e a
esfera do espaço de Banach X:

� O dual topológico de um espaço de Banach X será denotado por X�: O símbolo
X�� denotará o dual topológico de X�:

� Denotaremos por ei; o vetor (0; : : : ; 0; 1; 0; : : :) onde o número 1 aparece na i-ésima
coordenada.

� Quando 1 � p <1; denotaremos por lp o espaço de Banach

lp =

(
(xj)

1
j=1 2 K

N;
1P
j=1

jxjjp <1
)

e, quando p =1; denotaremos por l1 o espaço de Banach

l1 =

�
(xj)

1
j=1 2 K

N; sup
j2N

jxjj <1
�
:

Denotaremos por c0 o subespaço fechado de l1 formado por todas sequências que
convergem para zero.

� Quando conveniente, usaremos a representação hx; T i para indicar que o operador
T está aplicado no vetor x.

� Denotaremos por K(X; Y ) o espaço vetorial formado por todos os operadores
lineares compactos de X em Y .

� Os símbolos !;
w! e w�! representarão, respectivamente, convergência na norma,

convergência na topologia fraca e convergência na topologia fraca estrela.

� O símbolo � denotará a relação no conjunto dirigido I:
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Capítulo 1

Bases de Schauder

1.1 Séries em espaços de Banach

De�nição 1.1.1 Uma sequência (xn)
1
n=1 em um espaço vetorial normado X é

denominada absolutamente somável se
1P
n=1

kxnk < 1; e incondicionalmente

somável se
1P
n=1

x�(n) <1; qualquer que seja a bijeção � : N! N.

Claramente, toda sequência incondicionalmente somável é, em particular, somável.
Em 1837, Dirichlet provou que, na reta, uma sequência é incondicionalmente somável
se, e só se, é absolutamente somável. Os conceitos de sequências absolutamente e
incondicionalmente somáveis estão fortemente relacionados com espaços de Banach,
como mostra o seguinte resultado:

Proposição 1.1.2 Um espaço vetorial normado X é Banach se, e só se, toda sequência
absolutamente somável for incondicionalmente somável.

Demonstração: Sejam X um espaço de Banach e (xn)
1
n=1 uma sequência

absolutamente somável. Seja � : N! N uma bijeção qualquer e considere yn = kxnk,
para todo n 2 N. Como (yn)1n=1 é uma sequência absolutamente somável de números
reais, é também incondicionalmente somável, e portanto

1P
n=1



x�(n)

 converge. Assim,
dado " > 0 existe n0 2 N tal que






nX
k=1

x�(k) �
mX
k=1

x�(k)






 =







nX
k=m+1

x�(k)






 �
nX

k=m+1



x�(k)

 < 1X
k=n0



x�(k)

 < "

sempre que n > m > n0:
Isso mostra que a sequência das somas parciais de

�
x�(n)

�1
n=1

é de Cauchy, logo é
convergente. Dessa forma,

�
x�(n)

�1
n=1

é somável.
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1.1. SÉRIES EM ESPAÇOS DE BANACH

Para provar a recíproca, seja (xn)
1
n=1 uma sequência de Cauchy no espaço vetorial

normado X. Então, dados k 2 N e " = 2�k > 0, existe n(k)0 2 N tal que

n;m � n
(k)
0 =) kxn � xmk < 2�k.

Assim, podemos encontrar n1 < n2 < � � � tais que

xnk � xnk+1


 < 2�k:

Em particular,
1X
k=1



xnk+1 � xnk


 � 1X

k=1

2�k = 1:

Dessa forma, a série
1P
k=1

�
xnk+1 � xnk

�
é absolutamente convergente, e portanto

convergente.
Note que

xnk+1 = xn1 +
kX
j=1

�
xnj+1 � xnj

�
:

Logo,
�
xnk+1

�1
k=1

é convergente. Como (xn)
1
n=1 é de Cauchy e possui uma

subsequência convergente, temos que (xn)
1
n=1 é convergente, o que garante a completude

de X. �

A seguir, exibimos algumas equivalências a respeito de sequências
incondicionalmente somáveis em espaços de Banach.

Teorema 1.1.3 Para uma sequência (xn)
1
n=1 em um espaço de Banach X, são

equivalentes:

(i) (xn)
1
n=1 é incondicionalmente somável.

(ii) Para cada " > 0; existe n" 2 N tal que, quando M é um subconjunto �nito de N

com minM > n", vale





 P
n2M

xn





 < ".

(iii) (xn)
1
n=1 é subsérie somável, isto é, para qualquer sequência estritamente crescente

(kn)
1
n=1 de inteiros positivos,

1P
n=1

xkn converge.

(iv) (xn)
1
n=1 é sinal somável, ou seja, para qualquer escolha de sinais "n 2 f�1; 1g,

1P
n=1

"nxn converge.

(v) O operador T : l1 ! X, dado por T ((�n)
1
n=1) =

1P
n=1

�nxn é contínuo:

2



1.1. SÉRIES EM ESPAÇOS DE BANACH

Demonstração: A demonstração que o item (v) é equivalente aos demais é um pouco
delicada. Provaremos apenas que os quatro primeiros itens são equivalentes. Para mais
detalhes sobre esse teorema veja [12, pág. 9].
(i)) (ii) Suponhamos, por absurdo, que (ii) seja falsa. Assim, existe " > 0 tal que

para todo m 2 N, existe um subconjunto �nito M dos naturais com minM > m mas



 P
n2M

xn





 � ".

Isso nos permite construir uma sequência (Mn)
1
n=1 de subconjuntos �nitos dos

naturais tal que

minM1 > 1 e






X
i2M1

xi






 � ",

e

minMn > maxMn�1 e





 P
i2Mn

xi





 � ";

para todo n � 2.
Agora, de�na uma bijeção � : N! N que leva cada inteiro do intervalo

[minMn;minMn + jMnj) emMn, onde jMnj é a quantidade de elementos deMn. Isso é
possível pois o número de inteiros do intervalo [minMn;minMn + jMnj) é igual a jMnj
e porque, tanto os intervalos quanto os Mn são disjuntos entre si.

A�rmamos que a sequência Sn =
nP
k=1

x�(k) não é de Cauchy. De fato, é possível

escolher, para todo m 2 N, algum dos Mn � N, com minMn > m e





 P
n2Mn

xn





 � �.

Tomando p = minMn � 1 e q = minMn + jMnj � 1, teremos q � p+ 1 > m e assim

kSq � Spk =







qX
k=p+1

x�(k)






 =





X
k2Mn

xk






 � � = ".

Logo
�
x�(n)

�1
n=1

não é somável, o que é uma contradição.
(ii) ) (i) Seja � : N! N uma bijeção qualquer e consideremos a sequência

Sn =
nP
k=1

x�(k). Fixe " > 0 e escolha n" 2 N de acordo com (ii). Então existe m" 2 N,

su�cientemente grande, de modo que f1; : : : ; n" + 1g � f� (1) ; : : : ; � (m")g. Assim,
para q; p 2 N com q � p+ 1 � m", temos � (p+ 1) ; � (q) > n", e portanto

kSq � Spk =







qX
k=p+1

x�(k)






 =








X
n2f�(p+1);:::;�(q)g

xn







 < ".

Logo (Sn)
1
n=1 é de Cauchy, e o resultado segue.

(ii) ) (iii) Fixe " > 0 e escolha n" 2 N de acordo com (ii). Agora, se (kn)
1
n=1 é

uma sequência estritamente crescente de naturais, segue que kn � n para todo n 2 N.
Logo, para q; p 2 N com q � p+ 1 > n", temos que kq � q > n" e kp+1 � p+ 1 > n".

3



1.1. SÉRIES EM ESPAÇOS DE BANACH

A�rmamos que Tn =
nP
j=1

xkj é de Cauchy. De fato, se M0 = fkp+1; : : : ; kqg, então

kTq � Tpk =







qX
j=p+1

xkj






 =





X
n2M0

xn






 < ",

e portanto (xkn)
1
n=1 é somável.

(iii) ) (iv) Seja ("n)
1
n=1 uma sequência tal que para cada n 2 N, "n 2 f�1; 1g.

Considere também, os conjuntos S+ = fn 2 N; "n = 1g e S� = fn 2 N; "n = �1g, com
a ordem herdada dos naturais. Então, por hipótese, as séries

P
n2S+

xn e
P
n2S�

xn são

convergentes.
Considere as sequências

Rn =
nX
k=1
k2S+

xk e Vn =
nX
k=1
k2S�

xk.

Dado " > 0, a convergência das séries
P
n2S+

xn e
P
n2S�

xn nos garante a existência de

m"+ 2 N tal que

kRq �Rpk =










qX

k=p+1
k2S+

xk









 <
"

2

sempre que q > p > m"+. Pelo mesmo motivo, existe m"� 2 N tal que

kVq � Vpk =










qX

k=p+1
k2S�

xk









 <
"

2

sempre que q > p > m"�. Escolhendo m" = max fm"+ ;m"�g, segue que a sequência
Sn =

nP
k=1

"kxk satisfaz

kSq � Spk =







qX
k=p+1

"kxk






 =










qX
k=p+1
k2S+

xk �
qX

k=p+1
k2S�

xk










�










qX

k=p+1
k2S+

xk









+










qX
k=p+1
k2S�

xk










<
"

2
+
"

2
= ";
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1.1. SÉRIES EM ESPAÇOS DE BANACH

sempre que q > p > m". Assim, a sequência (Sn)
1
n=1 é de Cauchy e, dessa forma,

(xn)
1
n=1 é sinal somável.
(iv) ) (ii) Suponha que (ii) seja falso. Então, existem " > 0 e uma sequência

(Mk)
1
k=1 de subconjuntos �nitos de N, com minMk+1 > maxMk e






 Pn2Mk

xn






 � "; para

todo k 2 N.
De�na

"n =

8>><>>:
1; se n 2

1S
k=1

Mk

�1; se n =2
1S
k=1

Mk:
.

Agora considere a sequência Sn =
nP
k=1

(1 + "k)xk. Seja m natural e escolha um

inteiro positivo k de modo que m < minMk. Assim, minMk e maxMk > m; mas





maxMkX
n=minMk

(1 + "n)xn






 =





X
n2Mk

2xn






 � 2".
Consequentemente a sequência (Sn)

1
n=1 não é de Cauchy, e portanto não converge.

Dessa forma,
1P
n=1

xn ou
1P
n=1

"nxn não convergem (ou ambas não convergem). Isso nos leva

a uma contradição. �

Corolário 1.1.4 Se (xn)
1
n=1 é uma sequência incondicionalmente somável em um

espaço de Banach X, então, para toda bijeção � : N! N, vale
1P
n=1

xn =
1P
n=1

x�(n).

Demonstração: Se (xn)
1
n=1 é uma sequência incondicionalmente somável, então

pelo Teorema 1.1.3 (ii) dado " > 0 existe n" 2 N tal que, quando M � N for

�nito com minM > n", então





 P
n2M

xn





 < ". Agora, tomemos L su�cientemente

grande de modo que f1; : : : ; n"g � f� (1) ; : : : ; � (L)g. Assim, se N > L, de�nindo
M1 = f1; : : : ; Ng � f� (1) ; : : : ; � (N)g e M2 = f� (1) ; : : : ; � (N)g � f1; : : : ; Ng ; temos







NX
n=1

xn �
NX
n=1

x�(n)






 =





X
n2M1

xn �
X
n2M2

xn







�





X
n2M1

xn






+





X
n2M2

xn







< 2":

Visto que
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1.2. BASES EM ESPAÇOS DE BANACH

NX
n=1

xn =

 
NX
n=1

xn �
NX
n=1

x�(n)

!
+

NX
n=1

x�(n),

fazendo N !1 acima, obtemos

1X
n=1

xn =
1X
n=1

x�(n),

o que mostra o resultado. �

1.2 Bases em espaços de Banach

Na Análise Funcional o conceito de base algébrica (bases de Hamel) é substituído
pelo conceito de base de Schauder. Como o nome sugere, este conceito é creditado a J.
Schauder (1927). A de�ciência das bases algébricas na Análise Funcional é justi�cada
pela seguinte proposição:

Proposição 1.2.1 Toda base algébrica de um espaço de Banach X de dimensão in�nita
é não-enumerável.

Demonstração: Suponhamos, por absurdo, que B = fvj; j 2 Ng seja uma base
algébrica de X. Assim,

X =
1
[
n=1

Fn;

onde Fn = [v1; : : : ; vn] ; para cada n 2 N. Como cada Fn é fechado (visto que tem
dimensão �nita), o Teorema de Baire garante que algum dos Fn tem interior não-vazio.
Mas isso nos leva a uma contradição, pois todo subespaço próprio de um espaço vetorial
normado tem interior vazio. �

De�nição 1.2.2 Uma sequência (xn)
1
n=1 em um espaço de Banach X é chamada base

de Schauder de X quando, para cada x 2 X, existe uma representação única da forma

x =

1X
n=1

anxn; (1.1)

onde (an)
1
n=1 2 KN: Os funcionais lineares fn : X ! K dados por

fn

 1X
j=1

ajxj

!
= an

são chamados de funcionais coe�cientes. Estes funcionais estão bem de�nidos
devido a unicidade de (1.1).

6



1.2. BASES EM ESPAÇOS DE BANACH

Veja que se (xn)
1
n=1 é uma base de Schauder, a unicidade em (1.1) nos garante que

o conjunto fxn;n 2 Ng é linearmente independente.

Exemplo 1.2.3 A sequência dos vetores canônicos (en)
1
n=1 é base de Schauder de c0 e

lp; 1 � p <1: De fato, seja x = (xn)
1
n=1 2 c0. Como xn ! 0; dado " > 0 existe n0 2 N

tal que

n > n0 )







nX
j=1

xjej � (xj)1j=1







1

= k(0; : : : 0; xn+1; xn+2; : : :)k1 = sup
j�n+1

jxjj < ":

Assim, (xn)
1
n=1 =

1P
n=1

xnen e portanto (en)
1
n=1 é uma base de c0: A outra a�rmação segue

de um raciocínio análogo ao anterior.

Exemplo 1.2.4 É fácil ver que todo espaço com base de Schauder é separável.
Portanto, l1 não possui base de Schauder.

O seguinte exemplo é devido a Schauder:

Exemplo 1.2.5 Base de Schauder do espaço C [0; 1] :
De�na a sequência (sn)

1
n=0 de elementos de C [0; 1] por

s0 (t) = 1 e s1 (t) = t;

e, para n � 2; de�na sn; considerando m inteiro positivo com 2m�1 < n � 2m, de modo
que

sn (t) =

8<:
2m
�
t�
�
2n�2
2m

� 1
��
; se 2n�2

2m
� 1 � t < 2n�1

2m
� 1

1� 2m
�
t�
�
2n�1
2m

� 1
��
; se 2n�1

2m
� 1 � t < 2n

2m
� 1

0; caso contrário.

A�rmamos que a sequência (sn)
1
n=0 é base de Schauder de C [0; 1] : De fato, para cada

f 2 C [0; 1] de�na a sequência (pn)1n=0 em C [0; 1] por

p0 = f (0) s0;

p1 = p0 + (f (1)� p0 (1)) s1;

p2 = p1 + (f (1=2)� p1 (1=2)) s2;

p3 = p2 + (f (1=4)� p2 (1=4)) s3;

p4 = p3 + (f (3=4)� p3 (3=4)) s4;

...

Observe que p0 é uma função que coincide com f no ponto 0; p1 coincide com
f em 0 e 1 e interpola linearmente nesses pontos; p2 coincide com f em 0; 1 e
1=2 e interpola linearmente nesses pontos. Seguindo esse raciocínio, temos, para
cada n 2 N, que pn coincide com f nos n + 1 primeiros pontos do subconjunto

7
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D = f0; 1; 1=2; 1=4; 3=4; 1=8; 3=8; 5=8; 7=8; : : :g de [0; 1] : Veja também que cada pn é
uma função poligonal sobre o grá�co da f:
Para cada inteiro não negativo m; seja �m o coe�ciente de sm na respectiva equação de
pm: Assim, pn =

Pn
m=0 �msm; para cada n natural.

Dado " > 0; existe � > 0 tal que

jf(x)� f(y)j < "

sempre que
jx� yj < �:

Considerem 2 N de modo que 1
2m

< � e tome n0 su�cientemente grande de modo que f e
pn0 coincidam no conjunto f0; 1; 12 ;

1
4
; 3
4
; 3
8
; :::; 2

m�1
2m
g: Se x 2 [0; 1]; existe k 2 f1; ::::; 2mg

tal que ����x� k

2m

���� < �:

Logo, se k 6= 2m, temos

jf (x)� pn (x)j �
����f (x)� f

�
k

2m

�����+ ����f � k

2m

�
� pn (x)

����
< "+

����pn� k

2m

�
� pn (x)

����
� "+

����pn� k

2m

�
� pn

�
k + 1

2m

�����
= "+

����f � k

2m

�
� f

�
k + 1

2m

�����
< 2";

para todo n > n0: Se k = 2m o resultado segue de forma similar. Temos assim que
limn!1 kpn � fk1 = 0 e portanto f =

P1
n=0 �nsn: Com um pouco de trabalho se pode

veri�car a unicidade dos escalares (�n)
1
n=1 :

Mostraremos, adiante, que os funcionais coe�cientes são contínuos.

De�nição 1.2.6 Sejam (xn)
1
n=1 base de Schauder de X e V o espaço vetorial formado

pelas sequências a = (an)
1
n=1 2 KN tais que

1P
n=1

anxn existe e, para cada a 2 V, considere

� (a) = sup

(





nX
i=1

aixi






 ;n 2 N
)
:

De�na também TX : V ! X dado por

TX (a) =
1X
n=1

anxn:

8
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Lema 1.2.7 A função � é uma norma em V e (V,�) é Banach.

Demonstração: Inicialmente provemos que � é uma norma em V. É claro que
� (0) = 0: De fato, se � (a) = 0 então

0 = sup

(





nX
i=1

aixi






 ;n 2 N
)
� ka1x1k

e segue que a1 = 0: Repetindo o procedimento acima, temos que ai = 0 para todo i 2 N.
Temos também, para todo � 2 N, que

� (�a) = sup

(





nX
i=1

�aixi






 ;n 2 N
)
= j�j � (a) :

Além disso,

� (a+ b) � sup
(






nX
i=1

aixi






+







nX
i=1

bixi






 ;n 2 N
)
= � (a) + � (b) ;

o que mostra que � é uma norma.
Provaremos agora que (V,�) é completo. Seja (�n)1n=1 = ((ank)

1
k=1)

1
n=1

uma sequência
de Cauchy em (V,�) : Veja que

��akn � ajn
�� kxnk =







nX
i=1

�
aki � aji

�
xi �

n�1X
i=1

�
aki � aji

�
xi







�







nX
i=1

�
aki � aji

�
xi






+






n�1X
i=1

�
aki � aji

�
xi







� 2� (�k � �j) :

Assim, para todo n 2 N, a sequência
�
akn
�1
k=1

é de Cauchy, e portanto é convergente
em K. Considere

a0n = lim
k!1

akn

para todo n 2 N e �0 := (a0n)
1
n=1. Mostremos agora que �0 2 V e limk!1 �k = �0 em

(V,�). De fato, como (�n)1n=1 é de Cauchy, para " > 0 existe r" 2 N tal que

k; l � r" ) � (�k � �l) �
"

2
:

Logo, para todo n 2 N, temos

k; l � r" )







nX
i=1

�
aki � ali

�
xi






 � "

2
:

9
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Fazendo k !1, concluímos que

l � r" )







nX
i=1

�
a0i � ali

�
xi






 � "

2
; (1.2)

para todo n 2 N. Mas, visto que �r" = (ar"n )
1
n=1 2 V, existe n" 2 N tal que

m > n > n" )







mX
i=n

ar"i xi






 � "

2
:

Assim,

m > n > n" )







mX
i=n

a0ixi






 �







mX
i=n

�
a0i � ar"i

�
xi






+







mX
i=n

ar"i xi






 � "

2
+
"

2
= ":

Daí, segue que (
Pn

i=1 a
0
ixi)

1
n=1 é de Cauchy em X, e portanto

P1
n=1 a

0
nxn converge.

Logo, �0 2 V e, de (1.2), temos que

lim
k!1

�k = �0

em (V,�) : �

Lema 1.2.8 A aplicação TX : (V,�)! X é um isomor�smo topológico.

Demonstração: Visto que (xn)
1
n=1 é base de Schauder de X, segue que TX é linear

e bijetiva. Além disso, se a = (an)
1
n=1 2 V, então

kTX (a)k =






1X
n=1

anxn






 = lim
n!1







nX
j=1

ajxj






 � � (a) :

Assim, TX é contínua e, pelo Teorema da Aplicação Aberta, TX é um isomor�smo
topológico. �

Teorema 1.2.9 Os funcionais coe�cientes de uma base de Schauder (xn)
1
n=1 são

contínuos.

Demonstração: Sendo a = (an)
1
n=1 2 V e x = TX (a) temos, para todo n 2 N e cada

funcional coe�ciente fn; que

jfn (x)j kxnk =







nX
i=1

fi (x)xi �
n�1X
i=1

fi (x)xi







�







nX
i=1

aixi






+






n�1X
i=1

aixi







� 2� (a)
= 2�

�
T�1X (x)

�
� 2



T�1X 

 kxk :
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Assim, cada fn é contínuo. �

Mostraremos agora que as normas dos vetores de uma base de Schauder e dos seus
respectivos funcionais têm um certo controle.

Teorema 1.2.10 Sejam (xn)
1
n=1 uma base de Schauder de um espaço de Banach X e

(fn)
1
n=1 os seus funcionais coe�cientes. Então, existe L � 1 tal que

1 � kfnk kxnk � L;

para todo n 2 N.

Demonstração: Em X; considere

kxk1 =






1X
n=1

anxn







1

:= sup

(





nX
i=1

aixi






 ;n 2 N
)
:

Assim como foi feito no Lema 1.2.7, prova-se que k�k1 é uma norma.
Do Lema 1.2.8, segue que TX : (V ; �)! (X; k�k) é um isomor�smo isométrico. Além

disso, a aplicação i : (V ; �)! (X; k�k1) dada por

i ((an)
1
n=1) =

1X
n=1

anxn

é uma isometria. Portanto,

TX � i�1 : (X; k�k1)! (X; k�k)

é um isomor�smo. Assim, pelo Teorema da Aplicação Aberta, existe c > 0 tal que
kxk1 � c kxk para todo x em X. Agora, se x 2 X e n 2 N, tem-se

jfn (x)j =
1

kxnk





 nP
i=1

fi (x)xi �
n�1P
i=1

fi (x)xi






� 1

kxnk

�



 nP
i=1

fi (x)xi





+ 



n�1P
i=1

fi (x)xi





�
� 2c kxk
kxnk

e portanto

kfnk �
2c

kxnk
:

Segue, da unicidade da representação, que fn (xn) = 1 e

1 = jfn (xn)j � kfnk kxnk � 2c := L:

�

11
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Corolário 1.2.11 Sejam (xn)
1
n=1 uma base de Schauder de um espaço de Banach X e

(fn)
1
n=1 os seus funcionais coe�cientes. Então,

(a) sup fkxnk ;n 2 Ng <1 se, e só se, inf fkfnk ;n 2 Ng > 0.

(b) inf fkxnk ;n 2 Ng > 0 se, e só se, sup fkfnk ;n 2 Ng <1:

A seguir, introduzimos os conceitos de sistema biortogonal e sequência básica, bem
como alguns resultados relacionados. Esses serão úteis para provarmos o Critério de
Grumblum.

De�nição 1.2.12 Sejam (xn)
1
n=1 e (x

�
n)
1
n=1 sequências de elementos de X e X�;

respectivamente. Dizemos que (xn; x�n)
1
n=1 é um sistema biortogonal quando x

�
i (xj) =

�ij; para quaisquer i; j 2 N. Neste caso, dizemos que, para cada n 2 N, o operador linear
un : X ! X; dado por

un (x) =
nX
j=1

x�j (x)xj

é o operador expansão do sistema biortogonal (xn; x�n)
1
n=1 em X:

Observação 1.2.13 Note que, se (xn)
1
n=1 for base de Schauder de X e (fn)

1
n=1 for a

sequência dos seus funcionais coe�cientes; então (xn; fn)
1
n=1 é um sistema biortogonal.

Além disso, se (xn; x�n)
1
n=1 for um outro sistema biortogonal, então fn = x�n, para todo

n 2 N. De fato,
x�n (xm) = �nm = fn (xm)

para todo n;m 2 N. Logo, se x =
1P
j=1

ajxj 2 X, então

x�n (x) = x�n

 1X
j=1

ajxj

!
=

1X
j=1

ajx
�
n (xj) =

1X
j=1

ajfn (xj) = fn

 1X
j=1

ajxj

!
= fn (x)

e portanto fn = x�n, para todo n.

De�nição 1.2.14 Uma sequência (xn)
1
n=1 em um espaço de Banach X é chamada

sequência básica quando (xn)
1
n=1 for base de Schauder de [xn;n 2 N]:

Já é conhecido que todo espaço de Banach com base de Schauder é separável. A
recíproca, porém, não é verdadeira. P. En�o mostrou, em 1972, que existem espaços
de Banach separáveis que não possuem base de Schauder. Entretanto, um resultado
creditado a Banach e Mazur garante que todo espaço de Banach de dimensão in�nita
possui uma sequência básica (veja [14, Teorema 6.14]).

12



1.2. BASES EM ESPAÇOS DE BANACH

É importante lembrar que nas condições da De�nição 1.2.14, se x =
1P
j=1

ajxj 2 X,

então aj = fj (x) para todo j 2 N. Note também que, se (xn)
1
n=1 é base de Schauder

de X, então kunk � 1 para todo n, pois

kunk �




un� xn

kxnk

�



 = 1

kxnk
kun (xn)k =

1

kxnk






 nP
j=1

fj (xn)xj






 = 1: (1.3)

Teorema 1.2.15 Seja (xn; x�n)
1
n=1 um sistema biortogonal em um espaço de Banach

X. As sequintes a�rmações são equivalentes:
(i) (xn)

1
n=1 é base de Schauder de X:

(ii) limn!1 un (x) = x para todo x 2 X:
(iii) [xn;n 2 N] = X e sup fkun (x)k ;n 2 Ng <1 para todo x 2 X:
(iv) [xn;n 2 N] = X e sup fkunk ;n 2 Ng <1.

Demonstração: (i)) (ii) Veja que se x 2 X, então

x =
1X
j=1

fj (x)xj:

Logo, pela Observação 1.2.13, temos

lim
n!1

un (x) = lim
n!1

nP
j=1

x�j (x)xj = lim
n!1

nP
j=1

fj (x)xj = x:

(ii)) (iii) Seja x 2 X: De (ii) segue que

X = [xn;n 2 N]:

Como (un (x))
1
n=1 é convergente, temos

sup fkun (x)k ;n 2 Ng <1;

para todo x 2 X:
(iii)) (iv) Segue do Teorema de Banach-Steinhaus.
(iv)) (i) Por hipótese, o conjunto

D =

(
mX
j=1

ajxj 2 X;m 2 N, aj 2 K, j = 1; : : : ;m
)

é denso em X. Para dm =
mP
j=1

ajxj 2 D, temos que limn!1 un (dm) = dm; pois

un (dm) = dm para todo n � m: Agora, sejam z 2 X e " > 0: Se d 2 D com kd� zk < ",
então existe n0 2 N tal que

n > n0 ) un (d) = d:

13
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Logo, se n > n0 temos

kun (z)� zk � kun (z)� un (d)k+ kun (d)� dk+ kd� zk

�
�
sup
j2N

kujk
�
kd� zk+ kd� zk

<

�
1 + sup

j2N
kujk

�
"

e portanto
z = lim

n!1
un (z)

para todo z 2 X: Assim,

z = lim
n!1

un (z) = lim
n!1

 
nX
j=1

x�j (z)xj

!
=

1X
j=1

x�j (z)xj: (1.4)

Veja ainda que a representação em (1.4) é única. De fato, se
1P
j=1

x�j (z)xj =
1P
j=1

bjxj;

então
1X
j=1

�
x�j (z)� bj

�
xj = 0:

Logo, para cada i 2 N, temos

x�i (z)� bi =
1X
j=1

�
x�j (z)� bj

�
(x�i (xj)) = x�i

 1X
j=1

�
x�j (z)� bj

�
xj

!
= 0;

o que garante que x�i (z) = bi para todo i 2 N. �

Corolário 1.2.16 Se (xn; x�n)
1
n=1 é um sistema biortogonal no espaço de Banach X e

sup fkunk ;n 2 Ng <1; (1.5)

então (xn)
1
n=1 é uma sequência básica em X.

Demonstração: Tome F = [xn;n 2 N] em X. Podemos aplicar o Teorema 1.2.15
(iv) para F; pois de (1.5) segue que se wn; são os operadores expansão do sistema
biortogonal (xn; x�n)

1
n=1 em F , então sup fkwnk ;n 2 Ng < 1: Logo, (xn)

1
n=1 é base de

F , o que mostra o resultado. �
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1.3 O Critério de Grumblum

O seguinte resultado é uma caracterização útil de sequências básicas em espaços de
Banach e será usado, por exemplo, na demonstração do Teorema 1.4.5.

Teorema 1.3.1 (Critério de Grumblum) Uma sequência (xn)
1
n=1 de vetores não

nulos de um espaço de Banach X é básica se, e só se, existe uma constante positiva M
tal que

n � m)







mX
i=1

aixi






 �M







nX
i=1

aixi






 (1.6)

para toda sequência de escalares (ai)
1
i=1.

Demonstração: ()) Sejam (xn)
1
n=1 sequência básica e (fn)

1
n=1 a sequência dos

funcionais coe�cientes. Assim, pelo Teorema 1.2.15 (ii), a sequência (un (x))
1
n=1

converge em [xn;n 2 N]: Pelo mesmo resultado temos

M := sup fkunk ;n 2 Ng <1:

Assim, para toda sequência de escalares (an)
1
n=1 ; temos

n � m) um

�
nP
i=1

aixi

�
=

nP
i=1

aium (xi) =
nP
i=1

ai
mP
j=1

x�j (xi)xi =
nP
i=1

mP
j=1

ai�ijxi =
mP
i=1

aixi:

Dessa forma,

n � m)




 mP
i=1

aixi





 = 



um� nP
i=1

aixi

�



 � kumk



 nP
i=1

aixi





 �M





 mP
i=1

aixi





 :
(() Seja F = [xn;n 2 N] : De (1.6), temos que (xn)1n=1 é linearmente independente.

De fato, se
nP
i=1

aixi = 0, como

ka1x1k �M ka1x1 + : : :+ anxnk = 0;

segue que a1 = 0 (pois x1 6= 0). Repetindo esse procedimento, concluímos que aj = 0
para todo j 2 f1; : : : ; ng : Considere para cada n, as transformações lineares fn : F ! K
e Tn : F ! [xn;n 2 N] dadas por

fn

 
kX
j=1

�jxj

!
= �n e Tn

 
kX
j=1

�jxj

!
=

nX
j=1

�jxj

se n � k; e

fn

 
kX
j=1

�jxj

!
= 0 e Tn

 
kX
j=1

�jxj

!
=

nX
j=1

�jxj
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se n > k; onde �k+1 = � � � = �n = 0:
Segue de (1.6) que

n � k )





Tn

 
kX
j=1

�jxj

!




 =







nX
j=1

�jxj






 �M







kX
j=1

�jxj






 e
n > k )






Tn
 

kX
j=1

�jxj

!




 =







kX
j=1

�jxj






 :
Logo, dos dois casos acima, existe C > 0 tal que

kTnk � C

para todo n natual.
Veja que, se n � k, temos

jfn (x)j kxnk = j�nj kxnk =





 nP
j=1

�jxj �
n�1P
j=1

�jxj






 �





 nP
j=1

�jxj






+





n�1Pj=1�jxj






 � 2M kxk

para todo x =
kP
j=1

�jxj 2 F e n 2 N. Como F é denso em [xn;n 2 N]; existem únicas

extensões de fn e Tn ao conjunto [xn;n 2 N] que denotaremos, respectivamente, por gn
e Rn. Além disso, kfnk = kgnk e kTnk = kRnk ; para todo n.
Veja também que, como

Tn (z) =
nX
j=1

fj (z)xj

para todo z 2 F , pela unicidade de cada extensão, temos que

Rn (x) =

nX
j=1

gj (x)xj (1.7)

para todo x 2 [xn;n 2 N]:
Agora, dados x 2 [xn;n 2 N] e " > 0, seja y =

mP
j=1

�jxj 2 F tal que kx� yk � ":

Logo, para todo n > m, temos

kx�Rn (x)k � kx� yk+ ky �Rn (y)k+ kRn (y)�Rn (x)k
� kx� yk+ ky � yk+ kRnk kx� yk
� (1 + C) "

e portanto
x = lim

n!1
Rn (x) : (1.8)
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Assim, de (1.7) e (1.8), temos

x = lim
n!1

Rn (x) = lim
n!1

 
nX
j=1

gj (x)xj

!
=

1X
j=1

gj (x)xj: (1.9)

Mostremos agora a unicidade da representação dos vetores de [xn;n 2 N] sob a forma
(1.9). Para tanto, basta mostramos que

1X
j=1

�jxj = 0) �j = 0

para todo n 2 N. De fato, para " > 0, existe n0 2 N tal que

n > n0 )







nX
j=1

�jxj






 � ": (1.10)

Por (1.6) e (1.10), temos 





mX
j=1

�jxj






 �M"

para todo m 2 N e " > 0: Assim,

j�nj kxnk =







nX
j=1

�jxj �
n�1X
j=1

�jxj






 � 2M"

para todo n natural e " > 0: Como os xn são não nulos, fazendo "! 0 segue que �n = 0
para todo n 2 N. �

Corolário 1.3.2 A menor constante M que satisfaz a desigualdade do Critério de
Grumblum (conhecida por constante da base de (xn)

1
n=1) é

M = sup fkunk ;n 2 Ng :

Além disso, M � 1:

Demonstração: Se C satisfaz (1.6) e
1P
j=1

ajxj 2 [xn;n 2 N], então

m � n)





un

 1X
j=1

ajxj

!




 =







nX
j=1

ajxj






 � C







mX
j=1

ajxj






 :
Assim 




un

 1X
j=1

ajxj

!




 � C lim
m!1







mX
j=1

ajxj






 = C







1X
j=1

ajxj






 :
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Portanto
sup fkunk ;n 2 Ng � C: (1.11)

Pela primeira parte da demonstração do Teorema 1.3.1 segue que (1.6) é válida para
a constante M = sup fkunk ;n 2 Ng : Logo, dessa última observação e de (1.11) temos
que sup fkunk ;n 2 Ng é a melhor constante que satisfaz (1.6). A desigualdade M � 1
segue de (1.3). �

O seguinte exemplo, encontrado em [6], mostra que nem sempre um conjunto
linearmente independente enumerável é uma sequência básica.

Exemplo 1.3.3 Seja 1 < p � 1 e, em lp; de�na x1 = e1 e

xj =
�1
j � 1ej�1 +

1

j
ej para todo j � 2:

Temos, para todo inteiro positivo n; 





nX
j=1

xj







p

=
1

n

e portanto não existe constante M que satisfaça o Critério de Grumblum. Assim,
(xn)

1
n=1 não é sequência básica de lp:

1.4 Bases incondicionais

De�nição 1.4.1 Uma base (xi)
1
i=1 de um espaço de Banach X é dita incondicional

se, para todo x 2 X a expansão x =
1P
i=1

aixi converge incondicionalmente.

Exemplo 1.4.2 A base (en)
1
n=1 dos espaços c0 e lp; 1 � p < 1; é incondicional.

Mostremos a a�rmação para o caso c0: Já sabemos que dado (xj)
1
j=1 2 c0, temos que

(xj)
1
j=1 =

1P
j=1

xjej: Por outro lado,
1P
j=1

"jxjej converge para qualquer escolha de sinais

"j = 1 ou �1 e daí segue do Teorema 1.1.3 (iv) que a convergência é incondicional.

Proposição 1.4.3 Sejam T : X ! Y um isomor�smo entre espaços de Banach
e (xj)

1
j=1 uma base incondicional de X. Nessas condições, (T (xj))

1
j=1 é uma base

incondicional de Y:

Demonstração: Seja y 2 Y . Como T�1 (y) 2 X, existem únicos escalares (aj)
1
j=1

tais que T�1 (y) =
P1

j=1 ajxj: Segue da linearidade e continuidade de T que

y = T

 
1P
j=1

ajxj

!
= lim

j!1
T

�
jP

n=1

anxn

�
= lim

j!1

jP
n=1

anT (xn) =
1P
j=1

ajT (xj) : (1.12)
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Caso existisse outra sequência de escalares (bj)
1
j=1 com y =

P1
j=1 bjT (xj) ; um

argumento análogo mostraria que T�1 (y) =
P1

j=1 bjxj; o que contrariaria a unicidade
dos escalares (aj)

1
j=1 :

Vejamos agora, que a convergêcia em (1.12) é incondicional. De fato, seja � : N! N
uma bijeção e considere Sn =

Pn
j=1 ajT

�
x�(j)

�
: Como

P1
j=1 ajx�(j) converge, dado

" > 0 existe N 2 N tal que

n;m > N ) kSn � Smk =







nX
j=m+1

ajT
�
x�(j)

�




 � kTk
nX

j=m+1



ajx�(j)

 < kTk ";
o que mostra o resultado. �

De�nição 1.4.4 Uma sequência (xi)
1
i=1 em um espaço de Banach X é chamada

sequência básica incondicional se ela for uma base incondicional de [xn;n 2 N].

O próximo resultado será fundamental no Capítulo 3. Veja que existe uma certa
relação entre o próximo resultado e o Teorema 1.3.1. Aqui, caracterizamos sequências
básicas incondicionais através de desigualdades de normas envolvendo somas in�nitas
de termos da sequência. Já no teorema mencionado anteriormente, a caracterização é
feita para sequências básicas através de somas �nitas.

Teorema 1.4.5 Seja (xi)
1
i=1 uma sequência em um espaço de Banach X. As seguintes

a�rmações são equivalentes:
(i) (xi)

1
i=1 é uma sequência básica incondicional.

(ii) Existe uma constante L tal que, se
1P
i=1

aixi converge, então, para qualquer

subconjunto � � N, temos 




X
i2�

aixi






 � L







1X
i=1

aixi






 :
(iii) Existe uma constante K tal que, se

1P
i=1

aixi converge, então para quaisquer sinais

"i = �1; temos 





1X
i=1

"iaixi






 � K







1X
i=1

aixi






 :
Demonstração: (i) ) (ii) Seja Y = [xi; i 2 N]: Dado � � N, de�na o operador
P� : Y ! Y por P� (

P1
i=1 cixi) =

P
i2� cixi: Veja que P� está bem de�nido, pois comoP1

i=1 cixi converge para qualquer reordenação dos termos, o Teorema 1.1.3 (iii) garante
que

P
i2� cixi é convergente.
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A�rmamos, agora, que P� tem grá�co fechado. De fato, suponha8>>>><>>>>:
xk =

1X
i=1

cki xi ! x =

1X
i=1

cixi 2 Y

P�
�
xk
�
=
X
i2�

cki xi ! y =

1X
i=1

bixi:

Pela continuidade dos funcionais coe�cientes 'j, temos

lim
k!1

ckj = lim
k!1

'j

 1X
i=1

cki xi

!
= 'j

 1X
i=1

cixi

!
= cj

para todo j 2 N. Logo,
lim
k!1

ckj = cj

para todo j.
Pelos mesmos argumentos, como

lim
k!1

X
i2�

cki xi =
1X
i=1

bixi;

temos
lim
k!1

ckj = bj

para todo j 2 � e, se j 62 �, segue que a sequência nula converge para bj. Assim, bj = cj
para todo j 2 � e bj = 0 para todo j 62 � e portanto

P� (x) =
X
i2�

cixi =
X
i2�

bixi = y:

Dessa forma P� tem grá�co fechado e consequentemente é contínuo.
Observe que para cada x =

P1
i=1 aixi 2 Y �xo, tem-se fP� (x) ; � � Ng limitado.

De fato, como
P1

i=1 aixi converge incondicionalmente, segue do Teorema 1.1.3 (v) que
o operador T : l1 ! Y; dado por T ((�i)

1
i=1) =

P1
i=1 �iaixi é contínuo. Dessa forma,

existe Lx > 0 tal que 





1X
i=1

�iaixi






 � Lx k(�i)1i=1k1 :

Assim, dado � � N considerando �i como sendo 0 ou 1 de modo conveniente, segue
que 




X

i2�
aixi






 � Lx:

Logo,
sup
�
kP� (x)k � Lx
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para todo x 2 X: Pelo Teorema de Banach-Steinhaus, existe L > 0 tal que

sup
�
kP�k � L:

Portanto, para todo subconjunto �, temos

kP� (x)k � L kxk ;

o que resulta em 




X
i2�

aixi






 � L







1X
i=1

aixi






 :
(ii)) (iii) Sejam � � N e sinais "i = �1. Por hipótese, temos




X

i2�
aixi






 � L







1X
i=1

aixi






 <1:

Logo
1P
i=1

aixi é subsérie somável e assim, pelo Teorema 1.1.3 (iii),
1P
i=1

"iaixi é

convergente. Desse modo





1X
i=1

"iaixi






 =





X
i2�1

aixi �
X
i2�2

aixi







�





X
i2�1

aixi






+





X
i2�2

aixi







� 2L







1X
i=1

aixi






 ;
onde �1 = fi 2 N; "i = 1g e �2 = fi 2 N; "i = �1g :
(iii) ) (i) Por hipótese e do Teorema 1.1.3 (iv) temos que

1P
i=1

aixi converge

incondicionalmente. Vejamos que (xi)
1
i=1 é uma sequência básica de X. De fato, seja

� � N. De�na "i = 1 se i 2 � e "i = �1 se i 62 �: Assim, como
1X
i=1

"iaixi =
X
i2�

aixi �
X
i62�

aixi e
1X
i=1

aixi =
X
i2�

aixi +
X
i62�

aixi

temos

1X
i=1

("iaixi + aixi) = 2
X
i2�

aixi:
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Assim 




X
i2�

aixi






 = 1

2







1X
i=1

("iaixi + aixi)






 (1.13)

� 1

2







1X
i=1

"iaixi






+ 12






1X
i=1

aixi







� K

2







1X
i=1

aixi






+ 12






1X
i=1

aixi







= C







1X
i=1

aixi






 ;
com C = K+1

2
:

Para cada inteiro positivom, considere (ai)
1
i=1 = (a1; : : : ; am; 0; : : :) e � � f1; : : : ;mg

em (1.13). Logo 




X
i2�

aixi






 � C







mX
i=1

aixi






 : (1.14)

Dados n;m 2 N com n < m e escalares a1; : : : ; am; de (1.14) com � = f1; : : : ; ng,
temos 




X

i2�
aixi






 � C







mX
i=1

aixi






 ;
isto é 






nX
i=1

aixi






 � C







mX
i=1

aixi






 :
Nessas condições, segue do Teorema 1.3.1 que (xi)

1
i=1 é uma sequência básica de X.

�

A melhor constante K que satisfaz a condição (iii) do teorema anterior é chamada
de constante da base incondicional de (xi)

1
i=1 :

A seguinte questão �cou aberta durante décadas: será que todo espaço de Banach
de dimensão in�nita possui uma sequência básica incondicional? Esse problema foi
resolvido, em sua negativa, por T.W. Gowers e B. Maurey [21], em 1993.
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Capítulo 2

A teoria linear dos operadores
absolutamente somantes

A teoria dos operadores absolutamente somantes surgiu na década de 1950 com
os trabalhos de Alexander Grothendieck. Porém, apenas na década seguinte essa
teoria despertou a atenção de outros matemáticos e, consequentemente, as primeiras
propriedades dessa classe de operadores foram surgindo. Entre os personagens
responsáveis pelo avanço inicial dessa teoria, destacam-se A. Pietsch, J. Lindenstrauss
e A. Pelczynski.

2.1 O conceito de operador absolutamente somante

Proposição 2.1.1 Se u : X ! Y é um operador linear contínuo entre espaços de
Banach, as seguintes propriedades são válidas:
(i) Se (xj)

1
j=1 é uma sequência absolutamente somável, então (u (xj))

1
j=1 também é

absolutamente somável.
(ii) Se (xj)

1
j=1 é uma sequência incondicionalmente somável, então (u (xj))

1
j=1 também

é incondicionalmente somável.

Demonstração: (i) Seja Sn =
Pn

j=1 ku (xj)k, para todo n 2 N: Como
P1

j=1 kxjk
converge, dado " > 0 existe n0 2 N tal que

n > m � n0 ) jSn � Smj =
nX

j=m+1

ku (xj)k � kuk
nX

j=m+1

kxjk < ";

donde temos o resultado.
(ii) Seja � : N ! N uma bijeção qualquer e considere Rn =

Pn
j=1 u

�
x�(j)

�
; para

todo n: Como
P1

j=1 x�(j) converge, dado " > 0 existe N 2 N de modo que

n > m � N ) kRn �Rmk =







nX
j=m+1

u
�
x�(j)

�




 � kuk
nX

j=m+1



x�(j)

 < ";
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o que mostra o que desejávamos. �

Segue, da Proposição 2.1.1 (i) e da Proposição 1.1.2, que nas condições acima
(u (xj))

1
j=1 é incondicionalmente somável, sempre que (xj)

1
j=1 for absolutamente

somável. Uma pergunta natural é: será que todo operador linear contínuo entre espaços
de Banach leva sequências incondicionalmente somáveis em sequências absolutamente
somáveis? Operadores que possuem essa propriedade recebem um nome especial:

De�nição 2.1.2 Um operador linear contínuo u : X ! Y é absolutamente somante
se u leva sequências incondicionalmente somáveis em sequências absolutamente
somáveis.

Exemplo 2.1.3 Todo operador linear contínuo T : X ! Y tal que dim Im(T ) < 1 é
absolutamente somante. Isso ocorre pois em espaços de dimensão �nita, assim como
na reta, uma série converge incondicionalmente se, e só se, converge absolutamente.

Exemplo 2.1.4 O operador identidade id : c0 ! c0 não é absolutamente
somante. De fato, note que a sequência (xn)

1
n=1 =

�
en
n

�1
n=1

é sinal somável, e
portanto incondicionalmente somável. Por outro lado, é bem conhecido que a sérieP1

n=1 kxnk1 =
P1

n=1
1
n
é divergente.

Observação 2.1.5 O exemplo anterior é um caso particular do Teorema de Dvoretzky-
Rogers (veja [12, pág. 199]).

O resultado central da teoria de operadores absolutamente somantes é o Teorema
de Grothendieck (para detalhes veja [12, pág. 15]):

Teorema 2.1.6 (Grothendieck) Todo operador linear contínuo u : l1 ! l2 é
absolutamente somante.

2.2 Operadores absolutamente (p; q)-somantes

De�nição 2.2.1 Sejam 1 � p � 1 e X um espaço de Banach. Uma sequência (xj)
1
j=1

em X é fortemente p-somável, se a sequência de escalares correspondente (kxjk)1j=1
estiver em lp:

Denotamos o conjunto de todas sequências fortemente p-somáveis em X por

lp (X) =

(
(xj)

1
j=1 2 X

N;

1X
j=1

kxjkp <1
)
: (2.1)

Munindo lp (X) com as operações usuais, é fácil ver que ele é um espaço vetorial.
Em lp (X) ; de�nimos 


(xj)1j=1




p
:=

 1X
j=1

kxjkp
! 1

p

: (2.2)

24



2.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P;Q)-SOMANTES

Também não é difícil provar que a expressão (2.2) de�ne uma norma em (2.1).
Se p =1; de�nimos

l1 (X) =

�
(xj)

1
j=1 2 X

N; sup
j2N

kxjk <1
�
e



(xj)1j=1


1 := supj2N

kxjk :

Proposição 2.2.2 Se 1 � p � 1; então
�
lp (X) ; k�kp

�
é um espaço de Banach.

Demonstração: Sejam p < 1 e
�
x(k)
�1
k=1

uma sequência de Cauchy em lp (X) :

Denotemos, para cada k 2 N, x(k) =
�
x
(k)
1 ; x

(k)
2 ; : : :

�
2 lp (X) : Assim, dado " > 0 existe

N 2 N tal que

k; k0 � N )
 1X
n=1




x(k)n � x(k
0)

n




p! 1
p

=



x(k) � x(k

0)




p
< ":

Logo, para cada n 2 N, temos

k; k0 � N )



x(k)n � x(k

0)
n




 < ";

e cada uma das sequências
�
x
(k)
n

�1
k=1

é de Cauchy em X; e portanto convergente. Seja

xn o limite de
�
x
(k)
n

�1
k=1

e considere x = (xn)
1
n=1 : A�rmamos que x 2 lp (X) : De fato,

para cada m natural temos

k; k0 � N )
 

mX
n=1




x(k)n � x(k
0)

n




p! 1
p

< ": (2.3)

Em (2.3), fazendo k0 !1 temos que

k � N )
 

mX
n=1



x(k)n � xn


p! 1

p

� ": (2.4)

Fazendo agora m!1; em (2.4), temos

x(k) � x



p
� " (2.5)

para todo k � N: Em particular,

x(N) � x =
�
x(N)n � xn

�1
n=1

2 lp (X) :

Como x(N) 2 lp (X), temos que x 2 lp (X) e de (2.5) segue que x(k) ! x:
O caso p =1 segue de um argumento similar ao anterior. �
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De�nição 2.2.3 Sejam 1 � p <1 e X um espaço de Banach. Uma sequência (xj)
1
j=1

em X é fracamente p-somável, se a sequência de escalares (' (xj))
1
j=1 estiver em lp

para todo ' 2 X�:

Denotamos o conjunto de todas as sequências fracamente p-somáveis em X por

lwp (X) =

(
(xj)

1
j=1 2 X

N;
1X
j=1

j' (xj)jp <1;8' 2 X�

)
:

Munindo lwp (X) com as operações usuais, segue que lwp (X) é um espaço vetorial.
Em lwp (X) de�nimos




(xj)1j=1



p;w
:= sup

'2BX�

 1X
j=1

j' (xj)jp
! 1

p

: (2.6)

Como veremos a seguir, uma aplicação do Teorema do Grá�co Fechado garante que
o supremo acima é �nito.

Proposição 2.2.4 Se 1 � p <1; então
�
lwp (X) ; k�kp;w

�
é um espaço de Banach.

Demonstração: Observe que a norma dada em (2.6) está bem de�nida. De fato,
sejam x = (xn)

1
n=1 2 lwp (X) e a função u : X

� ! lp, dada por u (') = (' (xn))
1
n=1 : É

claro que u está bem de�nida. A�rmamos que u é contínua. De fato, suponha que�
'k ! ' 2 X�

u ('k)! z0 2 lp:

Como u ('k)! z0 = (zk)
1
k=1 ; temos que

lim
k!1

('k (xn))
1
n=1 = (zk)

1
k=1 ;

e portanto
lim
k!1

'k (xn) = zn

para todo n 2 N. Por outro lado, como 'k ! ' segue que

lim
k!1

'k (xn) = ' (xn) ;

e assim
zn = ' (xn)

para todo n: Logo u (') = z0 e assim, o Teorema do Grá�co Fechado garante a
continuidade de u: Dessa forma, temos que

sup
'2BX�

 1X
n=1

j' (xn)jp
! 1

p

= kuk <1:
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É fácil veri�car as propriedades de norma em (2.6). Provaremos, agora, a completude
de lwp (X) :
Seja

�
x(k)
�1
k=1

uma sequência de Cauchy em lwp (X) : Denotemos, para cada k;

x(k) =
�
x
(k)
1 ; x

(k)
2 : : :

�
2 lwp (X) : Como

�
x(k)
�1
k=1

é uma sequência de Cauchy, dado
" > 0 existe N 2 N tal que

k; k0 � N )



x(k) � x(k

0)




p;w

< ":

Logo, dado ' 2 BX� temos

k; k0 � N )
1X
n=1

���'�x(k)n � x(k
0)

n

����p < "p; (2.7)

e portanto

k; k0 � N )



x(k)n � x(k

0)
n




 = sup
'2BX�

���'�x(k)n � x(k
0)

n

���� � ";

para todo n 2 N.
Assim, para cada n,

�
x
(k)
n

�1
k=1

é uma sequência de Cauchy em X, e portanto

convergente. Sejam xn o limite de
�
x
(k)
n

�1
k=1

e x = (xn)
1
n=1 : A�rmamos que x 2 lwp (X) :

De fato, usando o mesmo artifício usado na demonstração da Proposição 2.2.2, fazendo
k0 !1 em (2.7), obtemos

k � N )
1X
n=1

��' �x(k)n � xn
���p � "p

para todo ' 2 BX� :
Concluímos assim que x� x(N) 2 lwp (X) e portanto x 2 lwp (X) :
Além disso,

k � N )


x(k) � x




p;w
� ";

donde limk!1 x
(k) = x: �

Observação 2.2.5 lp (X) � lwp (X) : De fato, se (xj)
1
j=1 2 lp (X), então



(xj)1n=1

p:w = sup
'2BX�

 1X
j=1

j' (xj)jp
! 1

p

� sup
'2BX�

 1X
j=1

k'kp kxjkp
! 1

p

=

 1X
j=1

kxjkp
! 1

p

=



(xj)1j=1




p
:
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Algumas vezes (principalmente no contexto de aplicações absolutamente somantes
não lineares), quando 1 � p <1; é conveniente trabalhar com o espaço

lup (X) =

�
(xj)

1
j=1 2 l

w
p (X) ; lim

n!1




(xj)1j=n



p;w
= 0

�
:

Proposição 2.2.6 lup (X) é um subespaço fechado de lwp (X) :

Demonstração: Sejam (xj)
1
j=1 ; (yj)

1
j=1 2 lup (X) e � 2 K. Note que

0 �



(xj)1j=n + � (yj)

1
j=n





p;w
�



(xj)1j=n




p;w
+ j�j




(yj)1j=n



p;w

: (2.8)

Em (2.8), fazendo n!1, obtemos

lim
n!1




(xj)1j=n + � (yj)
1
j=n





p;w
= 0;

e portanto
(xj)

1
j=1 + � (yj)

1
j=1 2 l

u
p (X) ;

donde lup (X) é um subespaço de lwp (X) :
Agora, seja

�
x(k)
�1
k=1
uma sequência em lup (X) : Denotemos, para cada k, x

(k) =�
x
(k)
1 ; x

(k)
2 ; : : :

�
: Então, para cada k, temos que

lim
n!1





�x(k)j �1
j=n






p;w

= 0:

Logo, dado " > 0 existe n(k)0 2 N tal que

n � n
(k)
0 )





�x(k)j �1
j=n






p;w

<
"

2
: (2.9)

Suponha que x(k) ! x = (xj)
1
j=1 em lwp (X) : Assim, existe k0 2 N tal que

k � k0 ) sup
'2BX�

 1X
j=1

���'�x(k)j � xj

����p! 1
p

=


x(k) � x




p;w

<
"

2
:

Dessa forma, para todo n 2 N temos

k � k0 ) sup
'2BX�

 1X
j=n

���'�x(k)j � xj

����p! 1
p

�


x(k) � x




p;w

<
"

2
: (2.10)

Desde que


(xj)1j=n



p;w
�




(xj)1j=n � �x(k0)j

�1
j=n






p;w

+





�x(k0)j

�1
j=n






p;w

;
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segue de (2.9) e (2.10) que

n � n
(k0)
0 )




(xj)1j=n



p;w

< ";

ou seja, x = (xj)
1
j=1 2 lup (X) o que garante que lup (X) é fechado. �

Exemplo 2.2.7 lwp (l2)  lup (l2) : De fato, dado ' 2 l2; visto que (l2)
� � l2; temos

1X
j=1

j' (ej)j2 =
1X
j=1

j'jj2 <1;

ou seja, (ej)
1
j=1 2 lw2 (l2) : Por outro lado,

sup
'2Bl2

 1X
j=n

j' (ej)j2
! 1

2

= sup
'2Bl2

 1X
j=n

j'jj2
! 1

2

= 1:

Assim, (ej)
1
j=1 62 lu2 (l2) :

A seguir, mostraremos que o espaço lu1 (X) é exatamente o espaço das sequências
incondicionalmente somáveis: Por esse motivo chamamos as sequências de lup (X) de
incondicionalmente p-somáveis. O seguinte lema é necessário:

Lema 2.2.8 Seja � > 0. Se (�n)
1
n=1 é uma sequência de escalares tal que�����X

n2M
�n

����� � �

para todo conjunto �nito M � N, então
1X
n=1

j�nj � 4�:

Demonstração: Para todo k 2 N, veja que
kX

n=1

j�nj �
kX

n=1

jRe (�n)j+
kX

n=1

jIm (�n)j

=
X
n2M+

Re

Re (�n) +
X
n2M�

Re

(�Re (�n)) +
X
n2M+

Im

Im (�n) +
X
n2M�

Im

(� Im (�n)) ;

onde

M+
Re = f1 � n � k; Re (�n) > 0g ;

M�
Re = f1 � n � k; Re (�n) < 0g ;

M+
Im = f1 � n � k; Im (�n) > 0g ;

M�
Im = f1 � n � k; Im (�n) < 0g :
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Desde que �����X
n2M

�n

����� � �

para qualquer M �nito, considerando M =M+
Re;M

�
Re;M

+
Im e M

�
Im; obtemos8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

������
X
n2M+

Re

Re (�n)

������ =
������Re

0@ X
n2M+

Re

�n

1A������ �
������
X
n2M+

Re

�n

������ � �;������
X
n2M�

Re

(�Re (�n))

������ =
������Re

0@ X
n2M�

Re

�n

1A������ �
������
X
n2M+

Re

�n

������ � �;������
X
n2M+

Im

Im (�n)

������ =
������Im

0@ X
n2M+

Im

�n

1A������ �
������
X
n2M+

Im

�n

������ � �;������
X
n2M�

Im

(� Im (�n))

������ =
������Im

0@ X
n2M�

Im

�n

1A������ �
������
X
n2M�

Im

�n

������ � �:

Portanto
kX

n=1

j�nj � 4�;

e o resultado segue, pois k é arbitrário. �

Proposição 2.2.9 Uma sequência (xj)
1
j=1 em um espaço de Banach X é

incondicionalmente somável se, e só se, ela pertence a lu1 (X) :

Demonstração: Suponha que (xj)
1
j=1 seja uma sequência incondicionalmente somável

em X. Então, pelo Teorema 1.1.3 (ii), dado " > 0 existe n" 2 N tal que




X
j2M

xj






 < ";

para todo subconjunto �nito M � fn"; n" + 1; : : :g :
Assim, pelo Teorema de Hahn-Banach temos, para todo ' 2 BX� ;�����X

j2M
' (xj)

����� � sup
 2BX�

�����X
j2M

 (xj)

����� =





X
j2M

xj






 < ":

Segue do lema anterior que

1X
j=n"

j' (xj)j < 4";
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para todo ' 2 BX� ; e assim

n > n" )



(xj)1j=n




1;w
�



(xj)1j=n"


1;w = sup

'2BX�

1X
j=n"

j' (xj)j � 4";

donde (xj)
1
j=1 2 lu1 (X) :

Reciprocamente, se (xj)
1
j=1 2 lu1 (X) ; dado " > 0 existe n" 2 N tal que

n � n" )



(xj)1j=n




1;w
= sup

'2BX�

1X
j=n

j' (xj)j < ":

Dessa forma, para todo conjunto �nito M � fn"; n"+1; : : :g temos que




X
j2M

xj






 = sup
'2BX�

�����X
j2M

' (xj)

����� � sup
'2BX�

X
j2M

j' (xj)j � sup
'2BX�

1X
j=n"

j' (xj)j < ":

Assim, do Teorema 1.1.3 (ii) temos que (xj)
1
j=1 é incondicionalmente somável. �

Da Proposição 2.2.9, podemos reescrever a De�nição 2.1.2 da seguinte forma:

De�nição 2.2.10 Um operador linear contínuo u : X ! Y é absolutamente
somante se (u (xj))

1
j=1 2 l1 (Y ) ; sempre que (xj)

1
j=1 2 lu1 (X) :

A de�nição acima é naturalmente generalizada para parâmetros p; q. Note que
abaixo escreveremos lwq (X) ao invés de l

u
q (X), mas logo a seguir veremos que ambas as

escolhas levam ao mesmo conceito.

De�nição 2.2.11 Sejam 1 � p; q < 1 e u : X ! Y um operador linear contínuo
entre espaços de Banach. Dizemos que u é absolutamente (p; q)-somante (ou
simplesmente (p; q)-somante) se (u (xj))

1
j=1 2 lp (Y ) sempre que (xj)

1
j=1 2 lwq (X) :

Denotamos por �p;q (X;Y ) o conjunto formado por todos operadores (p; q)-somantes
de X em Y . Quando p = q, escrevemos simplesmente �p (X;Y ).
O próximo resultado traz algumas caracterizações para operadores (p; q)-somantes.

Antes o seguinte lema:

Lema 2.2.12 Seja (amn)m;n uma família de números reais não-negativos. Então:

(a) Se supm [supn amn] =1; então supn [supm amn] =1:

(b) Se supm [supn amn] = L <1; então supn [supm amn] = L:
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Demonstração: (a) Suponhamos que supm [supn amn] = 1: Dado K > 0, existe
m0 tal que supn am0n > K: Dessa forma, existe n0 tal que am0n0 > K e segue que
supm amn0 > K: Logo supn [supm amn] > K: Portanto supn [supm amn] =1:

(b) Suponhamos que supm [supn amn] = L: Dado " > 0; existem0 tal que supn am0n >
L� ": Consequentemente, existe n0 tal que am0n0 > L� ": Logo

sup
n

�
sup
m
amn

�
� sup

m
amn0 � am0n0 > L� ":

Como " é qualquer, segue que

sup
n

�
sup
m
amn

�
> L: (2.11)

Segue do item (a) que

sup
n

�
sup
m
amn

�
<1:

Por outro lado, segue da hipótese que supn amn � L; para todo m. Logo, amn � L;
para todo m e todo n. Então supm amn � L; para todo n: Assim

sup
n

�
sup
m
amn

�
� L: (2.12)

De (2.11) e (2.12) segue que

sup
n

�
sup
m
amn

�
= L:

�

Proposição 2.2.13 Seja u 2 L (X;Y ) : As seguintes a�rmações são equivalentes:
(i) u é (p; q)-somante.
(ii) Existe K > 0 tal que 

nX
k=1

ku (xk)kp
! 1

p

� K sup
'2BX�

 
nX
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

; (2.13)

para quaisquer x1; : : : ; xn em X e n natural.
(iii) Existe K > 0 tal que 1X

k=1

ku (xk)kp
! 1

p

� K sup
'2BX�

 1X
k=1

j' (xk)jq
! 1

q
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sempre que (xk)
1
k=1 2 lwq (X) :

(iv) Existe K > 0 tal que 1X
k=1

ku (xk)kp
! 1

p

� K sup
'2BX�

 1X
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

sempre que (xk)
1
k=1 2 luq (X) :

(v) (u (xk))
1
k=1 2 lp (Y ) sempre que (xk)

1
k=1 2 luq (X) :

Denotamos por �p;q (u) o ín�mo dos K tais que as desigualdades acima continuam
válidas.

Demonstração: (i)) (ii) Considere o operador linear

bu : lwq (X) ! lp (Y )
(xj)

1
j=1 ! (u (xj))

1
j=1 :

A�rmamos que bu tem grá�co fechado. De fato, suponha que�
limk!1 x

(k) = x = (xn)
1
n=1 em lwq (X)

limk!1 bu �x(k)� = y = (yn)
1
n=1 em lp (Y ) ;

onde x(k) =
�
x
(k)
1 ; x

(k)
2 ; : : :

�
para cada k 2 N.

Como
�
x(k)
�1
k=1

converge para (xn)
1
n=1 ; dado " > 0 existe N 2 N tal que

k � N ) sup
'2BX�

 1X
n=1

��' �x(k)n � xn
���q! 1

q

=


x(k) � x




q;w

< ":

Dessa forma, temos que

1X
n=1

��' �x(k)n � xn
���q < "q; (2.14)

para todo ' 2 BX� : Visto que cada termo da série (2.14) é menor que "q; segue do
Teorema de Hahn-Banach que

k � N )


x(k)n � xn



 = sup
'2BX�

��' �x(k)n � xn
��� < ";

para todo n 2 N. Logo, para todo n 2 N, temos que
�
x
(k)
n

�1
k=1

converge para xn em X.

Desde que u é contínuo, vale

lim
k!1

u
�
x(k)n
�
= u (xn) (2.15)
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para todo n: Por outro lado, o limite limk!1 bu �x(k)� = y = (yn)
1
n=1 implica que existe

N 0 2 N tal que
k � N 0 )



bu �x(k)�� y



p
< ";

e portanto

k � N 0 )
 1X
n=1



u �x(k)n �� yn


p! 1

p

< ":

Consequentemente,
k � N 0 )



u �x(k)n �� yn


 < "

para todo n, donde
lim
k!1

u
�
x(k)n
�
= yn (2.16)

para todo n: De (2.15) e (2.16) temos que u (xn) = yn; para todo n; o que mostra que bu
tem grá�co fechado, donde bu é contínuo. Assim, para qualquer sequência �nita (xj)nj=1
em X, temos que  

nX
k=1

ku (xk)kp
! 1

p

= k(u (xk))nk=1kp (2.17)

= kbu ((xk)nk=1)kp
� kbuk k(xk)nk=1kq;w
= kbuk sup

'2BX�

 
nX
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

:

Observe também que de (2.17) vale

�p;q (u) � kbuk : (2.18)

(ii)) (iii) Suponha que dados n 2 N e x1; : : : ; xn em X valha 
nX
k=1

ku (xk)kp
! 1

p

� K sup
'2BX�

 
nX
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

:

34



2.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P;Q)-SOMANTES

Se (xn)
1
n=1 2 lwq (X) ; então

k(u (xk))1k=1kp =
 1X
k=1

ku (xk)kp
! 1

p

= sup
n2N

 
nX
k=1

ku (xk)kp
! 1

p

� sup
n2N

24K sup
'2BX�

 
nX
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

35
= K sup

'2BX�
sup
n2N

 
nX
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

= K sup
'2BX�

 1X
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

= K k(xk)1k=1kq;w
onde da primeira para a segunda linha, usamos o Lema 2.2.12.
(iii)) (i) Segue de (iii) que (u (xn))

1
n=1 2 lp (Y ) sempre que (xn)

1
n=1 2 lwq (X) : Por

outro lado, observe que

kbuk = sup
(xn)

1
n=12Blwq (X)

kbu ((xn)1n=1)kp
= sup

(xn)
1
n=12Blwq (X)

� 1P
n=1

ku (xn)kp
� 1

p

� sup
(xn)

1
n=12Blwq (X)

K k(xn)1n=1kq;w

= K:

Logo,
kbuk � �p;q (u) : (2.19)

Segue de (2.18) e (2.19) que kbuk = �p;q (u) :
(iii)) (iv) É óbvio, visto que luq (X) � lwq (X) :

(iv)) (v) É claro.
(v)) (ii) Por hipótese, o operador

eu : luq (X) ! lp (Y )
(xk)

1
k=1 ! (u (xk))

1
k=1

está bem de�nido. Procedendo de maneira análoga à demonstração de (i) ) (ii),
concluímos que eu é contínuo.

35



2.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P;Q)-SOMANTES

Veja que se x1; : : : ; xn 2 X; então
(x1; : : : ; xn; 0; : : :) 2 luq (X) ;

e portanto  
nX
k=1

ku (xk)kp
! 1

p

= k(u (xk))nk=1kp

= keu (xk)nk=1kp
� keuk k(xk)nk=1kq;w
= keuk sup

'2BX�

 
nX
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

;

o que mostra o resultado. �
Observação 2.2.14 Se p < q, então apenas o operador nulo pode ser (p; q)-somante.
De fato, como p < q, sempre podemos encontrar (�k)

1
k=1 em lq n lp: Então, se X 6= f0g;

para x 2 Xn f0g ; temos (�kx)1k=1 2 lq (X) � lwq (X) : Suponhamos, por absurdo, que
u 6= 0 seja absolutamente (p; q)-somante. Logo, pela proposição anterior, existe K > 0
tal que  

nX
k=1

ku (�kx)kp
! 1

p

� K sup
'2BX�

 
nX
k=1

j' (�kx)jq
! 1

q

para todo n 2 N. Consequentemente,

ku (x)k
 

nX
k=1

j�kjp
! 1

p

� K sup
'2BX�

j' (x)j
 

nX
k=1

j�kjq
! 1

q

: (2.20)

Assim, segue do Teorema de Hahn-Banach e de (2.20) que

kuk
 

nX
k=1

j�kjp
! 1

p

� K

 
nX
k=1

j�kjq
! 1

q

;

e assim (�k)
1
k=1 2 lp; o que é uma contradição.

Corolário 2.2.15 Seja u 2 L (X;Y ) : Então u 2 �p;1 (X;Y ) se, e só se, (u (xk))1k=1 2
lp (Y ) ; sempre que (xk)

1
k=1 for incondicionalmente somável. Em particular, u é

absolutamente somante se, e só se, u é (1; 1)-somante.

Observação 2.2.16 Note que, como �p;q (u) = kbuk e kbu ((xk)1k=1)kp �
kbuk k(xk)1k=1kq;w temos 1X

k=1

ku (xk)kp
! 1

p

� �p;q (u) sup
'2BX�

 1X
k=1

j' (xk)jq
! 1

q

;

e, portanto, o ín�mo �p;q (u) é assumido.
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A seguir veremos que �p;q (�) é uma norma em �p;q (X;Y ).

Proposição 2.2.17 (�p;q (X;Y ) ; �p;q (�)) é um espaço vetorial normado.

Demonstração: Sejam u; v 2 �p;q (X;Y ) ; (xj)
1
j=1 2 lwq (X) e � 2 K. Assim,

(u (xj))
1
j=1 ; (v (xj))

1
j=1 2 lp (Y ) e portanto ((u+ �v) (xj))

1
j=1 2 lp (Y ) ; o que mostra

que �p;q (X;Y ) é um espaço vetorial.
Agora, sendo u 2 �p;q (X;Y ) temos que 

nX
j=1

ku (xj)kp
! 1

p

� �p;q (u)



(xj)1j=1




q;w
;

para todo n natural.
Considere n = 1 e x1 = x arbitrário. Assim

ku (x)k � �p;q (u) kxk (2.21)

e portanto
kuk � �p;q (u) :

Note ainda que �p;q (0) = 0: Logo, de (2.21)

�p;q (u) = 0, u = 0:

É claro que �p;q (�v) = j�j�p;q (v) : Agora, sendo v 2 �p;q (X;Y ) e � 2 K, temos
pela Desigualdade de Minkowski que 

nX
j=1

k(u+ �v) (xj)kp
! 1

p

�
 

nX
j=1

ku (xj)kp
! 1

p

+ j�j
 

nX
j=1

kv (xj)kp
! 1

p

� �p;q (u)



(xj)1j=1




q;w
+ j�j�p;q (v)




(xj)1j=1



q;w

= (�p;q (u) + j�j�p;q (v))



(xj)1j=1




q;w
;

e portanto
�p;q (u+ �v) � �p;q (u) + j�j�p;q (v) :

�

2.3 Ideais de operadores em espaços de Banach

De�nição 2.3.1 Um operador linear limitado T : X ! Y entre espaços de Banach é
chamado operador de posto �nito se dim Im (T ) <1:
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De�nição 2.3.2 Um ideal de operadores I é uma subclasse da classe L, de todos os
operadores lineares contínuos entre espaços de Banach, tal que para quaisquer espaços
de Banach X e Y , as componentes I (X;Y ) = L (X;Y ) \ I satisfazem:
(i) I (X;Y ) é um subespaço vetorial de L (X;Y ) que contém os operadores de posto
�nito;
(ii) A propriedade de ideal, isto é, se u 2 L (X;Y ) ; v 2 I (Y ;G) e t 2 L (G;H) ; então
a composição tvu 2 I (X;H) :

De�nição 2.3.3 Um ideal normado de operadores (I, k�kI) é um ideal de
operadores I munido da função k�kI : I ! [0;1) tal que:
(i) k�kI restrita a I (X;Y ) é uma norma para quaisquer espaços de Banach X e Y .
(ii) kidKkI = 1:
(iii) Se u 2 L (X;Y ) ; v 2 I (Y ;G) e t 2 L (G;H) ; então ktvukI � ktk kvkI kuk :

Dizemos que um ideal normado é um ideal de Banach (ou ideal completo) se,
para todos espaços de BanachX e Y , as componentes (I (X;Y ) ; k�kI) forem completas.

Teorema 2.3.4 Se 1 � q � p < 1; então (�p;q (X;Y ) ; �p;q (�)) é um ideal normado
de operadores lineares.

Demonstração: Já sabemos que �p;q (X;Y ) é um subespaço vetorial de L (X;Y ) :
A�rmamos que �p;q (X;Y ) contém os operadores de posto �nito. De fato, seja
u : X ! Y dado por u = ' (�) y; com ' 2 X�n f0g e y 2 Y �xo.
Considere x1; : : : ; xn em X e n 2 N. Então 

nX
j=1

ku (xj)kp
! 1

p

=

 
nX
j=1

ky' (xj)kp
! 1

p

(2.22)

= kyk k'k
 

nX
j=1

j' (xj)jp

k'kp

! 1
p

� kyk k'k sup
 2BX�

 
nX
j=1

j (xj)jp
! 1

p

� kyk k'k sup
 2BX�

 
nX
j=1

j (xj)jq
! 1

q

;

e portanto u é (p; q)-somante. Temos ainda que kyk k'k = kuk � �p;q (u) e, de (2.22),
�p;q (u) � kyk k'k. Portanto kyk k'k = �p;q (u) :
Se v : X ! Y é um operador de posto �nito, então

v =

nX
j=1

'j (�) yj
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onde 'j 2 X� e yj 2 Y para cada j = 1; : : : ; n: Como 'j (�) yj 2 �p;q (X;Y ) ; que é um
espaço vetorial, temos que v 2 �p;q (X;Y ) :
Agora, sejam w 2 L (G;X), u 2 �p;q (X;Y ) e v 2 L (Y ;H) : Assim, para

x1; : : : ; xn 2 G temos 
nX
j=1

k(vuw) (xj)kp
! 1

p

� kvk
 

nX
j=1

ku (w (xj))kp
! 1

p

� �p;q (u) kvk



(w (xj))nj=1




w;q

= �p;q (u) kvk sup
'2BX�

 
nX
j=1

j' (w (xj))jq
! 1

q

= �p;q (u) kvk kwk sup
'2BX�

 
nX
j=1

�����' � w

kwk

�
(xj)

����q
! 1

q

� �p;q (u) kvk kwk sup
 2BX�

 
nX
j=1

j (xj)jq
! 1

q

;

o que garante que vuw é (p; q)-somante e �p;q (vuw) � �p;q (u) kvk kwk : Logo (�p;q; �p;q)
é um ideal. Vejamos que é normado.
É claro que �p;q (idK) � 1: Por outro lado, 1X

j=1

jidK (xj)jp
! 1

p

�
 1X
j=1

jidK (xj)jq
! 1

q

=

 1X
j=1

jxjjq
! 1

q

= sup
'2BK�

 1X
j=1

j' (xj)jq
! 1

q

;

para todo (xj)
1
j=1 2 lwp (K) e, portanto, �p;q (idK) � 1: �

Proposição 2.3.5 Se 1 � q � p <1; então (�p;q; �p;q (�)) é um ideal de Banach.

Demonstração: Devemos mostrar que (�p;q (X;Y ) ; �p;q (�)) é Banach. Seja (un)1n=1
uma sequência de Cauchy em �p;q (X;Y ) : Assim, dado " > 0 existe N0 2 N tal que

n;m � N0 ) kun � umk � �p;q (un � um) < ":

Dessa forma, (un)
1
n=1 é uma sequência de Cauchy em L (X;Y ) e portanto un ! u;

para algum u 2 L (X;Y ) :
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Observe que o operador

bu : lwq (X) ! lwp (Y )
(xj)

1
j=1 7! (u (xj))

1
j=1

está bem de�nido, pois como q � p temos


bu�(xj)1j=1�



p;w
=



(u (xj))1j=1




p;w
� kuk




(xj)1j=1



p;w
� kuk




(xj)1j=1



q;w
:

De�na, agora, bun : lwq (X) ! lp (Y )
(xj)

1
j=1 7! (un (xj))

1
j=1

:

Como kbunk = �p;q (un), temos que (bun)1n=1 é de Cauchy em L
�
lwq (X) ; lp (Y )

�
; e

como lp (Y ) é completo, segue que L
�
lwq (X) ; lp (Y )

�
é um espaço de Banach. Assim,

(bun)1n=1 converge para algum w 2 L
�
lwq (X) ; lp (Y )

�
: Logo, bun (x) ! w (x) ; para todo

x 2 lwq (X) :
Se (xj)

1
j=1 2 lwq (X) ; dado " > 0 existe N1 2 N tal que

n � N1 )



bun �(xj)1j=1�� w

�
(xj)

1
j=1

�



p
< ":

Considere (yj)
1
j=1 = w

�
(xj)

1
j=1

�
2 lp (Y ) : Logo,

n � N1 )
 1X
j=1

kun (xj)� yjkp
! 1

p

=



(un (xj))1j=1 � (yj)1j=1




p
< ":

Portanto, para cada j 2 N, temos

n � N1 ) kun (xj)� yjk < ";

ou seja
lim
n!1

un (xj) = yj; (2.23)

para todo j: Como un ! u em L (X;Y ) segue que

lim
n!1

un (xj) = u (xj) ; (2.24)

para todo j: Portanto, de (2.23) e (2.24) temos

(u (xj))
1
j=1 = (yj)

1
j=1 2 lp (Y ) :

Assim, bu�(xj)1j=1� = w
�
(xj)

1
j=1

�
; para todo (xj)

1
j=1 2 lwq (X) : Portanto,bu�(xj)1j=1� 2 lp (Y ) e u 2 �p;q (X;Y ) :
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Por outro lado, como bun ! w existe N 2 N, tal que

n � N ) kbun � wk < "

) sup
k(xj)1j=1kw;q�1




bun �(xj)1j=1�� w
�
(xj)

1
j=1

�



p
< "

) sup
k(xj)1j=1kw;q�1

 
1P
j=1

kun (xj)� u (xj)kp
! 1

p

< "

) �p;q (un � u) < ";

o que mostra o resultado. �

Teorema 2.3.6 (Teorema da Inclusão) Sejam X e Y espaços de Banach e suponha
que 1 � qj � pj <1 (j = 1; 2) satisfaçam8<:

q1 � q2
p1 � p2
1
q1
� 1

p1
� 1

q2
� 1

p2
:

Nessas condições,
�p1;q1 (X;Y ) � �p2;q2 (X;Y )

e, para cada u 2 �p1;q1 (X;Y ) ; temos �p2;q2 (u) � �p1;q1 (u) :

Demonstração: Se q1 = q2 o resultado é imediato, pois lp1 (Y ) � lp2 (Y ) : Assim,
considerando q1 < q2, temos

1

p1
� 1

p2
� 1

q1
� 1

q2
> 0) p2 > p1:

Logo, podemos de�nir 1 < p � q <1 por

1

q
=
1

q1
� 1

q2
e
1

p
=
1

p1
� 1

p2
:

Sejam u 2 �p1;q1 (X;Y ) e x1; : : : ; xn em X. Então, para

�k = kuk (xk)k
p2
p ;

com 1 � k � n; temos

ku (�kxk)kp1 =




u�ku (xk)k p2p xk�



p1

=

�
ku (xk)k

p2
p ku (xk)k

�p1
= ku (xk)k

p2p1
p
+p1

= ku (xk)kp2 :
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Como u é (p1; q1)-somante, segue que 
nX
k=1

ku (xk)kp2
! 1

p1

=

 
nX
k=1

ku (�kxk)kp1
! 1

p1

(2.25)

� �p1;q1 (u) k(�kxk)
n
k=1kq1;w1

= �p1;q1 (u) sup
'2BX�

 
nX
k=1

k' (�kxk)kq1
! 1

q1

= �p1;q1 (u) sup
'2BX�

 
nX
k=1

j�kjq1 j' (xk)jq1
! 1

q1

:

Visto que q=q1 e q2=q1 são conjugados, usando a Desigualdade de Hölder em (2.25)
temos 

nX
k=1

ku (xk)kp2
! 1

p1

� �p1;q1 (u) sup
'2BX�

24 nX
k=1

j�kjq
! q1

q
 

nX
k=1

j' (xk)jq2
! q1

q2

35 1
q1

= �p1;q1 (u) k(�k)
1
k=1kq k(xk)

n
k=1kq2;w

� �p1;q1 (u) k(�k)
1
k=1kp k(xk)

n
k=1kq2;w

= �p1;q1 (u)

 
nX
k=1

�
ku (xk)k

p2
p

�p! 1
p

k(xk)nk=1kq2;w

= �p1;q1 (u)

 
nX
k=1

ku (xk)kp2
! 1

p

k(xk)nk=1kq2;w ;

e portanto  
nX
k=1

ku (xk)kp2
! 1

p1
� 1
p

� �p1;q1 (u) k(xk)
n
k=1kq2;w ;

o que resulta em  
nX
k=1

ku (xk)kp2
! 1

p2

� �p1;q1 k(xk)
n
k=1kq2;w :

Assim, u 2 �p1;q1 (X;Y ) e �p2;q2 (u) � �p1;q1 (u) : �

2.4 O cotipo dos espaços de Banach

Interessantes resultados na teoria dos operadores absolutamente somantes devem-se
ao conceito de cotipo. No Capítulo 3, veremos a sua importância em nosso trabalho.
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Antes de introduzirmos a noção de cotipo, começamos de�nindo as funções de
Rademacher, que são dadas, para cada n 2 N, por

rn : [0; 1] ! R
t 7! sign (sin 2n�t) ;

onde

sign (x) =

8<:
1; se x > 0
�1; se x < 0
0; se x = 0

:

As funções de Rademacher gozam da propriedade de ortogonalidade:Z 1

0

ri (t) rj (t) dt = �ij:

De�nição 2.4.1 Um espaço de Banach X tem cotipo q se existir uma contante C � 0
tal que, dados n 2 N e x1; x2; : : : ; xn em X; vale 

nX
j=1

kxjkq
! 1

q

� C

0@Z 1

0







nX
j=1

rj (t)xj







2

dt

1A1=2

:

Segue da Desigualdade de Kahane (veja [12, pág. 211]) que o número 2; que aparece
na desigualdade da de�nição anterior, pode ser substituído por qualquer 0 < p < 1;
onde a constante C vai depender de p e q:

Na De�nição 2.4.1, caso q =1; substituímos
�Pn

j=1 kxjk
q
�1=q

por maxj�n kxjk :
Dado um espaço de Banach X, de�nimos cotX = inf fq; X tem cotipo qg :

Exemplo 2.4.2 Se 1 � p � 2; então lp tem cotipo 2: Por outro lado, se 2 � q < 1;
então lq tem cotipo q (veja [12, pág. 219]):

Observação 2.4.3 Se p � q e um espaço de Banach X tem cotipo p, então X tem
cotipo q: De fato, por hipótese existe C � 0 tal que, dados x1; x2; : : : ; xn em X; ocorre

 
nX
j=1

kxjkq
! 1

q

�
 

nX
j=1

kxjkp
! 1

p

� C

0@Z 1

0







nX
j=1

rj (t)xj







2

dt

1A 1
2

;

o que mostra a a�rmação.

Proposição 2.4.4 Todo espaço de Banach tem cotipo in�nito.
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Demonstração: Sejam X um espaço de Banach, n 2 N e x1; : : : ; xn em X: Considere
i 2 f1; : : : ; ng de modo que

kxik = max fkxjk ; j = 1; : : : ; ng :

Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe ' 2 BX� tal que ' (xi) = kxik : Assim,

max fkxjk ; j = 1; : : : ; ng = ' (xi)

=

nX
j=1

' (xj) �ij

=
nX
j=1

' (xj)

Z 1

0

ri (t) rj (t) dt

=

Z 1

0

ri (t)
nX
j=1

rj (t)' (xj) dt

=

Z 1

0

ri (t)'

 
nX
j=1

rj (t)xj

!
dt

�
Z 1

0

�����'
 

nX
j=1

rj (t)xj

!����� dt
�
Z 1

0







nX
j=1

rj (t)xj






 dt
�

0@Z 1

0







nX
j=1

rj (t)xj







2

dt

1A 1
2

:

�

Proposição 2.4.5 Se um espaço de Banach tem cotipo q; então q � 2.

Demonstração: Sejam X um espaço de Banach e x 2 BX : Suponha que X tenha
cotipo q e, sem perda de generalidade, considere x1 = � � � = xn = x: Como X tem
cotipo q, existe uma constante C tal que

n
1
q =

 
nX
j=1

kxjkq
! 1

q

� C

0@Z 1

0







nX
j=1

rj (t)xj







2

dt

1A 1
2
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= C

0@Z 1

0

kxjk2
�����
nX
j=1

rj (t)

�����
2

dt

1A 1
2

= C

0@Z 1

0

�����
nX
j=1

rj (t)

�����
2

dt

1A 1
2

= Cn
1
2 :

Logo n
1
q � Cn

1
2 ; para todo n: Dessa forma, n

2�q
2q � C e portanto 2� q � 0: �

Corolário 2.4.6 Todo espaço de Banach tem cotipo maior ou igual que 2:

Proposição 2.4.7 Sejam X e Y espaços de Banach isometricamente isomorfos. Se
cotX =1; então cotY =1:

Demonstração: Suponha por absurdo que cotY = q < 1: Assim, existe C � 0 tal
que, para y1; : : : ; yn em Y vale 

nX
j=1

kyjkq
! 1

q

� C

0@Z 1

0







nX
j=1

rj (t) yj







2

dt

1A1=2

:

Sejam x1; :::; xn 2 X. Sendo T : X ! Y o isomor�smo isométrico, segue que existem
y1; : : : ; yn em Y; tais que T (xj) = yj; com j = 1; : : : ; n: Logo,

 
nX
j=1

kxjkq
! 1

q

=

 
nX
j=1



T�1 (yj)

q!
1
q

�
 

T�1

q nX

j=1

kyjkq
! 1

q

�


T�1

C

0@Z 1

0







nX
j=1

rj (t) yj







2

dt

1A1=2

=


T�1

C

0@Z 1

0







nX
j=1

rj (t)T (xj)







2

dt

1A1=2

=


T�1

 kTkC

0@Z 1

0







nX
j=1

rj (t)xj







2

dt

1A1=2
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o que é uma contradição, pois cotX =1: �

Terminamos esse capítulo enunciando um resultado que será bastante útil nesse
trabalho, referente a polinômios homogêneos absolutamente somantes em espaços de
Banach com base de Schauder incondicional. Esse resultado pode ser visto em [3,
Corolário 2.1]:

Teorema 2.4.8 Sejam X um espaço de Banach com base incondicional (xn)
1
n=1 e Y

um espaço de Banach qualquer. Se q < cotY e �X;(xn) > q; então

�q;1 (X;Y ) 6= L (X;Y ) :

A de�nição da constante �X;(xn) pode ser encontrada na página 59:
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Capítulo 3

Lineabilidade e operadores
absolutamente somantes

Neste capítulo, abordamos o conceito de lineabilidade no contexto de operadores
absolutamente somantes. O termo lineabilidade teve início na presente década, mais
precisamente, em 2004, e seu conceito é devido a V. Gurariy (veja [1, 22]).

3.1 Sobre lineabilidade

De�nição 3.1.1 Um subconjunto A de um espaço vetorial E é dito lineável se A[f0g
contiver um subespaço de dimensão in�nita de E:

A teoria de lineabilidade tem sido tratada em diversos contextos, por exemplo
em conjuntos de funções [1, 13, 16, 18, 19, 20, 22], no conjunto de operadores não
absolutamente somantes [34], no conjunto de operadores que atingem sua norma [31] e
no contexto de polinômios homogêneos entre espaços de Banach [8].
Em [34], D. Puglisi e J. Seoane-Sepúlveda provaram o seguinte resultado: Se E

e F são espaços de Banach e E possui uma certa propriedade técnica (chamada de
�propriedade das duas séries�), então o conjunto

L (E;F �)��1 (E;F �)

é lineável. No mesmo artigo, os autores propõe o seguinte problema: se E é um espaço
de Banach superre�exivo (a de�nição de espaço superre�exivo será dada adiante) e
p � 1; é verdade que o conjuto

L (E;F )��p (E;F )

é lineável, para qualquer espaço de Banach F?
Nas próximas seções, exibiremos soluções parciais para esse problema. Os próximos

resultados sobre lineabilidade são essencialmente encontrados em [7].
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3.2 Lineabilidade em espaços superre�exivos

Iniciamos esta seção com um exemplo em que �ca evidenciada a forte relação entre o
conceito de lineabilidade e a teoria dos espaços hereditariamente indecomponíveis (veja
detalhes em [21]); M. A. So� em uma comunicação com os autores de [7] propôs a
seguinte questão: dados ideais de operadores I1 e I2 e os espaços de Banach E e F ,
é sempre verdade que I1 (E;F )�I2 (E;F ) é vazio ou lineável? O próximo exemplo
responde essa questão negativamente. Para tanto, precisamos da noção de operadores
estritamente singulares e espaços hereditariamente indecomponíveis.

De�nição 3.2.1 Um operador u : E ! E é estritamente singular se a restrição de
u a qualquer subespaço fechado de dimensão in�nita de E não é um isomor�smo.

De�nição 3.2.2 Um espaço de Banach E é hereditariamente indecomponível se
todo subespaço fechado de dimensão in�nita de E não puder ser escrito como soma
direta topológica de dois subespaços fechados de dimensão in�nita.

Exemplo 3.2.3 [7] Sejam SS o ideal de operadores lineares estritamente singulares
e E um espaço de Banach complexo hereditariamente indecomponível. O conjunto
(L (E;E)�SS (E;E))[f0g não contém sequer um subespaço de dimensão 2. De fato,
inicialmente note que idE 2 L (E;E)�SS (E;E) 6= f0g: Agora, sejam u1; u2 operadores
linearmente independentes em L (E;E)�SS (E;E) : Assim, de [26, Teorema 6] existem
escalares �1; �2 e v1; v2 2 SS (E;E) tais que

u1 = �1idE + v1 e u2 = �2idE + v2:

Obviamente, �1 6= 0 6= �2 pois u1; u2 62 SS (E;E) : Considerando u = �2u1 � �1u2;
segue que u 6= 0 pois u1; u2 são linearmente independentes. Como u = �2v1 � �1v2,
temos que u 2 SS (E;E) : Dessa forma, u 62 (L (E;E)�SS (E;E)) [ f0g e portanto,
(L (E;E)�SS (E;E)) [ f0g não contém um subespaço de dimensão 2.

Antes de exibirmos as soluções parciais do problema posto por Puglisi e Seoane-
Sepúlveda, introduzimos o conceito de espaços de Banach superre�exivos, bem como
alguns resultados úteis.

3.2.1 Espaços uniformemente convexos e superre�exivos

Os conceitos de convexidade uniforme e re�exibilidade em espaços de Banach estão
fortemente relacionados. Como veremos, o Teorema 3.2.18 (devido a D. P. Milman
e B. J. Pettis em 1939) é um bom indício dessa relação. Anos depois, M. M. Day
em [11] mostrou que existem espaços de Banach re�exivos não isomorfos a espaços
uniformemente convexos. Em 1972, alguns conceitos como �propriedade da árvore
�nita�e �representabilidade �nita�são introduzidos por R. C. James que, no mesmo
ano, introduziu a noção de espaços superre�exivos.
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De�nição 3.2.4 Dizemos que um espaço normado E é estritamente convexo
quando

kx+ yk < kxk+ kyk ;
sempre que x e y são não paralelos.

Exemplo 3.2.5 O espaço (R2; k�k1) não é estritamente convexo. De fato, os vetores
(1; 1) e (1;�1) não são paralelos e k(1; 1) + (1;�1)k1 = 2 = k(1; 1)k1 + k(1;�1)k1 :
Também, os espaços c0 e l1 não são estritamente convexos; basta considerar os vetores
x = e1 + e2 e y = e1 � e2:

Proposição 3.2.6 Um espaço normado E é estritamente convexo se, e só se, para
quaisquer x; y 2 SE com x 6= y; vale



x+y
2



 < 1.
Demonstração: Se E é estritamente convexo, o resultado é claro.
Para provar a recíproca, suponha que E não seja estritamente convexo. Logo,

existem x0; y0 2 E, não paralelos, tais que

kx0 + y0k = kx0k+ ky0k :

Sem perda de generalidade, considere 0 < kx0k � ky0k : Assim,



 x0
kx0k

+
y0
ky0k





 � 



 x0
kx0k

+
y0
kx0k





� 



 y0
kx0k

� y0
ky0k






=

1

kx0k
(kx0 + y0k)�





� 1

kx0k
� 1

ky0k

�
y0






=

1

kx0k
(kx0k+ ky0k)� ky0k

�
1

kx0k
� 1

ky0k

�
= 2:

Logo, para x = x0
kx0k e y =

y0
ky0k temos x; y 2 SE; x 6= y e

kx+ yk
2

� 1:

o que é uma contradição. �

De�nição 3.2.7 Dizemos que um espaço normado E é uniformemente convexo
ou, mais precisamente, sua norma é uniformemente convexa se, para cada " > 0 existe
� = � (") > 0 tal que

x; y 2 BE e kx� yk � ")




x+ y

2





 � 1� �:

Obviamente, pela Proposição 3.2.6, todo espaço uniformemente convexo é
estritamente convexo.
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Exemplo 3.2.8 Todo espaço de Hilbert é uniformemente convexo. Em particular, é
estritamente convexo. De fato, sejam x; y 2 BH e " > 0 dados, com H Hilbert. A
Regra do Paralelogramo nos diz que

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2
�
kxk2 + kyk2

�
:

Logo, se kx� yk � ", temos
kx+ yk2 + "2 � 4

e portanto

kx+ yk �
�
4� "2

� 1
2 :

Logo, considerando � = 1� (1� "2=4)
1
2 a a�rmação segue. Por outro lado, do Exemplo

3.2.5 concluímos que (R2; k�k1), c0 e l1 não são uniformemente convexos.

Lema 3.2.9 Um espaço normado E é uniformemente convexo se, e só se, para todo
par de redes (x�)�2I ; (y�)�2I � BE, vale



x� + y�

2





! 1) kx� � y�k ! 0: (3.1)

Demonstração: Suponha que E seja uniformemente convexo. Se não valesse (3.1),
existiriam redes (x�)�2I ; (y�)�2I � BE tais que



x� + y�

2





! 1 (3.2)

e existiria " > 0 tal que, para todo �0 2 I; existiria

�1 � �0 tal que kx�1 � y�1k � ":

Logo, como E é uniformemente convexo, existiria � > 0 tal que



x�1 + y�1
2





 � 1� �; (3.3)

o que contradiz (3.2).
Para provar a recíproca, suponha que E não seja uniformemente convexo. Assim,

existem "0 > 0 e sequências (xn)
1
n=1 ; (yn)

1
n=1 � BE tais que

kxn � ynk � "0 )




xn + yn

2





 � 1� 1

n
:

Logo, kxn � ynk 6! 0 e


xn+yn

2



! 1 e chegamos a uma contradição. �

Corolário 3.2.10 Seja E uniformemente convexo. Se (x�)�2I � BE é tal que


x�+x�2




! 1, então (x�)�2I é uma rede de Cauchy.
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Demonstração: Se (x�)�2I não fosse rede de Cauchy, existiria " > 0 tal que, para
todo �0 2 I; existiriam

�1; �2 � �0 tais que kx�1 � x�2k � ":

Logo, como E é uniformemente convexo, existiria � > 0 tal que



x�1 + x�2
2





 � 1� �;

uma contradição. �

Teorema 3.2.11 Seja E um espaço de Banach uniformemente convexo. Suponha que
(xn)

1
n=1 em E satisfaça xn

w! x e kxnk ! kxk : Então kxn � xk ! 0:

Demonstração: Se x = 0 o resultado é imediato. Suponhamos então x 6= 0: Sejam
y = x

kxk e yn =
xn
kxnk ; para todo n 2 N. Assim, para cada f 2 E

�

1

kxnk
f (xn)!

1

kxkf (x) ;

o que resulta em f (yn)! f (y) e yn
w! y:

Veja, agora, que kyn � yk ! 0 implica em kxn � xk ! 0: De fato,

kxn � xk =



 kxnk yn � kxk y 




�



 kxnk yn � kxnk y


+ 


 kxnk y � kxk y




= kxnk



 yn � y




+ ��� kxnk � kxk��� kyk ! 0:

Como y 6= 0, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe ' 2 E� com k'k = 1 e
' (y) = kyk = 1: Assim����'�yn + ym

2

����� � 



yn + ym
2





 � kynk
2

+
kymk
2

= 1: (3.4)

Mas ' (yn) ! ' (y) = 1: Dessa forma, de (3.4), quando n;m ! 1 segue que

yn+ym
2



! 1:
Assim, pelo Corolário 3.2.10, (yn)

1
n=1 é de Cauchy e portanto (yn)

1
n=1 converge na

norma para algum vetor em E. Logo yn ! y; o que mosta o resultado. �

De�nição 3.2.12 Um espaço de Banach E é chamado superre�exivo se ele admite
uma norma uniformemente convexa equivalente à norma original.

Ressaltamos que a de�nição acima não é a original. Para a de�nição original bem
como uma demonstração que as mesmas são equivalentes veja, respectivamente, [23,
De�nição 3] e [14, Teorema 9.18].
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Observação 3.2.13 Note que todo subespaço fechado de um espaço de Banach
superre�exivo é também superre�exivo.

A seguir, apresentamos alguns resultados que serão úteis para mostramos o Teorema
de Milman-Pettis.

Proposição 3.2.14 Sejam E e F espaços normados.
(a) Se T 2 L (E;F ) ; então T é limitado se, e só se

sup fjhTx; y0ij ; x 2 BE; y
0 2 BF �g

é �nito. Se T for limitado, então kTk é igual a este supremo.
(b) Se T 2 L (E;F �) ; então T é limitado se, e só se

sup fjhy; Txij ; x 2 BE; y 2 BFg

é �nito. Se T for limitado, então kTk é igual a este supremo.

Demonstração: (a) Seja T 2 L (E;F ) : Pelo Teorema de Hahn-Banach

kTxk = sup fjhTx; y0ij ; y0 2 BF �g

sempre que x 2 E: Assim

kTk = sup fkTxk ; x 2 BEg = sup fsup fjhTx; y0ij ; y0 2 BY �g ; x 2 BEg
= sup fjhTx; y0ij ; x 2 BE; y

0 2 BF �g ;

o que mostra o que queríamos.
(b) Suponha que T 2 L (E;F �) : Então

kTxk = sup fjhy; Txij ; y 2 BFg

sempre que x 2 E. Portanto

kTk = sup fkTxk ; x 2 BEg = sup fjhy; Txij ; x 2 BE; y 2 BFg

o que mostra o resultado. �

Teorema 3.2.15 Suponha que E e F são espaços normados tais que existe um
isomor�smo T de E sobre F: Então a aplicação T 0 : F � ! E�; dada por T 0 (y0) = y0T
é um isomor�smo de F � sobre E� e kT 0k = kTk : Se T for um isomor�smo isométrico,
então T 0 também é.
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Demonstração: Claramente T 0 é linear e hTx; y0i = hx; T 0y0i ; sempre que x 2 E e
y0 2 F �: Segue da Proposição 3.2.14(a) que

kTk = sup fjhTx; y0ij ; x 2 BE; y
0 2 BF �g = sup fjhx; T 0y0ij ; x 2 BE; y

0 2 BF �g

e assim, a Proposição 3.2.14(b) garante que T 0 é limitado e que kT 0k = kTk :
A�rmamos que T

0
é injetivo. De fato, seja agora y0 2 F 0 tal que T 0y0 = 0: Assim,

y0(y) = hT (T�1y) ; y0i = hT�1y; T 0y0i = 0 sempre que y 2 F , e portanto y0 = 0:
Por outro lado se x0 2 E�; então x0(x) = hTx; x0T�1i = hx; T 0 (x0T�1)i sempre que
x 2 E; e assim T 0 (x0T�1) = x0: Concluímos assim que T 0 é bijetivo. Logo o Teorema
da Aplicação Aberta garante que T 0 é um isomor�smo.
Suponhamos, agora, que T é um isomor�smo isométrico. Então, para cada y0 2 F �

kT 0y0k = sup fjhx; T 0y0ij ; x 2 BEg
= sup fjhTx; y0ij ; x 2 BEg
= sup fjhy; y0ij ; y 2 BFg
= ky0k ;

e assim T 0 é um isomor�smo isométrico. �

Proposição 3.2.16 Todo espaço normado isomorfo a um espaço re�exivo é também
re�exivo.

Demonstração: Sejam E e F espaços normados, E re�exivo, e T : E ! F
um isomor�smo entre eles. Considere para cada y0 2 F � e x00 2 E�� as aplicações
T 0 : F � ! E� e T 00 : E�� ! F �� dadas por T

0
(y0) = y0T e

T
00
(x00) (y0) = x00

�
T
0
(y0)
�
:

O Teorema 3.2.15, garante que as aplicações T
0
e T

00
são isomor�smos.

Considere agora as injeções canônicasQE : E ! E�� eQF : F ! F ��: Fixe y00 2 F ��.
Como E é re�exivo e T 00 é um isomor�smo, existe x 2 E tal que T 00QEx = y00:
Se y0 2 F �; então

hy0; y00i = hy0; T 00QExi
= hT 0y0; QExi
= hx; T 0y0i
= hTx; y0i ;

e assim y00 = QF (Tx) : Dessa forma, a aplicação QF é sobrejetiva, e assim F é re�exivo.
�

Lema 3.2.17 Seja E um espaço normado. Se x00 2 E�� e W é uma vizinhança de x00

na topologia fraca estrela, então W = x00 +W0; onde W0 é uma vizinhança de zero na
topologia fraca estrela.
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Demonstração: Sejam W = fy00 2 E��; jy00 (fi)� x00 (fi)j < "; 8i 2 Ig e W0 =
fy00 2 E��; jy00 (fi)j < "; 8i 2 Ig ; onde I é �nito e " > 0: Assim, se g 2 x00 + W0;
existe y000 2 W0 tal que g = x00 + y000 :
Logo,

jg (fi)� x00 (fi)j = j(x00 + y000) (fi)� x00 (fi)j = jy000 (fi)j < ";

e assim g 2 W:
Reciprocamente, se g 2 W , então jg (fi)� x00 (fi)j < " para todo i 2 I: Logo

g � x00 2 W0: Assim g 2 x00 +W0: �

Teorema 3.2.18 (Milman-Pettis) Todo espaço de Banach uniformemente convexo
é re�exivo.

Demonstração: Sejam E um espaço de Banach uniformemente convexo e x00 2 SE�� :
Seja Q a injeção canônica de E em E��: Pelo Teorema de Goldstine, existe uma rede
(x�)�2I em BE tal que Qx�

w�! x00:
De�nindo (�1; �1) � (�2; �2) quando �1 � �2 e �1 � �2; temos que I � I é dirigido

e, assim
�
Q
�
1
2
(x� + x�)

��
(�;�)2I�I é uma rede. A�rmamos que Q

�
1
2
(x� + x�)

� w�! x00:

De fato, considereW uma vizinhança de x00 como no Lema 3.2.17, isto é, W = x00+W0,
onde W0 é uma vizinhança de zero.
Seja V0 uma vizinhança de zero tal que V0 + V0 � W0: Como Q

�
x�
2

� w�! x00

2
; existe

�1 2 I tal que
� � �1 ) Q

�x�
2

�
2 x00

2
+ V0:

Logo

(�; �) � (�1; �1) ) Q
�
x�
2

�
+Q

�x�
2

�
2
�
x00

2
+ V0

�
+
�
x00

2
+ V0

�
) Q

�
x�+x�
2

�
2 x00 + (V0 + V0)

) Q
�
x�+x�
2

�
2 (x00 +W0) =W;

o que mostra a a�rmação.
Agora, veja que



1
2
(x� + x�)



 ! 1: De fato, dado " > 0 existe x00 2 SE� tal que
lim(�;�)

��Q �1
2
(x� + x�)

�
(x00)

�� = jx00 (x00)j > kx00k � ": Assim, existe (�"; �") 2 I � I tal
que

(�; �) � (�"; �"))
����Q�12 (x� + x�)

�
(x00)

���� > kx00k � ":

Logo, quando (�; �) � (�"; �");temos

1 �




Q�12 (x� + x�)

�



 � ����Q�12 (x� + x�)

�
(x00)

���� > kx00k � " = 1� ":

Assim,


1
2
(x� + x�)



 = 

Q �1
2
(x� + x�)

�

! 1; o que mostra a a�rmação.
Segue do Corolário 3.2.10 que (x�)� é uma rede de Cauchy em E. Como E é

completo, (x�)� converge para algum x0 2 E e, desse modo, Qx� ! Qx0: Logo,
Qx0 = x00 e, portanto, E é re�exivo. �
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Corolário 3.2.19 Se um espaço normado E é isomorfo a um espaço de Banach
uniformemente convexo, então E é re�exivo.

Demonstração: Pelo Teorema 3.2.18 segue que E é isomorfo a um espaço re�exivo
e, pela Proposição 3.2.16, segue que E é re�exivo. �

Corolário 3.2.20 Todo espaço superre�exivo é re�exivo.

Demonstração: Segue do Corolário 3.2.19. �

3.2.2 Lineabilidade do conjunto L (E;F )��p (E;F )
O próximo teorema resolve quase totalmente o problema posto por Puglisi e Seoane-

Sepúlveda, enunciado no começo do capítulo:

Teorema 3.2.21 [7] Sejam p � 1 e E um espaço superre�exivo. Se E contiver
um subespaço complementado de dimensão in�nita com base incondicional ou F
contiver uma sequência básica incondicional in�nita, então K (E;F )��p (E;F )
(e portanto L (E;F )��p (E;F )) é lineável.

Demonstração: Inicialmente, suponhamos que E contenha um subespaço
complementado E0 de dimensão in�nita com base incondicional (en)

1
n=1 : Considere

N = A1 [ A2 [ � � � (3.5)

uma decomposição de N por subconjuntos in�nitos dois a dois disjuntos (Aj)1j=1 : Como
(en)

1
n=1 é uma base incondicional, temos que fen;n 2 Ajg é uma sequência básica

incondicional para todo j 2 N. De fato, para cada j; considere Aj = fj1; j2; : : :g : Veja
que para qualquer sequência de escalares (aji)

1
i=1 ; o Critério de Grumblum garante a

existência de uma constante C > 0 tal que

n � m)







mX
i=1

ajieji






 � C







nX
i=1

ajieji






 ;
onde consideramos ai = 0 sempre que i 62 fj1; j2; : : : ; jng : Dessa forma, temos que
fen;n 2 Ajg é uma sequência básica. Mostremos agora que ela é incondicional. Com
efeito, suponhamos que

P1
i=1 ajieji seja convergente. Como

1X
i=1

ajieji =
1X
i=1

aiei

com ai = 0; sempre que i 62 fj1; j2; : : :g e a série
P1

i=1 aiei é incondicionalmente
convergente, temos a nossa a�rmação.
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Seja Ej = [en;n 2 Aj]: Sendo Ej fechado, segue da Observação 3.2.13 que cada Ej
é superre�exivo. Assim, de [10, Teorema], para cada j, existe um operador

uj : Ej ! F ; uj 2 K (Ej;F )��p (Ej;F ) :

Considerando } a constante da base incondicional de (en)
1
n=1 ; temos do Teorema

1.4.5 que 





1X
n=1

"nanen






 � }







1X
n=1

anen







para todo "n = �1 e escalares (an)1n=1 :
Para cada j 2 N, seja Pj : E0 ! Ej a projeção natural sobre Ej: Logo, se

y =
1X
n=1

anen 2 E0 e x = Pj (y) 2 Ej

temos

2x = 2Pj (y) = 2Pj

 1X
n=1

anen

!
=
X
n2Aj

2anen =
1X
n=1

"nanen +
1X
n=1

"0nanen;

onde "n = 1 para todo n 2 N, "0n = 1 se n 2 Aj e "0n = �1 se n 62 Aj: Assim,

2 kPj (y)k = k2xk �






1X
n=1

"nanen






+






1X
n=1

"0nanen






 � 2} kyk :
Portanto, para cada j, kPjk � } e assim Ej é um subespaço complementado de E0:
Sendo �0 : E ! E0 a projeção contínua sobre E0; seja, para cada j, o operador

euj : E ! F ; euj = uj � Pj � �0:

Como Pi e �0 são contínuas e uj 2 K (Ej;F ) ; segue que euj 2 K (E;F ) : Agora, visto
que uj 62 �p (Ej;F ) ; existe (xk)1k=1 2 lwp (Ej) tal que

P1
k=1 kuj (xk)k

p = 1: Assim,
dado ' 2 E� temos

1X
k=1

j' (xk)jp =
1X
k=1

���'jE�
j
(xk)

���p <1
e, por outro lado

1X
k=1

keuj (xk)kp = 1X
k=1

kuj (xk)kp =1:

Portanto euj 2 K (E;F )��p (E;F ) :
Observe que Ei \ Ej = f0g ; para todo i 6= j: De fato, se z 2 Ei \ Ej entãoX

n2Ai

anen = z =
X
n2Aj

bnen
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com Ai \ Aj = ?: Por outro lado, como

z =
1X
n=1

cnen;

segue que

n 62 Ai ) cn = 0) bn = cn = 0; quando n 2 Aj e
n 62 Aj ) cn = 0) an = cn = 0; quando n 2 Ai;

donde z = 0:
Agora, sejam n 2 N e escalares a1; : : : ; an; com ao menos um aj 6= 0; com

j 2 f1; : : : ng: Como euj não é absolutamente p-somante, existe uma sequência (xk)1k=1 2
lwp (Ej) tal que

P1
k=1 keuj (xk)kp =1: Por outro lado, é claro que euj (xk) = uj (xk) para

todo k 2 N. Dessa forma, como Ei1 \ Ei2 = f0g sempre que i1 6= i2, temos eui (xk) = 0
para todo i = 1; : : : ; n; i 6= j e k 2 N, e portanto

1X
k=1

ka1eu1 (xk) + � � �+ aneun (xk)kp = 1X
k=1

kajeuj (xk)kp =1;

donde concluímos que a1eu1 (xk) + � � �+ aneun (xk) não é absolutamente p-somante. Isso
mostra que [euj; j 2 N] � K (E;F )��p (E;F ) :
A�rmamos agora que o conjunto feuj; j 2 Ng é linearmente independente. De fato,

sejam n 2 N e escalares a1; : : : ; an tais que

a1eu1 + � � �+ aneun = 0:
Para todo k = 1; : : : ; n, como euk 6= 0; podemos escolher xk 2 Ek de modo queeuk (xk) 6= 0: Por outro lado, como (Pj � �0) (xk) = Pj (xk) = 0 sempre que j = 1; : : : ; n;

j 6= k, temos que

akeuk (xk) = 0 + � � �+ 0 + akeuk (xk) + 0 + � � �+ 0 = a1eu1 (xk) + � � �+ aneun (xk) = 0;
e assim ak = 0. Portanto [euj; j 2 N] é um subespaço de dimensão in�nita de K (E;F )
contido em (K (E;F )��p (E;F )) [ f0g :
Agora, suponha que F contenha um subespaço G com base incondicional (en)

1
n=1

cuja constante da base incondicional seja }: Considerando a decomposição de N
como em (3.5), segue, para cada j 2 N, que fen;n 2 Ajg é base incondicional de
Fj = [en;n 2 Aj]: Dessa forma, procedendo como no caso anterior, temos que cada
projeção natural Pj : G! Fj é tal que kPjk � }:
De [10, Teorema], segue que, para cada j, existe um operador

uj : E ! Fj; uj 2 K (E;Fj)��p (E;Fj) :

Observe que para yi 2 Fi e yj 2 Fj; com i 6= j, temos

kyik = kPi (yi + yj)k � } kyi + yjk : (3.6)
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Seja inc : Fj ! F o operador inclusão e de�na euj : E ! F por euj = inc � uj: Veja
que euj 2 K (E;F )��p (E;F ). De fato, como uj 2 K (E;Fj) é claro que euj 2 K (E;F ) :
Por outro lado, como uj 62 �p (E;Fj), existe uma sequência (xk)1k=1 2 lwp (E) tal que

1X
k=1

keuj (xk)kp = 1X
k=1

kinc (uj (xk))kp =1; (3.7)

e portanto euj 62 �p (E;Fj) : Como eui (x) 2 Fi; segue de (3.6) que
keui (x)k � } keui (x) + euj (x)k ) keui (x) + euj (x)k � }�1 keui (x)k (3.8)

para todo x 2 E: Dessa forma, como cada eui 2 K (E;F )��p (E;F ) ; segue de (3.7) e
(3.8) que eui + euj 2 K (E;F )��p (E;F )
para todo i; j 2 N. Assim, dado n 2 N visto que K (E;F ) é um espaço vetorial, eun 2
K (E;F )��p (E;F ) e vale (3.8), segue que eu1 + eu2 + � � �+ eun 2 K (E;F )��p (E;F ) ;
e portanto [euj; j 2 N] 2 (K (E;F )��p (E;F )) [ f0g :
A�rmamos agora que feuj; j 2 Ng é linearmente independente. De fato, sejam n 2 N

e escalares a1; : : : ; an de modo que

a1eu1 + � � �+ aneun = 0:
Para todo k = 1; : : : ; n; como euk 6= 0; escolha x 2 E tal que euk (x) 6= 0: Como

Fi \ Fj = f0g ; se i 6= j; segue que

akeuk (x) = 0 + � � � 0 + akeuk (x) + 0 + � � �+ 0 = a1eu1 (x) + � � �+ aneun (x) = 0;
e portanto, ak = 0: Dessa forma, K (E;F )��p (E;F ) é lineável. �

Observe que o Teorema 3.2.21 resolve o problema posto por Puglisi e Seoane-
Sepúlveda exceto para casos extremamente patológicos, como quando E é um espaço
superre�exivo que não contém subespaço complementado de dimensão in�nita com base
incondicional (por exemplo, os espaços construídos por V. Ferenczi [15]) e, ao mesmo
tempo, quando F não contém uma sequência básica incondicional (por exemplo, os
espaços construídos por Gowers e Maurey [21]).

3.3 Lineabilidade em espaços não superre�exivos

Uma análise cuidadosa na demonstração do Teorema 3.2.21 nos mostra o seguinte
fato:

Observação 3.3.1 O resultado do Teorema 3.2.21 é ainda válido se:
(i) E contém uma sequência (En)

1
n=1 de subespaços complementados de dimensão

in�nita tal que En \ Em = f0g ; para n 6= m e
(ii) L (En;F )��p (En;F ) 6= ? para todo n 2 N.
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Ou ainda:

Observação 3.3.2 O resultado do Teorema 3.2.21 é ainda válido se:
(i) F contém uma sequência (Fn)

1
n=1 de subespaços de dimensão in�nita tal que

Fn \ Fm = f0g ; para n 6= m e
(ii) L (E;Fn)��p (E;Fn) 6= ? para todo n 2 N.

Usando as observações acima podemos adaptar a ideia da demonstração do Teorema
3.2.21 em diversas situações, até mesmo para espaços de operadores sobre espaços não
superre�exivos. Antes a seguinte de�nição:

De�nição 3.3.3 Se um espaço de Banach E possui uma base incondicional (xn)
1
n=1 ;

de�nimos

�E;(xn) = inf

(
t; (aj)

1
j=1 2 lt sempre que x =

1P
j=1

ajxj 2 E
)
:

Exemplo 3.3.4 Sendo (en)
1
n=1 a base incondicional canônica de c0; temos �c0;(en) =1:

De fato, suponha que 1 � �c0;(en) = q <1: Assim,

inf

(
t; (aj)

1
j=1 2 lt se x =

1P
j=1

ajej 2 c0

)
= q:

Logo, dado " > 0 temos

(aj)
1
j=1 2 lq+"; sempre que x =

1P
j=1

ajej 2 c0:

Considerando x =
�
1; 1

21=(q+")
; : : :

�
2 c0; segue que (aj)1j=1 =

�
1; 1

21=(q+")
; : : : ; 1

j1=(q+")
; : : :

�
:

Assim,
1X
j=1

jajjq+" =
1X
j=1

���� 1

j1=(q+")

����q+" = 1X
j=1

1

j
=1;

o que é um absurdo, pois (aj)
1
j=1 2 lq+": Portanto, �c0;(en) =1:

Exemplo 3.3.5 Sendo (en)
1
n=1 a base incondicional canônica de lp; temos �lp;(en) = p:

De fato, suponha que �lp;(en) = r < p: Assim, seja "0 > 0 tal que r + "0 < p. Logo

(aj)
1
j=1 2 lr+"0 ; sempre que x =

1P
j=1

ajej 2 lp:

Note que x =
�
1; 1

21=(r+"0)
; 1
31=(r+"0)

; : : :
�
2 lp; pois p > r + "0 para algum "0 > 0: Logo,

1X
j=1

jajjr+"0 =
1X
j=1

���� 1

j1=(r+"0)

����r+"0 = 1X
j=1

1

j
=1;

o que é uma contradição: Dessa forma, �lp;(en) = p:
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Proposição 3.3.6 Se 1 � q < cotF e p > q, então L (lp;F )��q;1 (lp;F ) é lineável.

Demonstração: Seja (en)
1
n=1 a base incondicional de lp: Pelo Exemplo 3.3.5, temos

�lp;(en) = p > q:
Dessa forma, segue do Teorema 2.4.8 que L (lp;F )��q;1 (lp;F ) 6= ?:
Veja que lp possui uma sequência de subespaços complementados (Ej)

1
j=1 ; onde cada

fen;n 2 Ajg é base incondicional de Ej: Como L (lp;F )��q;1 (lp;F ) 6= ? e cada Ej é
isomorfo a lp; usando a Observação 3.3.1; temos que L (Ej;F )��q;1 (Ej;F ) 6= ? e isso
é su�ciente para que L (lp;F )��q;1 (lp;F ) seja lineável. �

Agora, melhoramos a Proposição 3.3.6 no sentido de garantirmos a lineabilidade,
mesmo quando substituímos o espaço lp por um espaço E com base incondicional
(xn)

1
n=1, tal que �E;(xn) > q: Antes o seguinte Lema:

Lema 3.3.7 [34, Lemma 1.1] Seja (an)
1
n=1 uma sequência de números reais positivos.

Se
P1

n=1 an = 1; então existe uma sequência de subconjuntos dos naturais (Ai)
1
i=1 tal

que:
(i) N = A1 [ A2 [ � � � :
(ii) Cada Ai possui a mesma cardinalidade de N.
(iii) Os conjuntos Ai são disjuntos entre si.
(iv)

P
n2Ai an =1 para todo i 2 N:

Demonstração: Como
P1

n=1 an = 1 e cada an � 0; segue do Critério de Cauchy
que existe " > 0 tal que, para todo v 2 N existe p 2 N de modo que

av + � � �+ av+p � ":

Assim, para v1 2 N existe p1 2 N tal que av1 + � � �+ av1+p1 � ":
Considere agora, para cada k 2 N, vk 2 N de modo que vk � vk�1 + pk�1: Logo,

existe pk 2 N tal que
avk + � � �+ avk+pk � ":

Considere

B1 =
S
k2N

fv2k; : : : ; v2k+p2kg e A1 =
S
k2N

�
v2k+1; : : : ; v2k+1+p2k+1

	
:

Veja que B1; A1 � N, card(B1) =card(A1) =card(N), B1 \ A1 = ? e
P

n2B1 an =P
n2A1 an = 1: Usando o mesmo argumento em B1; obtemos dois subconjuntos

enumeráveis e disjuntos de B1; digamos B2 e A2 tais que
P

n2B2 an =
P

n2A2 an = 1:
Seguindo esse procedimento indutivamente sobre cada Bk; com k 2 N, obtemos uma
sequência (Ai)

1
i=1 com as propriedades desejadas. �

Teorema 3.3.8 Se 1 � q < cotF; E possui uma base incondicional normalizada
(xn)

1
n=1 e �E;(xn) > q; então L (E;F )��q;1 (E;F ) é lineável.
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Demonstração: Como �E;(xn) > q; existe "0 > 0 tal que

(aj)
1
j=1 62 lq+"0 se x =

1X
j=1

ajxj 2 E:

Assim,
1X
j=1

jajjq+"0 =1:

Seja (Aj)
1
j=1 a sequência dos conjuntos como no Lema 3.3.7 associada à sérieP1

j=1 jajj
q+"0 : Para cada k 2 N, considere Ek = [xj; j 2 Ak]: Já é conhecido que cada

fxj; j 2 Akg é uma sequência básica incondicional e Ek é subespaço complementado de
E:
A�rmamos que �Ek;(xn) > q: De fato, considere y =

P
j2Ak ajxj 2 Ek e p = �Ek;(xn):

Assim, para " = "0 > 0 temos que (aj)j2Ak 2 lp+"0 e, portanto,X
j2Ak

jajjp+"0 <1:

Por outro lado, do Lema 3.3.7 segue queX
j2Ak

jajjq+"0 =1

e portanto q < p = �Ek;(xn): Assim, de [3, Corolário 2.1] segue que
L (Ek;F )��q;1 (Ek;F ) 6= ?; para todo k:
Seja uk : Ek ! F; tal que uk 2 L (Ek;F )��q;1 (Ek;F ) : Considere também, as

projeções contínuas Pk : E ! Ek e de�na euk : E ! F , com euk = uk � Pk.
A�rmamos que euk 2 L (E;F )��q;1 (E;F ) ; para todo k: De fato, é claro queeuk 2 L (E;F ) : Por outro lado, como uk 62 �q;1 (Ek;F ) ; existe uma sequência

(xj)
1
j=1 2 lw1 (Ek) tal que

1X
j=1

keuk (xj)kq = 1X
j=1

kuk (xj)kq =1;

donde (euk(xj))1j=1 62 lq (E) : Agora, dado  2 E�, temos que
1X
j=1

j (xj)j =
1X
j=1

�� jE�k (xj)�� <1;

e daí segue que (xj)
1
j=1 2 lw1 (E) : Portanto euk 62 �q;1 (E;F ) :

Repetindo o procedimento usado no Teorema 3.2.21, segue que [euk; k 2 N] é um
subespaço de dimensão in�nita contido em (L (E;F )��q;1 (E;F )) [ f0g : �
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