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Resumo

Neste trabalho apresentamos alguns resultados envolvendo lineabilidade e a teoria
linear dos operadores absolutamente somantes. Observamos que a técnica utilizada
estd intimamente relacionada com a teoria dos espagos de Banach hereditariamente
indecomponiveis e que a presenca de uma base incondicional em um dos espagos
envolvidos é crucial para garantirmos alguns resultados.

Palavras-Chave: lineabilidade, operadores absolutamente somantes, bases
incondicionais.
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Abstract

In this work we present some results involving lineability and the linear theory of
absolutely summing operators. We note that the technique presented is closely related
to the theory of hereditarily indecomposable Banach spaces and that the presence of an
unconditional basis in one of the spaces involved is crucial to guarantee some results.

Key-Words: lineability, absolutely summing operators, unconditional basis.
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Introducao

Um fato conhecido em Anélise Funcional diz que, todo operador linear continuo
entre espacos de Banach leva sequéncias absolutamente soméveis em sequéncias
incondicionalmente somédveis (veja a Proposicao 1.1.2 e a Proposicao 2.1.1 (i)).
Operadores lineares continuos que possuem a reciproca da propriedade anterior recebem
o nome de operadores absolutamente somantes.

O conceito de operador absolutamente somante surgiu na década de 1950 com os
trabalhos de A. Grothendieck [17] e teve como ponto de partida a teoria do produto
tensorial. Apenas na década seguinte, esse conceito comegou a se consolidar, quando
personagens como A. Pietsch [32], J. Lindenstrauss [25] e A. Pelczynski [28] tornaram
acessiveis as ideias iniciais de Grothendieck a respeito dessa classe de operadores.

Recentemente, muitos trabalhos tém sido motivados pelo estudo de situagoes em que
se busca linearidade em ambientes nao-lineares. Esse tipo de situagao estd relacionada
ao que chamamos de lineabilidade. O termo lineabilidade ¢ creditado a V. Gurariy [22].
Desde seu inicio, a teoria de lineabilidade tem sido abordada em diversas situacoes,
por exemplo, no contexto de zero de polinémios, operadores absolutamente somantes e
funcoes continuas nao diferencidveis.

Neste trabalho, abordamos o conceito de lineabilidade no contexto de operadores
absolutamente somantes. Inicialmente, observamos uma estreita relagao desta teoria
com a teoria dos espagos de Banach hereditariamente indecomponiveis (Exemplo 3.2.3).
Em seguida, apresentamos um solugao (Teorema 3.2.21) para um problema posto por
D. Puglisi e J. Seoane-Sepiilveda. E por fim, adaptamos a demonstragao do Teorema
3.2.21 em outras situagoes.
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Estrutura dos Tépicos Apresentados

O presente trabalho estd dividido em trés capitulos.

No primeiro capitulo, abordamos conceitos de séries e bases em espacos de
Banach. Além das defini¢oes e exemplos que expomos, demonstramos alguns dos
principais resultados referentes a esses conceitos, por exemplo, caracterizagoes de séries
incondicionalmente convergentes, o Critério de Grumblum e algumas equivaléncias a
respeito de sequéncias bésicas incondicionais.

No segundo capitulo, apresentamos conceitos béasicos e alguns resultados classicos
da teoria linear dos operadores absolutamente somantes.

No terceiro capitulo, estudamos algumas situacoes de lineabilidade no contexto de
operadores absolutamente somantes. Objetivando a auto-suficiéncia de nosso texto, no
decorrer do capitulo apresentamos uma definicao acessivel de espaco superreflexivo e
observamos que este é uma das pecas fundamentais para demonstrarmos o teorema
central deste trabalho.



Notacao e Terminologia

Abaixo listamos as notagoes e terminologias utilizadas neste trabalho:

O sfmbolo K representard o corpo dos reais R ou dos complexos C.

Salvo nas excecoes, que por ocasiao mencionaremos, as letras X,Y, F, F,G e H
representarao espacos de Banach de dimensao infinita.

o0

Diremos que a série > - x, é convergente X, sempre que a sequéncia (.5,),,

das somas parciais da série for convergente em X.

Os simbolos By e Sx representarao, respectivamente, a bola unitdria fechada e a
esfera do espaco de Banach X.

O dual topolégico de um espago de Banach X serd denotado por X*. O simbolo
X** denotard o dual topolégico de X*.

Denotaremos por e;, o vetor (0,...,0,1,0,...) onde o nimero 1 aparece na i-ésima
coordenada.

Quando 1 < p < oo, denotaremos por [, o espaco de Banach

Jj=1

[e'e) N s
lp = {(xj)jl e K% Z 2P < OO}
e, quando p = oo, denotaremos por [, o espaco de Banach

lo = {(x]);ozl € K sup |z;| < oo} .
jeN

Denotaremos por ¢y o subespago fechado de [, formado por todas sequéncias que
convergem para Zzero.

Quando conveniente, usaremos a representagao (x,T’) para indicar que o operador
T estd aplicado no vetor .

Denotaremos por K(X,Y) o espago vetorial formado por todos os operadores
lineares compactos de X em Y.

, w w* ~ . ..
Os simbolos —, — e — representarao, respectivamente, convergéncia na norma,
convergéncia na topologia fraca e convergéncia na topologia fraca estrela.

O sfmbolo > denotard a relagao no conjunto dirigido 1.

x1



Capitulo 1

Bases de Schauder

1.1 Séries em espacos de Banach

o0

n—q1 em um espag¢o vetorial mormado X ¢

Definigao 1.1.1 Uma sequéncia (z,)

o0
denominada absolutamente somdvel se ) ||z,|| < oo, e incondicionalmente
n=1

o0
somavel se ) T, < 00, qualquer que seja a bije¢io o : N — N.
n=1

Claramente, toda sequéncia incondicionalmente somével é, em particular, somével.
Em 1837, Dirichlet provou que, na reta, uma sequéncia é incondicionalmente somével
se, e s6 se, é absolutamente somédvel. Os conceitos de sequéncias absolutamente e
incondicionalmente somaéveis estao fortemente relacionados com espagos de Banach,
como mostra o seguinte resultado:

Proposicao 1.1.2 Um espaco vetorial normado X é Banach se, e s se, toda sequéncia
absolutamente somdavel for incondicionalmente somdvel.

Demonstracao: Sejam X um espaco de Banach e (z,),-, uma sequéncia

absolutamente somével. Seja o : N — N uma bijecao qualquer e considere y,, = ||z,|,
o0 2 A . ’ z
para todo n € N. Como (y,),., ¢ uma sequéncia absolutamente somével de nimeros

o
reais, é também incondicionalmente somével, e portanto Hxa(n)H converge. Assim,
n=1

dado € > 0 existe ng € N tal que

Zxﬂ(k) - Zxa(k)
k=1 k=1

sempre que n > m > nyg.
. . . o, ,
Isso mostra que a sequéncia das somas parciais de (xg(n))nzl é de Cauchy, logo é

_ < Nl < 3 ool <

k=m+1 k=ng

Z Lo (k)

k=m+1

oo 2, ’
convergente. Dessa forma, (%(n))nfl é somével.



1.1. SERIES EM ESPACOS DE BANACH

Para provar a reciproca, seja (z,),-, uma sequéncia de Cauchy no espago vetorial
normado X. Entao, dados £ € Ne e = 27% > 0, existe n(()k) € N tal que

(k)
0

n,m>ny) = ||v, — x| < 27"

Assim, podemos encontrar ny < ny < --- tais que
—k
||xnk - xnkHH < 277,

Em particular,

S [ — 7| < 327 =1
k=1 k=1

o0
Dessa forma, a série ) (xnk o xnk) ¢ absolutamente convergente, e portanto
k=1
convergente.

Note que
k
Tngyy = Tny + § : (ﬂanl - x"j) :
j=1

&) 4 00 , .
Logo, (San +1) ., ¢ convergente. Como (,),—, € de Cauchy e possui uma
A . o0 7
subsequéncia convergente, temos que (x,,),_, é convergente, o que garante a completude

de X. [ |

A seguir, exibimos algumas equivaléncias a respeito de sequéncias
incondicionalmente soméveis em espacos de Banach.

Teorema 1.1.3 Para uma sequéncia (x,).., em um espago de Banach X, sdo
equivalentes:

(i) (xn).—, € incondicionalmente somdvel.

(ii) Para cada € > 0, existe n. € N tal que, quando M é um subconjunto finito de N

an

neM

com min M > n_, vale < €.

(i17) (wn).o, € subsérie somdvel, isto €, para qualquer sequéncia estritamente crescente

o0
(kn),—, de inteiros positivos, Y xy, converge.
n=1

(iv) (xn).2, € sinal somdvel, ou seja, para qualquer escolha de sinais €, € {—1,1},

o
> enxy, converge.

n=1
(v) O operador T : los — X, dado por T (A\n),—;) = > A\ny € continuo.
n=1



1.1. SERIES EM ESPACOS DE BANACH

Demonstracao: A demonstragdo que o item (v) é equivalente aos demais é um pouco
delicada. Provaremos apenas que os quatro primeiros itens sao equivalentes. Para mais
detalhes sobre esse teorema veja [12, pdg. 9.

(1) = (ii) Suponhamos, por absurdo, que (i7) seja falsa. Assim, existe ¢ > 0 tal que
para todo m € N, existe um subconjunto finito M dos naturais com min M > m mas

> Tn

neM
Isso nos permite construir uma sequéncia (M, ) -, de subconjuntos finitos dos

naturais tal que
>

1€My

> €.

minM; > 1e > e,

> Ti

1€Mp

min M,, > max M, _, e > e,

para todo n > 2.

Agora, defina uma bijecado ¢ : N — N que leva cada inteiro do intervalo
[min M,,, min M,, + |M,|) em M,, onde |M,| é a quantidade de elementos de M,,. Isso &
possivel pois o mimero de inteiros do intervalo [min M,,, min M,, + | M,,|) é igual a | M,,|
e porque, tanto os intervalos quanto os M,, sao disjuntos entre si.

Afirmamos que a sequéncia S, = ) Z,x) nao é de Cauchy. De fato, é possivel
k=1

an

TLGMn
Tomando p = min M,, — 1 e ¢ = min M,, + |M,| — 1, teremos ¢ > p+ 1 > m e assim

q
Z Lo (k) Z Tk

k‘:p-‘rl ]fEMn

> 9.

escolher, para todo m € N, algum dos M,, C N, com min M, > m e

155 = Spll = = >§=c.

Logo (:Eg(n))zozl nao é somdvel, o que é uma contradicao.
(17) = (i) Seja ¢ : N— N uma bijecdo qualquer e consideremos a sequéncia

n
Sn = > To)- Fixe e > 0 e escolha n. € N de acordo com (i7). Entao existe m. € N,
k=1

suficientemente grande, de modo que {1,...,n.+1} C {o(1),...,0(m.)}. Assim,
para ¢,p € Ncom ¢ > p+ 1> m., temos o (p+1),0(q) > n., e portanto

q
ng(k) = Z Tpll < E.

k=p+1 ne{o(p+1),...,0(q)}

HSq - Sp” =

Logo (S,),~, ¢ de Cauchy, e o resultado segue.

(1) = (i4i) Fixe ¢ > 0 e escolha n. € N de acordo com (ii). Agora, se (k). ¢
uma sequéncia estritamente crescente de naturais, segue que k, > n para todo n € N.
Logo, para ¢,p € N com ¢ > p+1 > n., temos que k; > ¢ > n. e kpy1 > p+ 1> n..

3



1.1. SERIES EM ESPACOS DE BANACH

Afirmamos que T, = Yz, ¢ de Cauchy. De fato, se My = {kp41,...,kq}, entdo
j=1

q
E Tk <g,

J=p+1

HTq - Tp“ =

S

ne My

e portanto (zy, )., ¢ somavel.
(it) = (iv) Seja (g,),—, uma sequéncia tal que para cada n € N, ¢, € {—1,1}.

Considere também, os conjuntos ST = {n € N;e, =1} ¢ S~ = {n € N;¢,, = —1}, com
a ordem herdada dos naturais. Entao, por hipétese, as séries > z, e > z, sdo

nesS+ nesS—
convergentes.

Considere as sequéncias

n n
Rn—gazkeVn—ga:k
k=1 k=1
kest keS—

Dado € > 0, a convergéncia das séries Y x, e », x, nos garante a existéncia de
nesS+t nes—
m.+ € N tal que

1Ry — Ryl = Z T || <
k=p+1
kest

DN ™

sempre que q¢ > p > m.+. Pelo mesmo motivo, existe m.- € N tal que

q
Ve =Voll = || D al| <
k=p+1
keS—

DN ™

sempre que ¢ > p > m.-. Escolhendo m. = max{m.+,m.-}, segue que a sequéncia
n

S, = > ey, satisfaz
k=1

15 = Spll = Z EkTk

k=p+1

P

k=p+1 k=p+1
kesTt kesS—

IA
(]
=
+
(]
=

k;:p+1 k:p-‘rl
kest kesS—
< 9 1 g
p— — = £
2 2 ’



1.1. SERIES EM ESPACOS DE BANACH

sempre que ¢ > p > m.. Assim, a sequéncia (S,) -, ¢ de Cauchy e, dessa forma,
(z,,);2, € sinal somdvel.
(iv) = (ii) Suponha que (i7) seja falso. Entdo, existem ¢ > 0 e uma sequéncia

(My),2., de subconjuntos finitos de N, com min My.; > max My e || Y. z,|| > ¢, para
neMy,
todo k£ € N.
Defina
lL,sen e |J M
En = kZIOO
—1,sen ¢ |J M.
k=1
Agora considere a sequéncia S,, = Y (1+¢;) ;. Seja m natural e escolha um

k=1
inteiro positivo k& de modo que m < min Mj,. Assim, min M, e max M, > m, mas

max My
Z (1+¢e,) x| = Z 2z, || > 2e.
n=min M}, neMy

Consequentemente a sequéncia (S,) -, ndo ¢ de Cauchy, e portanto ndo converge.

o0 o0

Dessa forma, )z, ou ) &,, nao convergem (ou ambas nio convergem). Isso nos leva
n=1 n=1

a uma contradicao. [ |

Corolario 1.1.4 Se (x,) 2, é uma sequéncia incondicionalmente somdvel em um

espago de Banach X, entdo, para toda bijecio o : N — N, vale Y x, = Y To(n)-
n=1

n=1

Demonstracido: Se (z,),., ¢ uma sequéncia incondicionalmente somavel, entao
pelo Teorema 1.1.3 (i) dado € > 0 existe n. € N tal que, quando M C N for

> Tn

neM
grande de modo que {1,...,n.} C {o(1),...,0(L)}. Assim, se N > L, definindo

My=A{1,....,N} —{o(1),....,.0 (N)}eMy={c(1),...,0(N)} —{1,..., N}, temos

finito com min M > n., entao < e. Agora, tomemos L suficientemente

N N
E xn_E Zon)|| = E Tp — E T
n=1 n=1 neM, neMa
< E Tnl|| + E T
neM; neM?2
< 2e.

Visto que



1.2. BASES EM ESPACOS DE BANACH

N N N N
S = (zxn . z) £
n=1 n=1 n=1 n=1

fazendo N — oo acima, obtemos

oo oo
E Ty = E Lo(n),
n=1 n=1

o que mostra o resultado. [ |

1.2 Bases em espacos de Banach

Na Analise Funcional o conceito de base algébrica (bases de Hamel) é substituido
pelo conceito de base de Schauder. Como o nome sugere, este conceito é creditado a J.
Schauder (1927). A deficiéncia das bases algébricas na Anélise Funcional ¢ justificada
pela seguinte proposicao:

Proposicao 1.2.1 Toda base algébrica de um espaco de Banach X de dimensao infinita
é nao-enumerduel.

Demonstracao:  Suponhamos, por absurdo, que B = {v;;j € N} seja uma base
algébrica de X. Assim,

X = UF,

onde F, = [v1,...,v,], para cada n € N. Como cada F,, é fechado (visto que tem
dimensao finita), o Teorema de Baire garante que algum dos F), tem interior nao-vazio.
Mas isso nos leva a uma contradicao, pois todo subespago préprio de um espaco vetorial
normado tem interior vazio. [ |

Definigao 1.2.2 Uma sequéncia (x,).-, em um espago de Banach X é chamada base
de Schauder de X quando, para cada x € X, existe uma representacao unica da forma

o0

T = Zanxn, (1.1)

n=1

onde (a,), € KN. Os funcionais lineares f, : X — K dados por

fn (Z%’%’) = Ap

sao chamados de funcionais coeficientes. FEstes funcionais estao bem definidos
devido a unicidade de (1.1).



1.2. BASES EM ESPACOS DE BANACH

Veja que se (z,,),-, ¢ uma base de Schauder, a unicidade em (1.1) nos garante que
o conjunto {z,;n € N} ¢ linearmente independente.

Exemplo 1.2.3 A sequéncia dos vetores canonicos (ey,),-, € base de Schauder de cy e
lp, 1 < p < o0. De fato, seja x = (x,),~, € ¢g. Como x,, — 0, dado € > 0 existe ng € N
tal que

n
> wje; — (1),

Jj=1

n>ny = =11(0,...0,Zni1, Tnta,-- )|l = sup |z;| <e.

j>n+1

o0

o0

Assim, (1), = D> Tney € portanto (e,) -, € uma base de co. A outra afirmagdo segue
n=1

de um ractocinio andlogo ao anterior.

Exemplo 1.2.4 E facil ver que todo espaco com base de Schauder é separdvel.
Portanto, I nao possui base de Schauder.

O seguinte exemplo é devido a Schauder:

Exemplo 1.2.5 Base de Schauder do espago C'[0,1] .
Defina a sequéncia (s,),., de elementos de C'[0,1] por

80<t):1 €Sl<t):t,

e, para n > 2, defina s,, considerando m inteiro positivo com 2™ 1 < n < 2™, de modo
que
2m(t— (22 -1)), se 2 —1<t< 2l -1
spn(t) =3 1—=2m(t— (Bt —-1)), se2t —1<t< -1
0, caso contrdrio.
Afirmamos que a sequéncia (s,),—, € base de Schauder de C'[0,1]. De fato, para cada

[ € Cl0,1] defina a sequéncia (p,),., em C'[0,1] por

po = f(0) so,

p1=po+ (f (1) —po(1))s1,
=p1+ (f(1/2) = p1(1/2)) s2,
=p2+ (f (1/4) — p2 (1/4)) s3,

ps=ps+ (f (3/4) — p3 (3/4)) sa,

Observe que py € uma fungdao que coincide com f no ponto 0; p; coincide com
f em 0 e 1 e interpola linearmente nesses pontos; ps coincide com f em 0, 1 e
1/2 e interpola linearmente nesses pontos. Seguindo esse raciocinio, temos, para
cada n € N, que p, coincide com f nos n + 1 primeiros pontos do subconjunto

7



1.2. BASES EM ESPACOS DE BANACH

D = {0,1,1/2,1/4,3/4,1/8,3/8,5/8,7/8,...} de [0,1]. Veja também que cada p, é
uma fungao poligonal sobre o grifico da f.

Para cada inteiro nao negativo m, seja ., o coeficiente de s,, na respectiva equacao de
Pm. Assim, p, =Y " QS para cada n natural.

Dado € > 0, existe § > 0 tal que

[f(z) = fy)l <e

sempre que
|z —y| <.

Considere m € N de modo que zim < J e tome ng suficientemente grande de modo que f e

Dngy cOincidam no conjunto {0, 1, %, }1, %, %, s QZLT’l} Se x €[0,1], existe k € {1,....,2"}

tal que

Logo, se k + 2™ temos
r@-m@l <] -1 ()| +]7 () 5@
<&+ |Pn <£> — P (2)

om
k k

oo ()2
k k

o b (&)1 ()

< 2¢,

para todo n > ng. Se k = 2™ o resultado seque de forma similar. Temos assim que

lim, oo ||Pn — fllo, = 0 € portanto f = 2 as,. Com um pouco de trabalho se pode

verificar a unicidade dos escalares (ov,),_; .

Mostraremos, adiante, que os funcionais coeficientes sao continuos.

Definigao 1.2.6 Sejam (x,),_, base de Schauder de X eV o espago vetorial formado

(o ¢]
pelas sequéncias a = (a,)-, € KN tais que Y a,x, existe e, para cada a € V, considere

n=1
;nEN}.

Tx (a) = ianxn.
n=1

n

g a;T;

i=1

n(a) :SUP{

Defina também Tx : V — X dado por



1.2. BASES EM ESPACOS DE BANACH

Lema 1.2.7 A funcao n é uma norma emV e (V,n) é Banach.

Demonstracao: Inicialmente provemos que 7 é uma norma em V. E claro que
1 (0) = 0. De fato, se 1 (a) = 0 entdo

Ozsup{

e segue que a; = 0. Repetindo o procedimento acima, temos que a; = 0 para todo ¢ € N.
Temos também, para todo A € N, que

n (Aa) = sup { Z/\a T

n

E ;T

=1

n

E a;T;

=1

in € N} > ||ayz||

nEN}:|)\|77(a).

Além disso,

n@+ﬁ)éﬁm{ }:mm

nEN}—n() n(b),

0 que mostra que 1 € uma norma.

Provaremos agora que (V,1) é completo. Seja (ay,),—; = ((a})pe ;) ., uma sequéncia
de Cauchy em (V,n). Veja que

n n—

Z(af—aj)x-—zl(a’?—aj)m

=1 =1

< Z(ak—a

=1
<20 (o — o).

k
a

—a)| |zl

1
CL—(Z

=1

Assim, para todo n € N, a sequéncia (ak) ., € de Cauchy, e portanto é convergente
em K. Considere

a® = lim o*
k—o0

para todo n € N e ag := (a2)~,. Mostremos agora que og € V e limy_oo a, = g €m
(V,n). De fato, como (a,),~, ¢ de Cauchy, para ¢ > 0 existe 7. € N tal que

Edl>r.=n(a—aq) <

l\Dlm

Logo, para todo n € N, temos

kl>r.=
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Fazendo k — oo, concluimos que

n

0_ 1 €
I>r.= Z (ai — ai) || < 2’ (1.2)
i=1
para todo n € N. Mas, visto que «,, = (a}) >, € V, existe n. € N tal que
i €
m>n>n, = Z@:E%’ §§.
=n
Assim,
0 0 . . _
m>n>n, = ' a; z;|| < Z(ai—af)xi + Za:xi §§—|—§—5.
=n =n =n
Dai, segue que (Y., alz;)"" ¢ de Cauchy em X, e portanto > - adz, converge.

Logo, ap € V e, de (1.2), temos que

lim o = ag

k—o0

em (V,n). |
Lema 1.2.8 A aplicagao Tx : (V,n) — X é um isomorfismo topoldgico.

Demonstracao: Visto que (z,,),-, ¢ base de Schauder de X, segue que Tx ¢ linear
e bijetiva. Além disso, se a = (a,),—, € V, entdo

T (@) = | wn| = Jim | > a5 | < nla).
n=1 j=1

Assim, Ty é continua e, pelo Teorema da Aplicagao Aberta, Tx ¢ um isomorfismo
topoldgico. [ |

Teorema 1.2.9 Os funcionais coeficientes de uma base de Schauder (x,).., sio
continuos.

Demonstracao: Sendo a = (a,),., € V e x = Tx (a) temos, para todo n € N e cada
funcional coeficiente f,,, que

INCITE DACEE wACE

n n—1

< Zaixi + Zaimi
i=1 i=1

< 27 (a)

=29 (T (v))

< 2| T llll -

10
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Assim, cada f,, é continuo. [ |

Mostraremos agora que as normas dos vetores de uma base de Schauder e dos seus
respectivos funcionais tém um certo controle.

Teorema 1.2.10 Sejam (z,,),-, wma base de Schauder de um espago de Banach X e
(fn)o2, os seus funcionais coeficientes. Entao, existe L > 1 tal que

1< | fall llenll < L,
para todo n € N.

Demonstracao: Em X, considere

o0 n
Zanxn ‘= sup { Zaixi in € N} )
n=1 1 =1

Assim como foi feito no Lema 1.2.7, prova-se que ||-||, ¢ uma norma.
Do Lema 1.2.8, segue que T : (V,1) — (X, ||-||) € um isomorfismo isométrico. Além
disso, a aplicacao i : (V,n) — (X, |]-||,) dada por

2, =

é uma isometria. Portanto,
Txoi ™+ (X, [ [l) — (X (1)

é um isomorfismo. Assim, pelo Teorema da Aplicacao Aberta, existe ¢ > 0 tal que
|z]|, < cllz|| para todo x em X. Agora, se v € X e n € N, tem-se

1 n n—1
o (2)] = S fi(@) i = Y fi ()@
”an i=1 =1
n n—1
Hxn” =1 =1
_ 2|z
|
e portanto )
I fall <
[

Segue, da unicidade da representacao, que f, (z,) =1 e

L= |fn (@n)| < [[full lznll < 2¢:= L.

11
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Corolario 1.2.11 Sejam (z,,),-, uma base de Schauder de um espago de Banach X e
(fn)o2, os seus funcionais coeficientes. Entao,

(a) sup {||lzn]|;n € N} < o0 se, e s6 se, inf {|| f,.||;n € N} > 0.

(b) inf {||x,]|;n € N} > 0 se, e s6 se, sup {|| fo|l ;7 € N} < o0.

A seguir, introduzimos os conceitos de sistema biortogonal e sequéncia bésica, bem
como alguns resultados relacionados. Esses serao iteis para provarmos o Critério de
Grumblum.

Definigao 1.2.12 Sejam (x,),-, e (x}).-, sequéncias de elementos de X e X*,
respectivamente. Dizemos que (z,, %), é um sistema biortogonal quando x} (x;) =
dij, para quaisquer i,j € N. Neste caso, dizemos que, para cadan € N, o opemdor linear

Uy, : X — X, dado por
j=1

é o operador expansdo do sistema biortogonal (x,,x}) _, em X.

Observacao 1.2.13 Note que, se (z,,),-, for base de Schauder de X e (f,).—, for a
sequéncia dos seus funcionais coeficientes, entio (xn, f,),—, € um sistema biortogonal.
Além disso, se (x,x}) ", for um outro sistema biortogonal, entao f, = xi, para todo
n € N. De fato,

Ty (Tm) = Opm = [ ()

o0
para todo n,m € N. Logo, se v = ) a;x; € X, entao
j=1

-z (zajxj)=zjx (@) = st (2) (Z) fu (@)

Jj=1 Jj=1
e portanto f, = x, para todo n.

Definicao 1.2.14 Uma sequéncia (z,),., em um espago de Banach X ¢é chamada
sequéncia bdsica quando (x,) ., for base de Schauder de [x,;n € N].

J& é conhecido que todo espaco de Banach com base de Schauder é separdavel. A
reciproca, porém, nao ¢ verdadeira. P. Enflo mostrou, em 1972, que existem espagos
de Banach separdveis que nao possuem base de Schauder. Entretanto, um resultado
creditado a Banach e Mazur garante que todo espago de Banach de dimensao infinita
possui uma sequéncia bdsica (veja [14, Teorema 6.14]).

12
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oo
E importante lembrar que nas condigoes da Definicao 1.2.14, se x = Zajxj e X,
Ji
entdo a; = f; (z) para todo j € N. Note também que, se ()., ¢ base de Schauder
de X, entdo |lu,|| > 1 para todo n, pois

w (e nn)H o Mo )l = o

Teorema 1.2.15 Seja (x,,, %) ", um sistema biortogonal em um espago de Banach
X. As sequintes afirmagcoes sao equivalentes:

(i) ()2, € base de Schauder de X.

(79) limy, 00 uy, () =  para todo x € X.

(31) [xp;n € Nl = X e sup {||un, ()] ;n € N} < 0o para todo x € X.

(1) [xn;n € N] = X e sup {||lun|| ;n € N} < 0.

el > 1 3)

pOUIERED

Demonstragao: (i) = (ii) Veja que se = € X, entdo

v=7 f2)

Logo, pela Observacao 1.2.13, temos

lim u, (z) = lim Zx (r)z; = lim ij()

(11) = (4i1) Seja x € X. De (ii) segue que
X = [za;n €N].
Como (uy, (z)),~, é convergente, temos
sup {||u, (x)||;n € N} < oo,

para todo x € X.
(77i) = (iv) Segue do Teorema de Banach-Steinhaus.
(iv) = (i) Por hipdtese, o conjunto

D:{ZajmjEX;mEN,ajEK,jzl,...,m}

=1

m
¢ denso em X. Para d,, = ) ajz; € D, temos que lim, .o uy, (dy) = dp, pois
j=1
Up, () = dy, para todon > m. Agora, sejam z € X ee > 0.Sed € D com ||d — z|| < e,
entao existe ng € N tal que

n>ng = u, (d) =d.

13
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Logo, se n > ny temos
[un (2) = 2[| < [Jun (2) = un ()] + Jun (d) —d]| + ||d = =]

< (sup ||uj||) ld— =] +ld - =]

JEN
< (1+suiul )«
jEN

z = lim u, (%)

n—o0

e portanto

para todo z € X. Assim,

z = lim u, () = lim (Zx; (2) xj> => 2} (2) ;. (1.4)
=1 =1

Veja ainda que a representagao em (1.4) é tnica. De fato, se Y a7 (2) z; = > bjzj,
j=1

Jj=1
entao

Z (25 (2) = bj) z; = 0.

Jj=1

Logo, para cada ¢ € N, temos
)= 3 a0 ) ) = (36595 ) <
j=1
o que garante que x} (z) = b; para todo i € N. [ |
Corolario 1.2.16 Se (z,,z}) >, é um sistema biortogonal no espago de Banach X e
sup {[[un]| ;7 € N} < oo, (15)
entio ().~ € uma sequéncia basica em X.

Demonstracao: Tome F' = [z,;n € N] em X. Podemos aplicar o Teorema 1.2.15
(iv) para F, pois de (1.5) segue que se w,, sdo os operadores expansao do sistema
biortogonal (z,,z}) ", em F, entdo sup {|lw,||;n € N} < co. Logo, (z,,),-, € base de
F', o que mostra o resultado. [ |

14



1.3. O CRITERIO DE GRUMBLUM

1.3 O Critério de Grumblum

O seguinte resultado é uma caracterizacao 1til de sequéncias bésicas em espagos de
Banach e sera usado, por exemplo, na demonstragao do Teorema 1.4.5.

Teorema 1.3.1 (Critério de Grumblum) Uma sequéncia (z,),., de vetores ndo
nulos de um espaco de Banach X é bdsica se, e s6 se, existe uma constante positiva M

tal que
m n
n>m= Zaimi <M Zaimi (1.6)
i=1 i=1
para toda sequéncia de escalares (a;);- ;.
Demonstracido: (=) Sejam (z,) ., sequéncia bdsica e (f,),—, a sequéncia dos

funcionais coeficientes. Assim, pelo Teorema 1.2.15 (i), a sequéncia (u, (z)),~,

converge em [x,;n € N|. Pelo mesmo resultado temos

M := sup {||u,|| ;n € N} < o0.
o
n

Assim, para toda sequéncia de escalares (a,), ., , temos

n n n m n m m
n>m= Uy, (Z%%’) = DAty (75) = Y oaiy ] (T3) v = Y ) aidw; = Y a;x;.
i=1 i=1 =1 j=1 i=1

i=1j=1
n
Um | Doa;x;
=1

(<) Seja F = [z,;n € N|. De (1.6), temos que (z,,),, é linearmente independente.

Dessa forma,

m

Eaifﬂi

=1

m
QiT;
i=1

n>m= <M

' <l

n
> aiT;
=1

n
De fato, se > a;x; = 0, como
i=1

la1z1|| < M ||arxr + ... + apz,|| =0,

segue que a; = 0 (pois 21 # 0). Repetindo esse procedimento, concluimos que a; = 0
paratodo j € {1,...,n}. Considere para cada n, as transformagoes lineares f,, : F' — K
eT,: F — [z,;n € N| dadas por

k k n
fn (Z )\j.Tj) = )\n (§ Tn (Z )\jxj> = Z )\jxj
j=1 j=1 j=1
sen <k, e

k n
In (Z )‘ij> =0eT, <Z )\jSCj) = Z}\jxj

Jj=1

15
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sen >k,onde \p 1 =---= X\, =0.
Segue de (1.6) que

k n k
n<k= Tn (Z )\jﬂ?]’) = Z)\jl’j <M Z)\jl’j e
j=1 j=1 j=1
k k
n>k= |1, (Z )\j.’ﬂj) = Z)\jﬂ?j
j=1 j=1
Logo, dos dois casos acima, existe C' > 0 tal que
IT|l < ©
para todo n natual.
Veja que, se n < k, temos
n n—1 n n—1
[ (@) 2]l = [An] lza ]l = Zl%‘%‘ - Zl%‘% < Zl%‘l’j + ZlAjl“j < 2M ||
j= j= j= j=

k B
para todo x = > A\jz; € F'en € N. Como F ¢é denso em [z,;n € N], existem tnicas
j=1

extensodes de f, e T, ao conjunto [z,;n € N] que denotaremos, respectivamente, por g,
e R,. Além disso, || f.|| = |lgn| € [|T|| = [|Rx]| » para todo n.
Veja também que, como

T,() = 3 fi(2)a;

para todo z € F', pela unicidade de cada extensao, temos que
Ry (x) =) g;(x)x (L.7)
j=1

para todo = € [z,;n € N].

Agora, dados = € [z,;n € Njee >0, sejay = > \jz; € F tal que ||z —y|| <e.
j=1
Logo, para todo n > m, temos

2 = R (2)]| < llz =yl + ly = Bn @) + |1 Rn () — Bn (2)|
<l =yl + lly =yl + | Ball [l = yll
<(1+C)e

e portanto

r = lim R, (x). (1.8)

n—oo

16
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Assim, de (1.7) e (1.8), temos
v = Jim R () = Jim (Zgj (@ ) =Y 4@ (19)
=1 j=1

Mostremos agora a unicidade da representagao dos vetores de [z,,; n € N] sob a forma
(1.9). Para tanto, basta mostramos que

Z)\jib’j:0:>)\j:0
j=1
para todo n € N. De fato, para € > 0, existe ng € N tal que

> N

=1

n>ny = <e. (1.10)

Por (1.6) e (1.10), temos

< Me

m
E AjT;
=1

para todo m € N e € > 0. Assim,

n n—1
Mal lall = D> Nz = > A
j=1 j=1

para todo n natural e ¢ > 0. Como os z,, sao nao nulos, fazendo ¢ — 0 segue que A\, =0
para todo n € N. [ |

< 2Me

Coroldrio 1.3.2 A menor constante M que satisfaz a desigualdade do Critério de

Grumblum (conhecida por constante da base de (), |) €

M = sup {||u,|| ;n € N}.

Além disso, M > 1.

Demonstracao: Se C satisfaz (1.6) e Y a;z; € [z,;n € N|, entao
j=1

(5

U, (Zaij) < (C lim
j=1

m—00

n

E :ajxj

J=1

m>n= <C

m
> ajz;
=1

=C

m
E :@jl’j
j=1

o0
E :%‘%‘
j=1

17
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Portanto
sup {||u,||;n € N} < C. (1.11)

Pela primeira parte da demonstracao do Teorema 1.3.1 segue que (1.6) é vélida para
a constante M = sup {||u,|| ;n € N} . Logo, dessa tltima observagao e de (1.11) temos
que sup {||u,|| ;n € N} é a melhor constante que satisfaz (1.6). A desigualdade M > 1
segue de (1.3). [

O seguinte exemplo, encontrado em [6], mostra que nem sempre um conjunto
linearmente independente enumerdvel é uma sequéncia bésica.

Exemplo 1.3.3 Seja 1 <p < oo e, eml,, definax; =e; e

= ! +1 todo 7 > 2
Ti = — ei_1+ —e; para todo j )
1T Y 5 =

Temos, para todo inteiro positivo n,

1
n

n
>
j=1

e portanto nao existe constante M que satisfaca o Critério de Grumblum. Assim,
(z,,),2, nao é sequéncia bdsica de l,.

p

1.4 Bases incondicionais

Definicao 1.4.1 Uma base (x;);-, de um espago de Banach X é dita incondicional

1=

(e ¢]
se, para todo x € X a expansdo x = Y a;x; converge incondicionalmente.
i=1

7

Exemplo 1.4.2 A base (e,),~, dos espagos ¢o e l,, 1 < p < oo, € incondicional.

Mostremos a afirmagdo para o caso co. Jd sabemos que dado ij)]*l € c¢p, temos que

o0 0.)

o0 . .

(l‘j)jzl = lejej. Por outro lado, lejxjej converge para qualquer escolha de sinais
= =

e; =1 ou —1 e dat seque do Teorema 1.1.3 (iv) que a convergéncia é incondicional.

Proposicao 1.4.3 Sejam T : X — Y wum isomorfismo entre espagos de Banach
e (z;)72, uma base incondicional de X. Nessas condigoes, (T'(x;));2, ¢ uma base
incondicional de Y.

Demonstragao: Sejay € Y. Como T ! (y) € X, existem tinicos escalares (aj);ozl

tais que T~ (y) = Z;’;l ajz;. Segue da linearidade e continuidade de T" que

y="T (iaja:]) = lim T (ilanxn> = lim zj:anT (xn) = iajT(xj) . (1.12)

Jj—oo J70 p=1

18
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Caso existisse outra sequéncia de escalares (bj);il com y = > = b1 (r;), um
argumento andlogo mostraria que 7! (y) = Z;’il bjx;, o que contrariaria a unicidade
dos escalares (a;)72, -

Vejamos agora, que a convergécia em (1.12) é incondicional. De fato, sejac : N — N
uma bijecdo e considere S, = > 7, a;T (Zo(j)) - Como 21 @jT4(j) converge, dado
e > 0 existe N € N tal que

n

> 4T (20())

j=m+1

n

<7l Y- Nagzomll < 1T,

j=m+1

n,m >N = ||S, — Snll =

o que mostra o resultado. [ |

Definigao 1.4.4 Uma sequéncia (x;);~, em um espago de Banach X ¢é chamada
sequéncia basica incondicional se ela for uma base incondicional de [x,;n € NJ.

O préximo resultado serd fundamental no Capitulo 3. Veja que existe uma certa
relacao entre o préximo resultado e o Teorema 1.3.1. Aqui, caracterizamos sequéncias
bésicas incondicionais através de desigualdades de normas envolvendo somas infinitas
de termos da sequéncia. J4 no teorema mencionado anteriormente, a caracterizagao é
feita para sequéncias bésicas através de somas finitas.

Teorema 1.4.5 Seja (x;);°, uma sequéncia em um espago de Banach X. As sequintes
afirmagoes sao equivalentes:

(i) (wi);2, € uma sequéncia bdsica incondicional.
o

(1) Erxiste uma constante L tal que, se > a;x; converge, entdo, para qualquer
i=1

subconjunto o C N, temos

g Q;T;

€0

<L

o0
g a;T;
i=1

(o ¢]

(1i1) Eziste uma constante K tal que, se > a;x; converge, entdo para quaisquer Sinais
i=1

g; = £1, temos

<K

o0
E €iQiT;
i=1

oo
E Q;T;
i=1

Demonstragao: (i) = (ii) Seja Y = [z;;i € N]. Dado 0 C N, defina o operador
P, :Y =Y por P, (372, ¢iw;) = e, Ci;. Veja que P, estd bem definido, pois como
Y oo, ci; converge para qualquer reordenacao dos termos, o Teorema 1.1.3 (4ii) garante
que )., ciT; & convergente.
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Afirmamos, agora, que P, tem gréfico fechado. De fato, suponha

o [e.0]
k= E cf:z:i—mc: E cr; €Y
i=1 i=1
o0
kY _ k _
Pg(x ) = E c;r; — Yy = E bix;.
ico i=1

Pela continuidade dos funcionais coeficientes ¢;, temos

o0 [e.e]
i E_— . ke | = 0. x| = c.
Jim ¢ = fim s | 2 el ] = { 2 e | =
i=1 i=1

para todo j € N. Logo,
lim cf =¢j

k—oo

para todo j.
Pelos mesmos argumentos, como

00
k—oo
=1

1€0

temos

lim ¢ = b,
k—o0 J J

para todo j € o e, se j € 0, segue que a sequéncia nula converge para b;. Assim, b; = ¢,
para todo j € o e b; = 0 para todo j ¢ o e portanto

P, (x) = Zcia:i = Zbﬂi =.
1€0 €0

Dessa forma P, tem gréfico fechado e consequentemente é continuo.

Observe que para cada x = Y .o, a;x; € Y fixo, tem-se {P, (z); 0 C N} limitado.
De fato, como Y a;x; converge incondicionalmente, segue do Teorema 1.1.3 (v) que
o operador T : I, — Y, dado por T ((N;);2,) = > ooy Miaix; € continuo. Dessa forma,
existe L, > 0 tal que

(o)
Z)\ZGNLQ?Z
i=1

Assim, dado ¢ C N considerando \; como sendo 0 ou 1 de modo conveniente, segue

que
E a;T;

€0

< Lo [[(A) 21 Moo -

<L,.

Logo,
sup || Py (2)|| < La

20
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para todo x € X. Pelo Teorema de Banach-Steinhaus, existe L > 0 tal que

sup || By || < L.

Portanto, para todo subconjunto o, temos
1P (@)|| < L=,

0 que resulta em

g Q;T;

€0

<L

o0
g a;T;
i=1

(11) = (4i7) Sejam o C N e sinais ¢; = £1. Por hip6tese, temos

o
E a;T; E a;T;
i=1

1€0
o0 o0
Logo > a;x; é subsérie somdvel e assim, pelo Teorema 1.1.3 (i), Y e;a;x; €
i=1 i=1
convergente. Desse modo

<L

< 0Q.

e
E Eiq; T || = E a;T; — E a;T;
i=1 1€01 1€02
< g a; T;|| + g a;T;
1€01 1€02
< 2L

Y

oo
E a;T;
i=1

onde oy ={i € N;g; =1} e op = {i € N; g, = —1}.

oo

(74i) = (i) Por hipétese e do Teorema 1.1.3 (iv) temos que » a;x; converge
i=1

incondicionalmente. Vejamos que (z;);-, ¢ uma sequéncia bésica de X. De fato, seja

0 CN. Definag; =1sei€0eec;=—1sei¢o. Assim, como
00 oo
E Ei; Ty = E a;T; — E a;x; € E a;T; = E a;T; + E a;T;
=1 €0 igo =1 €0 iZo
temos
)
E (5iaixi + (IZ’ZL’Z') =2 E a;x;.
=1 i€o
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Assim
Zaixi = 1 i (gia;x; + a;x;) (1.13)
, 2 (|4
1€0 =1
< 5 [Sein + 3 |5
5 SR 5 AiT;
2T 2|=
K ||& 1 ||
Y ;ai% + B ;ai%‘
= C Zaixi s
i=1
com C' = £+
Para cada inteiro positivo m, considere (a;);~, = (a1,...,am,0,...)ec C {1,...,m}
em (1.13). Logo
m
Zaiazz <C Zaixi ‘ (1.14)
ico i=1
Dados n,m € N com n < m e escalares ay, ..., a,, de (1.14) com o = {1,...,n},
temos
Zaiwi <C Zazﬂ?i ;
ico i=1
isto é
Zaixi S C Zaixi ‘
i=1 i=1

Nessas condigoes, segue do Teorema 1.3.1 que (z;);-, ¢ uma sequéncia basica de X.
|

A melhor constante K que satisfaz a condigao (i7i) do teorema anterior é chamada
de constante da base incondicional de (;);, .

A seguinte questao ficou aberta durante décadas: serd que todo espaco de Banach
de dimensao infinita possui uma sequéncia bdsica incondicional? Esse problema foi
resolvido, em sua negativa, por T.W. Gowers e B. Maurey [21], em 1993.
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Capitulo 2

A teoria linear dos operadores
absolutamente somantes

A teoria dos operadores absolutamente somantes surgiu na década de 1950 com
os trabalhos de Alexander Grothendieck. Porém, apenas na década seguinte essa
teoria despertou a atencao de outros matemadticos e, consequentemente, as primeiras
propriedades dessa classe de operadores foram surgindo. Entre os personagens
responsaveis pelo avango inicial dessa teoria, destacam-se A. Pietsch, J. Lindenstrauss
e A. Pelczynski.

2.1 O conceito de operador absolutamente somante

Proposicao 2.1.1 Se u : X — Y ¢é um operador linear continuo entre espacos de
Banach, as sequintes propriedades sao vilidas:

(1) Se (z;);, € uma sequéncia absolutamente somdvel, entdo (u(x;));2,
absolutamente somdavel.

(ii) Se (xj);il ¢é uma sequéncia incondicionalmente somdvel, entdo (u (.IJ));.O:I também
é incondicionalmente somdvel.

também é

Demonstragao: (i) Seja S, = > 7, |lu(z;)||, para todo n € N. Como » 7, ||z,
converge, dado € > 0 existe ng € N tal que

n

n
n>m2ng =18, —Sul= Y lulz)ll < lull Y llzll <e,

donde temos o resultado.
(#7) Seja o : N — N uma bijecio qualquer e considere R, = > 7 u (20(j)) , para
todo n. Como Z;; Ts(j) converge, dado ¢ > 0 existe N € N de modo que

n

Z u (%m)

j=m+1

n

<lull X flwepll <

j=m+1

n>m>N = ||R,— R,| =
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2.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P, Q)-SOMANTES

o que mostra o que desejdvamos. [ |

Segue, da Proposicao 2.1.1 (i) e da Proposicao 1.1.2, que nas condi¢oes acima
o0 , . . . , o0
(u(;));2, € incondicionalmente somdvel, sempre que (z;);, for absolutamente
somdvel. Uma pergunta natural é: serd que todo operador linear continuo entre espagos
de Banach leva sequéncias incondicionalmente soméveis em sequéncias absolutamente
somédveis? Operadores que possuem essa propriedade recebem um nome especial:

Definicao 2.1.2 Um operador linear continuou : X — 'Y é absolutamente somante
se u leva sequéncias incondicionalmente somdveis em sequéncias absolutamente
somavesis.

z

Exemplo 2.1.3 Todo operador linear continuo T : X — Y tal que dimIm(T) < oo é
absolutamente somante. Isso ocorre pois em espagos de dimensao finita, assim como
na reta, uma série converge incondicionalmente se, e so se, converge absolutamente.

Exemplo 2.1.4 O operador identidade id : c¢g — cog nao é absolutamente
somante. De fato, note que a sequéncia (x,)°—, = (e—”)oo ¢ sinal somdvel, e

’ n)n=1 n Jn=1 )
portanto incondicionalmente somdavel. Por outro lado, é bem conhecido que a série

Yoy Zalle = Dony £ € divergente.

Observagao 2.1.5 O exemplo anterior é um caso particular do Teorema de Dvoretzky-
Rogers (veja [12, pag. 199]).

O resultado central da teoria de operadores absolutamente somantes é o Teorema
de Grothendieck (para detalhes veja [12, pdg. 15]):

Teorema 2.1.6 (Grothendieck) Todo operador linear continuo w : ly — ly é
absolutamente somante.

2.2 Operadores absolutamente (p, ¢)-somantes

o)

J
oo

Definigao 2.2.1 Sejam 1 < p < oo e X um espago de Banach. Uma sequéncia (z;)

em X ¢ fortemente p-somdvel, se a sequéncia de escalares correspondente (||z;||);Z,

1

estiver em l,.
Denotamos o conjunto de todas sequéncias fortemente p-somédveis em X por
oo
lp (X) = {(%)‘fl e XM ) la|l” < OO} : (2.1)
j=1

Munindo 7, (X)) com as operagoes usuais, ¢ facil ver que ele ¢ um espago vetorial.
Em [, (X), definimos

H (xj);;

= (Z H%H”) ; 22
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2.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P, Q)-SOMANTES

Também nao ¢ dificil provar que a expressao (2.2) define uma norma em (2.1).
Se p = oo, definimos

Lo <X>—{<xj>;°1exN; sup |z <oo} e ||| = sup )
jeN 00 jEN

Proposicao 2.2.2 Se 1 < p < o0, entao (lp (X), |]Hp> ¢ um espacgo de Banach.

Demonstragao: Sejam p < oo e (ﬁ(k));il uma sequéncia de Cauchy em [, (X).

Denotemos, para cada k € N, (%) = <x§k), :pék), . ) €1, (X). Assim, dado ¢ > 0 existe
N € N tal que
L) e

kK >N = (Z‘
kK >N = ng“ —xff/)H <e

<8.

l

Logo, para cada n € N, temos

o
e cada uma das sequéncias (x%k)) ¢ de Cauchy em X, e portanto convergente. Seja
k=1

o
x,, o limite de (mﬁlk)) e considere x = (z,,),~; . Afirmamos que = € [, (X) . De fato,

k=1
para cada m natural temos

L)

n

k k' > N = ( p) <e. (2.3)
n=1

Em (2.3), fazendo k' — oo temos que

n=1

1
k>N = (Z o — xnuf’) <e. (2.4)

Fazendo agora m — oo, em (2.4), temos
||x(k) - :er <e (2.5)
para todo k£ > N. Em particular,
—r= (x(N) - xn):;l €l,(X).

Como ™) € [, (X), temos que z € I, (X) e de (2.5) segue que 2*¥) — z.
O caso p = oo segue de um argumento similar ao anterior. [
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2.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P, Q)-SOMANTES

oo

Definigao 2.2.3 Sejam 1 < p < 0o e X um espaco de Banach. Uma sequéncia (xj)j
em X ¢ fracamente p-somavel, se a sequéncia de escalares (¢ (xj));il estiver em [,
para todo ¢ € X*.

Denotamos o conjunto de todas as sequéncias fracamente p-somédveis em X por

I (X) = {(x»;';l e X% 3 | ()P < o0,V € X*} .

=1

Munindo 7}/ (X) com as operagOes usuais, segue que Ly (X) & um espago vetorial.
Em ) (X) definimos

~ sup (Z |so<xj>|p>p . (26)

H (xj);i1
p,w SOEB)(*

Como veremos a seguir, uma aplicagao do Teorema do Gréfico Fechado garante que
o supremo acima é finito.

Proposicao 2.2.4 Se 1 < p < oo, entao (l;“ (X), H~Hp’w> é um espaco de Banach.

Demonstragao: Observe que a norma dada em (2.6) estd bem definida. De fato,
sejam x = (2,),—; € [/ (X) e a fungdo u : X* — [, dada por u (p) = (¢ (zn))p.; - E

n=1"
claro que u estd bem definida. Afirmamos que u é continua. De fato, suponha que
v — p e X*
u(pr) — 20 € lp.

Como u (pr) — 20 = (2k) ey » temos que
Jim (pp (20))521 = (2)21 5

e portanto
lim ¢, (2,) = 2n

k—oo

para todo n € N. Por outro lado, como ¢, — ¢ segue que
kh—{?o wr (Tn) = ¢ (Tn)

e assim

Zn = ¢ (T)
para todo n. Logo u(p) = zo e assim, o Teorema do Gréfico Fechado garante a
continuidade de u. Dessa forma, temos que

|

p

sup (ZI@O(%)!’”) = [Jull < oo

YEBx*

26



2.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P, Q)-SOMANTES

E f4cil verificar as propriedades de norma em (2.6). Provaremos, agora, a completude
de [ (X) .

Seja (az(k)):ozl uma sequéncia de Cauchy em [} (X). Denotemos, para cada k,
) = (xgk), P ) € [y (X). Como (™)

v, € uma sequéncia de Cauchy, dado
e > 0 existe N € N tal que

kK" >N = ‘x(k)—x(k/) <e
p,w
Logo, dado ¢ € Bx+ temos
o) ) »
RE>N=Y o (xgp — gk >) <er (2.7)
n=1
e portanto
k k' >N = ‘ ) — 2 = sup |y (:Bﬁf) — x;k/)ﬂ <e,
pEBx*
para todo n € N.
Assim, para cada n, (xﬁf)) é uma sequéncia de Cauchy em X, e portanto
k=1

convergente. Sejam x,, o limite de (x%k)) ex = (zn),—, . Afirmamos que v € [}/ (X).

De fato, usando o mesmo artificio usado na demonstracao da Proposicao 2.2.2, fazendo
k' — oo em (2.7), obtemos

k>N = Z|<,0 (xglk) —xn){p <P
n=1

para todo ¢ € Bx-.
Conclufmos assim que z — ™) € 1% (X) e portanto x € IV (X).

Além disso,
k>N = Hx(k) — prw <e,
donde limy, o, ®*) = x. [
Observagao 2.2.5 [, (X) C I} (X). De fato, se (x;);2, € I, (X), entao
x)0 = su x|
il = s (o)
. 1
< sup (Z lell” H%’Hp>
pEBx* =1
- (Spr)
=1
e,
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2.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P, Q)-SOMANTES

Algumas vezes (principalmente no contexto de aplicagbes absolutamente somantes
nao lineares), quando 1 < p < oo, é conveniente trabalhar com o espacgo

~0}.
p,w

Proposicao 2.2.6 [} (X) é um subespago fechado de I} (X) .

n—oo

00 = { @) et 00 i [,

Demonstracao: Sejam (z;)), , (y;);2; € I (X) e A € K. Note que

0< @iz, + A w3 (28)

j=n

S (o (R Y [

D, b,

Em (2.8), fazendo n — oo, obtemos

lim [|(2)32,, + A (93

n—o0 Jj=n

=0,

e portanto
(ffj);il + A (yj);)il S l;; (X) )
donde [} (X)) é um subespago de [ (X) .
Agora, seja (a:(k))zozluma sequéncia em [ (X). Denotemos, para cada k, z®) =

(a:gk), xék), . > . Entao, para cada k, temos que

o
lim ‘ (a:gk)> 0.
n—oo j:n p,w
Logo, dado ¢ > 0 existe n(()k) € N tal que
n > ngk) = ‘ <a:§k)> << (2.9)
j=n 2
p,w
Suponha que %) — x = (7;)72; em [} (X) . Assim, existe ko € N tal que
- 1
k> ko= su Z‘ (a:(k)—x)p p:Hx(k)—xH <E
= R @GBI))(* ' % j J p,w 2’
7j=1
Dessa forma, para todo n € N temos
- 1
k>ko= sup > )90 <:ic(-'“) — ;1:) ") < |z® — = < = (2.10)
Desde que
xi)o <|[(z:)) — (x(-kO))OO +‘ <x(~k°))oo :
H( J)]_n p,w ( j)]_n ! j=n p,w ! Jj=n p,w




2.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P, Q)-SOMANTES

segue de (2.9) e (2.10) que

nzaf® = ||@),

<e,

bw

ou seja, ¥ = (7;);2; € Iy (X) o que garante que [ (X) ¢ fechado. |

Exemplo 2.2.7 [¥ (I;) & 1% (I2) . De fato, dado ¢ € ly, visto que (I2)" = I, temos

2 2
D le(e)l’ =) lpil* < oo,
j=1 j=1

ou seja, (¢;);—, € ly (I2) . Por outro lado,

1 1
(o] 2 00 2
sup (Y (e | = sup (D lgf| =1
n CPGBZQ ]:n

PEB, \ =

Assim, (e;)72; & 1y (I2) -

A seguir, mostraremos que o espago [{(X) é exatamente o espago das sequéncias
incondicionalmente somédveis. Por esse motivo chamamos as sequéncias de [y (X) de
incondicionalmente p-somadveis. O seguinte lema é necessario:

Lema 2.2.8 Seja a > 0. Se (\,).—, € uma sequéncia de escalares tal que

S <o
neM
para todo conjunto finito M C N, entao
>l <A4a.
n=1

Demonstracao: Para todo k € N, veja que

k k k
S Al > Re (M) + ) [Im ()]
= Y Re(A)+ Y (“Re(A))+ > Im(A)+ Y (—~Im(\),

n€Mg, n€Mpg, n€My, neMy,
onde
Mg ={1<n<kRe()\,) >0},
Mg, ={1 <n <k;Re(\,) <0},
Mt ={1<n<kIm(),) >0},
M ={1<n<FkIm()\,) <0}.
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2.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P, Q)-SOMANTES

Desde que
>

para qualquer M finito, considerando M = Mg, My, M e My, obtemos

<«

.
Z Re (A\,)| = |Re Z M| < Z Al < a,
nEM;e nEMge neM;:e
Y (=Re(M)|=|Re| DA |[ <] D M| <o,
neMg, n€Mg, neMg,
dDIm)|[=Im | D A<D M| <a,
neM;t neM;t neM;t
Y (Im)|[=Im | Y A <] D Ml <e
L neMy neM neM
Portanto i
Z |An] < 4da,
n=1
e o resultado segue, pois k é arbitrario. [ |

Proposicao 2.2.9 Uma sequéncia (xj);il em um espaco de Banach X ¢

incondicionalmente somdvel se, e sé se, ela pertence a I} (X) .

- o . N . ]
Demonstragao: Suponha que (xj)j:1 seja uma sequéncia incondicionalmente soméavel

em X. Entao, pelo Teorema 1.1.3 (i7), dado € > 0 existe n. € N tal que

D

JEM

<e,

para todo subconjunto finito M C {n.,n. +1,...}.
Assim, pelo Teorema de Hahn-Banach temos, para todo ¢ € By,

> el D vl =D

jeM jeM jeM

< sup = <e.

wEBX*

Segue do lema anterior que

Y loay)l < e,

Jj=ne
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2.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P, Q)-SOMANTES

para todo ¢ € Bx+, e assim

n>no= @) <@z

= sup p(z;)| < 4e
Zr ()] < de.

donde (z;)72, € If (X).
Recnprocamente se (x]) L €11 (X), dado € > 0 existe n. € N tal que

n>n, = H(:L'J)jin

= sup Z|gp (z;)] <e.

1w @EBx* j=n

Dessa forma, para todo conjunto finito M C {n.,n.y1,...} temos que

> > o ()

JEM JEM

= Ssup
pEBx*

< sup Z|<,0 (z;)] < sup Z|gp (z;)] <e.

peBxx JEM
Assim, do Teorema 1.1.3 (i) temos que (z;)72,; ¢ incondicionalmente somavel. Ml

Da Proposicao 2.2.9, podemos reescrever a Definicao 2.1.2 da seguinte forma:

Definicao 2.2.10 Um operador linear continuo v : X — Y é absolutamente
somante se (u(v;))2, € 11 (Y), sempre que (;)72, € I (X).

A definicao acima é naturalmente generalizada para parametros p,q. Note que
abaixo escreveremos [y’ (X) ao invés de [y (X), mas logo a seguir veremos que ambas as
escolhas levam ao mesmo conceito.

Definicao 2.2.11 Sejam 1 < p,q < o0 eu : X — Y um operador linear continuo
entre espagos de Banach. Dizemos que u é absolutamente (p;q)-somante (ou
simplesmente (p; q)-somante) se (u(z;))2, € 1, (Y') sempre que (v;);2, € I’ (X) .

Denotamos por IT, ;, (X;Y") o conjunto formado por todos operadores (p; ¢)-somantes
de X em Y. Quando p = ¢, escrevemos simplesmente I, (X;Y).

O proximo resultado traz algumas caracterizagdes para operadores (p; ¢)-somantes.
Antes o seguinte lema:

Lema 2.2.12 Seja (amn),,,, uma familia de nimeros reais nao-negativos. Entéo:

m,n

(a) Se sup,, [sup,, Gmn] = 00, entdo sup,, [Sup,,, Gmn| = 0.

(b) Se sup,, [sup,, Gmn] = L < 00, entdo sup,, [sup,, Gmn| = L.
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2.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P, Q)-SOMANTES

Demonstragao: (a) Suponhamos que sup,, [sup,, am,] = 0o. Dado K > 0, existe
mo tal que sup,, am,, > K. Dessa forma, existe ng tal que a,,,, > K e segue que
sup,,, Gmn, > K. Logo sup,, [sup,, amn| > K. Portanto sup,, [sup,, @ms] = 00.

(b) Suponhamos que sup,,, [sup,, @mn] = L. Dado € > 0, existe my tal que sup,, amgn >
L — ¢. Consequentemente, existe ng tal que @, > L — €. Logo

sup {sup amn] > SUD Umng = Amgny > L — €.

n m m

Como ¢ é qualquer, segue que

> L. (2.11)

Sup |sup Gy
n m

Segue do item (a) que

sup [sup amn} < 0.

n m

Por outro lado, segue da hipétese que sup,, am, < L, para todo m. Logo, an, < L,
para todo m e todo n. Entao sup,, ¢, < L, para todo n. Assim

sup {sup amn] < L. (2.12)

n m

De (2.11) e (2.12) segue que

n m

sup {sup amn} = L.

Proposicao 2.2.13 Sejau € L (X;Y). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) u é (p; q)-somante.
(11) Eziste K > 0 tal que

(Z Hu(xwup)p <K s (Z \go(xw) ; 2.13)

para quaisquer Ti,...,x, em X e n natural.
(13i) Eziste K > 0 tal que

(Znuwnp)p <K sup (Zwmq)
k=1 k=1

q

(pEBX*
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2.2. OPERADORES ABSOLUTAMENTE (P, Q)-SOMANTES

sempre que (1), € 1 (X).
(iv) Existe K > 0 tal que

(Z Hu(asmup)p <K sup (Z |go<xk>\q)q

sempre que (1), € Iy (X).
(v) (u(@r))izy € b (Y) sempre que (z1);, € Iy (X).

Denotamos por m,,(u) o infimo dos K tais que as desigualdades acima continuam
validas.

Demonstragao: (i) = (ii) Considere o operador linear

a1 (X) (V)
(25)72, (u (7)),

Afirmamos que u tem gréfico fechado. De fato, suponha que

1!

limy oo 2 = 2 = (2)5; em ¥ (X)
limy—oo @ (2W) =y = (y)oe, em 1, (Y),

onde z(*) = <x§ ), xék), . ) para cada k € N.

Como (:zc(’“))k:1 converge para (z,) -, , dado € > 0 existe N € N tal que

Q=

k> N = sup <Z|<p (k) —fL’n |q> =||$(k)—xHq,w<€'

PEBx- \ =1

Dessa forma, temos que

Z|¢ W —z,)|" < e, (2.14)

para todo ¢ € Byx«. Visto que cada termo da série (2.14) é menor que €9, segue do
Teorema de Hahn-Banach que

k>N = Hx;’“) — an = sup ’go (xg“) — mn)’ <g,
pEBx*
para todo n € N. Logo, para todo n € N, temos que <:1c,(1k)) converge para z, em X.
=1
Desde que u é continuo, vale

lim « (xg“)) =u(z,) (2.15)
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para todo n. Por outro lado, o limite limy_.., u (m(’“)) =y = (yn),—, implica que existe
N'" € N tal que
k>N =) -y, <

e portanto

2= (S uta) ) <
n=1

Consequentemente,
E>N = ||u (m&k)) - yn” <e
para todo n, donde
lim u (:L’g“)) =Y, (2.16)

k—o00

para todo n. De (2.15) e (2.16) temos que u (z,,) = y,, para todo n, o que mostra que u
tem grafico fechado, donde u é continuo. Assim, para qualquer sequéncia finita (a:j)?zl
em X, temos que

<Z IIU(%)II”) = 1w (k) gl (2.17)
= (@)=l

< [zl e )izl

1
= ||| sup (ZW ) ) -

PEBx*
Observe também que de (2.17) vale
g (w) < [l (2.18)

(1) = (7ii) Suponha que dados n € N e zy,...,2, em X valha

(Znu(xk)up) <K sup (Zw ) )

1

pEBx*
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Se (zn),—y €1y (X), entao

I () = <Zuu v H”)
= sup Zuum)rv’)p

neN
1
n q
<oup [K sup {3 Jo ()l
neN @EBx* k=1
) 1
q
= K sup sup Z|gp )|
SDEB)(* neN k=1
1
o0 q
= K sup (Z|gp(mk)|q>
PEBX: \ k=1

= K [|(zr)i2 0

onde da primeira para a segunda linha, usamos o Lema 2.2.12.
(#41) = (i) Segue de (i) que (u (x,)),—, € I, (Y') sempre que (z,,),~, € [’ (X). Por
outro lado, observe que

[all = sup  |[u((za)nzi)ll,
(xn)io:ﬁBlg’(X)

- s (S )

(Tn)pe 1€Blw(X)

|=

< sup o K [(za)nlill,.
(mn)i‘;leBzgm

~ K
Logo,
[l < g (w)- (2.19)
Segue de (2.18) e (2.19) que [[ul| = mpq ().
(#41) = (iv) E 6bvio, visto que I (X) C I (X).
(iv) = (v) E claro.
(v) = (ii) Por hipétese, o operador
u: l};()ofo) — lp(Y)OO
(Tr)y — (u()isy

estd bem definido. Procedendo de maneira andloga a demonstragao de (i) = (ii),
concluimos que u é continuo.
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Veja que se z1,...,x, € X, entao

(x1,...,2,,0,...) € X (X),

q

e portanto
1
n P
(Z IIU(er)Hp) = 1w (zk)) - [l
k=1
= [[u (zx)_ill,
<l 1)zl
%
= ||| sup Z o (z)|* ]
pEBx*
o que mostra o resultado. |

Observagao 2.2.14 Se p < ¢, entao apenas o operador nulo pode ser (p;q)-somante.
De fato, como p < q, sempre podemos encontrar (A,)r—, em I, \ l,. Entdo, se X # {0},
para x € X\ {0}, temos (M\px),o; € I (X) C I (X). Suponhamos, por absurdo, que
u # 0 seja absolutamente (p; q)-somante. Logo, pela proposicao anterior, existe K > 0
tal que

(Z||u(>\ka:)|]p> < K sup <Z|g0 (Arx)] >
k=1 pEBx*

para todo n € N. C’onsequentemente

[u ()] (Z’/\k\p> <K SUP o (2 (Z\Aﬂq) - (2.20)

Assim, seque do Teorema de Hahn-Banach e de (2.20) que

1 1
n P n q
i (Swe) <x (S
k=1 k=1
e assim (\)pey € lp, 0 que é uma contradigao.

Corolario 2.2.15 Sejau € L(X;Y). Entiou € IL,1 (X;Y) se, e s6 se, (u(xy))pry €
l,(Y), sempre que (xy),—, for incondicionalmente somdvel. Em particular, u é
absolutamente somante se, e sé se, u é (1;1)-somante.

Observagao 2.2.16 Note que, como my,(u) = |[a] e [[u((ze)i)ll, <

[l [ (@0);2., ], temos

(Znu(xk)np)psﬂpq sup (Zw ) )

e, portanto, o infimo m,, (u) é assumido.
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A seguir veremos que 7, , (-) ¢ uma norma em IL, , (X;Y).
Proposigao 2.2.17 (II,, (X;Y), 7y, () € um espago vetorial normado.
Demonstracao:  Sejam u,v € II,,(X;Y), (a:j)?il
(u(z))iZy (v (25))72, € 1, (Y) e portanto ((u+ Av) ()}

que II, , (X;Y) ¢ um espago vetorial.
Agora, sendo u € IT,, , (X;Y') temos que

(i [[u (%‘)Hp) ; < Tpg (1) H(:cj);‘;l

[w
q
1

(X) e A € K. Assim,
!

-1 € 1, (Y), o que mostra

)
q,w

para todo n natural.
Considere n = 1 e 1 = x arbitrario. Assim

[u (@) < mpq (u) [ ] (2.21)

e portanto
[ull < mpq (u).

Note ainda que ,, (0) = 0. Logo, de (2.21)
Tpg(u) =0 u=0.

E claro que 7,, (\v) = |A| 7, (v). Agora, sendo v € T, (X;Y) e A € K, temos
pela Desigualdade de Minkowski que

(ZII (u+ M) (z5) ||”> (ZHU z5) ||p) +[A (Z ||v(l‘j)||”)
(‘%)511

+ [ Al Tp,q (v)

= (g () + A 0 () ()32 |

< ) 0,
q,w q,w

e portanto
Tpg (U + Av) < mp g (u) + A 0 (V) -

2.3 Ideais de operadores em espacos de Banach

Definigao 2.3.1 Um operador linear limitado T : X — Y entre espagos de Banach é
chamado operador de posto finito se dimIm (T") < occ.
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2.3. IDEAIS DE OPERADORES EM ESPACOS DE BANACH

Definicao 2.3.2 Um ideal de operadores I é uma subclasse da classe L, de todos os
operadores lineares continuos entre espacos de Banach, tal que para quaisquer espacos
de Banach X eY, as componentes T (X;Y) = L (X;Y)NZ satisfazem:

(1) Z(X;Y) é um subespago vetorial de L (X;Y) que contém os operadores de posto
finito;

(17) A propriedade de ideal, isto é, seu € L(X;Y),veI(Y;G)ete L(G;H), entao
a composi¢ao tvu € T (X; H) .

Definigao 2.3.3 Um ideal mormado de operadores (Z,|-||;) é um ideal de
operadores T munido da fungdo ||-||; : Z — [0, 00) tal que:

(¢) ||| restrita a T (X;Y) é uma norma para quaisquer espagos de Banach X eY .
(i) Nidell; = 1.

(ti7) Seuwe L(X;Y),veZ(Y;G) ete L(G;H), entao |tvul; < ||t] ||v|l7 [zl -

Dizemos que um ideal normado ¢ um ideal de Banach (ou ideal completo) se,
para todos espagos de Banach X e Y, as componentes (Z (X;Y'), ||-||;) forem completas.

Teorema 2.3.4 Se 1l < g < p < oo, entio (IL,,(X;Y),m,4(-)) € um ideal normado
de operadores lineares.

Demonstracao: J4 sabemos que II, , (X;Y’) é um subespaco vetorial de £ (X;Y).
Afirmamos que II,,(X;Y) contém os operadores de posto finito. De fato, seja
u: X — Y dado por u = ¢ (-)y, com ¢ € X*\ {0} ey € Y fixo.

Considere z1,...,r, em X e n € N. Entao

(jfyu(xj)p); - (Z o <xj>p>; 2.2
= iyl el (Z’*”H e )
<l 1ol sup (Zw o) )
<l 1l sup (Zw » ) |

e portanto u € (p; ¢)-somante. Temos ainda que ||y|| [|¢| = |lu]| < 74 (w) €, de (2.22),

Tpq () < [yl [leo]|. Portanto [ly[| [[ol| = mpq (u) -
Se v : X — Y é um operador de posto finito, entao

v= Z%’ () y;
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2.3. IDEAIS DE OPERADORES EM ESPACOS DE BANACH

onde ¢; € X* ey; € Y paracada j=1,...,n. Como ¢; (-)y; € I, (X;Y), que é um
espaco vetorial, temos que v € I, , (X;Y).

Agora, sejam w € L(G;X), v € IL,,(X;Y) e v € L(Y;H). Assim, para
Z1,...,T, € G temos

(Z (o) (z; H”) < Il (Z me ||p>p
w @]

= T (0) ] sup (Zw )

(o) @)

— g () [[o]] ] sup (Z
< () o] ] sup (ZW z;) ) !

< g (u) [|V]]

1
q>q

PEBx* j=1
PYEBx*

o0 que garante que vuw é (p; g)-somante e m, , (vuw) < m,, (u) [|v]| ||w]] . Logo (I,.q, 7p.q)
¢ um ideal. Vejamos que é normado.
E claro que 7, , (idx) > 1. Por outro lado,

<Z |idk (ij)\p) p < (Z |idk (l’j)\q> q

para todo (7;)72, € I (K) e, portanto, m, 4 (idx) < 1. |
Proposigao 2.3.5 Sel < ¢ <p < oo, entio (11, ,,mp,(-)) é um ideal de Banach.

Demonstracao: Devemos mostrar que (I, , (X;Y),7m,,(-)) € Banach. Seja (u,),,
uma sequéncia de Cauchy em IL,, (X;Y). Assim, dado ¢ > 0 existe Ny € N tal que

n,m > No = |[up — Un|| < 7pq (Un — ) < €.

Dessa forma, (u,) -, ¢ uma sequéncia de Cauchy em £ (X;Y’) e portanto u,, — u,
para algum v € £ (X;Y).
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Observe que o operador

i (X)) - ()
(:L‘j);il = (U(ZL‘]));.;I

estd bem definido, pois como ¢ < p temos
li (@) =|lwes,

Defina, agora,

<l )] < lulfjez,, -

p?w p7w

B0 - L0
(xj)jzl = (up (xj))jzl

Como ||, || = mpq (un), temos que (@,);~, ¢ de Cauchy em L (I* (X);1,(Y)), e
como [, (Y) ¢ completo, segue que £ (I (X);1,(Y)) ¢ um espago de Banach. Assim,
(Un )y converge para algum w € L (I (X);1, (Y)) . Logo, G, (z) — w (z), para todo
z el (X).

Se (z;)7, € Iy (X), dado € > 0 existe Ny € N tal que
an <($j)j:1> —w ((xj)j:1> Hp <E.

n2N1:>)

Considere (y;)72, = w ((xj)ji1> € l,(Y). Logo,

n> N = (Z Jun (5) - yjup) = || Gz~ )| <<
j=1
Portanto, para cada j € N, temos
n >Ny = lun (z;) —ysll <e,
ou seja
Tim () = ;. (229
para todo j. Como u, — u em L (X;Y) segue que
Tim wy, (27) = u (z) (2.24)
para todo j. Portanto, de (2.23) e (2.24) temos
(u ()32, = (Y)52, € L, (V).
Assim, @ ((x])j;) = w ((x]);;) , para todo (z;)2, € [ (X). Portanto,

0 ((xj);;) el (Y)euell,, (X;Y).
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Por outro lado, como u,, — w existe N € N, tal que

n>N = |u,—w|<e¢
= sup ‘ U, <($]);il) —w <($]);°°:1> Hp <e

|| ()52,

w,q
00 P
= sup 2 Mun (z5) —u (@)l | <e
j=1

[ Hw,qgl

= g (u, —u) <e,
0 que mostra o resultado. [ |

Teorema 2.3.6 (Teorema da Inclusao) Sejam X eY espagos de Banach e suponha
que 1 < ¢q; <p; < oo (j=1,2) satisfacam

71 < @

1 < Do
1 o1 1

@ p— g p2
Nessas condigoes,
Uy, (X;Y) C Uy, .0 (X5Y)

e, para cada u € 11, 4, (X;Y), temos mp, 4, (1) < Ty 0 (0) .
Demonstracao: Se ¢ = ¢2 o resultado ¢ imediato, pois I, (Y) C [,, (Y). Assim,
considerando ¢; < ¢o, temos

1 1 1 1

———>——=>0=p >

pr P2 @1 Qe

Logo, podemos definir 1 < p < g < oo por

1 1 1 1 1 1

—_ = —— — - = — — —

9 @ @ p P P2
Sejam u € I1,,, ,, (X;Y) e zy,...,2, em X. Entdo, para

b2
Mo = |lug (z)| 7,

o (o0l o)
= (uel® fua )"

PapP1
= |lu (@)l >

= Jlu (i) .

com 1 < k < n, temos

p1

lw (M) [ =
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2.4. O COTIPO DOS ESPACOS DE BANACH

Como u é (p1; q1)-somante, segue que

1 1

(Z ||u(xk)||p2> ) = <Z llu (Apxr)| |p1> : (2.25)

< Mprar () 1kwk) iz g,

1

n q1
:Wpl,th Sup (Z H(p )‘kxk |q1>

806 X *

1

n a1
= Tp1,q (W) SUp (Z|/\k|q | (i, |q1> .

QOEBX*

Visto que q¢/q1 e q2/q1 sdo conjugados, usando a Desigualdade de Holder em (2.25)
temos

1 a1 a1 L

(Znu o \) < Ty (0) sUD (Zw)q (erwr@)”

PEBx | \ =1

= Tpran (W) 1) llg (@) [l 0
I

sSSP (0N [0 Py [ €y |

= Ty (1) (Z (Hu(snk)u”f)p) il

k=1

= T (1) (Z |u (»’Uk)\|p2> P [ICT9yaY P

k=1

e portanto

0 que resulta em
a

n 12
D Mu@)l™ | < oy @) gy
k=1

Assim, u € I, g, (X5Y) € Tpy g, (1) < Ty, (1) - u

2.4 O cotipo dos espacos de Banach

Interessantes resultados na teoria dos operadores absolutamente somantes devem-se
ao conceito de cotipo. No Capitulo 3, veremos a sua importancia em nosso trabalho.
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Antes de introduzirmos a nocao de cotipo, comegamos definindo as fungoes de
Rademacher, que sao dadas, para cada n € N, por

rn: [0,1] — R
t  — sign(sin2"wt),

onde
1, sex >0

sign(z) =¢ —1,sex <0 .
0, sex=0

As fungoes de Rademacher gozam da propriedade de ortogonalidade:

/1 i (t)r; (t) dt = ;5.

Definigao 2.4.1 Um espago de Banach X tem cotipo q se existir uma contante C > 0
tal que, dadosn € N e x1,x2,...,x, em X, vale

(jilnxju‘l) ([

Segue da Desigualdade de Kahane (veja [12, pdg. 211]) que o nimero 2, que aparece
na desigualdade da definicao anterior, pode ser substituido por qualquer 0 < p < oo,
onde a constante C' vai depender de p e q.

5 1/2

dt

S

Z’f’j (t) z;

q
Na Definigao 2.4.1, caso ¢ = 0o, substituimos (2?21 ijHq) por max;<y, ||z, -

Dado um espago de Banach X, definimos cot X = inf {g; X tem cotipo ¢} .

Exemplo 2.4.2 Se 1 < p < 2, entao l, tem cotipo 2. Por outro lado, se 2 < q < o0,
entdo l, tem cotipo q (veja [12, pdg. 219)).

Observacao 2.4.3 Se p < q e um espaco de Banach X tem cotipo p, entdo X tem
cotipo q. De fato, por hipdtese existe C' > 0 tal que, dados x1,xs,...,x, em X, ocorre

NP (el NP
(Zrmuq) s(zwr”) <c|f
j=1 j=1 0

0 que mostra a afirmacao.

1
2 2

at| .

Z rj (t) x;

Proposicao 2.4.4 Todo espaco de Banach tem cotipo infinito.
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Demonstracao: Sejam X um espago de Banach, n € Ne xy,...,x, em X. Considere
i€ {l,...,n} de modo que

il = max{||z;[; j =1,...,n}.
Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe ¢ € Bx- tal que ¢ (z;) = ||z;|| . Assim,
max {||z;]|; j=1,...,n} = ¢ (;)

:jiw%wm
ot [ it
g
=[3mw¢<im@m0dt

§41¢<WQMJ

n

Z T (t) z;

J=1

3

dt

dt

1
2 2

Proposicao 2.4.5 Se um espaco de Banach tem cotipo q, entdo q > 2.

Demonstragao: Sejam X um espago de Banach e z € By. Suponha que X tenha
cotipo ¢ e, sem perda de generalidade, considere 1 = --- = x, = x. Como X tem
cotipo ¢, existe uma constante C' tal que

éz(zw%w>
scfoln

2\ 2
Z ] (t) X dt

=1
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1 PN
2
= [ Il o) a
1
1| n 2 2
=C / > ()] dt
o =1
Logo n < Cn%, para todo n. Dessa forma, n 5 < (' e portanto 2 — ¢ < 0. |

Coroldrio 2.4.6 Todo espaco de Banach tem cotipo maior ou igual que 2.

Proposicao 2.4.7 Sejam X e Y espagos de Banach isometricamente isomorfos. Se
cot X = 00, entao cotY = oo.

Demonstracao: Suponha por absurdo que cotY = ¢ < oco. Assim, existe C' > 0 tal
que, para yi, ..., Y, em Y vale

, : 1
(ijuq) <c /
j=1 0

Sejam x1,...,x, € X. Sendo T : X — Y o isomorfismo isométrico, segue que existem
Y1,--.,Yp em Y, tais que T (z;) = y;, com j = 1,...,n. Logo,

(Z qu); - (Z [ <yj>Hq)
< (Tl@w);

9 1/2
dt

n

> i)y

J=1

Q|

. 9 1/2
<lrfe | [3m @
o ||5=
L on 9 1/2
—lre| [ S oTE)| @
j=1
on 9 1/2
j=1
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o que é uma contradicao, pois cot X = oo. [

Terminamos esse capitulo enunciando um resultado que serd bastante 1til nesse
trabalho, referente a polindbmios homogéneos absolutamente somantes em espacos de
Banach com base de Schauder incondicional. Esse resultado pode ser visto em [3,
Corolério 2.1]:

Teorema 2.4.8 Sejam X um espa¢o de Banach com base incondicional (z,),-, €Y
um espago de Banach qualquer. Se g < cotY e px (z,) > q, entao

g1 (X5Y) # L(X5Y).

A definicao da constante ji1x,(5,) pode ser encontrada na pagina 59.
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Capitulo 3

Lineabilidade e operadores
absolutamente somantes

Neste capitulo, abordamos o conceito de lineabilidade no contexto de operadores
absolutamente somantes. O termo lineabilidade teve inicio na presente década, mais
precisamente, em 2004, e seu conceito é devido a V. Gurariy (veja [1, 22]).

3.1 Sobre lineabilidade

Definicao 3.1.1 Um subconjunto A de um espago vetorial E ¢ dito linedvel se AU{0}
contiver um subespago de dimensao infinita de F.

A teoria de lineabilidade tem sido tratada em diversos contextos, por exemplo
em conjuntos de fungoes [1, 13, 16, 18, 19, 20, 22|, no conjunto de operadores nao
absolutamente somantes [34], no conjunto de operadores que atingem sua norma [31] e
no contexto de polindmios homogéneos entre espagos de Banach [8].

Em [34], D. Puglisi e J. Seoane-Sepulveda provaram o seguinte resultado: Se E
e I sdo espagos de Banach e E possui uma certa propriedade técnica (chamada de
“propriedade das duas séries”), entdo o conjunto

L(E; F*)\Iy (E; F*)

é linedavel. No mesmo artigo, os autores propoe o seguinte problema: se £ é um espaco
de Banach superreflexivo (a definigdo de espago superreflexivo serd dada adiante) e
p > 1, é verdade que o conjuto

L(E; F)NIL, (E; F)
é linedvel, para qualquer espaco de Banach F'?

Nas préoximas secoes, exibiremos solucoes parciais para esse problema. Os proximos
resultados sobre lineabilidade sao essencialmente encontrados em [7].
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3.2 Lineabilidade em espacos superreflexivos

Iniciamos esta secao com um exemplo em que fica evidenciada a forte relacao entre o
conceito de lineabilidade e a teoria dos espagos hereditariamente indecomponiveis (veja
detalhes em [21]); M. A. Sofi em uma comunica¢do com os autores de [7] propos a
seguinte questao: dados ideais de operadores Z; e Z, e os espacos de Banach F e F,
¢ sempre verdade que 7, (F; F)\Zy (E; F) é vazio ou linedvel? O préximo exemplo
responde essa questao negativamente. Para tanto, precisamos da nocao de operadores
estritamente singulares e espagos hereditariamente indecomponiveis.

Definicao 3.2.1 Um operador u : E — E ¢é estritamente singular se a restri¢io de
u a qualquer subespago fechado de dimensao infinita de E nao é um isomorfismo.

Definicao 3.2.2 Um espago de Banach E é hereditariamente indecomponivel se
todo subespago fechado de dimensao infinita de E nao puder ser escrito como soma
direta topoldgica de dois subespacos fechados de dimensao infinita.

Exemplo 3.2.3 [7] Sejam SS o ideal de operadores lineares estritamente singulares
e E um espaco de Banach complexo hereditariamente indecomponivel. O conjunto
(L(E; E)NSS (E; E))U{0} nao contém sequer um subespago de dimensao 2. De fato,
inicialmente note que idg € L (E; E)N\SS (E; E) # {0}. Agora, sejam uy,us operadores
linearmente independentes em L (E; E)\.SS (E; E) . Assim, de [26, Teorema 6] existem
escalares A1, \y € v1,vy € SS (E; E) tais que

Uy = )\ﬂdE + v euy = )\Q'ldE + vs.

Obviamente, \y # 0 # Ay pois uy,uy & SS(E; E). Considerando u = Agu; — A\jua,
seque que u # 0 pois ui,us sao linearmente independentes. Como u = vy — A1vs,
temos que u € SS (E; E). Dessa forma, uw ¢ (L (E; E)N\SS (E; E)) U {0} e portanto,
(L(E; E)YNSS (E;E))U{0} nao contém um subespago de dimensao 2.

Antes de exibirmos as solugbes parciais do problema posto por Puglisi e Seoane-
Sepiilveda, introduzimos o conceito de espacos de Banach superreflexivos, bem como
alguns resultados tteis.

3.2.1 Espacgos uniformemente convexos e superreflexivos

Os conceitos de convexidade uniforme e reflexibilidade em espacos de Banach estao
fortemente relacionados. Como veremos, o Teorema 3.2.18 (devido a D. P. Milman
e B. J. Pettis em 1939) é um bom indicio dessa relacdo. Anos depois, M. M. Day
em [11] mostrou que existem espagos de Banach reflexivos nao isomorfos a espagos
uniformemente convexos. Em 1972, alguns conceitos como “propriedade da &rvore
finita” e “representabilidade finita” sao introduzidos por R. C. James que, no mesmo
ano, introduziu a nogao de espacos superreflexivos.
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Definicao 3.2.4 Dizemos que um espa¢co normado FE é estritamente convexo
quando

[z +yll < ll=ll + [yl
sempre que x ey $ao nao paralelos.
Exemplo 3.2.5 O espago (R?,||-||..) ndo é estritamente convezo. De fato, os vetores
(1,1) e (1,—1) nao sao paralelos e ||(1,1) + (1,-1)||, =2 = ||(1,1)]|, + [[(1, =1)|

Também, os espacos cqy el nao sao estritamente convexros; basta considerar os vetores
T =e+ey ey =e — e

Proposicao 3.2.6 Um espaco normado E é estritamente convero se, e s se, para
quaisquer x,y € Sg com x # y, vale H%ﬂ’” < 1.

Demonstracao: Se E é estritamente convexo, o resultado é claro.
Para provar a reciproca, suponha que F nao seja estritamente convexo. Logo,
existem xg, Yo € F, nao paralelos, tais que

120 + yol| = llzoll + llwoll

Sem perda de generalidade, considere 0 < ||zo|| < ||yo]| - Assim,

‘ZEO yo‘>‘9€o Yo '_’yo_%’
lzoll  llwollll — [zl llzoll [zl [lyoll
1 1 1
= oo o+ 30l = (o = o o
[[zo| [zoll vl
1 1 1
= ot Gl + ol = ool (= 70 )
[z [zoll ol
= 2.
Logo, para = = | ey = HZOII temos x,y € Sg, x # y e
2ol .
5 >
0 que é uma contradicao. [

Definigao 3.2.7 Dizemos que um espaco normado E é uniformemente convexo
ou, mais precisamente, sua norma é uniformemente convera se, para cada € > 0 existe

d=46(g) >0 tal que
a:yGBEeHx—y”>5:>H H<1—5

Obviamente, pela Proposicao 3.2.6, todo espago uniformemente convexo é
estritamente convexo.
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Exemplo 3.2.8 Todo espaco de Hilbert é uniformemente convero. Em particular, é
estritamente convexo. De fato, sejam x,y € By e € > 0 dados, com H Hilbert. A
Regra do Paralelogramo nos diz que

2 2 2 2
Iz + yllI” + llz = ylI” = 2 (=" + [ly[I°) -
Logo, se ||x —y|| > ¢, temos
lz +yl* +e* <4
e portanto

1
|z +y|l < (4-¢€%)2.

1
Logo, considerando 6 =1— (1 —&2/4)? a afirmacdo seque. Por outro lado, do Exemplo
3.2.5 conclutmos que (R?,||-]|.); co € loo ndo sao uniformemente convezos.

7

Lema 3.2.9 Um espaco normado E é uniformemente convero se, e s6 se, para todo
par de redes (To)oer» (Ya)uer © Be, vale

To + Ya
2

—1=||zq — Yol — 0. (3.1)

Demonstragao: Suponha que F seja uniformemente convexo. Se nao valesse (3.1),
existiriam redes (7o), (Ya)ae; € Be tais que

M —1 (3.2)

e existiria € > 0 tal que, para todo aq € I, existiria
a1 = ag tal que |24, — Yo, || > €.
Logo, como E é uniformemente convexo, existiria 6 > 0 tal que

Tay + You

<1-— .
: 1-96, (3.3)

o que contradiz (3.2).
Para provar a reciproca, suponha que E nao seja uniformemente convexo. Assim,
existem ¢ > 0 e sequéncias (x,),-;, (Yn),; C Bg tais que

n n ]‘
I~ gll > 0 = H"“" B
2 n
Logo, ||z, —ynl| 72 0 e H%H — 1 e chegamos a uma contradigao. [

Coroldrio 3.2.10 Seja E uniformemente convexo. Se (2,),.; € Bgp € tal que
Tat+Ts
2

‘ — 1, entdo (x,),c; € uma rede de Cauchy.
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3.2. LINEABILIDADE EM ESPACOS SUPERREFLEXIVOS

Demonstragao: Se (7,),.; nao fosse rede de Cauchy, existiria ¢ > 0 tal que, para
todo aq € I, existiriam

a, Qg = Q tais que ”xou - xazH > €.
Logo, como E é uniformemente convexo, existiria 6 > 0 tal que

Loy T Loy

<1-9§
2 )

uma contradicgao. [ |

Teorema 3.2.11 Seja E um espago de Banach uniformemente convexo. Suponha que
(z,)°2, em E satisfaga z, — z e ||z,|| — ||z|| . Entdo ||z, — z| — 0.

Demonstracao: Se z = 0 o resultado é imediato. Suponhamos entao = # 0. Sejam

Tn

Yy = II%H € Yn = . Para todo n € N. Assim, para cada f € E*

f(xnwﬁ (1),

[

o que resulta em f (y,) — f (y) € yn — ¥.
Veja, agora, que ||y, — y|| — 0 implica em ||z, — z|| — 0. De fato,

I = all = || Neall o = llally |

< | Nwallvn =zl + || Nzally = 2l ]

= leall || 9o = ]| + | hoall = Dl 1wl = 0.

Como y # 0, pelo Teorema de Hahn-Banach, existe ¢ € E* com |j¢|| = 1 e
¢ (y) = ||y = 1. Assim

Yn T Um
Jn " Im | <
o (=57)] <]

Mas ¢ (y,) — ¢ (y) = 1. Dessa forma, de (3.4), quando n,m — oo segue que
g = 1.

Assim, pelo Coroldrio 3.2.10, (y,),-; é de Cauchy e portanto (y,),-, converge na
norma para algum vetor em E. Logo 3, — vy, 0 que mosta o resultado. [ |

Yn + Ym
2

[yall 1y
< —1. 3.4
<t (3.4)

Definicao 3.2.12 Um espago de Banach E é chamado superreflexivo se ele admite
uma norma uniformemente convexa equivalente o norma original.

Ressaltamos que a definicao acima nao é a original. Para a defini¢ao original bem
como uma demonstracdo que as mesmas sao equivalentes veja, respectivamente, [23,
Definicao 3| e [14, Teorema 9.18].
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3.2. LINEABILIDADE EM ESPACOS SUPERREFLEXIVOS

Observacao 3.2.13 Note que todo subespaco fechado de wm espaco de Banach
superreflexivo é também superreflexivo.

A seguir, apresentamos alguns resultados que serao tteis para mostramos o Teorema
de Milman-Pettis.

Proposicao 3.2.14 Sejam E e F espacos normados.
(a) SeT € L(E,F), entao T é limitado se, e sd se

sup {[(T'z,y")|; = € Bg, y € Bp-}

¢ finito. Se T for limitado, entao ||T|| é igual a este supremo.
(b) SeT € L(E,F*), entao T ¢é limitado se, e sé se

sup{|[{(y,Tz)|; = € Bg, y € Br}
é finito. Se T for limitado, entdo | T é igual a este supremo.
Demonstracao: (a) Seja T € L (E, F). Pelo Teorema de Hahn-Banach
|Tz|| = sup {[{Tz,y")|; ¥ € Br+}
sempre que r € F. Assim

T\ =sup{||Tz|; x € B} =sup{sup{|(Tz,y')|; v € By+}; x € Bg}
:Sup{|(Tx,y/)|, CC'GBE, y/GBF*}v

0 que mostra o que querfamos.
(b) Suponha que T' € L (E, F*). Entao

[ T[] = sup {|(y, Tx)|; y € Br}
sempre que r € F. Portanto
IT|| = sup {[[Tz[|; = € B} = sup{|(y,Tx)|; € B, y € Br}
o que mostra o resultado. [ |
Teorema 3.2.15 Suponha que E e F sdo espacos normados tais que existe um
isomorfismo T de E sobre F. Entao a aplicagio T' : F* — E*, dada por T' (y') = y'T

¢ um isomorfismo de F* sobre E* e ||T"|| = ||T'||. Se T for um isomorfismo isométrico,
entao T' também é.
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3.2. LINEABILIDADE EM ESPACOS SUPERREFLEXIVOS

Demonstracao: Claramente 7" ¢ linear e (T'x,y’) = (x,T"y’) , sempre que = € E e
y' € F*. Segue da Proposicao 3.2.14(a) que

|IT|| = sup{|{Tx,y')|; * € Bg, y € Bp+} =sup{|{z,T'y)|; v € Bg, v € Bp«}

e assim, a Proposigao 3.2.14(b) garante que 7" é limitado e que | T"|| = ||T| .
Afirmamos que 7" ¢é injetivo. De fato, seja agora y' € F’ tal que T"y' = 0. Assim,
v'(y) = (T (T ),y) = (T"'y, T'y) = 0 sempre que y € F, e portanto 3y = 0.
Por outro lado se ' € E*, entao 2/(z) = (Tz,2'T ') = (z,T' (2’T~')) sempre que
r € E, e assim T" (2'T~!') = 2’. Concluimos assim que 7" é bijetivo. Logo o Teorema
da Aplicacao Aberta garante que 7" é um isomorfismo.
Suponhamos, agora, que T é um isomorfismo isométrico. Entdo, para cada 3’ € F™*

|T"y'|| = sup{|{z, T"y)|; = € Bg}
=sup {|(Tz,y)|; = € Bg}
=sup {|(y,¥")|; v € Br}
=yl

e assim T’ é um isomorfismo isométrico. |

Proposicao 3.2.16 Todo espago normado isomorfo a um espago reflexivo é também
reflexivo.

Demonstracao:  Sejam E e F espagos normados, E reflexivo, e T : F — F
um isomorfismo entre eles. Considere para cada 3y’ € F* e 2”7 € E** as aplicagoes
T :F* = E*eT": E* — F* dadas por T (y/) = y'T e

T (@) () = 2" (T'W)) -

O Teorema 3.2.15, garante que as aplicagoes T e T" sdo isomorfismos.

Considere agora as injecoes canonicas Qg : F — E* e Qp : F — F**. Fixey” € F**.
Como E é reflexivo e T" é um isomorfismo, existe x € E tal que T"Qrx = y".

Se iy € F'*, entao

e assim iy’ = Qp (T'z) . Dessa forma, a aplicacdo Q) é sobrejetiva, e assim F' é reflexivo.
[ |

Lema 3.2.17 Seja E um espaco normado. Se x”" € E** ¢ W é uma vizinhanca de z”
na topologia fraca estrela, entao W = x" + Wy, onde Wy é uma vizinhanga de zero na
topologia fraca estrela.
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3.2. LINEABILIDADE EM ESPACOS SUPERREFLEXIVOS

Demonstragao:  Sejam W = {y" € E*; |y (f;)) — 2" (f;)| <e, Viel} e Wy =
{y" € E; |y (fi)| <e, Vi 6 I}, onde I & ﬁmto eec > 0. Assim, se g € 2" + Wy,
existe y, € Wy tal que g = 2" + y;.

Logo,

lg (fi) = 2" (fi)l = 1" +wg) (fi) — =" (fi)l = Iy (fi)| <&,

e assim g € W.

Reciprocamente, se g € W, entao |g(fi) —2" (f;)] < € para todo i € I. Logo
g—12" € Wy. Assim g € 2" + W, [

Teorema 3.2.18 (Milman-Pettis) Todo espaco de Banach uniformemente convezo
é reflexivo.

Demonstragao: Sejam F um espaco de Banach uniformemente convexo e x” € Sgu.
Seja () a injecao candnica de E em E**. Pelo Teorema de Goldstine, existe uma rede
() ,er em Bg tal que Qg SN

Definindo (a1, 51) =< (a2, 52) quando a; < ag e B1 < [a, temos que I x I é dirigido
e, assim (Q (3 (za + xﬁ)))(a,ﬁ)elu ¢ uma rede. Afirmamos que Q (3 (zo + 25)) W g,
De fato, considere W uma vizinhanca de z” como no Lema 3.2.17, isto &, W = x" + W,
onde Wy é uma vizinhanca de zero.

Seja Vy uma vizinhanca de zero tal que Vg + Vo € Wy. Como @ (%‘*) R %”, existe
oy € I tal que

x//

aia1$Q<%>€7+%.

Logo

= Q(%)+Q(F) e (F+W) + (5 +W)
= Q(=F2) ea"+ (Vo+ W)

= Q(%I%) e (¢ +Wy) =W,

0 que mostra a afirmagao.
Agora, veja que ||l (o + xg)H — 1. De fato, dado ¢ > 0 existe z, € Sg+ tal que
lim, g) |Q( To +25)) (xg)‘ = |2" (z{)| > ||z"]| — €. Assim, existe (ae, ;) € I x I tal

que
1
(0.8) = (0050 =@ (o +20)) 5 > 1”1 -
Logo, quando (o, 5) = (ae, f:),temos
12 o (G teatan))| 2@ (5 0t o0) @) >l - =1

Assim, H2 To + T3) || = HQ ( To + Tp )H — 1, 0 que mostra a afirmacao.

Segue do Corolario 3.2.10 que (z,), ¢ uma rede de Cauchy em E. Como E é
completo, (z,), converge para algum z, € E e, desse modo, Qz, — Q. Logo,
Qxo = 2" e, portanto, E é reflexivo. [ |
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3.2. LINEABILIDADE EM ESPACOS SUPERREFLEXIVOS

Coroldrio 3.2.19 Se um espaco normado E é isomorfo a um espaco de Banach
uniformemente convexo, entio E é reflexivo.

Demonstracao: Pelo Teorema 3.2.18 segue que E é isomorfo a um espaco reflexivo
e, pela Proposicao 3.2.16, segue que E é reflexivo. [

Corolario 3.2.20 Todo espago superreflexivo é reflexivo.

Demonstracao: Segue do Corolério 3.2.19. |

3.2.2 Lineabilidade do conjunto L (E; F)\Il, (E; F)

O préximo teorema resolve quase totalmente o problema posto por Puglisi e Seoane-
Sepilveda, enunciado no comeco do capitulo:

Teorema 3.2.21 [7] Sejam p > 1 e E um espago superreflexivo. Se E contiver
um subespaco complementado de dimensdo infinita com base incondicional ou F
contiver uma sequéncia bdsica incondicional infinita, entdo I (E;F)\IL, (E;F)
(e portanto L (E; F)N\IL, (E; F)) € linedqvel.

Demonstragao: Inicialmente, suponhamos que FE contenha um subespaco
complementado Ej de dimensao infinita com base incondicional (e, ), , . Considere

N=A UAU--- (3.5)

uma decomposic¢ao de N por subconjuntos infinitos dois a dois disjuntos (Aj);.’il . Como
(e,),~, & uma base incondicional, temos que {e,;n € A;} é uma sequéncia bdsica
incondicional para todo j € N. De fato, para cada j, considere A; = {ji, ja,...}. Veja
que para qualquer sequéncia de escalares (a‘ji);.il , 0 Critério de Grumblum garante a
existéncia de uma constante C' > 0 tal que

m n
§ :aji €5 E :a’ji €5;
i=1 i=1

onde consideramos a; = 0 sempre que @ € {j1,J2,...,jn}. Dessa forma, temos que

{en;n € A;} € uma sequéncia bésica. Mostremos agora que ela é incondicional. Com
. o0 .

efeito, suponhamos que ) .~, aj,e;, seja convergente. Como

[e.9]
E 0,6, = E ai€;

i=1 =1

n>m= <’

?

com a; = 0, sempre que i & {ji,j2,...} e a série Y .2, a;e; € incondicionalmente
convergente, temos a nossa afirmacao.
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3.2. LINEABILIDADE EM ESPACOS SUPERREFLEXIVOS

Seja E; = [en;n € Aj]. Sendo Ej fechado, segue da Observagao 3.2.13 que cada E;
é superreflexivo. Assim, de [10, Teorema], para cada j, existe um operador

uj By — F; oy € K(Ej; F)NI, (Ej; F).

Considerando o a constante da base incondicional de (e,)’,, temos do Teorema

1.4.5 que
D_anen
n=1

n=1"

An€n

<P

para todo ¢, = £1 e escalares (an)n 1
Para cada j € N, seja P; : By — E; a projecao natural sobre £;. Logo, se

y:ZanenEEoex:Pj(y)eEj

n=1
temos
2z = 2P; (y) = 2F; (Z%%) = 2anen =Y Enlnen+ Y Ehnen,
n=1 neA; n=1 n=1
onde ¢, =1 paratodon € N, &/, =1senc Ajec), =—1sen ¢ A; Assim,

o0
/
€, 0nCn,

n=1

2[1P; () = l|122]] < < 2¢|lyll-

[e's)
E Enlntn
n=1

Portanto, para cada j, || P;|| < p e assim £ é um subespaco complementado de Ej.
Sendo my : E — FEj a projecao continua sobre Fj, seja, para cada j, o operador

uj : B — F; uj = ujo Pjom.

Como P; e my sao continuas e u; € K (Ej; F), segue que u; € K (E; F'). Agora, visto
que u; & II, (Ej; F), existe (vx),—, € Ly (E;) tal que Y 77 [lu; (z)||” = oo. Assim,

dado ¢ € E* temos
o oo P
> le @l =3 [ty )] <o
k=1 k=1

e, por outro lado

leuy )| = ZH% )| =

Portanto u; € K (E; F) N\IL, (E; F).
Observe que E; N E; = {0}, para todo ¢ # j. De fato, se z € E; N E; entao

Zanen =z = anen

neA; TLGAJ‘
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com A; N A; = @. Por outro lado, como

e
z = E Cnn,
n=1

segue que
ngA =c,=0=b,=c,=0, quandon € 4; e
n¢gA; = ¢, =0=a,=c,=0, quando n € A;,
donde z = 0.
Agora, sejam n € N e escalares ay,...,a,, com ao menos um a; # 0, com

j €{1,...n}. Como u; nio é absolutamente p-somante, existe uma sequeéncia (), , €
1Y (E;) tal que 7 ||, (z)||” = oo. Por outro lado, ¢ claro que w; (xx) = u; (x) para
todo k € N. Dessa forma, como E;, N E;, = {0} sempre que i1 # iz, temos u; () = 0
paratodoi=1,...,n,1# j e k € N, e portanto

Y lastin () + -+ antin (@) [P = Y llagi; (a)|IF = oo,
k=1 k=1

donde concluimos que a1ty (xy) + - - - + apu, (rx) ndo é absolutamente p-somante. Isso
mostra que [u;;j € N C C(E; F)\IL, (E; F).

Afirmamos agora que o conjunto {u;; j € N} é linearmente independente. De fato,
sejam n € N e escalares a4, ..., a, tais que

alﬁl—l—'--—kanﬂn:O.

Para todo £k = 1,...,n, como u; # 0, podemos escolher z, € F) de modo que
uy, (xy) # 0. Por outro lado, como (P o mg) (z3) = Pj (zx) = 0 sempre que j =1,...,n,
j # k, temos que

e assim a; = 0. Portanto [u;;j € N] é um subespago de dimensao infinita de K (E; F')
contido em (K (E; F)\IL, (E; F)) U{0}.

Agora, suponha que F' contenha um subespaco G' com base incondicional (e,) -,
cuja constante da base incondicional seja p. Considerando a decomposicao de N
como em (3.5), segue, para cada j € N, que {e,;n € A;} é base incondicional de
F; = [en;n € Aj]. Dessa forma, procedendo como no caso anterior, temos que cada
projecao natural P; : G — Fj é tal que || 7| < p.

De [10, Teoremal, segue que, para cada j, existe um operador

uj B — Fj; uy € K(E; F;)\IL, (E; F)).
Observe que para y; € F; e y; € Fj, com ¢ # j, temos
il = 112 (yi + wi)l < @ llyi + sl - (3.6)
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Seja inc : F; — F' o operador inclusao e defina u; : £ — F por u; = inc o u;. Veja
que u; € K(E; F)\IL, (E; F). De fato, como u; € K (E; F}) é claro que u; € K (E; F).
Por outro lado, como u; & II,, (E; F}), existe uma sequéncia (x3),—, € I’ (E) tal que

Dol @)llP = lline (u; (@)|F = oo, (3.7)

e portanto u; ¢ IL, (E; F;). Como u; (x) € F;, segue de (3.6) que
i @) < @l () + 35 ()| = [ (@) + @ (@)]] > o~ || ()] (3-8)

para todo x € E. Dessa forma, como cada u; € K (E; F)\IL, (E; F), segue de (3.7) e
(3.8) que
ﬂ,-—l—ﬁj S ]C(E,F)\HP(E,F)

para todo 7,7 € N. Assim, dado n € N visto que K (E; F) é um espago vetorial, u, €
K(E; F)NIL, (E; F) e vale (3.8), segue que u; +ug +---+u, € K (E; F)\IL, (E; F),
e portanto [u;;j € N € (K (E; F)\II, (£; F)) U{0}.

Afirmamos agora que {u;; j € N} é linearmente independente. De fato, sejam n € N
e escalares a1, ..., a, de modo que

alﬁl—l—---—i—anﬁnzo.

Para todo k = 1,...,n, como u; # 0, escolha x € E tal que uy () # 0. Como
F,NF; ={0}, se i # j, segue que

apty () =0+ -0+ apuy () +0+ -+ 0 =ayuy () + -+ - + apty, () =0,
e portanto, a; = 0. Dessa forma, K (E; F')\IL, (E; F') & linedvel. [ |

Observe que o Teorema 3.2.21 resolve o problema posto por Puglisi e Seoane-
Sepilveda exceto para casos extremamente patoldgicos, como quando E é um espago
superreflexivo que nao contém subespaco complementado de dimensao infinita com base
incondicional (por exemplo, os espagos construidos por V. Ferenczi [15]) e, a0 mesmo
tempo, quando F' ndo contém uma sequéncia bésica incondicional (por exemplo, os
espagcos construidos por Gowers e Maurey [21]).

3.3 Lineabilidade em espacos nao superreflexivos

Uma anélise cuidadosa na demonstracao do Teorema 3.2.21 nos mostra o seguinte
fato:

Observagao 3.3.1 O resultado do Teorema 3.2.21 é ainda vdlido se:

(i) E contém uma sequéncia (E,) ., de subespagos complementados de dimensao
infinita tal que E, N E,, = {0}, paran #m e

(17) L(Eyn; F)NIL, (E,; F) # @ para todo n € N.
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Ou ainda:

Observagao 3.3.2 O resultado do Teorema 3.2.21 é ainda vdlido se:

(i) F contém uma sequéncia (F,)>", de subespagos de dimensdo infinita tal que
F,NF, ={0}, paran #m e

(17) L(E; F,)N\IL, (E; F,) # @ para todo n € N.

Usando as observagoes acima podemos adaptar a ideia da demonstragao do Teorema
3.2.21 em diversas situacoes, até mesmo para espacos de operadores sobre espacos nao
superreflexivos. Antes a seguinte defini¢ao:

o

Definigao 3.3.3 Se um espaco de Banach E possui uma base incondicional (x,),_;

definimos

WE,(z,) = inf {t; (aj);2, €l sempre que v = Y a;z; € E} .

J=1

Exemplo 3.3.4 Sendo (e,),., a base incondicional canonica de co, temos iz, (e,) = 00
De fato, suponha que 1 < pig (e,) = q < 00. Assim,

Jj=1

inf {t; (aj);il €ly sex =Y ae; € Co} =q.

Logo, dado € > 0 temos

[e.9]
o
(aj),2; € lgse, sempre que v = Zlajej € ¢p.
J:

Considerando x = (1, Wi"'f)’ . ) € cg, Seque que (aj);.';l = <1, m, e jl/(ﬁ, . ) .
Assim,

o0 e B [o¢] 1 q+e B oo 1 B

D™ =) | =25 =

7j=1 7j=1 7=1

o que é um absurdo, pois (a;);2, € lyte. Portanto, jic(e,) = 00.

Exemplo 3.3.5 Sendo (en)zoz1 a base incondicional candnica de l,, temos p, (c,) = P-
De fato, suponha que ju, () =1 < p. Assim, seja gg > 0 tal que v + 9 < p. Logo

(e.0)
(aj)(;il < lT+€O7 Sempre que r = Za]e] c lp'

7j=1
Note que x = (1, 21/(3+50), 31/(3+60) . ) € lp, pois p > r + g para algum £y > 0. Logo,
o0 e} 1 r+€0 o0 1
|rteo - —_ i
Z ‘a3| - Z j1/(r+20) Jj 0,
j=1 j=1 j=1

o que é uma contradi¢io. Dessa forma, p, (e, = p-.
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Proposigao 3.3.6 Se 1l < ¢ <cotF ep>q, entao L (l,; F)\Il,1 (I,; F) é linedvel.

Demonstracao: Seja (e,),-, a base incondicional de [,. Pelo Exemplo 3.3.5, temos
Ky (en) =P > 4.

Dessa forma, segue do Teorema 2.4.8 que L (1,; F')\Il,1 (I; F) # @.

Veja que [, possui uma sequéncia de subespacos complementados (E; )jo onde cada
{en;n € A;} € base incondicional de E;. Como L (I,; F) \Hq 1(lp; F) 7é @ ecada L é
isomorfo a [, usando a Observacao 3.3.1, temos que L (E; )\Hq 1 (B3 F) # @ e isso
¢ suficiente para que £ (1,; F') \Il,1 (Ip; F) seja linedvel. [ |

Agora, melhoramos a Proposi¢ao 3.3.6 no sentido de garantirmos a lineabilidade,
mesmo quando substituimos o espaco [, por um espago £ com base incondicional
(25),7 1, tal que pp (z,) > q. Antes o seguinte Lema:

Lema 3.3.7 [34, Lemma 1.1] Seja (a,),., uma sequéncia de nimeros reais positivos.
Se "> a, = 00, entao existe uma sequéncia de subconjuntos dos naturais (A;),-, tal
que:

() N=A UAU---

(17) Cada A; possui a mesma cardinalidade de N.

(1ii) Os conjuntos A; sao disjuntos entre si.

(1) > nea, Gn = 00 para todo i € N.

Demonstragdo: Como ) > a, = oo e cada a, > 0, segue do Critério de Cauchy
que existe € > 0 tal que, para todo v € N existe p € N de modo que

av+---+av+p2€.

Assim, para v; € N existe p; € N tal que a,, + -+ + @y, 4p, > €.
Considere agora, para cada k € N, vy € N de modo que vy > vi_1 + pr_1. Logo,
existe pp € N tal que
Ay, + -+ + Ay gp), = E.

Considere

By = U {U%, s ,U2k+p2k} e A = U {U2k+1, e >U2k+l+p2k+1} .
keN kEN

Veja que By, Ay C N, card(B,;) =card(A;) =card(N), BiNA; =@ e ) p a,
Y one A4, @n = 00. Usando o mesmo argumento em Bj, obtemos dois subconjuntos
enumerdveis e disjuntos de By, digamos By e A tais que ), By On = Y ne A, On = 0.

Seguindo esse procedimento indutivamente sobre cada By, com k € N, obtemos uma
sequéncia (A;);~, com as propriedades desejadas. [ |

Teorema 3.3.8 Se 1 < g < cotF, E possui uma base incondicional normalizada
(T0)py € HE (zn) > ¢, entido L (E; F)\1, 1 (E; F) € linedvel.
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3.3. LINEABILIDADE EM ESPACOS NAO SUPERREFLEXIVOS

Demonstragao: Como i (,,) > ¢, existe g9 > 0 tal que

[e.9]

(%)?il Z lgre, S€ T = Zajxj S

j=1

Assim,
oo
> ay|" = o0
j=1

Seja (Aj);”:l a sequéncia dos conjuntos como no Lema 3.3.7 associada a série

> |a;|""*° . Para cada k € N, considere F}, = [r;;j € A]. J4 é conhecido que cada
{z;;7 € Ay} é uma sequéncia bdsica incondicional e Ej, é subespaco complementado de
E.

Afirmamos que fig, (z,) > ¢. De fato, considere y = >, a;7; € By e p = lip, (2,)-
Assim, para € = g9 > 0 temos que (aj>jeAk € lpte, €, portanto,

Z |aj|p+80 < 00
JEA

Por outro lado, do Lema 3.3.7 segue que
D Jay|" = o0
JEAL

e portanto ¢ < p = g, (z,). Assim, de [3, Coroldrio 2.1] segue que
L (Ey; F)NI, 1 (Ey; F) # @, para todo k.

Seja uy, : By — F, tal que u, € L(Ey; F)\Il,1 (Ey; F'). Considere também, as
projecoes continuas Py : F — E) e defina uy, : F — F, com Uy = uy o Py.

Afirmamos que u, € L (E;F)\I,1(E;F), para todo k. De fato, é claro que
u, € L(E;F). Por outro lado, como u; ¢ Il,; (Ey; F), existe uma sequéncia
(7;);2, € I’ (Ex) tal que

o0
Z [ ()" = lewc zj)[|* = oo,

donde (ﬂk(x]))]oil 1, (F). Agora, dado ¢ € E*, temos que

Dol =2

e daf segue que (7;)72, € I (E). Portanto uy & Iy (E; F).
Repetindo o procedlmento usado no Teorema 3.2.21, segue que [uy;k € N] é um
subespago de dimensao infinita contido em (£ (E; F)\Il,1 (E; F)) U {0} . |

g ()| < o0,
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