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Resumo

Bertholf e Walls forneceram uma caracterização para a classe de grupos quasi-injetivos

finitos. Além disso, Juriaans, Bastos e Azevedo dão uma classificação para os grupos do tipo

injetivo, os quais são uma classe distinta da anterior apesar de serem bastante próximas.

Palavras chave: Grupo quasi-injetivo, injetivo, tipo inetivo, divisível, abeliano.
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Abstract

Bertholf and Walls provided a characterization for the class of groups quasi-injective finite.

Furthermore, Juriaans, Bastos Azevedo and give a rating for the injective type groups, which

are a distinct class of the former despite being quite close.

Key-words: Quasi-injective group, injective, injective type, divisible, abelian.
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Notação

G,H, . . . - Grupos

|G| - Ordem do Grupo G

[G : H] - Índice do Subgrupo H no Grupo G

|g| - Ordem do Elemento g de um Grupo

G0 - Subgrupo Comutador

[x, y] - Comutador de x e y

× - Produto Direto
o - Produto Semidireto
I - Identidade

Aut (N) - Conjunto dos Automorfismos de N

Inn(G) - Conjunto dos Automorfismos Internos de G

Ker (ϕ) - Núcleo de ϕ

Im(ϕ) - Imagem de ϕ

Z(G) - Centro de G
CG (H) - Centralizador de H em G

NG (H) - Normalizador de H em G

G0 - Subgrupo Comutador de G

d (G) - Subgrupo Divisível Maximal de G

Fit (G) - Subgrupo Fitting de G

Frat (G) - Subgrupo Fratini de G

car - Característico

Hπ - π-subgrupo de Hall

Oπ (G) - π-subgrupo Normal Maximal de G

Q8 - Grupo dos Quatérnios de Ordem 8

C - Conjunto dos números complexos
Z - Conjunto dos números inteiros
N - Conjunto dos números naturais
R - Conjunto dos números reais
T (G) - Subgrupo Torção
Z (p∞) - Grupo de Prüfer
h (g) - Altura Vetorial de g

t (G) - Tipo de G

I - Identidade

' - Isomorfo
< - Subgrupo

C - Subgrupo Normal
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hSi - Subgrupo Gerado pelo Subconjunto S de um Grupo

∀ - Para todoP
- Soma
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Introdução

Histórico

A ideia dos grupos injetivos surgiu com os módulos injetivos, pois qualquer grupo abeliano

é um Z-módulo. Em 1940, Reinhold Baer, caracterizou os grupos injetivos com o seguinte

resultado.

Teorema (Baer) Um grupo G é injetivo se, e somente se, ele é divisível.

A partir da definição de grupos injetivos e motivado pelo fato de não existirem grupos

injetivos não triviais de ordem finita, o matemático Laszló Fuchs criou o conceito de grupos

quasi-injetivos. Um grupo G é chamado quasi-injetivo se para qualquer subgrupo H de G e

para qualquer homomorfismo de grupos α : H → G existir um endomorfismo β : G → G tal

que

β|H = α.

Em [3], Bertholf e Walls apresentaram uma caracterização geral para os grupos quasi-injetivos

finitos.

Teorema (Bertholf-Walls) Um grupo G é quasi-injetivo se, e somente se, G = Q8×K, com

K um grupo quasi-injetivo de ordem ímpar ou G = K oH tal que:

1. Sylp(K) e Sylp(H) são homocíclicos.

2. G0 = K.

3. mdc (|K| , |H|) = 1.

4. Para cada h ∈ H, se p é um número primo, com p| |K|, então existe um r = r (p, h) ∈ Z
tal que kh = kr para todo k ∈ Kp.

5. Se Kπ é um π-subgrupo de Hall de K, para algum conjunto de primos π, então CH (Kπ)

é um fator direto de H. Em particular,

Z(G) ∩H = CH (K)

é um fator direto de H.

Em, [1, Página 25], Alperin propôs o seguinte exercício:

x



“LetH a subgroup of a cyclic groupG. Show that every automorphism ofH is the restriction

to H of an automorphism of G”.

Baseado na ideia deste exercício, em [2], Azevedo, Bastos e Juriaans, criaram o conceito de

grupos do tipo injetivo. Um grupo G é chamado do tipo injetivo se para qualquer subgrupo H

de G e qualquer automorfismo φ, existir um automorfismo ψ tal que

ψ|H = φ.

Além disso, eles caracterizaram todos os grupo abelianos do tipo injetivo no seguinte teorema:

Teorema Sejam G um grupo abeliano e T (G) seu subgrupo torção. Então G é do tipo injetivo
se, e somente se, é satisfeita uma das seguintes condições:

1. G é um grupo divisível.

2. G é um grupo de torção e cada uma de suas componentes primárias é divisível ou ho-

mocíclica.

3. T (G) é divisível e G
T (G) é livre de torção, abeliano e de posto 1.

A classe dos grupos quasi-injetivos e a classe dos grupos do tipo injetivo são distintas, apesar

de serem muito próximas.

Descrição do Trabalho

Esta dissertação é constituída de quatro capítulos.

No Capítulo 1, apresentamos algumas definições e resultados clássicos sobre a teoria de

grupos necessários para o desenvolvimento do trabalho.

No Capítulo 2, apresentamos os principais resultados e propriedades dos grupos divisíveis e

dos grupos injetivos, além de demonstrar o resultado de Baer.

No Capítulo 3, destacamos o conceito de grupos quasi-injetivo. Além disso, destacamos

algumas de suas propriedades e, ainda, resultados que nos levam à caracterização de Bertholf

e Walls.

Finalmente, no Capítulo 4, apresentamos a definição de grupos do tipo injetivo, com ênfase

nos grupos abelianos.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo apresentaremos algumas definições e resultados básicos da teoria de grupos

que serão necessários para os capítulos subsequentes. O leitor interessado em mais detalhes

pode consultar [7, 10].

1.1 Produto direto de grupos

Sejam H1, . . . , Hn grupos. Sabemos que o conjunto

G = H1 × · · · ×Hn = {(a1, . . . , an) : ai ∈ Hi}

munido com a operação binária

(a1, . . . , an) ∗ (b1, . . . , bn) = (a1b1, . . . , anbn)

é um grupo com (e1, . . . , en) como elemento identidade e (a−11 , . . . , a−1n ) como elemento inverso

de (a1, . . . , an) em G. Neste caso, G é chamado o produto direto (externo) dos Hi. Note que o

produto direto externo sempre existe e que os Hi não são, em geral, subgrupos de G.

Sejam G um grupo e Hi subgrupos de G, para cada i, com i = 1, . . . , n. O grupo G é

chamado o produto direto (interno) dos Hi se as seguintes condições são satisfeitas:

1. hihj = hjhi, para todo hi ∈ Hi e hj ∈ Hj com i 6= j.

2. Todo g ∈ G pode ser escrito de modo único sob a forma g = h1 · · ·hn, com hi ∈ Hi,

i = 1, . . . , n.

Teorema 1.1 Sejam G,G1, . . . , Gn grupos. Então o grupo G é isomorfo ao gupo G1×· · ·×Gn

se, e somente se, G possui subgrupos H1 ' G1, . . . , Hn ' Gn tais que:

1. G = H1 · · ·Hn.

2. Hi C G, para todo i, com i = 1, . . . , n.

3. Hi ∩ (H1 · · ·Hi−1Hi+1 · · ·Hn) = {e}, para todo i, com i = 1, . . . , n.

1



Corolário 1.2 Sejam G um grupo e Hi subgrupos de G, i = 1, . . . , n. Se G é um produto

direto interno dos Hi, então

G ' H1 × · · · ×Hn.

Exemplo 1.3 Sejam G um grupo finito e H e K subgrupos de G com mdc (|H| , |K|) = 1.

Mostre que se G = H ×K, então todo subgrupo L de G é da forma

L = (L ∩H)× (L ∩K) .

Solução. Como H e K são subgrupos normais em G é imediato verificar que L ∩H e L ∩K
são subgrupos normais de L tais que

(L ∩H) ∩ (L ∩K) = {e}.

Logo,

(L ∩H)× (L ∩K) ⊆ L.

Por outro lado, dado g ∈ L existem únicos h ∈ H e k ∈ K tais que g = hk. Como hk = kh

e mdc (|h| , |k|) = 1 temos que |hk| = |h| |k| e hgi = hhki ' hhi × hki. Assim, h, k ∈ hgi ⊆ L.

Portanto, h ∈ L ∩H e k ∈ L ∩K, isto é, g ∈ (L ∩H)× (L ∩K). ¥

1.2 Produto semidireto de grupos

Sejam G um grupo e H e N subgrupos de G. O grupo G é chamado o produto semidireto

(interno) de N por H, em símbolos G = N oH, se as seguintes condições são satisfeitas:

1. G = NH.

2. N é subgrupo normal em G.

3. N ∩H = {e}.

Exemplo 1.4 Sejam G = S3, N = A3 e H = hτi, com

τ =

Ã
1 2 3

1 3 2

!
.

Então G = N oH. Como H não é um subgrupo normal em G temos que G não é o produto

direto de N e H.

Observação 1.5 Seja G = N oH o produto semidireto de N por H.

1. Pelo Segundo Teorema de Isomorfismo, temos que

H =
H

N ∩H ' NH

N
=

G

N
.

e H é chamado um complementar de N . Consequentemente, se G é finito, então

|G| = |N | [G : N ] = |N | |H| .

2



2. Como G = NH e N é um subgrupo normal em G temos que cada g ∈ G pode ser escrito

de modo único sob a forma g = nh, n ∈ N e h ∈ H.

3. Seja h ∈ H fixado. Então a função ϕh : N → N definida por ϕh (n) = hnh−1 é um

automorfismo de N . Além disso, ϕhk = ϕh ◦ ϕk, para todos h, k ∈ H. Portanto, a

função ϕ : H → Aut (N) definida por ϕ (h) = ϕh é um homomorfismo de grupos. Neste

caso, dizemos que H age sobre N como um grupo de automorfismos e ϕ é chamado o

homomorfismo por conjugação de N . Como

(n1h1) (n2h2) = n1 (ϕ(h1) (n2))h1h2, para alguns n1, n2 ∈ N e h1, h2 ∈ H,

temos que a operação do grupo G pode ser expressa em termos das operações de N , H e

do homomorfismo ϕ.

4. Se ϕ(h) = IN , para todo h ∈ H, então ϕh(n) = n, para todo n ∈ N . Logo,

hnh−1 = n⇒ n−1hn = h ∈ H,

isto é, H é um subgrupo normal em G. Portanto,

G = N ×H.

Reciprocamente, se G = N ×H, então os elementos de H comutam com os elementos de

N e, assim, o homomorfismo ϕ é trivial.

5. Se ϕ(h) 6= IN , para algum h ∈ H, então ϕh(n) 6= n, para algum n ∈ N . Logo,

hnh−1 6= n⇒ hn 6= nh.

Portanto, G é um grupo não abeliano.

Sejam N e H grupos e ϕ um homomorfismo de grupos de H em Aut (N). Definimos uma

operação binária sobre N ×H do seguinte modo:

(n1, h1) (n2, h2) = (n1ϕ(h1) (n2) , h1h2) .

Então é fácil verificar que N × H com essa operação é um grupo com elemento identidade

(e, e) e (ϕ(h−1) (n−1) , h−1) o elemento inverso de (n, h). O grupo N ×H é chamado o produto

semidireto (externo) de N por H via ϕ e será denotado por

G = N oϕ H.

Note que eN = {(n, e) : n ∈ N} e eH = {(e, h) : h ∈ H}

3



são subgrupos deG tais queN ' eN eH ' eH. A função σ : G→ G definida por σ(n, h) = (e, h)

é um homomorfismo de grupos com Im (σ) = eH, Ker (σ) = eN e σ2 = σ. Consequentemente, eN
é um subgrupo normal em G e pelo Primeiro Teorema de isomorfismo

GeN ' eH.

Como

(n, e) (e, h) = (nϕ(e) (e) , h) = (n, h)

temos que G = eN eH. Além disso, eN ∩ eH = {(e, e)}. Portanto, G é o produto semidireto

(interno) de eN por eH. Finalmente,
(e, h) (n, e) (e, h)−1 = (ϕ(h) (n) , e)

implica que a função ψ : eH → Aut( eN) definida por ψ(e, h) = ψ(e,h), com

ψ(e,h) (n, e) = (ϕ(h)(n), e),

é o homomorfismo por conjugação de eN . Portanto, identificando eN com N e eH com H, temos

que ϕ é o homomorfismo por conjugação de N e G é o produto semidireto (interno) de N por

H. Neste caso,

N oϕ H = {nh : n ∈ N, h ∈ H} ,

com

(n1h1) · (n2h2) = n1ϕ(h1) (n2) · h1h2 e ϕh1 (n2) = h1n2h
−1
1 .

Além disso,

CH(N) = Ker (ϕ) = CG(N) ∩H e CN(H) = NN(H).

Teorema 1.6 Sejam G um grupo e N um subgrupo normal em G. Então as seguintes condições

são equivalentes:

1. G é um produto semidireto de N por G
N
, isto é, N tem um complementar em G.

2. Existe um homomorfismo de grupos ϕ : G
N
−→ G tal que

π ◦ ϕ = IG
N
,

com π : G→ G
N
a projeção canônica e ϕ é chamada de seção de G

N
em G.

3. Existe um homomorfismo de grupos φ : G −→ G tal que Ker (φ) = N e φ(g) = g, para

todo g ∈ Im (φ).

Proposição 1.7 SejamG um grupo eH e N subgrupos de G. Então G é um produto semidireto

interno de N por H se, e somente se, existir um homomorfismo de grupos σ : G→ G tal que

σ2 = σ.

4



Proposição 1.8 Sejam N e H grupos, ϕ : H −→ Aut (N) um homomorfismo de grupos e

f ∈ Aut (N) fixado. Se bf : Aut (N)→ Aut (N) é definida por bf(g) = f ◦ g ◦ f−1, então

N of◦ϕ H ' N oϕ H.

Exemplo 1.9 Sejam N um grupo abeliano qualquer e H = hbi ' Z2. Se definimos ϕ : H →
Aut(N) por ϕ(b) = ϕb, com ϕb(a) = a−1, para todo a ∈ N , então G = N oϕH é um grupo não

abeliano com

ϕb(a) = bab−1 = a−1, ∀a ∈ N,

isto é, b ∈ Z(G). Em particular, se N é cíclico, então G ' Dn ou G ' D∞.

1.3 Grupos abelianos

Nesta seção, salvo menção explícita em contrário, todos os grupos serão abelianos e escritos

na notação aditiva. Com esta terminologia escrevemos a soma direta dos grupos H e K da

forma

H ⊕K = {h+ k : h ∈ H, k ∈ K}.

Teorema 1.10 Sejam A, B grupos e λ1 : A → A ⊕ B, λ2 : B → A ⊕ B monomorfismos.

Então o par ordenado (λ1, λ2) possui a seguinte propriedade universal: Dados qualquer grupo

H e qualquer par de homomorfismos de grupos β1 : A → H e β2 : B → H, existe um único

homomorfismo de grupos

β : A⊕B → H

tal que β ◦ λ1 = β1 e β ◦ λ2 = β2, ou seja, β|A = β1 e β|B = β2. Neste caso, Hom(A⊕B,H) é

isomorfo a Hom(A,H)⊕Hom(B,H).

De forma mais geral, se

G =
X
i∈I

Gi

e qualquer família de homomorfismos de grupos, βi : Gi → H, então existe um único homo-

morfismo de grupos β : G→ H tal que β|Gi = βi, para todo i ∈ I.

Teorema 1.11 Seja Gi ' Hi, para cada i ∈ I. Se

G =
X
i∈I

Gi e H =
X
i∈I

Hi,

então G ' H.

Corolário 1.12 A soma direta
G =

X
i∈I

Gi

satisfaz a seguinte condição: para toda função α : X → H, com H um grupo abeliano qualquer

e X = {xi : i ∈ I} um conjunto qualquer, existe um único homomorfismo de grupos β : G→ H

tal que β|X = α. Em particular, se X é um subconjunto de G tal que G = hXi, então G é

chamado grupo abeliano livre e X é chamado uma base para G.

5



Consideremos os seguintes exemplos de grupos abelianos: Q, o grupo aditivo dos números
racionais;

G =
Q
Z

o grupo dos números racionais módulo um; e C∗, o grupo multiplicativo dos complexos. Nenhum
desses grupos é isomorfo a qualquer um dos outros dois. Uma das formas de ver isso é examinar

as ordens dos elementos dos grupos. Note que todo elemento de Q, com excessão do neutro, é

de ordem infinita e todo elemento de G é de ordem finita, pois, se

p

q
+ Z ∈ G,

com p e q números inteiros relativamente primos, então

q

µ
p

q
+ Z

¶
= p+ Z = Z.

Para não gerar confusão permaneceremos com a notação multiplicativa para C∗. Afirmamos
que C∗ tem elementos de ordem finita e também elementos de ordem infinita. Lembre que a

identidade de C∗ é 1. Note que (−1)2 = 1 implica que −1 é de ordem 2 e 3r = 1 se, e somente

se, r = 0. Logo, −1 é de ordem finita e 3 é de ordem infinita. Resumindo, temos que

1. todos os elementos de Q, exceto o neutro, são de ordem infinita;

2. todos os elementos de G são de ordem finita;

3. C∗ possui elementos de ordem finita e elementos de ordem infinita.

Com isso é fácil ver que os três grupos não são isomorfos.

Seja G um grupo. Então é fácil verificar que o conjunto

T (G) = {g ∈ G : |g| <∞}

é um subgrupo de G, chamado subgrupo de torção de G. Se T (G) = {0}, então G é chamado

um grupo livre de torção. Em particular, o grupo

G

T (G)

é livre de torção.

Proposição 1.13 Se um grupo G é a soma direta de grupos de torção, então G é um grupo

de torção.

Proposição 1.14 Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e T (G) o subgrupo de torção de
G. Então T (G) ∩H é o subgrupo de torção de H.

6



Um grupoG chama-se um p-grupo, para algum número primo p, se a ordem de todo elemento

de G é uma potência de p. Se p é um número primo que divide a ordem de um elemento g de

G, então g é chamado um p-elemento. O teorema seguinte mostra que um grupo de torção é

construído a partir de p-grupos. Assim, o estudo de grupos de torção se limita ao estudo de

p-grupos.

Teorema 1.15 Sejam G um grupo de torção e

Gp = {g ∈ G : |g| = pn, para algum n ∈ Z+},

com p um número primo fixado. Se Π é o conjunto de todos os números primos, então

G =
X
p∈Π

Gp.

Os subgrupos Gp são chamados de p-componentes de G.

Sejam G um grupo e X um subconjunto de G. O conjunto X é chamado um conjunto

independente se para x1, . . . , xr elementos distintos de X e n1, . . . , nr ∈ Z, tivermos que

n1x1 + · · ·+ nrxr = 0⇒ n1x1 = · · · = nrxr = 0. (1.1)

Caso contrário, X é chamado um conjunto dependente. Note que se G é livre de torção e X é

independente, então a Equação (1.1) nos diz que n1 = · · · = nr = 0.

Sejam G um grupo livre de torção e X um subconjunto de G. O conjunto X é chamado

um conjunto independente maximal se as seguintes condições são satisfeitas:

1. X é independente.

2. Se g ∈ G e g /∈ X, então X ∪ {g} é um conjunto dependente.

Teorema 1.16 Seja G um grupo. Então G possui um conjunto independente maximal.

Suponhamos que G seja um grupo livre de torção e possua um conjunto independente

maximal X que seja finito. Então o posto de G é definido como

#(X) .

Caso contrário, o grupo G é de posto infinito. É fácil ver que se G e H são grupos isomorfos,

então eles tem o mesmo posto.
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1.4 Grupos solúveis e nilpotentes

Nesta seção, estudaremos grupos que, de alguma forma, estão “próximos” dos grupos

abelianos. Para isso, começaremos introduzindo alguns conceitos.

Dados dois elementos g e h de um grupo G, o comutador de g e h é o elemento

[g, h] = ghg−1h−1 ∈ G.

Mais geralmente, um comutador de comprimento n ≥ 2 define-se indutivamente por

[g1, . . . , gn] = [[g1, . . . , gn−1] , gn] .

Dados dois subconjuntos H e K de um grupo G, denotaremos por [H,K] o subgrupo de G

gerado pelo conjunto

X = {[h, k] : h ∈ H e k ∈ K}.

Em particular, o grupo G0 = [G,G] chama-se subgrupo comutador ou subgrupo derivado de G.

Indutivamente, definiremos agora uma sequência de subgrupos da seguinte forma:

G(0) = G,G(1) =
£
G(0), G(0)

¤
= G0, . . . , G(n) =

£
G(n−1), G(n−1)¤ , . . . , ∀ n ∈ Z+.

O subgrupo G(n) é chamado o n-ésimo grupo derivado de G e a sequência

G = G(0) ⊇ G(1) ⊇ · · · ⊇ G(n) ⊇ · · ·

é chamada a sequência derivada de G.

Lema 1.17 Sejam g, h e k elementos de um grupo G. Então

1. [g, h] = e se, e somente se, gh = hg.

2. [g, h]−1 = [h, g].

3. [g, h]k =
£
gk, hk

¤
.

4. Se φ : G→ H é um homomorfismo de grupos, então φ ([g, h]) = [φ (g) , φ (h)].

Note que o item (1) mostra que um grupo G é abeliano se, e somente se, G0 = {e}. Veremos,
a seguir, que o conhecimento de G0 também permite saber quando um quociente é abeliano.

Lema 1.18 Seja H um subgrupo normal de um grupo G. Então o grupo quociente G
H
é abeliano

se, e somente se, G0 ⊆ H.

Observe que o item (3) do Lema 1.17 nos permite deduzir facilmente que G0 é um subgrupo

normal em G.

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Então H é chamado um subgrupo característico

em G se

σ(H) ⊆ H, ∀ σ ∈ Aut (G) .
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Proposição 1.19 Seja G um grupo.

1. Qualquer subgrupo característico em G é um subgrupo normal.

2. Se K é um subgrupo característico em H e H é um subgrupo característico em G, então

K é um subgrupo característico em G.

3. Se K é um subgrupo característico em H e H é um subgrupo normal em G, então K é

normal em G.

4. Se H é o único subgrupo em G de ordem n, então H é subgrupo característico em G.

Para indicar que H é um subgrupo característico em G escreveremos H carG. Como a

conjugação por um elemento fixo h de G, g 7→ hgh−1, é um automorfismo de G temos que

todo subgrupo característico é, em particular, um subgrupo normal. Note, ainda, que se φ é

um automorfismo de G e H é um subgrupo característico em G, então a restrição φ|H é um

automorfismo de H. Portanto, segue facilmente que se K carH e H carG, então K carG.

Exemplos 1.20 São exemplos de subgrupos característicos os seguintes subgrupos:

1. O bem conhecido centro de G definido por

Z (G) = {g ∈ G : gh = hg, ∀ h ∈ G} .

2. O subgrupo de Frattini de G Frat (G) que é a interseção de todos os subgrupos maximais

de G, se G possuir subgrupos maximais. Caso contrário, o subgrupo de Frattini de G é

igual ao próprio G.

Proposição 1.21 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Se H carG, então H 0 carG. Em

particular, G(n) carG, para todo inteiro positivo n.

Informalmente, pode-se pensar nos grupos solúveis como “aproximadamente” abelianos.

Por exemplo, podemos considerar que um grupo G está “perto” de ser abeliano se ele contém

um subgrupo normal H tal que tanto H quanto o quociente G
H
sejam abelianos. Generalizando

esta idéia podemos formular a seguinte definição.

Um grupo G é chamado solúvel se existir uma cadeia de subgrupos

{e} = G0 ⊆ G1 ⊆ · · · ⊆ Gn−1 ⊆ Gn = G

tal que

1. Gi−1 é um subgrupo normal em Gi, para todo i = 1, . . . , n.

2. O grupo fator Gi

Gi−1
é abeliano, para todo i = 1, . . . , n.
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Uma cadeia de subgrupos de G com estas propriedades é chamada uma série subnormal

abeliana de G e os quocientes são chamados fatores da série. Como a normalidade não é

necessariamente transitiva, os subgrupos Gi, não necessariamente, são normais em G, 1 ≤ i ≤
n− 1.

Exemplo 1.22 Todo grupo abeliano é solúvel.

Solução. Seja H um subgrupo qualquer de G. Como sabemos H C G e G
H
é abeliano. Assim,

temos que a cadeia

{e} ⊂ H ⊂ G

é a cadeia desejada. ¥

Forneceremos a seguir uma caracterização da solubilidade de um grupo em termos da se-

quência derivada.

Teorema 1.23 Um grupo G é solúvel se, e somente se, sua sequência derivada é limitada, isto

é, se existe um inteiro positivo n tal que

G(n) = {e}.

A partir da caracterização acima formaliza-se o seguinte resultado.

Lema 1.24 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G.

1. Se G é solúvel, então H é solúvel.

2. Qualquer imagem homomórfica de um grupo solúvel é solúvel.

3. Se H é um subgrupo normal em G tal que H e G
H
sejam solúveis, então G é solúvel.

Se um grupo solúvel é finito, então ele contém uma cadeia subnormal abeliana muito especial.

Proposição 1.25 Um grupo solúvel finito G contém uma série subnormal abeliana cujos fa-

tores são todos cíclicos de ordem prima.

Outra importante definição do nosso trabalho é a de grupos supersolúveis. Um grupo é dito

supersolúvel se ele possui uma sérire normal cíclica, isto é, uma série de subgrupos normais

cujos fatores são cíclicos. Grupos supersolúveis são obviamente solúveis, entretanto, grupos

solúveis não são necessariamente supersolúveis. Como exemplo deste último fato, temos o

grupo A4 que não possui subgrupos cíclicos normais distintos de {e}.

Proposição 1.26 Um fator principal de um grupo supersolúvel tem ordem prima e seu sub-

grupo maximal possui índice primo.
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Um grupo G é chamado nilpotente se ele contém uma série de subgrupos

{e} = G0 ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ Gn = G

tal que cada subgrupo Gi−1 é normal em G e cada quociente Gi

Gi−1
está contido no centro de

G
Gi−1

, 1 ≤ i ≤ n. Esta série de subgrupos de G é chamada uma série central de G.

Uma vez que as condições da definição de nilpotência são, obviamente, mais restritivas que

as da definição de solubilidade, é evidente que todo grupo nilpotente é, em particular, solúvel.

Note que da definição acima implica que G1 está contido no centro de G. Se G1 = {e} então
G2 está contido no centro e, assim, sucessivamente. Como a série central acaba, todo grupo

nilpotente tem centro não trivial.

Exemplo 1.27 Todo grupo abeliano é nilpotente.

Forneceremos agora duas caracterizações alternativas para nilpotência. Para isso, definire-

mos indutivamente uma nova série de subgrupos:

γ1 (G) = G, γ2 (G) = G0 e γi (G) =
£
γi−1 (G) , G

¤
.

Precisaremos ainda de uma outra série, que definiremos também indutivamente, nos apoiando

no conceito de centro de um grupo. Denotaremos

ζ0 (G) = {e} e ζ1 (G) = Z (G)

e definiremos indutivamente ζi (G) como sendo o único subgrupo de G tal que

ζi (G)

ζi−1 (G)
= Z

µ
G

ζi−1 (G)

¶
.

O subgrupo ζ i (G) é chamado i-ésimo centro de G.

As sequências de subgrupos

{e} = ζ0 (G) ⊂ ζ1 (G) ⊂ · · · ⊂ ζn (G) ⊂ · · ·

e

G = γ1 (G) ⊃ γ2 (G) ⊃ · · · ⊃ γn (G) ⊃ · · ·

são chamadas série central superior e série central inferior de G, respectivamente. Claramente,

estas são séries centrais. A razão pela qual são chamadas de “superior” e “inferior” ficará clara

a partir dos próximos resultados.

Lema 1.28 Seja
{e} = A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An · · ·

uma série central de G, isto é, uma cadeia de subgrupos normais tal que Ai

Ai−1
⊂ Z

³
G

Ai−1

´
, para

todo i. Então

Ai ⊂ ζ i (G) ,

para todo i.
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Lema 1.29 Seja
{e} = A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An = G

uma série central de G. Então

γi(G) ⊂ An−i+1,

para todo i.

Destes resultados vem a seguinte caracterização para grupos nilpotentes.

Teorema 1.30 Seja G um grupo. Então as seguintes condições são equivalentes:

1. G é nilpotente;

2. Existe um inteiro positivo m tal que ζm (G) = G;

3. Existe um inteiro positivo n tal que γn (G) = {e}.

Também resulta dos lemas que se G é nilpotente, então as séries centrais superior e inferior

de G têm o mesmo comprimento. A este número chamaremos classe de nilpotência de G.

Proposição 1.31 Todo p-grupo finito é nilpotente.

Proposição 1.32 Produtos diretos finitos de grupos nilpotentes são também nilpotentes.

Como sugestão para a demonstração deste resultado note que se G = G1× · · · × Gn, então

γi (G) = γi (G1)× · · · × γi (Gn) ,

para todo índice i.

Proposição 1.33 Seja H 6= {e} um subgrupo normal de um grupo nilpotente G. Então

H ∩Z (G) 6= {e}.

Agora mostraremos que existe um teorema de estruturação para os grupos nilpotentes fini-

tos. Para isso, verificaremos uma propriedade importante dos grupos nilpotentes, que vale

também no caso em que o grupo em questão não seja finito. Um grupo G tem a propriedade do

normalizador se todo subgrupo próprio de G está estritamente contido no seu normalizador.

Proposição 1.34 Seja H um subgrupo próprio de um grupo nilpotente G. Então

H Ã NG(H),

ou seja, se G é nilpotente ele tem a propriedade do normalizador.
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Lembremos que um subgrupo H de um grupo G é chamado subnormal se existe uma cadeia

de subgrupos:

H = H0 ⊂ H1 ⊂ · · · ⊂ Hn = G

tal que Hi−1 C Hi, 1 ≤ i ≤ n.

Corolário 1.35 Seja G um grupo nilpotente finito. Então todo subgrupo de G é subnormal.

Forneceremos agora um teorema de caracterização para os grupos nilpotentes finitos.

Teorema 1.36 Seja G um grupo finito. Então as seguintes condições são equivalentes:

1. G é nilpotente;

2. G tem a propriedade do normalizador;

3. Todo subgrupo de Sylow de G é normal em G;

4. G é o produto direto dos seus subgrupos de Sylow;

5. Todo subgrupo de G é subnormal;

6. Todo subgrupo maximal de G é normal.

Note que o teorema afirma que se G é um grupo nilpotente de ordem

|G| = pn11 · · · pntt ,

então, denotando por Spi, 1 ≤ i ≤ n os pi-subgrupos de Sylow de G, temos que

G = Sp1 × · · · × Spn.

O subgrupo de Fitting de um grupo finito G, denotado por

Fit (G) ,

é o maior subgrupo normal nilpotente de G.

Teorema 1.37 Se G é um grupo supersolúvel, então Fit (G) é nilpotente e G
Fit(G)

é um grupo

abeliano finito. Em particular, G0 é nilpotente.

Dados um grupo finito G e p um número primo divisor da ordem de G, sabemos que um

p-subgrupo de Sylow de G é um subgrupo de G cuja ordem é tal que

pk | |G| mas pk+1 - |G| ,

com k ∈ Z+. Faremos agora uma generalização desta definição.
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Se π é um conjunto não vazio de números primos, então um π-número é um inteiro n tal

que todos os seus fatores primos pertencem a π. O complementar de π no conjunto de números

primos é denotado por π0 e, assim, um π0-número é um inteirom tal que nenhum de seus fatores

primos pertence a π.

Seja G um grupo finito. Então G é chamado um π-grupo se a ordem de cada um de seus

elementos é um π-número.

Se G é um grupo finito, então um π-subgrupo H de G tal que [G : H] é um π0-número é

chamado de π-subgrupo de Hall de G.

Sabemos que os p-subgrupos de Sylow sempre existem, e que são conjugados entre si. Entre-

tanto, os π-subgrupos de Hall nem sempre existem. Por exemplo, sejam G = A5 e π = {3, 5}.
Como |A5| = 60, um π-subgrupo de Hall teria índice 4 e ordem 15, mas não existe tal subgrupo.

Queremos estudar condições sob as quais tais subgrupos existem e, quando existirem, se são

conjugados entre si. O próximo resultado afirma que em um grupo solúvel finito, π-subgrupos

de Hall sempre existem e são conjugados entre si.

Teorema 1.38 (P. Hall) Se G é um grupo solúvel finito de ordem mn, com

mdc (m,n) = 1,

então G contém um subgrupo de ordem m. Além disso, quaisquer dois subgrupos de ordem m

são conjugados.

Este teorema de P. Hall nos diz que em grupos solúveis finitos, π-subgrupos de Hall sempre

existem, para todo conjunto de primos. A seguir veremos que vale a recíproca deste teorema.

Teorema 1.39 (P. Hall) Se G é um grupo finito que possui um p0-subgrupo de Hall, para todo

primo p, então G é solúvel.

Teorema 1.40 Um grupo finito G é solúvel se, e somente se, todo subgrupo de Sylow de G

possui complementar em G.

Teorema 1.41 (Teorema de Shur-Zassenhaus) SejamG um grupo finito eH um π-subgrupo

normal em G. Então G contém um π0-subgrupo K, que é um complementar de H em G. Além

disso, se H ou G
H
é solúvel, então quaisquer dois π0-subgrupos de G são conjugados em G.

A hipótese de que N é normal não pode ser retirada do teorema. De fato, sejam G = A5 e

N um 2-subgrupo de Sylow de G; logo |N | = 4, [G : N ] = 15 e mdc (4, 15) = 1. Portanto, G
está nas condições do teorema, porém, G = A5 não possui subgrupo de ordem 15. Concluímos,

desta forma, que se N não for normal, o resultado nem sempre é válido.
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Capítulo 2

Grupos injetivos

A teoria dos grupos abelianos é uma parte importante na teoria de grupos, mas, além

da propriedade comutativa, esta categoria de grupos possui outras propriedades que serão

de grande relevância para o nosso propósito. Em todo este capítulo, todos os grupos serão

abelianos, portanto, novamente adotaremos a notação aditiva.

2.1 Grupos divisíveis

Dizemos que G é um grupo divisível se para cada g ∈ G e cada n ∈ Z∗ existe h ∈ G tal que

g = nh,

isto é, se a função ϕ : G→ G, definida por

ϕ(g) = ng,

é sobrejetora, para cada n ∈ Z∗.
Note que um quociente de um grupo divisível é também divisível. Como todo subgrupo H

de G é normal em G e G é divisível temos que

g +H = nh+H = n(h+H),

com h ∈ G e n ∈ Z+.

Exemplos 2.1

1. Entre os grupos divisíveis infinitos mais conhecidos estão: Q, R, C, C∗ e R+.

2. Nenhum grupo finito não trivial é divisível.

Observemos que um subgrupo de um grupo divisível não necessariamente é divisível. Por

exemplo: Z é um subgrupo de Q mas, enquanto Q é divisível, Z não o é.
Observemos, também, que se

G = H ⊕K
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e G é divisível, então H e K também o são. É possível estender este argumento para uma soma

direta de uma quantidade arbitrária de subgrupos.

A recíproca deste resultado também é válida, como veremos a seguir.

Proposição 2.2 Se os grupos Gi, com i ∈ I, são divisíveis, então

G =
X
i∈I

Gi

é um grupo divisível.

Prova. Consideremos n ∈ Z+ e
g ∈ G =

X
i∈I

Gi.

Como

g = g1 + · · ·+ gk

e cada Gi é divisível temos que existem h1 ∈ G1, . . . , hk ∈ Gk tais que

g1 = nh1, . . . , gk = nhk.

Então

g = nh1 + · · ·+ nhk = n (h1 + · · ·+ hk) .

Portanto, G é divisível. ¥

Proposição 2.3 (p-grupos de Prüfer) Seja p um número primo fixado. Então todos os sub-
grupos do grupo

Z(p∞) =

½
a

pn
+ Z ∈ Q

Z
: a ∈ Z e n ∈ Z+

¾
=

½
a

pn
+ Z : a ∈ Z , 0 ≤ a < pn e n ∈ Z+

¾
são da forma

Cn =

¿
1

pn
+ Z

À
,

com n ∈ Z+. Em particular,

Z(p∞) =
[
n∈Z+

Cn

e Z(p∞) é um grupo divisível. O grupo Z(p∞) é chamado p-grupo de Prüfer.

Prova. É claro que

Cn =

¿
1

pn
+ Z

À
=

½
0,
1

pn
,
2

pn
, . . . ,

pn − 1
pn

¾
, ∀ n ∈ N,

é um subgrupo próprio de Z(p∞) com |Cn| = pn. Note que Cn ⊆ Cn+1, para todo n ∈ Z+.
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Reciprocamente, seja H um subgrupo próprio de Z(p∞). Vamos provar primeiro que

a

pm
+ Z ∈ H − {Z}, com mdc(a, p) = 1 ⇒ b

pn
+ Z ∈ H, ∀ b ∈ Z, com n ≤ m,

ou seja, ½
0,
1

pn
,
2

pn
, . . . ,

pn − 1
pn

¾
⊆ H.

De fato, como mdc(a, p) = 1 temos que existem r, s ∈ Z tais que ar + spm = 1. Logo, para

todo b ∈ Z e n ≤ m, obtemos

b = b · 1 = abr + bspm ⇒ b

pn
= bpm−nr

a

pm
+ bspm−n.

Assim,
b

pn
+ Z = bpm−nr

µ
a

pm
+ Z

¶
∈ H.

Portanto, existe um menor inteiro k ∈ N (H 6= Z(p∞)) tal que

H =

½
a

pm
+ Z : a ∈ Z e m ≤ k

¾
e H ⊆ Ck.

Logo, todo subgrupo próprio de Z(p∞) é da forma desejada.
Finalmente, dados g ∈ Z(p∞) e k ∈ Z+, com k = prl e mdc(p, l) = 1. Logo,

g =
a

pn
+ Z, para algum a ∈ Z, com 0 ≤ a < pn.

Seja

g1 =
a

pn+r
+ Z.

Então prg1 = g. Como mdc (pn+r, l) = 1 temos que existem x, y ∈ Z tais que

xpn+r + yl = 1.

Logo,

g1 = g1 · 1 = g1
¡
xpn+r + yl

¢
= xpn+rg1 + lyg1 = lyg1.

Pondo h = yg1, obtemos

kh = prlyg1 = prg1 = g.

Portanto, Z(p∞) é divisível. ¥

Proposição 2.4 Sejam p um número primo fixado e

C0 = {0} ≤ C1 ≤ C2 ≤ · · · ≤ Cn ≤ · · ·

uma cadeia de grupos cíclicos de ordem pn, para cada n ∈ Z+. Então o grupo

G =
[
n∈Z+

Cn,

é isomorfo a Z(p∞).
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Prova. Vamos provar primeiro que: podemos escolher elementos an tais que Cn = hani e
pan+1 = an, para cada n ∈ Z+. Suponhamos, como hipótese de indução, que escolhemos
a0, a1, . . . , an tais que pai+1 = ai, i = 0, . . . , n − 1 e Ci = haii, i = 0, . . . , n. Seja Cn+1 = hai.
Então H = hpai é um grupo cíclico de ordem pn, pois

pn(pa) = pn+1a = 0.

Assim, H = Cn. Logo, an = r(pa), para algum r ∈ Z, com mdc(p, r) = 1. Como |an| = pn

temos que Cn+1 = hrai. Pondo an+1 = ra, obtemos pan+1 = an. Portanto, é possível escolher

elementos a0, a1, . . . , an, . . . tais que Cn = hani e pan+1 = an, para cada n ∈ Z+. Seja σ : G→
Z(p∞) a função definida por

σ(xan) =
x

pn
+ Z, ∀ x ∈ Z.

Então σ está bem definida, pois dados xam, yan ∈ G com m ≤ n, obtemos pn−man = am. Logo,

xam = yan ⇒ (y − xpn−m)an = 0.

Assim, y − xpn−m = kpn, para algum k ∈ Z, pois |an| = pn. Portanto,

y

pn
+ Z =

xpn−m + kpn

pn
+ Z =

x

pm
+ Z⇒ σ(xam) = σ(yan).

Agora, vamos provar que σ é um homomorfismo de grupos. Dados a, b ∈ G, existe n ∈ Z+ tal
que a, b ∈ Cn. Logo, existem x, y ∈ Z.tais que a = xan e b = yan. Assim,

σ(a+ b) = σ(xan + yan) = σ((x+ y)an)

=
x+ y

pn
+ Z =

µ
x

pn
+ Z

¶
+

µ
y

pn
+ Z

¶
= σ(a) + σ(b).

Portanto, σ é um homomorfismo de grupos. É claro que σ é um epimorfismo.

Finalmente,

a ∈ Ker (σ)⇔ σ(a) = Z⇔ ∃ x ∈ Z e n ∈ Z+, tais que σ(xan) = Z⇔
x

pn
+ Z = Z.

Logo, pn é um divisor de x. Portanto, a = xan = 0, isto é, Ker (σ) = {0} e σ é um monomor-

fismo. ¥

Observemos que o p-grupo de Prüfer pode ser entendido como o p-subgrupo de Sylow de Q
Z ,

que consiste de todos o elementos de Z (p∞) cuja ordem é uma potência de p.

Proposição 2.5 Sejam G um grupo e D um subgrupo divisível de G. Então D é um subgrupo

característico em G.

Prova. Sejam d ∈ D e

ϕ ∈ Aut (D) .
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Como D é divisível existe n ∈ Z+ tal que

g = nh,

para algum h ∈ G. Então

ϕ (g) = ϕ (nh) = nϕ (h) .

Portanto, D é um subgrupo característico em G. ¥

2.2 Grupos injetivos

Um grupo G é chamado injetivo se, dados um monomorfismo de grupos μ : H → K e um

homomorfismo de grupos α : H → G, com H e K grupos, existe um homomorfismo de grupos

β : K → G

tal que

α = β ◦ μ,

em outras palavras, tal que o diagrama

Figura 2.1: Diagrama

comuta.

Como μ é injetiva temos que

H ' Im (μ) < K.

Suponhamos que, de fato, H seja subgrupo deK e μ seja a aplicação inclusão, então a afirmação

de que G seja injetivo implica que o homomorfismo de grupos α : H → G pode ser estendido a

um homomorfismo de grupos β : K → G, de modo que

α = β|H .

Teorema 2.6 (Baer) Um grupo G é injetivo se, e somente se, ele é divisível.

Prova. Suponhamos que G seja injetivo e consideremos g um elemento qualquer de G e n ∈ Z∗.
A função

α : nZ→ G
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definida por α(nx) = xg é um homomorfismo de grupos. Se i : nZ→ Z é a aplicação inclusão,
então, por hipótese, existe um homomorfismo de grupos β : Z→ G tal que α = β ◦ i. Logo,

g = α (n) = (β ◦ i) (n) = β (n) = nβ (1) = nh,

com h = β (1). Portanto, G é divisível.

Reciprocamente, suponhamos que G seja divisível. Dados grupos H, K, um monomorfismo

μ : H → K e um homomorfismo α : H → G. Podemos supor, sem perda de generalidade, que

H é um subgrupo de K, pois podemos identificar H com Im (μ). Seja S o conjunto de todas
as extensões parciais γ : L→ G de α, isto é, se H < L < K, então

γ (h) = α (h) ,

para todo h ∈ H. Dados γ1, γ2 ∈ S, definimos

γ1 ≤ γ2 ⇔ L1 < L2 e γ1 = γ2|L1.

É fácil verificar que ≤ é uma ordem parcial sobre S. Seja C = {γi : Li → G : i ∈ I} uma cadeia
qualquer de S. Faça

L =
[
i∈I

Li.

Então é fácil verificar que L é um subgrupo maximal de G. Seja γ : L → G definida por

γ (x) = γi (x). Então é claro que γ ∈ S e γ é uma cota superior de C. Assim, pelo Lema de
Zorn, S contém um elemento maximal, digamos β : L→ G.

Afirmação. L = K.

De fato, se L 6= K, então existe k ∈ K tal que k /∈ L. Logo, M = L+ hki < K. Então L ⊂M ,

o que contradiz a maximalidade de L.

Se

L ∩ hki = {0} ,

então M = L⊕ hki e β1 :M → G definida por

β1 (x) =

(
0, se x ∈ hki
β (x) , se x ∈ L,

é tal que β = β1|L o que contradiz a maximalidade de β. Se

L ∩ hki 6= {0} ,

então existe um menor inteiro positivo m tal que mk ∈ L. Suponhamos que β “leva” mk em

g ∈ G. Como G é divisível temos que g = mg1, para algum g1 ∈ G. Agora, todo elemento de

M pode ser escrito de modo único sob a soma

x+ tk, com x ∈ L e 0 ≤ t < m,
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pois m é mínimo. Assim, podemos definir uma função β2 :M → G por

β2 (x+ tk) = β (x) + tg1.

Verifica-se facilmente que β2 é um homomorfismo de grupos tal que β = β2|L o que contradiz
a maximalidade de β. Portanto, G é um grupo injetivo ¥

A consequêcia mais importante do teorema anterior é a propriedade do fator de soma direta

dos grupos divisíveis.

Corolário 2.7 Se D é um subgrupo divisível de um grupo G, então

G = D ⊕E,

para algum subgrupo E.

Prova. Consideremos a aplicação inclusão i : D → G. Como D é um grupo divisível temos,

pelo Teorema 2.6, que D é um grupo injetivo. Assim, para cada homomorfismo de grupos

α : D→ D, existe um homomorfismo de grupos β : G→ D tal que

α = β ◦ i = β|D.

Em particular, isto vale para α = ID. Assim,

β (d) = ID (d) = d,

para todo d ∈ D. Se g ∈ G, então β (g) ∈ D. Assim,

β (β (g)) = β (g) ,

ou seja,

β2 (g) = β (g) .

Logo, (g − β (g)) ∈ Ker (β) = E. Portanto,

G = D + E.

pois g = β (g) + (g − β (g)), para todo g ∈ G.

Finalmente, seja d ∈ D ∩ E. Como d ∈ D temos que d = β (d). Por outro lado, d ∈ E =

Ker (β). Logo, d = β (d) = 0. Portanto, G = D ⊕E. ¥

Em outras palavras, o que o corolário acima afirma é que se um grupoG possui um subgrupo

divisível, este subgrupo é um fator de soma direta de G.

Um grupo G chama-se reduzido se não possui subgrupos divisíveis não triviais. O subgrupo

divisível maximal de G é a união de todos os subgrupos divisíveis de G e será denotado por

d (G).

21



Teorema 2.8 Seja G um grupo. Então existe um único subgrupo divisível maximal de G. Além
disso,

G = d (G)⊕ E,

com E um grupo reduzido.

Prova. Pelo Corolário 2.7,
G = d (G)⊕ E,

para algum E. Note que E = d (E)⊕K, para algum K. Assim,

G = d (G)⊕ d (E)⊕K.

Mas

d (G)⊕ d (E)

é divisível e d (G) é seu subgrupo divisível maximal. Logo,

d (E) = {0} .

Portanto, E é reduzido. ¥

Observe que se d (G) = G então G é divisível e se d (G) = {0}, então G é reduzido.

Exemplo 2.9 d (Q) = Q e d (Q∗) = Q+.

Lema 2.10 Se G é um grupo livre de torção, n ∈ N e h, h0 ∈ G tais que nh = nh0, então

h = h0.

Prova. Como nh = nh0 temos que

n (h− h0) = nh− nh0 = 0⇒ h− h0 = 0,

pois G é livre de torção. Portanto, h = h0. ¥

Teorema 2.11 Seja G um grupo livre de torção. Então G é divisível se, e somente se, G é

um espaço vetorial sobre Q. Em particular, G é uma soma direta de cópias de Q.

Prova. Sejam g ∈ G e m
n
∈ Q. Como G é divisível e livre de torção existe um único h ∈ G tal

que g = nh. Definamos uma composição externa ∗ sobre G, ∗ : Q×G→ G, por

m

n
∗ g = mg =

⎧⎪⎨⎪⎩
(m− 1)g + g, se m > 0

0, se m = 0

(−m)(−g) = (m+ 1)g − g, se m < 0.

Então é fácil verificar que G é um espaço vetorial sobre Q.
Reciprocamente, suponhamos que G seja um espaço vetorial sobre Q. Dado g ∈ G e n ∈ Z∗,

existe

h =
1

n
· g ∈ G

tal que nh = g. Portanto, G é um grupo divisível. ¥
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Lema 2.12 O subgrupo de torção de um grupo divisível G é também divisível.

Prova. Suponhamos que G seja divisível. Sejam

g ∈ T (G)

e m a ordem de g, ou seja, mg = 0. Como G é divisível temos que, para cada n ∈ Z∗, existe
h ∈ G tal que g = nh. Assim,

(nm)h = m (nh) = mg = 0

e h ∈ T (G). Portanto, T (G) é divisível. ¥

Teorema 2.13 Se G é um p-grupo divisível, então G é uma soma direta de p-grupos de Prüfer.

Prova. Seja G um p-grupo divisível não trivial. Note que G possui um subgrupo isomorfo a

Z (p∞). Sejam g1 ∈ G de ordem p e C1 = hg1i o grupo cíclico gerado por g1. Escolha g2 ∈ G

tal que pg2 = g1. Então C2 = hg2i é um grupo cíclico de ordem p2 com C1 ≤ C2 .Prosseguindo

dessa forma, obtemos uma cadeia

C0 = {0} ≤ C1 ≤ C2 ≤ · · · ≤ Cn ≤ · · ·

de grupos cíclicos de ordem pn, para cada n ∈ Z+. Seja

C =
[
n∈Z+

Cn.

Então, pela Proposição 2.4, C é isomorfo a Z (p∞) e C é um grupo divisível. Portanto, é um

fator de soma direta de G.

Agora, seja S o conjunto de todos os subgrupos de G que sejam isomorfos a Z (p∞) e seja

T =

(
X ⊆ S :

X
i∈I

Hi existe, ∀ Hi ∈ X

)
.

Então, pelo Lema de Zorn, T possui um elemento maximal, digamos X0. Seja

H =
X
i∈I

Hi, Hi ∈ X0,

Então, pela Proposição 2.2, H é um subgrupo divisível de G. Assim,

G = H ⊕K,

para algum K.

Afirmação. K = {0}.
De fato, se K 6= {0}, então K contém um subgrupo P isomorfo a Z (p∞). Logo,

X0 ∪ {P} ∈ T,

o que contradiz a maximalidade de X0. Portanto, G é uma soma direta de cópias de Z (p∞).¥

Agora é possível caracterizar os grupos divisíveis. O teorema seguinte descreve completa-

mente a classe dos grupos divisíveis.
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Teorema 2.14 (Decomposição dos Grupos Divisíveis) Todo grupo divisível G é soma di-
reta de p-grupos de Prüfer e de cópias de Q.

Prova. Seja G um grupo divisível. Então

G = T (G)⊕H,

com H livre de torção. Pelo Teorema 2.11, H é isomorfo a uma soma direta de cópias de Q.
Sabemos que T (G) é soma direta de p-grupos divisíveis. Logo, pelo Teorema 2.13, cada um
desses p-grupos divisíveis é uma soma de cópias de Z (p∞). Portanto, todo grupo divisível é
soma direta de cópias de Q e de Z (p∞). ¥

2.3 Subgrupos puros

Sejam G um grupo e P um subgrupo de G. Então P é chamado subgrupo puro de G se para

todo n ∈ Z,
P ∩ nG = nP.

É sempre verdade que

nP ⊆ P ∩ nG.

Se p ∈ P ∩ nG, então p ∈ nP , isto é, se p ∈ P e p = ng, para algum g ∈ G, então existe p0 ∈ P

tal que

p = np0.

Proposição 2.15 Seja G um grupo. Todo fator de soma direta de G é um subgrupo puro.

Prova. Seja G = H ⊕K. Se h ∈ H e h = ng, então g = h0 + k0, com h0 ∈ H e k0 ∈ K. Assim,

ng = nh0 + nk0 ⇒ h = nh0 + nk0.

Logo,

nk0 = h− nh0 ∈ H ∩K = {0} .

Portanto, P é um subgrupo puro. ¥

Proposição 2.16 Sejam G um grupo e P um subgrupo de G tal que G
P
é livre de torção. Então

P é puro.

Prova. Se
p = ng,

então

g + P ∈ G

P
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possui ordem finita. Como G
P
é livre de torção,

g + P = P.

Logo g ∈ P . ¥

Sejam G um grupo de torção e B um subgrupo de G. Então B é chamado subgrupo básico

de G se:

1. B é uma soma direta de grupos cíclicos.

2. B é um subgrupo puro de G.

3. G
B
é um grupo divisível.

Seja G um grupo. Então G é chamado um grupo limitado se

nG = {0} ,

para algum n ∈ N.

Teorema 2.17 (Prüfer-Baer) Seja G um grupo limitado. Então G é uma soma direta de

grupos cíclicos.

25



Capítulo 3

Grupos quasi-injetivos finitos

Neste capítulo trataremos do principal objeto do nosso trabalho, os grupos quasi-injetivos

finitos. A definição de tais grupos foi motivada a partir do fato de não existirem grupos injetivos

não triviais de ordem finita. Uma demonstração para este fato pode ser encontrada em [9].

A palavra grupo, neste capítulo, significa, salvo menção em contrário, grupo finito. A partir

deste ponto usaremos a notação mais conveniente, aditiva ou multiplicativa, para cada caso em

questão.

3.1 Resultados básicos

Neste seção apresentaremos algumas definições e resultados básicos da teoria de grupos

que serão necessários para as seções subsequentes, o leitor interessado em mais detalhes pode

consultar [7, 10, 12].

Teorema 3.1 (N/C Lema) Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Então:

1. CG(H) é um subgrupo normal em NG(H) e

NG(H)

CG(H)
' K ≤ Aut (H) .

2. Inn(G) é um subgrupo normal em Aut (G) e

G

Z(G) ' Inn(G).

Exemplo 3.2 Se G = Q8 é o grupo dos quatérnios de ordem 8, então existe ϕ ∈ Aut(G) tal
que ϕ /∈ Inn(G) e ϕ2 = IG.

Solução. Como
G

Z(G) ' Z2 × Z2
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e Z2 × Z2 = hx, yi, com x = (1, 0), y = (0, 1) e x2 = y2 = (0, 0), temos que

G = {H, aH, bH, abH},

com H = Z(G) e G0 = H. Assim, a função ϕ : G → G definida por ϕ(a) = a−1, ϕ(b) = b−1 e

ϕ(z) = z−1, para todo z ∈ H, é um automorfismo de G e

ϕ2 = IG, ϕ ∈ CAut(G)(Inn(G)) e ϕy(x) = x[x, y],

que é o resultado desejado. ¥

Proposição 3.3 Sejam α : G → H um homomorfismo de grupos e P um subgrupo de G. Se

α = β|P , então
Ker(α) = Ker(β) ∩ P.

Sejam G um grupo e H um subgrupo em G. Dizemos que H é completamente invariante

em G se para todo endomorfismo de grupos φ : G→ G temos que φ (H) ⊆ H. Observe que se

H é completamente invariante em G, então H é um subgrupo característico (normal) em G.

Exemplo 3.4 Seja G um grupo. Então, pelo item (4) do Lema 1.17, o subgrupo derivado G0

de G é completamente invariante em G.

Sejam G um grupo e H um subgrupo normal em G. Dizemos que um subgrupo K de G é

um fator direto de H em G se as seguintes condições são satisfeitas:

1. H ∩K = 1.

2. G = HK.

Note que se os fatores existem para um subgrupo H, então eles são únicos, a menos de isomor-

fismo, pois
G

H
=

HK

H
' K

H ∩K = K.

Sejam G um grupo e M um subgrupo de G. Dizemos que M é um subgrupo minimal de G

se M 6= 1 e se K é um subgrupo de G tal que se 1 ⊆ K ⊆ M , então K = 1 ou K = M . Por

exemplo, se G = {1, a, b, c}, com a2 = b2 = c2 = 1, então M = {1, a} é um subgrupo minimal

de G.

Seja G um grupo abeliano. Dizemos que G é abeliano elementar se todos os elementos de

G diferentes da identidade são de ordem p, para algum número primo p. Neste caso, |G| = pn,

para algum n ∈ N.

Exemplo 3.5 Se G é um grupo solúvel finito e H é um subgrupo normal minimal em G, então

H é um p-grupo abeliano elementar, para algum número primo p.
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Solução. É fácil verificar que
σ(H 0) ⊆ H 0,

para todo σ ∈ End (H), ou seja, H 0 é completamente invariante em H. Em particular, H 0 é

característico em H. Logo, H 0 é um subgrupo normal em G, pois H é normal em G. Assim,

por hipótese,

H 0 = 1 ou H 0 = H.

Como H é solúvel temos que H 6= H 0. Assim, H 0 = 1 e H é um grupo abeliano. Seja P um

p-subgrupo de Sylow não trivial de H, para algum número primo p. Como P é um subgrupo

normal em H temos que

σ(P ) ⊆ P,

para todo σ ∈ End (H). Assim, P é um subgrupo normal em G. Portanto, pela minimalidade

de H, temos que H = P . ¥

Seja G um grupo. Dizemos que uma cadeia subnormal em G,

1 = G0 ⊆ G1 ⊆ · · · ⊆ Gn−1 ⊆ Gn = G

é uma série principal ou uma série chief para G se Gi 6= Gi+1 e Gi é um subgrupo normal

maximal em G, i = 0, . . . , n− 1.

Proposição 3.6 Seja G um grupo solúvel finito. Então os fatores de toda série chief de G são

grupos abelianos elementares.

Prova. Vamos usar indução sobre o comprimento da série chief. Seja

1 = G0 ⊆ G1 ⊆ · · · ⊆ Gn−1 ⊆ Gn = G

uma série chief para G. Se n = 2, então G1 é um subgrupo normal minimal em G, pois não

existe K C G tal que 1 ⊆ K ⊆ G1. Logo, pelo Exemplo 3.5,

G1 =
G1

G0

é um grupo abeliano elementar. Suponhamos que o resultado seja válido para todo m, com

1 < m < n. Então, pelo Teorema da Correspondência,

1 =
G1

G1
⊆ · · · ⊆ Gn−1

G1
⊆ Gn

G1
=

G

G1

é uma série chief para G
G1
. Como ¯̄̄̄

G

G1

¯̄̄̄
< |G|

temos que
Gi+1

G1
Gi

G1

, i = 1, . . . , n− 1,
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são grupos abelianos elementares. Mas, pelo Terceiro Teorema de Isomorfismo,

Gi+1

G1
Gi

G1

' Gi+1

Gi
, i = 1, . . . , n− 1.

Portanto, os fatores são grupos abelianos elementares. ¥

Corolário 3.7 Seja G um grupo supersolúvel finito. Então os fatores de toda série chief de G

são grupos abelianos elementares.

Seja G um p-grupo abeliano. Dizemos que G é um grupo homocíclico se G é um produto

direto de subgrupos cíclicos Hi, com |Hi| = pn e n ∈ N. Por exemplo,

G = Zpn × · · · × Zpn ,

com k fatores.

Observemos que Q8 possui todos os subgrupos normais. Tais grupos são conhecidos como

grupos de Dedekind. Como exemplos de grupos de Dedekind temos toda a classe dos gupos

abelianos. Se um grupo não é abeliano e, ainda assim, possui todos os subgrupos normais, ele

é chamado Hamiltoniano.

Teorema 3.8 Um grupo G é Hamiltoniano se, e somente se,

G = A+B +D,

com A um grupo dos quatérnios, B um 2-grupo abeliano elementar e D um grupo de torção

cujos elementos são todos de ordem ímpar.

Teorema 3.9 (Argumento de Frattini) Sejam G um grupo finito e K um subgrupo normal

em G. Se P é um p-subgrupo de Sylow de K, para algum número primo p, então

G = KNG(P ).

Em particular, se G é um p-grupo finito, então

G = G0Gp.

Corolário 3.10 Seja G um p-grupo finito, para algum número primo p. Então

G

Frat (G)

é um grupo abeliano elementar.

Teorema 3.11 Sejam G um grupo, P um p-subgrupo de Sylow de G abeliano e N = NG (P ).

Então:
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1.

P ∩G0 = P ∩N 0 ou P = (P ∩N 0)× (P ∩Z (N)) .

2. O p-grupo quociente maximal de G é isomorfo a P ∩Z (G).

Teorema 3.12 (Torre de Sylow) Seja G um grupo supersolúvel de ordem

|G| = pn11 pn22 · · · pnkk ,

com pi um número primo e pi > pi+1, para cada i = 1, . . . , r. Então, para cada k, temos que

P1P2 · · ·Pk

é um subgrupo normal em G.

Sejam p um número primo e k ∈ N. Denotaremos o grupo Ωpk (G) por

Ωpk (G) =
D
g ∈ G : gp

k

= 1
E
.

Teorema 3.13 Sejam G um p-grupo abeliano e σ ∈ Aut (G). Se

σ|Ωp(G) = IG,

então σ = IG.

3.2 Grupos quasi-injetivos

Nesta seção apresentaremos uma caracterização para os grupos quasi-injetivos finitos.

Um grupo G é chamado quasi-injetivo se para qualquer subgrupo H de G e para qualquer

homomorfismo de grupos α : H → G existe um endomorfismo β : G→ G tal que

β|H = α.

Note que um grupo G é quasi-injetivo quando todo homomorfismo de grupos, de qualquer

um de seus subgrupos nele mesmo, pode ser estendido a um endomorfismo global.

Exemplo 3.14 O grupo dos quatérnios Q8 é quasi-injetivo.

Solução. Seja Q8 = ha, bi com b4 = a4 = e e ab = a−1. Então qualquer endomorfismo

β : Q8 → Q8 é completamente determinado por β(a) e β(b). Os subgrupos próprios de Q8 são:

ha2i = hb2i = h(ab)2i, hai, hbi e habi. Portanto, dado qualquer subgrupo H de Q8 e qualquer

homomorfismo de grupos α : H → Q8 é fácil verificar que existe um endomorfismo β : Q8 → Q8

tal que β|L = α. ¥

Lema 3.15 Seja G um grupo quasi-injetivo.
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1. Se H é um fator direto de G, então H é quasi-injetivo.

2. Se H é um subgrupo completamente invariante de G, então H é quasi-injetivo.

3. Se um subgrupo completamente invariante H de G possui um elemento de ordem n, então

H contém todos os elementos de ordem n.

Prova. (1) Suponhamos que H seja um fator direto de G. Então existe um subgrupo K de G

tal que G = HK e H ∩K = 1. Consideremos as funções i : H → G definida por i(h) = h e

p : G→ H definida por p(hk) = h. Logo,

(p ◦ i)(h) = p(i(h)) = p(h) = h, ∀ h ∈ H,

isto é, p ◦ i = IH . Dados L um subgrupo qualquer de H e α : L→ H qualquer homomorfismo

de grupos. Assim, i ◦ α : L → G é um homomorfismo de grupos. Como G é quasi-injetivo

temos que existe um endomorfismo γ : G→ G tal que

γ|L = i ◦ α.

Agora, vamos definir β : H → H por

β = p ◦ (γ|L).

Então

β (h) = (p ◦ (γ|L)) (h) = (p ◦ (i ◦ α)) (h) = ((p ◦ i) ◦ α) (h)
= (IH ◦ α) (h) = IH (α (h)) = α (h) , ∀ h ∈ L,

isto é,

β|L = α.

Portanto, H é quasi-injetivo.

(2) Suponhamos que H seja um subgrupo completamente invariante de G. Dados L um

subgrupo qualquer deH e α : L→ H um homomorfismo de grupos qualquer. Assim, i◦α : L→
G é um homomorfismo de grupos. Como G é quasi-injetivo temos que existe um endomorfismo

γ : G→ G tal que

γ|L = i ◦ α.

Assim, existe um endomorfismo β = γ|H : H → H tal que

β|L = α,

pois γ(H) ⊆ H. Portanto, H é quasi-injetivo.

(3) Sejam H um subgrupo completamente invariante de G,

α : H → G
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um homomorfismo de grupos e h ∈ H um elemento de ordem n. Como G é quasi-injetivo,

existe um endomorfismo β : G→ G tal que

β|H = α

e g = β(h), para algum g ∈ G de ordem n. Por outro lado,

g = β(h) ∈ β(H) ⊆ H,

Portanto, H contém todos os elementos de ordem n. ¥

Lema 3.16 Seja
G = HK, com mdc (|H| , |K|) = 1.

Então G é um grupo quasi-injetivo se, e somente se, H e K também o são.

Prova. Seja G um grupo quasi-injetivo. Então, pelo item (1) do Lema 3.15, H é quasi-injetivo.

De forma análoga, prova-se que K também é quasi-injetivo.

Reciprocamente, seja G = HK, comH eK quasi-injetivos. Dados L um subgrupo qualquer

de G e α : L→ G um homomorfismo de grupos. Então, pelo Exemplo 1.3, obtemos

L = (L ∩H) (L ∩K) .

Logo, existem endomorfismos

β1 : H → G e β2 : K → G

tais que

β1|L∩H = α|L∩H e β2|L∩K = α|L∩K,

pois L ∩H < H e L ∩K < K. Assim, pelo Teorema 1.10, a função β : G→ G definida por

β(hk) = β1(h)β2(k),

com h ∈ H e k ∈ K, é um endomorfismo de G tal que

β|L = α.

Portanto, G é quasi-injetivo. ¥

Exemplo 3.17 O gupo G = Q8 ×Q8 não é quasi-injetivo.

Solução. Sejam Q8 = ha, bi e Q8 = hc, di. Pondo H = hai e K = haci, obtemos

H ∩K = 1, [a, ac] = 1 e L = HK.

Seja α ∈ Aut (L) definido por α (a) = ac. Então seG fosse quasi-injetivo, então é fácil encontrar

β ∈ Aut (G) tal que
β|L = α.
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Como H C G temos que K = β (H) = α(H) C G. Portanto,

(ac)b = b (ac) b−1 = a−1c = a2 (ac) /∈ K,

o que é uma contradição, ¥

Este exemplo ratifica a necessidade da hipótese do Lema 3.16 de que mdc (|H| , |K|) = 1.

Teorema 3.18 Todo grupo quasi-injetivo é supersolúvel.

Prova. Seja G um grupo quasi-injetivo finito. Suponhamos, por absurdo, que o resultado seja

falso. Então podemos escolher um subgrupo normal minimal H em G tal que um fator chief H
K

seja um grupo abeliano não elementar, com K C G. Logo,¯̄̄̄
H

K

¯̄̄̄
= pnm,

com n ≥ 2, m ≥ 2 e mdc(m, p) = 1, para algum número primo p. Seja

P ∈ Sylp
µ
H

K

¶
.

Como
¯̄
P
¯̄
= pn temos que existe Kp C P tal que¯̄̄̄

P

Kp

¯̄̄̄
= p.

Assim, pelo Terceiro Teorema do Isomorfismo, temos que Kp C P < H e que¯̄̄̄
P

Kp

¯̄̄̄
= p.

Logo, existe um homomorfismo de grupos α : P → G, com

Ker (α) = Kp (K ⊂ Kp) e

¯̄̄̄
P

Kp

¯̄̄̄
= p.

Por outro lado, comoG é um grupo quasi-injetivo temos que existe um endomorfismo β : G→ G

tal que

β|P = α e Kp = Ker(α) = Ker(β) ∩ P C H.

Portanto,

K ⊂ H ∩Ker(β) ⊂ H ⇒ {K} 6= H

H ∩Ker(β) <
H

K
,

o que é uma contradição. ¥

Observação 3.19 O Exemplo 3.17 prova que a recíproca do Teorema 3.18 é falsa.

O próximo teorema é bastante usado para determinar a estrutura dos grupos quasi-injetivos.
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Teorema 3.20 Sejam G um grupo quasi-injetivo e K um subgrupo de G. Se H é um subgrupo

subnormal em K, então H é um subgrupo normal em K.

Prova. Como H é subnormal temos que existe uma cadeia subnormal

H = H0 ⊆ H1 ⊆ · · · ⊆ Hn−1 ⊆ Hn = L C K.

Podemos supor, usando indução sobre n, que H C L. Suponhamos, por absurdo, que H não

seja normal em K. Então existe k ∈ K tal que

Hk = kHk−1 6= H.

Pondo U = HHk, obtemos

U < L,

pois H é normal em L e Hk é um subgrupo de L. Então o grupo quociente U
H
possui um

subgrupo de ordem p, para algum um número primo p. Logo, pela prova do Teorema 3.18,

existe M C G tal que

H ⊂ U ∩M ⊆ U.

Neste caso, Hk ⊆ M . Então U ⊆ M , o que é uma contradição. Portanto, H é um subgrupo

normal em K. ¥

Corolário 3.21 Seja G um grupo quasi-injetivo. Então qualquer subgrupo nilpotente de G é

um grupo de Dedekind.

Prova. Seja H um subgrupo nilpotente de G. Então, pelo Corolário 1.35, todo subgrupo N de

H é subnormal em H. Assim, pelo Teorema 3.20, N é normal em H Portanto, H é um grupo

de Dedekind. ¥

Lema 3.22 Sejam G um grupo quasi-injetivo e P um p-subgrupo de Sylow de G, para algum

número primo p. Então todos os elementos de ordem p em P tem a mesma altura em P , isto

é, eles estão contidos em subgrupos cíclicos maximais isomorfos de P .

Prova. Sejam G um grupo, g ∈ G, P um p-subgrupo de Sylow de G e a ∈ P , com |a| = p.

Considere

F = {hgi : |g| = pn e a ∈ hgi} .

Note que F 6= ∅ e contém um elemento maximal, digamos hgi ∈ F , com |hgi| = pn e a p-altura

de a sendo igual a n.

Tome b ∈ G, com |hbi| = p. Seja m a p-altura de b. Então existe h ∈ G tal que |hhi| = pm

e b ∈ hhi. Seja ϕ : hai −→ hbi < G um homomorfismo de grupos. Como G é um grupo

quasi-injetivo, existe um homomorfismo de grupos ψ : G −→ G tal que

ψ|hai = ϕ.
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Afirmação. ψ|hai é injetora.
De fato, se w ∈ hgi e ψ (w) = 1, com w 6= 1, então existe s ∈ N tal que a = ws. Logo,

1 = ψ (ws) = ψ (a) = b,

o que é um absurdo.

Pondo t = ψ (g), obtemos que

|t| = |ψ (g)| = |g| = pn.

Como b = ϕ (a) ∈ hti, então temos que m = n. Portanto, todo elemento de ordem p em P tem

a mesma altura em P . ¥

Corolário 3.23 Sejam G um grupo quasi-injetivo e P um p-subgrupo de Sylow de G. Então

P é um grupo homocíclico ou um grupo dos quatérnios de ordem 8.

Prova. Seja
P ∈ Sylp (G) .

Como P é um grupo de Dedekind temos, pelo Teorema 3.8, que ele é abeliano ou é o produto

direto do grupo quatérnio de ordem 8 com um 2-grupo abeliano elementar. Logo, pelo Lema

3.22, P é da forma desejada. ¥

Observação 3.24 O resultado acima implica que se P é um p-subgrupo de Sylow de um grupo

quasi-injetivo, que não é abeliano, então p = 2 e P é um grupo dos quatérnios de ordem 8.

Neste caso, o teorema seguinte prova que P deve ser um fator direto de G.

Teorema 3.25 Seja G um grupo quasi-injetivo. Se Q8 é um 2-subgrupo de Sylow de G, então

G = Q8 ×K,

com K um grupo quasi-injetivo de ordem ímpar.

Prova. Como
Q8 ∈ Syl2 (G)

temos que

Q8 ∈ Syl2 (Q8G
0)

e Q8G
0 C G. Então, pelo argumento de Fratini, obtemos

G = G0NG (Q8) ,

pois Q8 C NG (Q8).

Afirmação. Q8 C G.

De fato, suponhamos por, absurdo, que Q8 não seja normal em G. Então existe um p-elemento

x ∈ G0 tal que

xQ8x
−1 6= Q8.
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Por hipótese, G é supersolúvel e G0 é nilpotente. Então, pelo Teorema 3.20,

H = hxi C G.

Assim, dado σ ∈ Aut(Q8), obtemos δ2 = (σ|H)2 = IH , ou seja, hδi é um subgrupo cíclico de

Aut(Q8). Logo, CQ8 (x) é subgrupo cíclico de ordem 4. Portanto, em cada 2-subgrupo de Sylow
de G temos que cada elemento de ordem 2 centraliza x. Como a função

α : HCQ8 (x)→ H ≤ G

é um homomofismo de grupos temos que existe um endomorfismo β : G→ G tal que

β|HCQ8(x) = α.

Seja

M = Ker (β) .

Então

M ∩HCQ8 (x) = CQ8 (x) .

Por outro lado, como

M ∩HQ8 C HQ8, CQ8 (x) ⊆ HQ8 e M ∩H = 1

temos que

M ∩HQ8 ⊆ CQ8 (x) ,

ou seja,

M ∩HQ8 = CQ8 (x) .

Assim,
(HQ8)M

M
< Im (β) e

(HQ8)M

M
' HQ8

CQ8 (x)
6= {CQ8 (x)} .

Portanto, existe um elemento y de ordem 2 em

HQ8

CQ8 (x)

tal que xy 6= yx, o que é uma contradição.

Finalmente, se P1, . . . , Pk são todos os pi-subgrupos de Sylow de G, com pi números primos

ímpares, i = 1, . . . , k, então, pelo Teorema 3.12,

K = P1 × · · · × Pk ' P1P2 · · ·Pk.

é um subgrupo normal em G. Como o

mdc(|Q8| , |K|) = 1

temos, pelo Lema 3.16, que K é um grupo quasi-injetivo de ordem ímpar. ¥
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Observação 3.26 O Teorema 3.25 e o Lema 3.16 reduzem a discussão a todos os grupos cujos
subgrupos de Sylow são abelianos.

Lema 3.27 Seja G um grupo quasi-injetivo tal que todos os p-subgrupos de Sylow de G são

grupos abelianos. Então G0 é um π-subgrupo de Hall de G e existe H um subgrupo de G tal que

G = G0H, com G0 ∩H = 1.

Além disso, G0 e H são grupos abelianos homocíclicos e

G0 ∩Z (G) = 1.

Prova. Sejam P um p-subgrupo de Sylow de G e N = NG (P ). Então, pelo item (1) do

Teorema 3.11, obtemos

P = (P ∩G0)× (P ∩ Z (N)) .

Afirmação. P ∩G0 = 1 ou P é um subgrupo de G0.

De fato, suponhamos que

P ∩G0 6= 1.

Então P é um subgrupo de G0. Lembremos que, pelo Corolário 3.23, P é um grupo homocíclico

e, pelo item (3) do Lema 3.15, G0 contém todos os elementos de ordem p, donde P∩G0 é um fator

de P . Assim, G0 é um π-subgrupo de Hall de G. Portanto, pelo Teorema de Schur-Zassenhaus,

G contém um π0-subgrupo H tal que

G = G0H, com G0 ∩H = 1.

Finalmente, se P é um subgrupo de G0, então P é um subgrupo normal em G e

P ∩Z (G) = 1.

Assim,

G0 ∩Z (G) = 1,

que é o resultado desejado. ¥

Lema 3.28 Seja G = KH um grupo quasi-injetivo tal que todos os p-subgrupos de Sylow de G

são grupos abelianos, com

K = G0 e H ∩K = 1.

Se P é um p-subgrupo de Sylow de K e h ∈ H, então existe r = r (p, h) ∈ Z tal que kh =

hkh−1 = kr, para cada k ∈ P .

Prova. Podemos supor, sem perda de generalidade, que

P = hk1i × · · · × hkni ,
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com hkii subgrupos cícicos isomorfos, para cada i = 1, . . . , n. Suponhamos que n > 1, pois o

caso n = 1 é claro. Então, pelo Teorema 3.20, os subgrupos hkii, hkji e hkikji são normais em
G, para cada i, j = 1, 2, . . . , n, com i 6= j. Logo, existem r, s, t ∈ Z tais que

khi = kri , khj = ksj e (kikj)
h = (kikj)

t ,

com 0 < r, s, t < |ki| = |kj|. Assim,

kri k
s
j = khi k

h
j = (kikj)

h = ktik
t
j ⇒ kr−ti = kt−sj .

Portanto, para cada k ∈ P , existe r = r (p, h) ∈ Z tal que sh = sr. ¥

Lema 3.29 Seja G = KH um grupo quasi-injetivo tal que todos os p-subgrupos de Sylow de G

são grupos abelianos, com

K = G0 e H ∩K = 1.

Se Kπ é um π-subgrupo de Hall de K, então CH (Kπ) é um fator direto de H. Em particular,

Z (G) = CH (K)

é um fator direto de G.

Prova. Basta provar que se
1 6= xp ∈ CH (Kπ) ,

então existe

z ∈ CH (Kπ) tal que zp = xp.

A função

α : Kπ hxpi→ Kπ

definida por α(kxp) = k é claramente um homomorfismo de grupos. Assim, existe um endo-

morfismo de grupos β : G→ G tal que

β|Kπhxpi = α.

Seja M = Ker (β). Então

M ∩Kπ hxpi = Ker(α) = hxpi .

Note que x /∈ CH (Kπ). Assim, existe y ∈ Im (β) de ordem p com a mesma ação de x em

Kπ. Logo, o conjugado yk pertence a H, para algum k ∈ K, e yk possui a mesma ação de x.

Portanto,

z = x
¡
yk
¢−1 ∈ CH (Kπ)

é o elemento desejado. ¥

Teorema 3.30 Um grupo G é quasi-injetivo se, e somente se, G = Q8×K, com K um grupo

quasi-injetivo de ordem ímpar ou G = K oH tal que:
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1. Sylp(K) e Sylp(H) são homocíclicos.

2. G0 = K.

3. mdc (|K| , |H|) = 1.

4. Para cada h ∈ H, se p é um número primo, com p| |K|, então existe um r = r (p, h) ∈ Z
tal que kh = kr para todo k ∈ Kp.

5. Se Kπ é um π-subgrupo de Hall de K, para algum conjunto de primos π, então CH (Kπ)

é um fator direto de H. Em particular,

Z(G) ∩H = CH (K)

é um fator direto de H.

Prova. Suponhamos que G seja um grupo quasi-injetivo. Então, pelo Teorema 3.25 e, pelos

Lemas 3.27, 3.28 e 3.29, G satisfaz todas as condições desejadas.

Reciprocamente, se G = Q8 ×K, então, pelo Lema 3.16, G é um grupo quasi-injetivo, pois

o

mdc (|Q8| , |K|) = 1.

Agora, suponhamos que G = K o H. Note que dado qualquer subgrupo L de G podemos

supor, sem perda de generalidade, que

L = (L ∩K)× (L ∩H) .

Sejam α : L → G um homomorfismo de grupos qualquer, π o conjunto dos primos que divide

a ordem de
L ∩K

Ker (α|L∩H)
e escolhamos x ∈ G tal que

α (L ∩H) ⊆ Hx.

Então há vários fatos a serem considerados:

1◦ Fato. Se h ∈ L ∩H, então existe c ∈ CH (Kπ) tal que

α (h) = (hc)x .

De fato, a função α1 : L→ G definida por

α1 (y) = x−1α (y)x

é um homomorfismo de grupos tal que

α1 (L ∩H) ⊆ H.
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Assim, para um número primo p ∈ π fixado, podemos escolher k ∈ L ∩K tal que α1 (k) seja

um p-elemento de G, com α1 (k) 6= 1. Logo, pelo item (4), obtemos

α1 (k)
α1(h) = α1 (h)α1 (k)α1 (h)

−1

=
¡
x−1α (h)x

¢ ¡
x−1α (k)x

¢ ¡
x−1α (h)−1 x

¢
= x−1α (h)α (k)α (h)−1 x

= x−1α
¡
hkh−1

¢
x = x−1α

¡
kh
¢
x

= α1 (k)
h

ou, equivalentemente,

α1 (k)
α1(h)h−1 = α1 (k) ,

ou seja, α1 (h)h−1 centraliza α1 (k). É fácil verificar que conjugações sucessivas dos p-elementos

α1 (k) por α1 (h)h−1 mantém o elemento α1 (k) centralizado. Neste caso, α1 (h)h−1 centraliza

todos os elementos de ordem p. Logo, pelo Teorema 3.13, temos que

α1 (h)h
−1 ∈ CH (Kp) .

Portanto,

α1 (h)h
−1 ∈ CH (Kπ) ,

isto é,

α1 (h)h
−1 = c⇔ α (h) = (hc)x , para algum c ∈ CH (Kπ) .

2◦ Fato. Existe um homomorfismo de grupos γ : KL→ G tal que

γ|L = α.

De fato, note que

KL = K (L ∩H) , α (L ∩K) ⊆ Kπ

e para α|L∩K existe um homomorfismo de grupos σ : K → K tal que

σ|L∩K = α|L∩K , σ (Kπ) ⊆ Kπ e σ (k) = 1,

se k é um p0-elemento de K. A função γ : KL→ G definida por

γ (kh) = σ (k)α (h) ,

é o homomorfismo de grupos desejado.

3◦ Fato. Existe um homomorfismo de grupos β : G→ G tal que

β|KL = γ.

De fato, usando indução sobre |G|, basta estender γ à função

β :M → G,
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com M um subgrupo de G tal que ¯̄̄̄
M

KL

¯̄̄̄
= p.

Sejam h ∈ (M ∩H)− L um p-elemento e suponhamos que

γ (hp) = (hpc)x ,

para algum c ∈ CH (Kπ). Então a ordem de c é |c| < |h|. Logo, |c| é menor do que a p-ésima
componente do expoente de H. Assim, pelo item (5), existe d ∈ CH (Kπ) tal que dp = c. Pondo

β (h) = (hd)x ,

obtemos o homomorfismo desejado β :M → G. Portanto, G é um grupo quasi-injetivo. ¥

Exemplos 3.31 São exemplos de grupos quasi-injetivos os seguintes grupos:

1. G = K oϕ H, com K = hai ' Z7, H = hbi ' Z3 e ϕ : H −→ Aut (K) dada por

ϕb (a) = a2. De fato, note que K e H são homocíclicos, mdc (|H| , |K|) = 1, G0 = K,

Kπ = K é um {7}-subgrupo de Hall de G e CH (K) = 1 é um fator direto de H;

2. G = Dpn, com p um número primo ímpar e n ∈ N.
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Capítulo 4

Grupos do tipo injetivo

O conceito de grupo quasi-injetivo dado no capítulo anterior foi criado por L. Fuchs motivado

pelo fato de não existirem grupos injetivos finitos não triviais. Agora, introduziremos um outro

conceito relativo, à extensão de automorfismos de grupos que foi criada por Azevedo e que foi

tratada por ele, Bastos e Juriaans em [2]. No nosso trabalho, estudaremos apenas o caso em

que G é um grupo abeliano.

Um grupo G é do tipo injetivo se para qualquer subgrupo H de G e qualquer automorfismo

de grupos φ existir um automorfismo de grupos ψ tal que

ψ|H = φ.

Sejam o conjunto

L = {ψ ∈ Aut (G) : ψ|H ∈ Aut (H) , para cada H < G}

e a função
T : L −→ Aut (H)

ψ 7−→ ψ|H
.

Então é fácil verificar que L < Aut (G) e T é um homomorfismo de grupos. Note que G é do

tipo injetivo se T é sobrejetora. Em particular, Aut (H) é uma seção de Aut (G), pois

L
Ker (T )

' Aut (H) .

Portanto, uma condição necessária para que um grupo finito G seja do tipo injetivo é que

|Aut (H)| divida |Aut (G)|.

4.1 Resultados básicos

Nesta seção apresentaremos algumas definições e resultados básicos da teoria de grupos que

serão necessários para as seções subsequentes, o leitor interessado em mais detalhes, mais uma

vez, pode consultar [7, 10, 12].
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Teorema 4.1 (Kulikov) Se um grupo G é uma soma direta de grupos cíclicos, então todo

subgrupo de G também é uma soma direta de grupos cíclicos.

Sejam p um número primo e r ∈ N. Um p-grupo é chamado homocíclico do tipo (pr,m) se

ele é a soma direta de m cópias de um grupo cíclico de ordem pr.

Seja G um grupo homocíclico do tipo (pr,m). Dizemos que um conjunto X = {xi : i ∈ Λ},
com Λ um conjunto de índices, é uma base para G se

G =
X
i∈Λ
hxii .

A base X é chamada independente se ela é uma base para o subgrupo de seus geradores.

Teorema 4.2 (Teorema da Base) Sejam G um grupo homocíclico do tipo (pr,m) e H um

subgrupo de G. Então H é uma soma direta de grupos cíclicos e, dada uma base

H = {hi : i ∈ Λ1}

de H, existem uma base X = {xi : i ∈ Λ} de G e um conjunto

N = {ri : ri ∈ N, ∀ i ∈ Λ}

tais que Λ1 ⊂ Λ e hi = xp
ri

i , para cada i ∈ Λ1.

Retomando o conceito de grupos divisíveis dado no Capítulo 2, observamos que, se um

grupo G é divisível, então um elemento g ∈ G é tal que

g ∈ Gn, para cada n ∈ Z+.

Observemos agora, que grupos livres de torção são mais difíceis de lidar do que p-grupos

abelianos, exceto no caso de grupos de posto 1. Por isto, não existe uma classificação satis-

fatória. O conceito de altura nos fornece um importante modo de distinção entre elementos em

grupos livres de torção.

Sejam p um número primo fixo e g um elemento de um grupo abeliano G. A p-altura de g

em G é o único elemento np ∈ Z+ tal que

pnp | |g| , mas pnp+1 - |g| .

Caso contrário, dizemos que g tem p-altura infinita em G.

Seja p1, p2, . . . a sequência dos números primos em sua ordem natural. Se g é um elemento

de G, a altura vetorial de g é definida como

h (g) = (n1, n2, . . .) ,

com ni a pi-altura de g emG. Note que cada ni é∞ ou um inteiro não negativo. Qualquer vetor

h com componentes desse tipo será chamado de altura, sem referência a um grupo abeliano

específico.
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O conunto de todas as alturas pode ser parcialmente ordenado definindo h ≤ h0 sempre que
ni ≤ n0i, para todo i. Aqui, o símbolo ∞ está sujeito a regras habituais. Assim,

0 = (0, 0, . . .)

é a única altura mínima e

∞ = (∞,∞, . . .)

é a única altura máxima.

Se g é um elemento de um grupo com p-altura n, então pg tem p-altura n + 1. Logo,

se a p-altura de um elemento g de G é acrecida de alguns primos p, a altura resultante será

um múltiplo da altura de g. Isso sugere que tais alturas sejam tratadas como equivalentes.

Consequentemente, duas alturas h e h0 são equivalentes se ni = n0i, para quase todo i e ni = n0i
quando ni ou n0i for infinito. Pode-se verificar que esta relação é uma relação de equivalência no

conjunto das alturas. As classes de equivalências são chamadas tipos. O tipo de um elemento

g de um grupo é definido como o tipo de suas alturas vetoriais e será denotado por

t (g) .

O conjunto de todos os tipos pode também ser parcialmente ordenado. Definimos t ≤ t0

para significar que h ≤ h0, com h e h0 as alturas associada aos tipos t e t0, respectivamente.

Claramente, existem um único menor e um único maior tipo.

Suponhamos que G seja um grupo livre de torção de posto ≤ 1 e g1, g2 dois elementos de
G− {1}. Então

hg1i ∩ hg2i 6= {1},

pois {g1, g2} é dependente. Assim, existem m1,m2 ∈ Z∗ tais que

m1g1 = m2g2 6= 1.

Logo, por definição, h (g1) e h (g2) são equivalentes e

t (g1) = t (g2) .

Portanto, todo elemento de G− {1} tem o mesmo tipo, o qual é referido como o tipo de G, em
símbolos t (G).

Proposição 4.3 Sejam G e H grupos abelianos livres de torção de posto ≤ 1. Então G e H

são isomorfos se, e somente se, eles tem o mesmo tipo. Além disso, todo tipo é o tipo de um

grupo abeliano livre de torção de posto 0 ou 1.

4.2 Propriedades dos grupos do tipo injetivo

Lema 4.4 Sejam G um grupo do tipo injetivo e H um subgrupo característico em G, então H

é do tipo injetivo.
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Prova. SejamH um subgrupo característico emG,K um subgrupo qualquer deH e φ : K → K

um automorfismo de grupos. Como K também é um subgrupo de G e G é um grupo do tipo

injetivo, existe um automorfismo de grupos ψ : G→ G tal que

ψ|K = φ.

Por outro lado,

ψ|H ∈ Aut (H) ,

pois H é um subgrupo característico de G. Portanto, H é do tipo injetivo. ¥

Exemplos 4.5 Seja G um grupo do tipo injetivo. Então:

1. O centro Z (G) de G é do tipo injetivo.

2. O subgrupo Frattini Frat (G) de G é do tipo injetivo.

3. O subgrupo Fitting Fit (G) de G é do tipo injetivo.

Lema 4.6 Sejam G um grupo do tipo injetivo e φ : H → H um automorfismo de grupos. Se o

automorfismo de grupos ψ : G→ G é tal que

ψ|H = φ

então:

1. ψ (CG (H)) = CG (H).

2. ψ (NG (H)) = NG (H).

Lema 4.7 Sejam G um grupo e N e H subgrupos de G tais que

G = N oH.

Se G é do tipo injetivo e N é um subgrupo característico em G, então H é do tipo injetivo.

Prova. Sejam
π : G→ H

a projeção de G em H, e (K,φ) uma data em H. Como G é um grupo do tipo injetivo ele

possui uma extensão (G,ψ). Consideremos a função

φ̂ := π ◦ ψ : H → H.

Afirmação: φ̂ ∈ Aut (H).
De fato, note que φ̂ é um homomorfismo de grupos. Se

φ̂ (h) = 1,
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com h ∈ H, então ψ (h) ∈ N . Assim,

h ∈ N ∩H = {1}.

Logo, φ̂ é injetora em H. Dado h1 ∈ H, obtemos

h1 = ψ (z) , para algum z ∈ G.

Pondo

z = nh,

com n ∈ N e h ∈ H, temos que

h1 = π (h1) = π (ψ (z)) = (π ◦ ψ) (z) = φ̂ (z) .

Logo, φ̂ é sobrejetora em H. Assim, φ̂ é um automorfismo de H. Portanto, H é um grupo do

tipo injetivo. ¥

4.3 O caso abeliano

Nesta seção abordaremos o resultado que caracteriza todos os grupos abelianos do tipo

injetivo.

Teorema 4.8 Sejam G um grupo abeliano e T (G) seu subgrupo torção. Então G é do tipo

injetivo se, e somente se, é satisfeita uma das seguintes condições:

1. G é um grupo divisível.

2. G é um grupo de torção e cada uma de suas componentes primárias é divisível ou ho-

mocíclica.

3. T (G) é divisível e G
T (G) é livre de torção, abeliano e de posto 1.

Prova. Sejam G seja um grupo abeliano do tipo injetivo e T (G) seu subgrupo torção. Supon-
hamos que G não seja divisível. Então há dois casos a ser analisados: quando G é um grupo

de torção e quando G não é um grupo de torção.

1◦ Caso. G = T (G).
De fato, pelo Teorema 1.15, podemos supor, sem perda de generalidade, que G é um p-grupo e

pelo Teorema 2.8, podemos escrever G como a soma direta

G = D ⊕E,

com D divisível e característico e E reduzido. Como D é característico e G é do tipo injetivo

temos que

E = {1} ou D = {1}.
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Logo, G é reduzido.

Afirmação. G é um grupo limitado.

De fato, se G não fosse limitado, então ele seria divisível, o que é uma contradição. Portanto,

G é limitado.

Assim, pelo Teorema 2.17, G é a soma direta de grupos cíclicos. Como G é do tipo injetivo,

todas as ordens destes grupos cíclicos são iguais. Portanto, eles são homocíclicos.

2◦ Caso. G 6= T (G).
Sejam x ∈ G tal que x /∈ T (G), g ∈ T (G) e n ∈ N. Tomemos

H = hgi × hxni < G

e definamos φ ∈ Aut (H) por

φ (h) =

(
g, se h ∈ hgi
gxn, se h ∈ hxni .

Então, sendo φ : H → H um automorfismo de grupos, como G é do tipo injetivo, existe um

automorfismo de grupos bφ : G→ G, com

φ̂ (h) = φ (h) , ∀ h ∈ H.

Assim,

gxn = bφ (xn) = (bφ (x))n ⇒ g = (bφ (x)x−1)n.
Logo, T (G) é um grupo divisível e então podemos escrever

G = T (G)⊕ F.

Tomemos x ∈ F . Como G não é divisível temos que existe n0 ∈ N tal que

x /∈ Gn0.

Sejam w ∈ F um elemento não trivial qualquer e

K = hwn0, xi .

Se K fosse de posto 2, então definimos φ ∈ Aut (K) por

φ (wn0) = xwn0, com φ (x) = x.

Logo, bφ satisfaz
x = (w−1bφ (w))n0 ∈ Gn0,

o que é uma contradição. Logo, K é de posto 1. Assim, F também o é.

Reciprocamente, seja G um grupo que satisfaz uma das três condições do teorema. Então

há três casos a considerar.
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1o Caso. Seja G um grupo divisível. Já sabemos que T (G) também é divisível. Então

G = T (G)⊕ F,

com F também divisível. Sejam H um subgrupo qualquer de G, φ : H → H um automorfismo

de grupos, Λ um conjunto de números primos, V um complementar paraX
p∈Λ

Ωp (H) em
X
p∈Λ

Ωp (G)

e

Ĥ = V ⊕H.

Podemos estender φ a Ĥ de modo que φ seja a identidade em V . Ainda denotemos essa extensão

por φ. Pelo Teorema 2.6, G é um grupo injetivo. Então existe um endomorfismo ψ : G → G

tal que

ψ|Ĥ = φ.

Como X
p∈Λ

Ωp(Ĥ) =
X
p∈Λ

Ωp (G) ,

temos que

ψ|T (G) ∈ Aut (T (G)) .

Seja

F := {U : hT (G) ,Hi < U < G e ψ|U ∈ Aut (U)} .

Afirmação 1. hT (G) ,Hi ∈ F .
De fato, sejam

L = hT (G) ,Hi e g ∈ L.

Então g = th, com t ∈ T (G) e h ∈ H. Se ψ (g) = 1 então

φ (h) = ψ (h) ∈ T (G) ∩H = T (H) .

Logo, g = 1. Por outro lado, existem t0 ∈ T (G) e h0 ∈ H tais que

t = ψ (t0) e h = ψ (h0)⇒ g = ψ (t0h0) .

O que prova a afirmação.

Ordenando F pela inclusão, temos que toda cadeia ascendente em F tem uma cota superior
em F . Assim, pelo Lema de Zorn, podemos escolher um elemento maximal, digamos

U0 ∈ F .

Seja

W =
p
U0 = {g ∈ G : gn ∈ U0, para algum n ∈ N}

o radical de U0 em G.
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Afirmação 2. W ∈ F .
De fato, note que

hT (G) , Hi < W.

Se

x ∈W ∩Ker (ψ) ,

então, para algum n ∈ N, temos que

xn ∈ U0 ∩Ker (ψ) = {1}.

Logo,

x ∈ T (G) ∩Ker (ψ) = {1}.

Assim, ψ é injetora emW . Sejam y ∈W e n ∈ N tais que yn ∈ U0. Então existe z ∈ U0 tal que

yn = ψ (z) .

Como G é divisível, temos que existe x ∈ G tal que z = xn. Por definição,

x ∈W e y−1ψ (x) ∈ T (G) < U0 < W.

Então existe t ∈ T (G) tal que y−1ψ (x) = ψ (t−1). Assim,

y = ψ (tx)

com tx ∈W . Logo, ψ é sobrejetora. Isto prova a afirmação e também que

W = U0.

Desta forma, U0 é um subgrupo divisível de G. Assim,

G = U0 ⊕K,

para algum subgrupo divisível K de G. Definamos φ̂ : G→ G por

φ̂ (g) = φ̂ (uk) = ψ (u) IK (k) , com u ∈ U0 e k ∈ K.

Então φ̂ ∈ Aut (G) e φ̂ é tal que
φ̂|Ĥ = φ.

Portanto, G é do tipo injetivo.

2o Caso. Seja G um grupo de torção tal que suas componentes primárias são divisíveis ou

homocíclicas. Podemos supor, sem perda de generalidade, que G é um p-grupo. Por um caso

anterior, G também pode ser suposto homocíclico. Sejam H um subgrupo de G e φ : H → H

um automorfismo de grupos. Uma aplicação do Teorema da Base garante a existência de uma

extensão de φ.
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3o Caso. Seja G um grupo tal que

G = T (G)⊕ F,

com T (G) divisível e F de posto 1. Sejam

t = t (F ) ,

o tipo de F , e

h = (h1, h2, . . .)

uma altura qualquer em t. Pela Proposição 4.3, F é isomorfo ao subgrupo de Q gerado pelos
números racionais 1

pji
, com i ∈ N, j = 0, 1, . . . , hi e Π = {p1, p2, . . .} o conjunto dos números

primos ordenados naturalmente. Desta forma podemos “mergulhar” G no grupo divisível

G = T (G)⊕Q.

Sejam H um subgrupo de G e φ : H → H um automorfismo de grupos. Pelo 1o Caso, existe

ψ ∈ Aut
¡
G
¢
tal que

ψ|G = φ.

Afirmação 1. ψ (G) = G.

De fato, suponhamos, por absurdo, que ψ (G) 6= G. Então, para algum f0 ∈ F , teríamos que

ψ (f0) /∈ G.

Seja

π : G→ Q

a projeção canônica de G e

ψ : Q→ Q

a função induzida por ψ. Então

ψ ∈ Aut (Q) e ψ (π (f0)) /∈ π (F ) .

Logo, exsite um número racional α = p
q
, com mdc (p, q) = 1, tal que ψ é o produto por α e

απ (f0) /∈ π (F ) .

Por outro lado,

αnπ (H) = π (H) , ∀ n ∈ Z.

Escolha n0 ∈ N ∩ π (H) e n ∈ N grande o suficiente para que αnn0 ∈ π (H) < π (F ) seja uma

fração irredutível. Se

q = ps1i1 · · · p
sk
ik

é a decomposição primária de q, então, como π (F ) é gerado pelos números racionais 1

pji
, com

i ∈ N, j = 0, 1, . . . , hi, e αnn0 é uma fração irredutível em π (F ), devemos ter que hik 6= 0. De
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fato, como podemos tomar n ∈ N arbitrariamente grande segue que hik = ∞. O fato dos pik
serem relativamente primos implica que

1

q
∈ π (F )

e então α ∈ π (F ). Se x ∈ π (F ), então

x =
X sij

pji
, (4.1)

uma soma finita com sij ∈ Z, ∀ i, j. Usando a Equação (4.1), temos que x
q
∈ π (F ) e, assim,

αx ∈ π (F ) .

Por outro lado,

ψ (π (f0)) = απ (f0) ∈ π (F ) ,

o que é uma contradição. Logo,

ψ (G) = G.

Portanto, G é um grupo do tipo injetivo. ¥

Corolário 4.9 Seja G um grupo finito do tipo injetivo. Então Z (G) é do tipo injetivo. Por-
tanto, Z (G) é um produto direto de p-grupos homocíclicos.

Exemplo 4.10 Seja G = Dpn, com p um número primo ímpar e n ∈ N, então G é um grupo

do tipo injetivo.

Exemplo 4.11 O grupo G = KoϕH, com K = hai ' Z7, H = hbi ' Z3 e ϕ : H −→ Aut (K)

dada por ϕb (a) = a2, não é um grupo do tipo injetivo.

O Exemplo 4.11 comprova o fato de que a categoria dos gupos quasi-injetivos é distinta da

categoria dos grupos do tipo injetivo, pois o grupo G = KoϕH é quasi-injetivo, pelo Exemplo

3.31, embora não seja do tipo injetivo.
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