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Resumo

Bertholf e Walls forneceram uma caracterizacao para a classe de grupos quasi-injetivos
finitos. Além disso, Juriaans, Bastos e Azevedo dao uma classificacao para os grupos do tipo

injetivo, os quais sao uma classe distinta da anterior apesar de serem bastante préximas.

Palavras chave: Grupo quasi-injetivo, injetivo, tipo inetivo, divisivel, abeliano.



Abstract

Bertholf and Walls provided a characterization for the class of groups quasi-injective finite.
Furthermore, Juriaans, Bastos Azevedo and give a rating for the injective type groups, which

are a distinct class of the former despite being quite close.

Key-words: Quasi-injective group, injective, injective type, divisible, abelian.
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Notacao

G,H,...- Grupos

|G| - Ordem do Grupo G

(G : H] - Indice do Subgrupo H no Grupo G
|g| - Ordem do Elemento g de um Grupo
G’ - Subgrupo Comutador

[z,y] - Comutador de x e y

x - Produto Direto

X - Produto Semidireto

I - Identidade

Aut (N) - Conjunto dos Automorfismos de N
Inn(G) - Conjunto dos Automorfismos Internos de G
Ker () - Nucleo de ¢

Im(yp) - Imagem de ¢

Z(G) - Centro de G

Ce (H) - Centralizador de H em G

Ng (H) - Normalizador de H em G

G’ - Subgrupo Comutador de G

d (G) - Subgrupo Divisivel Maximal de G
Fit (G) - Subgrupo Fitting de G

Frat (G) - Subgrupo Fratini de G

car - Caracteristico

H, - m-subgrupo de Hall

O (G) - m-subgrupo Normal Maximal de G
Qs - Grupo dos Quatérnios de Ordem 8

C - Conjunto dos nimeros complexos

Z - Conjunto dos nimeros inteiros

N - Conjunto dos ntimeros naturais

R - Conjunto dos niimeros reais

7T (G) - Subgrupo Torgao

Z (p*) - Grupo de Priifer

h (g) - Altura Vetorial de g

t (G) - Tipo de G

I - Identidade

~ - Isomorfo

< - Subgrupo

< - Subgrupo Normal
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(S) - Subgrupo Gerado pelo Subconjunto S de um Grupo
V - Para todo
>~ - Soma
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Introducao

Historico

A ideia dos grupos injetivos surgiu com os médulos injetivos, pois qualquer grupo abeliano
¢ um Z-médulo. Em 1940, Reinhold Baer, caracterizou os grupos injetivos com o seguinte
resultado.

Teorema (Baer) Um grupo G é injetivo se, e somente se, ele é divisivel.

A partir da definicdo de grupos injetivos e motivado pelo fato de nao existirem grupos
injetivos nao triviais de ordem finita, o matematico Laszlé Fuchs criou o conceito de grupos
quasi-injetivos. Um grupo G é chamado quasi-injetivo se para qualquer subgrupo H de G e
para qualquer homomorfismo de grupos o : H — (G existir um endomorfismo g : G — G tal
que

B|H=oz.

Em [3], Bertholf e Walls apresentaram uma caracterizagao geral para os grupos quasi-injetivos
finitos.
Teorema (Bertholf~-Walls) Um grupo G é quasi-injetivo se, e somente se, G = Qg X K, com

K um grupo quasi-injetivo de ordem impar ou G = K x H tal que:
1. Syl,(K) e Syl (H) sdo homociclicos.
2. G =K.
3. mdc (| K|, |H|) = 1.

4. Para cada h € H, se p é um nimero primo, com p||K|, entdo existe um r =1 (p,h) € Z
tal que k" = k" para todo k € K,.

5. Se K, é um mw-subgrupo de Hall de K, para algum conjunto de primos m, entao Cy (K;)

é um fator direto de H. Em particular,
Z(G)NH =Cx (K)
é um fator direto de H.

Em, [1, Pdgina 25|, Alperin propds o seguinte exercicio:



“Let H asubgroup of a cyclic group GG. Show that every automorphism of H is the restriction
to H of an automorphism of G”.

Baseado na ideia deste exercicio, em [2], Azevedo, Bastos e Juriaans, criaram o conceito de
grupos do tipo injetivo. Um grupo G é chamado do tipo injetivo se para qualquer subgrupo H

de G e qualquer automorfismo ¢, existir um automorfismo ¢ tal que

V|lg = ¢.

Além disso, eles caracterizaram todos os grupo abelianos do tipo injetivo no seguinte teorema:
Teorema Sejam G um grupo abeliano e 7 (G) seu subgrupo tor¢ao. Entao G é do tipo injetivo

se, e somente se, é satisfeita uma das seguintes condicoes:

1. G é um grupo divisivel.

2. G é um grupo de torcao e cada uma de suas componentes primdrias é divisivel ou ho-

mociclica.

3. T (QG) é divisivel e % é livre de torgao, abeliano e de posto 1.
A classe dos grupos quasi-injetivos e a classe dos grupos do tipo injetivo sao distintas, apesar

de serem muito préximas.

Descricao do Trabalho

Esta dissertacao ¢ constituida de quatro capitulos.

No Capitulo 1, apresentamos algumas definigoes e resultados cldssicos sobre a teoria de
grupos necessarios para o desenvolvimento do trabalho.

No Capitulo 2, apresentamos os principais resultados e propriedades dos grupos divisiveis e
dos grupos injetivos, além de demonstrar o resultado de Baer.

No Capitulo 3, destacamos o conceito de grupos quasi-injetivo. Além disso, destacamos
algumas de suas propriedades e, ainda, resultados que nos levam a caracterizagao de Bertholf
e Walls.

Finalmente, no Capitulo 4, apresentamos a definicao de grupos do tipo injetivo, com énfase

nos grupos abelianos.

X1



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas definicoes e resultados bdsicos da teoria de grupos
que serao necessarios para os capitulos subsequentes. O leitor interessado em mais detalhes

pode consultar [7, 10].

1.1 Produto direto de grupos
Sejam Hq, ..., H, grupos. Sabemos que o conjunto
G=Hy x---xH,={(ay,...,a,) :a; € H;}
munido com a operacao bindria

((1,1,...,&”) * (bl,...,bn> = (albl,...,anbn)

& um grupo com (e, ..., e,) como elemento identidade e (a;*, ..., a;") como elemento inverso

’

de (ay,...,a,) em G. Neste caso, G ¢ chamado o produto direto (externo) dos H;. Note que o
produto direto externo sempre existe e que os H; nao sao, em geral, subgrupos de G.
Sejam G um grupo e H; subgrupos de G, para cada i, com 7 = 1,...,n. O grupo G é

chamado o produto direto (interno) dos H; se as seguintes condigbes sao satisfeitas:
1. h;hj = hjh;, para todo h; € H; e h; € H; com i # j.

2. Todo g € G pode ser escrito de modo tnico sob a forma g = hy---h,, com h; € H;,

1=1,...,n.

Teorema 1.1 Sejam G, Gy, ..., G, grupos. Entdo o grupo G é isomorfo ao gupo Gy X ---x G,

se, e somente se, G possui subgrupos Hy ~ G+, ..., H, ~ G, tais que:
1. G=H,---H,.
2. H; < G, para todo i, comi=1,...,n.
3. HiN(Hy---H;1Hiyy -+ - Hy,) = {e}, para todo i, comi=1,... n.

1



Corolario 1.2 Sejam G um grupo e H; subgrupos de G, i = 1,...,n. Se G é um produto
direto interno dos H;, entao
G~H  x---x H,.

Exemplo 1.3 Sejam G um grupo finito e H e K subgrupos de G com mdc (|H|,|K]|) = 1.
Mostre que se G = H x K, entao todo subgrupo L de G ¢é da forma

L=(LNH)x(LNK).

Solugao. Como H e K sao subgrupos normais em G é imediato verificar que LN H e LN K

sao subgrupos normais de L tais que
(LNH)N(LNK) = {e}.

Logo,
(LNH)x(LNK)CL.

Por outro lado, dado g € L existem tnicos h € H e k € K tais que ¢ = hk. Como hk = kh
e mdc (|h|, |k]) = 1 temos que |hk| = |h||k| e (g) = (hk) ~ (h) x (k). Assim, h,k € (g) C L.
Portanto, h€e LN Heke LNK,istoé,ge (LNH) x (LNK). [

1.2 Produto semidireto de grupos

Sejam G um grupo e H e N subgrupos de GG. O grupo G ¢é chamado o produto semidireto

(interno) de N por H, em simbolos G = N x H, se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. G=NH.
2. N é subgrupo normal em G.
3. NN H = {e}.
Exemplo 1.4 Sejam G = S3, N = A3z e H = (1), com
1 2 3
T= :
1 3 2

Entao G = N x H. Como H nao é um subgrupo normal em G temos que G nao é o produto
direto de N e H.

Observagao 1.5 Seja G = N x H o produto semidireto de N por H.

1. Pelo Segundo Teorema de Isomorfismo, temos que
- H NH G
~NNnH~ N N’

e H é chamado um complementar de N. Consequentemente, se G é finito, entdo

|Gl = [N|[G = N] = [N[|H].



2. Como G = NH e N é um subgrupo normal em G temos que cada g € G' pode ser escrito

de modo tnico sob a forma g=nh,n € N eh € H.

3. Seja h € H fizado. Entdao a fungdo ¢, : N — N definida por o, (n) = hnh™' é um
automorfismo de N. Além disso, @, = @), © ¢, para todos h,k € H. Portanto, a
fungao ¢ : H — Aut (N) definida por ¢ (h) = ¢, é um homomorfismo de grupos. Neste

2

caso, dizemos que H age sobre N como um grupo de automorfismos e ¢ é chamado o

homomorfismo por conjugacao de N. Como
(n1hq) (nehs) = ny ((h1) (n2)) hiha, para alguns nq,ny € N e hy,hy € H,

temos que a operacao do grupo G pode ser expressa em termos das operacoes de N, H e

do homomorfismo .
4. Se p(h) = Iy, para todo h € H, entao v, (n) = n, para todo n € N. Logo,
hnh™t=n=n"'hn=hecH,
isto é, H é um subgrupo normal em G. Portanto,
G =N x H.

Reciprocamente, se G = N x H, entao os elementos de H comutam com os elementos de

N e, assim, o homomorfismo ¢ é trivial.
5. Se p(h) # In, para algum h € H, entdo ¢, (n) # n, para algum n € N. Logo,

hnh™t # n = hn # nh.
Portanto, G é um grupo nao abeliano.

Sejam N e H grupos e ¢ um homomorfismo de grupos de H em Aut (V). Definimos uma

operacao bindria sobre N x H do seguinte modo:

(n1, hy) (n2, ha) = (nap(ha) (n2) , hihs) .

Entao é facil verificar que N x H com essa operacao é um grupo com elemento identidade
(e;e) e (p(h™) (n™1), A1) o elemento inverso de (n,h). O grupo N x H é chamado o produto

semidireto (externo) de N por H via ¢ e serd denotado por
G =N x,H.

Note que

N={(n,e):neN} ¢ H={(e,h): he H}



sao subgrupos de G tais que N ~ NeH~H. A fungao o : G — G definida por o(n, h) = (e, h)

¢ um homomorfismo de grupos com Im (¢) = H, Ker (6) = N e 02 = 0. Consequentemente, N

¢ um subgrupo normal em G e pelo Primeiro Teorema de isomorfismo

~ H.

=l

Como
(n> €) (67 h) = (ngp(e) (€> ,h) = (n, h)
temos que G = NH. Além disso, N N H = {(e,e)}. Portanto, G ¢ o produto semidireto

(interno) de N por H. Finalmente,

(e, 1) (n,e) (e;h) ™ = (p(h) (n) ,e)

implica que a funcio ¢ : H — Aut(N) definida por (e, h) = V(e ), COM

Deny (n,€) = (p(h)(n), €),

é o homomorfismo por conjugacao de N. Portanto, identificando N com N e H com H , temos
que ¢ é o homomorfismo por conjugagdo de N e G é o produto semidireto (interno) de N por
H. Neste caso,

Nx,H={nh:neN, he H},

com
(nlhl) . (nghg) = nlgo(hl) (712) . hlhg (§] QDhl (712) = hlnghl_l.

Além disso,
Cu(N) =Ker(p) =Co(N)NH e Cy(H) = Ny(H).

Teorema 1.6 Sejam G um grupo e N um subgrupo normal em G. Entao as sequintes condi¢oes
sao equivalentes:

G

1. G é um produto semidireto de N por 3,

isto é, N tem um complementar em G.

2. FEmiste um homomorfismo de grupos ¢ : % — G tal que
Top=1 a,
comm:G — % a projecao canonica e p é chamada de secao de % em G.
3. Eziste um homomorfismo de grupos ¢ : G — G tal que Ker (¢) = N e ¢(g) = g, para
todo g € Im ().

Proposigao 1.7 Sejam G um grupo e H e N subgrupos de G. Entao G é um produto semidireto

interno de N por H se, e somente se, existir um homomorfismo de grupos o : G — G tal que

0220'.



Proposigao 1.8 Sejam N e H grupos, ¢ : H — Aut (N) um homomorfismo de grupos e
f € Aut (N) fizado. Se J?: Aut (N) — Aut (N) é definida por ]/”\(g) = fogo f71, entdio

N Nfoq)

H~ N x, H.

Exemplo 1.9 Sejam N um grupo abeliano qualquer e H = (by ~ Z,. Se definimos ¢ : H —
Aut(N) por p(b) = ¢, com ¢,(a) = a™', para todo a € N, entio G = N x, H é um grupo nao
abeliano com

oy(a) =bab™' =a ', Va € N,
isto é, b € Z(G). Em particular, se N é ciclico, entio G ~ D,, ou G ~ Dq.

1.3 Grupos abelianos

Nesta se¢ao, salvo mencao explicita em contrario, todos os grupos serao abelianos e escritos
na notacao aditiva. Com esta terminologia escrevemos a soma direta dos grupos H e K da
forma

HeK={h+k:he HkecK}.

Teorema 1.10 Sejam A, B grupos e \y : A — A® B, \y : B — A& B monomorfismos.
Entao o par ordenado (A1, \y) possui a sequinte propriedade universal: Dados qualquer grupo
H e qualquer par de homomorfismos de grupos 5, : A — H e 5 : B — H, existe um unico
homomorfismo de grupos

b:A®B—H

tal que Bo Xy = 1 e fo Xy = [y, ou seja, Bla = [, e Bl = By. Neste caso, Hom(A @ B, H) é
isomorfo a Hom(A, H) & Hom(B, H).

De forma mais geral, se
G=> G,
icl
e qualquer familia de homomorfismos de grupos, 3, : G; — H, entao existe um tnico homo-
morfismo de grupos 5 : G — H tal que S|g, = 3;, para todo i € I.

Teorema 1.11 Seja G; ~ H;, para cada i € I. Se
G=> G eH=) H,
iel iel
entio G ~ H.

Coroldrio 1.12 A soma direta
G=> G,
icl
satisfaz a sequinte condicao: para toda fungao o : X — H, com H um grupo abeliano qualquer
e X ={x;:1 € I} um conjunto qualquer, existe um tinico homomorfismo de grupos 3 : G — H
tal que [B|x = «a. Em particular, se X é um subconjunto de G tal que G = (X), entdo G é

chamado grupo abeliano livre e X é chamado uma base para G.

5



Consideremos os seguintes exemplos de grupos abelianos: Q, o grupo aditivo dos niimeros
racionais;

Q

A

o grupo dos nimeros racionais médulo um; e C*; o grupo multiplicativo dos complexos. Nenhum
desses grupos é isomorfo a qualquer um dos outros dois. Uma das formas de ver isso é examinar
as ordens dos elementos dos grupos. Note que todo elemento de QQ, com excessao do neutro, é

de ordem infinita e todo elemento de G é de ordem finita, pois, se

B—I—ZGG,
q

com p e ¢ mimeros inteiros relativamente primos, entao
p _ _
q <§+Z) —p—i—Z—Z.

Para nao gerar confus@o permaneceremos com a notagao multiplicativa para C*. Afirmamos
que C* tem elementos de ordem finita e também elementos de ordem infinita. Lembre que a
identidade de C* é 1. Note que (—1)2 = 1 implica que —1 é de ordem 2 e 3" = 1 se, e somente

se, 7 = 0. Logo, —1 é de ordem finita e 3 é de ordem infinita. Resumindo, temos que

1. todos os elementos de QQ, exceto o neutro, sao de ordem infinita,;
2. todos os elementos de G sao de ordem finita;

3. C* possui elementos de ordem finita e elementos de ordem infinita.

Com isso é facil ver que os trés grupos nao sao isomorfos.

Seja G um grupo. Entao é fdcil verificar que o conjunto
T(G)={g€G:|g| <oo}

¢ um subgrupo de G, chamado subgrupo de tor¢io de G. Se T (G) = {0}, entao G é chamado
um grupo liwre de tor¢ao. Em particular, o grupo

T(G)

¢ livre de torcgao.

Proposigao 1.13 Se um grupo G é a soma direta de grupos de tor¢do, entao G é um grupo
de torgao.

Proposicao 1.14 Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e T (G) o subgrupo de tor¢do de
G. Entiao T(G) N H é o subgrupo de tor¢ao de H.



Um grupo GG chama-se um p-grupo, para algum nimero primo p, se a ordem de todo elemento
de G' ¢ uma poténcia de p. Se p é um nidmero primo que divide a ordem de um elemento g de
GG, entao g é chamado um p-elemento. O teorema seguinte mostra que um grupo de torcao é

construido a partir de p-grupos. Assim, o estudo de grupos de torcao se limita ao estudo de

P-grupos.
Teorema 1.15 Sejam G um grupo de torgao e
G,={9€G:lg|=p", para algum n € Z.},

com p um numero primo fizado. Se II é o conjunto de todos os nimeros primos, entao

G=> G,

pell

Os subgrupos G, sao chamados de p-componentes de G.

Sejam G um grupo e X um subconjunto de GG. O conjunto X é chamado um conjunto

independente se para x1,...,x, elementos distintos de X e ny,...,n, € Z, tivermos que
may + 4ty = 0= may = =n,a, =0 (1.1)

Caso contrario, X é chamado um conjunto dependente. Note que se G é livre de torcao e X é
independente, entdao a Equagao (1.1) nos diz que ny = --- =n, = 0.
Sejam G um grupo livre de tor¢ao e X um subconjunto de G. O conjunto X é chamado

um conjunto independente maximal se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. X é independente.
2. SegeGeg¢ X, entdao X U{g} ¢ um conjunto dependente.

Teorema 1.16 Seja G um grupo. Entdao G possui um conjunto independente mazximal.

Suponhamos que G seja um grupo livre de torcao e possua um conjunto independente

maximal X que seja finito. Entao o posto de G é definido como
#(X).

Caso contrério, o grupo G ¢é de posto infinito. E fécil ver que se G e H sao grupos isomorfos,

entao eles tem o mesmo posto.



1.4 Grupos soliiveis e nilpotentes

Nesta secao, estudaremos grupos que, de alguma forma, estdao “préximos” dos grupos
abelianos. Para isso, comecaremos introduzindo alguns conceitos.

Dados dois elementos g e h de um grupo G, o comutador de g e h é o elemento
lg,h] = ghg™'h ! € G.
Mais geralmente, um comutador de comprimento n > 2 define-se indutivamente por

91, gn) = [lg1. - gn—1] s Gn] -

Dados dois subconjuntos H e K de um grupo G, denotaremos por [H, K] o subgrupo de G
gerado pelo conjunto
X ={[hkl:heHekecK}.

Em particular, o grupo G’ = [G, G] chama-se subgrupo comutador ou subgrupo derivado de G.

Indutivamente, definiremos agora uma sequéncia de subgrupos da seguinte forma:
G =G,GY=[G",cY =¢,....¢"=[G"Y,G" V], ..., VneZ,.
O subgrupo G & chamado o n-ésimo grupo derivado de G e a sequéncia
G=GOogMo...ogM ...
é chamada a sequéncia derivada de G.
Lema 1.17 Sejam g, h e k elementos de um grupo G. FEntao
1. [g,h] = e se, e somente se, gh = hg.
2. [g.0" = [h,g).
3. g, h]k = [gk,hk}.
4. Se ¢ : G — H é um homomorfismo de grupos, entio ¢ ([g,h]) = [¢(g),¢ (h)].

Note que o item (1) mostra que um grupo G é abeliano se, e somente se, G = {e}. Veremos,

a seguir, que o conhecimento de G’ também permite saber quando um quociente é abeliano.

Lema 1.18 Seja H um subgrupo normal de um grupo G. Entao o grupo quociente % é abeliano

se, e somente se, G' C H.

Observe que o item (3) do Lema 1.17 nos permite deduzir facilmente que G’ € um subgrupo
normal em G.
Sejam G um grupo e H um subgrupo de GG. Entao H é chamado um subgrupo caracteristico
em G se
o(H)CH, VoeAut(G).



Proposigao 1.19 Seja G um grupo.

1. Qualquer subgrupo caracteristico em G é um subgrupo normal.

2. Se K é um subgrupo caracteristico em H e H é um subgrupo caracteristico em G, entao

K é um subgrupo caracteristico em G.

3. Se K é um subgrupo caracteristico em H e H é um subgrupo normal em G, entdio K é

normal em G.

4. Se H é o unico subgrupo em G de ordem n, entdo H é subgrupo caracteristico em G.

Para indicar que H é um subgrupo caracteristico em G escreveremos H car G. Como a
conjugacao por um elemento fixo h de G, g — hgh™', é um automorfismo de G temos que
todo subgrupo caracterfstico é, em particular, um subgrupo normal. Note, ainda, que se ¢ é
um automorfismo de G e H é um subgrupo caracteristico em G, entao a restricdo ¢|y é um

automorfismo de H. Portanto, segue facilmente que se K car H e H car GG, entao K car G.
Exemplos 1.20 Sao exemplos de subgrupos caracteristicos os sequintes subgrupos:

1. O bem conhecido centro de G definido por

Z(G)={9€G:gh=hg, ¥ heG}.

2. O subgrupo de Frattini de G Frat (G) que é a interse¢ao de todos os subgrupos mazimais
de G, se G possuir subgrupos maximais. Caso contrdrio, o subgrupo de Frattini de G é

tgual ao préprio G.

Proposicao 1.21 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Se H car G, entdo H' car G. Em

particular, G™ car G, para todo inteiro positivo n.

Informalmente, pode-se pensar nos grupos soliveis como “aproximadamente” abelianos.
Por exemplo, podemos considerar que um grupo G estd “perto” de ser abeliano se ele contém
um subgrupo normal H tal que tanto H quanto o quociente % sejam abelianos. Generalizando
esta idéia podemos formular a seguinte defini¢ao.

Um grupo G é chamado solivel se existir uma cadeia de subgrupos

{e}=GoCGiC---CG1 CG, =G

tal que
1. G;_1 € um subgrupo normal em G;, para todoi=1,...,n.
2. O grupo fator GL; é abeliano, para todoi =1,...,n.



Uma cadeia de subgrupos de GG com estas propriedades é chamada uma série subnormal
abeliana de G e os quocientes sao chamados fatores da série. Como a normalidade nao é
necessariamente transitiva, os subgrupos (G;, nao necessariamente, sao normais em G, 1 <17 <

n — 1.

Exemplo 1.22 Todo grupo abeliano é solivel.

Solugao. Seja H um subgrupo qualquer de G. Como sabemos H <1 G e % é abeliano. Assim,
temos que a cadeia

{e}CHCG
é a cadeia desejada. [ |

Forneceremos a seguir uma caracterizacao da solubilidade de um grupo em termos da se-

quéncia derivada.

Teorema 1.23 Um grupo G é soluvel se, e somente se, sua sequéncia derivada é limitada, isto

é, se exwiste um inteiro positivo n tal que
G™ = {e}.
A partir da caracterizagao acima formaliza-se o seguinte resultado.
Lema 1.24 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G.
1. Se G é solivel, entao H é solivel.

2. Qualquer imagem homomorfica de um grupo solivel é solivel.

3. Se H é um subgrupo normal em G tal que H e % sejam soluveis, entao G é solivel.
Se um grupo solivel é finito, entao ele contém uma cadeia subnormal abeliana muito especial.

Proposigao 1.25 Um grupo solivel finito G contém uma série subnormal abeliana cujos fa-

tores sao todos ciclicos de ordem prima.

Outra importante definicao do nosso trabalho é a de grupos supersoliveis. Um grupo é dito
supersolivel se ele possui uma sérire normal ciclica, isto é, uma série de subgrupos normais
cujos fatores sao ciclicos. Grupos supersoliiveis sao obviamente soliveis, entretanto, grupos
soliiveis nao sao necessariamente supersoliveis. Como exemplo deste tltimo fato, temos o

grupo A4 que nao possui subgrupos ciclicos normais distintos de {e}.

Proposicao 1.26 Um fator principal de um grupo supersolivel tem ordem prima e seu sub-

grupo maximal possui indice primo.
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Um grupo G é chamado nilpotente se ele contém uma série de subgrupos

{e}=GycGiC---CG,=G

G
Gi1

, 1 <i <n. Esta série de subgrupos de G é chamada uma série central de G.

estd contido no centro de

tal que cada subgrupo GG;_; é normal em G e cada quociente

G
Gi_1

Uma vez que as condigoes da definicao de nilpoténcia sao, obviamente, mais restritivas que

as da definicao de solubilidade, é evidente que todo grupo nilpotente é, em particular, solivel.
Note que da definigdo acima implica que GGy estd contido no centro de G. Se G; = {e} entdo
(G, estd contido no centro e, assim, sucessivamente. Como a série central acaba, todo grupo

nilpotente tem centro nao trivial.
Exemplo 1.27 Todo grupo abeliano é nilpotente.

Forneceremos agora duas caracterizacoes alternativas para nilpoténcia. Para isso, definire-

mos indutivamente uma nova série de subgrupos:

71 (G) =G, 72 (G) =G e v, (G) = [%‘-1 (G), G] .

Precisaremos ainda de uma outra série, que definiremos também indutivamente, nos apoiando

no conceito de centro de um grupo. Denotaremos

o (G) ={e} e ¢ (G) = Z2(G)

e definiremos indutivamente (; (G) como sendo o unico subgrupo de G tal que

O subgrupo ¢, (G) é chamado i-ésimo centro de G.

As sequéncias de subgrupos

{e} =¢(G)CG(G) - C(,(G)C -

G=7(G)27(G) > 27%,(G) D>

sao chamadas série central superior e série central inferior de G, respectivamente. Claramente,
estas sao séries centrais. A razao pela qual sdo chamadas de “superior” e “inferior” ficara clara

a partir dos préximos resultados.

Lema 1.28 Seja
{e}=AgCc A C---CA, -

uma série central de G, isto é, uma cadeia de subgrupos normais tal que ﬁ cZzZ (L), para

A1
todo i. Entao

para todo i.
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Lema 1.29 Seja
{E}ZA()CAlC"'CAn:G

uma série central de G. Entao
’Y@(G) C AnfiJrla

para todo i.
Destes resultados vem a seguinte caracterizacao para grupos nilpotentes.
Teorema 1.30 Seja G um grupo. Entdao as sequintes condigoes sao equivalentes:

1. G é nilpotente;
2. Existe um inteiro positivo m tal que ¢, (G) = G;

3. Existe um inteiro positivo n tal que v, (G) = {e}.

Também resulta dos lemas que se G é nilpotente, entao as séries centrais superior e inferior

de G tém o mesmo comprimento. A este nimero chamaremos classe de nilpoténcia de G.
Proposicao 1.31 Todo p-grupo finito é nilpotente.
Proposicao 1.32 Produtos diretos finitos de grupos nilpotentes sao também nilpotentes.
Como sugestao para a demonstracao deste resultado note que se G = G; x - -- X G, entao
i (G) =7 (G1) x -+ x 7, (Gn)
para todo indice 1.
Proposigao 1.33 Seja H # {e} um subgrupo normal de um grupo nilpotente G. Entao
HNZ(G) #{e}.

Agora mostraremos que existe um teorema de estruturagao para os grupos nilpotentes fini-
tos. Para isso, verificaremos uma propriedade importante dos grupos nilpotentes, que vale
também no caso em que o grupo em questao nao seja finito. Um grupo G tem a propriedade do

normalizador se todo subgrupo préprio de G estd estritamente contido no seu normalizador.
Proposigao 1.34 Seja H um subgrupo proprio de um grupo nilpotente G. Entao
H & Ng(H),

ou seja, se G € nilpotente ele tem a propriedade do normalizador.
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Lembremos que um subgrupo H de um grupo G é chamado subnormal se existe uma cadeia
de subgrupos:

H=HyCcH,C---CH,=G

tal que H; 1 < H;, 1 <1 <n.
Coroldrio 1.35 Seja G um grupo nilpotente finito. Entao todo subgrupo de G é subnormal.
Forneceremos agora um teorema de caracterizagao para os grupos nilpotentes finitos.

Teorema 1.36 Seja G um grupo finito. Entdao as sequintes condigoes sao equivalentes:

~

. G ¢ nilpotente;

NS

. G tem a propriedade do normalizador;

co

Todo subgrupo de Sylow de G é normal em G,
4. G é o produto direto dos seus subgrupos de Sylow;
5. Todo subgrupo de G é subnormal,

6. Todo subgrupo maximal de G é normal.
Note que o teorema afirma que se G é um grupo nilpotente de ordem
|G| =pi" -,
entao, denotando por S,,, 1 <i <n os p;-subgrupos de Sylow de G, temos que
G=5, x--x5,,.
O subgrupo de Fitting de um grupo finito G, denotado por
Fit (G),

¢ o maior subgrupo normal nilpotente de G.

Teorema 1.37 Se G é um grupo supersolivel, entio Fit (G) é nilpotente e %(G) é um grupo
abeliano finito. Em particular, G' é nilpotente.

Dados um grupo finito G' ¢ p um nimero primo divisor da ordem de G, sabemos que um
p-subgrupo de Sylow de G é um subgrupo de GG cuja ordem é tal que

" [1G] mas p" 4Gl

com k € Z,. Faremos agora uma generalizagao desta definigao.
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Se m é um conjunto nao vazio de nimeros primos, entao um w-numero é um inteiro n tal
que todos os seus fatores primos pertencem a 7. O complementar de m no conjunto de mimeros
primos é denotado por 7’ e, assim, um 7'-niimero € um inteiro m tal que nenhum de seus fatores
primos pertence a 7.

Seja G um grupo finito. Entao G é chamado um m-grupo se a ordem de cada um de seus
elementos é um m-nimero.

Se G é um grupo finito, entdo um m-subgrupo H de G tal que [G : H| é um 7'-nimero é
chamado de 7-subgrupo de Hall de G.

Sabemos que os p-subgrupos de Sylow sempre existem, e que sao conjugados entre si. Entre-
tanto, os m-subgrupos de Hall nem sempre existem. Por exemplo, sejam G = A5 e m = {3,5}.
Como |As| = 60, um 7-subgrupo de Hall teria indice 4 e ordem 15, mas nao existe tal subgrupo.
Queremos estudar condices sob as quais tais subgrupos existem e, quando existirem, se sao
conjugados entre si. O préximo resultado afirma que em um grupo solivel finito, m-subgrupos

de Hall sempre existem e sao conjugados entre si.
Teorema 1.38 (P. Hall) Se G é um grupo solivel finito de ordem mn, com
mdc (m,n) =1,

entao G contém um subgrupo de ordem m. Além disso, quaisquer dois subgrupos de ordem m

sao conjugados.

Este teorema de P. Hall nos diz que em grupos soliveis finitos, m-subgrupos de Hall sempre

existem, para todo conjunto de primos. A seguir veremos que vale a reciproca deste teorema.

Teorema 1.39 (P. Hall) Se G é um grupo finito que possui um p'-subgrupo de Hall, para todo

primo p, entao G é solivel.

Teorema 1.40 Um grupo finito G € solivel se, e somente se, todo subgrupo de Sylow de G

possui complementar em G.

Teorema 1.41 (Teorema de Shur-Zassenhaus) Sejam G um grupo finito e H wm m-subgrupo
normal em G. Entdo G contém um '-subgrupo K, que é um complementar de H em G. Além

disso, se H ou % ¢ soluvel, entao quaisquer dois w'-subgrupos de G sao conjugados em G.

A hipétese de que N é normal nao pode ser retirada do teorema. De fato, sejam G = Aj e
N um 2-subgrupo de Sylow de G; logo |N| =4, [G : N] = 15 e mdc (4,15) = 1. Portanto, G
estd nas condigoes do teorema, porém, G = As nao possui subgrupo de ordem 15. Concluimos,

desta forma, que se N nao for normal, o resultado nem sempre é vélido.
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Capitulo 2
Grupos injetivos

A teoria dos grupos abelianos é uma parte importante na teoria de grupos, mas, além
da propriedade comutativa, esta categoria de grupos possui outras propriedades que serao
de grande relevancia para o nosso propdsito. Em todo este capitulo, todos os grupos serao

abelianos, portanto, novamente adotaremos a notagao aditiva.

2.1 Grupos divisiveis
Dizemos que G é um grupo divisivel se para cada g € GG e cada n € Z* existe h € G tal que
g = nh,
isto é, se a fungao ¢ : G — G, definida por
v(9) = ng,

é sobrejetora, para cada n € Z*.
Note que um quociente de um grupo divisivel é também divisivel. Como todo subgrupo H

de G é normal em G e G ¢é divisivel temos que
g+H=nh+H=n(h+ H),
comheGené€Z,;.
Exemplos 2.1
1. Entre os grupos divisiveis infinitos mais conhecidos estao: Q, R, C, C* e R,.
2. Nenhum grupo finito nao trivial é divisivel.

Observemos que um subgrupo de um grupo divisivel nao necessariamente é divisivel. Por
exemplo: Z é um subgrupo de Q mas, enquanto QQ é divisivel, Z nao o é.
Observemos, também, que se
G=HaeK
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e GG é divisivel, entao H e K também o sao. E possivel estender este argumento para uma soma
direta de uma quantidade arbitraria de subgrupos.

A reciproca deste resultado também é vilida, como veremos a seguir.

Proposigao 2.2 Se os grupos G;, com i € I, sao divisiveis, entao
c-Y6
iel

é um grupo divisivel.

Prova. Consideremos n € Z, e

gEG:ZGi.

i€l
Como
9=+ -+ gk
e cada G; é divisivel temos que existem h, € G, ..., h € Gy tais que
a1 :nhl,...,gk :nhk
Entao
g:nhl—i----—i-nhk:n(h1+"'+hk).
Portanto, G é divisivel. |

Proposigao 2.3 (p-grupos de Priifer) Seja p um nimero primo fizado. Entao todos os sub-

grupos do grupo
Z(p>) = {£+ZE@:aEZenEZ+}
p" Z
= {ith:an, 0§a<p”en€Z+}
pn

sao da forma

comn € Z,. Em particular,

e Z(p*>) é um grupo divisivel. O grupo Z(p™) é chamado p-grupo de Priifer.

Prova. E claro que

1 1 2 " —1
Cn:<_+Z>:{O7_7_77p }7vn€N’
pm propt p"

¢ um subgrupo préprio de Z(p>°) com |C,,| = p". Note que C,, C C,,1, para todo n € Z,..
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Reciprocamente, seja H um subgrupo préprio de Z(p™). Vamos provar primeiro que

b
%%—ZEH—{Z}, com mdc(a,p) =1 :>E+ZEH, VbeZ, comn<m,

1 2 pr—1
{0,—5,—;,.”, - } Q;f[
P p p

De fato, como mdc(a,p) = 1 temos que existem r,s € Z tais que ar + sp™ = 1. Logo, para
todo b € Z e n < m, obtemos

ou seja,

b
b=0b-1=abr+bsp" = — = bpm’”ri + bsp™ ",
P P

Assim,
b _ a
—+Z=bp""r| —+7Z| € H.
" 4

Portanto, existe um menor inteiro k € N (H # Z(p*)) tal que

H:{i—i-Z:anemgk} e H C (.
pm

Logo, todo subgrupo préprio de Z(p>) é da forma desejada.
Finalmente, dados g € Z(p™®) e k € Z, com k = p"l e mdc(p,l) = 1. Logo,

g= i+Z, para algum a € Z, com 0 <a < p".
pn
Seja
a
pn+r

g1 =
Entao p"g; = g. Como mdc (p"*",1) = 1 temos que existem z,y € Z tais que
ap" oyl = 1.

Logo,
g=g1-1=g1 (xp""" +yl) = 2p"" g1 + lygr = lygs.
Pondo h = yg;, obtemos
kh=p'lyg =p'g1 = g.
Portanto, Z(p*) é divisivel. [

Proposicao 2.4 Sejam p um nimero primo firado e
Co={0} <Ci <G <--- <0 <

uma cadeia de grupos ciclicos de ordem p™, para cada n € Z.. Entao o grupo

¢=J

neZ4

¢ isomorfo a Z(p™).
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Prova. Vamos provar primeiro que: podemos escolher elementos a, tais que C, = (a,) e
Pan+1 = ap, para cada n € Z,. Suponhamos, como hipétese de indugao, que escolhemos
ag, ay,...,a, tais que pa;.1 = a;, i =0,...,n—1eC; = (a;), i =0,...,n. Seja C,11 = (a).
Entdao H = (pa) é um grupo ciclico de ordem p", pois

p"(pa) = p"*la=0.

Assim, H = C,,. Logo, a,, = r(pa), para algum r € Z, com mdc(p,r) = 1. Como |a,| = p"
temos que C,;; = (ra). Pondo a,1 = ra, obtemos pa, 1 = a,. Portanto, é possivel escolher
elementos ag, ay, . .., Gy, ... tais que C,, = (a,) € pa,+1 = a,, para cadan € Z,. Seja o : G —
Z(p*) a funcao definida por

o(za,) = Z%_’_Z, vV xel.

Entao o estd bem definida, pois dados xa,,, ya, € G com m < n, obtemos p"~"a,, = a,,. Logo,
Tm = Yan = (y - xpn—m)an =0.
Assim, y — ap™™™ = kp", para algum k € Z, pois |a,| = p". Portanto,

xp™ ™+ kp” x
%—i—Z: p—np_’_Z: — +Z = o(za,) = o(yan).
p p p
Agora, vamos provar que o ¢ um homomorfismo de grupos. Dados a,b € G, existe n € Z, tal

que a,b € C,. Logo, existem z,y € Z.tais que a = xa, e b = ya,. Assim,

ola+b) = o(zra, +ya,) =o((x+y)ay,)

- Yz (%+Z>+(%+Z)
p p p

= o(a) +o(b).

Portanto, o € um homomorfismo de grupos. E claro que ¢ é um epimorfismo.

Finalmente,

ac€Ker(o)eo(a)=Z<IFxe€ZenclZ,, tais que a(xan):Z<:>£+Z:Z.
pn

Logo, p™ é um divisor de z. Portanto, a = xa,, = 0, isto é, Ker (¢) = {0} e ¢ é um monomor-
fismo. ]

.. . Q
Observemos que o p-grupo de Priifer pode ser entendido como o p-subgrupo de Sylow de =,

que consiste de todos o elementos de Z (p*°) cuja ordem é uma poténcia de p.

Proposicao 2.5 Sejam G um grupo e D um subgrupo divisivel de G. Entao D é um subgrupo

caracteristico em G.

Prova. Sejam d € D e
p € Aut (D).
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Como D é divisivel existe n € Z, tal que
g = nh,

para algum h € G. Entao
v (9) = @ (nh) =ne(h).

Portanto, D é um subgrupo caracteristico em G. |

2.2 Grupos injetivos

Um grupo G é chamado injetivo se, dados um monomorfismo de grupos p: H — K e um

homomorfismo de grupos o : H — G, com H e K grupos, existe um homomorfismo de grupos
6:K—G

tal que
a=[fopu,

em outras palavras, tal que o diagrama

T

Figura 2.1: Diagrama

comuta.
Como p é injetiva temos que
H~Im(p) < K.

Suponhamos que, de fato, H seja subgrupo de K e pu seja a aplicagao inclusao, entao a afirmacao
de que G seja injetivo implica que o homomorfismo de grupos o : H — G pode ser estendido a

um homomorfismo de grupos § : K — G, de modo que
o = 6|H
Teorema 2.6 (Baer) Um grupo G é injetivo se, e somente se, ele é divisivel.

Prova. Suponhamos que G seja injetivo e consideremos g um elemento qualquer de G e n € Z*.
A funcao
a:nl— G
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definida por a(nz) = xg € um homomorfismo de grupos. Se i : nZ — 7 é a aplicagao inclusao,

entao, por hipétese, existe um homomorfismo de grupos 5 : Z — G tal que a = 3 o i. Logo,

g=a(m)=(Bod)(n) = B(n) = nB(1) = nh,

com h = 3 (1). Portanto, G ¢ divisivel.

Reciprocamente, suponhamos que G seja divisivel. Dados grupos H, K, um monomorfismo
i H — K e um homomorfismo o : H — G. Podemos supor, sem perda de generalidade, que
H & um subgrupo de K, pois podemos identificar H com Im (1). Seja S o conjunto de todas

as extensoes parciais v : L — G de «, isto é, se H < L < K, entao
v(h) =a(h),
para todo h € H. Dados 7,7, € S, definimos
N <Y e Li<Lyey =l

E facil verificar que < ¢ uma ordem parcial sobre S. Seja C = {7, : L; — G : i € I'} uma cadeia

L:UL.

el

qualquer de §. Faca

Entao é fécil verificar que L é um subgrupo maximal de G. Seja v : L — G definida por
v(xz) = v, (). Entao ¢ claro que 7 € S e v é uma cota superior de C. Assim, pelo Lema de
Zorn, S contém um elemento maximal, digamos 5 : L — G.

Afirmacgao. L = K.
De fato, se L # K, entao existe k € K tal que k ¢ L. Logo, M = L+ (k) < K. Entdao L C M,
o que contradiz a maximalidade de L.

Se

Lo (k) = {0},

entdo M = L& (k) e f; : M — G definida por

o) — 0, se x € (k)
fi (@) {5($), se v €L,

é tal que 5 = 3,1 o que contradiz a maximalidade de 3. Se
Ln(k) # {0},

entao existe um menor inteiro positivo m tal que mk € L. Suponhamos que § “leva” mk em
g € GG. Como G é divisivel temos que g = mg;, para algum ¢g; € G. Agora, todo elemento de

M pode ser escrito de modo tinico sob a soma

r+tk, comz e L e 0<t<m,
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pois m é minimo. Assim, podemos definir uma fungao 3, : M — G por

By (z+tk) = B (x) + tgr.

Verifica-se facilmente que 5 € um homomorfismo de grupos tal que 5 = 3,|; 0 que contradiz

a maximalidade de . Portanto, G é um grupo injetivo ]

A consequécia mais importante do teorema anterior é a propriedade do fator de soma direta
dos grupos divisiveis.

Corolario 2.7 Se D é um subgrupo divisivel de um grupo G, entao
G=DadEFE,
para algum subgrupo E.

Prova. Consideremos a aplicacao inclusao i : D — G. Como D é um grupo divisivel temos,
pelo Teorema 2.6, que D é um grupo injetivo. Assim, para cada homomorfismo de grupos

a: D — D, existe um homomorfismo de grupos 5 : G — D tal que

a=pfoi=f|p.

Em particular, isto vale para o« = Ip. Assim,
B(d) = Ip(d) =d,

para todo d € D. Se g € G, entéo 5(g) € D. Assim,

ou seja,
3 (9)=B(9)-
Logo, (9 — 5(g)) € Ker (f) = E. Portanto,

G=D+E.

pois g = B (g) + (g — B(9)), para todo g € G.
Finalmente, seja d € DN E. Como d € D temos que d = 3 (d). Por outro lado, d € E =

Ker (8). Logo, d = 3(d) = 0. Portanto, G =D & E. [

Em outras palavras, o que o coroldrio acima afirma é que se um grupo G possui um subgrupo
divisivel, este subgrupo é um fator de soma direta de G.
Um grupo G chama-se reduzido se nao possui subgrupos divisiveis nao triviais. O subgrupo

divisivel maximal de G é a uniao de todos os subgrupos divisiveis de G e serd denotado por

d(G).
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Teorema 2.8 Seja G um grupo. Entao existe um tnico subgrupo divisivel mazimal de G. Além

disso,

G=d(G)aE,
com E um grupo reduzido.
Prova. Pelo Coroldrio 2.7,

G=d(G)dE,

para algum E. Note que F = d (E) @ K, para algum K. Assim,
G=d(G)ad(E) e K.

Mas
d(G)®d(E)

¢ divisivel e d (G) ¢é seu subgrupo divisivel maximal. Logo,
d(E)=1{0}.
Portanto, E é reduzido. |

Observe que se d (G) = G entao G é divisivel e se d (G) = {0}, entdao G é reduzido.

Exemplo 2.9 d(Q) =Q e d (Q*) = Q.
Lema 2.10 Se G é um grupo livre de tor¢cao, n € N e h,h' € G tais que nh = nh', entdo
h=H.
Prova. Como nh = nh' temos que
n(h—h)y=nh—nh=0=h—h =0,
pois G é livre de tor¢ao. Portanto, h = h'. |

Teorema 2.11 Seja G um grupo livre de tor¢ao. Entao G é divisivel se, e somente se, G é

um espago vetorial sobre Q. Em particular, G é uma soma direta de cépias de Q.

Prova. Sejam g € G e 7t € Q. Como G ¢ divisivel e livre de torgao existe um tnico h € G tal
que g = nh. Definamos uma composicao externa * sobre G, x : Q x G — G, por
(m—1)g+g, se m>0
m
—*xg=mg =1 0, se m=20
(=m)(—g) =(m+1)g—g, se m<0.

Entao é facil verificar que G é um espaco vetorial sobre Q.
Reciprocamente, suponhamos que G seja um espago vetorial sobre Q. Dado g € Gen € Z*,
existe
h = = ged
n

tal que nh = g. Portanto, G é um grupo divisivel. [ |
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Lema 2.12 O subgrupo de tor¢ao de um grupo divisivel G é também divisivel.

Prova. Suponhamos que G seja divisivel. Sejam
9€T(G)
e m a ordem de g, ou seja, mg = 0. Como G é divisivel temos que, para cada n € Z*, existe
h € G tal que g = nh. Assim,
(nm)h =m(nh) =mg=0
e h € T (G). Portanto, 7 (G) ¢é divisivel. [
Teorema 2.13 Se G é um p-grupo divisivel, entdo G é uma soma direta de p-grupos de Priifer.

Prova. Seja G um p-grupo divisivel nao trivial. Note que G possui um subgrupo isomorfo a
Z (p>). Sejam g; € G de ordem p e C; = (g;) o grupo ciclico gerado por g;. Escolha g, € G
tal que pgs = g1. Entao Cy = (g2) ¢ um grupo ciclico de ordem p? com C; < Cy .Prosseguindo

dessa forma, obtemos uma cadeia
Co={0} <1 << < <-ve

de grupos ciclicos de ordem p", para cada n € Z,. Seja
c=|J Cn
TLGZ+

Entao, pela Proposigao 2.4, C' é isomorfo a Z (p>°) e C' ¢ um grupo divisivel. Portanto, é um
fator de soma direta de G.

Agora, seja S o conjunto de todos os subgrupos de G' que sejam isomorfos a Z (p*°) e seja
T = {XgS:ZHiexiste, v HieX}.
iel

Entao, pelo Lema de Zorn, T" possui um elemento maximal, digamos Xg. Seja

H = ZHi, H; € Xo,
iel
Entao, pela Proposicao 2.2, H é um subgrupo divisivel de G. Assim,

G=HdK,

para algum K.
Afirmacao. K = {0}.
De fato, se K # {0}, entdo K contém um subgrupo P isomorfo a Z (p*°). Logo,

XoU{P} €T,
o que contradiz a maximalidade de Xy. Portanto, G é uma soma direta de cépias de Z (p>).H

Agora é possivel caracterizar os grupos divisiveis. O teorema seguinte descreve completa-

mente a classe dos grupos divisiveis.
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Teorema 2.14 (Decomposi¢ao dos Grupos Divisiveis) Todo grupo divisivel G é soma di-

reta de p-grupos de Priifer e de copias de Q.

Prova. Seja G um grupo divisivel. Entao
G=T(G)®H,

com H livre de torcao. Pelo Teorema 2.11, H é isomorfo a uma soma direta de cépias de Q.
Sabemos que 7 (G) é soma direta de p-grupos divisiveis. Logo, pelo Teorema 2.13, cada um
desses p-grupos divisiveis é uma soma de cépias de Z (p™). Portanto, todo grupo divisivel é
soma direta de cépias de Q e de Z (p™). [ |

2.3 Subgrupos puros

Sejam G um grupo e P um subgrupo de GG. Entao P é chamado subgrupo puro de GG se para
todo n € Z,
PNnG =nP.

E sempre verdade que
nP C PNnG.

Sep € PNnG, entdao p € nP, isto é, se p € P e p = ng, para algum g € GG, entao existe p’ € P
tal que

/

p=mnp.

Proposigao 2.15 Seja G um grupo. Todo fator de soma direta de G é um subgrupo puro.

Prova. SejaG=H® K. Seh € He h=ng,entao g=h'+ k', com h' € H e k' € K. Assim,
ng = nh' +nk' = h =nh' 4+ nk'.

Logo,
nk'=h—nh'€ HNK = {0}.

Portanto, P é um subgrupo puro. |

o ~ . G 2 - ~ ~
Proposigao 2.16 Sejam G um grupo e P um subgrupo de G tal que 3 ¢ livre de tor¢ao. Entao

P ¢ puro.
Prova. Se
b =ng,
entao o
Pe—
g+ Iz
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possui ordem finita. Como % ¢ livre de torcgao,

g+P=P.

Logo g € P. |

Sejam G um grupo de tor¢ao e B um subgrupo de G. Entao B é chamado subgrupo bdsico
de G se:

1. B é uma soma direta de grupos ciclicos.

2. B & um subgrupo puro de G.

3. % é um grupo divisivel.

Seja G um grupo. Entao G é chamado um grupo limitado se

nG = {0},

para algum n € N.

Teorema 2.17 (Priifer-Baer) Seja G um grupo limitado. Entio G é uma soma direta de
grupos ciclicos.
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Capitulo 3
Grupos quasi-injetivos finitos

Neste capitulo trataremos do principal objeto do nosso trabalho, os grupos quasi-injetivos
finitos. A definicao de tais grupos foi motivada a partir do fato de nao existirem grupos injetivos
nao triviais de ordem finita. Uma demonstragao para este fato pode ser encontrada em [9].

A palavra grupo, neste capitulo, significa, salvo mencao em contrario, grupo finito. A partir
deste ponto usaremos a notagao mais conveniente, aditiva ou multiplicativa, para cada caso em

questao.

3.1 Resultados basicos

Neste secao apresentaremos algumas defini¢oes e resultados bdsicos da teoria de grupos
que serao necessdrios para as secoes subsequentes, o leitor interessado em mais detalhes pode
consultar [7, 10, 12].

Teorema 3.1 (N/C Lema) Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entao:

1. Cq(H) é um subgrupo normal em Ng(H) e

2. Inn(G) é um subgrupo normal em Aut (G) e

G

Z(G)

12

Inn(G).

Exemplo 3.2 Se G = Qg é o grupo dos quatérnios de ordem 8, entdo eziste p € Aut(G) tal
que p ¢ Inn(GQ) e ¢* = Ig.

Solugao. Como



e Zy X Ly = {x,y), com z = (1,0), y = (0,1) e 22 = y? = (0,0), temos que
G = {H,aH,bH, abHY,

com H = Z(G) e G' = H. Assim, a fungdo ¢ : G — G definida por p(a) = a™t, p(b) =b"' e

¢(z) = 27!, para todo z € H, ¢ um automorfismo de G e

802 =Ig, p€ CAut(G)(Inn(G)) € SDy(fL") = x[z,y],

que é o resultado desejado. |

Proposicao 3.3 Sejam o : G — H um homomorfismo de grupos e P um subgrupo de G. Se
a = fB|p, entdo
Ker(a) = Ker(8) N P.

Sejam G um grupo e H um subgrupo em G. Dizemos que H é completamente invariante
em G se para todo endomorfismo de grupos ¢ : G — G temos que ¢ (H) C H. Observe que se

H é completamente invariante em G, entdo H é um subgrupo caracteristico (normal) em G.

Exemplo 3.4 Seja G um grupo. Entao, pelo item (4) do Lema 1.17, o subgrupo derivado G’

de G é completamente invariante em G.

Sejam G um grupo e H um subgrupo normal em G. Dizemos que um subgrupo K de G é

um fator direto de H em G se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. HNK =1.

2. G=HK.

Note que se os fatores existem para um subgrupo H, entao eles sao tinicos, a menos de isomor-
fismo, pois
G HK K
H  H ~HNK
Sejam GG um grupo e M um subgrupo de G. Dizemos que M é um subgrupo minimal de G
se M # 1 ese K é um subgrupo de G tal que se 1 C K C M, entao K =1 ou K = M. Por
exemplo, se G = {1,a,b,c}, com a? = b* = ¢* = 1, entao M = {1,a} ¢ um subgrupo minimal
de G.

Seja G um grupo abeliano. Dizemos que G é abeliano elementar se todos os elementos de

= K.

G diferentes da identidade sdo de ordem p, para algum nimero primo p. Neste caso, |G| = p™,

para algum n € N.

Exemplo 3.5 Se G é um grupo solivel finito e H é um subgrupo normal minimal em G, entdo

H ¢é um p-grupo abeliano elementar, para algum nimero primo p.
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Solugdo. E facil verificar que
o(H') C H',

para todo o € End (H), ou seja, H' é completamente invariante em H. Em particular, H' é
caracteristico em H. Logo, H' ¢ um subgrupo normal em G, pois H ¢ normal em G. Assim,
por hipétese,

H =1ou H = H.

Como H é soltivel temos que H # H'. Assim, H = 1 e H é um grupo abeliano. Seja P um
p-subgrupo de Sylow nao trivial de H, para algum ntimero primo p. Como P é um subgrupo

normal em H temos que
o(P)C P,

para todo o € End (H). Assim, P é um subgrupo normal em G. Portanto, pela minimalidade
de H, temos que H = P. |

Seja G um grupo. Dizemos que uma cadeia subnormal em G,
1:G0gGlgan71an:G

é uma série principal ou uma série chief para G se G; # G;y1 e G; é um subgrupo normal

maximal em G, 1 =0,...,n — 1.

Proposicao 3.6 Seja G um grupo solivel finito. Entao os fatores de toda série chief de G sao

grupos abelianos elementares.

Prova. Vamos usar inducao sobre o comprimento da série chief. Seja
1=GoCG C---CGr1CG=G
uma série chief para G. Se n = 2, entao G; é um subgrupo normal minimal em G, pois nao

existe K < G tal que 1 C K C (&;. Logo, pelo Exemplo 3.5,

Gy

Gl:ao

¢ um grupo abeliano elementar. Suponhamos que o resultado seja vélido para todo m, com

1 < m < n. Entao, pelo Teorema da Correspondéncia,

1:éc...CG”*1 Cﬂzg
Gy — -G TG Gy
é uma série chief para GQ Como
G
—| < |G
| <1
temos que
Git1
€
é ,i=1,...,n—1,
G1



sao grupos abelianos elementares. Mas, pelo Terceiro Teorema de Isomorfismo,

Git1
Gi Git1

Portanto, os fatores sao grupos abelianos elementares. |

Corolario 3.7 Seja G um grupo supersolivel finito. Entao os fatores de toda série chief de G

sao grupos abelianos elementares.

Seja G um p-grupo abeliano. Dizemos que G é um grupo homociclico se G é um produto

direto de subgrupos ciclicos H;, com |H;| = p" e n € N. Por exemplo,
G ="Zpm X+ X Ly,

com k fatores.

Observemos que (Jg possui todos os subgrupos normais. Tais grupos sao conhecidos como
grupos de Dedekind. Como exemplos de grupos de Dedekind temos toda a classe dos gupos
abelianos. Se um grupo nao é abeliano e, ainda assim, possui todos os subgrupos normais, ele
¢ chamado Hamiltoniano.

Teorema 3.8 Um grupo G é Hamiltoniano se, e somente se,
G=A+B+D,

com A um grupo dos quatérnios, B um 2-grupo abeliano elementar e D um grupo de tor¢do
cujos elementos sao todos de ordem impar.

Teorema 3.9 (Argumento de Frattini) Sejam G um grupo finito e K um subgrupo normal

em G. Se P é um p-subgrupo de Sylow de K, para algum nimero primo p, entao
G = KNg(P).
Em particular, se G é um p-grupo finito, entdo
G = G'G).

Corolario 3.10 Seja G um p-grupo finito, para algum nimero primo p. Entao

_ G
Frat (G)

é um grupo abeliano elementar.

Teorema 3.11 Sejam G um grupo, P um p-subgrupo de Sylow de G abeliano e N = Ng (P).
Entao:
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PNG' =PNN ou P=(PNN)x(PnZ(N)).

2. O p-grupo quociente maximal de G é isomorfo a PN Z (G).

Teorema 3.12 (Torre de Sylow) Seja G um grupo supersolivel de ordem
Gl =pi'py® - it
com p; um numero primo € p; > piyr1, para cada i = 1,...,r. Entao, para cada k, temos que
PP P,

é um subgrupo normal em G.

Sejam p um ntimero primo e k € N. Denotaremos o grupo €, (G) por

ka(G):<g€G:gpk: >
Teorema 3.13 Sejam G um p-grupo abeliano e o € Aut (G). Se
ola,@ = la,

entao o = Ig.

3.2 (Grupos quasi-injetivos

Nesta secao apresentaremos uma caracterizacao para os grupos quasi-injetivos finitos.
Um grupo G é chamado quasi-injetivo se para qualquer subgrupo H de G e para qualquer

homomorfismo de grupos a : H — G existe um endomorfismo 3 : G — G tal que

ﬁ|H = (.

Note que um grupo G é quasi-injetivo quando todo homomorfismo de grupos, de qualquer

um de seus subgrupos nele mesmo, pode ser estendido a um endomorfismo global.

Exemplo 3.14 O grupo dos quatérnios QQg é quasi-injetivo.

Solugao. Seja Qg = {(a,b) com b* = a* = ¢ e a® = a~!. Entdo qualquer endomorfismo

B : Qs — Qs é completamente determinado por (a) e B(b). Os subgrupos préprios de (g sao:
(a®) = (1?) = {(ab)?), (a), (b) e (ab). Portanto, dado qualquer subgrupo H de Qg e qualquer
homomorfismo de grupos « : H — Qg é fécil verificar que existe um endomorfismo (5 : Qg — Qs

tal que G| = a. [ |
Lema 3.15 Seja G um grupo quasi-injetivo.
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1. Se H é um fator direto de G, entao H é quasi-injetivo.
2. Se H é um subgrupo completamente invariante de G, entao H é quasi-injetivo.

3. Se um subgrupo completamente invariante H de G possui um elemento de ordem n, entao

H contém todos os elementos de ordem n.

Prova. (1) Suponhamos que H seja um fator direto de G. Entao existe um subgrupo K de G
tal que G = HK e HN K = 1. Consideremos as funcoes i : H — G definida por i(h) = h e
p: G — H definida por p(hk) = h. Logo,

(poi)(h) =p(i(h)) =p(h) =h, ¥ he H,

isto é, poi = Iy. Dados L um subgrupo qualquer de H e o : L — H qualquer homomorfismo
de grupos. Assim, i o« : L — G é um homomorfismo de grupos. Como G é quasi-injetivo

temos que existe um endomorfismo v : G — G tal que

VL =ioa.
Agora, vamos definir 8 : H — H por
B=po (L)
Entéo
B(h) = (po(l)) (h) = (po(ica))(h) =((pei)oa)(h)
= (Unoa)(h)=Ig(a(h))=alh), V hel,
isto ¢,

BlL = a.

Portanto, H é quasi-injetivo.

(2) Suponhamos que H seja um subgrupo completamente invariante de G. Dados L um
subgrupo qualquer de H e o : L — H um homomorfismo de grupos qualquer. Assim, io« : L —
G € um homomorfismo de grupos. Como G é quasi-injetivo temos que existe um endomorfismo
v: G — G tal que

YL =ioa.

Assim, existe um endomorfismo 3 = 7|z : H — H tal que

B‘L = Q,

pois 7(H) C H. Portanto, H é quasi-injetivo.

(3) Sejam H um subgrupo completamente invariante de G,

a:H—0d4
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um homomorfismo de grupos e h € H um elemento de ordem n. Como G é quasi-injetivo,

existe um endomorfismo 5 : G — G tal que
Blu =«
e g = (h), para algum g € G de ordem n. Por outro lado,
g=p(h)€B(H)C H,
Portanto, H contém todos os elementos de ordem n. |

Lema 3.16 Seja
G =HK, com mdc(|H|,|K]|) = 1.

Entao G é um grupo quasi-injetivo se, e somente se, H e K também o sao.

Prova. Seja G um grupo quasi-injetivo. Entao, pelo item (1) do Lema 3.15, H é quasi-injetivo.
De forma andloga, prova-se que K também é quasi-injetivo.
Reciprocamente, seja G = HK, com H e K quasi-injetivos. Dados L um subgrupo qualquer

de G e a: L — G um homomorfismo de grupos. Entao, pelo Exemplo 1.3, obtemos
L=(LNH)(LNK).
Logo, existem endomorfismos
B H—-Gepy: K—G

tais que
Bilenm = alnm € Balinkx = @lrnk,

pois LNH < He LNK < K. Assim, pelo Teorema 1.10, a funcao 5 : G — G definida por
B(hk) = B1(h)By(k),
com h € H e k € K, &€ um endomorfismo de GG tal que
Blr = a.
Portanto, G é quasi-injetivo. |
Exemplo 3.17 O gupo G = Qg X Qg nao é quasi-injetivo.
Solugao. Sejam @ = (a,b) e Qs = (¢,d). Pondo H = (a) e K = (ac), obtemos
HNK =1, [a,ac)=1¢e L =HK.

Seja o € Aut (L) definido por « (a) = ac. Entao se G fosse quasi-injetivo, entdo ¢é facil encontrar
p € Aut (G) tal que
ﬁ| L — (.
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Como H <1 G temos que K = 3 (H) = a(H) < G. Portanto,
(ac)’ =b(ac) b =a e = a? (ac) ¢ K,
o que é uma contradicao, |
Este exemplo ratifica a necessidade da hipétese do Lema 3.16 de que mdc (|H|,|K]|) = 1.
Teorema 3.18 Todo grupo quasi-injetivo é supersolivel.

Prova. Seja G um grupo quasi-injetivo finito. Suponhamos, por absurdo, que o resultado seja
falso. Entao podemos escolher um subgrupo normal minimal H em G tal que um fator chief %

seja um grupo abeliano nao elementar, com K <1 G. Logo,
H
7|
com n > 2, m > 2 e mdc(m,p) = 1, para algum nimero primo p. Seja
Pc Syl,, (%) .
Como |ﬁ| = p" temos que existe Fp < P tal que

ﬁ
K,
Assim, pelo Terceiro Teorema do Isomorfismo, temos que K, < P < H e que

P
KP
Logo, existe um homomorfismo de grupos o : P — G, com

Ker(a) =K, (K C K,) e |—|=p.

Por outro lado, como GG é um grupo quasi-injetivo temos que existe um endomorfismo g : G — G

tal que
Blp=a e K, =Ker(a) =Ker(f) NP < H.
Portanto,
KCHﬂKer(ﬁ)CH#{K}%L<£,
HnKer(f) K
o que é uma contradicao. |

Observacao 3.19 O Ezxzemplo 3.17 prova que a reciproca do Teorema 3.18 é falsa.

O préximo teorema é bastante usado para determinar a estrutura dos grupos quasi-injetivos.
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Teorema 3.20 Sejam G um grupo quasi-injetivo e K um subgrupo de G. Se H é um subgrupo

subnormal em K, entao H é um subgrupo normal em K.

Prova. Como H é subnormal temos que existe uma cadeia subnormal
H=HyCH, C---CH, 1CH, =LK

Podemos supor, usando indugao sobre n, que H < L. Suponhamos, por absurdo, que H nao

seja normal em K. Entao existe k € K tal que
HY = kHE '+ H.

Pondo U = HH*, obtemos
U<L,

pois H é normal em L e H* ¢ um subgrupo de L. Entdo o grupo quociente % possui um
subgrupo de ordem p, para algum um nimero primo p. Logo, pela prova do Teorema 3.18,
existe M <1 G tal que

HcUNMCU.

Neste caso, H* C M. Entao U C M, o que é uma contradicao. Portanto, H ¢ um subgrupo

normal em K. [}

Corolario 3.21 Seja G um grupo quasi-injetivo. Entdao qualquer subgrupo nilpotente de G é

um grupo de Dedekind.

Prova. Seja H um subgrupo nilpotente de GG. Entao, pelo Corolédrio 1.35, todo subgrupo N de
H ¢é subnormal em H. Assim, pelo Teorema 3.20, N é normal em H Portanto, H é um grupo
de Dedekind. [}

Lema 3.22 Sejam G um grupo quasi-injetivo e P um p-subgrupo de Sylow de G, para algum
numero primo p. Entao todos os elementos de ordem p em P tem a mesma altura em P, isto

é, eles estdo contidos em subgrupos ciclicos mazximais isomorfos de P.

Prova. Sejam G um grupo, g € GG, P um p-subgrupo de Sylow de G e a € P, com |a| = p.
Considere

F={g):lgl=p"eacg)}.

Note que F # ) e contém um elemento maximal, digamos (g) € F, com [{(g)| = p" e a p-altura
de a sendo igual a n.

Tome b € G, com [(b)| = p. Seja m a p-altura de b. Entao existe h € G tal que |(h)| = p™
eb e (h). Seja v : (a) — (b) < G um homomorfismo de grupos. Como G é um grupo

quasi-injetivo, existe um homomorfismo de grupos v : G — G tal que
Vi) = ¢
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Afirmagao. 1|, ¢ injetora.

s

De fato, se w € (g) e ¢ (w) = 1, com w # 1, entdo existe s € N tal que a = w

1= (w) =1 (a) =b,

. Logo,

o que é um absurdo.

Pondo t =1 (g), obtemos que

it =¥ (9)| = lg| = p".

Como b = ¢ (a) € (t), entdo temos que m = n. Portanto, todo elemento de ordem p em P tem

a mesma altura em P. [ ]

Corolario 3.23 Sejam G um grupo quasi-injetivo e P um p-subgrupo de Sylow de G. Entao

P é um grupo homociclico ou um grupo dos quatérnios de ordem 8.

Prova. Seja
P e Syl (G).

Como P é um grupo de Dedekind temos, pelo Teorema 3.8, que ele é abeliano ou é o produto
direto do grupo quatérnio de ordem 8 com um 2-grupo abeliano elementar. Logo, pelo Lema
3.22, P é da forma desejada. [ |

Observagao 3.24 O resultado acima implica que se P é um p-subgrupo de Sylow de um grupo
quasi-injetivo, que nao € abeliano, entao p = 2 e P é um grupo dos quatérnios de ordem 8.

Neste caso, o teorema sequinte prova que P deve ser um fator direto de G.

Teorema 3.25 Seja G um grupo quasi-injetivo. Se Qg é um 2-subgrupo de Sylow de G, entao
G=0Us XK,

com K um grupo quasi-injetivo de ordem impar.

Prova. Como
Qs € Syl, (G)
temos que

Qs € Syl, (@sG)

e QsG' < G. Entao, pelo argumento de Fratini, obtemos
G =G'Na(Qs),

pois Qs < Ng (Qs)-

Afirmagao. (g < G.
De fato, suponhamos por, absurdo, que (Js nao seja normal em G. Entao existe um p-elemento
x € G' tal que

2Qsz ™! # Qs.
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Por hipétese, GG € supersoliivel e G é nilpotente. Entao, pelo Teorema 3.20,
H=(z)<G.

Assim, dado ¢ € Aut(Qg), obtemos 6% = (o|z)? = Iy, ou seja, (§) é um subgrupo ciclico de
Aut(Qs). Logo, Cg, (x) é subgrupo ciclico de ordem 4. Portanto, em cada 2-subgrupo de Sylow
de G temos que cada elemento de ordem 2 centraliza z. Como a fungao

a:HCqy (x) = H<G
¢ um homomofismo de grupos temos que existe um endomorfismo 3 : G — G tal que

5|HCQ8(:C) = Q.

Seja
M = Ker (5).

Entao
Mn HCQs (1}) - CQs (1}) .

Por outro lado, como

MﬂHQgQHQg, CQg(l‘)gHQg e MNH=1

temos que
MﬂHQg Q CQS (l‘),

ou seja,
Assim,

(HQs) M (HQs) M HQs

— <1 ~ C .
Portanto, existe um elemento y de ordem 2 em

HQs
Cqs (7)
tal que zy # yx, o que é uma contradicao.
Finalmente, se Py, ..., P, sao todos os p;-subgrupos de Sylow de (G, com p; nimeros primos

fmpares, ¢ = 1,..., k, entao, pelo Teorema 3.12,

K=Px---xP.~PPF- P,
¢ um subgrupo normal em G. Como o
mde(|Qs, [K]) =1
temos, pelo Lema 3.16, que K é um grupo quasi-injetivo de ordem fmpar. |
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Observagao 3.26 O Teorema 3.25 e o Lema 3.16 reduzem a discussao a todos 0s grupos cujos

subgrupos de Sylow sao abelianos.

Lema 3.27 Seja G um grupo quasi-injetivo tal que todos os p-subgrupos de Sylow de G sao

grupos abelianos. Entao G' é um m-subgrupo de Hall de G e existe H um subgrupo de G tal que
G=GH, com GNH=1.
Além disso, G' e H sao grupos abelianos homociclicos e
G'NZ(G)=1.

Prova. Sejam P um p-subgrupo de Sylow de G e N = N (P). Entao, pelo item (1) do
Teorema 3.11, obtemos
P=(PNG)x(PNZ(N)).

Afirmagao. PN G’ =1 ou P é um subgrupo de G'.

De fato, suponhamos que

PNG #£1.

Entao P é um subgrupo de GG'. Lembremos que, pelo Corolario 3.23, P é um grupo homociclico
e, pelo item (3) do Lema 3.15, G’ contém todos os elementos de ordem p, donde PNG’ é um fator
de P. Assim, G’ é um m-subgrupo de Hall de G. Portanto, pelo Teorema de Schur-Zassenhaus,

G contém um 7’-subgrupo H tal que
G=GH, com GNH=1.
Finalmente, se P é um subgrupo de GG’, entao P é um subgrupo normal em G e
PNZ(G)=1.

Assim,
GNZ(G) =1,

que ¢é o resultado desejado. [ ]

Lema 3.28 Seja G = KH um grupo quasi-injetivo tal que todos os p-subgrupos de Sylow de G
sao grupos abelianos, com
K=G e HNK=1.

Se P ¢ um p-subgrupo de Sylow de K e h € H, entdo existe r = r(p,h) € Z tal que k" =
hkh=' = k", para cada k € P.

Prova. Podemos supor, sem perda de generalidade, que

P = (k) x - x(kpn),
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com (k;) subgrupos cicicos isomorfos, para cada i = 1,...,n. Suponhamos que n > 1, pois o
caso n = 1 é claro. Entao, pelo Teorema 3.20, os subgrupos (k;), (k;) e (k;k;) sdo normais em

G, para cada i,j = 1,2,...,n, com i # j. Logo, existem r, s,t € Z tais que
r s h t
K=K, k=K e (kik))" = (kik;)",
com 0 < r,s,t < |k;| = |k;|. Assim,
1.8 h1.h h r— —_s
kiki = ki'k} = (kik;)" = kfk; =kt = k; :
Portanto, para cada k € P, existe r = r (p, h) € Z tal que s" = s". |

Lema 3.29 Seja G = KH um grupo quasi-injetivo tal que todos os p-subgrupos de Sylow de G
sao grupos abelianos, com

K=G e HNK =1.

Se K, é um m-subgrupo de Hall de K, entdo Cy (K,) é um fator direto de H. Em particular,
Z(G) = Cy (K)
é um fator direto de G.

Prova. Basta provar que se
1 %l'pECH(KW),

entao existe
z € Cy (K,) tal que 2P = aP.

A funcao
a: K, (af) — K,
definida por a(ka?) = k é claramente um homomorfismo de grupos. Assim, existe um endo-

morfismo de grupos 3 : G — G tal que

Bli,(ary = v.

Seja M = Ker (5). Entao
M N K, (2P) = Ker(a) = (2P) .

Note que = ¢ Cg (K). Assim, existe y € Im () de ordem p com a mesma ac¢ao de = em
K. Logo, o conjugado y* pertence a H, para algum k € K, e 3* possui a mesma acao de z.
Portanto,

z=z (yk)_l €Cy (K,)

¢ o elemento desejado. |

Teorema 3.30 Um grupo G é quasi-injetivo se, e somente se, G = Qg X K, com K um grupo

quasi-injetivo de ordem impar ou G = K x H tal que:
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1. Syl,(K) e Syl,(H) sdo homociclicos.
2. G =K.
3. mde (|K|,|H|) = 1.

4. Para cada h € H, se p é um nimero primo, com p||K|, entdo existe um r =1 (p,h) € Z
tal que k" = k" para todo k € K,,.

5. Se K, é um m-subgrupo de Hall de K, para algum conjunto de primos w, entdo Cy (K;)

é um fator direto de H. Em particular,
Z(G)NH =Cy (K)
é um fator direto de H.

Prova. Suponhamos que G seja um grupo quasi-injetivo. Entao, pelo Teorema 3.25 e, pelos
Lemas 3.27, 3.28 e 3.29, G satisfaz todas as condigoes desejadas.

Reciprocamente, se G = Qg X K, entao, pelo Lema 3.16, G é um grupo quasi-injetivo, pois

mde (|Qs|, [ K1) = 1.
Agora, suponhamos que G = K x H. Note que dado qualquer subgrupo L de G podemos
supor, sem perda de generalidade, que

L=(LNK)x(LNH).

Sejam o : L — G um homomorfismo de grupos qualquer, 7 o conjunto dos primos que divide

a ordem de
LNK

Ker (04|LHH)
e escolhamos = € G tal que
a(LNH)C H".

Entao h4 vdrios fatos a serem considerados:
1° Fato. Se h € L N H, entao existe ¢ € Cy (K;) tal que

¢ um homomorfismo de grupos tal que

&1(LQH)QH
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Assim, para um nimero primo p € 7 fixado, podemos escolher k& € L N K tal que «; (k) seja

um p-elemento de G, com a4 (k) # 1. Logo, pelo item (4), obtemos

o (k)" = <> 1 (k) 1<>
= ( (W) («- )(ar ‘a(h)" z)
= <> <k>a<>

ou, equivalentemente,

a (k)ocl(h)hfl _—— (k) 7

ou seja, oy (h) h~! centraliza o (k). E fécil verificar que conjugacoes sucessivas dos p-elementos

1

a1 (k) por a; (h) h~! mantém o elemento «; (k) centralizado. Neste caso, ay (h) h™! centraliza

todos os elementos de ordem p. Logo, pelo Teorema 3.13, temos que
a7 (h) h_l € CH (Kp) .

Portanto,
o1 (h) hte Cy (Kﬂ) ,
isto é,
ay (h)h™t =ce a(h) = (he)®, para algum c € Cy (K,) .

2° Fato. Existe um homomorfismo de grupos v : KL — G tal que
YL = a.

De fato, note que
KL=K(LNH), a(LNK)C K,

e para «|rng existe um homomorfismo de grupos o : K — K tal que
Olonx = |k, 0(Ky) C Ky e o(k)=1,
se k ¢ um p’-elemento de K. A fungao v : KL — G definida por
v (kh) = o (k) a(h),

¢ o homomorfismo de grupos desejado.
3° Fato. Existe um homomorfismo de grupos 3 : G — G tal que

6|KL:'Y

De fato, usando inducao sobre |G|, basta estender v a funcao
B:M— G,
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com M um subgrupo de G tal que

M —_

KL| "
Sejam h € (M N H) — L um p-elemento e suponhamos que

v (W) = (hPe)”,

para algum ¢ € Cy (K;). Entdo a ordem de ¢ é |¢| < |h|. Logo, |¢| € menor do que a p-ésima

componente do expoente de H. Assim, pelo item (5), existe d € Cy (K) tal que d? = ¢. Pondo
B (h) = (hd)",

obtemos o homomorfismo desejado 5 : M — G. Portanto, G é um grupo quasi-injetivo. ]

Exemplos 3.31 Sao exemplos de grupos quasi-injetivos os sequintes grupos:

1.G=Kx,H, comn K =(a) ~Zz, H= () ~Zs e p: H— Aut(K) dada por
¢y (a) = a®. De fato, note que K e H sao homociclicos, mdc (|H|,|K]|) =1, G’ = K,
K, =K éum {7}-subgrupo de Hall de G e Cy (K) =1 é um fator direto de H;

2. G = Dyn, com p um nidmero primo fmpar e n € N.
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Capitulo 4
Grupos do tipo injetivo

O conceito de grupo quasi-injetivo dado no capitulo anterior foi criado por L. Fuchs motivado
pelo fato de nao existirem grupos injetivos finitos nao triviais. Agora, introduziremos um outro
conceito relativo, a extensao de automorfismos de grupos que foi criada por Azevedo e que foi
tratada por ele, Bastos e Juriaans em [2]. No nosso trabalho, estudaremos apenas o caso em
que G é um grupo abeliano.

Um grupo G é do tipo injetivo se para qualquer subgrupo H de G e qualquer automorfismo

de grupos ¢ existir um automorfismo de grupos 1 tal que

V| = ¢

Sejam o conjunto
L=A{y e Aut(G): Y|y € Aut (H), para cada H < G}

e a funcao
T : L — Aut(H)

Y — Yl
Entao é facil verificar que £ < Aut (G) e T' ¢ um homomorfismo de grupos. Note que G é do

tipo injetivo se T' é sobrejetora. Em particular, Aut (H) é uma se¢io de Aut (G), pois

L
mzAut(H).

Portanto, uma condigao necessdria para que um grupo finito G seja do tipo injetivo é que
|Aut (H)| divida |Aut (G)|.

4.1 Resultados basicos

Nesta secao apresentaremos algumas definicoes e resultados bésicos da teoria de grupos que
serao necessarios para as segoes subsequentes, o leitor interessado em mais detalhes, mais uma

vez, pode consultar [7, 10, 12].
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Teorema 4.1 (Kulikov) Se um grupo G é uma soma direta de grupos ciclicos, entdo todo

subgrupo de G também é uma soma direta de grupos ciclicos.

Sejam p um nimero primo e r € N. Um p-grupo é chamado homociclico do tipo (p",m) se
ele é a soma direta de m cépias de um grupo ciclico de ordem p".
Seja G um grupo homociclico do tipo (p”,m). Dizemos que um conjunto X = {z; : i € A},

com A um conjunto de indices, é uma base para G se

€A

A base X é chamada independente se ela é uma base para o subgrupo de seus geradores.

Teorema 4.2 (Teorema da Base) Sejam G um grupo homociclico do tipo (p",m) e H um

subgrupo de G. Entao H é uma soma direta de grupos ciclicos e, dada uma base
H=A{h;:i€ A}
de H, existem uma base X = {x; :i € A} de G e um conjunto
N={r:r,eN, VieA}
tais que Ay C A e h; = xfri, para cada i € A;.

Retomando o conceito de grupos divisiveis dado no Capitulo 2, observamos que, se um

grupo G é divisivel, entao um elemento g € G é tal que
g € G", paracada n € Z,.

Observemos agora, que grupos livres de tor¢ao sao mais dificeis de lidar do que p-grupos
abelianos, exceto no caso de grupos de posto 1. Por isto, nao existe uma classificacao satis-
fatéria. O conceito de altura nos fornece um importante modo de distingao entre elementos em
grupos livres de torgao.

Sejam p um ndmero primo fixo e g um elemento de um grupo abeliano G. A p-altura de g

em G ¢ o unico elemento n, € Z, tal que

p™ | |g|, mas p™ ¢ |g|.

Caso contrario, dizemos que g tem p-altura infinita em G.
Seja p1, pa, . .. a sequéncia dos nimeros primos em sua ordem natural. Se g € um elemento

de G, a altura vetorial de g é definida como

h(g) = (n1,n2,...),

com n; a p;-altura de g em GG. Note que cada n; é oo ou um inteiro nao negativo. Qualquer vetor
h com componentes desse tipo serd chamado de altura, sem referéncia a um grupo abeliano

especifico.
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O conunto de todas as alturas pode ser parcialmente ordenado definindo h < h’ sempre que

n; < n., para todo i. Aqui, o simbolo co estd sujeito a regras habituais. Assim,

¢ a Unica altura minima e

¢ a Unica altura maxima.

Se g é um elemento de um grupo com p-altura n, entao pg tem p-altura n + 1. Logo,
se a p-altura de um elemento g de G é acrecida de alguns primos p, a altura resultante sera
um miiltiplo da altura de g. Isso sugere que tais alturas sejam tratadas como equivalentes.
Consequentemente, duas alturas h e h' sdo equivalentes se n; = n), para quase todo i e n; = n/,
quando n; ou n} for infinito. Pode-se verificar que esta relagdo ¢ uma relagao de equivaléncia no
conjunto das alturas. As classes de equivaléncias sao chamadas tipos. O tipo de um elemento

g de um grupo é definido como o tipo de suas alturas vetoriais e serd denotado por

t(g).

O conjunto de todos os tipos pode também ser parcialmente ordenado. Definimos t < t’
para significar que h < h', com h e h' as alturas associada aos tipos t e t’, respectivamente.
Claramente, existem um tinico menor e um tnico maior tipo.

Suponhamos que G seja um grupo livre de torcao de posto < 1 e g1, go dois elementos de
G — {1}. Entao

(g1) N {g2) # {1},

pois {g1, g2} é dependente. Assim, existem my, my € Z* tais que
migy = mags # 1.
Logo, por defini¢ao, h (g;) e h(g2) s@o equivalentes e

t (91) = t(92)-

Portanto, todo elemento de G — {1} tem o mesmo tipo, o qual é referido como o tipo de G, em
simbolos t (G).

Proposigao 4.3 Sejam G e H grupos abelianos livres de tor¢ao de posto < 1. Entao G e H
sao isomorfos se, e somente se, eles tem o mesmo tipo. Além disso, todo tipo é o tipo de um

grupo abeliano livre de tor¢ao de posto 0 ou 1.

4.2 Propriedades dos grupos do tipo injetivo

Lema 4.4 Sejam G um grupo do tipo injetivo e H um subgrupo caracteristico em G, entao H

é do tipo injetivo.
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Prova. Sejam H um subgrupo caracteristico em GG, K um subgrupo qualquerde He ¢ : K — K
um automorfismo de grupos. Como K também é um subgrupo de G e G é um grupo do tipo

injetivo, existe um automorfismo de grupos v : G — G tal que

V| = ¢
Por outro lado,
¢| u € Aut (H ) ,
pois H é um subgrupo caracteristico de GG. Portanto, H é do tipo injetivo. |

Exemplos 4.5 Seja G um grupo do tipo injetivo. Entao:

1. O centro Z (G) de G é do tipo injetivo.
2. O subgrupo Frattini Frat (G) de G é do tipo injetivo.
3. O subgrupo Fitting Fit (G) de G é do tipo injetivo.

Lema 4.6 Sejam G um grupo do tipo injetivo e ¢ : H — H um automorfismo de grupos. Se o

automorfismo de grupos ¢ : G — G é tal que

V|lw=¢

entao:

1. ¢ (Cq (H)) =Cq (H).
2. 1 (Ne (H)) = Ng (H).
Lema 4.7 Sejam G um grupo e N e H subgrupos de G tais que
G =N x H.
Se G ¢é do tipo injetivo e N é um subgrupo caracteristico em G, entao H é do tipo injetivo.

Prova. Sejam
. G—H

a projecao de G em H, e (K, ¢) uma data em H. Como G é um grupo do tipo injetivo ele

possui uma extensao (G, ). Consideremos a funcao

A~

¢p:=movy:H — H.

Afirmagcéo: ¢ € Aut (H).

De fato, note que &5 ¢ um homomorfismo de grupos. Se
o (h)=1,
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com h € H, entdo ¢ (h) € N. Assim,
he NNH={1}.
Logo, é ¢ injetora em H. Dado h; € H, obtemos
hy =1 (z), para algum z € G.
Pondo
z = nh,

comn € N eh € H, temos que

= () =7 (¢ (2)) = (To1) (2) = 6 (2).
Logo, (B é sobrejetora em H. Assim, qAb ¢ um automorfismo de H. Portanto, H é um grupo do

tipo injetivo. |

4.3 O caso abeliano

Nesta secao abordaremos o resultado que caracteriza todos os grupos abelianos do tipo

injetivo.

Teorema 4.8 Sejam G um grupo abeliano e T (G) seu subgrupo tor¢ao. Entao G é do tipo

ingetivo se, e somente se, é satisfeita uma das sequintes condigoes:

1. G é um grupo divisivel.

2. G é um grupo de tor¢cao e cada uma de suas componentes primdrias é divisivel ou ho-

mociclica.

3. T (G) é divistvel e %G) ¢ livre de tor¢ao, abeliano e de posto 1.

Prova. Sejam G seja um grupo abeliano do tipo injetivo e 7 (G) seu subgrupo tor¢ao. Supon-
hamos que G nao seja divisivel. Entao ha dois casos a ser analisados: quando G é um grupo
de torgao e quando G nao é um grupo de torgao.

1° Caso. G =T (G).
De fato, pelo Teorema 1.15, podemos supor, sem perda de generalidade, que G' é um p-grupo e

pelo Teorema 2.8, podemos escrever G como a soma direta
G=D®E,

com D divisivel e caracterfstico e F reduzido. Como D ¢é caracteristico e G é do tipo injetivo

temos que

E ={1} ou D= {1}.
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Logo, G é reduzido.

Afirmagao. GG é um grupo limitado.
De fato, se GG nao fosse limitado, entao ele seria divisivel, o que é uma contradicao. Portanto,
G é limitado.

Assim, pelo Teorema 2.17, G é a soma direta de grupos ciclicos. Como G é do tipo injetivo,

todas as ordens destes grupos ciclicos sao iguais. Portanto, eles sao homociclicos.
2° Caso. G # 7T (Q).
Sejam z € G tal que x ¢ 7 (G), g € T (G) e n € N. Tomemos

H={g)x (a") <G

e definamos ¢ € Aut (H) por

gx™, se h € (z").

¢(h):{g’ se h € (g)

Entao, sendo ¢ : H — H um automorfismo de grupos, como G é do tipo injetivo, existe um

automorfismo de grupos gAb :G — G, com

Assim,

~ ~ ~

gr" = (2") = (¢(x))" = g = (¢(x) 27)".

Logo, 7 (G) é um grupo divisivel e entdao podemos escrever
G=T(G)dF.
Tomemos = € F. Como G nao é divisivel temos que existe ng € N tal que
x ¢ G™.
Sejam w € F um elemento nao trivial qualquer e
K = (w™, x).
Se K fosse de posto 2, entao definimos ¢ € Aut (K') por
¢ (w™) = zw™, com ¢(x) = .

Logo, 5 satisfaz
z = (0w (w))" € G™,

o que é uma contradi¢ao. Logo, K é de posto 1. Assim, F' também o é.
Reciprocamente, seja G um grupo que satisfaz uma das trés condicoes do teorema. Entao

hé trés casos a considerar.
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1° Caso. Seja G um grupo divisivel. J4 sabemos que 7 (G) também ¢ divisivel. Entao
G=T(G)DF,

com F' também divisivel. Sejam H um subgrupo qualquer de G, ¢ : H — H um automorfismo

de grupos, A um conjunto de mimeros primos, V' um complementar para

ZQP (H) em ZQP (G)
pEA peEA
H=V&H.

Podemos estender ¢ a H de modo que ¢ seja a identidade em V. Ainda denotemos essa extensao

por ¢. Pelo Teorema 2.6, G é um grupo injetivo. Entao existe um endomorfismo ¢ : G — G

tal que
Vg =0
Como
> () =3 0,(G),
pEA pEA
temos que
Uz € Aut (T (G)).
Seja

F={U:(T(G),H)<U<G e|yeAut(U)}.
Afirmacao 1. (7 (G),H) € F.

De fato, sejam
L=(T(G),H) e ge L.

Entdo g =th,comt €7 (G) e h€ H. Se ¢ (g) = 1 entdo
¢(h) =y (h)eT(G)NH =T (H).
Logo, g = 1. Por outro lado, existem ty € 7 (G) e hg € H tais que
t=1v(to) e h=1(ho) = g="1v(toho).

O que prova a afirmacao.
Ordenando F pela inclusao, temos que toda cadeia ascendente em F tem uma cota superior

em F. Assim, pelo Lema de Zorn, podemos escolher um elemento maximal, digamos
Uy e F.

Seja
W=+Uy={g9g€G:g" el paraalgum n € N}

o radical de Uy em G.
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Afirmagao 2. W € F.
De fato, note que
(T(G),H) <W.

Se
x € WnKer (),

entdo, para algum n € N, temos que
z" € Uy NKer (v) = {1}.

Logo,
r €T (G)NKer(y) ={1}.

Assim, 1 é injetora em W. Sejam y € W e n € N tais que y"™ € Uy. Entao existe z € Uy tal que
Yt =1 (2).
Como G ¢ divisivel, temos que existe © € G tal que z = x". Por definicao,
reW ey Y(r) €T (G)<Uy<W.
Entao existe t € 7 (G) tal que y~'¢ (z) = ¢ (t7). Assim,
y =1 (tz)
com tx € W. Logo, ¥ & sobrejetora. Isto prova a afirmacao e também que
W = Uy.
Desta forma, Uy € um subgrupo divisivel de G. Assim,
G=Uy® K,

para algum subgrupo divisivel K de G. Definamos & : G — G por

~

¢<9):€%<Uk):¢<u)ff<(/€), comucUyekekK.

Entdo ¢ € Aut (G) e ¢ & tal que

Portanto, G é do tipo injetivo.

2° Caso. Seja GG um grupo de tor¢ao tal que suas componentes primérias sao divisiveis ou
homociclicas. Podemos supor, sem perda de generalidade, que G é um p-grupo. Por um caso
anterior, G também pode ser suposto homociclico. Sejam H um subgrupo de Ge ¢ : H — H
um automorfismo de grupos. Uma aplicacao do Teorema da Base garante a existéncia de uma

extensao de ¢.
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3° Caso. Seja G um grupo tal que
G=T(G)DF,
com 7 (G) divisivel e F' de posto 1. Sejam
t=t(F),
o tipode F', e
h = (hy, ha, .. .)

uma altura qualquer em t. Pela Proposicao 4.3, F' ¢é isomorfo ao subgrupo de Q gerado pelos
nimeros racionais z%’ comi €N, j=0,1,...,h; e Il = {p1,ps,...} 0 conjunto dos nimeros

primos ordenados naturalmente. Desta forma podemos “mergulhar” G no grupo divisivel
G=T(G)aQ.
Sejam H um subgrupo de G e ¢ : H — H um automorfismo de grupos. Pelo 1° Caso, existe
P € Aut (@) tal que
Ylg =9
Afirmacao 1. ¢ (G) = G.
De fato, suponhamos, por absurdo, que ¢ (G) # G. Entéo, para algum f, € F, terfamos que

v (fo) €G.
Seja

7:G—0Q
a projecdo canodnica de G e

v:Q—Q

a funcao induzida por . Entao

v eAuw(Q) e ¥(n(fy)) & m(F).

Logo, exsite um nimero racional o = %, com mdc (p, q) = 1, tal que ¢ é o produto por a e

ar (fo) ¢ m (F).
Por outro lado,
a"r(H)y=n(H), ¥V néeZ.
Escolha ng € NN« (H) e n € N grande o suficiente para que ang € 7 (H) < 7 (F) seja uma
fracao irredutivel. Se
qQ=pi D)
é a decomposicao primdria de ¢, entdo, como 7 (F') é gerado pelos nimeros racionais %_-, com

p;
ieN,j=0,1,... h;, e a"ng é uma fracao irredutivel em 7 (F), devemos ter que h;, # 0. De
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fato, como podemos tomar n € N arbitrariamente grande segue que h;, = oo. O fato dos p;,

serem relativamente primos implica que

%GW(F)

e entdo o € w (F). Se x € 7 (F), entdo
Sij
2.
uma soma finita com s;; € Z, V 14, j. Usando a Equagao (4.1), temos que cE™ (F) e, assim,
axr € w(F).

Por outro lado,

b (m(fo) = am (fo) € m(F),

o que é uma contradicao. Logo,

$(@) =G,

Portanto, G é um grupo do tipo injetivo. |

Coroldrio 4.9 Seja G um grupo finito do tipo injetivo. Entao Z (G) é do tipo injetivo. Por-

tanto, Z (G) é um produto direto de p-grupos homociclicos.

Exemplo 4.10 Seja G = Dy, com p um nimero primo fmpar e n € N, entao G é um grupo
do tipo injetivo.

Exemplo 4.11 O grupo G = K x,H, com K = (a) ~Z7;, H = (b) ~Z3 e p : H — Aut (K)

dada por ¢, (a) = a2, ndo é um grupo do tipo injetivo.

O Exemplo 4.11 comprova o fato de que a categoria dos gupos quasi-injetivos é distinta da
categoria dos grupos do tipo injetivo, pois o grupo G' = K X, H ¢ quasi-injetivo, pelo Exemplo
3.31, embora nao seja do tipo injetivo.
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