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Resumo

Nesta dissertação, estudamos a multiplicidade de soluções para a seguinte classe de
problemas elípticos semilineares envolvendo o expoente crítico de Sobolev,

��u = � juj2
��2 u+ f (x; u) ; x 2 
 e u (x) = 0; x 2 @
;

onde N � 3, 
 � RN é um dominio suave e limitado, � é um parâmetro real positivo
e 2� = 2N= (N � 2) é o expoente crítico de Sobolev. Na prova dos resultados, usamos
métodos variacionais, tais como, teoremas do tipo minimax, teoremas do tipo Lusternik-
Schnirelman, bem como, lemas de concentração-compacidade.

Palavras-chave:
Expoente crítico de Sobolev; Métodos minimax; Categoria de Lusternik-Schnirelman;
Princípio de Concentração-Compacidade.
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Abstract

In this dissertation, we study the multiplicity of solutions for the following class of
semilinear elliptic problems involving the critical Sobolev exponent,

��u = � juj2
��2 u+ f (x; u) ; x 2 
 e u = 0; x 2 @
;

where N � 3, 
 � RN is a smooth and bounded domain, � is a positive real parameter
and 2� = 2N= (N � 2) is the critical Sobolev exponent. In obtaining our result, we use
variational methods, such as, minimax theorems, Lusternik-Schnirelman theorems, as well
as, concentration-compactness lemma.

Key-words:
Critical Sobolev exponent; Minimax methods; Lusternik-Schnirelman category;
Concentration-Compactness Principle.
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Notação e Terminologia

Aqui, indicamos as notações e terminologias usadas ao longo do trabalho.

� jAj denota a medida de Lebesgue de um subconjunto A em RN ; N � 1;

� B (x; r) denota a bola aberta centrada em x de raio r;

� supp(f) é o suporte da função f ;

� *,!, denotam convergência fraca e forte, respectivamente, em um espaço normado
X;

� h:; :i denota o par de dualidade entre o espaço X e o seu dual X
0
;

� u+ = maxfu; 0g e u� = maxf�u; 0g;

� X
 denota a função característica do conjunto 
;

� ru =
�
@u
@x1
; :::; @u

@xN

�
denota o gradiente da função u;

� �u =
NP
i=1

@2u
@x2i

denota o laplaciano de u;

� Lp (X;�) =
�
u : X ! R mensurável;

R
jujp d� < +1

	
em que 1 � p < +1; com

norma dada por

jjujjp =
�Z

X

jujp d�
� 1

p

:

Quando X � RN e � é a medida de Lebesgue denotaremos Lp (X;�) por Lp (X) ;

� L1 (
) denota o espaço das funções mensuráveis que são limitadas quase sempre
em 
 com norma dada por

jjujj1 = inffC > 0 : ju (x)j � C quase sempre em 
g

� C (X) o espaços das funções contínuas;

� Ck (X), k � 1 inteiro, denota o espaço das funções k vezes continuamente
diferenciáveis sobre X e C1 (X) = \k�1Ck (X) ;

� Cc (X) = ff 2 C (X) ; supp(f) é compactog;
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� C0 (X) = ff 2 C (X) ; o conjunto fx; jf (x)j � �g é compacto, para todo � > 0g;

� Ckc (X) = Ck (X)\Cc (X), Ck0 (X) = Ck (X)\C0 (X), C1c (X) = C1 (X)\Cc (X)
e C10 (X) = C1 (X) \ C0 (X) ;

� Seja � uma medida. A relação v (E) =
R
E
fd�; para todo E 2 ��álgebra, será

denotada por v = fd�:

� Para 1 � p < +1;

W 1;p (
) =

�
u 2 Lp (
) ; existem g1; :::; gn 2 Lp (
) tais queR



u @'
@xi
dx = �

R


gi'dx, para todo ' 2 C10 (
) , i = 1; :::; n

�
com a norma dada por

jjujj1;p =
�Z




(jrujp + jujp) dx
� 1
p

e W 1;p
0 (
) é o fecho do espaço C10 (
) com a norma acima. Quando p = 2,

W 1;p
0 (
) = H1

0 : Se u 2 W 1;p (
) denota-se gi = @u
@xi
:

� O dual de H1
0 (
) é H

�1 com a norma jj:jjH�1 :

� Para f 2 C (X), denotemos por jjf jju = supfjf (x)j ; x 2 Xg:

� S = inf
u2H1

0 (
)

u 6=0

R

jruj

2dx

(
R

juj

2�dx)
2
2�
é a melhor constante para a imersão contínua de H1

0 (
) em

L2
�
(
) :

� q.s. é uma abreviação para quase sempre.
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Introdução

Neste trabalho, estudamos questões relacionadas à existência e multiplicidade de
soluções para o problema elíptico semilinear�

��u = � juj2
��2 u+ f (x; u) ; x 2 
;

u (x) = 0; x 2 @
; (1)

onde N � 3, 
 � RN é um dominio suave e limitado, � é uma constante real positiva e
2� = 2N= (N � 2) é o expoente crítico de Sobolev. Salientamos que quando falamos de
solução neste texto, estamos nos referindo a solução fraca.

Um dos resultados pioneiros envolvendo problemas críticos não-lineares foram obtidos
no célebre artigo de Brézis e Nirenberg [4]. Esse trabalho tem motivado uma grande
quantidade de pesquisa sobre essa classe de problemas. Brézis e Nirenberg garantiram
a existência de solução para o problema que estudamos no Capítulo 2 em [4]. Em
1989, Olivier Rey, em [19], garantiu, sob certas condições impostas sobre o domínio,
a multiplicidade de soluções, para o caso em que 
 � RN (N � 5) e em 1992, Monica
Lazzo, no artigo [17], melhora o resultado obtido por Rey, pois garante a multiplicidade
de soluções quando 
 � RN (N � 4) . O resultado do Capítulo 3 foi estudado por
Silva e Xavier em [22] e garante, sob certas condições impostas sobre a não-linearidade,
a multiplicidade de soluções para um problema que também foi estudado em [4]. Outros
trabalhos que também tratam dessa classe de problemas são [2], [5], [6], [7], [13], [14], [19],
[22].

Nossa abordagem para estudar (1) é variacional, isto é, associaremos ao problema
(1) um funcional energia, cujos pontos críticos serão exatamente as soluções de (1). Na
obtenção dos pontos críticos, usaremos teoremas do tipo minimax e lemas de concentração-
compacidade. A principal di�culdade em lidar com esse tipo de problema vem do fato de
que o funcional associado não satisfaz a condição de Palais-Smale, devido a imersão de
H1
0 (
) em L2

�
(
) não ser compacta.

O nosso trabalho está dividido em três capítulos e um apêndice. No Capítulo 1,
apresentamos resultados que nos auxiliam nas demonstrações dos resultados principais.
Na Seção 1.1, abordamos a categoria de Lusternik-Schnirelman. Apresentamos de�nições
e resultados que são usados na Seção 1.2. Nessa, demonstramos os teoremas de minimax
do tipo Lusternik-Schnirelman que são os resultados centrais usados na prova do principal
teorema do Capítulo 2. Em seguida, na Seção 1.3, caracterizamos o dual topológico
do espaço C0 (X) com o objetivo de esclarecer as hipóteses e demonstrar o Lema de
Concentração-Compacidade de Lions. Este é enunciado e demonstrado na Seção 1.4 e
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nos possibilita mostrar que o funcional energia associado ao problema tratado no Capítulo
3 satisfaz a condição de Palais-Smale.

No Capítulo 2, estabelecemos a multiplicidade de soluções não-negativas de (1), para o
caso em que 
 � RN ; N � 4; � = 1; f (x; u) = �"u e " é um parâmetro real satisfazendo
" > ��1 (
) ; onde �1 (
) é o primeiro autovalor de �� em 
 nas condições de fronteira
de Dirichlet: Mais especi�camente, estudamos o problema�

��u+ "u = juj2��2u em 

u 2 H1

0 (
); u � 0:
(P")

Iniciamos o capítulo fazendo estimativas a priori sobre o problema. Em seguida,
mostramos que existe "� 2 (��1; 0) tal que para " 2 ("�; 0) o problema (P") possui pelo
menos cat
 (
) soluções não-triviais. Para isso, de�nimos o funcional

' (u) =

Z



�
jruj2 + "u2

�
dx; u 2 H1

0 (
)

e
V = fu 2 H1

0 (
); (u) = 1g, onde  (u) =
R



�
u+
�2�

dx;

e mostramos que 'jV satisfaz a condição de Palais-Smale. Como consequência deste fato,
obtemos que o funcional

� (v) =
1

2

Z



�
jrvj2 + �v2

�
dx� 1

2�

Z



�
v+
�2�

dx; v 2 H1
0 (
)

satisfaz a condição de Palais-Smale e que

jj�0(v)jj = �
N�2
4

2

������'0(u)� � 
0
(u)
������

onde �; � 2 R e v = �
N�2
4 u: Em seguida, provamos que 'jV é limitado inferiormente e,

usando propriedades da aplicação centro de massa, que cat'm(")
�
'm(")

�
� cat
 (
), onde

m (") será de�nido ao longo do texto. Assim, aplicando o Teorema 1.2.11, demonstramos
que 'jV possui no mínimo cat
 (
) pontos críticos. Desse modo, pela Proposição 1.2.4 e
pela relação acima, obtemos o resultado desejado.

No Capítulo 3, lidamos com a seguinte classe de problemas:�
��u = � juj2

��2 u+ f (x; u) ; x 2 

u (x) = 0; x 2 @
; (P�)

onde N � 3, � é uma constante positiva, f : 
�R �! R é uma função de Carathéodory
que é ímpar na segunda variável. Além disso, para a função f acrescentamos as seguintes
condições:

f0) supfjf (x; s)j ;tal que x 2 
; jsj �Mg < +1; para cada M > 0;

f1) lim
jsj!+1

f(x;s)

jsj2��1
= 0, uniformemente q.s. em 
;
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f2) Existem � 2 [0; 2) e a1, a2 > 0 tais que

1

2
f (x; s) s� F (x; s) � �a1 � a2 jsj� , para todo s 2 R, q.s. em 


f3) Existe uma constante B � 0 tal que

F (x; s) � �k
jsj2

2
�B, para todo s 2 R, q.s. em 
;

onde F (x; s) =
R s
0
f (x; t) dt;

f4) lim sup
s!0

2F (x;s)
s2

= a (x) �6= �j, uniformemente q.s. em 
; onde �j � �k são autovalores

de �� em 
 com condições de fronteira de Dirichlet.

Para estabelecermos a existência e multiplicidade de soluções para o problema (P�)
usamos uma versão simétrica do Teorema do Passo da Montanha dada por Ambrosetti
e Rabinowitz em [1]. As hipóteses f1) e f2) juntamente com o Lema de Concentração-
Compacidade de Lions, possibilitam demonstrar que o funcional energia associado a (P�)
satisfaz a condição de Palais-Smale abaixo de um certo nível, para � su�cientemente
pequeno. As condições f3) e f4) fornecem a geometria necessária para aplicarmos a versão
simétrica do Teorema do Passo da Montanha. Mostramos, ainda, que quando f não é
ímpar na segunda variável e valem f1); f2); f4) e f3) com �k = �1, existe uma solução
não-trivial não-negativa e uma solução não-trivial não-positiva. Além disso, provamos,
através de um contra-exemplo, que esse último resultado não vale se f não veri�car a
hipótese f3) com �k = �1:

Com o intuito de não �carmos recorrendo a Introdução e de tornar os capítulos
independentes, enunciaremos novamente, em cada capítulo, os problemas, bem como,
as hipóteses consideradas.
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Capítulo 1

Resultados Preliminares

Neste capítulo, apresentamos algumas de�nições e resultados relacionados à teoria de
categoria de Lusternik-Schnirelman e a teoria de medida.

1.1 A Categoria de Lusternik-Schnirelmann

Nesta seção, desenvolveremos, de forma suscinta, a teoria de categoria de Lusternik�
Schnirelmann necessária para demonstrarmos os teoremas de minimax que usaremos
para provar o Teorema 2.1.5, resultado principal do Capítulo 2. Além das de�nições e
proposições necessárias para as demonstrações dos teoremas da próxima seção, dispomos
alguns exemplos e observações que ilustram o alcance dessa teoria, porém procuramos
fazer isso de maneira breve e objetiva. Para um maior aprofundamento do tema, veja
referências [10]; [12]; [20], [25]:

De�nição 1.1.1 Dizemos que um subconjunto A de um espaço topológico X é contrátil
em X, se existe uma aplicação contínua h : [0; 1]� A! X tal que

h (0; x) = x

e
p = h (1; x) = h (1; y) ; para todo x; y 2 A;

ou seja, existe uma homotopia entre a identidade de A e uma aplicação constante.
Chamamos a aplicação h de deformação de A em X:

Observação 1.1.2 Todo conjunto contrátil X é conexo por caminhos. Com efeito, dado
x 2 X, de�na o caminho 
x : [0; 1] �! X


x (t) = h (t; x)

onde h é a homotopia entre a identidade de X e uma aplicação constante. Logo, 
x é
contínua, 
x (0) = h (0; x) = x e 
x (1) = h (1; x) = p 2 X:

De�nição 1.1.3 Seja E um espaço vetorial. Dizemos que A � E é estrelado em relação
a um ponto p 2 A; quando para todo x 2 A o segmento unindo x a p está contido em A;
isto é,

[x; p] � f(1� t)x+ tp ; 0 � t � 1g � A:

1



1.1 A Categoria de Lusternik-Schnirelmann

Observação 1.1.4 Seja E um espaço vetorial. Se A � E é estrelado em relação a um
ponto p, então A é contrátil. É su�ciente considerarmos a deformação de A em X dada
por h (t; x) = (1� t)x+ tp:

Como consequência da Observação 1.1.4, temos que se A � E, E um espaço vetorial,
é convexo, então A é contrátil.

Observação 1.1.5 Sejam X e X espaços topológicos e � : X ! X um homeomor�smo.
Se A é contrátil em X, então � (A) é contrátil em X; porque sendo h a deformação de A
em X, basta considerarmos

h (t; x) = �
�
h
�
t;��1 (x)

��
:

Vejamos alguns exemplos de conjuntos contráteis.

Exemplo 1.1.6 B (0; 1) = fx 2 Rn; jjxjj � 1g é contrátil em Rn:

Exemplo 1.1.7 Sn�1 = fx 2 Rn; jjxjj = 1g é contrátil em Rn, visto que

h : [0; 1]� Sn�1 �! Rn
(t; x) 7! x� tx:

é uma deformação de Sn�1 em Rn:

De�nição 1.1.8 Seja A � X, onde X é um espaço topológico. A categoria de A
em X, que denotaremos por catX (A) ; é o menor inteiro k tal que A pode ser coberto
por k subconjuntos fechados e contráteis em X: Se não existir tal inteiro, dizemos que
catX (A) = +1. Além disso, consideraremos catX (;) = 0 e representaremos catX (X)
por cat (X).

Os exemplos 1.1.6 e 1.1.7 mostram que catRn (Sn�1) = catRn(B (0; 1)) = 1: Exemplos
de conjuntos que tem categoria maior que 1 é a esfera n-dimensional Sn cuja catSn (Sn) = 2
e o toro n-dimensional T n cuja catT n (T n) = n+ 1: Para a prova desses fatos ver [20].

Observação 1.1.9 Sejam A , Y � X fechados com A � Y . Se A é contrátil em Y , então
A também é contrátil em X: E assim, catX (Y ) � catY (Y ) : De fato, se h : [0; 1]�A! Y
é uma deformação, então h : [0; 1]� A! X também o é.

Na próxima proposição, listaremos e demonstraremos algumas propriedades de
categoria.

Proposição 1.1.10 Sejam A e B subconjuntos de um espaço topológico X. A categoria
satisfaz as seguintes propriedades:

i) Se A � B então catX (A) � catX (B) ;

ii) catX (A [B) � catX (A) + catX (B) ;

iii) Se catX (B) < +1 então catX (A)� catX (B) � catX (AnB) ;

2



1.1 A Categoria de Lusternik-Schnirelmann

iv) Se � : [0; 1] � X ! X é uma deformação de X; isto é, � é contínua e � (0; u) = u,
para todo u 2 X, então catX (� (1; A)) � catX (A) ;

v) Sejam M uma variedade modelada em um espaço de Hilbert e K um subconjunto
compacto de M . Então, catM (K) < +1 e existe uma vizinhança U de K tal que
catM

�
U
�
= catM (K) ;

vi) Sejam X; bX espaços topológicos e � : X ! bX um homeomor�smo. Se A é um
subconjunto fechado de X e bA = �(A), então catX (A) = cat bX( bA):

vii) Se X é homotopicamente equivalente a Y , ou seja, existem aplicações f : X ! Y
e g : Y ! X contínuas tais que f � g é homotopica a aplicação identidade de Y e
g � f é homotopica a aplicação identidade de X, então catX (X) = catY (Y ) :

Demonstração: Observemos que se algum dos termos à direita nas desigualdades for
in�nito, não há o que demonstrar.

Prova de i) : Se catX (B) = n então existem B1; :::; Bn subconjuntos fechados e
contráteis em X que cobrem B. Consequentemente, A também pode ser coberto por
B1; :::; Bn. Daí, catX (A) � n.

Prova de ii) : Se catX (A) = n e catX (B) = k, então existem A1; :::; An e B1; :::; Bk
fechados e contráteis em X tais que

A �
n
[
i=1
Ai e B �

k
[
i=1
Bi:

Logo,

A [B �
�
n
[
i=1
Ai

�
[
�

k
[
i=1
Bi

�
;

donde catX (A [B) � n+ k.

Prova de iii) : Como A � (AnB) [B; pelo item ii) temos que

catX (A) � catX (AnB) + catX (B)

e desde que catX (B) < +1, segue o resultado.

Prova de iv) : Seja � (u) = � (1; u) e suponha que catX (� (A)) = k: Daí, existem
A1; :::; Ak fechados e contráteis em X tais que

� (A) �
k
[
i=1
Ai:

Temos que ��1 (Ai) é contrátil em X, pois a identidade de ��1 (Ai) é homotópico a � (u)
que, por sua vez, é homotópico a uma aplicação constante, já que Ai é contrátil: Desde
que

A �
k
[
i=1
��1 (Ai) ;

3



1.1 A Categoria de Lusternik-Schnirelmann

temos o resultado.

Prova de v) : A demonstração deste item envolve conceitos que fogem ao objetivo
deste texto. O leitor mais interessado pode encontrar a demonstração em [20].

Prova de vi) : Se catX (A) = k então existem A1; :::; Ak fechados e contráteis em X
tais que

A �
k
[
i=1
Ai:

Pela Observação 1.1.5, � (Ai) são contráteis em bX e visto que

bA � k
[
i=1
� (Ai) ;

segue que catX( bA) � catX (A). Repetindo o raciocínio com bA em lugar de A, obtemos o
resultado.

Prova de vii) : Suponha que cat (Y ) = k: Sejam f : X ! Y e g : Y ! X
funções contínuas tais que g �f é homotopicamente equivalente à IdX e Y1; :::; Yk fechados
contráteis em Y tais que

Y =
k
[
i=1
Yi:

ConsideremosXi = f�1 (Yi). A�rmamos queXi é contrátil emX para i = 1; :::; k: De fato,
como Yi é contrátil em Y; temos que gjYi é homotopicamente equivalente a uma função
constante e portanto g � f jXi é homotopicamente equivalente a uma função constante.
Por outro lado, por hipótese, g � f jXi é homotopicamente equivalente à IdjXi. Logo,
catX (X) � catY (Y ) : Analogamente, temos catY (Y ) � catX (X) : �

De�nição 1.1.11 Sejam A; B; Y subconjuntos fechados de um espaço topológico X:
Dizemos que A deforma em B relativo a Y em X, e denotamos por A �Y B em X,
se Y � A \B e existe h 2 C ([0; 1]� A;X) tal que

i) h (0; u) = u, para todo u 2 A;

ii) h (1; u) 2 B, para todo u 2 A;

iii) h (t; Y ) � Y , para todo t 2 [0; 1] :

Exemplo 1.1.12 Sejam A = ((�1; 0] [ [1;+1))�R e Y = f(0; 0) ; (1; 0)g subconjuntos
de R2. Veja que A �Y Y:Basta considerar a função h : [0; 1]� A! R2, onde

h (t; (x; y)) =

�
(1� t) (x; y) ; se (x; y) 2 (�1; 0]� R
(1� t) (x; y) + t (1; 0) ; se (x; y) 2 [1;+1)� R:

De�nição 1.1.13 Sejam Y e A subconjuntos fechados de um espaço topológico X, onde
Y � A: A categoria de A em X relativo a Y; que denotaremos por catX;Y (A) ; é o menor
inteiro k tal que existem k + 1 subconjuntos fechados A0; A1; :::; Ak em X satisfazendo
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1.1 A Categoria de Lusternik-Schnirelmann

i) A =
k
[
i=0
Ai;

ii) A1; :::; Ak são contráteis em X;

iii) A0 �Y Y em X:

Se não existir um tal inteiro, dizemos que catX;Y (A) = +1:

Observação 1.1.14 Quando Y = ;, catX;Y (A) = catX (A) :

Exemplo 1.1.15 Considere X = R2, A = ((�1; 0] [ [1;+1))�R e Y = f(0; 0) ; (1; 0)g:
Temos que catR2;Y (A) = 1; pois, pelo Exemplo 1.1.12, temos que A �Y Y . Além disso,
A [ ([0; 1]� R) = R2 e [0; 1]� R é contrátil em R2:

Na próxima proposição, listaremos e demonstraremos algumas propriedades de
categoria relativa.

Proposição 1.1.16 Sejam A; B e Y subconjuntos fechados de um espaço topológico X,
com Y � A \B. Então, temos

i) catX;Y (Y ) = 0;

ii) catX;Y (A [B) � catX;Y (A) + catX (B) ;

iii) Se A �Y B, então catX;Y (A) � catX;Y (B) ;

iv) catX;Y (A) � catX (A) :

Demonstração: Novamente, se algum dos termos à direita nas desigualdades for
in�nito, não há o que demonstrar.

Prova de i) : Considerando a aplicação

h : [0; 1]�X ! X
(t; u) 7! u;

temos que Y �Y Y em X, demonstrando o item.

Prova de ii) : Sejam catX;Y (A) = n e catX (B) = m. Logo, existem A0; A1; :::; An
subconjuntos fechados de X tais que

A =
n
[
i=0
Ai;

A1; :::; An são contráteis em X e A0 �Y Y em X, como também existem B1; :::; Bm
fechados e contráteis em X tais que

B �
m
[
i=1
Bi:

Portanto,
A [B =

�
n
[
i=0
Ai

�
[
�
m
[
i=1
(Bi \B)

�
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1.2 Teoremas do Tipo Lusternik-Schnirelmann

o que mostra o item.

Prova de iii) : Suponha que catX;Y (B) = n. Logo, existem B0; B1; :::; Bn fechados
em X, onde B0 �Y Y , B1; :::; Bn são contráteis em X e

B =
n
[
i=0
Bi:

Daí, existe h0 : [0; 1]�B0 ! X contínua satisfazendo

h0 (0; u) = u, h0 (1; u) 2 Y; para todo u 2 B0

e
h0 (t; Y ) � Y; para todo t 2 [0; 1] :

Também existem hi : [0; 1]�Bi ! X contínuas tais que

hi (0; u) = u e hi (1; u) = hi (1; v) ; para todo u; v 2 Bi e para i = 1; :::; n:

Como A �Y B; existe h : [0; 1]� A! X contínua cumprindo

h (0; u) = u, h (1; u) 2 Y; para todo u 2 B

e
h (t; Y ) � Y; para todo t 2 [0; 1] :

Agora, de�namos Ai = h�1 (Bi) ; i = 0; :::; n: Assim, A =
n
[
i=0
Ai: Considerando as funções

hi (t; u) = hi (t; h (t; u)) ; i = 0; :::; n;

segue que A0 �Y Y e que Ai é contrátil para i = 1; :::n, o que prova o resultado.

Prova de iv) : Se catX (A) = n; basta considerar A0 = ; e, portanto,

A =
n
[
i=0
Ai

onde A1; :::; An são fechados contráteis em X. �

1.2 Teoremas do Tipo Lusternik�Schnirelmann

A partir dos resultados da seção anterior estabeleceremos teoremas de minimax que
serão essenciais para a demonstração do Teorema 2.1.5.
Para tanto, ao longo desta seção, considere (X; jj:jj) um espaço de Banach ,  2

C2 (X;R) ;
V = fv 2 X; (v) = 1g e  0

(v) 6= 0; para todo v 2 V;
isto é, 1 é um valor regular para  :
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1.2 Teoremas do Tipo Lusternik-Schnirelmann

De�nição 1.2.1 O espaço tangente a variedade V num ponto v 2 V é o núcleo do
funcional  

0
(v), ou seja,

TvV =
n
y 2 X;

D
 
0
(v) ; y

E
= 0
o
:

De�nição 1.2.2 Seja ' 2 C1 (X;R). A norma da derivada de 'jV � 'V é de�nida por������'0

V (u)
������
�
= sup

nD
'
0
(u) ; y

E
; y 2 TuV e jjyjj = 1

o
:

A seguir faremos uma caracterização da norma dada na de�nição anterior. Para isso
presisamos do seguinte lema

Lema 1.2.3 Sejam f e g funcionais lineares em um espaço vetorial V: Se ker f � ker g
então g = kf; onde k é uma constante real.

Demonstração: Se f � 0 então g � 0 e está provado a a�rmação. Suponha f 6= 0 e
tomemos v 2 V tal que f (v) 6= 0: Consideremos

k =
g (v)

f (v)
:

e o funcional linear h (x) = g � kf . Temos que h (x) = 0 para todo x 2 ker f , pois
ker f � ker g; e que h (v) = 0: Assim, como ker f é um hiperplano de V; segue que h � 0:

�

Proposição 1.2.4
����'0

V (u)
����
� = min�2R

����'0
(u)� � 

0
(u)
���� :

Demonstração: Para � 2 R, temos que������'0

V (u)
������
�
= supf

D
'
0
(u) ; y

E
; y 2 TuV e jjyjj = 1g

= supf
D
'
0
(u)� � 

0
(u) ; y

E
; y 2 TuV e jjyjj = 1g

� supf
D
'
0
(u)� � 

0
(u) ; y

E
; jjyjj = 1g

=
������'0

(u)� � 
0
(u)
������ :

Por outro lado, temos , pelo teorema de Hahn-Banach , que existe um funcional linear
contínuo � sobre X tal que

�jTuV = '
0

V (u) e jj�jj =
������'0

V (u)
������
�

onde '
0
V (u) = '

0
(u) jTuV : Como ker 

0
(u) = TuV � ker

�
'
0
(u)� �

�
, pelo lema anterior,

existe �0 2 R tal que
'
0
(u)� � = �0 

0
(u) :

Logo, ������'0
(u)� �0 

0
(u)
������ = jj�jj = ������'0

V (u)
������
�
:

�

7



1.2 Teoremas do Tipo Lusternik-Schnirelmann

Observação 1.2.5 Como uma consequência da proposição anterior, '0
V (u) = 0 se, e

somente se, existe um � 2 R tal que '
0
(u) = � 

0
(u) ; que é um resultado do tipo

multiplicadores de Lagrange.

Ao longo desta seção �xaremos a seguinte notação:
'd = fu 2 V ; ' (u) � dg;
Kc =

�
u 2 V ;' (u) = c e

����'0
(u)
����
� = 0

	
;

S� = fu 2 X; dist (u; S) < �g :
Para demonstrarmos o primeiro teorema de minimax, utilizaremos o seguinte lema de

deformação, cuja demonstração pode ser encontrada em [25] :

Lema 1.2.6 Sejam ' 2 C1 (X;R) ; S � V; c 2 R, � > 0 e � > 0 tais que������'0

V (u)
������
�
� 8�

�
; para todo u 2 '�1 ([c� 2�; c+ 2�]) \ S2�:

Então existe � 2 C ([0; 1]� V; V ) satisfazendo

i) � (t; u) = u se t = 0 ou u 62 '�1 ([c� 2�; c+ 2�]) ;

ii) � (1; 'c+� \ S) � 'c��;

iii) ' (� (:; u)) é não crescente para todo u 2 V:

Para os próximos quatro resultados consideremos:
1) ' 2 C1 (X;R) ;
2) Y � 'd é um fechado, para d 2 R �xado;
3) Para j 2 N, Aj := fA � 'd; A é fechado, Y � A e cat'd;Y (A) � jg;
4) cj := infA2Aj supu2A '(u):

Teorema 1.2.7 Se a := supY ' < c := ck = ::: = ck+m � d, então para cada
� 2 (0; c�a

2
), � > 0, A 2 Ak+m e B � 'd fechado tais que supu2A '(u) � c + � e

cat'd(B) � m; existe u 2 V tal que
i) c� 2� � '(u) � c+ 2�;
ii) dist(u;AnintB) � 2�;
iii) jj'0(u)jj� � 8�

�
:

Demonstração: Suponhamos que o resultado seja falso. Logo, existem � 2 (0; c�a
2
);

� > 0; A 2 Ak+m e B � 'd fechado tais que

sup
u2A

'(u) � c+ 2� e cat'd(B) � m

mas
jj'0(u)jj� >

8�

�
, para todo u 2 V , que satisfaz i) e ii):

No que segue, provaremos três informações que nos auxiliarão na demonstração:

A�rmação 1: Y � 'c��:

8



1.2 Teoremas do Tipo Lusternik-Schnirelmann

Seja y 2 Y , portanto '(y) � a e como � < c � a então '(y) � a < c � �; o que signi�ca
que y 2 'c��:
A�rmação 2: cat'd;Y ('c��) � k � 1:
Se cat'd;Y ('c��) � k então 'c�� 2 Ak; de onde segue que

c = ck � sup
u2'c��

'(u) � c� �;

o que é um absurdo e isto �naliza a demonstração.

Observe que, se temos B � 'd fechado, com cat'd(B) � m e dist(u;AnintB) � 2�, então
B \ 'dc�� � 'd é fechado,

cat'd(B \ 'dc��) � m e dist(u;Anint(B \ 'dc��)) � 2�:

Chamemos B = B \ 'dc�� .
A�rmação 3: AnintB �Y 'c��:
Considere S = AnintB: Desde que para todo u 2 '�1([c � 2�; c + 2�]) \ S2� temos
jj'0(u)jj� > 8�

�
; então existe � : [0; 1]� V ! V contínua tal que

i) �(t; u) = u se t = 0 ou u =2 '�1([c� 2�; c+ 2�]) \ S2�;
ii) �(1; 'c+� \ S) � 'c��:
Daí, já que

S � A � 'c+�

vemos que 'c+� \ S = S e, portanto,

�(1; S) � 'c��:

Além disso, como � < c�a
2
, segue que a = supf'(u);u 2 Y g < c� 2�; demonstrando que

y 62 '�1([c� 2�; c+ 2�]) para todo y 2 Y e, portanto,

�(t; y) = y; para todo t 2 [0; 1] e para todo y 2 Y;

o que mostra a a�rmação. Usando as propriedades de categoria obtidas nas Proposições
1.1.10, 1.1.16 e as A�rmações 2 e 3, temos

k +m � cat'd;Y (A)

� cat'd;Y ((AnintB) [B)
� cat'd;Y (AnintB) + cat'd(B)

� cat'd;Y ('
c��) +m

� k � 1 +m:

o que é um absurdo e o teorema está provado. �

De�nição 1.2.8 Dizemos que 'jV satisfaz a condição de Palais-Smale no nível c 2 R
(que denotaremos por(PS)c) quando toda sequência (un) � V tal que '(un) ! c e
jj'0(un)jj� ! 0 possui uma subsequência convergente.
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1.2 Teoremas do Tipo Lusternik-Schnirelmann

Como consequência do teorema anterior, apresentaremos três resultados que fornecerão
informações sobre o número de pontos críticos para um funcional ' 2 C1 (X;R) restrito
a variedade V:

Teorema 1.2.9 Se a := supY ' < c := ck = ::: = ck+m � d e o funcional 'jV satisfaz a
condição (PS)c, então cat'd(Kc) � m+ 1:

Demonstração: Suponhamos, por contradição, que cat'd(Kc) � m: Desde que Kc

é compacto em V , então Kc \ 'd é compacto em 'd. Logo, pela Proposição 1.1.10
item v), existe uma vizinhança fechada B de Kc em 'd tal que cat'd(Kc) = cat'd(B):
Pelo Teorema 1.2.7, existem sequências (un) � V e (An) � Ak+m tais que '(un) ! c,
dist (un;AnnintB) ! 0 e jj'0(un)jj� ! 0: Desde que AnnintB � 'dnintB; segue que
dist(un; '

dnintB) ! 0: Além disso, pela condição (PS)c, existe (unj) tal que unj ! u e
como ' 2 C1(X;R), temos u 2 Kc: Por outro lado, como

dist(un; '
dnintB)! dist(u; 'dnintB)

segue que dist(u; 'dnintB) = 0. Assim, u 2 'dnintB e portanto u 62 intB, o que é uma
contradição, já que u 2 Kc e Kc � intB: �

Teorema 1.2.10 Se o funcional 'jV satisfaz a condição (PS)c para todo c 2 [c1; d] e
supf'(u);u 2 Y g < c1, então '�1([c1; d]) contém pelo menos cat'd;Y ('d) pontos críticos
de 'jV .

Demonstração: Seja n = cat'd;Y ('
d). Assim, teremos de�nidos c1; :::; cn e

supf'(u);u 2 Y g < c1 � c2 � ::: � d:

Se um dos níveis ci cumpre ci = ci+1 = ::: = ci+m para algum m � 0, então pelo Teorema
1.2.9 segue que

cat'd(Kci) � m+ 1:

Logo, Kci tem pelo menos m+ 1 elementos. �

Teorema 1.2.11 Suponhamos que 'jV seja limitado inferiormente e satisfaz a condição
(PS)c, para todo c 2 [inff'(u);u 2 V g; d]. Então 'jV tem um mínimo e , além disso,
'd contém pelo menos cat'd('d) pontos críticos de 'jV .

Demonstração: Primeiramente, a�rmamos que se Y = ; então c1 = inff'(u);u 2 V g.
Como Y = ;,

A1 = fA � 'd;A é fechado e cat'd(A) � 1g = fA � 'd;A 6= ; e A é fechadog:

Uma vez que
c1 � supf'(u);u 2 Ag; para todo A 2 A1

e tomando A = fug; u 2 'd, teremos que

c1 � '(u); para todo u 2 'd:
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1.3 O Dual de C0 (X)

Portanto c1 � inff'(u);u 2 V g: Por outro lado,

supf'(u);u 2 Ag � inff'(u);u 2 V g; para todo A 2 A1

donde c1 = inffsupf'(u);u 2 Ag;A 2 A1g � inff'(u);u 2 V g: Logo, c1 = inff'(u);u 2
V g, o que mostra a nossa a�rmação. Assim, pelo teorema anterior

'�1([inff'(u);u 2 V g; d]) = 'd

contém pelo menos cat'd;Y ('d) = cat'd('
d) pontos críticos. Além disso, pelo Teorema

1.2.9, temos que cat'd(Kc1) � 1; o que implica Kc1 6= ; e portanto 'jV atinge um mínimo.
�

1.3 O Dual de C0 (X)

Nesta seção, nosso intuito é caracterizar o dual topológico do espaço vetorial C0 (X),
onde X será considerado um espaço de Hausdor¤ localmente compacto, a menos que se
faça menção ao contrário. Para isso, de�niremos um espaço vetorial M (X) no qual os
elementos são medidas e mostraremos que C0 (X) é isometricamente isomorfo a tal espaço.
Em seguida, introduziremos um tipo de convergência em M (X) a �m de entendermos
melhor as hipóteses do Lema de Concetração-Compacidade.
O texto, a seguir, foi baseado em [11]. As demonstrações dos resultados e as de�nições

utilizadas que não forem apresentadas aqui, podem ser encontradas nessa referência.

Proposição 1.3.1 Se X é um espaço Hausdor¤ localmente compacto, C0 (X) é o fecho
de Cc (X) na métrica uniforme.

De�nição 1.3.2 Sejam � uma medida de Borel em X e E um subconjunto de Borel de
X. � é chamada regular exterior em E se

� (E) = inff�(U);E � U; U abertog

e é chamada regular interior em E se

� (E) = supf� (K) ;K � E; K compactog:

Se � é regular exterior e interior em todos os borelianos, � é chamada regular.

De�nição 1.3.3 Uma medida de Radon em X é uma medida de Borel que é �nita em
conjuntos compactos, regular exterior em todos os borelianos e regular interior em todos
os conjuntos abertos.

Observação 1.3.4 Denotaremos o espaço das medidas de Radon com sinal porM (X).

A seguir, apresentamos resultados sobre medidas de Radon que nos auxiliarão na
demonstração do principal resultado desta seção.

Teorema 1.3.5 Se � é uma medida com sinal, existem únicas medidas positivas �+ e ��

tais que � = �+ � �� e �+ ? ��.
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1.3 O Dual de C0 (X)

As medidas �+ e �� são chamadas variação positiva e variação negativa de �,
respectivamente, e de�nimos a variação total de � como sendo a medida dada por

j�j = �+ + ��:

Proposição 1.3.6 Se � é uma medida de Borel, então � é de Radon se, e somente se,
j�j é de Radon. Além disso,M (X) é um espaço vetorial e

�! jj�jj = j�j (X)

é uma norma nesse espaço.

Teorema 1.3.7 Seja X um espaço de Hausdor¤ localmente compacto em que todo
conjunto aberto é ��compacto. Então, toda medida de Borel em X que é �nita em
conjuntos compactos é regular e, portanto, de Radon.

Teorema 1.3.8 Seja I é um funcional linear positivo em Cc (X), onde X é um espaço
de Hausdor¤ localmente compacto. Então, existe uma única medida de Radon � tal que
para cada f 2 Cc (X), temos

I (f) =

Z
fd�:

A �m de utilizarmos o teorema anterior, provaremos a seguinte proposição:

Proposição 1.3.9 Para cada funcional linear limitado F em C0 (X)
0, existem dois

funcionais lineares positivos F+ e F� 2 (C0 (X))
0
tais que F = F+ � F� .

Demonstração: Considere f 2 C0 (X) não-negativa e de�na

F+ (f) = sup
0�'�f

F (') :

Desde que
jF (')j � jjF jj jj'jju � jjF jj jjf jju

para 0 � ' � f e F (0) = 0; então 0 � F+ (f) � jjF jj jjf jju. Além disso, F+ (f) � F (f)
e pela propriedade do supremo temos que F+ (cf) = cF+ (f) para c � 0.
Agora, vamos mostrar que dado f e g 2 C0 (X) não-negativas, então F+ (f + g) =
F+ (f) + F+ (g) : Para isso, considere 0 � ' � f e 0 �  � g. Logo, 0 � ' +  � f + g
e, portanto,

F+ (f + g) � F (') + F ( ) :

Assim, considerando o supremo, para todo ' e  , obtemos

F+ (f + g) � F+ (f) + F+ (g) :

Por outro lado, se 0 �  � f + g então 0 � minf ; fg � f e 0 �  � minf ; fg � g,
donde

F ( ) = F (minf ; fg) + F ( �minf ; fg)
� F+ (f) + F+ (g) :
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Tomando o supremo para todo  , temos

F+ (f + g) � F+ (f) + F+ (g)

e, portanto,
F+ (f + g) = F+ (f) + F+ (g) :

Agora, se f 2 C0 (X) então f+ e f� 2 C0 (X). Daí, de�na

F+ (f) = F+ (f+)� F+ (f�) :

Se f = g � h onde g; h � 0, então g + f� = h + f+: Portanto, F+ (g) + F+ (f�) =
F+ (h) + F+ (f+) o que implica que F+ (f) = F+ (g) � F+ (h), ou seja, F+ (f) independe
da escolha de g, h � 0. Assim,

F+ (f) = F+ (g)� F+ (h) :

Desta forma, de�nimos F+ para todo f 2 C0 (X) e facilmente veri�ca-se que F+ (f + g) =
F+ (f) + F+ (g) e F+ (cf) = cF+ (f) para c � 0: Além disso, desde que

F+ (�f) + F+ (f) = F+ (0) = 0

temos F+ (�f) = �F+ (f) : Logo, F+ é um funcional linear em C0 (X) : Mais ainda,

jF+ (f)j � max fF+ (f+) ; F+ (f�)g
� jjF jjmax fjjf+jju ; jjf�jjug = jjF jj jjf jju ;

donde jjF+jj � jjF jj : Desde que F+ (f) � 0 e F+ (f) � F (f) para f � 0, segue que F+ e
F� = F+ � F são funcionais lineares positivos, limitados e F = F+ � F�: �

No teorema a seguir caracterizaremos o dual do espaço C0 (X) : Essa caracterização
motivará a de�nição de convergência fraca no sentido das medidas.

Teorema 1.3.10 (Teorema da Representação de Riesz) Seja X um espaço de
Hausdor¤ localmente compacto. Então, para cada funcional linear limitado F 2 C0 (X)0 ;
existe uma única medida de Radon com sinal � tal que

F (f) =

Z
fd�

para cada f 2 C0 (X). Mais ainda, jjF jj = jvj (X) .

Demonstração: Seja F = F+ � F� como na Proposição 1.3.9. Então, pelo Teorema
1.3.8, existem medidas �1 e �2 tais que

F+ (f) =

Z
fd�1 e F� (f) =

Z
fd�2:

Daí, considere � = �1 � �2. Logo, � é uma medida de Radon com sinal e

F (f) =

Z
fd�:

13



1.3 O Dual de C0 (X)

Agora, mostraremos que jjF jj = jvj (X) : Para isto, observe que, usando o item b) da
Proposição A.1.12, temos que

jF (f)j =
����Z fd�

���� � Z jf j d j�j � jjf jju j�j (X) :

Assim, jjF jj � j�j (X) : Por outro lado, se h = d�
dj�j então, pelo item a) da Proposição

A.1.12, jhj = 1 j�j �q.s.: Daí, pelo Teorema de Lusin (ver Teorema A.1.9 no Apêndice A)
, dado � > 0 existe f 2 Cc (X) tal que jjf jju � 1 e f = h exceto em um conjunto E com
j�j (E) < �

2
. Então,

j�j (X) �
Z
d j�j

=

Z
h2d j�j

�
����Z fd� +

Z
(h� f) d�

����
=

����Z fd�

����+ ����Z
E

(h� f) d�

����
�
����Z fd�

����+ Z
E

jhj d j�j+
Z
E

jf j d j�j

�
����Z fd�

����+ 2 j�j (E)
�
����Z fd�

����+ �:

Portanto jjF jj = j�j (X) : �

Corolário 1.3.11 Seja X um espaço de Hausdor¤ localmente compacto. Então, o dual
de C0 (X) é ( isometricamente isomorfo a) o espaço de todas as medidas de Radon com
sinal em X com a norma de�nida por jj�jj = j�j (X).

De�nição 1.3.0.1 Dizemos que (�n) � M (X) converge fracamente para � no sentido
das medidas se Z

fd�n !
Z
fd�; para todo f 2 C0 (X) :

Observação 1.3.12 Sejam X um espaço de Hausdor¤ localmente compacto que atende
ao segundo axioma da enumerabilidade e � uma medida de Radon positiva em X . Se
f 2 L1 (X;�), a medida de�nida como

�f (E) =

Z
E

fd�

é uma medida �nita e, portanto, pelo Teorema 1.3.7, é uma medida de Radon. Mais
ainda,

jj�f jj =
Z
d j�f j =

Z
jf j d� = jjf jj1 :
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1.4 Lemas de Concentração-Compacidade

Assim, a aplicação
T : L1 (X;�) �! M (X)

f 7! vf

é uma imersão isométrica. Desta forma, podemos considerar L1 (X;�) como um subespaço
deM (X).

Lema 1.3.13 Sejam (un) � L1 (X;�) ; � uma medida de Radon positiva e �n as medidas
dadas por

�n (E) =

Z
E

junj d�:

Se

jj�njj =
Z
junjd� � C

para todo n 2 N, então a menos de subsequência, �n * � em M (X), onde � é uma
medida de Radon positiva.

Demonstração: Pelo Teorema da Representação de Riesz, temos que existem funcionais
F�n de C0 (X) tais que

F�n (f) =

Z
fd�n; para todo f 2 C0 (X)

e
jjF�njj = jj�njj � C para todo n 2 N:

Assim, pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, a menos de subsequência, F�n
�
* F

onde F 2 (C0 (X))
0
. Assim,

F�n (f)! F (f) para todo f 2 C0 (X) ;

ou seja, Z
fd�n !

Z
fd� para todo f 2 C0 (X) ;

onde � 2 M (X) está associada a F: �

1.4 Lemas de Concentração-Compacidade

Nesta seção, temos como objetivo demonstrar um Lema de Concentração-
Compacidade devido a Lions. Para isso, provaremos um resultado auxiliar.

Lema 1.4.1 Sejam � e � 2M+
�


�
, onde 
 � RN é um domínio limitado, tais que�Z




j'jq d�
� 1

q

� C

�Z



j'jp d�
� 1

p

para todo ' 2 C1
�


�
;

para alguma constante C � 0 e 1 � p < q < +1: Então

� =
X
j2J

�j�xj
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1.4 Lemas de Concentração-Compacidade

e
� � C�p0

X
j2J

�
p
q

j �xj ;

onde J é um conjunto enumerável, (vj)j2J � R�+ e (xj)j2J � 
:

Demonstração: Por um argumento de densidade, pois as medidas são �nitas, temos
que �Z




j'jq d�
� 1

q

� C

�Z



j'jp d�
� 1

p

; para todo ' mensurável e limitada. (1.1)

Pelo Teorema da Decomposição de Lebesgue existem medidas b� e � tais que
� = b�+ �

onde b� << � e � ? � , isto é, existem A e B � 
 tais que A \ B = ;, A [ B = 

e � (A) = � (B) = 0: Mais ainda, pelo Teorema de Radon-Nikodým, existe f 2 L1 (�) ;
f � 0; tal que b� = fd�:
Considere ' = XA ; onde  é mensurável e limitada. Por (1.1), vemos que�Z




j jq d�
� 1

q

� C

�Z



j jp db�� 1
p

(1.2)

donde temos
� (E)

1
q � Cb� (E) 1p ; para todo boreliano E � 
 (1.3)

e � << b�:
De�na �k = f

q
q�pXfkd�, k 2 N: Logo, para toda função ' mensurável e limitada, por

(1.2), segue que �Z



���f 1
q�pXfk'

���q d�� 1
q

� C

�Z



���f 1
q�pXfk'

���p db�� 1
p

;

ou seja, �Z



j'jq d�k
� 1

q

� C

�Z



f
p

q�p+1Xfk j'jp d�
� 1

p

e, portanto, �Z



j'jq d�k
� 1

q

� C

�Z



j'jp d�k
� 1

p

:

Assim, sendo E � 
 um boreliano, temos que �k (E)
1
q � C�k (E)

1
p : Consequentemente,

�k (E) � C
pq
p�q = C1 > 0: Como �k (fxg) = lim�!0 �k (B (x; �)) para x 2 
; segue que ou

�k (fxg) � C1 ou existe � (x) > 0 tal que �k (B (x; � (x))) = 0.
Seja Vk = fx 2 
; �k (fxg) � C1g: Vk é um conjunto �nito, pois, caso contrário,
�k
�


�
= +1: Considere K � 
nVk compacto. Logo, K pode ser coberto por um número

�nito de bolas B (x; � (x)), onde x 2 
nVk e �k (B (x; � (x))) = 0 e assim �k (K) = 0. Com
isso, temos que �k

�

nVk

�
= 0:
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1.4 Lemas de Concentração-Compacidade

Seja
V =

1
[
k=1

Vk:

Para x 2 V , temos, para algum k0; que

�k0 (fxg) = f
q

q�pXfk0 (x) v (fxg) > 0
e, portanto, � (fxg) > 0 para todo x 2 V:
Por outro lado, como �k

�

nVk

�
= 0; segue queZ

fk0nVk
f

q
q�pd� =

Z

nVk

f
q

q�pXfkd� = 0;

assim f = 0 � � q:s: em fknVk; o que implica que b� �fknVk� = 0: Logo, por (1.3),
�
�
fknVk

�
= 0:

Daí, obtemos que

�
�

nV

�
= �

� 1
[
k=1

fknV
�
+ �

�
fx 2 
; f (x) = +1gnV

�
� �

� 1
[
k=1

fknVk
�
+ �

�
fx 2 
; f (x) = +1g

�
� 0:

Dessa forma, �
�

nV

�
= 0 e por �m

� =
X
j2J

�j�xj ;

onde J é enumerável e �j = � (xj) para xj 2 V: Além disso, por (1.1), � (fxjg)
1
q �

C� (fxjg)
1
p para todo j 2 J; donde segue que

� � C�p
X
j2J

�
p
q

j �xj :

�
Agora, demonstraremos o Lema de Concentração-Compacidade. Esse resultado será

essencial para demonstrarmos que os funcionais, associados aos problemas do Capítulo 3,
atendem a condição de Palais-Smale:

Lema 1.4.2 (Lema de concentração-compacidade) Suponha 1 � p � N e seja
(un) � W 1;p

0 (
) ; tal que,
(i) un * u em W 1;p

0 (
) ;
(ii) jrunj2 dx * � no sentido das medidas;
(iii) junj2

�
dx * � no sentido das medidas; onde � e � são medidas não-negativas e

limitadas em 
.
Então existem um conjunto de índices J , no máximo enumerável, e uma familia fxj; j 2
Jg de pontos em 
 tal que
(1) � = juj2

�
dx+

X
j2J

�j�xj , onde f�j; j 2 Jg é um conjunto de números positivos;

(2) � � jruj2 dx+
X
j2J

�j�xj , onde f�j; j 2 Jg é um conjunto de números positivos.

Além disso, S (�j)
p
p� � �j para todo j 2 J . Em particular,

X
j2J

(�j)
p
p�
< +1:

17



1.4 Lemas de Concentração-Compacidade

Demonstração: Primeiramente, considere u = 0. Assim, para ' 2 C1
�


�
temos, pela

imersão contínua de W 1;p
0 (
) em Lp

�
(
) ; que�Z




j'jp
�
junjp

�
dx

� 1
p�

S
1
p �

�Z



jr ('un)jp dx
� 1

p

(1.4)

�
�Z




j'jp jrunjp dx
� 1

p

+

�Z



jr'jp junjp dx
� 1

p

:

Assim, fazendo n! +1 em (1.4); temos que�Z



j'jp
�
d�

� 1
p�

� S�
1
p

�Z



j'jp d�
� 1

p

:

Daí,
S (�j)

p
p� = S� (fxjg)

p
p� � � (fxjg) = �j:

e, além disso, pelo Lema 1.4.1,

� =
X
j2J

�j�xj e � �
X
j2J

�j�xj :

Agora, para u 6= 0, façamos wn = un�u. Logo, wn * 0 em W 1;p
0 (
), wn (x)! 0 q.s. em


 e �
jrwnjp * �

0

jwnjp
�
* �

0
:
:

Para todo ' 2 C1
�


�
; pelo Lema de Brézis-Lieb (ver Lema A.1.3 no Apêndice A), temos

que Z



j'j junjp
�
dx�

Z



j'j jwnjp
�
dx!

Z



j'j jujp
�
dx:

Por outro lado, Z



j'j junjp
�
dx�

Z



j'j jwnjp
�
dx!

Z



j'j d� �
Z



j'j d� 0 ;

donde Z



j'j d� �
Z



j'j d� 0 =
Z



j'j jujp
�
dx:

Logo,
� = juj2

�
dx+ �

0
= juj2

�
dx+

X
j2J

�j�xj :

Por (1.4),�Z



j'jp
�
d�

� 1
p�

S
1
p �

�Z



j'jp d�
� 1

p

+

�Z



jr'jp jujp dx
� 1

p

para todo ' 2 C1
�


�
:
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1.4 Lemas de Concentração-Compacidade

Considere ' 2 C10
�
RN
�
tal que 0 � ' � 1, ' (0) = 1 e supp' = B (0; 1). Aplicando a

desigualdade anterior para '
�x�xj

�

�
, com � > 0 su�cientemente pequeno e j 2 J , obtemos

�
1
p�
j S

1
p � � (B (xj; �))

1
p +

1

�

 Z
B(xj ;�)

����r'�x� xj
�

�����p jujp dx
! 1

p

:

Usando a Desigualdade de Hölder e o Teorema da Mudança de Variável temos que

�
1
p�
j S

1
p � � (B (xj; �))

1
p +

�Z
RN
jr'jN dx

� 1
N

 Z
B(xj ;�)

jujp
�
dx

! 1
p�

� � (B (xj; �))
1
p + C

 Z
B(xj ;�)

jujp
�
dx

! 1
p�

:

Fazendo �! 0 na desigualdade acima, segue que �j = � (fxjg) � Sv
p
p�
j .

Como un * u em W 1;p
0 (
) e a função 	 : W 1;p

0 (
)! R de�nida por

	(u) =

Z
' jrujp dx; com ' 2 C

�


�
;

é convexa e contínua, segue, pela Proposição A.1.11, queZ
' jrujp dx � lim inf

Z
' jrunjp dx =

Z
'd�

Logo, � � jrujp dx: Além disso, jrujp dx ?
P

j2J �j�xj e, portanto,

� � jrujp dx+
X
j2J

�j�xj :

�
Outro Lema de Concentração-Compacidade que usaremos neste trabalho é o seguinte:

Lema 1.4.3 (Lema de concentração-compacidade) Seja (un) � D1;2
�
RN
�
tal que;

(i) un * u em D1;2
�
RN
�
;

(ii) jrun �ruj* � emM
�
RN
�
;

(iii) jun � uj* � emM
�
RN
�
;

(iv) un ! u q.t.p. em RN :
De�nindo

�1 = lim
R�!1

lim sup
n�!1

Z
jxj�R

jrunj2 dx e �1 = lim
R�!1

lim sup
n�!1

Z
jxj�R

junj2
�
dx

então, tem-se que

(1) jj�jj
2
2� � S�1 jj�jj e �

2
2�1 � S�1�1;

(2) lim sup
n�!1

jrunj22 = jruj
2
2 + jj�jj+ �1;

(3) lim sup
n�!1

jrunj2
�

2� = juj
2�

2� + jj�jj+ �1:

Além disso, se u = 0 e jj�jj
2
2� = S�1 jj�jj, então � e � são concentradas em um único

ponto.

Para uma demonstração deste resultado, veja [24; p�ag: 27; Lema 1.40].
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Capítulo 2

Multiplicidade de Soluções para um
Problema Crítico via Teoremas do
Tipo Lusternik�Schnirelmann

2.1 O Problema

Neste capítulo, nosso objetivo é estabelecer multiplicidade de soluções para o seguinte
problema elíptico �

��u+ "u = juj2��2u em 

u 2 H1

0 (
); u � 0;
(P")

em que " 2 R, " > ��1 e 
 � RN(N � 4) é um domínio limitado.
Uma solução para o problema (P") é uma função u 2 H1

0 (
), u � 0;que satisfazZ



(rurv + "uv) dx�
Z



u2
��1vdx = 0, para todo v 2 H1

0 (
):

Observação 2.1.1 Ao longo desse trabalho, consideramos em H1
0 (
) a norma do

gradiente

jjujj =
Z



jruj2 dx;

a qual, pela desigualdade de Poincaré, é equivalente a norma usual do H1
0 (
):

Primeiramente, demonstraremos algumas estimativas a priori sobre o problema (P").

Proposição 2.1.2 Se (P") tem solução não-trivial, então " > ��1.

Demonstração: Dado u � 0, u 6= 0 solução de (P"), temos queZ



rurvdx+ "

Z



uvdx =

Z



u2
��1vdx, para todo v 2 H1

0 (
):

Tomando v = '1, onde '1 > 0 em 
 é uma autofunção associada a �1, e usando queZ



r'1rudx = �1

Z



'1udx

20



2.1 O Problema

obtemos

�1

Z



u'1dx+ "

Z



u'1dx =

Z



u2
��1'1dx > 0;

o que implica que �1 > �". �

Além disso, se 
 for estrelado temos:

Proposição 2.1.3 Se 
 é um domínio estrelado, limitado, com fronteira suave e o
problema (P") tem solução não-trivial, então " < 0:

Demonstração: Seja u 6= 0 uma solução de (P"). Considerando

f(u) = u2
��1 � "u

temos que

F (u) =

Z u

0

f (s) ds =
1

2�
u2

� � "

2
u2 2 L1(
):

Assim, pela Identidade de Pohozaev (ver Teorema A.1.2 no Apêndice A), segue que

N � 2
2

Z



jruj2dx+ 1
2

Z
@


jruj2�:�d� = N

2�

Z



u2
�
dx� "N

2

Z



u2dx:

Logo,

N � 2
2

�Z



u2
�
dx� "

Z



u2dx

�
+
1

2

Z
@


jruj2�:�d� = N

2�

Z



u2
�
dx� "N

2

Z



u2dx;

ou seja

"

Z



u2dx+
1

2

Z
@


jruj2�:�d� = 0:

Portanto,

" =
�1
2

R
@

jruj2�:�d�R


u2dx

:

Como 
 é estrelado, então �:� > 0 sobre @
 e assim " � 0: Agora, iremos mostrar que
" < 0. Para isso, suponha que " = 0. Dessa forma,Z

@


jruj2�:�d� = 0;

o que implica que ru = 0 sobre @
 e, por conseguinte,Z



�udx =

Z
@


ru:�d� �
Z



ru:rX
dx = 0:

Logo,

0 = �
Z



�udx =

Z



u2
��1dx

donde u = 0, o que é uma contradição. Logo, " < 0. �
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2.2 A Condição de Palais-Smale

Observação 2.1.4 Brézis e Nirenberg em [4] provaram que o problema (P") possui uma
solução não-trivial se ��1 < " < 0:

Neste capítulo, nosso intuito é demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 2.1.5 Se 
 é um dominio limitado e suave de RN (N � 4), então existe
"� 2 (��1; 0) tal que, para " 2 ("�; 0) ; o problema (P") possui pelo menos cat
 (
)
soluções não triviais.

Para alcançarmos nosso objetivo, consideremos

' (u) =

Z



�
jruj2 + "u2

�
dx; u 2 H1

0 (
);

restrito a

V :=

�
u 2 H1

0 (
); (u) =

Z



�
u+
�2�

dx = 1

�
:

Observe que ' 2 C1 (H1
0 (
);R),  2 C2 (H1

0 (
);R) e que c = 1 é valor regular de  .
Logo, V é uma subvariedade mergulhada de codimensão 1 em H1

0 (
).

2.2 A Condição de Palais-Smale

Lema 2.2.1 Toda sequência (un) � V tal que ' (un) ! c < S e jj'0
(un) jj� ! 0 possui

uma subsequência convergente.

Demonstração: Consideremos ' (un) =
R


(jrunj2 + "u2n) dx = jjunjj2' : Para melhor

organizarmos a demonstração, a dividiremos em a�rmações.

A�rmação 1:jjujj' é uma norma equivalente a jjujj.

Desde que " < 0 temos que "
R


u2dx � "

�1

R


jruj2dx. Logo,

jjujj2' =
Z



�
jruj2 + "u2

�
dx �

�
1 +

"

�1

�Z



jruj2dx.

de onde segue a a�rmação.

Pela a�rmação anterior, segue que c � 0. Se c = 0 então ' (un) ! 0, o que implica que
jjunjj ! 0 e, portanto, un ! 0, o que �naliza a demonstração neste caso.
Suponhamos, agora, c > 0. Pela Proposição 1.2.4, temos que para cada n 2 N, existe
�n 2 R tal que

jj'0(un)jj� =
������'0(un)� �n 

0
(un)

������
H�1

;

ou seja,
'0(un)� �n 

0
(un)! 0 em H�1 (
) :

Como, pela A�rmação 1, (un) é limitada e, além disso,

h'0(un); uni = 2
Z



jrunj2dx+ 2"
Z



u2ndx = 2' (un)
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2.2 A Condição de Palais-Smale

e D
 
0
(un) ; un

E
= 2�

Z



�
u+
�2�

dx = 2�;

segue que

2

�
' (un)�

2�

2
�n

�
= 2' (un)� 2��n

= h'0(un); (un)i � �n

D
 
0
(un) ; (un)

E
! 0:

Chamando �n = 2�

2
�n, temos que �n ! c. Assim, podemos supor que �n > 0 para todo

n: Consideremos agora

vn := �
N�2
4

n un:

Temos que

1

2

Z



�
jrvnj2 + "v2n

�
dx� 1

2�

Z



�
v+n
�2�

dx =
1

2

Z



�
�
N�2
2

n jrunj2 + "�
N�2
2

n u2n

�
dx

� 1

2�

�
�
N�2
4

n

�2� Z



�
u+n
�2�

dx

=
1

2
�
N�2
2

n ' (un)�
1

2�
�
N
2
n

=
1

2
�
N�2
2

n (' (un)� �n) +
1

N
�
N
2
n �!

c
N
2

N
:

De�nindo � : H1
0 (
)! R por

� (v) =
1

2

Z



�
jrvj2 + "v2

�
dx� 1

2�

Z



�
v+
�2�

dx

segue que

� (vn)! d =
c
N
2

N
<
S

N
2

N
:

Além disso,D
�
0
(vn) ; v

E
=

Z



(rvnrv + "vnv) dx�
Z



�
v+n
�2��1

vdx

= �
N�2
4

n

Z



(runrv + "unv) dx� �
N+2
4

n

Z



�
u+n
�2��1

vdx

=
�
N�2
4

n

2
h'0(un); vi �

�
N+2
4

n

2�

D
 
0
(un) ; v

E
=
�
N�2
4

n

2

�
h'0(un); vi � �n

D
 
0
(un) ; v

E�
, para todo v 2 H1

0 (
)

e, portanto,

jj�0(vn)jjH�1 =
�
N�2
4

n

2

������'0(un)� �n 
0
(un)

������
H�1

! 0:

Assim, (vn) é uma sequência (PS)d para o funcional �:
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2.2 A Condição de Palais-Smale

A�rmação 2: (vn) é uma sequência limitada.

Para n grande, temos que

d+ 1 + jjvnjj � � (vn)�
1

2�
h�0(vn); vni

=
1

2
' (vn)�

1

2�

Z



�
v+
�2�

dx� 1

2�
' (vn) +

1

2�

Z



�
v+
�2�

dx

=

�
1

2
� 1

2�

�
' (vn) � C jjvnjj2 ;

donde
d+ 1 + jjvnjj � C(

1

2
� 1

2�
) jjvnjj2 ;

o que implica que (vn) é limitada.

Usando a A�rmação 2, segue queZ



rvnrhdx!
Z



rvrhdx para todo h 2 H1
0 (
);

pois vn * v em H1
0 (
). Além disso, pela imersão de Sobolev, temos que vn ! v em

Lp (
) para 1 � p < 2�; o que implica que vn ! v q.s. em 
 e que

"

Z



vnhdx! "

Z



vhdx para todo h 2 H1
0 (
):

Agora, usando que vn ! v em Lp (
) para 1 � p < 2� e o Teorema da Convergência
Dominada de Lebesgue, temosZ




�
v+n
�2��1

hdx!
Z



�
v+
�2��1

hdx para todo h 2 H1
0 (
):

Desde que

h�0(vn); hi =
Z



rvnrhdx+ "

Z



vnhdx�
Z



�
v+n
�2��1

hdx; para todo h 2 H1
0 (
);

obtemos queZ



rvrhdx+ "

Z



vhdx�
Z



�
v+
�2��1

hdx = 0; para todo h 2 H1
0 (
): (2.1)

Tomando h = v em (2.1), segue que

� (v) =

�
1

2
� 1

2�

�Z



�
v+
�2�

dx:

Considerando zn = vn � v e usando o Lema de Brézis-Lieb, temosZ



�
v+n
�2�

dx�
Z



�
z+n
�2�

dx!
Z



�
v+
�2�

dx: (2.2)
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2.2 A Condição de Palais-Smale

Desde que

� (zn) =
1

2

Z



�
jrvn �rvj2 + " (vn � v)2

�
dx� 1

2�

Z



�
z+n
�2�

dx

= �(vn) +
1

2�

Z



�
v+
�2�

dx+ �(v) +
1

2�

Z



�
v+
�2�

dx

� 1

2�

Z



�
z+n
�2�

dx�
Z



rvnrvdx� "

Z



vnvdx

obtemos

� (zn)! d+ �(v) +
2

2�

Z



�
v+n
�2�

dx�
Z



jrvj2 dx� "

Z



v2dx

= d+ �(v) + 2

�
1

2�

Z



�
v+
�2�

dx� 1
2

Z



�
jrvj2 + "v2

�
dx

�
= d� � (v) � d:

Por outro lado,

jjznjj2 = h�0(vn); vni � "

Z



v2ndx+

Z



�
v+n
�2�

dx�
Z



�
z+n
�2�

dx

+

Z



�
z+n
�2�

dx+

Z



jrvj2 dx� 2
Z



rvnrvdx:

Como (vn) é limitada e uma sequência (PS)d para o funcional �; segue que
h�0(vn); vni ! 0 . Assim,Z




jrvj2 dx+ "

Z



v2dx =

Z



�
v+
�2�

dx:

Além disso, Z



jrvj2 dx� 2
Z



rvnrvdx! �
Z



jrvj2 dx;

já que vn * v em H1
0 (
): Usando a imersão de Sobolev, também temos

�"
Z



v2ndx! �"
Z



v2dx:

Tomando h = v em (2.1), temos

lim jjznjj2 = lim
Z



�
z+n
�2�

dx = b � 0

implicando que

� (zn)!
b

N
� d: (2.3)

Ademais, Z



jrznj2 � S

�Z



jznj2
�
dx

� 2
2�
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2.3 Multiplicidade de Soluções

donde

b � Sb
2
2�
: (2.4)

A�rmação 3: b = 0:

Suponha, por contradição, que b > 0: Então, usando (2.4), temos

b � S
N
2 :

Daí, por (2.3)
S

N
2

N
� b

N
� d <

S
N
2

N
;

o que é um absurdo, provando a a�rmação. Logo, devemos ter

jjznjj ! 0;

isto é, vn ! v e portanto un ! u em H1
0 (
): �

Corolário 2.2.2 O funcional � satisfaz a condição (PS)d para todo d < c� = S
N
2

N
.

Observação 2.2.3 Note que um ponto crítico não-trivial do funcional � é uma solução
para o problema (P").

2.3 Multiplicidade de Soluções

Para demonstrarmos o Teorema 2.1.5, necessitamos de alguns lemas.

Lema 2.3.1 Suponha N � 4. Se " 2 (��1;0), então m (";
) := inff'(u);u 2 V g < S e
o ín�mo é assumido.

Demonstração: Pelo Lema A.1.4 do Apêndice A, existe v 2 H1
0 (
); v 6= 0 e v � 0 tal

que

'

�
v

jjvjj2�

�
< S

o que implica que m (";
) < S: Além disso, ' � 0 e satisfaz a condição (PS)c para todo
c 2 [inff' (u) ; u 2 V g; S � �]. Então, pelo Teorema 1.2.11, ' assume o ín�mo. �

Consideremos agora a função centro de massa � : H1
0 (
) �! RN de�nida por

�(u) =

Z



�
u+
�2�

xdx

onde Z



�
u+
�2�

xdx =

�Z



�
u+
�2�

x1dx; :::;

Z



�
u+
�2�

xndx

�
:

Vejamos algumas propriedades desta aplicação.

Lema 2.3.2 Seja (un) � V tal que jjunjj2 ! S. Então, dist (�(un);
)! 0:
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2.3 Multiplicidade de Soluções

Demonstração: Como, por hipótese, jjunjj2 ! S, segue que jju+n jj
2 ! S, pois

jjunjj2 �
����u+n ����2 = jju+n jj

2

jju+n jj
2
2�

� S:

Assim (u+n ) é limitada e, portanto,

u+n * u em D1;2
�
RN
�
e u+n ! u q.s. em RN :

Além disso, usando o Lema 1.3.13 tem-se��ru+n �ru��2 * � em M
�
RN
�

e ��u+n � u
��2� * � em M

�
RN
�
: (2.5)

Mostraremos que � está concentrada em um ponto y 2 RN . Pelo Lema de Concentração-
Compacidade 1.4.3 e usando que un 2 V; temos que

jj�jj
2
2� � S�1 jj�jj , (2.6)

lim
����ru+n ����22 = S = jjrujj22 + jj�jj+ �1 (2.7)

e
1 = lim

����u+n ����2�2� = jjujj2�2� + jj�jj+ �1: (2.8)

Como u+n = 0 em (BR (0))
C ; para R su�cientemente grande, temos que

�1 = 0 e �1 = 0:

Daí, por (2.7),
S = jjrunjj22 + jj�jj (2.9)

e por (2.8) segue que
jjujj2

�

2� + jj�jj = 1: (2.10)

Temos também que
jjujj22� � S�1 jjrujj22 : (2.11)

Assim, usando (2.6),(2.9) e (2.11), obtemos

S � S jjujj22� + S jj�jj
2
2�

e, portanto,

1 �
�
jjujj2

�

2�

� 2
2�
+ jj�jj

2
2� : (2.12)

Vamos supor, por absurdo, que

0 < jjujj2
�

2� ; jj�jj < 1:

Logo, usando (2.10) e (2.12), segue que

1 = jjujj2
�

2� + jj�jj <
�
jjujj2

�

2�

� 2
2�
+ jj�jj

2
2� � 1;
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2.3 Multiplicidade de Soluções

o que é um absurdo. Portanto, devemos ter

jjujj2
�

2� = 1 e jj�jj = 0 ou jjujj
2�

2� = 0 e jj�jj = 1: (2.13)

Note que a primeira opção em (2.13) não pode ocorrer, já que, por (2.9), S � jruj22 o que
implicaria que

S =
jjrujj22
jjujj22�

;

o que contradiz o Proposição A.1.6 . Sendo assim, por (2.6) e (2.9) temos jj�jj = S o que
mostra que

jjvjj
2
2� = S�1 jj�jj :

Pelo Lema de Concentração de Compacidade 1.4.3, segue que � está concentrada em um
ponto y 2 RN : A�rmamos que y 2 
, pois caso contrário �

�


�
= 0 e, por (2.5) e (2.13),

temos que �
u+n
�2�

dx * v em M
�
RN
�
;

o que signi�ca que Z



�
u+n
�2�

dx! 0;

o que é uma contradição, poisZ



�
u+n
�2�

dx = 1; para todo n 2 N:

Daí, devemos ter R


(u+)

2�
xdxR



(u+)2

�
dx

!
R


xd�R


d�

= y;

ou seja, � (un) �! y 2 
; e o lema está provado. �

Consideremos os seguintes conjuntos


+r := fx 2 RN ; dist (x;
) < rg

e

�r := fx 2 
; dist (x; @
) > rg

onde r 2 R e r > 0:

Proposição 2.3.3 Para r > 0 su�cientemente pequeno 
+r e 

�
r são homotopicamente

equivalentes a 
:

Demonstração: Como 
 é limitado e suave segue que @
 é uma variedade diferenciável
compacta. Assim, existe um � > 0 tal que sempre que x; y 2 @
; os segmentos das retas
normais de comprimento 2�; centrados em x e y; são disjuntos, isto é, @
 tem uma
vizinhança tubular. Considerando 0 < r < � temos que cada ponto p 2 
+r está associado
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2.3 Multiplicidade de Soluções

a uma única direção normal a @
: Denotaremos o vetor unitário na direção dessa normal
por � (p) : Dessa forma, a projeção � : 
! 
�r e a função f : 


+
r ! 
 dada por

f (x) =

�
x� r� (x) ; se x 2 
+r n


� (x) ; se x 2 


estão bem de�nidas. Além disso, f � � é homotópico à Id
 e � � f é homotópico à
Id
+r . Logo, 


+
r é homotopicamente equivalente a 
: Analogamente mostra-se que 


�
r é

homotopicamente equivalente a 
: �

Tomemos um r > 0 su�cientemente pequeno tal que 
+r e 

�
r sejam homotopicamente

equivalentes a 
 e que B (0; r) � 
. De�namos

m (") = m ("; B (0; r))

= inf

�Z
B(0;r)

�
jruj2 + "u2

�
;u 2 H1

0 (B (0; r)) e
Z
B(0;r)

�
u+
�2�
= 1

�
:

Da mesma forma como no Lema 2.3.1, temos que m (") < S. Além disso, encarando
H1
0 (B (0; r)) � H1

0 (
), estendendo as funções como sendo zero fora de B (0; r) ; segue que
m (";
) � m (").

Lema 2.3.4 Existe "� 2 (��1;0) tal que para " 2 ("�; 0), temos que se u 2 'm(") então
� (u) 2 
+r .

Demonstração: Para cada u 2 V , temos pela Desigualdade de Hölder que

����u+����2
2
=

Z



��u+��2 � �Z



��u+��2�� 2
2�

j
j
2
N = j
j

2
N :

Pelo Lema 2.3.2, existe � > 0 tal que se u 2 V e S � jjujj2 � S + �; então � (u) 2 
+r . A
partir daí, escolha "� = ��

j
j
2
N
: Agora, se "� < " < 0 e u 2 'm(") então

jjujj2 � m (")� " jjujj22
� S � "

��u+��2
2

� S � "� j
j
2
N

= S + �

e, portanto, � (u) 2 
+r : �

Lema 2.3.5 Se N � 4 e " 2 ("�; 0) então cat'm(")
�
'm(")

�
� cat
 (
).

Demonstração: Seja v 2 H1
0 (
) tal queZ

B(0;r)

(v+)2
�
dx = 1 e

Z
B(0;r)

�
jrvj2 + "v2

�
dx = m (") :
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2.3 Multiplicidade de Soluções

Observe que v é solução clássica do problema�
��u+ "u = � (u+)

2��1
; x 2 


u = 0; x 2 @
:

Pelo Teorema A.1.8 e pela Proposição A.1.7 do Apêndice A, podemos considerar v radial.
Assim, de�na


 : 
�r �! 'm(")

y �! 
 (y)

em que


 (y) (x) =

�
v (x� y) ,se x 2 B (y; r)
0 ,se x 2 
nB (y; r) :

Como v 2 C2 (
) temos que 
 é contínua. Além disso, 
 (y) 2 'm(") poisZ



(
 (y)+)2
�
dx =

Z
B(y;r)

(v+ (x� y))2
�
dx =

Z
B(0;r)

(v+)2
�
dx = 1

e

' (
 (y)) =

Z



�
jr
 (y)j2 + "
 (y)2

�
dx =

Z
B(y;r)

�
jrv (x� y)j2 + "v (x� y)2

�
dx

=

Z
B(0;r)

�
jrvj2 + "v2

�
dx = m (") ;

e � � 
 = id, visto que se y 2 
�r então, para i 2 f1; :::; ngZ



�

 (y)+

�2�
xidx =

Z
B(y;r)

�
v (x� y)+

�2�
xidx

=

Z
B(0;r)

�
v (z)+

�2�
(zi + yi) dz

= yi +

Z
B(0;r)

�
v (z)+

�2�
zidz

= yi.

Agora, suponhamos que
'm(") =

n
[
i=1
Ai

onde os A0is; são fechados contráteis em 'm("), isto é, existem hi 2 C
�
[0; 1]� Ai; '

m(")
�

tais que
hi (0; u) = u e hi (1; u) = cte; para todo u 2 Ai:

Considerando Bi = 
�1 (Ai), i = 1; :::; n: Temos que os B
0
is são fechados e que


�r =
n
[
i=1
Bi:

De�na
gi : [0; 1]�Bi ! 
+r

(t; y) 7! � (hi (t; 
 (y))) :

30



2.3 Multiplicidade de Soluções

Como hi (t; 
 (t)) 2 'm("); temos, pelo Lema 2.3.4, que gi está bem de�nida. Além disso,
como ��
 = id, temos que gi (0; y) = � (
 (y)) = y e, ademais, gi (1; y) = � (hi (1; 
 (y))) =
cte: Logo, os B

0
is são contráteis em 
+r ; o que implica que

cat
+r
�

�r
�
� n = cat'm(")

�
'm(")

�
:

Usando que 
+r e 

�
r são homotopicamente equivalentes a 
 segue que

cat
 (
) = cat
+r
�

�r
�

completando a demonstração. �

Demonstração do Teorema 2.1.5: Temos que m (";
) � m (") < S. Pelo Lema
2.2.1, ' satisfaz a condição (PS)c para todo c 2 [m (";
) ;m (")]. Daí, pelo Teorema
1.2.11, 'm(") possui, pelo menos, cat'm(")

�
'm(")

�
pontos críticos de 'jV :

Portanto, pelo Lema 2.3.5, se n = cat
 (
), então existem, pelo menos, u1; :::; un 2 V e
�1; :::; �n 2 R tais que

0 =
������'0

(ui)
������
�
=
������'0

(ui)� �i 
0
(ui)

������
H�1

; i = 1; :::; n:

Considere
�i =

2

2�
�i e vi = �

N�2
4

i ui.

Logo, �������0
(vi)
������
H�1

=
�
N�2
4

i

2

������'0
(ui)� �i 

0
(ui)

������
H�1

= 0; i = 1; :::; n

implicando que �
0
(vi) = 0 e portantoZ




rvirvdx+ "

Z



vivdx =

Z



�
v+i
�2��1

vdx; para todo v 2 H1
0 (
):

Fazendo v = v�i ; temos que

�'
�
v�i
�
= �

�Z



��rv�i ��2 dx+ "

Z



��v�i ��2 dx� = 0;
donde v� = 0. Assim, v = v+ � 0, i = 1; :::; n, são soluções não triviais do Problema
(P"): �
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Capítulo 3

Multiplicidade de Solução para um
Problema Crítico via Teorema do
Passo da Montanha

3.1 O Problema

Neste capítulo estamos interessados em estudar o seguinte problema:�
��u = � juj2

��2 u+ f (x; u) ; x 2 

u = 0; x 2 @
 (P�)

onde, 
 � RN é um domínio limitado e suave, N � 3, � é uma constante positiva,
f : 
�R �! R é uma função de Carathéodory e ímpar na segunda variável. Além disso,
consideramos as seguintes condições sobre f :

f0) supfjf (x; s)j ; tal que x 2 
; jsj �Mg < +1; para cada M > 0;

f1) lim
jsj!+1

f(x;s)

jsj2��1
= 0, uniformemente q.s. em 
;

f2) Existem � 2 [0; 2) e a1, a2 > 0 tais que

1

2
f (x; s) s� F (x; s) � �a1 � a2 jsj� , para todo s 2 R, q.s. em 
;

onde F (x; s) =
R s
0
f (x; t) dt:

f3) Existe uma constante B � 0 tal que

F (x; s) � �k
jsj2

2
�B, para todo s 2 R, q.s. em 
;

onde �k é o k-ésimo autovalor de �� em 
 com condições de fronteira de Dirichlet.

f4) lim sup
s�!0

2F (x;s)
s2

= a (x) �6= �j, uniformemente q.s. em 
; onde �j � �k e �j é o j-ésimo

autovalor de �� em 
 com condições de fronteira de Dirichlet.
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3.2 A Condição de Palais-Smale

Uma típica função satisfazendo as condições acima é f (x; s) = "s3 com " � 2�k;
quando N = 3:
Uma solução para o problema (P�) é uma função u 2 H1

0 (
) tal queZ



rurvdx� �

Z



juj2
��1 vdx�

Z



f (x; u) vdx = 0; para todo v 2 H1
0 (
):

Observe que uma solução do problema (P�) é um ponto crítico do funcional

I� (u) =
1

2

Z



jruj2 dx� �

2�

Z



juj2
�
dx�

Z



F (x; u) dx; para todo u 2 H1
0 (
):

Usando argumentos padrões, veja por exemplo [8], mostra-se que sob a condição (f1),
o funcional I� é de classe C1 em H1

0 (
):

3.2 A Condição de Palais-Smale

Nesta seção, mostraremos que o funcional energia I� satisfaz a condição de Palais-
Smale, mostrando, dessa forma, uma hipótese da versão do Teorema do Passo da
Montanha que usaremos para garantirmos a existência e multiplicidade de soluções para
o problema (P�).

De�nição 3.2.1 Dado E um espaço de Banach real e I 2 C1 (E;R), dizemos que I
satisfaz a condição de Palais-Smale no nível c 2 R, e denotamos por (PS)c, se toda
sequência (un) � E tal que

I (un)! c

e
I
0
(un)! 0;

possui uma subsequência convergente.

Mostraremos que o funcional I� satisfaz a condição (PS)c para um nível c adequado,
quando � é su�cientemente pequeno.

Lema 3.2.2 Seja (un) � H1
0 (
) uma sequência limitada. Então, existe duas medidas não

negativas e limitadas em 
, � e �; e existe uma subsequência de (un), também denotada
por (un), tal que jrunj2 dx * �, junj2

�
dx * � fracamente no sentido das medidas.

Demonstração: Segue do Lema 1.3.13, considerando que
�
u2

�
n

�
é limitada em L1 (
) e�

jrunj2
�
é limitada em L1 (
) : �

Desde que supfjf (x; s)j ; x 2 
; jsj � Mg < +1 para cada M > 0 e (f1) vale;
obtemos que dado � > 0 existe C� > 0 tal que

jf (x; s) sj � C� + � jsj2
�

(3.1)

e
jF (x; s)j � C� + � jsj2

�
: (3.2)
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Lema 3.2.3 Suponha que f satisfaz a condição (f1) : Seja (un) � H1
0 (
) uma sequência

limitada. Então, existe u 2 H1
0 (
) tal que, a menos de subsequência,Z




jf (x; un)un � f (x; u)uj dx! 0 quando n! +1: (3.3)

Demonstração: Temos que, a menos de subsequência,

un * u em H1
0 (
) e un ! u q.s: em 
:

Como f é uma função de Carathéodory, então

f (x; un)un ! f (x; u)u q.s. em 


e pela imersão contínua H1
0 (
) ,! L2

�
(
) existe uma constante C > 0 tal que

jjujj2
�

2� � C e jjunjj2
�

2� � C, para todo n 2 N:

Agora, dado � > 0, tomemos 0 < � < �
4C
. Pelo Teorema de Egorov (ver A.1.10 do

Apêndice), existe b
 � 
 tal que
f (x; un)un ! f (x; u)u uniformemente em b
 e ���
nb
��� < �

4C�
: (3.4)

Usando (3.1), obtemosZ

nb
 jf (x; un)un � f (x; u)uj dx �

Z

nb
 jf (x; un)unj dx+

Z

nb
 jf (x; u)uj dx (3.5)

� �:

Daí, Z



jf (x; un)un � f (x; u)uj dx �
Z
b
 jf (x; un)un � f (x; u)uj dx+ � (3.6)

e, portanto fazendo n! +1 em (3.6), temos, por (3.4) e (3.5), que

0 � lim
n!+1

Z



jf (x; un)un � f (x; u)uj dx � �:

Como � é arbitrário segue o resultado. �

Por um argumento análogo ao da prova do lema acima, podemos demonstrar que se
(un) é uma sequência limitada, então existe u 2 H1

0 (
) tal que a menos de subsequência,Z



f (x; un) vdx!
Z



f (x; u) vdx quando n! +1 (3.7)

e Z



junj2
��2 unvdx!

Z



juj2
��2 uvdx quando n! +1; (3.8)

para todo v 2 H1
0 (
):
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Lema 3.2.4 Suponha que f satisfaz (f1) : Seja (un) uma sequência limitada satisfazendo
I
0
� (un)! 0 em H�1 (
) quando n! +1: Então considerando �j , j 2 J; dado no Lema

de Concentração-Compacidade 1.4.2, temos �j �
�
S
�

�N
2
ou �j = 0:

Demonstração: Usando o Lema de Concentração-Compacidade 1.4.2, temos que

� (fxjg) � �j � S (�j)
2
2� : (3.9)

Considere  2 C10
�
RN
�
tal que 0 �  � 1 e

i)  (x) = 1, se x 2 B (0; 1) ;
ii) (x) = 0, se x 2 B (0; 2)C :
Agora, dado � > 0 seja

 � (x) :=  

�
x� xj
�

�
, x 2 
.

Logo, a sequência ( �un) está em H1
0 (
) eD

I
0
(un) ;  �un

E
(3.10)

=

Z



runr ( �un) dx� �

Z



junj2
��1 ( �un) dx�

Z



f (x; un) ( �un) dx

�
Z



runr ( �un) dx� �

Z



junj2
�
 �dx�

Z



f (x; un) ( �un) dx

=

Z



jrunj2  �dx+
Z



runr �undx� �

Z



junj2
�
 �dx�

Z



f (x; un) ( �un) dx.

Pelo Lema de Concetração-Compacidade 1.4.2, temos que

�

Z



junj2
�
 �dx! �

Z



 �d�

e Z



jrunj2  �dx!
Z



 �d�

quando n! +1: Pela imersão compacta deH1
0 (
) em L2 (
), temos também que un ! u

em L2 (
). Logo, pelo Teorema A.1.5 do Apêndice A, existe h 2 L2 (
) tal que junj � h
q.s. em 
: Usando a desigualdade de Hölder e que (un) é limitada, obtemos����Z




run:r �undx
���� � �Z




jrunj2 dx
� 1

2
�Z




junj2 jr �j2 dx
� 1

2

(3.11)

� K1

�Z



junj2 jr �j2 dx
� 1

2

� K1

�Z



h2 jr �j2 dx
� 1

2

:

Além disso,

r � =
1

�
r 

�
x� xj
�

�
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3.2 A Condição de Palais-Smale

donde r � = 0; se jx� xjj < � e r � = 0; se jx� xjj > 2�: Logo, de (3.11) e usando o
Teorema da Mudança de Variável, segue que����Z




run:r �undx
���� � K1

1

�

 Z
�<jx�xj j<2�

h (x)2
����r �x� xj

�

�����2 dx
! 1

2

� K1�
N
2
�1
�Z

1<jyj<2
h (�y + xj)

2 jr (y)j2 dy
� 1

2

� K1�
N
2
�1 jjr jj1

�Z
1<jyj<2

h (�y + xj)
2 dy

� 1
2

� K1�
N
2
�1 jjr jj1

�Z



h (x)2 dx

� 1
2

:

Assim de (3.10), temosD
I
0

� (un) ;  �un

E
� �K1�

N
2
�1 jjr jj1

�Z



h (x)2 dx

� 1
2

+

Z



jrunj2  �dx

� �

Z



junj2
�
 �dx�

Z



f (x; un) ( �un) dx:

Fazendo n! +1; temos

�K1�
N
2
�1 jjr jj1

�Z



h (x)2 dx

� 1
2

+

Z



 �d� � �

Z



 �d� +

Z



f (x; u) ( �u) dx: (3.12)

De (3.1), segue queZ



f (x; u) ( �u) dx �
Z



C�1 �dx+ �1

Z



juj2
�
 �dx (3.13)

e pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

lim
�!0

Z



C�1 �dx = 0 e lim
�!0

Z



juj2
�
 �dx = 0:

Assim, usando (3.13) em (3.12) e fazendo �! 0, obtemos

�j = � (fxjg) � �� (fxjg) = ��j;

e, por (3.9), chegamos à
S (�j)

2
2� � ��j:

�

Lema 3.2.5 Suponha f satisfazendo (f1). Seja (un) � H1
0 (
) uma sequência limitada

tal que I
0
� (un)! 0 em H�1 (
) quando n! +1:Então, a menos de subsequência,

run * ru em
�
L2 (
)

�N
:
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3.2 A Condição de Palais-Smale

Demonstração: Note que existe umM > 0 tal que
R


jf (x; un)j

2�
2��1 dx �M , pois, por

(f1), temos que dado � > 0 existe C� > 0 tal que

jf (x; un)j � C� + � junj2
��1 :

Logo, Z



jf (x; un)j
2�

2��1 dx �
Z



�
C� + � junj2

��1
� 2�
2��1

dx (3.14)

� 2
Z



�
jC�j

2�
2��1 + � junj2

�
�
dx

�M:

Agora, mostraremos algumas a�rmações que nos auxiliarão na prova do lema.

A�rmação 1: Seja K � 
nfxj; j 2 Jg um conjunto compacto. Então, un ! u em
L2

�
(K) :

Desde que fxj; j 2 Jg é �nito e K \ fxj; j 2 Jg = ;; então

d (K; fxj; j 2 Jg) = � > 0:

Daí, considere 0 < � < � e de�na

A� = fx 2 
; d (x;K) < �g:

Seja ' 2 C10 (
) , cumprindo 0 � ' � 1 e
i)' = 1 em A �

2
;

ii)' = 0 em 
nA�:
Assim, temos que Z

K

junj2
�
dx �

Z
A�

junj2
�
'dx =

Z



junj2
�
'dx

e como A� \ fxj; j 2 Jg = ;; pelos Lemas 3.2.2 e 1.4.2, segue que

lim sup
n!+1

Z
K

junj2
�
dx � lim sup

n!+1

Z



junj2
�
'dx

=

Z



'd�

=

Z



juj2
�
'dx

=

Z
A�

juj2
�
'dx �

Z
A�

juj2
�
dx:

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

lim sup
n!+1

Z
K

junj2
�
dx � lim

�!0

Z



�A� juj
2� dx =

Z
K

juj2
�
dx (3.15)

já que, �A� juj
2� ! juj2

�
q.s. em 
 quando �! 0 e �A� juj

2� � juj2
�
q.s. em 
:

37



3.2 A Condição de Palais-Smale

Desse modo, por (3.15), L2
�
(K) ser uniformemente convexo e un * u em L2

�
(K), temos,

pelo Teorema A.1.5 do Apêndice A; que un ! u em L2
�
(K) :

A�rmação 2: Seja K � 
nfxj; j 2 Jg um conjunto compacto. Então run ! ru em
(L2 (K))

N
:

De�na ' 2 C10 
nfxj; j 2 Jg tal que 0 � ' � 1 e ' = 1 em K. Logo,

0 �
Z
K

jrun �ruj2 dx (3.16)

�
Z



jrun �ruj2 'dx

=

Z



runr (un � u)'dx�
Z



rur (un � u)'dx:

Como ('un) é limitada, D
I
0

� (un) ; (un � u)'
E
! 0

quando n! +1; ou seja,Z



runr (un � u)'dx+

Z



run (un � u)r'dx (3.17)

� �

Z



junj2
��2 un (un � u)'dx�

Z



f (x; un) (un � u)'dx

= o (1)

Assim, substituindo (3.17) em (3.16), obtemosZ
K

jrun �ruj2 dx

�
Z



run (u� un)r'dx+ �

Z



junj2
��2 un (un � u)'dx

+

Z



f (x; un) (un � u)'dx+

Z



rur (u� un)'dx+ o (1) :

Agora, para �nalizarmos a prova da A�rmação 2 , resta mostrar que todas as integrais
do lado direito da desigualdade acima convergem para zero quando n ! +1. Para a
primeira integral, usando a desigualdade de Hölder, temosZ




run (u� un)r'dx � jjr'jj1 jjunjj : jjun � ujj2 ! 0

quando n! +1, já que (un) é limitada em H1
0 (
) e un ! u em L2 (
). Para a segunda

integral, usando a desigualdade de Hölder, segue que

�

Z



junj2
��2 un (un � u)'dx = �

Z
supp(')

junj2
��2 un (un � u)'dx

� �
�
jjunjjL2� (supp('))

� 2��1
2� jjun � ujjL2� (supp(')) ! 0
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3.2 A Condição de Palais-Smale

quando n! +1; pois (un) é limitado em L2
�
(supp (')) e, pela A�rmação 1, un ! u em

L2
�
(supp (')) : Para a terceira integral, e novamente pela desigualdade de Hölder e por

(3.14), obtemosZ



jf (x; un) (un � u)'j dx �
Z
supp(')

jf (x; un) (un � u)j dx

�M
2��1
2� jjun � ujjL2� (supp(')) ! 0

quando n ! +1; pois, pela A�rmação 1, un ! u em L2
�
(supp (')) : Para a quarta

integral, observemos que

T (v) =

Z



rurv'dx

é linear e contínua, e como un * u em H1
0 (
) temos queZ




rur (u� un)'dx! 0

quando n! +1 o que demonstra a a�rmação.

Seja

Kj = fx 2 
; d (x; @
) �
1

j
e d (x; fxj; j 2 Jg) �

1

j
g

Como, pela A�rmação 2, run ! ru em (L2 (K1))
N temos que existe (u1n) subsequência

de (un) tal que ru1n ! ru q.s. em K1:Considere

un1 := u11

Novamente, pela A�rmação 2, temos que ru1n ! ru em (L2 (K2))
N . Logo existe (u2n)

subsequência de (u1n) tal que ru2n ! ru q.s. em K2: Como antes, seja

un2 = u22:

Procedendo desta forma, temos ruj�1n ! ru em (L2 (Kj))
N , donde existe (ujn)

subsequência de (uj�1n ) tal que rujn ! ru q.s. em Kj para j 2 N: Considerando

unj = ujj;

obtemos
�
unj
�
subsequência de (un) tal que a partir do j-ésimo termo

runj ! ru q.s. em Kj, para todo j 2 N

e como
[
j2N

Kj = 
nfxj; j 2 Jg

segue que
runj ! ru q.s.em 
:

�
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3.2 A Condição de Palais-Smale

Proposição 3.2.6 Suponha f satisfazendo (f1) e (f2). Então, dadoM > 0, existe �� > 0
tal que I� satisfaz (PS)c para todo c < M e 0 < � < ��.

Demonstração: Dado M > 0, considere

�� = min

8<:S;
"

S
N
2

(N (M + A))
1
�

# 1
N
2 �

1
�

9=; (3.18)

onde A = a1 j
j+ a2 j
j� ; � = (2� � �) =2� e �; a1; a2 são dadas na condição (f2) :
Desde que � < 2, segue que 1

�
< N

2
e considerando � 2 (0; ��); temos que�

S

�

�N
2

> 1 (3.19)

e como
�
N
2

�
1
�

<
S

N
2

(N (M + A))
1
�

;

obtemos �
(N (M + A))

�

� 1
�

<

�
S

�

�N
2

: (3.20)

Tomando c < M , seja (un) � H1
0 (
) tal que

i) I� (un)! c;
ii)I

0
� (un)! 0 em H�1(
) quando n! +1:

Primeiramente, mostraremos que (un) é limitada em H1
0 (
). De i) e ii) segue que

I� (un)�
1

2

D
I
0

� (un) ; un

E
� c+ 1 + jjunjj (3.21)

para n grande. Por outro lado, usando (f2) segue que

I� (un)�
1

2

D
I
0

� (un) ; un

E
=

�
�

2
� �

2�

�Z



junj2
�
dx+

Z



�
1

2
f (x; un)un � F (x; un)

�
dx

� �

N
jjunjj2

�

2� � a1 j
j � a2

Z



junj2
�(1��) dx

e, pela desigualdade de Hölder,Z



junj2
�(1��) dx � j
j� jjunjj2

�(1��)
2� :

Portanto,

I� (un)�
1

2

D
I
0

� (un) ; un

E
� �

N
jjunjj2

�

2� � a1 j
j � a2 j
j� jjunjj2
�(1��)
2� : (3.22)

Considerando

a =

�
1� �

�

�1��
jjunjj2

�(1��)
2� , b =

�
�

1� �

�1��
e p =

1

1� �
;
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3.2 A Condição de Palais-Smale

temos, pela desigualdade de Young, que

jjunjj2
�(1��)
2� � � jjunjj2

�

2� + C�; (3.23)

em que

� =
�

2Na2 j
j�
e C� = �

�
1� �

�

� 1��
�

Logo, por (3.21), (3.22), (3.23), segue que

jjunjj+ c+ 1 � �

N
jjunjj2

�

2� � a1 j
j � a2 j
j�
�
� jjunjj2

�

2� + C�

�
e, portanto, existe C > 0 tal que

C jjunjj+ C � jjunjj2
�

2� : (3.24)

Por i);

I� (un) =
1

2

Z



jrunj2 dx�
�

2�

Z



junj2
�
dx�

Z



F (x; un) dx < 1 + c

para n grande. Assim, usando (3.2), obtemos

1

2
jjunjj2 �

�

2�
jjunjj2

�

2� � C� j
j �
�

2�
jjunjj2

�

2� < 1 + c:

Daí, empregando (3.24), segue que

jjunjj2 < C
0
+ C

0 jjunjj ;

provando que (un) é limitado. Assim, a menos de subsequência, (un) converge fraco para
u 2 H1

0 (
). Além disso, (un) satisfaz (3.3), (3.7) e (3.8), e dos Lemas 3.2.2, 1.4.2 e 3.2.5
temos que

run * ru em
�
L2 (
)

�N
(3.25)

e
junj2

�
* � = juj2

�
dx+

X
j2J

�j�xj (3.26)

onde �xj é a massa de Dirac, � é uma medida �nita e positiva em �
; J é �nito, fxj;
j 2 Jg � �
 e f�j; j 2 Jg é uma família de números positivos. Observe queZ




d� <

�
S

�

�N
p

; (3.27)

pois se
R


d� � 1, o resultado segue de (3.19). Agora, se

R


d� > 1; fazendo n! +1 em

(3.22), tem-se

c � �

N

Z



d� � a1 j
j � a2 j
j�
�Z




d�

�1��
:
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Por conseguinte,

�

N

Z



d� � c+ a1 j
j+ a2 j
j�
�Z




d�

�1��
� (M + a1 j
j+ a2 j
j�)

�Z



d�

�1��
� (M + A)

�Z



d�

�1��
e assim, por (3.20), Z




d� �
�
(M + A)N

�

� 1
�

<

�
S

�

�N
p

:

A partir daí e usando (3.27) obtemos que

�j =

Z
fxjg

d� �
Z



d� <

�
S

�

�N
p

:

Logo ,pelo Lema 3.2.4, �j = 0 para todo j 2 J: Desse modo, por (3.26),Z



junj2
�
dx!

Z



juj2
�
dx (3.28)

Como D
I
0

� (un) ; un

E
=

Z



jrunj2 dx� �

Z



junj2
�
dx�

Z



f (x; un)undx

e sendo (un) limitada, segue por ii), (3.28) e (3.3), que

lim
n�!1

Z



jrunj2 dx = �

Z



juj2
�
dx+

Z



f (x; u)udx (3.29)

Por outro lado, temos queD
I
0

� (un) ; u
E
=

Z



runrudx� �

Z



junj2
��2 unudx�

Z



f (x; un)udx (3.30)

e tendo em vista que un ! u em L2
��1 (
) ; temos, pelo Teorema da Convergência

Dominada de Lebesgue, queZ



junj2
��2 unudx!

Z



juj2
�
dx:

Daí, fazendo n! +1 em (3.30) obtemos, por ii);(3.25) e (3.7), queZ



jruj2 dx = �

Z



juj2
�
dx+

Z



f (x; u)udx:

Disto e de (3.29), concluímos que

lim
n!+1

Z



jrunj2 dx =
Z



jruj2 dx:

Assim, como H1
0 (
) é uniformemente convexo, segue, da Proposição A.1.1 do Apêndice

A, que un ! u; o que �naliza a prova. �
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3.3 Multiplicidade de Soluções

3.3 Multiplicidade de Soluções

Nesta seção, vamos obter a multiplicidade de soluções para o problema (P�) quando � é
su�cientemente pequeno. Para tanto utilizaremos a seguinte versão simétrica do Teorema
do Passo da Montanha, cuja prova pode ser encontrada em [1]:

Teorema 3.3.1 Seja E = V �X, onde E é um espaço de Banach real e V tem dimensão
�nita. Suponha que I 2 C1 (E;R) é um funcional par que satisfaz I (0) = 0 e
(I1) existe uma constante � > 0, tal que, Ij@B�\X � 0;
(I2) existe um subespaço W de E com dimV < dimW < +1 e existe um M > 0; tal
que, maxu2W I (u) < M ;
(I3) considerando M > 0 dado em (I2), I satisfazendo (PS)c para 0 � c �M:
Então I possui ao menos dimW � dimV pares de pontos críticos não triviais.

Sejam 0 < �1 < �2 � ::: � �i � ::: a sequência de autovalores de �� em 
 com as
condições de fronteira de Dirichlet e 'i as autofunções correspondentes com jj'ijj = 1.
Considerando �j � �k, dado em (f3) e (f4), tomemos

V = f0g, se j = 1;
V = f'1; :::; 'j�1g, se j > 1

e
W = f'1; :::; 'kg:

Para veri�carmos as hipóteses do Teorema 3.3.1, ao longo desta seção consideraremos a
decomposição

H1
0 = V � V ?:

Nos lemas a seguir, mostraremos que as demais hipóteses do Teorema 3.3.1 são atendidas
e começaremos veri�cando que a hipótese (I2) vale no subespaço W .

Lema 3.3.2 Suponha que f satisfaz (f3). Então existe Mk, independente de � tal que
max
u2W

I� (u) < Mk.

Demonstração: Temos, por (f3) ; que

I� (u) �
1

2

Z



jruj2 dx� �

2�

Z



juj2
�
dx+B j
j � �k

2

Z



juj2 dx

e como

�k �
R


jrvj2 dxR


jvj2 dx

; para todo v 2 W

segue que

I� (u) � �
�

2�

Z



juj2
�
dx+B j
j � B j
j :

�
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Lema 3.3.3 Seja a : 
 �! R uma função mensurável tal que a �6= �j. Então, existe
� > 0 tal que, para todo u 2 H1

0 \ V ?;Z



�
jruj2 � a+u2

�
dx � �

Z



u2dx;

onde a+ = maxfa; 0g.

Demonstração: Consideremos o conjunto

A =

�
u 2 V ?;

Z



u2dx = 1

�
e de�na

� = inf
u2A

Z



�
jruj2 � a+u2

�
dx:

Observe que para demonstrarmos o lema basta provar que � > 0: Temos que � � 0; pois
para u 2 V ? Z




jruj2 dx � �j

Z



u2dx:

A�rmamos que � é assumido. Para mostrarmos isso, tomemos (un) � A tal que

� = lim
n!+1

Z



�
jrunj2 � a+u2n

�
dx:

Como
R


a+u2 � jjajj1 ; temos, para n su�cientemente grande, que

jjunjj2 � � + 1 + jjajj1 :

Assim un * u0 em H1
0 (
) e, pela imersão compacta de H

1
0 (
) em L2 (
) ; un ! u0

em L2 (
). Daí, pelo Teorema A.1.5, a menos de subsequência un (x) ! u0 (x) e
jun (x)j � h (x) q.s. em 
; onde h 2 L2 (
). Usando o Teorema da Convergência
Dominada de Lebesgue obtemos que

1 =

Z



u2ndx!
Z



u20dx e
Z



a+u2ndx!
Z



a+u20dx

Logo u0 2 A e

jju0jj2 � lim inf
n!+1

�Z



�
jrunj2 � a+u2n

�
dx+

Z



a+u2ndx

�
= � +

Z



a+u20dx;

mostrando que Z



�
jru0j2 � a+u20

�
dx = �:

e, portanto, � é assumido. Agora, suponha, por contradição, que � = 0: Sendo V ? =
h'j; :::; 'm; 'm+1; :::i considere Em = h'j; :::; 'mi ; onde �j = �j+1 = ::: = �m < �m+1.
Tomemos a seguinte decomposição V ? = Em � V ?

m+1, portanto existem u1 2 Em e
u2 2 V ?

m+1 tais que u0 = u1 + u2. Dessa forma,

� =

Z



�
jru0j2 � a+u20

�
dx �

Z



�
jru2j2 � �ju

2
2

�
dx:
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Desde que �m+1
R


u22dx �

R


jru2j2 dx temos que

� � (�m+1 � �j)

�m+1

Z



jru2j2 dx � 0;

implicando que u2 = 0: Desse modo, obtemos que u0 = u1 e portanto u0 é um autofunção
associada a �j: Daí, segue que

0 = � =

Z



�
jru0j2 � a+u20

�
dx =

Z



�
�j � a+

�
u20dx:

Assim u0 = 0 em um conjunto de medida positiva e portanto, pela propriedade da
continuação única das autofunções do laplaciano (ver [9]), u0 = 0 em 
: O que é uma
contradição, já que jju0jj2 = 1: �

No próximo resultado, provaremos que a hipótese (I1) é satisfeita.

Lema 3.3.4 Suponha que f satisfaz (f1) e (f4). Então, existem constantes �; � > 0; tais
que, I�j@B�\V ? � �:

Demonstração: De (f4) temos que dado � > 0; existe � > 0 tal que se jsj < �, então

F (x; s) � (a (x) + �) jsj2

2
: (3.31)

Por outro lado, segue, de (3.2) e para jsj � �, que

F (x; s) � C�2
�

�2�
jsj2

�

2�
+
� jsj2

�

2�
: (3.32)

Daí, por (3.31) e (3.32), temos que

F (x; s) � K�
jsj2

�

2�
+
(a (x) + �) jsj2

2
;8s 2 R; q.s. em 
: (3.33)

Agora considerando � do Lema 3.3.3, tomemos �
0
> 0 tal que �� �

0
�j > 0. Assim, usando

o Lema (3.3.3) e que a+ (x) � �j, segue queZ



�
jruj2 � a (x) juj2 dx

�
� 1

1 + �0

�Z



�
jruj2 � a+ (x) juj2 dx

�
+ �

0
Z



�
jruj2 � a+ (x) juj2

�
dx

�
(3.34)

� 1

1 + �0

�
�

Z



juj2 dx� �
0
Z



a+ (x) juj2 dx+ �
0
Z



jruj2 dx
�

� 1

1 + �0

�Z



�
� � �

0
�j

�
juj2 dx+ �

0
Z



jruj2 dx
�

� �
0

1 + �0

Z



jruj2 dx:
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Logo, por (3.33),(3.34) e pela imersão de Sobolev, temos que

I� (u) =
1

2

Z



jruj2 dx� �

2�

Z



juj2
�
dx�

Z



F (x; u) dx

� 1

2

Z



�
jrunj2 � a (x) juj2

�
dx�

�
�

2�
+
K�

2�

�Z



juj2
�
dx�

Z



� juj2

2
dx

� 1

2

�
0

1 + �0

Z



jruj2 dx� C jjujj2
�
� �

2
C1 jjujj2

�
�
1

2

�
0

1 + �0
� �

2
C1

�
jjujj2 � C jjujj2

�

e portanto, para � > 0 pequeno, resulta que

I� (u) � K jjujj2 � C jjujj2
�
,

onde K > 0: Por conseguinte, tomando � > 0 adequado, decorre que

K�2 � C�2
�
> 0

e por isso
I� (u) � �; para u 2 @B� (0) \ V ?:

�

Agora, estamos em condições de demonstrar nosso resultado principal que é o seguinte,

Teorema 3.3.5 Suponha que f (x; s) é impar em s e satisfaz (f1) ; (f2), (f3) e (f4) : Então
existe �k 2 (0;1] tal que (P�) possui ao menos k � j + 1 pares de soluções não triviais
para todo � 2 (0; �k) :

Demonstração: Pelos Lemas 3.3.4 e 3.3.2 temos que I� satisfaz (I1) e (I2). Além disso,
pela Proposição 3.2.6, existe �k > 0 tal que I� satisfaz (I3) para todo � 2 (0; �k). Desde
que I� (0) = 0 e I� é par, concluímos do Teorema 3.3.1 que (P�) possui no mínimo k�j+1
pares de soluções não triviais para todo � 2 (0; �k) : �

3.4 Existência de Solução Não-Negativa e de Solução
Não-Positiva

Nesta seção, vamos mostrar o seguinte resultado:

Teorema 3.4.1 Suponha que f satisfaz f (x; 0) = 0, (f1), (f2) ; (f3) com �k = �1 e (f4)
com �j = �1. Então existe �1 > 0 tal que (P�) possui uma solução não-trivial não-negativa
e uma solução não-trivial não-positiva para todo � 2 (0; �1) :

Este resultado garante a existência de uma solução não-trivial não-negativa e de uma
solução não-trivial não-positiva para o problema (P�). Observe que no Teorema 3.4.1,
ao contrário do Teorema 3.3.5, não exigimos que f seja ímpar na segunda variável. Para
provarmos o Teorema 3.4.1, faremos uso da seguinte versão do Teorema do Passo da
Montanha (veja [21]):
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3.4 Existência de Solução Não-Negativa e de Solução Não-Positiva

Teorema 3.4.2 Seja E um espaço de Banach. Suponha I 2 C1 (E;R) satisfaz I (0) = 0
e as seguintes condições:
(I1) Existe uma constante � > 0, tal que, Ij@B� � 0;
(I2) Existe v1 2 @B� (0) e M > 0, tal que, supt�0 eI� (tv1) �M e
(I3) considerando M > 0 dado em (I2) ; I satisfaz (PS)c para 0 < c < M:
Então I possui um ponto crítico não-trivial.

Primeiro, mostraremos que (P�) possui uma solução não-trivial não-negativa. Note que,
para mostrarmos o resultado desejado, basta provarmos que o problema (3.35) tem uma
solução não-trivial. Considere o problema:8<: ��u = � juj2

��2 u + ef (x; u) ; x 2 

u � 0 ; x 2 

u = 0 ; x 2 @


(3.35)

onde ef (x; s) = � f (x; s) ; se s > 0
0 ; se s � 0 :

O funcional energia eI� associado a (3.35) é dado por
eI� (u) = 1

2

Z



jruj2 dx� �

2�

Z



�
u+
�2�

dx�
Z



eF (x; u) dx
onde eF (x; s) = Z s

0

ef (x; t) dt:
Por argumentos padrões, veri�ca-se facilmente que eI� 2 C1 (H1

0 (
) ;R)

Observação 3.4.3 Chamemos a atenção para os seguintes fatos:
i) ef satisfaz (f1) :
Com efeito, temos que

lim
jsj!1

ef (x; s)
jsjp��1

= 0

pois se s! �1; então ef = 0 e se s! +1; então ef = f:

ii) ef satisfaz (f4) com �j = �1 :

De fato, tem-se eF (x; s) = R s
0
ef (x; t) dt = R s

0
f (x; t) dt = F (x; s), se s > 0 e eF (x; s) =R s

0
ef (x; t) dt = 0, se s � 0, então, segue que

lim sup
s!0

2 eF (x; s)
jsj2

= a (x) � �1, uniformemente q.s. em 
:

Nos próximos resultados provaremos que o funcional energia eI� satisfaz as hipóteses
do Teorema 3.4.2.

Lema 3.4.4 Suponha que ef satisfaz (f1) e (f4) com �j = �1: Dado � > 0, existem
constantes �; � > 0 tais que eI�j@B� � �:
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3.4 Existência de Solução Não-Negativa e de Solução Não-Positiva

Demonstração: Considerando j = 1 no Lema 3.3.3, temos que existe � > 0 tal queZ



�
jruj2 � a+ (x) juj2

�
dx � �

Z



juj2 dx; 8u 2 H1
0 (
):

Agora, observe queZ



�
jruj2 � a+ (x)

��u+��2� dx � Z



�
jruj2 � a+ (x) juj2

�
dx

� �

Z



juj2 dx

e daí, basta repetir a demonstração do Lema 3.3.4 com �j = �1: �
No próximo resultado, veri�caremos a condição (I2).

Lema 3.4.5 Existem v1 2 @B1 (0) e M > 0 tais que supt�0 eI� (tv1) �M:

Demonstração: Considere '1 > 0 uma autofunção associada a �1; com jj'1jj = 1:
Usando (f3), para todo t > 0; temos que

eI� (t'1) = 1

2

Z



jrt'1j2 dx�
�

2�

Z



(t'1)
2� dx�

Z



eF (x; t'1) dx
� t2

2

Z



jr'1j2 dx�
Z



eF (x; t'1) dx
� t2

2

Z



jr'1j2 dx+B j
j � �1t
2

2

Z



'21dx

= B j
j ;

onde usamos que �1 =
R

jr'1j

2dxR

 '

2
1dx

: �

Em seguida, mostremos que eI� satisfaz a (I3).
Lema 3.4.6 Seja M > 0 dado no Lema 3.4.5, eI� satisfaz (PS)c para 0 < c < M:

Demonstração: Considere (un) � H1
0 (
) tal que eI� (un)! c e eI 0� (un)! 0 emH�1 (
) :

Com um raciocínio análogo ao da Proposição 3.2.6, obtemos que (u�n ) é limitado em
H1
0 (
): A partir daí mostraremos que u

�
n ! 0. Para isso basta observar queDeI 0� (un) ;�u�nE = Z




runr
�
�u�n

�
dx� �

2�

Z



�
u+
�2��1 ��u�n � dx�Z




ef (x; un) ��u�n � dx = ����u�n ����2 :
Além disso, DeI 0� (un) ;�u�nE � ������ eI 0� (un)������

H�1
jj � u�n jj =

������ eI 0� (un)������
H�1

jju�n jj

e como ������ eI 0� (un)������
H�1

! 0;
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concluímos o que queríamos mostrar.
Agora, usando a imersão de Sobolev obtemos que jju�n jj2� ! 0: Observemos que

eI� (un) = 1

2

Z



jrunj2 dx�
�

2�

Z



�
u+n
�2�

dx�
Z



eF (x; un) dx
=
1

2

Z



��ru+n ��2 dx� 12
Z



��ru�n ��2 dx� �

2�

Z



�
u+n
�2�

dx�
Z



F
�
x; u+n

�
dx

= I�
�
u+n
�
� 1
2

Z



��ru�n ��2 dx:
Assim, como jju�n jj ! 0, segue que

I�
�
u+n
�
=
1

2

Z



��ru�n ��2 dx+ fI� (un)! c: (3.36)

Temos também queDeI 0� (un) ; vE = Z



runrvdx�
�

2�

Z



�
u+
�2��1

vdx�
Z



ef (x; un) vdx
=

Z



ru+nrvdx�
Z



ru�nrvdx�
�

2�

Z



�
u+
�2��1

vdx�
Z



f
�
x; u+n

�
vdx

=
D
I
0

�

�
u+n
�
; v
E
+
DeI 0� ��u�n � ; vE ,

donde D
I
0

�

�
u+n
�
; v
E
=
DeI 0� (un) ; vE� DeI 0� ��u�n � ; vE! 0 (3.37)

e assim, segue de (3.36), (3.37) e da Proposição 3.2.6 que

u+n ! u0 2 H1
0 (
)

e, portanto, un ! u0 pois u�n ! 0: �

Demonstração do Teorema 3.4.1: Pelos Lemas 3.4.4, 3.4.5, 3.4.6 temos que eI�
satisfaz as condições (I1) ; (I2) ; (I3) do Teorema 3.4.2. Além disso, eI� 2 C1 (H1

0 (
);R) eeI� (0) = 0. Logo pelo Teorema 3.4.2 eI� possui um ponto crítico não-trivial. Agora, para
�nalizar a demonstração, basta mostrar que tal ponto crítico é não negativo. Seja u um
ponto crítico de eI�: Logo,Z




rurvdx = �

2�

Z



�
u+
�2��1

vdx+

Z



ef (x; un) vdx; para todo v 2 H1
0 (
):

Assim, considerando v = �u�; obtemos queZ



��ru���2 dx = Z



rur
�
�u�

�
dx = 0

provando que se u é ponto crítico de eI�; então u � 0:
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Para garantirmos a existência de uma solução não-trivial não-positiva basta, de
maneira análoga a demonstração da existência de solução do problema (3.35), resolvermos
o seguinte problema: 8<: ��u = � juj2

��2 u+ f (x; u) ; x 2 

u � 0; x 2 

u = 0; x 2 @
;

(3.38)

onde

f (x; s) =

�
f (x; s) ; se s < 0
0 ; se s � 0;

e o funcional energia I� associado a (3.38) é dado por

I� (u) =
1

2

Z



jruj2 dx� �

2�

Z



�
u�
�2�

dx�
Z



F (x; u) dx

em que

F (x; s) =

Z s

0

f (x; t) dt:

�

Observemos que o resultado do Teorema 3.4.1 não é verdade sem a hipótese (f3).
Consideremos o seguinte exemplo:

Exemplo 3.4.7 No problema (P�), seja N = 3, f (x; s) = �s com � < �1
4
, e 
 = B(0; r)

é uma bola em RN , isto é, considere o problema�
��u = �u5 + �u; x 2 B(0; r)
u = 0; x 2 @B(0; r): (3.39)

Observe que as hipóteses (f1) ; (f2) e (f4) são satisfeitas por f , porém

F (x; s) =

Z s

0

�tdt =
�s2

2

<
�1s

2

2
; para todo s 2 R, q.s. em B(0; r);

ou seja, f não satisfaz a hipótese (f3).
Vamos supor, por contradição, que o Teorema 3.4.1 seja verdade. Assim, existe �1 > 0
tal que (3.39) possui uma solução u � 0 para todo � 2 (0; �1). Tomemos � < �1. Daí
v = �

1
4u resolve o problema8<:

��v = v5 + �v; x 2 B(0; r)
v > 0; x 2 B(0; r)
v = 0; x 2 @B(0; r);

para � < �1
4
o que contradiz o Teorema 1:2 de [4]:
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Apêndice A

Neste apêndice, listamos alguns resultados importantes que são utilizados no decorrer
de nosso trabalho.

A.1 Resultados Auxiliares

Proposição A.1.1 Seja E um espaço de Banach uniformemente convexo. Seja (xn) uma
sequência em E tal que xn * x e

lim sup jjxnjj � jjxjj :

Então,
xn ! x:

Demonstração: Veja [3; p�ag: 52; Prop: III.30]. �

Teorema A.1.2 (Identidade de Pohozaev) Considere o seguinte problema�
��u = f (u) ; x 2 


u 2 H1
0 (
) ;

(**)

onde f 2 C1 (R;R) e 
 � RN é limitado e suave com N � 3:
Seja u 2 H2

loc

�


�
uma solução de (**) tal que

F (u) =

Z u

0

f (s) ds 2 L1 (
) :

Então, u satisfaz

N � 2
2

Z



jruj2 dx+ 1
2

Z
@


jruj2 �:�d� = N

Z



F (u) dx

onde � é a normal unitária exterior a @
.

Demonstração: Veja [15; p�ag: 253; Prop. 2.1]. �
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Lema A.1.3 (Brézis-Lieb) Sejam 
 � RN aberto e (un) � Lp (
), 1 � p < +1. Se
a) (un) é limitada em Lp (
) ;
b) un ! u q.s. em 
;
então u 2 Lp (
) e

lim
n!+1

�
jjunjjpp � jjun � ujjpp

�
= jjujjpp :

Demonstração: Veja [24; p�ag: 21; Lema 1.32]. �

Lema A.1.4 Seja 
 um domínio limitado do RN , N � 4. Se ��1 (
) < � < 0, então
existe uma função não-negativa v 2 H1

0 (
) nf0g tal que

jjvjj2 + � jjvjj22
jjvjj22�

< S;

onde �1 (
) é o primeiro autovalor de �� em 
 com as condições de fronteira de Dirichlet
e S é a melhor constante da imersão de H1

0 (
) em L2
�
(
).

Demonstração: Veja [24; p�ag: 35; Lema 1.46]. �

Teorema A.1.5 Seja (un) uma sequência em Lp e u 2 Lp tais que jjun � ujjLp ! 0:
Então, existe uma subsequência (unk) de (un) tal que
a) unk ! u q.s. em 
;
b) junk (x)j � h (x) ;8k e q.s. em 
, com h 2 Lp.

Demonstração: Veja [3; p�ag:58; Teorema IV.9]. �

Proposição A.1.6 Para todo subconjunto aberto 
 de RN ;

S � S (
) := inf
u2D1;2

0 (
)

juj2�=1

jjrujj22

e S (
) nunca é atingido exceto quando 
 = RN :

Demonstração: Veja [24; p�ag: 32; Prop. 1.43]. �

Proposição A.1.7 Sejam u uma função mensurável, u� sua simetrização de Schwarz e
F : R! R é uma função Borel mensurável tal que ou F � 0 ou F (u) 2 L1 (
) : Então,Z

B(0;r)

F (u� (x)) dx =

Z
B(0;r)

F (u (x)) dx:

Demonstração: Veja [16; p�ag: 14]. �

Teorema A.1.8 (Pólya-Szegö) Seja 1 � p < +1. Sejam 
 � RN um domínio
limitado e u 2 W 1;p

0 (
) tal que u � 0. Então,Z
B(0;r)

jru�jp dx �
Z
B(0;r)

jrujp dx:

Em particular u� 2 W 1;p
0 (
) :
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Demonstração: Veja [16; p�ag: 35; Teorema 2.3.1]. �

Teorema A.1.9 (Teorema de Lusin) Sejam X um espaço topológico localmente
Hausdor¤ compacto, � é uma medida de Radon em X e f : X ! C é uma função
mensurável tal que � (E) < +1 onde E = fx; f (x) 6= 0g. Para qualquer � > 0; existe
' 2 Cc (X) tal que � (fx; f (x) 6= ' (x)g) < �. Se f é limitada, ' pode ser tomado
satisfazendo jj'jju � jjf jju :

Demonstração: Veja [11; p�ag: 211; Teorema 7.10]. �

Teorema A.1.10 (Teorema de Egoro¤) Sejam � (X) < +1, e fn e f funções
complexas mensuráveis em X tais que fn ! f q.s.. Então, para cada � > 0; existe
E � X tal que � (E) < � e fn ! f uniformemente em Ec.

Demonstração: Veja [11; p�ag: 60; Teorema 2.33]. �

Proposição A.1.11 Sejam E um espaço de Banach e ' : E !]�1;+1] semicontínua
inferiormente (para a topologia forte). Então, ' é semicontínua inferiormente para a
topologia fraca. Em particular, se xn * x então

' (x) � lim inf ' (xn) :

Demonstração: Veja [3; p�ag: 38; Corolário III.8]. �

Proposição A.1.12 Sejam � e � medidas em um espaço de medida. Então,
a) � << j�j e d�

dj�j = 1 j�j � q:s:;

b) L1 (v) = L1 (jvj), e se f 2 L1 (v), então
��R fd��� � R jf j d j�j ;

c) jv (E)j � jvj (E) para todo E pertencente a ��álgebra;

Demonstração: Veja [11; p�ag: 89; Prop.3.13]. �
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