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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos a multiplicidade de solugoes para a seguinte classe de
problemas elipticos semilineares envolvendo o expoente critico de Sobolev,

—Au=\u* Pu+ f(z,u), r€Qeu(z)=0zecdQ,

onde N > 3, Q C RY ¢ um dominio suave e limitado, A é um parametro real positivo
e 2 = 2N/ (N —2) & o expoente critico de Sobolev. Na prova dos resultados, usamos
métodos variacionais, tais como, teoremas do tipo minimax, teoremas do tipo Lusternik-
Schnirelman, bem como, lemas de concentracao-compacidade.

Palavras-chave:
Expoente critico de Sobolev; Métodos minimax; Categoria de Lusternik-Schnirelman;
Principio de Concentracao-Compacidade.
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Abstract

In this dissertation, we study the multiplicity of solutions for the following class of
semilinear elliptic problems involving the critical Sobolev exponent,

—Au=Mu|" Pu+f(z,u), reQeu=0, xed,

where N > 3, Q € R" is a smooth and bounded domain, )\ is a positive real parameter
and 2* = 2N/ (N — 2) is the critical Sobolev exponent. In obtaining our result, we use
variational methods, such as, minimax theorems, Lusternik-Schnirelman theorems, as well
as, concentration-compactness lemma.

Key-words:
Critical Sobolev exponent; Minimax methods; Lusternik-Schnirelman category;
Concentration-Compactness Principle.
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Notacao e Terminologia

Aqui, indicamos as notacoes e terminologias usadas ao longo do trabalho.

|A| denota a medida de Lebesgue de um subconjunto A em RY, N > 1;
B (z,7) denota a bola aberta centrada em z de raio r;
supp(f) ¢ o suporte da funcao f;

—, —, denotam convergéncia fraca e forte, respectivamente, em um espaco normado
X

(.,.) denota o par de dualidade entre o espaco X e o seu dual X ;
vt = max{u,0} e u~ = max{—u, 0};
Xq denota a funcao caracteristica do conjunto £2;

Vu = ( Qu Ju ) denota o gradiente da funcao u;

a—m, ey —aﬁN
N 2

Au = Z% denota o laplaciano de u;
=17

LP (X, p) = {u: X — R mensurdvel; [ |ul’dp < +oo} em que 1 < p < +oo, com

norma dada por
1
fully = ([ oa)”
X

Quando X C RY e y é a medida de Lebesgue denotaremos L? (X, 1) por LP (X);

L*> () denota o espago das fungdes mensurdveis que sdo limitadas quase sempre
em {2 com norma dada por

l|u||, = inf{C > 0:|u(z)| < C quase sempre em 2}

C (X) o espagos das fungdes continuas;

Ck(X), k > 1 inteiro, denota o espago das funcgoes k vezes continuamente
diferencidveis sobre X e C* (X) = My C* (X);

Ce (X) = {f € C(X); supp(f) & compacto};
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(X)={f € C(X); o conjunto {z; |f (z)| > €} é compacto, para todo € > 0};

Co
CF (X) = CF(X)NC, (X), CE(X) = C* (X)NCo (X), C= (X) = C= (X)NC, (X)
e G5 (X) = C*(X)NCo (X);

e Seja ;1 uma medida. A relacdo v (FE) = fE fdu, para todo EF € o—élgebra, serd
denotada por v = fdu.

Para 1 < p < +o0,

W (Q) = u € LP () ; existem ¢y, ..., g, € LP () tais que
N fgu%da::—fﬂgigodx, para todo ¢ € C°(Q),i=1,...,n

com a norma dada por

lull,, = [ v+ 1) a

e Wy (Q) € o fecho do espaco C° () com a norma acima. Quando p = 2,

Wy? () = HE. Se u € W (Q) denota-se g; = .

e O dual de H} () ¢ H™' com a norma ||.|| ;- -

e Para f € C'(X), denotemos por ||f||, = sup{|f (z)|; v € X}.

2
e S= inf f”‘v—uldz ¢ a melhor constante para a imersdo continua de Hg (2) em
w€HF () ( [ uf*" dx) 2
u#£0
L* (Q).

e (.s. ¢ uma abreviacao para quase sempre.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos questoes relacionadas a existéncia e multiplicidade de
solugoes para o problema eliptico semilinear

—Au=u)* Pu+ f(z,u), z e (1)
u(x) =0, x € 0f),

onde N > 3, Q C RY é um dominio suave e limitado, A é uma constante real positiva e
2* = 2N/ (N — 2) & o expoente critico de Sobolev. Salientamos que quando falamos de
solucao neste texto, estamos nos referindo a solucao fraca.

Um dos resultados pioneiros envolvendo problemas criticos nao-lineares foram obtidos
no célebre artigo de Brézis e Nirenberg [4]. Esse trabalho tem motivado uma grande
quantidade de pesquisa sobre essa classe de problemas. Brézis e Nirenberg garantiram
a existéncia de solugdo para o problema que estudamos no Capitulo 2 em [4]. Em
1989, Olivier Rey, em [19], garantiu, sob certas condigbes impostas sobre o dominio,
a multiplicidade de solugdes, para o caso em que 2 C RY (N >5) e em 1992, Monica
Lazzo, no artigo [17], melhora o resultado obtido por Rey, pois garante a multiplicidade
de solugoes quando Q@ C RY (N >4) . O resultado do Capitulo 3 foi estudado por
Silva e Xavier em [22] e garante, sob certas condigbes impostas sobre a nao-linearidade,
a multiplicidade de solugbes para um problema que também foi estudado em [4]. Outros
trabalhos que também tratam dessa classe de problemas sao [2], [5], [6], [7], [13], [14], [19],
[22].

Nossa abordagem para estudar (1) é variacional, isto é, associaremos ao problema
(1) um funcional energia, cujos pontos criticos serao exatamente as solugoes de (1). Na
obtengao dos pontos criticos, usaremos teoremas do tipo minimax e lemas de concentragao-
compacidade. A principal dificuldade em lidar com esse tipo de problema vem do fato de
que o funcional associado nao satisfaz a condicao de Palais-Smale, devido a imersao de
H} () em L?" () nao ser compacta.

O nosso trabalho estd dividido em trés capitulos e um apéndice. No Capitulo 1,
apresentamos resultados que nos auxiliam nas demonstracoes dos resultados principais.
Na Se¢ao 1.1, abordamos a categoria de Lusternik-Schnirelman. Apresentamos definigoes
e resultados que sao usados na Se¢do 1.2. Nessa, demonstramos os teoremas de minimax
do tipo Lusternik-Schnirelman que sao os resultados centrais usados na prova do principal
teorema do Capitulo 2. Em seguida, na Secao 1.3, caracterizamos o dual topolégico
do espago Cy (X) com o objetivo de esclarecer as hipdteses e demonstrar o Lema de
Concentragao-Compacidade de Lions. Este é enunciado e demonstrado na Secao 1.4 e

x1



nos possibilita mostrar que o funcional energia associado ao problema tratado no Capitulo
3 satisfaz a condicao de Palais-Smale.

No Capitulo 2, estabelecemos a multiplicidade de solugoes nao-negativas de (1), para o
caso em que Q CRY, N >4, A= 1, f(z,u) = —eu e ¢ é um parametro real satisfazendo
e > —A1 (), onde A () é o primeiro autovalor de —A em {2 nas condigoes de fronteira
de Dirichlet. Mais especificamente, estudamos o problema

—Au+eu = |u* "2u em Q (P.)
u € HNQ), u>0. :

Iniciamos o capitulo fazendo estimativas a priori sobre o problema. Em seguida,
mostramos que existe €* € (—\1,0) tal que para ¢ € (¢*,0) o problema (P.) possui pelo
menos catg (€2) solugdes nao-triviais. Para isso, definimos o funcional

¢ (u) = /Q (|Vul® + eu®) do,u € Hy(Q2)

V = {u € Hj(Q);¢(u) = 1}, onde ¥ (u) = [, (u+)2* dr,

e mostramos que |y satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale. Como consequéncia deste fato,
obtemos que o funcional

P (v) = %/Q (IVu]* + Av?) do — %/g (U+)2* dz, v e Hy(Q)

satisfaz a condicao de Palais-Smale e que

N—-2

Fli= |
/()| = £

o' (u) = v (u) H

onde p,p e Rev = u¥u. Em seguida, provamos que |y é limitado inferiormente e,
usando propriedades da aplicagao centro de massa, que cat me) (gom(e)) > catgq (2), onde
m () serd definido ao longo do texto. Assim, aplicando o Teorema 1.2.11, demonstramos
que |y possui no minimo catq (£2) pontos criticos. Desse modo, pela Proposigao 1.2.4 e
pela relagao acima, obtemos o resultado desejado.

No Capitulo 3, lidamos com a seguinte classe de problemas:

{ —Au=\u* Pu+ f(z,u),z€Q

u(z) =0,z € 09, (P)

onde N > 3, A é uma constante positiva, f : 2 x R — R é uma funcao de Carathéodory
que é impar na segunda varidvel. Além disso, para a fungao f acrescentamos as seguintes
condicoes:

fo) sup{|f (z,s)|;tal que =z € Q,|s| < M} < 400, para cada M > 0;
f

f,) lim L&)

2% 1
|s|—+oo sl

= 0, uniformemente q.s. em €;
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f,) Existem o € [0,2) e a1, as > 0 tais que
1 -
§f (x,8)s — F (x,8) > —a; —az|s|”, para todo s € R, q.s. em {2

f;) Existe uma constante B > 0 tal que

2
F(z,s)> )\k% — B, para todo s € R, g.s. em 2,

onde F (z,s) = [} f (x,t)dt,

f,) lim sup% = a () <# )\;, uniformemente q.s. em (2, onde \; < \; sdo autovalores

s—0

de —A em () com condicoes de fronteira de Dirichlet.

Para estabelecermos a existéncia e multiplicidade de solugbes para o problema (Pj)
usamos uma versao simétrica do Teorema do Passo da Montanha dada por Ambrosetti
e Rabinowitz em [1]. As hipéteses f;) e fy) juntamente com o Lema de Concentracao-
Compacidade de Lions, possibilitam demonstrar que o funcional energia associado a (Py)
satisfaz a condicao de Palais-Smale abaixo de um certo nivel, para A\ suficientemente
pequeno. As condigdes f3) e fy) fornecem a geometria necessédria para aplicarmos a versao
simétrica do Teorema do Passo da Montanha. Mostramos, ainda, que quando f nao é
fmpar na segunda varidvel e valem f7), f3), f;) e f3) com A\, = \;, existe uma solugao
nao-trivial nao-negativa e uma solucao nao-trivial nao-positiva. Além disso, provamos,
através de um contra-exemplo, que esse tltimo resultado nao vale se f nao verificar a
hipétese f3) com A\, = A;.

Com o intuito de nao ficarmos recorrendo a Introducdo e de tornar os capitulos

independentes, enunciaremos novamente, em cada capitulo, os problemas, bem como,
as hipoteses consideradas.

xiil



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢oes e resultados relacionados a teoria de
categoria de Lusternik-Schnirelman e a teoria de medida.

1.1 A Categoria de Lusternik-Schnirelmann

Nesta secao, desenvolveremos, de forma suscinta, a teoria de categoria de Lusternik—
Schnirelmann necessdria para demonstrarmos os teoremas de minimax que usaremos
para provar o Teorema 2.1.5, resultado principal do Capitulo 2. Além das defini¢oes e
proposicoes necessarias para as demonstracoes dos teoremas da préxima secao, dispomos
alguns exemplos e observacoes que ilustram o alcance dessa teoria, porém procuramos
fazer isso de maneira breve e objetiva. Para um maior aprofundamento do tema, veja
referéncias [10], [12], [20], [25].

Definicao 1.1.1 Dizemos que um subconjunto A de um espaco topoldgico X é contrdtil
em X, se eziste uma aplicagcdo continua h : [0,1] x A — X tal que

h(0,z) =x

p=~h(l,z) =h(l,y), para todo z,y € A,

ou seja, existe uma homotopia entre a identidade de A e uma aplicagio constante.
Chamamos a aplicacao h de deformagao de A em X.

Observagao 1.1.2 Todo conjunto contrdtil X é conexo por caminhos. Com efeito, dado
z € X, defina o caminho 7, : [0,1] — X

Ve (1) = h(t, 2)

onde h é a homotopia entre a identidade de X e uma aplicacao constante. Logo, v, é
continua, v, (0) = h(0,z) =z e, (1) =h(l,2) =p € X.

Definicao 1.1.3 Seja E um espago vetorial. Dizemos que A C E é estrelado em relag¢ao
a um ponto p € A, quando para todo x € A o segmento unindo x a p estd contido em A,
1sto €,

[z,pl={1—-t)z+tp;0<t <1} C A



1.1 A Categoria de Lusternik-Schnirelmann

Observacgao 1.1.4 Seja E um espaco vetorial. Se A C E é estrelado em relagdo a um
ponto p, entdo A é contrdtil. E suficiente considerarmos a deformagao de A em X dada
por h(t,z) = (1 —t)x + tp.

Como consequéncia da Observagao 1.1.4, temos que se A C E, E um espago vetorial,
é convexo, entao A é contratil.

Observacao 1.1.5 Sejam X e X espacos topoldgicos e ® : X — X um homeomorfismo.
Se A é contrdtil em X, entdao ® (A) é contrdtil em X, porque sendo h a deformagdo de A
em X, basta considerarmos

h(t,x) = (h(t, @ " (x))).

Vejamos alguns exemplos de conjuntos contrateis.

Exemplo 1.1.6 B (0,1) = {z € R";||z|| < 1} é contrdtil em R".
Exemplo 1.1.7 5" ! = {z € R";||z|| = 1} é contrdtil em R"™, visto que

h: [0,1]x 8" — R”
(t,x) — oz —t.

é uma deformacdio de S"1 em R™.

Definigao 1.1.8 Seja A C X, onde X é um espaco topoldgico. A categoria de A
em X, que denotaremos por catx (A), é o menor inteiro k tal que A pode ser coberto
por k subconjuntos fechados e contrdteis em X. Se nao existir tal inteiro, dizemos que
catx (A) = 4oo0. Além disso, consideraremos catx (0) = 0 e representaremos catx (X)
por cat (X).

Os exemplos 1.1.6 e 1.1.7 mostram que catgn (S"') = catr.(B (0,1)) = 1. Exemplos
de conjuntos que tem categoria maior que 1 ¢ a esfera n-dimensional S™ cuja catgn (S™) = 2
e o toro n-dimensional 7" cuja catz» (7") = n + 1. Para a prova desses fatos ver [20].

Observagao 1.1.9 Sejam A, Y C X fechados com A CY. Se A é contrdtil em'Y , entao
A também é contrdtil em X. E assim, catx (Y) < caty (Y'). De fato, se h: [0,1]x A =Y
é uma deformagao, entio h:[0,1] x A — X também o é.

Na proxima proposicao, listaremos e demonstraremos algumas propriedades de
categoria.

Proposicao 1.1.10 Sejam A e B subconjuntos de um espago topoldgico X. A categoria
satisfaz as sequintes propriedades:

i) Se A C B entdo catx (A) < catx (B);
ii) catx (AU B) < catx (A) + catx (B);

iii) Se catx (B) < +o0 entao caty (A) — catx (B) < catx (A\B);

2



1.1 A Categoria de Lusternik-Schnirelmann

7

iv) Sen:[0,1] x X — X é uma deformagao de X, isto é, n é continua e n(0,u) = u,
para todo u € X, entdo caty (n(1,A)) > catx (A);

v) Sejam M uma variedade modelada em um espago de Hilbert e K um subconjunto
compacto de M. Entao, caty (K) < 400 e eziste uma vizinhang¢a U de K tal que
caty (U) = caty (K);

vi) Sejam X,)? espacos topologicos e ® : X — X um homeomorfismo. Se A é um
subconjunto fechado de X e A= ®(A), entdo catx (A) = cat(A).

vii) Se X é homotopicamente equivalente a Y, ou seja, existem aplicagées f : X — Y
eg:Y — X continuas tais que f o g é homotopica a aplicacao identidade de Y e
go f é homotopica a aplicagao identidade de X, entao catx (X) = caty (V).

Demonstragao: Observemos que se algum dos termos a direita nas desigualdades for
infinito, nao hd o que demonstrar.

Prova de i) : Se catx (B) = n entdo existem B, ..., B, subconjuntos fechados e
contriteis em X que cobrem B. Consequentemente, A também pode ser coberto por
By, ..., B,. Dai, catx (A) < n.

Prova de i) : Se catx (A) = n e catx (B) = k, entdo existem Ay, ..., A, e By, ..., By
fechados e contrateis em X tais que

n k
Logo,

AUB C (@Ai)u<i©Bi>,

i=1
donde catx (AU B) <n+ k.
Prova de iii) : Como A C (A\B) U B, pelo item i) temos que
catyx (A) < catx (A\B) + catx (B)
e desde que caty (B) < +00, segue o resultado.

Prova de iv) : Seja ® (u) = n(1,u) e suponha que catx (P (A)) = k. Dai, existem
Ay, ..., Ay fechados e contriteis em X tais que

Temos que @1 (A;) é contratil em X, pois a identidade de @~ (A;) é homot6pico a @ (u)
que, por sua vez, € homotépico a uma aplicagdo constante, ja que A; é contratil. Desde
que



1.1 A Categoria de Lusternik-Schnirelmann

temos o resultado.

Prova de v) : A demonstracao deste item envolve conceitos que fogem ao objetivo
deste texto. O leitor mais interessado pode encontrar a demonstragao em [20].

Prova de vi) : Se catx (A) = k entao existem A, ..., Ay fechados e contrateis em X

tais que
k

Pela Observagao 1.1.5, ® (A4;) sao contrateis em X e visto que

Ac baA).

i=1
segue que caty(A) < caty (A). Repetindo o raciocnio com A em lugar de A, obtemos o
resultado.

Prova de vii) : Suponha que cat(Y) = k. Sejam f : X — Y eg:YV — X
fungoes continuas tais que go f é homotopicamente equivalente a Idy e Y1, ..., Y} fechados
contriteis em Y tais que

k
Y= UY.

Consideremos X; = f~! (V;). Afirmamos que X; ¢ contrétil em X parai = 1,..., k. De fato,
como Y; é contrétil em Y, temos que gy, é homotopicamente equivalente a uma fungao
constante e portanto g o f|x, é homotopicamente equivalente a uma fungao constante.
Por outro lado, por hipétese, g o f|x, é homotopicamente equivalente a Id|y,. Logo,
catyx (X) < caty (V). Analogamente, temos caty (V) < catx (X). [

Definicao 1.1.11 Sejam A, B, Y subconjuntos fechados de um espacgo topoldgico X.
Dizemos que A deforma em B relativo a Y em X, e denotamos por A <y B em X,
seY C AN B e existe h € C([0,1] x A, X)) tal que

i) h(0,u) = u, para todo u € A;
ii) h(1,u) € B, para todo u € A,
iii) A (t,Y) C Y, para todo t € [0,1].

Exemplo 1.1.12 Sejam A = ((—00,0] U [1,400)) xR eY = {(0,0),(1,0)} subconjuntos
de R%. Veja que A <y Y.Basta considerar a fungdo h:[0,1] x A — R?, onde

A =1t)(z,y), se (z,y) € (—00,0] x R
ht, () = { (1= 1) (2,9) + £ (1,0), se (z,y) € [L,+00) x R.
Definicao 1.1.13 Sejam Y e A subconjuntos fechados de um espaco topoldgico X, onde

Y C A. A categoria de A em X relativo a'Y, que denotaremos por catxy (A), é o menor
inteiro k tal que existem k 4+ 1 subconjuntos fechados Ag, Aq, ..., A em X satisfazendo
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i) A= U A;

ii) Ay, ..., Ay sdo contrdteis em X;

iii) Ay <y Y em X.

Se nao existir um tal inteiro, dizemos que catyy (A) = +o0.
Observagao 1.1.14 Quando Y =0, catxy (A) = catx (A).

Exemplo 1.1.15 Considere X = R?, A = ((—00,0] U [1,+))xR eY = {(0,0),(1,0)}.
Temos que catgz y (A) = 1, pois, pelo Exemplo 1.1.12, temos que A <y Y. Além disso,
AU([0,1] x R) =R? e [0,1] x R é contrdtil em R

Na proxima proposicao, listaremos e demonstraremos algumas propriedades de
categoria relativa.

Proposicao 1.1.16 Sejam A, B e Y subconjuntos fechados de um espago topoldgico X,
comY C AN B. Entao, temos

i) cath (Y) = 0;
ii) catxy (AU B) < catxy (A) + catx (B);
iii) Se A <y B, entdo catxy (A) < catxy (B);

iV) CCLtX7y (A) S CCLtX (A) .

Demonstragao:  Novamente, se algum dos termos & direita nas desigualdades for
infinito, nao ha o que demonstrar.

Prova de i) : Considerando a aplicagao

h: [0,1]xX — X
(t,u) — U,

temos que Y <y Y em X, demonstrando o item.

Prova de ii) : Sejam catxy (A) = n e catx (B) = m. Logo, existem Ay, Ay, ..., A,
subconjuntos fechados de X tais que

A= UA,,
=0

Ay, ..., A, sao contrateis em X e Ay <y Y em X, como também existem By, ..., B,
fechados e contrateis em X tais que

Bc UB.

Portanto,

(@

AUB = <¢Q0Ai> U (z (B; N B))

=1

5
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0 que mostra o item.

Prova de iii) : Suponha que catyy (B) = n. Logo, existem By, By, ..., B,, fechados
em X, onde By <y Y, By, ..., B, sao contriteis em X e

n
i=0
Dai, existe hg : [0,1] X By — X continua satisfazendo

ho (0,u) = u, ho (1,u) € Y, para todo u € By

ho (t,Y) C Y, para todo t € [0, 1].

Também existem h; : [0,1] x B; — X continuas tais que
hi (0,u) =wu e h; (1,u) = h; (1,v), para todo u,v € B; e parai =1,...,n.
Como A <y B, existe h : [0,1] x A — X continua cumprindo

h(0,u) =wu, h(l,u) € Y, para todo u € B

h(t,Y) CY, para todo t € [0,1].
Agora, definamos A; = h™' (B;),1=0,....,n. Assim, A = .CJOA,-. Considerando as funcoes
hi (t,u) = h; (t,h(t,u)), i=0,..,n,
segue que Ag <y Y e que A; é contratil para i = 1,...n, o que prova o resultado.

Prova de iv) : Se catx (A) = n, basta considerar Ag = () e, portanto,
n
A= UA;
=0

onde A, ..., A, sao fechados contrateis em X. [ |

1.2 Teoremas do Tipo Lusternik—Schnirelmann

A partir dos resultados da secao anterior estabeleceremos teoremas de minimax que
serao essenciais para a demonstracao do Teorema 2.1.5.
Para tanto, ao longo desta segdo, considere (X, ||.||) um espago de Banach , ¢ €
C? (X,R),
V={veX;y(w)=1} e (v)#0,para todo v eV,

isto ¢, 1 é um valor regular para ).
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Definicao 1.2.1 O espaco tangente a variedade V num ponto v € V é o nicleo do
funcional ' (v), ou seja,

T,V = {y €X; <¢' (v),y> = 0}-
Definigao 1.2.2 Seja ¢ € C' (X,R). A norma da derivada de |y = py € definida por

‘ *:sup{<<pl(u),y>;y€TuVe ||y||:1}

A seguir faremos uma caracterizacao da norma dada na definicao anterior. Para isso
presisamos do seguinte lema

oy (u)

Lema 1.2.3 Sejam f e g funcionais lineares em um espago vetorial V. Se ker f C ker g
entdo g = kf, onde k é uma constante real.

Demonstracao: Se f = 0 entao g = 0 e estd provado a afirmagao. Suponha f # 0 e
tomemos v € V tal que f (v) # 0. Consideremos

_9()
f ()
e o funcional linear h(z) = g — kf . Temos que h(z) = 0 para todo = € ker f, pois

ker f C ker g, e que h (v) = 0. Assim, como ker f & um hiperplano de V, segue que h = 0.
|

.= mianp’ (u) — i (u)H

oy ()], = min

Proposicao 1.2.4 |

Demonstracao: Para A € R, temos que
¢ @)]| =supt(# (0 .4)5 ye TV e lyll =1}
= sup{( ¢ (u) = ' (w) ) y € TV e [yl = 1}
< sup{{ (u) = X (), )5 [lyll = 1}
= ||¢ (@) = X ().

Por outro lado, temos , pelo teorema de Hahn-Banach , que existe um funcional linear
continuo ® sobre X tal que

Dy = ¢y () e N1l = ||y ()|

onde ¢y, (u) = ¢ (u) |7,v. Como ker¢)’ (u) = T,V C ker (¢ (u) — @), pelo lema anterior,
existe \g € R tal que
P (u) =@ =Xt (u).

Logo,

o' (u) = 2o’ ()| = llol = || (]| -
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Observagao 1.2.5 Como uma consequéncia da proposicdo anterior, go’v (u) =0 se, e
somente se, existe um A € R tal que ¢ (u) = Y (u), que é um resultado do tipo
multiplicadores de Lagrange.

Ao longo desta secao fixaremos a seguinte notacao:

o' ={ueV;p(u) <d}
,=0};

K. = {u eVip(u)=ce Hgo' (u)
Ss = {u € X; dist (u,S) <d}.
Para demonstrarmos o primeiro teorema de minimax, utilizaremos o seguinte lema de
deformacao, cuja demonstracao pode ser encontrada em [25] :

Lema 1.2.6 Sejam ¢ € C*(X,R), SCV,c€R, e>0ed >0 tais que

|

Entao existe n € C ([0,1] x V, V) satisfazendo

/ 8
oy (u)H > ge’ para todo u € ¢! ([c — 2¢, ¢ + 2¢]) N Sos.

i) n(t,u) =uset=0ouudgp ' ([c—2,c+2);
i) 7 (1,977 NS) C e

iii) ¢ (n(.,u)) € nao crescente para todo u € V.

Para os proximos quatro resultados consideremos:

1) pe CH(X,R);

2) Y C % & um fechado, para d € R fixado;

3) Para j € N, A; := {A C ¢ A éfechado, Y C A e catay (A) > j};
4) ¢j := infaca, SUp,eq 0(u).

Teorema 1.2.7 Se a = supyp < ¢ = ¢ = ... = Cham < d, entdo para cada
e € (0,5%, 0 >0, Ae Apym € B C ¢ fechado tais que sup,c p(u) < c+e€ e
cat,a(B) < m, existe u € V tal que

i) c—2e < p(u) < c+ 26

it) dist(u, A\intB) < 20;

i) ||¢'(u)ll« < -

Demonstragao: Suponhamos que o resultado seja falso. Logo, existem e € (0, %),
§>0, A€ Ay e B C p? fechado tais que

supp(u) < c+2¢ e caty,a(B) <m
ucA

mas
8¢

4]

No que segue, provaremos trés informagoes que nos auxiliarao na demonstragao:

l|¢'(u)]|« > —, para todo u € V, que satisfaz i) e i1).

Afirmacao 1: Y C ¢ “.
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Seja y € Y, portanto p(y) < a e como € < ¢ — a entdao p(y) < a < ¢ — €, 0 que significa
que y € p°°.

Afirmagao 2: catyay () < k— 1.

Se cat iy (9°) > k entao ¢ ¢ € A, de onde segue que

c=c; < sup p(u) <c—e
uEPe—¢

o que é um absurdo e isto finaliza a demonstracao.
Observe que, se temos B C ¢ fechado, com catq(B) < m e dist(u, A\intB) < 26, entao
Bnp?  C ¢ é fechado,

cat,a(BN @l ) <m e dist(u, A\int(BN¢?_,)) < 26.

Chamemos B = BN ? _ .
Afirmacao 3: A\intB <y ¢ ¢
Considere S = A\intB. Desde que para todo u € ¢ '([c — 2¢,¢ + 2¢]) N Sys temos
¢/ (w)]]« > 5, entdo existe n: [0,1] x V' — V continua tal que
i) n(t,u) =uset=0ouué¢ e (c—2ec+2€)N Say;
i) n(1, ¢t N S) C e
Dati, j& que
SCACpte

vemos que TN S =S e, portanto,
n(1,8) C "

Além disso, como € < 5%, segue que a = sup{p(u);u € Y'} < ¢ — 2¢, demonstrando que
y & o Y([c — 2¢,c+ 2¢]) para todo y € Y e, portanto,

n(t,y) =y, para todo t € [0,1] e para todo y €Y,

o que mostra a afirmagao. Usando as propriedades de categoria obtidas nas Proposicoes
1.1.10, 1.1.16 e as Afirmacoes 2 e 3, temos

k+m < catyay (A)
< cat ay((A\intB) U B)
< catay (A\intB) + cat ,a(B)
< catyay () +m
<k-—14+m.

0 que é um absurdo e o teorema estd provado. [ |

Definigao 1.2.8 Dizemos que ¢|y satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale no nivel ¢ € R
(que denotaremos por(PS).) quando toda sequéncia (u,) C V tal que p(u,) — c e
|| (un)||« — O possui uma subsequéncia convergente.
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Como consequéncia do teorema anterior, apresentaremos trés resultados que fornecerao
informagoes sobre o niimero de pontos criticos para um funcional ¢ € C! (X, R) restrito
a variedade V.

Teorema 1.2.9 Se a :=supy ¢ < ¢ := ¢t = ... = Cprm < d € 0 funcional |y satisfaz a
condigao (PS)., entdo catya(K.) > m + 1.

Demonstragao:  Suponhamos, por contradicdo, que cat,a(K.) < m. Desde que K.
¢ compacto em V, entdo K. N ¢? é compacto em ¢? Logo, pela Proposicao 1.1.10
item v), existe uma vizinhanca fechada B de K. em ¢? tal que cat,i(K.) = cat a(B).
Pelo Teorema 1.2.7, existem sequéncias (u,) C V e (A,) C Agim tais que p(u,) — ¢,
dist (u, A,\intB) — 0 e ||¢'(un)|l« — 0. Desde que A,\intB C p?\intB, segue que
dist(uy, p*\intB) — 0. Além disso, pela condi¢do (PS)., existe (u,,) tal que u,, — u e
como ¢ € C'(X,R), temos u € K. Por outro lado, como

dist(t,, o"\intB) — dist(u, o*\intB)

segue que dist(u, p?\intB) = 0. Assim, u € ¢?\intB e portanto u & intB, o que ¢ uma
contradicao, ja que u € K. e K. C intB. [ |

Teorema 1.2.10 Se o funcional |y satisfaz a condicao (PS). para todo ¢ € [c1,d] e
sup{p(u);u € Y} < ¢1, entao ¢ *([e1,d]) contém pelo menos cat ay (%) pontos criticos
de ¢|y .

Demonstragao: Seja n = catay(¢?). Assim, teremos definidos ¢y, ..., ¢, e
sup{p(u);u €Y} <1 < < ... < d.

Se um dos niveis ¢; cumpre ¢; = ¢;11 = ... = ¢, para algum m > 0, entao pelo Teorema
1.2.9 segue que
catya(Ke) > m+ 1.

7

Logo, K., tem pelo menos m + 1 elementos. [ |

Teorema 1.2.11 Suponhamos que |y seja limitado inferiormente e satisfaz a condi¢do
(PS)., para todo ¢ € [inf{p(u);u € V},d]. Entao |y tem um minimo e , além disso,
@ contém pelo menos cata(¢?) pontos criticos de ¢y .

Demonstragao: Primeiramente, afirmamos que se Y = () entao ¢; = inf{p(u);u € V}.
Como Y = 0,

Ay = {A C % A & fechado e cata(A) > 1} = {A C ¢ A+ 0 e A ¢ fechado}.

Uma vez que
c1 < sup{¢(u);u € A}, para todo A € A,

e tomando A = {u},u € 9, teremos que

c1 < p(u), para todo u € god.

10
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Portanto ¢; < inf{p(u);u € V'}. Por outro lado,
sup{p(u);u € A} > inf{p(u);u € V}, para todo A € A,

donde ¢; = inf{sup{p(u);u € A}; A € A1} > inf{p(u);u € V}. Logo, ¢; = inf{p(u);u €
V'}, o que mostra a nossa afirmagao. Assim, pelo teorema anterior

Y([inf{p(u);u € V},d]) =

) = cata(p?) pontos criticos. Além disso, pelo Teorema
1, 0 que 1mphca K., # 0 e portanto ¢|y atinge um minimo.

o
contém pelo menos catq v (¢?

)

1.2.9, temos que cat a( Cl) >
|

1.3 O Dual de Cj (X)

Nesta seg@o, nosso intuito é caracterizar o dual topoldgico do espago vetorial Cy (X),
onde X serd considerado um espaco de Hausdorff localmente compacto, a menos que se
faga mengao ao contrério. Para isso, definiremos um espago vetorial M (X) no qual os
elementos sdo medidas e mostraremos que Cj (X) ¢ isometricamente isomorfo a tal espago.
Em seguida, introduziremos um tipo de convergéncia em M (X) a fim de entendermos
melhor as hipéteses do Lema de Concetragao-Compacidade.

O texto, a seguir, foi baseado em [11]. As demonstracoes dos resultados e as defini¢oes
utilizadas que nao forem apresentadas aqui, podem ser encontradas nessa referéncia.

Proposicao 1.3.1 Se X é um espa¢o Hausdorff localmente compacto, Cy(X) é o fecho
de C. (X) na métrica uniforme.

Definigao 1.3.2 Sejam p uma medida de Borel em X e E um subconjunto de Borel de
X. p é chamada reqular exterior em E se

w(E)=inf{uU); E C U, U aberto}
e é chamada reqular interior em E se
p(E) =sup{p(K); K C E, K compacto}.
Se € regular exterior e interior em todos os borelianos, |1 é chamada regular.

Definicao 1.3.3 Uma medida de Radon em X é uma medida de Borel que é finita em
conjuntos compactos, reqular exterior em todos os borelianos e reqular interior em todos
0s conjuntos abertos.

Observagao 1.3.4 Denotaremos o espago das medidas de Radon com sinal por M (X).

A seguir, apresentamos resultados sobre medidas de Radon que nos auxiliarao na
demonstracao do principal resultado desta secao.

Teorema 1.3.5 Se i é uma medida com sinal, existem unicas medidas positivas u* e p~
tais que p=pt —p~ ept Lo,

11
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As medidas p™ e p~ sdo chamadas variacdo positiva e variacdo negativa de pu,
respectivamente, e definimos a variacao total de p como sendo a medida dada por

ul = p" +
Proposicao 1.3.6 Se u é uma medida de Borel, entao i1 é de Radon se, e somente se,
|| é de Radon. Além disso, M (X) é um espago vetorial e
p= |l = |l (X)

é uma norma nesse espaco.

Teorema 1.3.7 Seja X um espaco de Hausdorff localmente compacto em que todo
conjunto aberto é o—compacto. FEntdo, toda medida de Borel em X que é finita em
conjuntos compactos é reqular e, portanto, de Radon.

Teorema 1.3.8 Seja [ é um funcional linear positivo em C.(X), onde X é um espago
de Hausdorff localmente compacto. Entao, existe uma tunica medida de Radon p tal que
para cada f € C.(X), temos

1) = [ fn

A fim de utilizarmos o teorema anterior, provaremos a seguinte proposicao:

Proposicao 1.3.9 Para cada funcional linear limitado F em Cy(X)', existem dois
funcionais lineares positivos F'y e F_ € (Cy (X)) tais que F = F, — F_ .

Demonstracao: Considere f € Cj (X) nao-negativa e defina

Fy (f) = sup F(p).

0<p<f

Desde que
[E (o) < [IFIHIell, < [[EI 1L,

para 0 < ¢ < fe F(0) =0, entao 0 < F, (f) < ||F||||fll,. Além disso, Fy (f) > F (f)
e pela propriedade do supremo temos que F (c¢f) = cF, (f) para ¢ > 0.
Agora, vamos mostrar que dado f e g € Cp(X) nao-negativas, entdo Fy (f +g) =
F. (f)+ Fy (g). Para isso, considere 0 < o < f e0 <1 <g. Logo, 0 <o+ < f+yg
e, portanto,

Fo(f+9)> F(o)+F ().

Assim, considerando o supremo, para todo ¢ e 1, obtemos

F(f+9) =2 o (f) + Fr(9)

Por outro lado, se 0 < ¢ < f + g entdo 0 < min{¢, f} < f e 0 < ¢— min{y, f} < g,
donde

F(¢) = F(min{¢, f}) + F (¢ — min{¢), f})
< F () + Fi(g)

12
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Tomando o supremo para todo 1, temos

Fi(f+9) <Fo(f)+ Fy(9)

e, portanto,
Fy(f+9) = Fo (f) + Fr(9)
Agora, se f € Cp(X) entdo fy e f- € Cy(X). Dai, defina
Fy(f) = Fu (f+) = Fy (f2).

Se f =g—honde g, h > 0, entdo g + f- = h + f.. Portanto, F, (g) + F (f-) =
F. (h) + Fy (f+) o que implica que F, (f) = Fy (g9) — Fy (h), ou seja, F, (f) independe
da escolha de g, h > 0. Assim,

Fo(f)=Fi(9) — Fyi (h).

Desta forma, definimos F; para todo f € Cy (X) e facilmente verifica-se que Fy (f + g) =
F (f)+ Fi(g9) e Fi(cf) =cFy (f) para ¢ > 0. Além disso, desde que

Fo(=f)+ FL (f) = F. (0) =0
temos F (—f) = —F; (f). Logo, F'; é um funcional linear em Cy (X). Mais ainda,
Py (F)] < max (P, (f,), Fs (£))
< [[Flfmax {[[fo [l [/ 113 = I

donde ||Fi|| < ||F||. Desde que F (f) > 0e Fy (f) > F(f) para f > 0, segue que F, e
F_ = F, — F sao funcionais lineares positivos, limitados e F' = F, — F_. |

No teorema a seguir caracterizaremos o dual do espago Cy (X ). Essa caracterizagdo
motivard a definicao de convergéncia fraca no sentido das medidas.

Teorema 1.3.10 (Teorema da Representagao de Riesz) Seja X um espago de
Hausdorff localmente compacto. Entdo, para cada funcional linear limitado F € Cy (X)',
existe uma unica medida de Radon com sinal v tal que

/ fdv

para cada f € Cy (X). Mais ainda, ||F|| = |v] (X) .

Demonstragao: Seja F' = F, — F_ como na Proposicao 1.3.9. Entao, pelo Teorema
1.3.8, existem medidas j; e po tais que

:/fdmeF_ (f)z/fdu2.

Dai, considere v = p1; — po. Logo, v é uma medida de Radon com sinal e

- / fdv.
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Agora, mostraremos que ||F|| = |v| (X). Para isto, observe que, usando o item b) da
Proposicao A.1.12, temos que

F(f)] = ‘/fdv

< /|f|d|V| <111 I (X).

Assim, ||F|| < |v|(X). Por outro lado, se h = % entao, pelo item a) da Proposi¢ao

A.1.12, |h| =1 |v| —q.s.. Dai, pelo Teorema de Lusin (ver Teorema A.1.9 no Apéndice A)
, dado € > 0 existe f € C.(X) tal que ||f]|, <1e f = h exceto em um conjunto E com
lv| (E) < 5. Entdo,

v < [
:/hsz
S‘/fdu+/(h—f)dv
= | [ra) | [ 0= av

+ [iblapl+ [ 1f1ap
E E

+2v|(E)

+

IN VAN
— —
=~ =
QU QU
S S

+ €.

IA
—
~
2
<

Portanto ||F|| = |v| (X). |

Corolario 1.3.11 Seja X um espaco de Hausdorff localmente compacto. Entao, o dual
de Cy (X) é ( isometricamente isomorfo a) o espago de todas as medidas de Radon com
sinal em X com a norma definida por ||v|| = |v| (X).

Defini¢ao 1.3.0.1 Dizemos que (p,) C M (X) converge fracamente para i no sentido
das medidas se

/fdun — /fdu, para todo f € Cy(X).

Observagao 1.3.12 Sejam X um espaco de Hausdorff localmente compacto que atende
ao sequndo axioma da enumerabilidade e p uma medida de Radon positiva em X . Se

fe L' (X, u), a medida definida como

vy (E) Z/Efdﬂ

¢ uma medida finita e, portanto, pelo Teorema 1.5.7, é uma medida de Radon. Mais

ainda,
gl = /d|uf| =/|f|cm — 11l
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Assim, a aplicacao
T: LYX,n) — M(X)
/ — vy

¢ uma 1mersao isométrica. Desta forma, podemos considerar L' (X, i) como um subespago

de M (X).

Lema 1.3.13 Sejam (u,) C L* (X, 1), u uma medida de Radon positiva e p,, as medidas
dadas por

fin (E)I/ |unl dpt.
FE
Se
|| en | Z/lun!duéC

para todo n € N, entdo a menos de subsequéncia, , — p em M (X), onde p é uma
medida de Radon positiva.

Demonstragao: Pelo Teorema da Representacao de Riesz, temos que existem funcionais
F,, de Cy (X) tais que

F.. (f)= /fd,un,para todo f € Cy (X)

1Bl = [lital| < C para todo n € N.

Assim, pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, a menos de subsequéncia, F),, A F
onde F € (Cy (X)). Assim,

Fy, (f) = F(f) para todo f € Co (X)),

ou seja,
/fdun — /fdu para todo f € Cy (X),
onde p € M (X) estd associada a F. [

1.4 Lemas de Concentracao-Compacidade

Nesta secao, temos como objetivo demonstrar um Lema de Concentragao-
Compacidade devido a Lions. Para isso, provaremos um resultado auxiliar.

Lema 1.4.1 Sejam p ev e M* (ﬁ), onde  C RN é um dominio limitado, tais que

</ ](p\qdl/) "<c (/ |<p\pdu) ’ para todo p € C* (Q) ,
Q Q

para alguma constante C' >0 el < p < q < 400. Entdo

V= Z VO,

jed
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1.4 Lemas de Concentragao-Compacidade

P
n=Co" Yy v,

jedJ

onde J é um conjunto enumerdvel, (v;); ., C R} e (2;),., C Q.

Demonstragao: Por um argumento de densidade, pois as medidas sao finitas, temos
que

1
</ lo|? du) ' <C </ || du) ’ , para todo ¢ mensurdvel e limitada. (1.1)
Q Q

Pelo Teorema da Decomposicao de Lebesgue existem medidas i e o tais que
p=p+o

onde i << veo L v,istoé existem Ae B C Qtaisque ANB =0, AUB =Q
e 0 (A) = v(B) = 0. Mais ainda, pelo Teorema de Radon-Nikodym, existe f € L! (v),
f >0, tal que u = fdv.

Considere ¢ = X4, onde 1 é mensuravel e limitada. Por (1.1), vemos que

(f rwu); <o(f w}\pdﬁ)’l’ (12)

v (E)% <Cu (E)% , para todo boreliano E C Q (1.3)

donde temos

e v <<l
Defina v, = f ﬁé\’f;@dy, k € N. Logo, para toda funcao ¢ mensuravel e limitada, por

(1.2), segue que
1 q % 1 P %
/)fQPkaQO dv <C /’fqPka(p‘ d/L ,
Q Q

( /|¢|Qduk)q <C ( / Frr X |so|pdu) '
Q Q
(/|§0|qu1<:> e (/|<P|pde> "
Q Q

Assim, sendo E C Q um boreliano, temos que v, (E)% < Cuy, (E)% . Consequentemente,
i (B) > Cva = Cy > 0. Como v ({z}) = lim._o v}, (B (z,€)) para x € Q, segue que ou
v, ({}) > €} ou existe € (x) > 0 tal que vy, (B (x,€(z))) = 0.

Seja Vi, = {x € Q; v, ({z}) > C1}. Vi & um conjunto finito, pois, caso contrério,
Uk (ﬁ) = +4o00. Considere K C Q\V; compacto. Logo, K pode ser coberto por um nimero
finito de bolas B (7, ¢ (z)), onde € Q\V; e vy (B (2, ¢ (2))) = 0 e assim v, (K) = 0. Com
isso, temos que v, (Q\Vk) =0.

ou seja,

e, portanto,
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1.4 Lemas de Concentragao-Compacidade

Seja
V=0V
k=1
Para x € V, temos, para algum kg, que

vk ({2}) = f77 Xpio () v ({2}) > 0

e, portanto, v ({z}) > 0 para todo = € V.
Por outro lado, como v (Q\Vk) = 0, segue que

/ fidy = [ 5 Xpdv =0,
fRO\Vy, OV,

assim f = 0 v — ¢.s. em fF\Vj, o que implica que ﬂ(fk\Vk) = 0. Logo, por (1.3),
v (f¥\Vi) = 0.

Daf, obtemos que
v (Q\V) =v <k§1 fk\v) +v({z € f(z) = +ooh\V)
<v <k§1fk\Vk> +v({ze® f(z)=+o0}) <0
Dessa forma, v (C\V) = 0 ¢ por fim

V= g ViOg;s

jeJ
onde J é enumerdvel e v; = v (z;) para x; € V. Além disso, por (1.1), 1/({3:]})% <

Cu({xj})% para todo j € J, donde segue que

p
p>CPy i,
jeJ
[ |
Agora, demonstraremos o Lema de Concentragao-Compacidade. Esse resultado serd
essencial para demonstrarmos que os funcionais, associados aos problemas do Capitulo 3,
atendem a condicao de Palais-Smale.

Lema 1.4.2 (Lema de concentragao-compacidade) Suponha 1 < p < N e seja
(un) C Wi (Q), tal que,
(1) up — u em WP (Q);
(i1) |Vun|> dz — p no sentido das medidas;
(iii) |ua|* dz — v no sentido das medidas, onde p e v sio medidas ndo-negativas e
limitadas em Q.
Entao ezistem um conjunto de indices J, no mdximo enumerdvel, e uma familia {x;;j €
J} de pontos em Q2 tal que

(1) v= ]u|2 dr + Zl/jéx]., onde {v;;j € J} é um conjunto de nimeros positivos;

jed
(2) > |Vul* dz + Z,ujémj, onde {p1;;j € J} é um conjunto de nimeros positivos.
jed .
Além disso, S(l/j)p% < w; para todo j € J. Em particular, Z (Vj)p* < 4o00.
jed
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1.4 Lemas de Concentragao-Compacidade

Demonstragao: Primeiramente, considere v = 0. Assim, para ¢ € C'* (ﬁ) temos, pela
imersio continua de Wy™ (Q) em LP" (Q), que

(L1er nl as) " st < ([ 19 upas)’ (14
Q Q
< ([1ep 19l az)
Q

# (L 1vel )
Q
Assim, fazendo n — +o00 em (1.4), temos que

(/Is@lp* dV>p < S </|¢|pdu)p-
Q Q

S () = Sv ({2 )P < p(fa,)) = u;
e, além disso, pelo Lema 1.4.1,

v = Zl/j(irj e > Z,ujéxj.

jeJ jeJ

Dat,

Agora, para u # 0, fagamos w, = u, —u. Logo, w, — 0 em Wy (Q), w, (x) — 0 q.s. em

Qe /
{ [Vw,[" —

[N~

Para todo ¢ € C* (Q) , pelo Lema de Brézis-Lieb (ver Lema A.1.3 no Apéndice A), temos

que
/ o] " di — / o] [wal”" dz — / ol [ul?” da.
Q Q Q
Por outro lado,

/ ol [un]?” da — / ol [wn " dz — / ol dv — / ol dv,
Q Q Q Q

donde
[tear = [ el = [ ol lul” s
Q Q Q
Logo,
v=u* dz+v = [u’ dz + Zl/jégcj.
jeJ
Por (1.4),

sp< ([leran) + ([19eriupan) paa todo g € 0= @).
Q Q

Y

(fr )
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1.4 Lemas de Concentragao-Compacidade

Considere ¢ € C§° (RN) tal que 0 < v < 1, p(0) = 1 e suppp = B(0,1). Aplicando a

desigualdade anterior para ¢ ( ), com € > 0 suficientemente pequeno e j € J, obtemos
1

2\ |P P
Vo (x ex]) \u|pdx> :

Usando a Desigualdade de Holder e o Teorema da Mudanga de Varidvel temos que

1

1 1 1 % * F
st < B+ ([ 196l a) (/ uf dx)
RN B(zj,e€)

1
*

< (B (zj,€)r +C (/ ul?” d:c) .
B(xj,€)

Fazendo € — 0 na desigualdade acima, segue que p; = p ({z;}) > Sv;" .
Como u, — u em Wy” (Q) e a funcio ¥ : W, * (Q) — R definida por

€

L 1 11
St <u(B )+ [
B(:Ej,e)

U (u) = /@\Vu|pdm,com peC(Q),
é convexa e continua, segue, pela Proposicao A.1.11, que

/(,0 |Vul|P do < liminf/gp |Vu,|P do = /Spdlu
Logo, p > |Vul” dz. Além disso, |Vul"dz L 37, ; p;d.; e, portanto,

> |Vul” de + Zujémj.
jeJ
[ |
Outro Lema de Concentragao-Compacidade que usaremos neste trabalho é o seguinte:

Lema 1.4.3 (Lema de concentragao-compacidade) Seja (u,) C D' (RY) tal que;
(1) up = u em D'? (RY);

(i) |Vu, — Vu| = p em M (RY);

(i11) |u, —ul = v em M (RY);

(iv) up, — u q.t.p. em RY.

Definindo

foo = Rlim lim sup / Vu,|*dz e vy = Rlim lim sup / |un|2 dz
% n—oo J|z|>R T n—o0 Jz|>R

entao, tem-se que

(W) [IP]1F < 57 |lull e vE < S pee;

(@) limsup [ Va3 = [Vl + |l + o

n—=ao

e+ l1] + Voo

2*
2 = |u

(3) limsup |Vu,

n—-—uoo

2 . . .
2 = S7Y|ul|, entdo v e u sdo concentradas em um tnico

Além disso, se u = 0 e ||v]
ponto.

Para uma demonstragao deste resultado, veja [24, pdg. 27, Lema 1.40].
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Capitulo 2

Multiplicidade de Solucoes para um
Problema Critico via Teoremas do
Tipo Lusternik—Schnirelmann

2.1 O Problema

Neste capitulo, nosso objetivo é estabelecer multiplicidade de solucoes para o seguinte
problema eliptico

—Au+eu = |ul* 2u em
{ & ®.)

uwe H}(Q), u>0,

emqueec €R, e>—)\ e QCRY(N >4)éum dominio limitado.
Uma solugao para o problema (P.) ¢ uma funcao u € H} (), u > 0,que satisfaz

/ (VuVv + cuv) do — / u* "lvdxz = 0, para todo v € Hg ().
Q Q

Observagao 2.1.1 Ao longo desse trabalho, consideramos em HY(Q)) a norma do

gradiente
lull = [ 17 s
Q

a qual, pela desigualdade de Poincaré, é equivalente a norma usual do Hj ().
Primeiramente, demonstraremos algumas estimativas a priori sobre o problema (P,).
Proposigao 2.1.2 Se (P.) tem solugdo nao-trivial, entio € > —\;.

Demonstracao: Dado u > 0, u # 0 solugao de (P.), temos que

/ VuVudz + 5/ wvdr = / u* "wdz, para todo v € HY(Q).
Q Q Q

Tomando v = ¢y, onde p; > 0 em {2 é uma autofuncao associada a A1, e usando que

/ngVudx:)\l/gpludx
Q Q
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2.1 O Problema

obtemos

)\l/ugoldx—i-a/ugold:c:/uz*1<p1da:>0,
Q Q Q

o que implica que A\ > —¢. |
Além disso, se (2 for estrelado temos:

Proposigao 2.1.3 Se Q2 é um dominio estrelado, limitado, com fronteira suave e o
problema (P.) tem solugdo nao-trivial, entdo & < 0.

Demonstragao: Seja u # 0 uma solucao de (P.). Considerando
flu) =v*"1 —cu

temos que

F(u) = /Ouf(s) ds = 2—1*13* - guz e L'(Q).

Assim, pela Identidade de Pohozaev (ver Teorema A.1.2 no Apéndice A), segue que
N —2 1 N . N
—/ |Vul*dz + —/ \Vulv.odo = — / w? de — S | wtda.
2 Q 2 Joq 2" Ja 2 Jo

Logo,

N=2 (/ u2*dx—5/u2dx) —l—l/ |Vul*v.odo = E/UQ*dx—ﬂ u’dr,
2 Q0 0 2 Joq 2" Ja 2 Jo
ou seja
2 1 2
a/u dx—i——/ \Vu|*v.odo = 0.
Q 2 Jaq

—3 [o0 [Vul?v.odo
B Jo uida
Como () é estrelado, entao v.o > 0 sobre 0f) e assim ¢ < 0. Agora, iremos mostrar que
e < 0. Para isso, suponha que ¢ = 0. Dessa forma,

Portanto,

/ \Vul?v.odo =0,
B

o que implica que Vu = 0 sobre 02 e, por conseguinte,

/ Audr = Vu.vdo — / Vu.VXqdx = 0.
Q o0 Q

0= —/Audw=/u2*_1dm
Q Q

donde u = 0, o que é uma contradi¢ao. Logo, ¢ < 0. [ |

Logo,

21



2.2 A Condicao de Palais-Smale

Observagao 2.1.4 Brézis e Nirenberg em [}] provaram que o problema (P.) possui uma
solugao nao-trivial se —\; < e < 0.

Neste capitulo, nosso intuito é demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 2.1.5 Se Q é um dominio limitado e suave de RY (N > 4), entdo eiste
e* € (=A1,0) tal que, para € € (£*,0), o problema (P.) possui pelo menos catg (2)
solugoes nao triviais.

Para alcancarmos nosso objetivo, consideremos

o (u) = /Q (IVul® + ew®) dz,u € Hy (),

restrito a
Vo= {u € Hy(Q);¢(u) = / (u*)y dr = 1} :
Q

Observe que ¢ € C' (H}(Q),R), ¢ € C? (H}(Q),R) e que ¢ = 1 ¢ valor regular de .
Logo, V ¢ uma subvariedade mergulhada de codimensdo 1 em Hg(S2).

2.2 A Condicao de Palais-Smale

Lema 2.2.1 Toda sequéncia (u,) C V tal que ¢ (u,) — ¢ < S e |l (un)]|l+ — 0 possui
uma subsequéncia convergente.

Demonstragao: Consideremos ¢ (u,) = [, (|Vu,|* +cul) dx = ||un||i Para melhor
organizarmos a demonstracao, a dividiremos em afirmacoes.
Afirmagao 1:|[ul[, ¢ uma norma equivalente a ||ul|.

Desde que & < 0 temos que ¢ [, u’dx > 1= [, [Vul*dz. Logo,

Jull?, = / (IVup + ea?) da > (1+i) / Vufd,
Q A/ Ja

de onde segue a afirmacao.

Pela afirmacao anterior, segue que ¢ > 0. Se ¢ = 0 entdo ¢ (u,) — 0, o que implica que
||un|| — O e, portanto, u,, — 0, o que finaliza a demonstragao neste caso.

Suponhamos, agora, ¢ > 0. Pela Proposicao 1.2.4, temos que para cada n € N, existe
pn € R tal que

¢ (un) = pat (un)

?

I ()l = | ..

ou seja,
¢ (un) = put () — 0 em H ().

Como, pela Afirmacao 1, (u,) € limitada e, além disso,

(' (up), up) = 2/Q |V, |*dz + 25/§2uida§ = 2¢ (uy)
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2.2 A Condicao de Palais-Smale

(¢ () ) =2 / ()" de =2,
Q
segue que

2 (i) = 5 ) =20 (0) = 2,

= (@' (). (1)) = o (4 (1) () ) = 0,

Chamando p,, = %pn, temos que ji, — c. Assim, podemos supor que p, > 0 para todo
n. Consideremos agora

N-2
Up = fn* Up.
Temos que
1 2 2 1 +)2" 1 2 2 2
= | (Vo) +evl)de— = [ (vF) do == (,un |Vu,|* + epin un> dx
2 Ja 2* Ja 2 Ja
1 N-2\ 27 *
b (un“ ) /Q(uf{)z dz
1 N2 1 x~
— _ 2 - 2
Shin” @ (Un) = o pu
1 N22 % C%
= Sl (¢ (un) — pn) + N T N

Definindo ® : H} (2) — R por

P (v) = %/Q (|Vv]* + ev?®) da — 1 (vH)? da

segue que

Além disso,

<¢/ (V) ,v> = /Q (Vo, Vv + ev,v) de — /Q (U:{)Q*_l vdx

N=2 N+2 2% 1
= in* / (Vu, Vv + cu,v) de — pn* / (u:{) vdx
Q Q

bz Nt2
4 1

= P ¢! wa). ) = e (@ ()

a2
- Mn2 <<S0/(un)7v> — Pn <¢, (un) >U>> , para todo v € H& (Q)

e, portanto,
N-2
/ o ,un4 ’ f

H(I) (vn)HH_l - 92 ' (un) - Pn¢ (un) -1 — 0.

Assim, (v,,) ¢ uma sequéncia (PS), para o funcional .
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2.2 A Condicao de Palais-Smale

Afirmagao 2: (v,) é uma sequéncia limitada.

Para n grande, temos que

1
d+ 1+ [[on]] =2 @ (vn) — o7 (¥'(vn), vn)

2*
1 1 * 1 1 *
:§Q(Un)—§[2(v+>2 da’;—;@(vn)"_?/ﬂ(v"')? dx
11 )
Y . >
(5-3) ¢z Clml,

donde
11 )
A+ 1+ [Joall 2 € = o)

o que implica que (v,) é limitada.

Usando a Afirmagao 2, segue que
/ Vv, Vhdr — / VuVhdz para todo h € Hy (),
Q Q

pois v, — v em HJ(f). Além disso, pela imersdo de Sobolev, temos que v, — v em
LP () para 1 < p < 2*, o que implica que v, — v ¢.s. em {2 e que

6/ vphdx — 5/ vhdx para todo h € Hy ().
Q Q

Agora, usando que v, — v em LP () para 1 < p < 2* e o Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue, temos

/ (v:)?*l hdx — / (v*)z*fl hdx para todo h € Hy(Q).
Q Q
Desde que
(D' (vy,), h) = / Vv, Vhdz + 5/ vphdr — / (U:{)z*_l hdz, para todo h € Hj(S2),
Q Q Q
obtemos que
/ VoVhdx + 5/ vhdx — / (v*)Q*_l hdz = 0, para todo h € Hy(2). (2.1)

Q 0 Q

Tomando h = v em (2.1), segue que

O (v) = @ - 2i) /Q (%) da.

Considerando z,, = v, — v e usando o Lema de Brézis-Lieb, temos

/Q (v7)? do - /Q (=) de — /Q ()7 d. (2.2)
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2.2 A Condicao de Palais-Smale

Desde que
1 2 2 1 + 2%
<I>(zn):§ (Vo — V|* + € (v, — v) )dl’—; (z5)" da
Q Q
1 * 1 .
= (v,) + ;/ (U+)2 dr + @ (v) + ;/ (v+)2 dx
Q Q
1 *
- (z:)z dr — / Vv, Vvdx — 5/ vpvdx
2" Ja Q Q
obtemos

D (z,) = d+ (v /(v dm—/|Vv| dx—e/ﬂ v’dx
=d+ (v ( / dm——/(|VU|2+5v2)dx)

—d-®(v) <

Por outro lado,
Han2 = (D' (v,), V) — 8/ v2dx +/ (v,f[)g* dx — / (Z:[)T dz
Q Q Q

—i—/ (2;)2 dx+/|Vv|2dx—2/anVvdx.
Q Q Q

Como (v,) é limitada e uma sequéncia (PS), para o funcional ®, segue que
(®'(vp), vp) — 0. Assim,

/\Vv|2d:c—|—£/v2dx:/ (11*)2* dz.

0 Q 0
/|V'U\2dx—2/V'UnVde—> —/ Vol d,
Q 0 0

ja que v, — v em H}(Q). Usando a imersao de Sobolev, também temos

—s/vidx% —5/1}2dx.
Q Q

Tomando h = v em (2.1), temos

Além disso,

lim || 2, || —hm/ de=0>0

implicando que

®(2,) — — <d. (2.3)

b
N

/ Vza|* > S </ |2|” dx)
Q Q
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2.8 Multiplicidade de Solugoes

donde ,
b>Sb” (2.4)
Afirmagao 3: b = 0.
Suponha, por contradi¢do, que b > 0. Entdo, usando (2.4), temos
b> 5%,
Dai, por (2.3)
52 b S5
— <
N — N~ N’
o que é um absurdo, provando a afirmacao. Logo, devemos ter
[|zall =0,
isto é, v, — v e portanto u,, — u em H} (). [
N
Coroldrio 2.2.2 O funcional ® satisfaz a condigio (PS), para todo d < ¢* = 2.

Observagao 2.2.3 Note que um ponto critico nao-trivial do funcional ® é uma solugcao
para o problema (P:).

2.3 Multiplicidade de Solucoes

Para demonstrarmos o Teorema 2.1.5, necessitamos de alguns lemas.

Lema 2.3.1 Suponha N > 4. Sec € (—\1.0), entdo m(¢,Q) := inf{p(u);u e V} < S e
o infimo é assumido.

Demonstragao: Pelo Lema A.1.4 do Apéndice A, existe v € Hi(Q),v # 0 e v > 0 tal

o que implica que m (g,§) < S. Além disso, ¢ > 0 e satisfaz a condicdo (P.S), para todo
c € [inf{p (u);u € V},S — ¢|. Entdo, pelo Teorema 1.2.11, ¢ assume o infimo. |

Consideremos agora a fungio centro de massa 3 : H}(Q) — RY definida por

B(u)—/g(u*)y xdx

/Q () wda = ( /Q () w1, .. /Q (u)* :pndx>.

Vejamos algumas propriedades desta aplicacao.

onde

Lema 2.3.2 Seja (u,,) C V tal que ||un||> — S. Entdo, dist (B(uy), Q) — 0.
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2.8 Multiplicidade de Solugoes

Demonstragiao: Como, por hipétese, ||u,||> — S, segue que |Ju}]|> — S, pois

+112
[
[l 1]

| * > | ||* =

Assim (u) é limitada e, portanto,
n
u — u em D'? (RN) eu —uqs. emRY.

n

Além disso, usando o Lema 1.3.13 tem-se

‘Vu;’ - VU{Q — pem M (RN)

|u, — u}z* —vem M (RY). (2.5)

Mostraremos que v estd concentrada em um ponto y € RY. Pelo Lema de Concentracao-
Compacidade 1.4.3 e usando que u,, € V, temos que

2 _
vl < S7H |l (2.6)
v 2
T ||Vt |2 = § = 1Vl 2+ ] + i (2.7
(§] o
. 2%
1= tim |Juf || = 2 + V] + vao. (2.8)

Como u} = 0 em (Bg (0))¢, para R suficientemente grande, temos que
Voo =0 € oo = 0.
Dai, por (2.7),

S = ||Vun|l; + ||| (2.9)
e por (2.8) segue que
llll5 + [v]] = 1. (2.10)
Temos também que
lul2. < 571Vl 2. (2.11)

Assim, usando (2.6),(2.9) e (2.11), obtemos

S > S |lull + S|
e, portanto, ,
1> (Jfully) ™+l (2.12)
Vamos supor, por absurdo, que
0 < |[ul|2,||v] < 1.

Logo, usando (2.10) e (2.12), segue que
2

1= )T Il <,

il < (I
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2.8 Multiplicidade de Solugoes

o que é um absurdo. Portanto, devemos ter

2 =0e||=1 (2.13)

Z=1lec||=0o0u |u

||

Note que a primeira opgao em (2.13) nao pode ocorrer, ji que, por (2.9), S > |Vu|§ 0 que
implicaria que

2
_ [Vl

[|u

S

2
2%

o que contradiz o Proposi¢do A.1.6 . Sendo assim, por (2.6) e (2.9) temos ||u|| = S o que
mostra que

2 —
# =57 lull.

Pelo Lema de Concentragao de Compacidade 1.4.3, segue que v estd concentrada em um
ponto y € RY. Afirmamos que y € €2, pois caso contrario v (Q) =0 e, por (2.5) e (2.13),
temos que

[l

*

(u+)2 dr — v em M(RN),

n

o que significa que
/ (u:{)r dx — 0,
Q

o que é uma contradi¢ao, pois
/ (uD2 dx =1, para todo n € N.
Q

Dai, devemos ter
[o wH? xde [ xdv

Ja (ut)* dx - Jo dv

ou seja, 3 (u,) — y € Q, e o lema estd provado. [ |

=Y

Consideremos os seguintes conjuntos

Qf = {z e RY;dist (z,Q) <r}

Q= {x € Q;dist (x,00) > r}

onder e Rer > 0.

Proposigao 2.3.3 Para r > 0 suficientemente pequeno Q. e Q. sao homotopicamente
equivalentes a €.

Demonstragao: Como € é limitado e suave segue que 0f) é uma variedade diferencidvel
compacta. Assim, existe um € > 0 tal que sempre que z,y € 02, os segmentos das retas
normais de comprimento 2¢, centrados em = e y, sao disjuntos, isto é, 02 tem uma
vizinhanga tubular. Considerando 0 < r < € temos que cada ponto p € Qf estd associado
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2.8 Multiplicidade de Solugoes

a uma unica diregao normal a 0f). Denotaremos o vetor unitdrio na dire¢ao dessa normal
por 7 (p) . Dessa forma, a projegdo 7 : 2 — Q- e a fungao f : QF — Q dada por

z—rn(zx), sex e Q\Q
f@):{ w?az), sex € Q

estdo bem definidas. Além disso, f o m é homotdpico & Idg e m o f é homotdpico a
Idg:+. Logo, 4 é homotopicamente equivalente a 2. Analogamente mostra-se que £, é
homotopicamente equivalente a ). [

Tomemos um r > 0 suficientemente pequeno tal que €2 e Q- sejam homotopicamente
equivalentes a 2 e que B (0,r) C . Definamos

m(e) =m (e, B(0,r))
= inf {/B(O,r) (|Vu\2 +eu®);u € Hy(B(0,7)) e /B(o,r) (u+)2* = 1} :

Da mesma forma como no Lema 2.3.1, temos que m(¢) < S. Além disso, encarando
H3(B(0,7)) C Hy(Q), estendendo as fungoes como sendo zero fora de B (0,7), segue que
m(e,Q) <m(e).

Lema 2.3.4 Existe ¢* € (—A1,0) tal que para € € (¢*,0), temos que se u € ™) entdo

Demonstragao: Para cada u € V, temos pela Desigualdade de Holder que

el = f < ()" i = it
Q Q

Pelo Lema 2.3.2, existe € > 0 tal que se u € V e S < [[u||> < S + ¢, entdo 3 (u) € QF. A

—€

partir daf, escolha £* = az Agora, se e* < e <0 eu € ™ entdo
N

2 2
lul|” < m (e) = elfully

<S-—¢ u+|;
< S -t |Q|F
=S+e€
e, portanto, [ (u) € Q. [ |

Lema 2.3.5 Se N >4 ec € (¢*,0) entdo cat me (cpm(s)) > catq ().

Demonstragao: Seja v € Hj () tal que

/ (vH)¥der=1e / (IVol* + v?) do = m (e) .
B(0,r)

B(0,r)
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2.8 Multiplicidade de Solugoes

Observe que v é solugao clédssica do problema

~Auteu=0w)", zeQ
u =0, x € 0S).

Pelo Teorema A.1.8 e pela Proposigao A.1.7 do Apéndice A, podemos considerar v radial.
Assim, defina
v Qp — gm0
y— )
em que

v(r—vy),sex e By,r)
7(9)(55):{ 0 ’ ,sexGQ\g(yﬂ")-

Como v € C? () temos que v é continua. Além disso, v (y) € ™ pois

[owrFa= [ ot@opra= [ -

eGw) = [ (Vi +er@)dr= [ (Vol=g)f +eo—9))do

B(y,r)

:/ (IVo|* + ev?) do = m (e),
B(0,r)

e f oy =id, visto que se y € {2 entdo, para i € {1,...,n}

/Q (v 1) wide = / (v(z— ") wide

B(y,r)

- / (0 (=) (21 + i) dz
B(0,r)

=Y; + / ('U (Z)+)2* ZZdZ
B(0,r)
= Y-
Agora, suponhamos que

onde os Als, sdo fechados contréteis em ™), isto é, existem h; € C ([0, 1] x A, gpm(g))
tais que
hi (0,u) = w e h; (1,u) = cte, para todo u € A;.

Considerando B; =y~ (A;), i = 1, ...,n. Temos que os B;s sao fechados e que

Defina
gi: [0,1]xB; — QFf

T

(t,y) = Bhi(t,v ().
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2.8 Multiplicidade de Solugoes

Como h; (t,7 (t)) € ™) temos, pelo Lema 2.3.4, que g; estd bem definida. Além disso,

como oy = id,/temos que g; (0,y) = 8 (v (y)) = y e, ademais, g; (1,y) = 5 (h; (1,7 (v))) =
cte. Logo, os B;s sao contrateis em Q.7 o que implica que

cato+ (QT_) < n = cat me) (gom(e)) .
Usando que €2 e Q. sdo homotopicamente equivalentes a (2 segue que
catq () = catgr ()
completando a demonstracao. [ |

Demonstracao do Teorema 2.1.5: Temos que m (g,2) < m(e) < S. Pelo Lema
2.2.1, ¢ satisfaz a condicao (PS), para todo ¢ € [m(g,§2),m(¢)]. Dai, pelo Teorema
1.2.11, "™ possui, pelo menos, cat mie) (gom(e)) pontos criticos de ¢|y .

Portanto, pelo Lema 2.3.5, se n = catq (§2), entéo existem, pelo menos, uy,...,u, € V e
P1, - Pn € R tais que

!

0= ‘ @ (u;) L ’ o (u;) — Pﬂ// (wi) )Hfl i=1,...,n.
Considere
2 N4—2
i — —pPi €UV = WU U;
/’I/ 2*p /’1’7,
Logo,
N—-2
’ H; 4 ’ ’ .
o @], =25 || @) = o @] =0 i=1,m

implicando que ®' (v;) = 0 e portanto
/ Vv;Vudx + 5/ vivdr = / (v;r)Z**l vdz, para todo v € Hy ().
Q Q Q

Fazendo v = v, , temos que

(o) :—</Q‘Vvi_‘2dx+6/ﬂ|vi_‘2dx) _0,

donde v~ = 0. Assim, v = v* > 0, i« = 1,...,n, sao solucoes nao triviais do Problema
(Pe). u
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Capitulo 3

Multiplicidade de Solucao para um
Problema Critico via Teorema do
Passo da Montanha

3.1 O Problema

Neste capitulo estamos interessados em estudar o seguinte problema:

{ —Au=Xu|" Pu+ f(z,u),r e (P

u=0,x € N

onde, Q C RY ¢ um domifnio limitado e suave, N > 3, A é uma constante positiva,
f: QxR — R é uma funcao de Carathéodory e impar na segunda varidvel. Além disso,
consideramos as seguintes condicoes sobre f:

fo) sup{|f (z,s)|; tal que x € Q,|s| < M} < +o0, para cada M > 0;

(
f,) lim L2 — 0, uniformemente q.s. em €
|s|—+o0 sl

f,) Existem o € [0,2) e a1, as > 0 tais que
1 o
if (x,8)s — F(x,8) > —a; — az|s|”, para todo s € R, g.s. em €,

onde F (z,s) = [} f (x,t)dt.
f;) Existe uma constante B > 0 tal que

2
F(z,s)> )\k% — B, para todo s € R, g.s. em 2,

onde )\ é o k-ésimo autovalor de —A em €2 com condigoes de fronteira de Dirichlet.

f,) lim sup% = a (r) <# )\;, uniformemente q.s. em 2, onde A\; < \; e \; é 0 j-ésimo
s—0

autovalor de —A em {2 com condigoes de fronteira de Dirichlet.
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3.2 A Condicao de Palais-Smale

Uma tipica funcao satisfazendo as condigoes acima é f (z,s) = es® com & > 2\,
quando N = 3.
Uma solugao para o problema (Py) ¢ uma fungao u € H}(Q) tal que

/ VuVudzr — )\/ lul* " vdz — / f (z,u) vdx = 0, para todo v € Hy(Q).
Q Q 9)

Observe que uma solugao do problema (P)) é um ponto critico do funcional

1 A *
I, (u)—éfg\vufda:—g/QWF dx—/QF(:c,u)dx,para todo u € Hy(9).

Usando argumentos padroes, veja por exemplo [8], mostra-se que sob a condigao (f1),
o funcional T, é de classe C' em H} ().

3.2 A Condicao de Palais-Smale

Nesta secao, mostraremos que o funcional energia I, satisfaz a condi¢ao de Palais-
Smale, mostrando, dessa forma, uma hipotese da versao do Teorema do Passo da
Montanha que usaremos para garantirmos a existéncia e multiplicidade de solugoes para
o problema (Py).

Definigao 3.2.1 Dado E um espago de Banach real e I € C'(E,R), dizemos que I
satisfaz a condigao de Palais-Smale no nivel ¢ € R, e denotamos por (PS),, se toda
sequéncia (u,) C E tal que

I (u,) —c

I' (u,) — 0,

possui uma subsequéncia convergente.

Mostraremos que o funcional I, satisfaz a condigao (PS), para um nivel ¢ adequado,
quando A é suficientemente pequeno.

Lema 3.2.2 Seja (u,) C Hy(Q) uma sequéncia limitada. Entao, existe duas medidas naio
negativas e limitadas em §, | e v, e existe uma subsequéncia de (u,), também denotada
por (uy), tal que |Vu,|>dz — pu, |un)® dx — v fracamente no sentido das medidas.

Demonstracao: Segue do Lema 1.3.13, considerando que (u%) ¢ limitada em L' (Q) e
(IVun|?) ¢ limitada em L' (92). |

Desde que sup{|f (z,s)|; = € Q, |s| < M} < 4+oo para cada M > 0 e (f;) vale,
obtemos que dado € > 0 existe C, > 0 tal que

|f (2, 8)s| < C.+els]” (3.1)

|F (x,5)] < Cc+els|” . (3.2)
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3.2 A Condicao de Palais-Smale

Lema 3.2.3 Suponha que f satisfaz a condi¢io (f). Seja (u,) C Hy (Q) uma sequéncia
limitada. FEntdo, existe u € H} () tal que, a menos de subsequéncia,

/ |f (z,upn) uy — f (z,u) uldx — 0 quando n — +o0. (3.3)
Q

Demonstragao: Temos que, a menos de subsequéncia,
u, —uem Hy () eu, — u q.s. em Q.
Como f é uma fungao de Carathéodory, entao
f(zyun)up — f(z,u)u q.s. em
e pela imersdo continua H{ (2) < L2 () existe uma constante C' > 0 tal que

3 <Ce ||lu, 3 < C, para todo n € N.

I

Agora, dado § > 0, tomemos 0 < ¢ < 2. Pelo Teorema de Egorov (ver A.1.10 do

ic
Apéndice), existe Q C Q tal que

f (@, un) up — f (2, u) u uniformemente em Q e ’Q\Q’ < (3.4)

4C,°
Usando (3.1), obtemos

[t feaddrs [ f@uuldos [ (f@aud @)
o0 o\Q a\Q
<.

Dat,
/|f<x,un>un—f<x,u>u|dxs[|f<x,un>un—f<x,u>u|dx+6 (3.6)
Q Q

e, portanto fazendo n — +oo em (3.6), temos, por (3.4) e (3.5), que

0< lim /|f(x,un)un—f(x,u)u|dx§(5.
Q

n—-+o0o
Como ¢ é arbitrario segue o resultado. |

Por um argumento andlogo ao da prova do lema acima, podemos demonstrar que se
(u,) & uma sequéncia limitada, entao existe u € Hj () tal que a menos de subsequéncia,

/ f(x,u,) vde — / f (z,u) vdz quando n — 400 (3.7)
Q Q

/ up|> 2 upvds — / lu|* " uvdz quando n — +oo, (3.8)
Q Q

para todo v € Hj ().
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3.2 A Condicao de Palais-Smale

Lema 3.2.4 Suponha que f satisfaz (f1). Seja (u,) uma sequéncia limitada satisfazendo

’

I, (uy) — 0 em H1 (Q) quando n — +o0. Entao considerando v; , j € J, dado no Lema
N
de Concentragao-Compacidade 1.4.2, temos v; > <§> * ou vj = 0.
n

Demonstragao: Usando o Lema de Concentracao-Compacidade 1.4.2, temos que

n{z}) = py = S (v)?

Considere ¢ € C§° (RN) talque 0 <y <1le
i)Y (z)=1,sex € B(0,1);

i) (x) =0, se z € B(0,2)°

Agora, dado € > 0 seja

2
oF

(3.9)

€

Ve (@) :=w(’”_””j) x e

Logo, a sequéncia (.1, estd em HE () e
<J' () ,weun> (3.10)
_ /Q VunV (o) d — A /Q Y (o) der — /Q £ (@) (o) d
> [ V¥ @) do =2 [ e = [ @) () do
= /Q Vi, |* edr + /Q YV, Viheu,dr — /Q |t |* thedx — /Q f (@, u,) (heuy) da

Pelo Lema de Concetracao-Compacidade 1.4.2, temos que

A / > edz — A / Wedv
Q Q
/ Yt ed — / bedp

quando n — +o00. Pela imersao compacta de H} () em L? (Q), temos também que u,, — u
em L2 (). Logo, pelo Teorema A.1.5 do Apendlce A, existe h € L? (Q) tal que |u,| < h
g.s. em 2. Usando a desigualdade de Holder e que (un) ¢ limitada, obtemos

< (/|Vun|2dx>2 (/ |un|2|V1pe|2da:>2 (3.11)
Q Q
< K, </ ]un|2lvw€|2dx)
Q
<K, </ h2|w€|2dx)2
Q

Vwe:%VdJ(x_xj)

€

/ Vu, Vau,dx
Q

Além disso,
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3.2 A Condicao de Palais-Smale

donde Vi) = 0, se |z — x| < e e Vi) = 0, se |z — x;| > 2¢. Logo, de (3.11) e usando o
Teorema da Mudanca de Varidvel, segue que
1
T — s 2 2
Vzb( ; j)‘ d:v)

1
< K2 / h(2)?
€ e<|z—x;j|<2e

< Kje? (/ h(ey + ;)% [V (y)lzdy)
1<|y|<2

/ Vu, Vu,dx
Q

1
2

<kt el ([ nteratan)
1<lyl<2

< Ky [Vl (/Qh(:c)Qda:)z.

-

Assim de (3.10), temos

(1 () )

_Kyer v h Qd)2 Vi |* Yed
> K wrlm(/ﬂ @rar) + [ Vil vdo
—)\/Q]un]z* wedx—/ﬂf(x,un) (Yeuy) dz.

Fazendo n — 400, temos

—Kez ! VY| </Qh(:c)2 dx>2 —|—/Qwedu < )\/91/JedV+/Qf(iC,U) (Yeu) dz. (3.12)

De (3.1), segue que

/ f(z,u) (Yeu) do < / Cebedr + € / lul*” eda (3.13)
Q Q Q

e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim [ Cetbedz =0 e lim/ lul*" pedz = 0.
0 Q e—0 Q

€E—

Assim, usando (3.13) em (3.12) e fazendo ¢ — 0, obtemos

pi = p({z;}) < v ({z;}) = A,
e, por (3.9), chegamos a
2
S (Vj)27 S )\l/j.

|
Lema 3.2.5 Suponha f satisfazendo (f1). Seja (u,) C Hj () uma sequéncia limitada
tal que [:\ (up) — 0 em H~(Q) quando n — +o0. Entdo, a menos de subsequéncia,

N

Vu, — Vu em [L*(Q)]" .
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3.2 A Condicao de Palais-Smale

Demonstragao: Note que existe um M > 0 tal que [, |f (=, u,) 1 dy < M, pois, por

(f1), temos que dado € > 0 existe C. > 0 tal que

| (z,un)| < Cete |un|2*71 '
Logo,
/|f(x,un) 1 g/ <0€+e|un|2**1)ﬁdx (3.14)
Q Q
< 2/ (‘Cﬁ T 4e ]un]2> dx
Q
< M.

Agora, mostraremos algumas afirmacoes que nos auxiliarao na prova do lema.

Afirmagao 1: Seja K C Q\{z;;j € J} um conjunto compacto. Entdo, u, — u em
L¥ (K).

Desde que {z;;j € J} ¢ finito e K N {z;;j € J} =0, entao
d(K,{z;;j € J})=0>0.
Dai, considere 0 < € < ¢ e defina
Ac={x € Qd(z,K) < €}.
Seja p € C5° (2) , cumprindo 0 < p <1le
i)p=1em Ag;

i) = 0 em Q\A..
Assim, temos que

/|un|2* dxg/ |un|2* gpdx:/|un|2* pdx
K A. Q

e como A.N{z;;j € J} =0, pelos Lemas 3.2.2 e 1.4.2, segue que

limsup/ |un|2* dx < limsup/ |un|2* odx
K Q

n—-4o0o n—-+00

:/gody

Q

— [ 1l oo
Q

:/ |u|2*cpdx§/ |u|2*dx.
A A

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

limsup/ up | da < lim/ xa, [ul* do = / ul*” da (3.15)
K =0Jq K

n—-+o0o

2* 2* 2* 2*
u|” — |u|” g.s. em Q quando € — 0 e x4, |u]” < |u|” g.s. em Q.

Ja que, x4,
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3.2 A Condicao de Palais-Smale

Desse modo, por (3.15), L?" (K) ser uniformemente convexo e u,, — u em L?" (K), temos,
pelo Teorema A.1.5 do Apéndice A, que u, — v em L? (K).

Afirmagao 2: Seja K C Q\{z;;j € J} um conjunto compacto. Entao Vu,, — Vu em
) N

(L2 (K))™

Defina ¢ € C*Q\{z;;j € J} talque 0 < p <1lep=1em K. Logo,

0< / |V, — Vul? dz (3.16)
K
< / IV, — Vul® pdx
Q
= / Vu,V (u, —u) pdx — / VuV (u, — u) pdx.
Q Q

Como (pu,) ¢ limitada,
(I (1), (= 0) 9) = 0

quando n — 400, ou seja,

/ﬂ YV (un — 1) pdz + /Q Vit (ty — 1) Vipdz (3.17)
A [
—o(1)

Assim, substituindo (3.17) em (3.16), obtemos

X2, (U, — u) pdr — / f(z,u,) (un — u) pdx
Q

/|Vun—Vu|2dm
K
g/Vun (u—un)Vgodx+)\/\un|2*_2un (un, — ) pdx
0 0
+/f(x,un)(un—u)g0dx+/VuV(u—un)godx—i-o(l).
Q Q

Agora, para finalizarmos a prova da Afirmacgao 2 , resta mostrar que todas as integrais
do lado direito da desigualdade acima convergem para zero quando n — +oo. Para a
primeira integral, usando a desigualdade de Holder, temos

/an (4 — un) Vo < [Vl llnll - |ftn — ull, — O

quando n — 400, ja que (u,) ¢ limitada em H{ (Q) e u, — u em L?(Q). Para a segunda
integral, usando a desigualdade de Holder, segue que

)\/ \un\Q*_2 Up, (Uy — u) pdr = /\/ ]un]2*_2 Uy, (U, — u) pdx
Q supp()

2% —1
2

<A (||un||L2* (supp(gp))) ||Un - UHL2* (supp(¢p)) —0
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3.2 A Condicao de Palais-Smale

quando n — 400, pois (u,) é limitado em L?" (supp (¢)) e, pela Afirmacao 1, u, — u em
L% (supp (¢)) . Para a terceira integral, e novamente pela desigualdade de Holder e por
(3.14), obtemos

b/U@wM@m—wwwwé/) 1F (@ un) (1 — )] de
Q supp()

2% 1

<M g — ull e

supp()) 0

quando n — +oo0, pois, pela Afirmagao 1, u, — u em L* (supp(p)). Para a quarta
integral, observemos que

T (v) :/Vqugoda:
v

¢ linear e continua, e como u, — u em H} () temos que

/ VuV (u — uy,) pdz — 0
Q

quando n — 400 o que demonstra a afirmacao.

Seja

| —

K; ={z € Q;d(x,00) > % ed(x,{zj;jeJ})> =}

<

1

+) subsequéncia

Como, pela Afirmacio 2, Vu, — Vu em (L2 (K;))" temos que existe (u
de (u,) tal que Vu! — Vu q.s. em K;.Considere

Novamente, pela Afirmagdo 2, temos que Vul — Vu em (L? (K3))". Logo existe (u2)
subsequéncia de (u)) tal que Vu2 — Vu q.s. em K,. Como antes, seja

Up, = Us.
Procedendo desta forma, temos Vu/! — Vu em (L2 (Kj))N, donde existe (u)
subsequéncia de (u/ ') tal que Vu! — Vu q.s. em K, para j € N. Considerando

— o]
Up; = Uj,

obtemos (un]) subsequéncia de (u,) tal que a partir do j-ésimo termo
Vu,, — Vu q.s. em Kj, para todo j € N

€ Como
jeEN

segue que
Vi, — Vu g.s.em Q.
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3.2 A Condicao de Palais-Smale

Proposigao 3.2.6 Suponha f satisfazendo (f1) e (f2). Entao, dado M > 0, existe A\, > 0
tal que I satisfaz (PS), para todo ¢ < M e 0 < X < A,.

Demonstragao: Dado M > 0, considere

S% ¥
Ax =min ¢ S, : (3.18)
(N (M + A))e
onde A =ay |Q|+ a2 Q" ,a = (2 — 0) /2* e 0,44, ay sdo dadas na condicdo (fs) .
Desde que o < 2, segue que é < % e considerando A € (0, \,), temos que
S\ >
e como N N
A2 S2
T < o
A (N (M + A))e
obtemos ) N
(N(M+A)]- SN 2
—_— — . 2
[ ) <3 (3.20)
Tomando ¢ < M , seja (u,) C Hy(2) tal que
i) Iy (uy) — ¢
i) 1 (up) — 0 em H~(Q) quando n — +o0.
Primeiramente, mostraremos que (u,,) é limitada em H{ (). De i) e ii) segue que
1/
Iy (n) = 5 (I () ) < e+ 1+ [l (3.21)

para n grande. Por outro lado, usando (f2) segue que

I (un) — % <1; (1) un> - (% - 21) /Q lup|? dz +/Q (%f (2, ) Uy — F(x,un)) dz

A * * —
> NHun > —allﬁl—ag/glun2 (=) g
e, pela desigualdade de Holder,
[ 07 d < 00 0.
Q

Portanto,

Z e (3.22)

2%

1 / )\ * «
I () = 5 (I3 () s ) = Sl = a2 |92 = a2120°

l1—a
2*(1—&) b: 6 — 1
o ’ <1—a> PET T
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3.2 A Condicao de Palais-Smale

temos, pela desigualdade de Young, que

2*(1—
317 < 5 Ju

2+ Cs, (3.23)

Hun

em que

11—«

A l—a)
“WGQ—Q(T)

Logo, por (3.21), (3.22), (3.23), segue que

A . o
laal | 4+ ¢+ 1 > 2 llunl I3 = a1 192 = a2 120 (81 fun

e, portanto, existe C' > 0 tal que

C ]| + C > [Junl|> . (3.24)

Por i),
1 2 H 2*
I(up) = 5 | Vuu|"do — — [ |u,|” dz— [ F(2,u,)dv <1+c
2 Ja 2" Jo Q
para n grande. Assim, usando (3.2), obtemos

2 —C0 - <1+

1 9 A
B ||Un|| T ox ||Un |Un

|
2*
Dai, empregando (3.24), segue que
2 / /
[lun||” < €+ C ][,

provando que (u,,) é limitado. Assim, a menos de subsequéncia, (u,) converge fraco para
uw € Hi(Q). Além disso, (u,) satisfaz (3.3), (3.7) e (3.8), e dos Lemas 3.2.2, 1.4.2 ¢ 3.2.5
temos que

Vu, — Vu em [L? (Q)}N (3.25)
e
un|*” = v = |u]* dx+ Zyjém]. (3.26)
jeJ

onde 4, ¢ a massa de Dirac, v ¢ uma medida finita e positiva em Q, J é finito, {x;;
jeJ} CcQe{v;j € J} é uma familia de nimeros positivos. Observe que

/Qdy < (%)N (3.27)

pois se fQ dv < 1, o resultado segue de (3.19). Agora, se fQ dv > 1, fazendo n — 400 em

(3.22), tem-se
A 1-a
> — [ dv—ay|Q] —az |9 d .
c> N/Q v—ap|Q —az|Q] </Q 1/)
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3.2 A Condicao de Palais-Smale

Por conseguinte,

A l1-a
_/dy§c+a1|Q|+a2|Q|a (/du)
N Jao Q

11—«
< (M + a1 |9 + a2 |Q) (/ du)
Q

< (M+ A) (/Qdy>la
firs (2522 < )

A partir daf e usando (3.27) obtemos que

N
Vj:/ dyg/dy<(§)p.
A
{z;} Q

Logo ,pelo Lema 3.2.4, v; = 0 para todo j € J. Desse modo, por (3.26),

/|un|2* dr — / lul*" dx (3.28)
Q Q

e assim, por (3.20),

<z

Como
<I)\ Up,) un /|Vun\ dr — A /\un\ dm—/f T, Up) Updx
e sendo (u,,) limitada, segue por ii), (3.28) e (3.3), que
lim |Vun| dr =\ /|u| da:—i—/f x,u) udz (3.29)

Por outro lado, temos que

<I;\ (un) ,u> = /QVunVuda: — )\/Q lun|* % upude — /Q f(x,u,) udx (3.30)

e tendo em vista que u, — u em L?> 1 (Q), temos, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue, que
/|un| unudx—>/|u| dzx.

Dai, fazendo n — +oo em (3.30) obtemos, por ii),(3.25) e (3.7), que

/|Vu\ dr =\ /]u| da:+/fa:uudx

Disto e de (3.29), concluimos que

lim /|Vun\2dx—/\Vu\2da;.
n—+o00 o Q

Assim, como H} () é uniformemente convexo, segue, da Proposi¢ao A.1.1 do Apéndice
A, que u,, — u, o que finaliza a prova. [ |
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3.8 Multiplicidade de Solugoes

3.3 Multiplicidade de Solucoes

Nesta se¢@o, vamos obter a multiplicidade de solugdes para o problema (Py) quando \ é
suficientemente pequeno. Para tanto utilizaremos a seguinte versao simétrica do Teorema
do Passo da Montanha, cuja prova pode ser encontrada em [1]:

Teorema 3.3.1 Seja E =V ® X, onde E é um espaco de Banach real e V' tem dimensao
finita. Suponha que I € C* (E,R) é um funcional par que satisfaz I (0) =0 e

(I1) existe uma constante p > 0, tal que, I|pp,nx > 0;

(I3) existe um subespago W de E com dimV < dimW < +oo e existe um M > 0, tal
que, maxyew I (u) < M;

(I3) considerando M > 0 dado em (I3), I satisfazendo (PS), para 0 < ¢ < M.

Entao I possui ao menos dimW — dim V' pares de pontos criticos nao triviais.

Sejam 0 < A\; < Ay < ... < \; < ... a sequéncia de autovalores de —A em €2 com as
condigoes de fronteira de Dirichlet e ¢; as autofungdes correspondentes com ||g;|| = 1.
Considerando A; < \;, dado em (f3) e (f4), tomemos

V ={0},sej=1,
V={p1,....,0j_1},5e j>1

W ={p1,..., 01}

Para verificarmos as hipéteses do Teorema 3.3.1, ao longo desta se¢ao consideraremos a
decomposigao
H=VaoVv:

Nos lemas a seguir, mostraremos que as demais hip6teses do Teorema 3.3.1 sao atendidas
e comecaremos verificando que a hipétese (1) vale no subespago .

Lema 3.3.2 Suponha que f satisfaz (f3). Entao existe My, independente de X\ tal que
ue

Demonstracao: Temos, por (f3), que

| : A
]A(u)g—/|Vu|2dx—i/|u|2 da:+B|Q|——k/|u|2dx
2 Ja 2* Ja 2 Jo

e como ,
Jo VU] dx
A, > =————, para todov € W
Jo lv|” da
segue que
A x
I (u) < —5/ uf* dz+ B|Q| < B|Q).
Q
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3.8 Multiplicidade de Solugoes

Lema 3.3.3 Seja a : @ — R uma funcio mensurdvel tal que a <# \;. Entao, existe
B >0 tal que, para todo w € H NV*,

/ (IVul* - atu?) do > 5/ u?dx
Q Q

Demonstragao: Consideremos o conjunto

A:{uEVL;/u?dx:l}
Q

— 2 4,2
5;2£/Q(’Vu’ atu?) du.

Observe que para demonstrarmos o lema basta provar que S > 0. Temos que 5 > 0, pois

para u € V*
/\Vuﬁdx > )\j/u2dx.
0 0

Afirmamos que § é assumido. Para mostrarmos isso, tomemos (u,) C A tal que

onde ™ = max{a,0}.

e defina

S = lim (|Vun| —atul) du.

n—-+00

Como [, au® < ||al|,, , temos, para n suficientemente grande, que

2
[[unl]” < B+ 1+ [lall

Assim u,, — uy em Hj () e, pela imersiao compacta de H} () em L?(Q), u, — up
em L?(Q). Dai, pelo Teorema A.1.5, a menos de subsequéncia u, (z) — wug(z) e
lu, ()] < h(z) qs. em Q, onde h € L*(Q2). Usando o Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue obtemos que

1—/udx—>/ dxe/a+u2dx—>/ uddx
Logo ug € A e

luoll* <t | [ (90, =%y do+ [ andae] =5+ [ aan
n——+00 Q Q Q
mostrando que
/ (|Vu0\ —atug) dz = .
Q

e, portanto, 3 é assumido. Agora, suponha, por contradicao, que 3 = 0. Sendo V*+ =

(@, ooy P, Pmi1, -..) considere E,, = (@), ..., 0m), onde \j = i1 = ... = Ay < A1
Tomemos a seguinte decomposicio V* = E,, @ V- me1s portanto ex1stem u € E,, e
uy € V- a1 tals que ug = uy + ug. Dessa forma,

B = / (|Vu0| —atug) dz > / (|Vu2|2 — \ju3) dz.
Q Q

44



3.8 Multiplicidade de Solugoes

Desde que A1 [ousde < [, |Vus|® dz temos que

(Aerl - A])
>\m+1

8> b/wmfwz&
Q

implicando que u, = 0. Desse modo, obtemos que ug = u; e portanto ug é um autofuncao
associada a \;. Daf, segue que

0=p= [ (Vul —a)ar= [ (3~ a*) i
Q Q

Assim up = 0 em um conjunto de medida positiva e portanto, pela propriedade da
continuac¢ao unica das autofungoes do laplaciano (ver [9]), up = 0 em Q. O que é uma
contradicao, ja que ||uo||, = 1. |

No préximo resultado, provaremos que a hipétese (I;) é satisfeita.

Lema 3.3.4 Suponha que f satisfaz (f1) e (fs). Entao, existem constantes p,« > 0, tais
que, Ii|op,nve > o

Demonstracao: De (fy) temos que dado € > 0, existe § > 0 tal que se |s| < J, entao

2

F(z,8) < M' (3.31)
Por outro lado, segue, de (3.2) e para |s| > d, que
C2* s> els”
F(z,s) < o TR (3.32)
Dai, por (3.31) e (3.32), temos que
2* 2
F(z,s) < KE|82* + alz) —;— )lsl ,Vs € R, q.s. em Q. (3.33)

Agora considerando 3 do Lema 3.3.3, tomemos ¢ > 0 tal que f— ¢ A; > 0. Assim, usando
o Lema (3.3.3) e que a™ (z) < \;, segue que

L 0vuk —a@fan) = o ([ (90 o @l o) +€ [ (90 = ) 1uf) o

(3.34)

1 / /
oo <B/Q|u|2 dx — € /Qa+ (z) |u® dz + € /Q|Vu|2dx)
1 / !
> e (/Q (6—6)\j> lul? da + € /Q|Vu|2dx)

‘ ,/]Vu\zdx.
1+€ Q

v

v
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3.4 Existéncia de Solugao Nao-Negativa e de Solugao Nao-Positiva

Logo, por (3.33),(3.34) e pela imersdo de Sobolev, temos que

/|Vu] de — — /\u| d:U—/ (x,u)dx

>\ 2
22/(|Vun| —a()|u|)da:—<§ 2*)/ —/Q%dx
> — —C
> S fulf?
1 6, 2 o*
> (= _ _ _
_(21+€, 2@)\@11 C |l
e portanto, para € > 0 pequeno, resulta que
I)\ (u) =
onde K > 0. Por conseguinte, tomando p > 0 adequado, decorre que
Kp*—Cp* >0

e por isso
I (u) > «a, parau € 9B, (0)NV*.

Agora, estamos em condicoes de demonstrar nosso resultado principal que é o seguinte,

Teorema 3.3.5 Suponha que f (x,s) é impar em s e satisfaz (f1), (f2), (f3) e (f1) . Entédo
existe py, € (0,00] tal que (Py) possui ao menos k — j + 1 pares de solugdes nao triviais
para todo \ € (0, uy) .

Demonstracao: Pelos Lemas 3.3.4 e 3.3.2 temos que I, satisfaz (1) e (I3). Além disso,
pela Proposigao 3.2.6, existe uy > 0 tal que I, satisfaz (I3) para todo A € (0, p). Desde
que I, (0) = 0 e I, é par, concluimos do Teorema 3.3.1 que (P)) possui no minimo k—j+1
pares de solugdes nao triviais para todo A € (0, ) - [ |

3.4 Existéncia de Solucao Nao-Negativa e de Solucao
Nao-Positiva

Nesta secao, vamos mostrar o seguinte resultado:

Teorema 3.4.1 Suponha que f satisfaz f(x,0) =0, (f1), (f2), (f3) com A\g = A1 e (f4)
com \; = A\1. Entao existe iy > 0 tal que (Py) possui uma solugao nao-trivial nao-negativa
e uma solu¢do nao-trivial nao-positiva para todo A € (0, py) .

Este resultado garante a existéncia de uma solucao nao-trivial nao-negativa e de uma
solugdo nao-trivial nao-positiva para o problema (P,). Observe que no Teorema 3.4.1,
ao contrario do Teorema 3.3.5, nao exigimos que f seja fmpar na segunda varidvel. Para
provarmos o Teorema 3.4.1, faremos uso da seguinte versao do Teorema do Passo da
Montanha (veja [21]):
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3.4 Existéncia de Solugao Nao-Negativa e de Solugao Nao-Positiva

Teorema 3.4.2 Seja E um espago de Banach. Suponha I € C' (E,R) satisfaz I (0) =0
e as sequintes condigoes:

(1) Eziste uma constante p > 0, tal que, I|pp, > 0;

(Iy) Existe vy € 0B, (0) e M > 0, tal que, supt>0] (tvy) < M e

(I3) considerando M > 0 dado em (I5), I satisfaz (PS), para 0 < ¢ < M.

Entao I possui um ponto critico nao-trivial.

Primeiro, mostraremos que (Py) possui uma solugao nao-trivial ndo-negativa. Note que,
para mostrarmos o resultado desejado, basta provarmos que o problema (3.35) tem uma
solucao nao-trivial. Considere o problema:

—Au= Mu* Pu +f(z,u) ,zeQ
w>0 reQ (3.35)
u=>0 , € 0N

onde (,5)
~ | f(z,8), ses>0
f(:v,s)—{() , se s<0.
O funcional energia I, associado a (3.35) ¢ dado por

I (u) = 1/|Vu| dz—§ (u +)2*d:v—/QF(a:,u)da:

F(z,s) :/Osf(x,t)dt

Por argumentos padrdes, verifica-se facilmente que I, € C! (H} (Q),R)

onde

Observagao 3.4.3 Chamemos a ateng¢ao para os sequintes fatos:

i) f satisfaz (f1) :

Com efeito, temos que N
f(z,s)

jsl—co |5 ]

=0

pois se s — —oo, entdo f =0 e se s — 400, entao f = f.

it) f satisfaz (f1) com Aj = A :
Defato tem-se F (z,5) = [ f(z,t)dt = [ f = F(z,s), ses >0 e F(z,s) =
fo (xz,t)dt =0, se s <0, entdo, seque que

" = a(z) < A1, uniformemente q.s. em Q.
s—0 S

Nos proximos resultados provaremos que o funcional energia I satisfaz as hipdteses
do Teorema 3.4.2.

Lema 3.4.4 Suponha que f satisfaz (f1) e (fa) com A\; = M. Dado pp > 0, existem
constantes p,a > 0 tais que ],\|aBp > .
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3.4 Existéncia de Solugao Nao-Negativa e de Solugao Nao-Positiva

Demonstragao: Considerando j = 1 no Lema 3.3.3, temos que existe S > 0 tal que

/Q (IVul? — a* (2) [uf?) do > ﬁ/ﬂ uf? da, Y € H(Q).

Agora, observe que

/Q(‘V“‘Q“” @) uT’) dfﬂz/Q(\Vu\Q—a* (o) Jul?) de
Zﬁ/ﬂ|u\2dx

e dai, basta repetir a demonstragao do Lema 3.3.4 com \; = A;. [ |

No préximo resultado, verificaremos a condigao (1).

Lema 3.4.5 Ezistem v, € 0By (0) e M > 0 tais que suptzojj\ (tvy) < M.

Demonstragao: Considere p; > 0 uma autofuncao associada a Aj, com ||p1]| =
Usando (f3), para todo t > 0, temos que

t<p1 /|Vtg01| dx——/ ter) dx—/F(:z:,upl)d:c

/ Vi [ / (o, t1) do
A 12
< — /|V<,01| dx + B|Q| — AL /gofdx
Q

| /\

fQ|V€01| dx .

onde usamos que A\ = “——5—,
Japide

Em seguida, mostremos que I satisfaz a (I3).

Lema 3.4.6 Seja M > 0 dado no Lema 3.4.5, I satisfaz (PS), para 0 < c < M.

Demonstragao: Considere (u,) C HL() tal que I (u,) — ce I:\ (up) — 0em H1(Q).

Com um raciocinio andlogo ao da Proposigao 3.2.6, obtemos que (u,,) ¢ limitado em

H3 (). A partir daf mostraremos que u,, — 0. Para isso basta observar que

() =) = [ V¥ () o=t [ ()7 (o= [ T () o = [z |

Além disso,

I, (uy)

== |

€ como




3.4 Existéncia de Solugao Nao-Negativa e de Solugao Nao-Positiva

concluimos o que querfamos mostrar.
Agora, usando a imersao de Sobolev obtemos que ||u,;

o« — 0. Observemos que

I (un)zl/\Vunde—i/ (u:)2 d:c—/ﬁ(x,un)dx
2 Jq 2* Ja Q
—1/ ’Vu;rfdx—l/ ‘Vunfdx—i/ (u;r)2*d$—/F(x,uI)da:
2 Ja 2 Ja 2" Ja Q
= Iy (u:) —1/ }Vu;fda:.
2 Ja
Assim, como ||u,, || — 0, segue que

I, (u:{) = %/ |Vu;‘2 dx + 7; (u,) — c. (3.36)
Q

Temos também que

:/Vuandx—i/ (u+)2*lvdm—/f(x,un) vdx
/Vu+Vvd93—/Vu Vvd:c——/ 2*111&lx—/9f(93 u) vdx
= (1 () v} + (I (~uz) S0,

<I;\ (u}) ,U> = <Z\ (un) ,U> - <I~;\ (—uy,) ,v> —0 (3.37)

e assim, segue de (3.36), (3.37) e da Proposicao 3.2.6 que

donde

ut — ug € Hy(Q)
e, portanto, u,, — uy pois u, — 0. [

Demonstragcao do Teorema 3.4.1: Pelos Lemas 3.4.4, 3.4.5, 3.4.6 temos que I,
satisfaz as condigoes (I1), (I2), (I3) do Teorema 3.4.2. Além disso, I, € C' (H}(Q),R) e
I, (0) = 0. Logo pelo Teorema 3.4.2 I, possui um ponto critico ndo-trivial. Agora, para
finalizar a demonstragao, basta mostrar que tal ponto critico ¢ nao negativo. Seja u um
ponto critico de I. Logo,

by . -
/ VuVudr = B (u+)2 Yodz + / f (z,u,) vdz, para todo v € Hol(Q).
Q

Assim, considerando v = —u~, obtemos que

/‘Vu_|2dx:/VuV (—u_) dr =20
Q Q

provando que se u é ponto critico de I, entao u > 0.
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3.4 Existéncia de Solugao Nao-Negativa e de Solugao Nao-Positiva

Para garantirmos a existéncia de uma solugao nao-trivial nao-positiva basta, de
maneira andloga a demonstracao da existéncia de solugao do problema (3.35), resolvermos
o seguinte problema:

—Au=\Nu"Pu+f(z,u), €0
u <0, x €N (3.38)
u =20, x € 08,

onde
f(x,s)—{ (x,s), ses<0

0 , se s>0,
)

e o funcional energia I, associado a (3.38) é dado por

@zééww@F%[&me—Af@mm
'F(@s):lés?(%twﬁ

Observemos que o resultado do Teorema 3.4.1 ndo é verdade sem a hipétese (f3).
Consideremos o seguinte exemplo:

em que

Exemplo 3.4.7 No problema (Py), seja N =3, f (x,5) = 35 com 3 < 2, e Q = B(0,r)
é uma bola em RY, isto é, considere o problema

{—AuzMﬁ+&uxeB@W) (3.39)

u =0, x € 0B(0, 7).

Observe que as hipdteses (f1),(f2) e (f1) sao satisfeitas por f, porém

(x,s) tdt =
//3

, para todo s € R, q.s. em B(0,r),

ou seja, f nao satisfaz a hipdtese (fs).

Vamos supor, por contradi¢ao, que o Teorema 3.4.1 seja verdade. Assim, existe pi; > 0
tal que (3.39) possui uma solu¢iao u > 0 para todo A € (0,p1). Tomemos N\ < py. Dai
v = \iu resolve o problema

—Av=1v°+Bv, x € B0,r)
v >0, x € B(0,r)
v =0, x € 0B(0,7),

para 3 < % o que contradiz o Teorema 1.2 de [4].
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Apéndice A

Neste apéndice, listamos alguns resultados importantes que sao utilizados no decorrer
de nosso trabalho.

A.1 Resultados Auxiliares

Proposicao A.1.1 Seja E um espago de Banach uniformemente convexo. Seja (x,) uma
sequéncia em E tal que x, — x e

limsup [l ] < [[2].

Entao,
Tp — T.

Demonstragao: Veja [3,pdg. 52, Prop. I111.30]. |
Teorema A.1.2 (Identidade de Pohozaev) Considere o sequinte problema

{—Au:f(u),xEQ (%)
ue H}(Q),

onde f € C* (R,R) eQ C RY ¢ limitado e suave com N > 3.
Seja u € H? (Q) uma solugdo de (**) tal que

loc

F(u):/ouf(s)dsELl(Q).

Entao, u satisfaz

N—2 1
—/ ]Vu]zdx—i——/ yvuy2a.udo:N/F(u) dx
2 Q 2 o0 Q

onde v é a normal unitdria exterior a OS).

Demonstragao: Veja [15, pag. 253, Prop. 2.1]. [
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Lema A.1.3 (Brézis-Lieb) Sejam Q C RY aberto e (u,) C LP (), 1 < p < +00. Se
a) (u,) € limitada em LP (Q);

b) up, — u q.s. em S,

entdo u € LP () e

im (= o = wlf?) = Ifulf
Demonstracao: Veja [24,pag. 21, Lema 1.32]. [

Lema A.1.4 Seja Q um dominio limitado do RY, N > 4. Se —)\; () < X\ < 0, entdo
eziste uma func¢do ndao-negativa v € Hy (Q)\{0} tal que

2 2
[ol]” + Aol

v

< S,

2
2*

onde A\ () é o primeiro autovalor de —A em € com as condigoes de fronteira de Dirichlet
e S é a melhor constante da imersao de H} () em L* (Q).

Demonstragao: Veja [24, pdg. 35, Lema 1.46]. [ |

Teorema A.1.5 Seja (u,) uma sequéncia em LP e v € LP tais que ||lu, —ul|,, — 0.
Entao, existe uma subsequéncia (uy,,) de (u,) tal que

a) Uy, — u q.s. em

b) |, (x)] < h(x),Vk e g.s. em Q, com h € LP.

Demonstragao: Veja [3, pag.58, Teorema IV.9)]. [

Proposicao A.1.6 Para todo subconjunto aberto €2 de RV,
S=5(Q):= inf |[Vul
Q)

ueD(l)‘z(
Julgx =1
e S (Q) nunca é atingido exceto quando ) = RY.

Demonstracao: Veja [24,pdg. 32, Prop. 1.43]. [ |

Proposicao A.1.7 Sejam u uma fungdo mensurdvel, u* sua simetrizacao de Schwarz e
F:R — R ¢é uma func¢io Borel mensurdvel tal que ou F >0 ou F (u) € L' (Q). Entdo,

/ PG [ Fuw

B(0,r)
Demonstragao: Veja [16, pdg. 14]. [

Teorema A.1.8 (Pélya-Szegd) Seja 1 < p < +oo. Sejam Q C RY um dominio
limitado e u € W, P (Q) tal que u > 0. Entdo,

(/ |Vuﬂp¢E§L/ IVl dz.
B(0,r) B(0,r)

Em particular u* € Wy (Q).
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Demonstracao: Veja [16, pig. 35, Teorema 2.3.1]. [

Teorema A.1.9 (Teorema de Lusin) Sejam X wm espago topoldgico localmente
Hausdorff compacto, p é uma medida de Radon em X e f : X — C é uma fungao
mensurdvel tal que p(E) < 400 onde E = {z; f(z) # 0}. Para qualquer ¢ > 0, existe
p € C.(X) tal que p({x; f (z) # ¢ (x)}) < e. Se f é limitada, ¢ pode ser tomado
satisfozendo [|¢l, < IIfIl,.

Demonstragao: Veja [11,pdg. 211, Teorema 7.10). [

Teorema A.1.10 (Teorema de Egoroff) Sejam p(X) < +oo, e f, e [ fungdes
complexas mensurdveis em X tais que f, — f q.s.. Entdo, para cada ¢ > 0, existe
E C X tal que p(E) < € e f, — f uniformemente em E°.

Demonstragao: Veja [11,pdg. 60, Teorema 2.33]. [ |
Proposicao A.1.11 Sejam E um espago de Banach e ¢ : E —] — 00, +00| semicontinua
inferiormente (para a topologia forte). Entdao, ¢ é semicontinua inferiormente para a
topologia fraca. Em particular, se x, — x entao

¢ () < liminf ¢ (z,) .
Demonstracao: Veja [3, pag. 38, Corolario IIL.8]. [ |

Proposicao A.1.12 Sejam v e p medidas em um espago de medida. Entao,
a) v<<|v|e % =1|v|—gq.s;

b) L* (v) = L' (|v]), e se f € L' (v), entdo |[ fdv| < [|fld|v|;

¢) |v(E)| < |v|(E) para todo E pertencente a o— dlgebra;

Demonstragao: Veja [11,pdg. 89, Prop.3.13]. [ |
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