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Resumo

Hesse afirmou em um dos seus artigos que uma hipersuperficie no espaco projetivo
P" que tenha o hessiano polinomial nulo é um cone. Mais tarde, Gordam e Noether
provam que a afirmacao de Hesse é valida apenas para n < 3, apresentando contra-
exemplos para n > 4. Inicialmente tentamos resolver o problema de maneira direta e
elementar, tendo sucesso s6 no caso de P!, entao partimos para o estudo de dual de uma
variedade e de mapa polar associado a uma hipersuperficie X = Z(F') C P". Tendo em
consideragao que X* C Ir, onde Ir é a imagem do mapa polar, e que X é um Cone
se, e somente se, X* é degenerado. Somos levados a mostrar uma série de resultados
técnicos afim de concluir que Ir é uma variedade linear, especificamente uma reta se
n = 2 e um plano ou uma reta se n = 3. Provando assim que dada uma hipersuperficie
X =Z(F)CP" Sen < 3, entao

X é um cone <= det [Hess (F)] = 0.

Palavras-Chave: Hipersuperficie, Hessiano nulo, Dualidade, Cone.
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Abstract

Hesse said in one of his articles that a hypersurface in the projective space P" that
has null hessian polynomial is a cone. Later, Gordam and Noether prove that the
statement of Hesse is valid only for n < 3, presenting counter-examples for n > 4.
Initially we tried to solve the problem in a direct and elementary form, been well
succeeding only in the case of P!, so we set out to study the dual of variety and polar
map associated to the hypersurface X = Z(F) C P". Having mind that X* C Ip,
where I is the polar map image, and that X is a cone if and only if, X* is degenerate.
Which brings us to display a series of technical results in order to conclude that I is
a linear variety, specifically a line if n = 2 and a plane or line if n = 3. Thus we prove
for a given hypersurface X = Z(F) C P". If n < 3, then

X is a Cone <= det [Hess (F')] = 0.

Keywords: Hypersurface, Hessian null, Duality, Cone.
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Introducao

Seja F' € C[xg, 21, ..., ;) um polindmio nao nulo de grau d > 1. Seja hy o polinémio
hessiano associado a F', ou seja, hp é o determinante da matriz hessiana, a saber:

>PF
hp = det ([8xi5$j}i7j=0’~-”"> |

E 6bvio que hr = 0 se em F nao comparecem todas as varigveis. De fato, com um pouco
mais de trabalho (veja Coroldrio 1.0.8) pode-se verificar que hrp = 0 se for possivel
fazer uma mudanca de coordenadas de tal maneira que o novo polinémio dependa de
no maximo n varidveis.

No contexto de geometria algébrica, se F' for homogéneo as hipersuperficies X =
Z(F) C P" tais que apés uma mudanca de coordenadas projetivas, T, seja possivel
obter T (X) = Z (Ty- F), onde T; - F depende no méximo de n varidveis é denominado
um Cone. Portanto temos verificado que se X = Z(F') C P" é um Cone, entdao hrp = 0.

Uma questao natural que surge aqui é em relagao a reciproca, ou seja, se hp = 0,
entdo X = Z(F) C P é um Cone? Se d = 1 é 6bvio, se d = 2 a afirmacao é valida
(veja Corolario 1.0.11). Mas e se d > 37

Em 1851, Ludwig Otto Hesse afirmou em [HE] que

hr =0<= X = Z(F) é um Cone.

Mas em 1876 Gordan e Noether, em [GN], reconsideraram este problema e provaram
que Hesse estava enganado, pois o inverso seria valido apenas quando n < 3 e em geral
é falso quando n > 4.

O objetivo desta dissertacao é explorar a reciproca da afirmacao de Hesse.
Mostrando que

hr =0<= X = Z(F) C P" ¢ um Cone paran € {1,2,3}.

Com este objetivo em mente iniciamos o capitulo 1 tentando resolver o problema de
maneira direta e elementar. No caso n = 1 conseguimos ter sucesso. Ja para n = 2,
ap6s um arduo trabalho conseguimos verificar a reciproca para d = 3 e 4. Assim somos
levados a introduzir os conceitos de dual de uma variedade e mapa polar associado a
uma hipersuperficie X = Z(F) C P". De fato, o mapa polar é definido como o mapa



racional

q— [3—§;<q> O %(Q)] '

Se denotarmos por I a imagem do mapa polar ¢, verifica-se a partir das defini¢oes
que X* C Ir. O que nos levara a concluir que se Ir é degenerada ou variedade linear,
entao X* serd degenerada. Logo o Teorema 2.1.4 nos permite concluir que X ¢ um
Cone.

Neste sentido o Teorema(ZAK) 2.2.3 nos garante que dim [}, < dim SingX . Logo
se X =Z(F)CP"ehr=0comn < 3, entdo necessariamente 0 < dim /. < 1.

Se dim I} = 0, entao apelando para o Teorema de Bidualidade e usando que
dualizagdo preserva irredutibilidade (veja Proposi¢ao 2.0.5 ) concluimos Ip é um
hiperplano, logo X é um Cone.

Se dim [}, = 1, entao uma série de resultados técnicos nos permitem concluir que [7
é uma reta em P? e consequentemente I também serd uma reta. Logo X é um cone.

xi



Notacoes

P - Denota o anel C [z, ..., z,];

P, - Denota o subespaco vetorial {F' € P / F' é homogéneo e O(F) = d};

hr - Denota det [Hess (F)];

P" - Denota o Espaco Projetivo de dimensao n;

Mep - Denota Mudanca de Coordenadas Projetivas;

G(k,V) - Denota a k-grassmaniana associada ao espago vetorial V';

T, - Denota o isomorfismo linear de P; em P,; definido por F' —— Ty - F', onde

Ty F (xg,...,z,) = F (T_1 (o, ,xn)) ,

com T : C"t! — C"*! um isomorfismo linear.

xii



Capitulo 1

Caracterizacao das hipersuperficies
com hessiano nulo

Neste capitulo iremos definir e trabalhar com Cones em P", mais especificamente
para n = 1,2, 3. Caso o leitor nao esteja familiarizado com as defini¢oes e conceitos de
Geometria Algébrica, recomendamos a leitura da referéncia [Rob], capitulo 1, segoes 1,
2 e 3, ou a leitura da referéncia [EGH], capitulos 5 e 6.

Definigao 1.0.1 (Cone) Seja X = [F]| uma hipersuperficie de grau d em P*. X é
denominado Cone, se e somente se, existe uma mudanc¢a de coordenadas projetivas

(Mcp)
T:P* — P
[v] — [T (v)]
tal que Ty - F' é um polinémio onde comparecem no mdzximo n varidveis (Iy denota o
isomorfismo linear de Py em Py definido por Ty F (xq,....,x,) = F (T (xq, ..., x,))).

Exemplo 1.0.2 Em P" todo hiperplano é um Cone. De fato, seja [F| um hiperplano
em P". Assim F = agrg + a121 + ... + a,x,, onde a; € C nao sao todos nulos. Agora,
se a; # 0, consideremos a Mcp T induzida pelo isomorfismo linear

T11P1—>P1
F'—>xi )
Ljr— T

se j #1. Logo Ty - F = x;. Portanto [F] é um Cone.

Proposigao 1.0.3 Seja X = [F| uma hipersuperficie de grau d em P'. Entio X é um
Cone se, e somente se, Z(F) é um ponto em P

Demonstragao: =) Seja X = [F| um Cone em P!, entao existe uma Mcp T tal que
Ty F =2l Assim

T(Z(F) = Z(Ty- F) = {[0: 1]} = Z(F) = {T™* ([0 1))} .

1



Logo Z(F) é um ponto em P!.

<) Temos que Z(F') = Z (axg — bxy). Como a ou b & nao nulo, entdo, sem perda de
generalidade, suponhamos que a # 0. Agora, consideremos uma Mcp T induzida pelo
isomorfismo linear

T13P1—>P1
arg — bry — x¢ .
Ty —— I

Assim T - (axg — bx1) = xo. J& que Z(F) = Z(axy — bxy), entdo

Z(TdF):Z<T1(G.’L’o—bl’l)):Z(I'0>
=Ty F = pxy,

para algum p € P; 4. Agora, como Z (T,;-F) consiste em um tnico ponto,
necessariamente g = axd !, com a € C — {0}. Portanto T, - F = axl, de onde
concluimos que [F] é um cone em P*. |

A seguir mostraremos que os cones em P? sdo unido de retas concorrentes, conforme
ilustra a figura a seguir:

Proposigao 1.0.4 Seja X = [F] uma hipersuperficie de grau d em P?. Entio X é um
Cone se, e somente se, Z(F) = Ly ULy U...U Ly, com k < d, onde L; sao retas em
P? para i =1,2,....k. Além disso, se k > 2 e Ly N Ly = {p}, entdo p € L;, para todo
t=1,2,... k.

Demonstragao: =) Seja X = [F] um Cone em P?, entao existe uma Mcp T tal que
Ty- F € Clxg,x1]. Assim, pela Proposigao B.1.8, temos que

d
Td -F = H (ail’o + bzl’l) s

i=1
onde [a; : b € P!, para todo i = 1,2, ...,d. Logo

d

T(Z(F)) =Z (T, (H axo—i—bxl):UZ(aia:o—i-bixl)

i=1



onde L;, = Z (Tf Y (agmo + bixl)). Note que L; sdo retas, pois T} é um isomorfismo
linear em P;, para n = 1.

Agora, suponhamos que k > 2 e L1 N Ly = {p}. Seja f, = T, - (ayx0 + byw1) para
t=1,2,....k. Como f; e fy sao linearmente independentes em P, e dim P, = 2, para
n = 1, entao existem [y : 3;] € P! tais que

Ji = auf1 + Bif,
para todo t = 1,2, ..., k. Assim

fi(p) = aufi () + Befa (p) = 0.

Logo p € Ly, paratodot = 1,2, ... k.

<) J4 sabemos que todo hiperplano ¢ um Cone. Portanto vamos assumir que d > 2.
Assim, temos que Z(F) = L1 ULy U...U L, e Ly N Ly = {p}, onde L; sao retas em
P? com t = 1,2, ..., k. Fagamos L; = Z(I;), onde l; sdo formas lineares em g, 71 € 5.
Assim

Z(F) = Z(y - ... 1))

= VFY =y D)y = (I )

= F=ply .1,

com p € C [z, 71, 29). Como Z (F) = LyU...ULy, entdo necessariamente y = als'-...- 1%,
com a € C—{0}. Portanto,
F=olit .. I™

onde ny + ... + n, = d. Além disso, temos que
Iy = ayly + Byla,

pois [1 e I3 é uma base do subespaco de P;, para n = 2, formado pelas formas lineares
que se anulam em p e p € L;, para todot = 1,2, ..., k. Logo

F = al'15? (agly 4 Bsle)™ - - (agly + Brla)™ .

Agora, como z;(p) # 0 para algum ¢ = 0,1,2, entdo suponhamos sem perda de
generalidade que x5 (p) # 0 e consideremos a Mcp induzida pelo isomorfismo

T12P1—>P1
l1'—>I0
ly — x4
Lo —— X9

3



Note que

Td . F = Td . (Ozl?ll;u (Oégll + ﬁ312)n3 et (Oékll + 5kl2)nk)
= (Oél?llgz (agll + ﬁglg)ng Cat (akll + ﬁklg)nk) (Tﬁl)
ng

= o' 1) (aszo + f311)™ - .. - (aro + Fr1)

Portanto X = [F] é um Cone. |
Cones em P

Seja X = [F] um Cone de grau d em P3. Entao existe uma Mcp T em P? tal que
em T, - F' comparecem no méximo trés varidveis. Seja ng o nimero minimo de varidveis
ao qual podemos chegar apés realizar uma Mcp. Assim, se:

1) ng =1, entdo Ty - F = xl. Logo o trago de Ty - F' define um palno em P3,

.

k
2) ng = 2, entdo, pelo Teorema B.1.8, temos que Ty - F = [] (a;xo — bixl)di,

i=1
com dy +...+dy = d e la; : b;] € P! paratodoi = 1,.., k. Note que em Ty- F comparecem
no minimo dois fatores lineares linearmente independentes, pois do contrario podemos
eliminar mais uma varidvel. Assim o suporte de T - I’ consiste da uniao de k planos

distintos contendo a reta | = Z (xq, x1).




3) ng = 3. Inicialmente assuma que F' é livre de quadrados e irredutivel. Se
d =2, temos que Z (F') ¢ um Cone do seguinte tipo

Z

Em geral, Z (F') é dado por uma unido de retas [,, passando por um ponto p com ¢
variando sobre uma curva plana de grau d.

Agora se retirarmos a condicao de F' ser irredutivel, a superficie X serd a uniao dos
outros ja citados. Por exemplo, se d = 3, temos que T3 - F = LiLoLs ou T3 - F' = L4,
onde () é uma qudadrica irredutivel e L; sao formas lineares, cujos tracos sao os seguintes.

4




Proposigao 1.0.5 Seja X = Z(F) G P3 uma superficie irredutivel e reduzida de grau
d. Entao X é um Cone se, e somente se, exviste H G P? plano e p ¢ H tal que
X=Ulyy ondeC=XNH.

qeC
Demonstragdo: =) Seja X = Z(F) & P? um Cone, entao existe uma Mcp T tal
que Ty - F = f € Clxg, x1,25]. Consideremos H = Z(x3) ep=1[0:0:0:1]. A seguir
provaremos que Z(f) = | l,4, onde C = Z(f) N H:
qeC

i) Seja r € Z(f). Ser = pour € H, ndo hd o que mostrar. Se r ¢ H
e r # p temos que l,, N H = {q}. Assim ¢ = ar + fp, com [a: 3] € P!, entao

q = |arg : ary @ ary : 0], onde = —ars, isto implica que f (q) = f(arg, ary, ary,0) =
adf(r) = 0. Logo q € C concluindo assim que l,, = l,, € U l,, Portanto
qeC
Z(f) € U lpg-
qeC

ii) Seja r € l,,, com ¢ € C dado por ¢ = [go:¢q1:¢2:0]. Assim r =
[aqo = aqy : ags : (], para algum [« : 8] € PL. Observemos que

f (T) - f (05907046117 anMB) - adf (QO7Q1aCI2,0) - ad 0=0= lp,q g Z(f)
Logo T (Z(F)) = Z(f) = U l,4- De onde conlufmos que

qeC

Z(F) = T <U lp,q) = U T (lp,q) :

qeC T—1(q)eT—1(C)

<) Inicialmente observemos que dados um plano H = Z (h) em P? e p ¢ H, existe
uma Mcp T : P> — P3 tal que Ty -h = z3 e T(p) =p =1[0:0:0: 1] (ver Exemplo
B.4.1). Seja T, - F' = f. Observe que f (z9,21,22,0) € C[zg, 21, 22], € nao nulo, pois

f € irredutivel. Assim considere a superficie Z (f), com f = f(xo,1,72,0), entdo,

conforme foi mostrado na implicagao desta proposicgao,

Z (f) LT

qeC

onde C = Z(f) N Z(z3). Logo
Z(Td-F):Z(f) =Ty F =\,
onde A € C — {0}, ou seja, T, - F' depende no maximo de trés varidveis. [ |

Observagao 1.0.6 Seja F' € C |y, ..., z,]|. Denotaremos por hr o hessiano polinomial
de F', o qual é definido pelo determinante da matriz Hessiana associada a F', ou seja

hp = det [Hess (F)] = det ([ aijai j} N n) .




Teorema 1.0.7 Sejam F € P; nio nulo, com d > 1, e T € Aut(C"'). Entdo
[Hess (Ty- F)] = [T~V [Hess (F)] [T~].

Demonstracao: Consideremos o seguinte diagrama
CnJrl T__l) (CnJrl i) C.
Assim as aplicagoes
(Tfl) . CnJrl - L (Cn+1,(cn+1) e (Tfl) . (CnJrl - (Cn+1,£ (Cn+1’Cn+1)) 7
induzem respectivamente, para todo ¢ € C, as seguintes aplicacoes
(T*I), SCMt — C e (Tﬁl)” . Ctl x Cv — Ccn L
C C

De fato, usando a regra da cadeia pode-se mostrar que, para todo (u,v) € C*™! x C"*!/
temos que

"

(FoT™)! (0:0) = Fiosgy (1), ), (T, 0)) + Froago (1)) (w0)
Como (77*1),C ¢ uma aplicagao linear e (77*1),C =T!, entao (T*I)Z = 0, obtendo assim
que

(FoT™), (u,0) = Froag (T7), (), (T7), ()

Agora, por Algebra Linear, temos que

@ o’

BoLxL],= (1) 1Bl

onde L : W — V é uma aplicacao linear, B : V x V — C & bilinear, o e 3 sao bases
ordenadas fixadas de V e W, respectivamente.
Portanto, como T; - F = F o T~ temos que

[Hess (Ty- F)] = [T7]" [Hess (F)] [T71]
na base canodnica. [

Corolério 1.0.8 Seja F' € P; nao nulo, com d > 1. Entao hr = 0 se, e somente se,
hr,r =0, para todo T € Aut (C™).

Demonstracao: De fato temos que
[Hess (Ty - F)] = [T7]" [Hess (F)] [T7Y] .

Assim
det [Hess (Ty - F)] = det [T*]" det [Hess (F)] det [T71] .

Logo, hr,r =0 < hp = 0, pois det [T~1] # 0. [ |

7



1.1. HIPERSUPERFICIES EM P' COM HESSIANO NULO

Coroldrio 1.0.9 Se X = [F] C P" é um Cone, entao hr = 0.

O préximo teorema classifica as hipersuperficies quddricas em P" e nos permite
concluir que hr = 0 se, e somente se, o posto da quddrica [F] € menor ou igual a n.

Teorema 1.0.10 (Forma Normal para Quddricas)

Seja uma hipersuperficie quddrica Q@ = [F] C P". FEntdo, a menos de uma Mcp T,
T - F éigual a um dos sequintes polindmios homogéneos:
]) F1 = x%;

2) Fy =12+ 2%;

n+1) Foo =23 +a3+ ... +22.

Zo
n n
Demonstragio: De fato, seja F = Y. 3 a; z0; = [2]' A[z], onde [z] =
1=075=0 T,
e A = (am)(n H)x(ne1y € UMA matriz simétrica. Sabemos que existe uma matriz
Ao
ortogonal P tal que PAP™! = . Considere o isormofismo linear
An
n
T :C"™!' — C"*! cuja matriz associada na base canonica ¢ P. Asim T - F = Y \?z2.
i=0
x;, se \; =0
Logo, considerando S : C*"*! — C"*! definida por S - z; = v 1/\ e
oo se A #0
k
renomeando os indices, caso necessdrio, concluimos que S - (T-F) = > z? com
i=0
0 < k < n. Além disso, ao leitor interessado, conferir referéncia [RM], pg. 63. [
Coroldrio 1.0.11 Uma hipersuperficie quddrica Q@ = [F] C P" é um Cone se, e

somente se, hp = 0.

J& sabemos que todo hiperplano em P" é um Cone. Agora, o Coroldrio acima nos
permite caracterizar as hipersuperficies quéddricas que sao Cones. Assim, de agora em
diante assumiremos que as hipersuperficies tem grau d > 3.

1.1 Hipersuperficies em P! com hessiano nulo

Verifica-se facilmente que um ponto de multiplicidade £ > 1 é uma hipersuperficie de
Plcom hessiano nulo. O Teorema que provaremos a seguir nos garante que a recfproca
também ¢é verdadeira.



1.1. HIPERSUPERFICIES EM P' COM HESSIANO NULO

Teorema 1.1.1 Seja F' € C[zg, x1] ndo nulo e homogéneo de O(F) = d > 3. Verifica-
se que [F] é um Cone se, e somente se, hp = 0.

Demonstragao: =) Segue do Coroldrio 1.0.9.
<) Sejad > m > 1tal que of" | F e x' t F. Assim F' = x'G, para algum
G € Clxg, 7], e consequentemente

m—2 m—1
Frowy = m(m - 1) zg *G + 2may ™ Gay + 7' Groro
—
Frowy = may Gay + 20 Gaony
Frioy = 20 Goyny

— 5 2 _ :
Como hp = 0, entao Fyypo e, — Fy,, = 0, ou seja,

x(?)m (GﬂﬂoxoGﬂClxl - G2 ) + 2ml,(2)m—1 (Gwo Gx1w1 - G.’Bl Garoazl) +
)

ToT1
mam 2 ((m —1)GGyyu, — mGil) =0

= (m — 1) GGy, — mG2, = Ruy,

para algum R € C[xg,x1]. A seguir, consideremos G = xS + ax{, onde e = J(G),
S € Clzg, 1] e a € C—{0}, pois z{* { F'. Logo

2

Gy = 10y, + aex§ ™t
Gx1x1 - :EOSwchu + ae (6 - ]‘) l'i_

isto implica

(m — 1) (xoS + axf) (20Spe; + ae (e — 1) 257?) —m (20Ss, + aex§’1)2 = Rz
= 19B + a%e (1 — e —m) 23 % = Ry,

onde
b= ro {(m B 1) [wOSlexl +ae (6 B 1) [L’i_25 + axisxlﬁﬁl} - mSm (335351 + 2aex§_l)}.
Portanto
e=0
a’e(l—e—m)=0=—= ou

=— (G é constante

= F = z3'b, para algum b € C

= [F] é um Cone.

Apresentaremos no Apéndice B.3 uma outra demonstracao para este teorema



1.2. HIPERSUPERFICIES EM P?> COM HESSIANO NULO

1.2 Hipersuperficies em P? com hessiano nulo

No préximo teorema vamos verificar, sob uma determinada condicao, que as curvas
de grau trés ou quatro que possuem hessiano nulo sao necessariamente Cones. De fato,
a complexidade nos célculos nos levarao a procurar uma outra abordagem. Isto motiva,
no proximo capitulo, o estudo do dual de uma variedade projetiva e introducao do mapa
polar.

Teorema 1.2.1 Seja F' € Clxg,x1,22] ndo nulo e homogéneo de grau d = 3 ou 4.
Verifica-se que [F] é um Cone em P? se, e somente se, hy = 0.

Demonstracao: =-) Segue do Coroldrio 1.0.9.
<) Temos que

_ i gl

F = E A 1 ToT] T
1,5,0>0
i+j+i=d

Suponhamos que d = 3, entao

3 2 2 3 2
F = a3,0,0L¢ + a21,0T9T1 + a1,2,0T0Ty + 0,3,0T1 + a2,0,1TgT2

2 3 2 2
+ 01,0,2T0%5 + Q0,0,3T5 + Ap,2,1T1T2 + Ap,1,2T1T5 + A1,1,1T0T1T2-

Como hpr = 0, entao

Fxoxo Fxoxl FI0952
det Fxgzl Fx1x1 FI1962 - O
Fmoxz lexg FZ2$2

Se

& <F$05607 Fx0x17 Fx0x2> + /8 (Fx01'17 lexl ) Fx1$2) = (FIO-'xQ? F5511'27 F$2552)

para algum «, 5 € C, entao

6as,0,0T0 + 2a21,071 2091070 + 2a12071 \ [ 2020170 + a1,1,171
+ 08 =
+2a2,0,172 +a11,1T2 +2a1,0,272
N 2a2,1,0T0 + 2a1 2,071 ny 2012070 + 6ag307r1 \ [ a1,1,1T0 + 2a02,171
+a1,1,1T2 +2a0,2,172 +2a0,1,272
2612,0,11’0 +a11,1%1 a1,1,1%0 + 2610,2,11’1 . 2a1,0,2370 + 2ao,1,2531
o + B =
\ +2a1,0,27 +2ap,1,272 +6a9,0,372

Por igualdade de polindmios obtemos o seguinte sistema

(

3aaspo + Bagio = a0:1 3aaspo + Bazio = a0:1
204(12,1,0 + 25(11,2,0 = a1, 204(12,1,0 + 25(11,2,0 = a1,

_ 2 2 _

) 2aa01 + Baiig = 26102 Ny 3acagpo + 2aBaz1,0 + Ba120 = 102

aay 20 + 3Bags0 = o2, aay 20 + 3Bags0 = o2,

_ 2 2 _
aarg + 2Bap21 = 200,12 ‘a0 + 2afa120 + 38%a0 3,0 = ao,1,2

6 =3 3 26 62 53 _
[ @Q102 1 bao12 = 900,03 L @azpo + o Pagio+ abaigo+ 5730 = Aoo,3
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1.2. HIPERSUPERFICIES EM P?> COM HESSIANO NULO

Substituindo as ultimas igualdades acima em F', obtemos:

F = a30075 + a1 0751 + a12,0T0T] + 003075
+ (Baas oo + Bazio) xgrs + (36”as o0 + 20Bas,10 + fa120) ToT)
+ (043G3,0,0 + o?Bag o + a0 + 53610,3,0) 23 + (a1 2,0 + 3Bag30) T2
+ (@®az10 + 20Ba1,20 + 36%a0,30) T125 + (20a2,1,0 + 28a1,2,0) Tox1 T2

= as 0,0 (To + Oé$2)3 +ag10 (o + OZI2)2 (1 + Bx2) + ar20 (vo + axg) (21 + 5%)2

+ a0 (1 + ﬁ-’BQ)B .

Considerando a Mcp T : P?> — P? determinada pelo isormofismo linear

T12P1—>P1
To—— g — AT (1 I)
T 11 — B ’
Ty —— T2

Obtemos que
3 2 2 3
T5- I = a30,0%y + a2,1,0T5T1 + a1,2,0T0T] + Q0,307
De onde concluimos que [F] é um Cone.
Agora, suponhamos que d = 4 ,entao

_ 4 3 2.2 3 4
F = a4,0,0Lq + a3,1,0T9T1 + a22,0TgT7 + a1,3,0T0Ty + 0,4,001
3 2,2 3 4 3
+ a3,0,1T(T2 + A2,02T(T5 + A1,03T0T5 + Q0,045 1 A0 3,1T7T2
2. 2 3 2 2
+ Qp,2,2L1 Lo + 0,1,3L1Lo + a21,1TyX1T2 + a121ToX1T2 + a1,1,220X1Ty-

Como hpr = 0, entao, se

Oé(F.Z'(]"E()?FLE()1'17F$OLB2) +/8<FI0$17FI1I17F3711'2) - (FEQCEQJF(E1$27F1'2(E2)7

para algum «, § € C. Assim

3&3}1@%3 -+ 4&272’()%01'1

+ B +3a13023 +2a2117022 | =™
+2a1,2,17172 + CL1,1,2$%

2022073 + 64130021
+ B +12a9402% + 6agz 12122 | =72
—|—2a072,2m§ + 2@172’1.1'01'2

3&073711’% + 4@0,2721’11’2
+ 6 +3(I0’1735€% + CLQJJZL’% =73
+2a1,2,1T0T1 + 2a1,1,2T0T2

( 12@470,033'8 + 601371,01'01'1
« +2a272,0$% + 6@370’1ZE0I2
+2a270’2x§ + 2@27171[)’211’2
3a3 1,073 + 4ag 90T0T1
(6% +3CL17370$% + 2&27171(130332
+2a1217172 + CL1,1,2~’U§
3@3’0’1.%% + 4@270’2!1}0262
(6] —|—3a170,3x§ + 2@271’111301’1
+a12173 + 203127129
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1.2. HIPERSUPERFICIES EM P?> COM HESSIANO NULO

onde

2 2
v = 3@370,133'0 -+ 4a270,2x0x2 + 3&1’073.%2
1 — 2
+2GQ,171.§L’0$1 + a1,21%7 + 2&1’1’2231%2

2 2
g = 3@0 3 133'1 + 4&0 2,2L1T2 + 3@0’173£C2
2
+CL271 11‘0 + 2&1 2,1207T1 + 2&1 1,2T022

g = 2@270,21'0 + 6@1707333'0372 + 12&070,4372
3 =
+2a0,272xf + 6(10’173.771.’172 + 2@171,2,_’20.171

Por igualdade de polindmios obtemos o seguinte sistema

)
daagoo + Pasio = aso,

3aas 1o+ 2Ba20 = az,;1

2caz20 + 3Baiz0 = a1

6aas 1 + 26as11 = 4azp 2

2aaz02 + Baii e = 3a1,03

2cag 11 +2Ba121 = 2a1,1 2

aay 30+ 4Paga0 = ao3,

2aa12,1 + 6Bap 31 = 4ag 2

a2+ 2Bag22 = 300,13

3aarpz + 3Bap13 = 12a00.4

602as0,0 + 3afas o+ FPas20 = az02

4043614,0,0 + 30425663,1,0 + 20452062,2,0 + 53(11,3,0 = a1,0,3
3062&3,1,0 +4afazao + 352611,3,0 =112

a?as a0 + 3afarzg + 632040 = aop2

@’az 10+ 202 Bas g + 3a%a1 30 + 46%a0,40 = G013
L 044a4,0,0 + 0435(13,1,0 + 042526@,2,0 + 0453(11,3,0 + 54@0,4,0 = G0,0,4

Substituindo as tltimas igualdades acima em F', obtemos:
F= a4,0,o$é + @3,1,0$3I1 + G2,2,0$3$% + a1,3,0$0$? + a07470x‘11
+ (daaso0 + Baso) zgrs + (60°as00 + 3aBaz o + fasso) 1575
+ (4c’ayg 0 + 30”Bag 1o + 2af%az20 + B2ar30) ToTs
(Oé as00 + a*Bag 1o + a’B2az00 + af’arz0 + B a04o)
+ (aar 30 + 4Bagap) Tizs + (@Pas e + 3afarzo + 6%aga0) 2175
+ (®as 10 + 20 Bag o0 + 3aB’a1 30 + 48%a0,40) 1175 + (Baaso + 2Bas20) TgT172
+ (2020 + 3Ba130) Toriws + (30’as o + 4afasag + 35%a130) ToT123
= aq00 (To + ax2)4 + a0 (o + CYLEQ)S (21 + PBa2) + azap (o + aatg)2 (r1 + ﬁx2)2
+ a130 (20 + ) (21 + Bia)’ + agap (v1 + fao)*
Usando novamente a Mcp dada por (1.I), temos que
Ty F = aa007) + 3102571 + A2.20T027 + A1,30T0T5 + 40,4027

Logo [F] é um cone em P2, |

12



Capitulo 2

Dual de variedades projetivas e
Mapa polar

Em suma, neste capitulo apresentaremos o conceito de dual de uma variedade
projetiva, o que nos permite caracterizar os cones em P" como aquelas variedades
projetivas cuja variedade dual é degenerada. Além disso definimos o mapa polar
associado a uma hipersuperficie.

A seguir denotaremos por P™* o conjunto formado pelos hiperplanos em P, isto é,

P™ ={H C P"|H ¢é um hiperplano}
— {(H = Z(F)|F € P, — {0}}.

Além disso, conforme indica o diagrama a seguir, podemos identificar P™* com os espagos
projetivo P ((C"*1)") e P" (ficara a cargo do leitor interessado a verificacao das bijegdes)

P PO — P
[bo T bn] — [f] — H — P(KGT (f)) ) (2.1)

onde f = bpef + ... + buer, sendo 3 = {ef,...,e:} a base dual de (C"™!)" associada &

base canonica {e;};_, de C"*!. Usando estas identifica¢oes, induzimos a topologia de
Zariski em P,

Definigao 2.0.2 Seja X = Z(F) C P" uma variedade reduzida. Definimos o espago
dual de X, X*, como o fecho em P™ do conjunto

{H e P"|T, X C H, para algum p € X — Sing(X)},

ou seja,

X*={H e P*|T,X C H, para algum p € X — Sing(X)}.

13



2.1. DUAL DE VARIEDADES LINEARES

Exemplo 2.0.3 Seja X = {p1,p2} C P2, ondep, =[1:0:0] epy =[0:0:1]. Note
que X = Z(y,xz), logo X é uma variedade reduzida e
T,X=T,Z(y) N1T,Z(xz)
=Z(y)NT,Z(xz)
_ { Z(y) N Z(2) = Z(y,2), sep=p1
Z<y) ﬂZ(m) - Z(y,[E), sep=p2

Assim

X*={l e P*|T,X C I, para algum p € X — Sing(X)}
= {[aozal:ag] € Pag =0 ou a2:0}
=7 (ZL’(),CL’Q) = Z(JIO) U Z(Ig) .

Teorema 2.0.4 (Bidualidade) Seja X uma variedade irredutivel, entdo X** = X.

Demonstragao: Conferir referéncia [IMA], pag 14, ou [Ivan|, Teorema 2.4.1, pag 33.
[ |

Proposicao 2.0.5 Se X é irredutivel entao X* é irredutivel.

Demonstragao: Conferir referéncia [IMA], pag 15, ou [Ivan], Proposi¢ao 2.4.1, pag
33. [
2.1 Dual de variedades lineares

Exemplo 2.1.1 Seja X = P(W) C P" wma variedade linear de dimensdo k, onde
WeGk+1,C"1), com 0 <k <n-—1, entio, se W = [wo, w1, ..., w], temos que

X*={H e P*|T,X C H, para algum p € X — Sing(X)}
—{HeP"[X CH}
={H e P*[P(W) C H}
= {H =P(U) e P*[W C U}
I e P((C)) W C Ker(f)} -

Como w = {wp,wy,...,wi} é uma base de W, entdao completemos w de forma
que o = {wg, Wy, ..., Wk, Vpi1, .-, Vp} S€ja uma base de C"T'.  Agora tomemos
o = {w§, wi, ..., w}, Vi, ..., v} como sendo a base dual de o Assim

X*=P(W), onde W = [v},4, ..., 0] .

Logo o espago dual de um k-plano em P" é um (n — k — 1)-plano em P™*.

14



2.1. DUAL DE VARIEDADES LINEARES

Observagao 2.1.2 Sejam X,Y C P" duas variedades lineares tais que X C 'Y, entdao
Y* C X* C P*™. De fato, basta lembrarmos da Observag¢ao B.3.16.

Definicao 2.1.3 Seja X C P" uma variedade projetiva. Dizemos que X é ndao-
degenerada se X nao esta contida num hiperplano de P™".

Teorema 2.1.4 Seja X = Z(F) C P™ uma hipersuperficie reduzida de grau d. Entao
X é um cone se, e somente se, X* é degenerada.

Demonstracao: =) Seja X = Z(F) C P"™ um cone, entdo existe uma Mecp
T : P — P" tal que Ty - F' depende no méximo de n varidveis. Suponhamos

que Ty - F € Clyo, ..., Yn—1]. Assim 855:? = 0. Consideremos Y = Z(T,- F) ¢ P™.

Assim Y* =V C P™ onde V = {H € P**|H = T,Y, para algum p € Y — Sing(Y)}.

Lembremos que T,Y = Z (%T;f (P)yo + ... + g;‘fj (p)yn_1>. Logo, identificando P™*

com P" e usando as coordenadas homogéneas z, ..., 2, temos que V C Z(z,) = V C
Z(zn) = Y* C Z(z,). Além disso, T induz o isomorfismo

T* . Pn* N Ipm*
Z(h)+— Z (T - h) "~
Assim
T (X*) =Y*C Z(2,) = X* CT* (Z(2,)) = Z (T{* - h).

Logo X* é degenerada.
<) Se X* é degenerada, entao existe Il = Z(¢) C P™, onde ¢ = apzg + ... + ap2n,
tal que

X*={H e P*|H =T,X, para algum p € X — Sing(X)} CIL

Assim

oOF oF
T,X=27 <8—(p)x0 + ...+ oz, (p)xn) cll = Zaia_%(p) = 0.

Zo

De onde concluimos que

: —~ OF
X —Sing(X) C Z (Z aia—xi)

“~ OF
= Zaig = QF, para algum @Q € C [z, ..., 7,
i=0 !
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2.2. MAPAS POLARES

Agora, consideremos o isomorfismo linear 7' : C"*' — C"*l'de modo que
T~ (ens1) = (ag,...,a,). Note que d(Ty-F) = d(FoT ™) = dF (T7') - dT™! =
dF (T71) - Tt Assim

Oy - F & OF _,

A;——
ayn i=0 8$z

Portanto X = Z(F') é um cone. [

2.2 Mapas polares

Para esta secao serao necessarios os conceitos de mapas regulares e mapas racionais.
Assim, aconselhamos ao leitor nao familiarizado com estes conceitos, o estudo do
Apéndice C antes da abordagem desta secao.

Definicao 2.2.1 (Mapa polar) Seja X = Z(F) C P" uma hipersuperficie reduzida
de grau d. Chamamos de mapa polar associado a X o mapa racional

(,OFP"—>Pn*

g— [55(q) s 25 (g)

Exemplo 2.2.2 Seja X um hiperplano em P™ definido pela forma linear F = a;x;.

i=0
Entao o mapa polar associado a X é um morfismo reqular e constante. De fato, o mapa
polar associado a X é

pp: P" — P™
q—lap: ... ay]

Denotemos a imagem do mapa polar como sendo Ir = ¢p (P* — Sing(X)).

Teorema 2.2.3 (ZAK) Sejam X = Z(F) C P" uma variedade projetiva irredutivel

reduzida com hp =0 e g : P" - -« — P™ 0 mapa polar associado a X. Entao I}, C
Sing(X).

Demonstragao: Conferir a Proposi¢ao 4.9 em [ZAK]. [ |

Teorema 2.2.4 Seja X = Z(F) C P" uma hipersuperficie reduzida de grau d > 1.
Seja ©r 0 mapa polar associado a X. Assim, sao equivalentes:

(a) hp =0;

(b) pr nao é dominante;

(C) IF g ]Pm*;

(d) oF OF oF

B2’ Duyr o Bo, S00 algebricamente dependentes.
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2.2. MAPAS POLARES

Demonstragao: [(a) = (b)] Provemos pela contra-positiva. Suponhamos que ¢p
é¢ um mapa dominante. Como @ é um mapa racional dominante, entao, pelo Lema
C.0.9, temos que

9’0\;1 : CnJrl SN (CnJrl
d )
v <8—fo(v), s 6;; (v))
é um mapa regular e dominante. Assim, pela Proposicao C.0.11, existe um aberto

U C C"™! nao vazio tal que (dpr), é suave e dim Ker ((dpr),) = 0 para todo v € U.
Como

[(dG7),] = Hess(F)(v), ¥ v e U
= hr(v)#0, VoeU
[(b) = (a)] J& que ¢F ndo é dominante, entao, pelo Lema C.0.9, temos que
@‘;ﬂ . (Cn—i—l N (Cn—l—l
v — (g—;;(v), s %(v))
também nao é dominante. Consideremos o mapa

¥ C — op (CF)
v — <g—£(v), . %(v))
e note que ¥ é um mapa regular e dominante. Assim, pela Proposicao C.0.11, existe
um aberto U C C"™! nao vazio tal que v é suave em v e
dim Ker(di,) = n + 1 — dim pp (Cn+1) > 1
para todo v € U. Logo

hp(v) =0, Vve U< UC Z(hp)

PN U — (Cn—i-l g Z(hF) g Cn—‘rl

= Z(hp) = (Cn+1
[(b) < (c)] Definicao C.0.8.
[(¢) & (d)] Suponhamos que Ir C P™ entdo existe uma hipersuperficie Z(G) C P™*
tal que

Ir C Z(G) € P™
& G (prp(p) =0, Vp e P" — Sing(X)

oG (B—i@) _ gj; (p)D — 0,V peP" — Sing(X).
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2.2. MAPAS POLARES

Note que H = G (%"")%) € Clxo,...,x,] ¢ um polindmio homogéneo, pois
oF oF OF " x ol . .
G, 5pos s 5o © 5, 540 polindmios homogeneos. Assim

H(p) =0, VpelU=P"— Sing(X)

< UCZ(H)

sU=P"CZ(H)CP"

& Z(H)=P"

< H=0
aF, oF e oF sao algebricamente dependentes.
0xo 011 oz,
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Capitulo 3

Conjectura de Hese

Neste capitulo apresentaremos um dos resultados chaves para mostrar que as tinicas
superficies em P? que possuem Hessiano nulo sao os Cones. (veja Teorema 3.0.15)

Consideremos a hipersuperficie reduzida X = Z(F) C P de grau d > 1 tal que
hr = 0 e o mapa polar

q— [%(q) D gx—i(q)] '

Como hp = 0, entdo, pelo Teorema 2.2.4, pp (P* — Sing(X)) = Ir C P™. Notemos
que I é irredutivel, pois todo aberto U # & em P™ é irredutivel e a imagem de um
irredutivel ¢é irredutivel.

Proposicao 3.0.5 Seja X = Z(F) C P™ uma hipersuperficie reduzida. Entao existe
uma hipersuperficie irredutivel e reduzida S = Z(G) C P™ tal que Ir € S e Ip €
Sing(S).

Demonstragao: Sabemos que I é um fechado préprio em P™* = P". Seja G € Z (If)
o polindmio homogéneo nao nulo de menor grau no ideal de Ir. Seja d o grau de G e
S =7(G).
Se d =1, entdo Ir C S, com S hiperplano. Assim Sing(S) = @ e segue o resultado.
Se d > 2, entdo temos que I € Sing(S), pois se

EI(Iﬂ,VizO,...,n.

Ir € Sing($) =2 (505 ) = 5

dzo’ " Oz, ox;

Como G define uma hipersuperficie em P™ = P", existe j € {0, ...,n} tal que 8876; £ 0.
AssimgTCj_ €I (Ir) egraudegT(i:d—l (— | ).

Note que podemos escolher G irredutivel, pois se G = Gy - ... - Gy, € T (1), entdo
G; € T (Ip), para algum i € {1,...,k}, pois a hipétese de X ser reduzida implica em
T (Ir) ser primo. De maneira andloga concluimos que podemos escolher G livre de
quadrados. [ |
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A Proposicao 3.0.5 nos permite considerar o mapa racional ¥ps definido pela
composta dos mapas polares no seguinte diagrama

Pr ... 2, prr ... G, pusr & pr
onde 7 é o isomorfismo canonico. Assim Vpg = 7 0 g © g, ou seja
Upg: P — P
0— (G )] 6D
= [Ho(q) : ... : Hu(q)]

oG

onde H; = oy, (9F)

—,comi=0,..,nep=mde <g—§)(@?), e %({0}))

Teorema 3.0.6 Seja Vpg : P" - - — P" o mapa racional definido em (3.1), Z =
Z (Hy,....,H,) e S=Z(G). Entao:

1. Se dimIm (Upg) = 0, entio Iy é degenerada e assim X = Z(F) é um cone;
2. dimZ <n-—2;
3. Wpq (P — Z) C I

Demonstracgao:

1. Se dimIm (¥yg) = 0, entdo Im (V) = {H}, para algum H € P***. Assim

H=T,5,Vx¢€lp— Sing(S)
= Ir — Sing(S) C H.

Como [r—=Sing(S) ¢ um aberto nao vazio de I, entao

Finalmente, note que X* C I, logo segue-se do Teorema 2.1.4 que X é um
cone.

2. De fato, suponhamos que

dimZ =n= 272 =P"
= H;=0,Vi=0,...,n (—|<),pois Ir ¢ Sing(S).

Agora, suponhamos que

dimZ =n —1= 3 Z(Q), componente irredutivel de Z de dimensao n — 1
= H; = 1;Q, com p; € Clxg,...,z,|,Vi=0,..,n
= mdc(Ho, ... Hy,) #1 (=] «).

Portanto dim Z < n — 2.
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3. De fato, lembremos que
Upg (P"—Z) ={H € P"™|H =T,S, para algum x € I — Sing(S)}
e (Ir)" = A, onde
A={H e P"*|TeIp C H, para algum & € Ip — Sing(Ip)}.

Como Ip C S, entao T, Ir C T,S para todo = € Ir — (Sing(Ir) U Sing(S)).
Assim, tomando U = {H € P"**|H =T,S, com x € Ir — (Sing(Ir) U Sing(S))},
temos que

UCUpe(P"—Z) eU C A.

Logo S
U=Im(¥Ypg) e U C A

Lema 3.0.7 Seja X = Z(F) uma hipersuperficie reduzida em P"™ e Ho,...,H,
polinémios homogéneos de mesmo grau, como em (3.I). Entdo %Hj = 0, para
j=0 7

todo i =0,...,n.

Demonstragao: Segue-se da Proposi¢ao 3.0.5 que ¢ (P* — Sing(X)) C Z(G),
entdo G <g—£(q), 6—F(q)) = 0 para todo g € P"—Sing(X). Assim

ceey 8Z'n

P"zP”—S@'ng(X)QZ(G(aF 8F)) cpr

0xy " Oz,
oF oF
=G (_8x0’ ey —&Un) =0

— a
CTL 1 _F> C?’L 1 — C?

onde pr é o mapa afim associado a pr, entao

Gopr=0=dGopr-(dpr)=0

02F . 02F

Oxg0xg O0xgO0xn

oG | —~— oG —~ . . _
:}[%OSOF @ngF] . . : :0

9%F o%F

Oxn0x0 T O0xnO0xn

"L 0?F 0G ‘
o OYFr = 07 Vi= 0, T
O0x;0z; Oy,
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Lembremos que pH; = g—yG_ o pr, logo
J

"9PF 0G K OPF
— H.=0,Vi=0
8@8:{:@8%0%? 8%(9:1:/) J s e Tt
" O’F
H:, = =
8%89@ ! O’VZ e T

Lema 3.0.8 Notacoes como no Lema 3.0.7. Seja G, = g—iog’o‘fs, entao > %Hi =0,
:0 1
para todo k =0,....n

Demonstracao: Consideremos o diagrama

oG
o) 91
crtt 2L et 25 ¢

Y

G, (gi @)—d(gyi)( F) - (der).

Considerando a matriz associada nas bases canonicas, temos:

entao

o*r .. _O°F
[aGk:| |:8Gk:| O0xg0xg 0xg0xn
anaxo OxnOxn
8Gk Z 0G, 0*F
8% dy;  Ox;0x;
Logo
" 0G,, a (9Gk 0P’F
Hi: Hi,VkZO,...,
—~ Ox; Z (Z 0y; axjaxl "
=0 =0 7=0
= i, VEk=0,..
>0 (gt ) vk
=0,Vk=0,...,n. (por Lema 3.0.7)
. [ |
Observemos que se Gy, ...,Gs € Clxy, ..., x,] satisfazem que %Hi = (0. Entao

=0
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Corolério 3.0.9 Seja pH; = ‘g—;(@), onde p = mdc( (pF), .- 7ay (gop)>, entao

> %—I:Hi =0, para todo 7 =0,...,n

Demonstracao: Basta fazermos G = pH}. que segue direto do Lema 3.0.8. [
Lema 3.0.10 (Chave) Sejam Q € Clxy,...,z,| e H = (Hy, Hy, ..., Hy,), entao

@Q
8

7=0

Hi=0< Q) =Qu+AH(v),VAeCeVuveC.

Demonstragao: Seja v € C"™!. Consideremos o diagrama

c D, on1 9
A= v+ AH (v) — Q (A, (V)

Facamos ¢ = Q o A,,. Suponhamos que o grau de () é d, assim

6 (\) = 6 (0) + A0 (0) + MQ_@ N0

a -’
o que implica
: @ (0
QW+ MH (v)=Q )+ ¢ (0 )+A2¢ (0 >+ +Ad¢ d'( ).

Note que se ¢ (0) = 0, entao M = 0, para todo k = 2, ..., d. De fato, provemos por
inducao em k, por um lado temos que, por hipétese de 11r1du§ao7 d’((l;__ll))(?) = 0. Por outro
lado,

o™ (0) > okQ H; H,;,..H;,

K 0x;, 0x4,...0%;, k! ’
01,82,y

com 0 < iq,i9,...,79, < n. Lembremos que G; = g—i(g’o}) = pH;, sendo p =

mdc< (or), .. ’8y ((pp)). Assim

P o™ (0 ) Z oFQ H; H,,..H;
k! 0x;, 0x4,...07;, k!

11712 7777 ik

u 0 8k_1Q GzleGz
H‘ _ k—1
! Z ox; ((%il&% ...axik_l) !

=0 01,02,5e50—1

23



n k—1 Gl Gl G,L
1 Hi Z 0 ( d Q 172 kl)
k i—0 i1 i1 8% 8xi13xi2...8xik_l (]{3 - ].)‘
1 0 Z akilQ GilGig'--Gik,l
8@18:@2...8%%1 (]{3 — 1)'

Logo

e como p # 0, entao

o™ (0)
= 0.
[ |
Coroldrio 3.0.11 Sejam Q1,...,Qx € Clzg, ..., x| ndo nulos e Q@ = Q1 - ... - Q. Se
Q satisfaz o Lema Chave, entao Q); satisfaz o Lema Chave para todo i =1, ..., k.
Demonstragao: Sabemos que
Q) =Qw+IH(v),¥yAecCeVovecC"
Assim .
Qi(v) .. Qu(v) =[[Qi(w+ AH (v)),V A€ CeVveC
i=1
Como Clzy, ..., z,] € dominio de integridade e @, ..., Qx € Clzo, ..., x,] [A] \ {0} tal que
Q1 ... Qr € Clxg, ..., x,], entdo Q; ndo depende da varidvel A, para todo i = 1, ..., k.
Portanto
Qi) =Qi(v+AH(v),VAeC,VveC"eVi=1,.. k.
[ |

Proposicao 3.0.12 Seja QQ € Clxo, ..., x,] homogéneo satisfazendo o Lema Chave.
Entao Im (Y re) C Z(Q).

Demonstracao: Suponhamos que



onde x = (xq, ..., ,,). Assim, supondo que o grau de Q é d,

Q (z + AT pg (z)) = ) @i, (@0 + AHo () (2, + AH,, (2))"

105+ in>0
i0o+...+in=d

=Q(z)+ ..+ MQ(Hy(2),.... H, (z)).

Como -
Q) = Q (z+ ra(z)),¥xeCeVzeC™,

entao, por igualdade de polinémios em A,
Q(Ho(2),....H,(2))=0,VzeC"" = Q(Hy,..,H, =0.
Logo
Q(Ho(q), . Hn(q)) =0,V qgeP" = Z & Im(¥rg) C Z(Q).
[

Teorema 3.0.13 Assuma que n = 3 e dimIm (Vpg) = 1. Entdo Im (¥pg) C P? 6
uma reta.

Demonstragao: Sejam ¢,q2 € Im (Vpg) tal que ¢ # @2 Assim temos duas
possibilidades a serem analisadas:
Caso 1: Tm (V) C I, para todo plano II em P? contendo ¢; e ¢o. Entéao

Im(Tpe) €[] 1L
II plano em P3
q1,g2€I1
Como a reta ¢, 4, C II, para todo plano II em P? contendo ¢; e ¢, temos que
Im (\IIFG) - 6!117(12

= Im <\I/F(;) = thqz'

Caso 2: Existe A, plano em P? contendo ¢; e ¢o, tal que Im (Vpg) € A. Seja
A=Z(L), onde L = apxy + ...+ azxs. Definamos

H:a0H0+...+a3H3.
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Como Im (V) € A, entdo existe p € P? tal que H(p) # 0= H # 0.

Note que, pelo Lema 3.0.9, temos que H; satisfaz o Lema Chave, para todo
i =0,...,3. Assim, da definicao de H segue-se que H também satisfaz o Lema Chave.
Além disso

Vio(n), Yegla) © Z(H),
pois dado p € U5 (q1) (analogamente para p € \P}lG(qg)) temos que

Vra(p) =@ = [Ho(p) : .. : H3(p)] = [q1 © - 1 @1,
= H;(p) = pq,, para algum pu € C — {0}
= H(p) = uL(q:) =0
= Uea(q) € Z(H).

Agora, pelo Teorema da dimensao das fibras (conferir Teorema 3, pag 93 em
[Muml]), podemos escolher ¢; e g2 num aberto tal que

dim U (1) = 2 = dim U .5(qa).

Além disso, do Corolario 1 do Teorema da dimensao das fibras (pag 96 em [Muml}),
temos que

Vrgla) = Z(Fy) e Vpglaz) = Z(Fy,).
Logo H = AF,, = BF,,, paraalgum A, B € C |z, ..., z3], 0 que implica, pelo Corolério
3.0.11, que Fj, e F,, satisfazem o Lema Chave, ou seja

3
F _
Za q?HjE(){:?Fql(U):Fql (v+/\\I/FG(v)>,‘v’)\€(CerE(C4

3
F __
Za LI =0 <= Fy(v) = Fy, <U+A‘IIFG(U)>,V)\€C@,VU€(C4.

Como Fj, (analogamente para Fy,) satisfaz o Lema Chave segue da Proposigao
3.0.12 que Im (¥rg) C ¥yr5(q1). Do mesmo modo, temos que Im (Wrg) C Z, logo
dimZ > 1, desde que dimIm (¥pg) = 1. Além disso dimZ < 3 — 2 = 1 (conferir
Teorema 3.0.6). Portanto dim Z = 1.

Agora, para cada p # ¢ tal que p € Im (V) C Uyf,(q1)NZ, segue-se do Corolério
C.0.13 que l, 4, C Z. Sejam Zi, ..., Z,, as componentes iredutiveis de Z de dimensao
1, entdo para cada p # ¢ tal que p € Im (Vpq) existe ¢ € {1,...,m}, onde [, ,, = Z,.
Assim, podemos escolher {iy, ...,it} C {1,...,m} tal que Im (¥ pe)—{q1} C Z;,U...UZ;,
de onde concluimos que Im (Vi) C Z;, U... U Z;,. Logo, tendo em consideracao que

Im (Upg) é irredutivel e de dimensao 1, concluimos que Im (Vpg) = Z;, para algum
t € {1,...,k}. Portanto Im (Vrg) =1, 4- |
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3.1. CONSIDERACOES FINAIS

Lema 3.0.14 Seja X = Z(F) C P" uma hipersuperficie reduzida com hp = 0. Se
dim I}, = 0, entao X é um cone.

Demonstragao: Temos que dim [}, = 0. Como I é irredutivel, temos que [}, também
é irredutivel, entao I} ¢ um ponto em P™. Assim, pelo Teorema de Bidualidade,
temos que [r € um hiperplano em P". Logo X* é degenerada, pois X* C I, e portanto,
pelo Teorema 2.1.4, temos que X é um cone. |

Teorema 3.0.15 Seja X = Z(F) C P" uma hipersuperficie reduzida. Se n € {1,2, 3},
entao
X é um cone <= hrp = 0.

Demonstragao: =) Segue direto da defini¢do de cone.
<) Para n = 1, segue-se do Teorema 1.1.1 que X é um Cone.
A seguir, considerando o Teorema(ZAK) 2.2.3 temos que

dim [} < dim Sing (X) .

Como dimSing(X) = 0 se n = 2 e dimSing(X) < 1 se n = 3, entdo temos dois casos a
serem analisados:
1) dim I} = 0, entdo, pelo Lema 3.0.14, temos que X é um cone;
2) dim I} = 1, segue-se do Teorema 3.0.6 que dimIm (Vpg) < 1. Assim temos
duas possibilidades:
2.1) dim Im (Vrg) = 0. Neste caso, segue-se do Teorema 3.0.6 que X é um
cone;
2.2) dimIm (¥ rg) = 1, pelo Teorema 3.0.13, I} ¢ uma reta em P?*, entao,
pelo Teorema de Bidualidade, I ¢ uma reta em P3. Assim X é um cone, pois
X* C Ip. [ |

3.1 Consideracoes finais

O resultado apresentado no Teorema 3.0.15 ¢ falso para n > 4. Por exemplo, para
n = 4 consideremos o seguinte polinémio ciibico

2 2
F (o, 21, %9, T3, T4) = Toxs + 2012324 + Toy.

Note que hp = 0, mas Z(F') ndo é um cone. Suponhamos que X = Z(F) seja um
cone, entao, pelo Teorema 2.1.4, temos que X* é degenerada, ou seja, X* C H, onde
H = Z (apzo + ... + ayx4) € um hiperplano, onde ay, ..., a4 sdo nimeros complexos nao

todos nulos. )

Portanto 7,X = Z (Z g—i (p) xz) € H, ou seja, agdL + ... + a4g—£ = 0. Assim

ox
i=0 0

apT3 + 201374 + s + az (20073 + 20124) + ag (22123 + 27974) = 0. (1)

Derivando (/) em relagao as varidveis z; e x;, com ¢,j = 0, ..., 4, obtemos a; = 0 para
todo k =0,....,4. Logo H=0  (—|+«).
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Apéndice A

Ludwig Otto Hesse

Ludwig Otto Hesse foi um matemadtico alemao que nasceu em 22 de abril de 1811,
em Konigsberg. Filho de Johann Gottlieb Hesse, comerciante e dono de cervejaria, e
Anna Karoline Reiter.

Estudou em sua cidade natal na Universidade de Konigsberg, orientado por Carl
Gustav Jakob Jacobi. Alguns de seus mestres foram Friedrich Wilhelm Bessel, Carl
Neumann e Friedrich Julius Richelot.

Otto Hesse passou um tempo como professor de fisica e quimica antes de se formar
em Konigsberg, em 1840. Em seguida, passou 16 anos lecionando em Konigsberg e
publicando seus trabalhos em Crelle ’s Journal. Dedicou-se especialmente a geometria
analitica, teoria das formas homogéneas e a teoria dos determinantes. Definiu e
introduziu na literatura matemadtica a matriz hessiana e seu determinante, em 1842,
durante uma investigacao de curvas cibicas e quadréticas.

Em 1856 ele foi nomeado para Heidelberg, onde permaneceu até 1868. Faleceu em
4 de agosto de 1874, em Munique, aos 63 anos.
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Apéndice B

Conceitos Gerais

B.1 Espaco Projetivo

Definicao B.1.1 Seja K um corpo e V. um espacgo vetorial de dimensao n + 1 sobre
K. O FEspago Projetivo associado a V' é definido pelo quociente:

P(V): = i U4

~Y

ondeu~v,YVuveV—{0}<3I\eK tal que u = Iv.

Notagao B.1.2 Se K =C e V = C""!, entao P(V) sera denotado por P* e chamado
de n-Espago Projetivo. Para cada v = (po,p1,....,pn) € C"T1 — {0}, denotaremos sua
classe por [v] = [po:p1: ... :pnl. Sep=[po:p1:...:pn] €P", entdo po,p1,..., Pn 8GO
chamadas de coordenadas homogéneas do ponto p.

Por exemplo, P° = {[1]} (poisa=a-1 paratodoa € C,coma#0) e P! =
{[1:¢]]t € C} U {[0: 1]}, pois para todo vetor nao nulo v = (a,b) € C? verifica-se
que v =a(1,b/a) se a # 0 e v =">0(0,1) do contrario

Observacao B.1.3 A definicio de espaco projetivo é um caso particular de
grassmaniana. De fato, a k-grassmaniana associada ao espago vetorial V', denotado
por G(k,V), é o conjunto dos subespacos vetoriais de dimensdo k de V, ou seja,
Gk, V) ={W < V|dim W = k}. Assim, todo Espago Projetivo é uma 1-grassmaniana,
pois P(V') pode ser identificado com G(1,V') pelo mapa

p:P(V) — G(1,V)
[po 1t et o] = [(Po, P1, s Pa)]

Por este motivo usaremos tanto a Definicao B.1.1 quanto a definicao de 1I-
grassmaniana.
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B.1. ESPACO PROJETIVO

Definicao B.1.4 Sejam V' um espago vetorial sobre C de dimensao n+1 e k um inteiro,
com 0 < k <n. Diremos que Il C P(V') é um k-plano se existir W € G(k + 1,V) tal
que I = P(W). Além disso, chamaremos os 0-planos de pontos, os 1-planos de retas e
0s (n-1)-planos de hiperplanos em P(V).

Defini¢ao B.1.5 Seja F' € C|xy,...,x,]. Chamamos F de polinémio homogéneo de
grau d se para todo \ € C tivermos F (Axg, ..., Ax,) = NF (z0, ..., T,,).

Observacao B.1.6 Note que o conjunto formado pelos polindmios homogéneos de
grau d é um subespago vetorial de P. De fato Py = C, P, = [xo,...,Tp],..., P4 =
[{aloxl . ain|ig + iy + ... + i, = d}]. Deizaremos ao leitor interessado a verificagio
de que dim¢ Py = (”;d).

Definicao B.1.7 Seja V' um espaco vetorial sobre C de dimensao n + 1. FEntao
definimos dimP(V') = n.

Teorema B.1.8 Seja F' € C|[xg, x1] ndo nulo e homogéneo de O(F) = d > 1, entdo
existem vy, ..., tg_1, Po, ---, fa—1 € C tal que F' = (apzxo + Box1) - ... - (ag_120 + La_171).

Demonstragao: Provemos por inducao em d.

Para O(F') = 1, temos que F' = agxg + a1x;1.

Por hipétese de indugao temos que para todo F' € C [xg, 21| ndo nulo, homogéneo,
com J(F) < d, entdo F' = (azo + Sox1) - ... - (Qa—2%0 + Ba—21).

Consideremos J(F') = d, ou seja, existem ag, ..., aq € C tal que

d
F = a;xt iyt
= ity Tp-
i=0

Se ay = 0, entao

d—1
F = z¢F, onde F; = E aixg’“lxll.
i=0

Como O(F;) = d — 1, entao Fy = (aoxo + fox1) « .. - (Qg—2To + Pa_2x1). Logo
F = Zo (CYOI'() + 60%1) et (Oéd_gl’o + ﬁd_gl’l). )

Se aq # 0 fagamos f(z1) = F(1,x1), entao, pelo Teorema Fundamental da Algebra,
temos que existem cy, ..., cq_1 € C tal que

d—1

f(x1) = 1 (ci —21)

i=0
Assim F(1,¢9) = f(co) = 0. Consideremos o polinémio ¢(zg, z1) = coxo — =1 € vamos
dividir F' por ¢(xq,x1). Assim
F = Fi(x0,21)l(z0, 1) + R(x0).
Note que Fi(xg,x1) é€ ndo nulo e homogéneo de grau d — 1, pois F' ¢ homogéneo de grau

d, e
R(a) = F(a, acg) = a’F(1,¢0) =0,Va € C = R = 0C[z0]-

Portanto F' = (apzo + Box1) « ... (ag_2T0 + Ba—2x1) (coro — T1)- [ |
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B.2. TOPOLOGIA DE ZARISKI EM PV

B.2 Topologia de Zariski em P"

Para cada ideal homogéneo I C P, definimos
Z(I)=Alpo:p1:-:pn] €P"|Fi(po,..ipn) =0,V i=12 .k},

onde Fi, Fy, ..., F), ¢ um conjunto de geradores homogéneos de I.
Considere a familia £ = {Z(I)}, onde I percorre os ideais homogéneos de P. Entao
note que:

i) P 0 e £
1) Se Z(I),Z(J) € £ entao Z(I)U Z(J) € £;
wwi) Z(1,) € £, € A, entdo NpeaZ(1,) € £.

A familia £ determina uma topologia em P", denominada de Topologia de Zariski
(1899-1986) no Espaco Projetivo P™, onde os conjuntos Z(I) sdo os fechados da
topologia. Esta sera a Topologia usada durante todo o texto.

Além disso, seja I = (F, ..., F,.) e J = (Gq,...,Gy), entao:

w) Z)NZ(J) = Z(F1, ., Fr, G, ooy G):
v) Z(I)UZ(J)=Z(FiGj),onde 1 <i<rel<j<s;
vi) Se I C J, entao Z(J) C Z(I).

Definicao B.2.1 Um espaco topoldgico é dito irredutivel se nao for possivel decompd-lo
como unido de dois subconjuntos fechados proprios.

Definicao B.2.2 Seja X wum subconjunto de P™. Definimos o ideal associado a X,
Z(X), por:

I(X)={F€P|F(a)Vaec X} =(F € P|F é homogéneo e FF(a) =0V a € X).

Proposicao B.2.3 Seja X um subconjunto de P™. Entdo Z(X) é primo se, e somente
se, X é irredutivel.

Teorema B.2.4 (Teorema dos zeros de Hilbert) Seja Z(I) uma variedade de P™ tal
que I # (20,21, ..., 2,). Entio Z(Z(I)) = /1.
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B.3. VARIEDADES PROJETIVAS

B.3 Variedades Projetivas

Definicao B.3.1 Um subconjunto Z de P" é dito wma variedade projetiva se existem
polinémios homogéneso I\, Fy, ..., F}, € P tais que Z é o conjunto solu¢ao do sistema
polinomial F; (xg,...,x,) =0, comi=1,2,...k. O conjunto Z é chamado de "os zeros
de I, F,, ..., F},"e o denotamos por

Z(F1, By, Fy) ={[po:p1: . :pa) €EPE;(poy.ospn) =0,V i=1,2, ... k}.
Por exemplo: P" = Z(0),V n, e ) = Z(1) sdo variedades projetivas.

Definicao B.3.2 As wvariedades definidas por um ou mais polindmios em P sao
chamadas de variedades lineares em P™.

Exemplo B.3.3 Uma hipersuperficie de grau um em P" é chamada de hiperplano, de
grau dois em P? é chamada de conica, de grau dois em P3 é chamada de superficie
quddrica e de grau trés em P é chamada de superficie cibica.

Os elementos de P (FP;) s@o denominados de hipersuperficies de grau d em P".
Se ' € P;, onde F' # 0, for livre de quadrados, entao [F] € P(F,;) ¢ denominada
hipersuperficie reduzida de grau d em P". Além disso existe a seguinte bijecao

{[F] € P(P,)|F élivre de quadrados} «— {Z (F) C P"|F ¢ livre de quadrados}

[F] «— Z(F) ’
pois:
i) se
[F] = [G] = F = A\G, para algum A € C — {0}
= Z(F)=7(G);
i1) se

Z(F)=Z(G) = (F)=/(F) = /(G) = (G)
= F = )G, para algum \ € C — {0}
= [F] =[G].

Definicao B.3.4 Uma variedade Z C P™ é dita irredutivel se Z ¢é irredutivel como um
espaco com a Topologia de Zariski induzida.

Defini¢ao B.3.5 Uma variedade Z = Z(I) C P™ é dita reduzida se I é um ideal radical
em C[zg, ..., xp].

Teorema B.3.6 Notacoes como no Teorema 1.1.1.
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B.3. VARIEDADES PROJETIVAS

Demonstracao: =) Segue do Corolario 1.0.9.
<) Temos que existem ay, ..., aq € C tal que

F = Za,xg ‘7%, com d > 3.

Assim

Frowy = d(d — 1)agzd™ 4+ (d — 1)(d — 2)@1% 21+ (d = 2)(d — 3)asat 2% + ..+
+ 12a4_ 4560.731 44 6ay_ 3x0:c1 34+ 2a,. gazcll 2;
Froe, = (d — Dayzd™2 4+ 2(d — 2)agxd3xy 4+ 3(d — 3)aszd o3 + ..+
+3(d — 3)ag_sz2ri™ + 2(d — 2)ag_owoxt™> + (d — 1)ag_, 2972
Foiwo = Fagers
Fye, = 2002872 + 6aszl 30) + 120420422 + .+
+ (d — 2)(d — 3)ag_sziz®* + (d — 1)(d — 2)ag_1wox{ > + d(d — 1)agz{ 2.

_ 5 2 _ :
Como hrp =0, entao FiypFrizy — F, ., = 0, ou seja,

[2d(d — 1)agay — d(d — 1)a}] 22 + [6d(d — 1)agas — 2(d — 1)(d — 2)ayas] 224>z,
+ [12d(d — 1)agay + 6(d — 1)a1a3 —2(d — 1)(d — 2)a2] 224 %22 + ..+
+ [12d(d — 1)ag_saq + 6(d — 1)ag_zas_1 — 2(d — 1)(d — 2)a2_,| 23z}*"°
+ [6d(d — 1)ag_saq — 2(d — 1)(d — 2)ag_sa4_1] Tew3~>
+ [2d(d — 1)ag_saq — d(d — 1)a2_;] 239* = 0

Por igualdade de polinémios, obtemos o seguinte sistema

2d(d — 1)agas — d(d — 1)a? =0
6d<d - 1)&0(13 - 2(d - ].)(d - 2)@1(1,2 =0
12d(d — 1)agay + 6(d — 1)ajaz — 2(d — 1)(d — 2)a3 = 0

(

12d(d — 1)ag_4aq + 6(d — 1)ag_saq_1 — 2(d — 1)(d — 2)a% , =0
Gd(d — 1)ad,3ad — 2(d — 1>(d — 2)ad,2ad,1 =0
2d(d — 1)ag_saqy — d(d — 1)a%_, =0

\

Agora, consideremos os seguintes casos para F:
1) Se ag # 0, ent@o

( __d(d—1)a?
az = 2d2ag :
_ (d—2)aras __ d(d—1)(d—2)a?
az = 3dag - 6d3a3
an — (d=2)a3 _ ajaz _ d(d—1)(d—2)(d—3)a]
4 6dag 2day 24d%a3

d—1
[T (@—i)ad
=0

\ T dlddag?
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B.3. VARIEDADES PROJETIVAS

d
Sustituindo as iltimas igualdades em F' obtemos F' = aq (mo + ;Tlx1> , de

onde concluimos que [F] ¢ um Cone.
2) Se aqg # 0, entdo, analogamente ao caso 1), obtemos que F =
d

ad—1
aq ( das o+ x1> , que define um Cone.

3) Se ap = aq = 0, entdo

a; = 0
9 = 0
aqg = 0
Assim F' = Oczg,2,] (—+)-
Portanto [F] é um Cone. |

B.3.1 Dimensao e Singularidade

Defini¢ao B.3.7 Seja a variedade linear Z = Z (ly,...,l,—1) C P" onde l; = apzo +
vt apz, € P, comi=1,...n—1. Seja J; a sequinte matriz:

Q10 AaAix - Aip

G20 QA21 --° A2y
Jz = }

ano An1 " Apn

Dizemos que Z ¢é uma reta em P se posto J; =n — 1.

Definicao B.3.8 Seja Z C P" uma variedade reduzida e p € Z. Definimos o Espago
Tangente Projetivo de Z em p com sendo o conjunto

1,7 ={[ag: a1 : ... : a,] € P"|Vf(p) - (ag,a1,...,a,) =0,V f € I(Z)},
onde V f denota o vetor gradiente.

Exemplo B.3.9 T,P" = P". De forma mais geral, se Z C P" é uma variedade linear
ep € 4, entao 1,7 = Z.

Definicao B.3.10 Se Z = Z (ly,...,ls) C P" é uma variedade linear, conforme a
Definicao B.3.7, entdo definimos a dimensdo de Z como sendo

dim Z = n — posto J.

Definicao B.3.11 Seja Z wma variedade irredutivel e reduzida em P". Definimos a
dimensao de Z como sendo

dim Z = min {dim (7,,2) [p € Z} .
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B.4. MUDANCA DE COORDENADAS PROJETIVAS

Definicao B.3.12 Seja Y uma wvariedade redutivel e reduzida em P" e Y; suas
componentes irredutiveis. Definimos a dimensdo de Y como sendo

dimY = max {dim (Y;)} .

Teorema B.3.13 Se X C Y entdo dim X < dimY. Além disso, se Y é irredutivel e
X CY é uma subvariedade fechada com dim X = dimY entao X =Y.

Definigao B.3.14 Seja Z = Z(F) C P™ wma hipersuperficie reduzida e p € Z.
Dizemos que p é um ponto singular se VF(p) = 0.

Defini¢ao B.3.15 Seja Z = Z(Fi, ..., F) uma variedade reduzida em P* e p € Z.
Dizemos que p é um ponto singular de Z se, e somente se, dimT,Z > dimZ.
Denotamos o conjunto dos pontos singulares de Z por Sing (7).

Observacgao B.3.16 Sejam X,Y duas variedades em P" tal que X CY C P", entao
T,X CT,Y,V pe X. De fato, pois se X CY C P", entao Z(X) CZ(Y).

Se Z C P™ uma hipersuperficie reduzida e p € Z—Sing (Z), entio T,Z é um
hiperplano em P".

B.4 Mudanca de coordenadas projetivas

Seja T' : V. — V um isomorfismo linear. Deixaremos ao leitor interessado a
verificacao de que T preserva subespacos k-dimensionais de V. Entao 7" induz uma
bijegdo em P(V'), que denotaremos por T e chamaremos de mudanc¢a de coordenadas
projetivas (Mcp), definida por T ([v]) = [T (v)]. Note que T" induz um isomorfismo de
C-algebras

T-:P— P
F—T-F’

onde T - F (zg,...,x,) = F (T (xg, ...,x,)). Tal isomorfismo preserva a graduagao de
P, isto é, T - (P,;) = Py, para todo d > 0. Por simplicidade denotaremos T - |p, = T}.
Além disso, como T preserva subespacos, entao, pela Definicao B.1.4, temos que
retas, planos, etc. sao aplicados respectivamente em retas, planos, etc., pela mudanca
de coordenadas projetivas T e sao chamadas de projetivamente equivalentes. De forma
mais geral temos que:

I) Mcp preservam variedades projetivas. Sejam F € Py e T : C"™' — C"™! um
isomorfismo linear. Entao

T(Z (F))

=A{[T(v)] e P"|[v] € Z(F)} = {[T(v)]|[F(v) = 0}
= {[w] € P"|F (T~ (w)) = 0} (x)
— {[w] € P"|Ty - F(w) =0} = Z (Ty- F).
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B.4. MUDANCA DE COORDENADAS PROJETIVAS

II) Mcp preservam o grau das hipersuperficies. De fato, seja Z = Z (F ) C P
hipersuperficie reduzida de grau d. Entao, segue-se de (%) que T (Z (F
Z (Ty- F)) e, como Ty é um isomorfismo linear em P, concluimos que T (Z
P

uma hipersuperficie de grau d em P”. De fato, T induz uma bijecao de
P (Sy) definida por [F| +— [T - F]

)) =
(F)) €

(54) e

E o

IIT) Mcp preservam variedades irredutiveis. Suponhamos que Mcp nao preservam
variedades irredutiveis, entdo existe Z(I) C P", variedade irredutivel, onde
I = (F,..,F;) C P é um ideal homogéneo radical e F; € P, tal que
T(Z (1)) =Z(J1)UZ(Jy) = Z(J1Js), para algum .Jy, Jo C P ideais. Note que

k k
T(z() =1 (A2(7) = AT (2
= Z((Ty, - Fry oy Ty, - Fy)).

I
D)
N
ks
e

Suponhamos que J; = (hq,...,h,) e Jo = (1, ..., gs), €ntao

T(Z(I))=Z((hig;)),com1<i<rel<j<s
= Z ((Ta, - F1, ..., Tuy - ) = Z (hag;) - (%)

Observe que h;g;, com 1 < i < rel < j < s, sao polindmios homogéneos,
pois, por I) e por (xx), Z ((h;g;)) € uma variedade projetiva. Assim h; e g; sao
polindmios homogéneos, para 1 <: <rel < j <s. Consideremos que o grau de
h; e de g; sao D; e E; respectivamente. Como Tp, e T, sao isomorfismos, entao
existem H; € Pp, e G; € Pg, tal que Tp, - H; = h; e Tk, - Gj = g;. Assim

T(Z(1))=Z({(Tp, - HTg, -G;)),com1<i<rel<j<s
= NZ(Tp, - HTs, - G)
ij
=T (Z (H,Gy)) =T (Z ((H:G})))
]
= Z(I) = Z ({(H:Gy)) -
Fazendo J,= (Hy, ..., H,) e Jo={(G1, ..., Gs), temos que

Z(I)=Z(")VZ(F) (—=]<).
IV) Mcp preservam pontos singulares. Sejam X = Z(F) C P" uma hipersuperficie
reduzida de grau d e seja p = [v] € X um ponto singular, entao VF(v) = 0.

Devemos mostrar que T(p) é um ponto singular de T(Z(F)) = Z (T, - F'). Como
V(F(T™) (%, ..., xn) = VF (T (x0, ..., 2,)) T (0, ..., T,,), entao

V(Ty- F) (2o, ....wn) = VF (T (0, ... 2n)) T~ (w0, e, ) -
Agora, fagamos (xo, ..., z,,) = T (v). Assim
V(Ty-F)(T(v)) =VF(v)v=0.
Logo T (p) = T ([v]) = [T (v)] é€ um ponto singular de T(Z(F)).
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B.4. MUDANCA DE COORDENADAS PROJETIVAS

Exemplo B.4.1 Seja H C P3 um plano e p € P3 tal que p ¢ H, entdo existe uma Mcp
tal que T (H) = Z(x3) e T(p) =[0:0:0:1]. De fato, temos que p = [po : p1 : P2 : p3,
se p3 # 0, entdo fagamos p = [po : p1: p2 : 1], e se p3 =0, entao fagamos uma Mcp de
tal modo que p3 # 0 e assim encontraremos p = [po : p1 : p2 : 1]. Além disso,temos que
H = Z(h), onde h = Axg + Bxy + Cxo + Dxs, de modo que

h(p) = Apo + Bpy + Cpy + D =y € C— {0} .

Assim consideremos h = éxo + %xl + %xg + %I’?, e observe que ﬁ(p) = 1.
Agora, vamos determinar a;; € C, com1 <i <4 el < j <3, de maneira que a
matriz
ail a2 @13 Po
21 G2 Q23 D1
a3z1 G32 Aags P2
ag1 g2 agz 1

seja a matriz associada a T~' na base canénica. Facilmente verificamos que T (p) =

[0:0:0:1]. Jd para a condigdo Ty - h = x3, temos que

Concluimos que
Aayy + Bagy + Casy + Dagy =0
Aalz + BCLQQ + CCL32 + Da42 =0
ACZ13 + Ba23 + CCL33 + DCZ43 =0
fpo—i‘%pl—i-%m—k%:l

Logo basta escolhermos u; = (ay;, ag;, as;, ag;) com i = 1,2,3 tais que {uy,us,uz} €

lineramente independentes e [u;] € Z <h> para i =1,2,3.
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Apéndice C
Mapas regulares

Definicao C.0.2 Seja X C P". Dizemos que X é uma variedade quase-projetiva se
for possivel encontrar A, ' C P", A aberto e F' fechado, tais que X = AN F.

Definigao C.0.3 Seja X C P"uma variedade quase-projetiva e ¢ : X — C uma
funcao. Dizemos que ¢ € reqular em p € X se existe uma vizinhanga aberta V), dep e
também F,G € P, tais que ¢ = g em 'V, e G(q) # 0V q € V,,. Dizemos que ¢ é reqular
se for reqular em todo ponto p € X.

B!

Observagao C.0.4 Nem sempre conseguimos polinomios F,G € Py tais que ¢ = 5
emV, e G(q) # 0V ¢ € X, mas localmente o temos para abertos especificos.

Definicao C.0.5 Seja X C P" uma variedade quase-projetiva e p : X — C™ uma
funcdo. Dizemos que ¢ é regular (ou um morfismo) se, e somente se, p; : X — C é
regular para todo i = 1,...,m, onde ¢(q) = (1(q), £2(q), - $m(@)) ¥ q € X.

A partir da Definicao C.0.5 podemos verificar que:

i) ¢ é continua (em relagao a topoligia de Zariski);

1) Para todo aberto basico V; = {[ag : ... 1 a; : ... : ap] € P™|a; # 0} C P™ temos que
Vi = @lo—1y 1 071 (V;) — V; éregular, Vi =0,...,m.

Exemplo C.0.6 Sejam Fy, Fy, ..., F, € P; ndo nulos tais que Z (Fy, Fy, ..., F,) # 0.
Consideremos a funcao

p: P —P"
q— [Folq) ot Fulq)]

Note que ¢ é relugar, pois:

o) ¢ estd bem definida. (deizaremos a cargo do leitor)
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ee) © ¢ continua. De fato, dado X = Z(G) temos que

e (X) ={q eP"|[Folq): ... : Fulq)] € X}
= {q € P"|G (Fo(q), ..., Fu(q)) = 0}
=2Z(Q), onde Q =G (Fy, ..., F,) .

Logo ¢~ (X)) € fechado em P".

eee) Seja V; = {lap:..:a;:..:a,) €EP"a; £0} C P, entao ¢ ' (V;) =
{q € P"|F;(q) # 0}. Consideremos 1; = @|,—1(vy) + ¢~ 1 (Vi) — Vi de modo que
Yi(q) = (Yio(q), -, Yim(q)) V g € V;. Note que ¢ j : V; — C, com j =0,...,m,
¢ regular, pois 1, ; = % VY q € V;. Logo v; é relugar.

Definicao C.0.7 Sejam X,Y C P" wvariedades projetivas, com X sendo irredutivel.
Um mapa racional ¢ : X --- — Y é uma classe de equivaléncia do conjunto quociente

{(U, ) |U C X é um aberto nao vazio, ¢ : U — Y € regular}

~Y

onde (U, ) ~ (V,9) <= ¢|vnv = ¥|vnv.

Definigao C.0.8 Seja ¢ : P"--- — P" 0 mapa racional definido pelos polindmios nao
nulos Fy, F1, ..., F,, € Py, isto é, v (p) = [Fy(p) : ... : F,,(p)]. Dizemos que ¢ é um mapa
dominante se, e somente se, ¢ (P* — Z (Fy, ..., F},)) = P™.

Lema C.0.9 Sejam Fy, Fy,....F, € Clzo,...,x,] polinomios homogéneos de mesmo
grau. Seja
p:P*... — P

pr—[Fo(p) : ...t Fulp)]
o mapa racional associado e
F: Ol Ol
v — (Fy(v), ..., F(v))

o mapa afim associado a p. Entao ¢ é dominante se, e somente se, p é dominante.

Demonstragao:  =-) Provemos pela contra-positiva. Suponhamos que @ nao é
dominante, entao @ (C*t1) C C™"!. Assim, existe uma hipersuperficie Z(G) ¢ C"*!
tal que

@(CH—H) C &(Cn"'l) C Z(G) g (Cn—i-l
= G(p((v) =0, VveC!
= G(Fy(v), ..., Fy(v)) =0, Vv € C",
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Se G nao & um polindmio homogéneo, entao G = Gq+ G+ ... + G4, onde d € o grau
de G e G; € C|xy, ..., z,] sao polinébmios homogéneos de grau i V i = 0, ..., d. Fixemos
v e C"! entao ¢ (M) = Ng(v),VAeCek=09(F,). Assim

G(E (W) =0,V eC
= Go(F(W) + ... + Go(F (M) =0, Y A e C
= Go+ NG (@ W)+ ... + X, CGy(G(v) =0, YV A e C
= Gi(F()=0,Vi=0,..d
= 5 (Cr+) C Z(Gy), Vi=0,....d.

Assim podemos escolher uma hipersuperficie definida por um polinémio homogéneo GG

tal que ¢ (C"*1) C Z(G). Entao
G([Fo(p) : ... : F(p)]) =0, VpeP" - Z(Fy,...,F,)
=P - Z(F,...F,)) C Z(G)
= o (P - Z(F,,....F,)) C Z(G) ¢ P".

Portanto ¢ nao é dominante.
<) Provemos também pela contra-positiva. Suponhamos que ¢ nao ¢ um mapa
dominante. Entao existe uma hipersuperficie Z(H) C P" tal que

o (P — Z (Fy, ..., F,)) C Z(H) C P"

= H(p(p)) =0, VpeP'"—Z(F,..,F,)
= H(p()) =0, YveC" ] el —Z(F,.., F)
= H(p(v)) =0, VoeU=C"" — C2(Fo,.... )

= ¢ ((U)C Z(H)

Portanto ¢ nao é um mapa dominante. [
Definigao C.0.10 Seja ¢ : X — Y um mapa reqular e dominante. Seja v € X tal
que p(z) € Y=Sing(Y'). Dizemos que ¢ é suave em x se, e somente se, v € X —Sing(X)
e dim Ker(dy,) = dim X —dim Y.

Proposicao C.0.11 Seja ¢ : X — Y um mapa regular e dominante. FEntdo
U= {x € X|p é suave em x} é um aberto nao vazio e denso em X.

Demonstragao: Conferir a Proposi¢ao 3.6, pag 42 em [Mum?2]. |
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Lema C.0.12 Seja ¢ : P" - .. — P" wma mapa racional dado por ¢(x) =
[Ho (z) : ...: H, (z)] no aberto U =P" — Z, onde Z = Z (Hy, ..., H,) CP" e Hy, ..., H,
sao polindmios homogéneos do mesmo grau tal que mdc(Hy,...,H,) = 1. Entao
e (q) -9 (@) € Z.

Demonstragao: Definamos Pr C P™ x P™ como o seguinte conjunto
Pr = {(p,b) eP" xP"|b=[bg:..:b,] € H (p)bj =H;(p)b;, ¥V i,7€{0,....,n}}.

Tal conjunto é conhecido como explosao de P™ ao longo de Z. Consideremos as seguintes
aplicagoes
leﬁ—ﬁpn o 7'(_2:@—>]P)n
(p,b) —p (p,b) — b
Assim, note que:
1) para todo y € P" — Z, temos que

@) = {e.0) e Prlo =y} = {(.0) € P} = {0 )}
pois se H; (y) b; = H; (y) b;, para todo i, j € {0,...,n}, entdo
w(y) =[Ho(y): s Ho(y)] = [bo st ba] = b5

2) se definimos E = 77! (Z), temos que P — E esta em bijecdo com P" — Z. De
fato, pois

Pr— FE«—P"— 7
(0, (p) < p ’
3) se q € Z, temos que

it (@) = {.b) € Prlp = g} = {(a.6) € Pr} = {q} x P,

pois H; (q) = 0 para todo i =0, ..., n.

Finalmente, observe que se ¢! (q), entdo nao temos nada a provar. Do contrério,
temos que

(o) = [Enmt @] U |(B - E) N’ ()

Além disso:
i) ENmy ' (q) € Z x {q};

i) (ff% - E) Nyt (@) S et (a) x {a}-
De i) e ii) concluimos que

7 (@) € [Z x {a}] U [¢ " (@) x {a}] -
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Agora, como 1 (73" (¢)) € um fechado que contem ! (¢), entao

Coroldrio C.0.13 Sejam g € Imyp ew € o1 (¢) — ¢ ' (q), entdo l,,, C Z.

Demonstracao: Segue-se do Coroldrio 3.0.9 que cada H; verifica o Teorema
Chave. Assim H;(p) = H;(p+ AH (v)), para todo A € C e v € C""' onde
H = (Hy, Hy,...,H,), com i = 0,...,n. Logo, concluimos que ¢ (r) = ¢ (z + A\p (z)),

para todo A € C.
Agora, seja p € o' (q), entdao ¢ (p) = q. Portanto

ep+rp() =¢(+Arg)=¢q, VAeC.
Sabemos que p ¢ 7, entao existe 1 € {0,...,n} tal que

Hi(p)#0=>H(p+A)#0=p+Ig¢ Z ¥V reC.

Assim 1, = 1,, — {q} € ¢ ' (q). Logo

pEP~1(q)

Agora, suponhamos que I, , N ¢~ ! (q) # &, entdo existe algum p € 1, , N o (q).

Como p € p~!(q), entao

ngP”—Z:>p7éwep7éq:>lp7q:lw7q
=le=lusCe ' (@)=wep ' (q) (—]).

Portanto
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