
Universidade Federal da Paraíba
Centro de Ciências Exatas e da Natureza

Programa de Pós-Graduação em Matemática
Curso de Mestrado em Matemática

Hipersuperfícies com Hessiano nulo

Maikon dos Santos Livi

2011



Universidade Federal da Paraíba
Centro de Ciências Exatas e da Natureza

Programa de Pós-Graduação em Matemática
Curso de Mestrado em Matemática

Hipersuperfícies com Hessiano nulo
por

Maikon dos Santos Livi

sob orientação da

Profa. DraJacqueline Fabiola Rojas Arancibia

fevereiro de 2011
João Pessoa-PB

ii



iii



Universidade Federal da Paraíba
Centro de Ciências Exatas e da Natureza

Programa de Pós-Graduação em Matemática
Curso de Mestrado em Matemática

Hipersuperfícies com Hessiano nulo

por

Maikon dos Santos Livi

Dissertação apresentada ao Departamento de Matemática da Universidade Federal
da Paraíba, como requisito parcial para a obtenção do título de Mestre em Matemática.

Área de Concentração: Álgebra

Aprovada por:

iv



A minha família.

v



Agradecimentos
Agradeço a(os):

I minha família Pedro José(Pai), Vera Regina(Mãe), Alessandro(Ale),
Michele(Chele), Lea(Cunhadinha), Luana(Lua) e Pedro Vinicius(Pêdinho) por todo
apoio, carinho, amor e compreensão;
I minha noiva Tatiane Carvalho(neguinha) pelo companheirismo e por aturar meus

momentos de mau humor, como no dia em que Andrea a fez esquecer de comprar o
jantar;
I meus quase irmãos Bruna(Bruninha), Charlene(brother Cha), Danilo(Dan),

Denisson(Minino ou Deninho das meninas), Geraldo(Geraldinho ou Juca Fo�nho),
Italo(Italo) e Matheus (Matheusinho) por toda a ajuda e alegria que me proporcionam;
I professores da UFS Fábio dos Santos, Gastão Florêncio e Kalasas Vasconcelos

pelos incentivos para eu fazer mestrado;
I minha orientadora prof.a Jacqueline Rojas pelos conhecimentos, matemáticos e

didáticos, pela paciência e carinho;
I brothers de estudo Andrea Moura(Andleia), Claudemir(�), Geraldo(Geras),

Pryscilla( 
0
) e Viviane(Vivi) por todas as horas de ajuda, paciência e brincadeiras;

I professores da UFPB Antonio de Andrade, Everaldo Souto, Fagner Araruna e
Lizandro Challapa pelos cursos que assisti;
I caderno de Viviane por todas as vezes que tirei xerox, em todas as disciplinas;
I colegas que �z no mestrado Anderson, Andre, Daniel, Diana, Diego, Disson,

Edjane, Elisânia, Flávio, Gersica, Gilson, Karine, Maurício, Marco, Marcos, Odinéia,
Reginaldo, Ricardo(Moral 2), Rodrigo, Sheldon, Suelen(Moral 1), Tarciana, Tiago,
Vinicius, Yane, etc.... Pelos momentos de descontração.

vi



Resumo
Hesse a�rmou em um dos seus artigos que uma hipersuperfície no espaço projetivo

Pn que tenha o hessiano polinomial nulo é um cone. Mais tarde, Gordam e Noether
provam que a a�rmação de Hesse é valida apenas para n � 3, apresentando contra-
exemplos para n � 4. Inicialmente tentamos resolver o problema de maneira direta e
elementar, tendo sucesso só no caso de P1, então partimos para o estudo de dual de uma
variedade e de mapa polar associado a uma hipersuperfície X = Z(F ) � Pn. Tendo em
consideração que X� � IF , onde IF é a imagem do mapa polar, e que X é um Cone
se, e somente se, X� é degenerado. Somos levados a mostrar uma série de resultados
técnicos a�m de concluir que IF é uma variedade linear, especi�camente uma reta se
n = 2 e um plano ou uma reta se n = 3. Provando assim que dada uma hipersuperfície
X = Z(F ) � Pn. Se n � 3, então

X é um cone() det [Hess (F )] = 0.

Palavras-Chave: Hipersuperfície, Hessiano nulo, Dualidade, Cone.
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Abstract
Hesse said in one of his articles that a hypersurface in the projective space Pn that

has null hessian polynomial is a cone. Later, Gordam and Noether prove that the
statement of Hesse is valid only for n � 3, presenting counter-examples for n � 4.
Initially we tried to solve the problem in a direct and elementary form, been well
succeeding only in the case of P1, so we set out to study the dual of variety and polar
map associated to the hypersurface X = Z(F ) � Pn. Having mind that X� � IF ,
where IF is the polar map image, and that X is a cone if and only if, X� is degenerate.
Which brings us to display a series of technical results in order to conclude that IF is
a linear variety, speci�cally a line if n = 2 and a plane or line if n = 3. Thus we prove
for a given hypersurface X = Z(F ) � Pn. If n � 3, then

X is a Cone() det [Hess (F )] = 0.

Keywords: Hypersurface, Hessian null, Duality, Cone.
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Introdução

Seja F 2 C [x0; x1; :::; xn] um polinômio não nulo de grau d � 1. Seja hF o polinômio
hessiano associado a F , ou seja, hF é o determinante da matriz hessiana, a saber:

hF := det

 �
@2F

@xi@xj

�
i;j=0;:::;n

!
.

É óbvio que hF � 0 se em F não comparecem todas as variáveis. De fato, com um pouco
mais de trabalho (veja Corolário 1.0.8) pode-se veri�car que hF � 0 se for possível
fazer uma mudança de coordenadas de tal maneira que o novo polinômio dependa de
no máximo n variáveis.
No contexto de geometria algébrica, se F for homogêneo as hipersuperfícies X =

Z(F ) � Pn tais que após uma mudança de coordenadas projetivas, T, seja possível
obter T (X) = Z (Td � F ), onde Td �F depende no máximo de n variáveis é denominado
um Cone. Portanto temos veri�cado que se X = Z(F ) � Pn é um Cone, então hF � 0.
Uma questão natural que surge aqui é em relação a recíproca, ou seja, se hF � 0,

então X = Z(F ) � Pn é um Cone? Se d = 1 é óbvio, se d = 2 a a�rmação é válida
(veja Corolário 1.0.11). Mas e se d � 3?
Em 1851, Ludwig Otto Hesse a�rmou em [HE] que

hF � 0() X = Z(F ) é um Cone.

Mas em 1876 Gordan e Noether, em [GN], reconsideraram este problema e provaram
que Hesse estava enganado, pois o inverso seria válido apenas quando n � 3 e em geral
é falso quando n � 4.
O objetivo desta dissertação é explorar a recíproca da a�rmação de Hesse.

Mostrando que

hF � 0() X = Z(F ) � Pn é um Cone para n 2 f1; 2; 3g .

Com este objetivo em mente iniciamos o capítulo 1 tentando resolver o problema de
maneira direta e elementar. No caso n = 1 conseguimos ter sucesso. Já para n = 2,
após um arduo trabalho conseguimos veri�car a recíproca para d = 3 e 4. Assim somos
levados a introduzir os conceitos de dual de uma variedade e mapa polar associado a
uma hipersuperfície X = Z(F ) � Pn. De fato, o mapa polar é de�nido como o mapa
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racional
'F : Pn � �� �! Pn�

q 7�!
h
@F
@x0
(q) : ::: : @F

@xn
(q)
i .

Se denotarmos por IF a imagem do mapa polar 'F , veri�ca-se a partir das de�nições
que X� � IF . O que nos levara a concluir que se IF é degenerada ou variedade linear,
então X� será degenerada. Logo o Teorema 2.1.4 nos permite concluir que X é um
Cone.
Neste sentido o Teorema(ZAK) 2.2.3 nos garante que dim I�F � dim SingX. Logo

se X = Z (F ) � Pn e hF � 0 com n � 3, então necessariamente 0 � dim I�F � 1.
Se dim I�F = 0, então apelando para o Teorema de Bidualidade e usando que

dualização preserva irredutibilidade (veja Proposição 2.0.5 ) concluímos IF é um
hiperplano, logo X é um Cone.
Se dim I�F = 1, então uma série de resultados técnicos nos permitem concluir que I

�
F

é uma reta em P3 e consequentemente IF também será uma reta. Logo X é um cone.
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Notações

P - Denota o anel C [x0; :::; xn];
Pd - Denota o subespaço vetorial fF 2 P = F é homogêneo e @(F ) = dg;
hF - Denota det [Hess (F )];
Pn - Denota o Espaço Projetivo de dimensão n;
Mcp - Denota Mudança de Coordenadas Projetivas;
G(k; V ) - Denota a k-grassmaniana associada ao espaço vetorial V ;
Td - Denota o isomor�smo linear de Pd em Pd de�nido por F 7�! Td � F , onde

Td � F (x0; :::; xn) = F
�
T�1 (x0; :::; xn)

�
,

com T : Cn+1 �! Cn+1 um isomor�smo linear.

xii



Capítulo 1

Caracterização das hipersuperfícies
com hessiano nulo

Neste capítulo iremos de�nir e trabalhar com Cones em Pn, mais especi�camente
para n = 1; 2; 3. Caso o leitor não esteja familiarizado com as de�nições e conceitos de
Geometria Algébrica, recomendamos a leitura da referência [Rob], capítulo 1, seções 1,
2 e 3, ou a leitura da referência [EGH], capítulos 5 e 6.

De�nição 1.0.1 (Cone) Seja X = [F ] uma hipersuperfície de grau d em Pn. X é
denominado Cone, se e somente se, existe uma mudança de coordenadas projetivas
(Mcp)

T : Pn �! Pn
[v] 7�! [T (v)]

tal que Td � F é um polinômio onde comparecem no máximo n variáveis (Td denota o
isomor�smo linear de Pd em Pd de�nido por Td � F (x0; :::; xn) = F (T�1 (x0; :::; xn))).

Exemplo 1.0.2 Em Pn todo hiperplano é um Cone. De fato, seja [F ] um hiperplano
em Pn. Assim F = a0x0 + a1x1 + ::: + anxn, onde ai 2 C não são todos nulos. Agora,
se ai 6= 0, consideremos a Mcp T induzida pelo isomor�smo linear

T1 : P1 �! P1
F 7�! xi
xj 7�! xj

,

se j 6= i. Logo T1 � F = xi. Portanto [F ] é um Cone.

Proposição 1.0.3 Seja X = [F ] uma hipersuperfície de grau d em P1. Então X é um
Cone se, e somente se, Z(F ) é um ponto em P1.

Demonstração: )) Seja X = [F ] um Cone em P1, então existe uma Mcp T tal que
Td � F = xd0. Assim

T (Z(F )) = Z (Td � F ) = f[0 : 1]g =) Z(F ) =
�
T�1 ([0 : 1])

	
.

1



Logo Z(F ) é um ponto em P1.
() Temos que Z(F ) = Z (ax0 � bx1). Como a ou b é não nulo, então, sem perda de

generalidade, suponhamos que a 6= 0. Agora, consideremos uma Mcp T induzida pelo
isomor�smo linear

T1 : P1 �! P1
ax0 � bx1 7�! x0

x1 7�! x1

.

Assim T1 � (ax0 � bx1) = x0. Já que Z(F ) = Z(ax0 � bx1), então

Z (Td � F ) = Z (T1 � (ax0 � bx1)) = Z (x0)

) Td � F = �x0,

para algum � 2 Pd�1. Agora, como Z (Td � F ) consiste em um único ponto,
necessariamente � = �xd�10 , com � 2 C � f0g. Portanto Td � F = �xd0, de onde
concluímos que [F ] é um cone em P1. �

A seguir mostraremos que os cones em P2 são união de retas concorrentes, conforme
ilustra a �gura a seguir:

Proposição 1.0.4 Seja X = [F ] uma hipersuperfície de grau d em P2. Então X é um
Cone se, e somente se, Z(F ) = L1 [ L2 [ : : : [ Lk, com k � d, onde Li são retas em
P2 para i = 1; 2; :::; k. Além disso, se k � 2 e L1 \ L2 = fpg, então p 2 Lt, para todo
t = 1; 2; :::; k.

Demonstração: )) Seja X = [F ] um Cone em P2, então existe uma Mcp T tal que
Td � F 2 C [x0; x1]. Assim, pela Proposição B.1.8, temos que

Td � F =
dY
i=1

(aix0 + bix1) ,

onde [ai : bi] 2 P1, para todo i = 1; 2; :::; d. Logo

T (Z(F )) = Z (Td � F ) = Z

 
dY
i=1

(aix0 + bix1)

!
=

d[
i=1

Z (aix0 + bix1)

2



) Z(F ) = T�1
 

d[
i=1

Z (aix0 + bix1)

!
=

d[
i=1

T�1 (Z (aix0 + bix1))

) Z(F ) =

d[
i=1

Z
�
T�11 � (aix0 + bix1)

�
=

d[
i=1

Li,

onde Li = Z
�
T�11 � (aix0 + bix1)

�
. Note que Li são retas, pois T1 é um isomor�smo

linear em P1, para n = 1.
Agora, suponhamos que k � 2 e L1 \ L2 = fpg. Seja ft = T�11 � (atx0 + btx1) para

t = 1; 2; :::; k. Como f1 e f2 são linearmente independentes em P1 e dimP1 = 2, para
n = 1, então existem [�t : �t] 2 P1 tais que

ft = �tf1 + �tf2,

para todo t = 1; 2; :::; k. Assim

ft (p) = �tf1 (p) + �tf2 (p) = 0.

Logo p 2 Lt, para todo t = 1; 2; :::; k.
() Já sabemos que todo hiperplano é um Cone. Portanto vamos assumir que d � 2.

Assim, temos que Z(F ) = L1 [ L2 [ : : : [ Lk e L1 \ L2 = fpg, onde Lt são retas em
P2 com t = 1; 2; :::; k. Façamos Lt = Z(lt), onde lt são formas lineares em x0; x1 e x2.
Assim

Z(F ) = Z(l1 � ::: � lk)
)
p
hF i =

p
hl1 � ::: � lki = hl1 � ::: � lki

) F = �l1 � ::: � lk,

com � 2 C [x0; x1; x2]. Como Z (F ) = L1[:::[Lk, então necessariamente � = �ld11 �:::�l
dk
k ,

com � 2 C�f0g. Portanto,
F = �ln11 � ::: � l

nk
k ,

onde n1 + :::+ nk = d. Além disso, temos que

lt = �tl1 + �tl2,

pois l1 e l2 é uma base do subespaço de P1, para n = 2, formado pelas formas lineares
que se anulam em p e p 2 Lt, para todo t = 1; 2; :::; k. Logo

F = �ln11 l
n2
2 (�3l1 + �3l2)

n3 � ::: � (�kl1 + �kl2)
nk .

Agora, como xi (p) 6= 0 para algum i = 0; 1; 2, então suponhamos sem perda de
generalidade que x2 (p) 6= 0 e consideremos a Mcp induzida pelo isomor�smo

T1 : P1 �! P1
l1 7�! x0
l2 7�! x1
x2 7�! x2

.
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Note que

Td � F = Td � (�ln11 ln22 (�3l1 + �3l2)
n3 � ::: � (�kl1 + �kl2)

nk)

= (�ln11 l
n2
2 (�3l1 + �3l2)

n3 � ::: � (�kl1 + �kl2)
nk)
�
T�1

�
= �xn10 x

n2
1 (�3x0 + �3x1)

n3 � ::: � (�kx0 + �kx1)
nk .

Portanto X = [F ] é um Cone. �

Cones em P3

Seja X = [F ] um Cone de grau d em P3. Então existe uma Mcp T em P3 tal que
em Td �F comparecem no máximo três variáveis. Seja n0 o número mínimo de variáveis
ao qual podemos chegar após realizar uma Mcp. Assim, se:

1) n0 = 1, então Td � F = xd0. Logo o traço de Td � F de�ne um palno em P3.

2) n0 = 2, então, pelo Teorema B.1.8, temos que Td � F =
kQ
i=1

(aix0 � bix1)di,

com d1+:::+dk = d e [ai : bi] 2 P1 para todo i = 1; ::; k. Note que em Td �F comparecem
no mínimo dois fatores lineares linearmente independentes, pois do contrário podemos
eliminar mais uma variável. Assim o suporte de Td � F consiste da união de k planos
distintos contendo a reta l = Z (x0; x1).

4



3) n0 = 3. Inicialmente assuma que F é livre de quadrados e irredutível. Se
d = 2, temos que Z (F ) é um Cone do seguinte tipo

.

Em geral, Z (F ) é dado por uma união de retas lp;q passando por um ponto p com q
variando sobre uma curva plana de grau d.

Agora se retirarmos a condição de F ser irredutível, a superfície X será a união dos
outros já citados. Por exemplo, se d = 3, temos que T3 � F = L1L2L3 ou T3 � F = QL4,
onde Q é uma quádrica irredutível e Li são formas lineares, cujos traços são os seguintes.

5



Proposição 1.0.5 Seja X = Z(F )  P3 uma superfície irredutível e reduzida de grau
d. Então X é um Cone se, e somente se, existe H  P3 plano e p =2 H tal que
X =

S
q2C

lp;q, onde C = X \H.

Demonstração: )) Seja X = Z(F )  P3 um Cone, então existe uma Mcp T tal
que Td � F = f 2 C [x0; x1; x2]. Consideremos H = Z(x3) e p = [0 : 0 : 0 : 1]. A seguir
provaremos que Z(f) =

S
q2C

lp;q, onde C = Z(f) \H:

i) Seja r 2 Z(f). Se r = p ou r 2 H, não há o que mostrar. Se r =2 H
e r 6= p temos que lp;r \ H = fqg. Assim q = �r + �p, com [� : �] 2 P1, então
q = [�r0 : �r1 : �r2 : 0], onde � = ��r3, isto implica que f (q) = f(�r0; �r1; �r2; 0) =
�df (r) = 0. Logo q 2 C concluíndo assim que lp;r = lp;q �

S
q2C

lp;q. Portanto

Z(f) �
S
q2C

lp;q.

ii) Seja r 2 lp;q, com q 2 C dado por q = [q0 : q1 : q2 : 0]. Assim r =
[�q0 : �q1 : �q2 : �], para algum [� : �] 2 P1. Observemos que

f (r) = f (�q0; �q1; �q2; �) = �df (q0; q1; q2; 0) = �d � 0 = 0) lp;q � Z(f).

Logo T (Z(F )) = Z (f) =
S
q2C

lp;q. De onde conluímos que

Z(F ) = T�1
 [
q2C

lp;q

!
=

[
T�1(q)2T�1(C)

T�1 (lp;q) .

() Inicialmente observemos que dados um plano H = Z (h) em P3 e p =2 H, existe
uma Mcp T : P3 �! P3 tal que T1 � h = x3 e T(p) = ep = [0 : 0 : 0 : 1] (ver Exemplo
B.4.1). Seja Td � F = f . Observe que f (x0; x1; x2; 0) 2 C [x0; x1; x2]d é não nulo, pois
f é irredutível. Assim considere a superfície Z

� ef�, com ef = f (x0; x1; x2; 0), então,
conforme foi mostrado na implicação desta proposição,

Z
� ef� = [

q2C
lep;q,

onde C = Z(f) \ Z(x3). Logo

Z(Td � F ) = Z
� ef�) Td � F = � ef ,

onde � 2 C� f0g, ou seja, Td � F depende no máximo de três variáveis. �

Observação 1.0.6 Seja F 2 C [x0; :::; xn]. Denotaremos por hF o hessiano polinomial
de F , o qual é de�nido pelo determinante da matrix Hessiana associada a F , ou seja

hF = det [Hess (F )] := det

 �
@2F

@xi@xj

�
i;j=0;:::;n

!
.
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Teorema 1.0.7 Sejam F 2 Pd não nulo, com d � 1, e T 2 Aut (Cn+1). Então
[Hess (Td � F )] = [T�1]t [Hess (F )] [T�1].

Demonstração: Consideremos o seguinte diagrama

Cn+1 T�1�! Cn+1 F�! C.

Assim as aplicações�
T�1

�0
: Cn+1 �! L

�
Cn+1;Cn+1

�
e
�
T�1

�00
: Cn+1 �! L

�
Cn+1;L

�
Cn+1;Cn+1

��
,

induzem respectivamente, para todo c 2 C, as seguintes aplicações�
T�1

�0
c
: Cn+1 �! Cn+1 e

�
T�1

�00
c
: Cn+1 � Cn+1 �! Cn+1.

De fato, usando a regra da cadeia pode-se mostrar que, para todo (u; v) 2 Cn+1�Cn+1,
temos que�

F � T�1
�00
c
(u; v) = F

00

T�1(c)

��
T�1

�0
c
(u) ;

�
T�1

�0
c
(v)
�
+ F

0

T�1(c)

��
T�1

�00
c
(u; v)

�
.

Como (T�1)
0

c é uma aplicação linear e (T
�1)

0

c = T�1, então (T�1)
00

c = 0, obtendo assim
que �

F � T�1
�00
c
(u; v) = F

00

T�1(c)

��
T�1

�0
c
(u) ;

�
T�1

�0
c
(v)
�
.

Agora, por Álgebra Linear, temos que

[B � L� L]� =
�
[L]��

�t
[B]� [L]

�
� ,

onde L : W �! V é uma aplicação linear, B : V � V �! C é bilinear, � e � são bases
ordenadas �xadas de V e W , respectivamente.
Portanto, como Td � F = F � T�1, temos que

[Hess (Td � F )] =
�
T�1

�t
[Hess (F )]

�
T�1

�
,

na base canônica. �

Corolário 1.0.8 Seja F 2 Pd não nulo, com d � 1. Então hF = 0 se, e somente se,
hTd�F = 0, para todo T 2 Aut (Cn+1).

Demonstração: De fato temos que

[Hess (Td � F )] =
�
T�1

�t
[Hess (F )]

�
T�1

�
.

Assim
det [Hess (Td � F )] = det

�
T�1

�t
det [Hess (F )] det

�
T�1

�
.

Logo, hTd�F = 0, hF = 0, pois det [T�1] 6= 0. �
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1.1. HIPERSUPERFÍCIES EM P1 COM HESSIANO NULO

Corolário 1.0.9 Se X = [F ] � Pn é um Cone, então hF = 0.

O próximo teorema classi�ca as hipersuperfícies quádricas em Pn e nos permite
concluir que hF = 0 se, e somente se, o posto da quádrica [F ] é menor ou igual a n.

Teorema 1.0.10 (Forma Normal para Quádricas)
Seja uma hipersuperfície quádrica Q = [F ] � Pn. Então, a menos de uma Mcp T,
T � F é igual a um dos seguintes polinômios homogêneos:
1) F1 = x20;
2) F2 = x20 + x21;
...
n+1) Fn+1 = x20 + x21 + :::+ x2n.

Demonstração: De fato, seja F =
nP
i=0

nP
j=0

ai;jxixj = [x]tA [x], onde [x] =

264 x0
...
xn

375
e A = (ai;j)(n+1)�(n+1) é uma matriz simétrica. Sabemos que existe uma matriz

ortogonal P tal que PAP�1 =

264 �0
. . .

�n

375. Considere o isormo�smo linear

T : Cn+1 �! Cn+1 cuja matriz associada na base canônica é P . Asim T � F =
nP
i=0

�2ix
2
i .

Logo, considerando S : Cn+1 �! Cn+1 de�nida por S � xi =
�
xi, se �i = 0
xip
�i
, se �i 6= 0 e

renomeando os índices, caso necessário, concluímos que S � (T � F ) =
kP
i=0

x2i , com

0 � k � n. Além disso, ao leitor interessado, conferir referência [RM], pg. 63. �

Corolário 1.0.11 Uma hipersuperfície quádrica Q = [F ] � Pn é um Cone se, e
somente se, hF = 0.

Já sabemos que todo hiperplano em Pn é um Cone. Agora, o Corolário acima nos
permite caracterizar as hipersuperfícies quádricas que são Cones. Assim, de agora em
diante assumiremos que as hipersuperfícies tem grau d � 3.

1.1 Hipersuperfícies em P1 com hessiano nulo

Veri�ca-se facilmente que um ponto de múltiplicidade k � 1 é uma hipersuperfície de
P1com hessiano nulo. O Teorema que provaremos a seguir nos garante que a recíproca
também é verdadeira.
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1.1. HIPERSUPERFÍCIES EM P1 COM HESSIANO NULO

Teorema 1.1.1 Seja F 2 C [x0; x1] não nulo e homogêneo de @(F ) = d � 3. Veri�ca-
se que [F ] é um Cone se, e somente se, hF = 0.

Demonstração: )) Segue do Corolário 1.0.9.
() Seja d � m � 1 tal que xm0 j F e xm0 - F . Assim F = xm0 G, para algum

G 2 C [x0; x1], e consequentemente8<:
Fx0x0 = m (m� 1)xm�20 G+ 2mxm�10 Gx0 + xm0 Gx0x0
Fx0x1 = mxm�10 Gx1 + xm0 Gx0x1
Fx1x1 = xm0 Gx1x1

.

Como hF = 0, então Fx0x0Fx1x1 � F 2x0x1 = 0, ou seja,

x2m0
�
Gx0x0Gx1x1 �G2x0x1

�
+ 2mx2m�10 (Gx0Gx1x1 �Gx1Gx0x1)+

mx2m�20

�
(m� 1)GGx1x1 �mG2x1

�
= 0

=) (m� 1)GGx1x1 �mG2x1 = Rx0,

para algum R 2 C [x0; x1]. A seguir, consideremos G = x0S + axe1, onde e = @ (G),
S 2 C [x0; x1] e a 2 C�f0g, pois xm0 - F . Logo�

Gx1 = x0Sx1 + aexe�11

Gx1x1 = x0Sx1x1 + ae (e� 1)xe�21

isto implica

(m� 1) (x0S + axe1)
�
x0Sx1x1 + ae (e� 1)xe�21

�
�m

�
x0Sx1 + aexe�11

�2
= Rx0

=) x0B + a2e (1� e�m)x2e�21 = Rx0,

onde
B = x0

�
(m� 1)

�
x0SSx1x1 + ae (e� 1)xe�21 S + axe1Sx1x1

�
�mSx1

�
xSx1 + 2aex

e�1
1

�	
.

Portanto

a2e (1� e�m) = 0 =)

8<:
e = 0
ou

e+m = 1) e = 0, pois m � 1 e e � 0
=) G é constante

=) F = xm0 b, para algum b 2 C
=) [F ] é um Cone.

�

Apresentaremos no Apêndice B.3 uma outra demonstração para este teorema
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1.2. HIPERSUPERFÍCIES EM P2 COM HESSIANO NULO

1.2 Hipersuperfícies em P2 com hessiano nulo

No próximo teorema vamos veri�car, sob uma determinada condição, que as curvas
de grau três ou quatro que possuem hessiano nulo são necessariamente Cones. De fato,
a complexidade nos cálculos nos levarão a procurar uma outra abordagem. Isto motiva,
no próximo capítulo, o estudo do dual de uma variedade projetiva e introdução do mapa
polar.

Teorema 1.2.1 Seja F 2 C [x0; x1; x2] não nulo e homogêneo de grau d = 3 ou 4.
Veri�ca-se que [F ] é um Cone em P2 se, e somente se, hF = 0.

Demonstração: )) Segue do Corolário 1.0.9.
() Temos que

F =
X
i;j;l�0
i+j+l=d

ai;j;lx
i
0x
j
1x
l
2.

Suponhamos que d = 3, então

F = a3;0;0x
3
0 + a2;1;0x

2
0x1 + a1;2;0x0x

2
1 + a0;3;0x

3
1 + a2;0;1x

2
0x2

+ a1;0;2x0x
2
2 + a0;0;3x

3
2 + a0;2;1x

2
1x2 + a0;1;2x1x

2
2 + a1;1;1x0x1x2.

Como hF = 0, então

det

������
Fx0x0 Fx0x1 Fx0x2
Fx0x1 Fx1x1 Fx1x2
Fx0x2 Fx1x2 Fx2x2

������ = 0.
Se

� (Fx0x0 ; Fx0x1 ; Fx0x2) + � (Fx0x1 ; Fx1x1 ; Fx1x2) = (Fx0x2 ; Fx1x2 ; Fx2x2)

para algum �; � 2 C, então8>>>>>><>>>>>>:

�

�
6a3;0;0x0 + 2a2;1;0x1

+2a2;0;1x2

�
+ �

�
2a2;1;0x0 + 2a1;2;0x1

+a1;1;1x2

�
=

�
2a2;0;1x0 + a1;1;1x1

+2a1;0;2x2

�
�

�
2a2;1;0x0 + 2a1;2;0x1

+a1;1;1x2

�
+ �

�
2a1;2;0x0 + 6a0;3;0x1

+2a0;2;1x2

�
=

�
a1;1;1x0 + 2a0;2;1x1

+2a0;1;2x2

�
�

�
2a2;0;1x0 + a1;1;1x1

+2a1;0;2x2

�
+ �

�
a1;1;1x0 + 2a0;2;1x1

+2a0;1;2x2

�
=

�
2a1;0;2x0 + 2a0;1;2x1

+6a0;0;3x2

� .

Por igualdade de polinômios obtemos o seguinte sistema8>>>>>><>>>>>>:

3�a3;0;0 + �a2;1;0 = a2;0;1
2�a2;1;0 + 2�a1;2;0 = a1;1;1
2�a2;0;1 + �a1;1;1 = 2a1;0;2
�a1;2;0 + 3�a0;3;0 = a0;2;1
�a1;1;1 + 2�a0;2;1 = 2a0;1;2
�a1;0;2 + �a0;1;2 = 3a0;0;3

)

8>>>>>><>>>>>>:

3�a3;0;0 + �a2;1;0 = a2;0;1
2�a2;1;0 + 2�a1;2;0 = a1;1;1
3�2a3;0;0 + 2��a2;1;0 + �2a1;2;0 = a1;0;2
�a1;2;0 + 3�a0;3;0 = a0;2;1
�2a2;1;0 + 2��a1;2;0 + 3�

2a0;3;0 = a0;1;2
�3a3;0;0 + �2�a2;1;0 + ��2a1;2;0 + �3a0;3;0 = a0;0;3

.
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1.2. HIPERSUPERFÍCIES EM P2 COM HESSIANO NULO

Substituindo as últimas igualdades acima em F , obtemos:

F = a3;0;0x
3
0 + a2;1;0x

2
0x1 + a1;2;0x0x

2
1 + a0;3;0x

3
1

+ (3�a3;0;0 + �a2;1;0)x
2
0x2 +

�
3�2a3;0;0 + 2��a2;1;0 + �2a1;2;0

�
x0x

2
2

+
�
�3a3;0;0 + �2�a2;1;0 + ��2a1;2;0 + �3a0;3;0

�
x32 + (�a1;2;0 + 3�a0;3;0)x

2
1x2

+
�
�2a2;1;0 + 2��a1;2;0 + 3�

2a0;3;0
�
x1x

2
2 + (2�a2;1;0 + 2�a1;2;0)x0x1x2

= a3;0;0 (x0 + �x2)
3 + a2;1;0 (x0 + �x2)

2 (x1 + �x2) + a1;2;0 (x0 + �x2) (x1 + �x2)
2

+ a0;3;0 (x1 + �x2)
3 .

Considerando a Mcp T : P3 �! P3 determinada pelo isormo�smo linear

T1 : P1 �! P1
x0 7�! x0 � �x2
x1 7�! x1 � �x2
x2 7�! x2

(1.I)

Obtemos que
T3 � F = a3;0;0x

3
0 + a2;1;0x

2
0x1 + a1;2;0x0x

2
1 + a0;3;0x

3
1.

De onde concluímos que [F ] é um Cone.
Agora, suponhamos que d = 4 ,então

F = a4;0;0x
4
0 + a3;1;0x

3
0x1 + a2;2;0x

2
0x
2
1 + a1;3;0x0x

3
1 + a0;4;0x

4
1

+ a3;0;1x
3
0x2 + a2;0;2x

2
0x
2
2 + a1;0;3x0x

3
2 + a0;0;4x

4
2 + a0;3;1x

3
1x2

+ a0;2;2x
2
1x
2
2 + a0;1;3x1x

3
2 + a2;1;1x

2
0x1x2 + a1;2;1x0x

2
1x2 + a1;1;2x0x1x

2
2.

Como hF = 0, então, se

� (Fx0x0 ; Fx0x1 ; Fx0x2) + � (Fx0x1 ; Fx1x1 ; Fx1x2) = (Fx0x2 ; Fx1x2 ; Fx2x2) ,

para algum �; � 2 C. Assim8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�

0@ 12a4;0;0x
2
0 + 6a3;1;0x0x1

+2a2;2;0x
2
1 + 6a3;0;1x0x2

+2a2;0;2x
2
2 + 2a2;1;1x1x2

1A+ �

0@ 3a3;1;0x
2
0 + 4a2;2;0x0x1

+3a1;3;0x
2
1 + 2a2;1;1x0x2

+2a1;2;1x1x2 + a1;1;2x
2
2

1A = 
1

�

0@ 3a3;1;0x
2
0 + 4a2;2;0x0x1

+3a1;3;0x
2
1 + 2a2;1;1x0x2

+2a1;2;1x1x2 + a1;1;2x
2
2

1A+ �

0@ 2a2;2;0x
2
0 + 6a1;3;0x0x1

+12a0;4;0x
2
1 + 6a0;3;1x1x2

+2a0;2;2x
2
2 + 2a1;2;1x0x2

1A = 
2

�

0@ 3a3;0;1x
2
0 + 4a2;0;2x0x2

+3a1;0;3x
2
2 + 2a2;1;1x0x1

+a1;2;1x
2
1 + 2a1;1;2x1x2

1A+ �

0@ 3a0;3;1x
2
1 + 4a0;2;2x1x2

+3a0;1;3x
2
2 + a2;1;1x

2
0

+2a1;2;1x0x1 + 2a1;1;2x0x2

1A = 
3

,
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1.2. HIPERSUPERFÍCIES EM P2 COM HESSIANO NULO

onde


1 =

�
3a3;0;1x

2
0 + 4a2;0;2x0x2 + 3a1;0;3x

2
2

+2a2;1;1x0x1 + a1;2;1x
2
1 + 2a1;1;2x1x2


2 =

�
3a0;3;1x

2
1 + 4a0;2;2x1x2 + 3a0;1;3x

2
2

+a2;1;1x
2
0 + 2a1;2;1x0x1 + 2a1;1;2x0x2


3 =

�
2a2;0;2x

2
0 + 6a1;0;3x0x2 + 12a0;0;4x

2
2

+2a0;2;2x
2
1 + 6a0;1;3x1x2 + 2a1;1;2x0x1

.

Por igualdade de polinômios obtemos o seguinte sistema8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

4�a4;0;0 + �a3;1;0 = a3;0;1
3�a3;1;0 + 2�a2;2;0 = a2;1;1
2�a2;2;0 + 3�a1;3;0 = a1;2;1
6�a3;0;1 + 2�a2;1;1 = 4a2;0;2
2�a2;0;2 + �a1;1;2 = 3a1;0;3
2�a2;1;1 + 2�a1;2;1 = 2a1;1;2
�a1;3;0 + 4�a0;4;0 = a0;3;1
2�a1;2;1 + 6�a0;3;1 = 4a0;2;2
�a1;1;2 + 2�a0;2;2 = 3a0;1;3
3�a1;0;3 + 3�a0;1;3 = 12a0;0;4

)

8>>>>>><>>>>>>:

6�2a4;0;0 + 3��a3;1;0 + �2a2;2;0 = a2;0;2
4�3a4;0;0 + 3�

2�a3;1;0 + 2��
2a2;2;0 + �3a1;3;0 = a1;0;3

3�2a3;1;0 + 4��a2;2;0 + 3�
2a1;3;0 = a1;1;2

�2a2;2;0 + 3��a1;3;0 + 6�
2a0;4;0 = a0;2;2

�3a3;1;0 + 2�
2�a2;2;0 + 3��

2a1;3;0 + 4�
3a0;4;0 = a0;1;3

�4a4;0;0 + �3�a3;1;0 + �2�2a2;2;0 + ��3a1;3;0 + �4a0;4;0 = a0;0;4

.

Substituindo as últimas igualdades acima em F , obtemos:

F = a4;0;0x
4
0 + a3;1;0x

3
0x1 + a2;2;0x

2
0x
2
1 + a1;3;0x0x

3
1 + a0;4;0x

4
1

+ (4�a4;0;0 + �a3;1;0)x
3
0x2 +

�
6�2a4;0;0 + 3��a3;1;0 + �2a2;2;0

�
x20x

2
2

+
�
4�3a4;0;0 + 3�

2�a3;1;0 + 2��
2a2;2;0 + �3a1;3;0

�
x0x

3
2

+
�
�4a4;0;0 + �3�a3;1;0 + �2�2a2;2;0 + ��3a1;3;0 + �4a0;4;0

�
x42

+ (�a1;3;0 + 4�a0;4;0)x
3
1x2 +

�
�2a2;2;0 + 3��a1;3;0 + 6�

2a0;4;0
�
x21x

2
2

+
�
�3a3;1;0 + 2�

2�a2;2;0 + 3��
2a1;3;0 + 4�

3a0;4;0
�
x1x

3
2 + (3�a3;1;0 + 2�a2;2;0)x

2
0x1x2

+ (2�a2;2;0 + 3�a1;3;0)x0x
2
1x2 +

�
3�2a3;1;0 + 4��a2;2;0 + 3�

2a1;3;0
�
x0x1x

2
2

= a4;0;0 (x0 + �x2)
4 + a3;1;0 (x0 + �x2)

3 (x1 + �x2) + a2;2;0 (x0 + �x2)
2 (x1 + �x2)

2

+ a1;3;0 (x0 + �x2) (x1 + �x2)
3 + a0;4;0 (x1 + �x2)

4 .

Usando novamente a Mcp dada por (1.I), temos que

T4 � F = a4;0;0x
4
0 + a3;1;0x

3
0x1 + a2;2;0x

2
0x
2
1 + a1;3;0x0x

3
1 + a0;4;0x

4
1.

Logo [F ] é um cone em P2. �
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Capítulo 2

Dual de variedades projetivas e
Mapa polar

Em suma, neste capítulo apresentaremos o conceito de dual de uma variedade
projetiva, o que nos permite caracterizar os cones em Pn como aquelas variedades
projetivas cuja variedade dual é degenerada. Além disso de�nimos o mapa polar
associado a uma hipersuperfície.
A seguir denotaremos por Pn� o conjunto formado pelos hiperplanos em Pn, isto é,

Pn� = fH ( PnjH é um hiperplanog
= fH = Z(F )jF 2 P1 � f0gg .

Além disso, conforme indica o diagrama a seguir, podemos identi�car Pn� com os espaços
projetivo P

�
(Cn+1)�

�
e Pn (�cara a cargo do leitor interessado a veri�cação das bijeções)

Pn  ! P
�
(Cn+1)�

�
 ! Pn�

[b0 : ::: : bn] 7�! [f ] 7�! H = P (Ker (f)) , (2.I)

onde f = b0e
�
0 + ::: + bne

�
n, sendo � = fe�0; :::; e�ng a base dual de (Cn+1)

� associada à
base canônica feigni=0 de Cn+1. Usando estas identi�cações, induzimos a topologia de
Zariski em Pn�.

De�nição 2.0.2 Seja X = Z(F ) � Pn uma variedade reduzida. De�nimos o espaço
dual de X, X�, como o fecho em Pn� do conjunto

fH 2 Pn�jTpX � H; para algum p 2 X � Sing(X)g ,

ou seja,
X� = fH 2 Pn�jTpX � H; para algum p 2 X � Sing(X)g.

13



2.1. DUAL DE VARIEDADES LINEARES

Exemplo 2.0.3 Seja X = fp1; p2g � P2, onde p1 = [1 : 0 : 0] e p2 = [0 : 0 : 1]. Note
que X = Z(y; xz), logo X é uma variedade reduzida e

TpX = TpZ(y) \ TpZ(xz)
= Z(y) \ TpZ(xz)

=

�
Z(y) \ Z(z) = Z(y; z), se p = p1
Z(y) \ Z(x) = Z(y; x), se p = p2

.

Assim

X� = fl 2 P2�jTpX � l; para algum p 2 X � Sing(X)g
�
�
[a0 : a1 : a2] 2 P2ja0 = 0 ou a2 = 0

	
= Z (x0; x2) = Z (x0) [ Z (x2) .

Teorema 2.0.4 (Bidualidade) Seja X uma variedade irredutível, então X�� �= X.

Demonstração: Conferir referência [IMA], pag 14, ou [Ivan], Teorema 2.4.1, pag 33.
�

Proposição 2.0.5 Se X é irredutível então X� é irredutível.

Demonstração: Conferir referência [IMA], pag 15, ou [Ivan], Proposição 2.4.1, pag
33. �

2.1 Dual de variedades lineares

Exemplo 2.1.1 Seja X = P(W ) � Pn uma variedade linear de dimensão k, onde
W 2 G(k + 1;Cn+1), com 0 � k � n� 1, então, se W = [w0; w1; :::; wk], temos que

X� = fH 2 Pn�jTpX � H; para algum p 2 X � Sing(X)g
= fH 2 Pn�jX � Hg
= fH 2 Pn�jP(W ) � Hg
= fH = P(U) 2 Pn�jW � Ug
(2.I)
=
�
[f ] 2 P

��
Cn+1

��� jW � Ker(f)
	
.

Como w = fw0; w1; :::; wkg é uma base de W , então completemos w de forma
que � = fw0; w1; :::; wk; vk+1; :::; vng seja uma base de Cn+1. Agora tomemos
�� =

�
w�0; w

�
1; :::; w

�
k; v

�
k+1; :::; v

�
n

	
como sendo a base dual de �. Assim

X� = P (W) , onde W =
�
v�k+1; :::; v

�
n

�
.

Logo o espaço dual de um k-plano em Pn é um (n� k � 1)-plano em Pn�.
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2.1. DUAL DE VARIEDADES LINEARES

Observação 2.1.2 Sejam X;Y ( Pn duas variedades lineares tais que X � Y , então
Y � � X� ( Pn�. De fato, basta lembrarmos da Observação B.3.16.

De�nição 2.1.3 Seja X � Pn uma variedade projetiva. Dizemos que X é não-
degenerada se X não esta contida num hiperplano de Pn.

Teorema 2.1.4 Seja X = Z(F ) ( Pn uma hipersuperfície reduzida de grau d. Então
X é um cone se, e somente se, X� é degenerada.

Demonstração: )) Seja X = Z(F ) ( Pn um cone, então existe uma Mcp
T : Pn �! Pn tal que Td � F depende no máximo de n variáveis. Suponhamos
que Td � F 2 C [y0; :::; yn�1]. Assim @Td�F

@yn
= 0. Consideremos Y = Z(Td � F ) ( Pn.

Assim Y � = V � Pn�, onde V = fH 2 Pn�jH = TpY , para algum p 2 Y � Sing(Y )g.
Lembremos que TpY = Z

�
@Td�F
@y0

(p)y0 + :::+ @Td�F
@yn�1

(p)yn�1

�
. Logo, identi�cando Pn�

com Pn e usando as coordenadas homogêneas z0; :::; zn, temos que V � Z(zn) ) V �
Z(zn)) Y � � Z(zn). Além disso, T induz o isomor�smo

T � : Pn� �! Pn�
Z (h) 7�! Z (T1 � h)

.

Assim
T � (X�) = Y � � Z(zn)) X� � T �

�1
(Z(zn)) = Z

�
T�11 � h

�
.

Logo X� é degenerada.
() Se X� é degenerada, então existe � = Z(`) � Pn�, onde ` = a0z0 + ::: + anzn,

tal que
X� = fH 2 Pn�jH = TpX, para algum p 2 X � Sing(X)g � �.

Assim

TpX = Z

�
@F

@x0
(p)x0 + :::+

@F

@xn
(p)xn

�
2 �)

nX
i=0

ai
@F

@xi
(p) = 0.

De onde concluímos que

X � Sing(X) � Z

 
nX
i=0

ai
@F

@xi

!

) X � Z

 
nX
i=0

ai
@F

@xi

!

)
nX
i=0

ai
@F

@xi
= QF , para algum Q 2 C [x0; :::; xn]

)
nX
i=0

ai
@F

@xi
= 0.
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2.2. MAPAS POLARES

Agora, consideremos o isomor�smo linear T : Cn+1 �! Cn+1de modo que
T�1 (en+1) = (a0; :::; an). Note que d (Td � F ) = d (F � T�1) = dF (T�1) � dT�1 =
dF (T�1) � T�1. Assim

@Td � F
@yn

=
nX
i=0

ai
@F

@xi
= 0.

Portanto X = Z(F ) é um cone. �

2.2 Mapas polares

Para esta seção serão necessários os conceitos de mapas regulares e mapas racionais.
Assim, aconselhamos ao leitor não familiarizado com estes conceitos, o estudo do
Apêndice C antes da abordagem desta seção.

De�nição 2.2.1 (Mapa polar) Seja X = Z(F ) ( Pn uma hipersuperfície reduzida
de grau d. Chamamos de mapa polar associado a X o mapa racional

'F : Pn � �� �! Pn�

q 7�!
h
@F
@x0
(q) : ::: : @F

@xn
(q)
i .

Exemplo 2.2.2 Seja X um hiperplano em Pn de�nido pela forma linear F =
nP
i=0

aixi.

Então o mapa polar associado a X é um mor�smo regular e constante. De fato, o mapa
polar associado a X é

'F : Pn �! Pn�
q 7�! [a0 : ::: : an]

.

Denotemos a imagem do mapa polar como sendo IF = 'F (Pn � Sing(X)).

Teorema 2.2.3 (ZAK) Sejam X = Z(F ) � Pn uma variedade projetiva irredutível
reduzida com hF � 0 e 'F : Pn � �� �! Pn� o mapa polar associado a X. Então I�F �
Sing(X).

Demonstração: Conferir a Proposição 4.9 em [ZAK]. �

Teorema 2.2.4 Seja X = Z(F ) ( Pn uma hipersuperfície reduzida de grau d > 1.
Seja 'F o mapa polar associado a X. Assim, são equivalentes:
(a) hF � 0;
(b) 'F não é dominante;
(c) IF ( Pn�;
(d) @F

@x0
; @F
@x1
; :::; @F

@xn
são algebricamente dependentes.
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2.2. MAPAS POLARES

Demonstração: [(a) ) (b)] Provemos pela contra-positiva. Suponhamos que 'F
é um mapa dominante. Como 'F é um mapa racional dominante, então, pelo Lema
C.0.9, temos que

f'F : Cn+1 �! Cn+1

v 7�!
�
@F
@x0
(v); :::; @F

@xn
(v)
�

é um mapa regular e dominante. Assim, pela Proposição C.0.11, existe um aberto
U � Cn+1 não vazio tal que (df'F )v é suave e dimKer ((df'F )v) = 0 para todo v 2 U .
Como

[(df'F )v] = Hess(F )(v); 8 v 2 U
) hF (v) 6= 0; 8 v 2 U
) hF 6= 0.

[(b)) (a)] Já que 'F não é dominante, então, pelo Lema C.0.9, temos quef'F : Cn+1 �! Cn+1

v 7�!
�
@F
@x0
(v); :::; @F

@xn
(v)
�

também não é dominante. Consideremos o mapa

 : Cn+1 �! f'F (Cn+1)
v 7�!

�
@F
@x0
(v); :::; @F

@xn
(v)
�

e note que  é um mapa regular e dominante. Assim, pela Proposição C.0.11, existe
um aberto U � Cn+1 não vazio tal que  é suave em v e

dimKer(d v) = n+ 1� dimf'F (Cn+1) > 1
para todo v 2 U . Logo

hF (v) = 0; 8 v 2 U , U � Z(hF )

, U = Cn+1 � Z(hF ) � Cn+1

, Z(hF ) = Cn+1

) hF � 0.

[(b), (c)] De�nição C.0.8.
[(c), (d)] Suponhamos que IF ( Pn�, então existe uma hipersuperfície Z(G) ( Pn�
tal que

IF � Z(G) ( Pn�

, G ('F (p)) = 0; 8 p 2 Pn � Sing(X)

, G

��
@F

@x0
(p) : ::: :

@F

@xn
(p)

��
= 0; 8 p 2 Pn � Sing(X).
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2.2. MAPAS POLARES

Note que H = G
�
@F
@x0
; :::; @F

@xn

�
2 C[x0; :::; xn] é um polinômio homogêneo, pois

G; @F
@x0
; :::; @F

@xn�1
e @F
@xn

são polinômios homogêneos. Assim

H(p) = 0; 8 p 2 U = Pn � Sing(X)
, U � Z(H)

, U = Pn � Z(H) � Pn

, Z(H) = Pn

, H � 0

, @F

@x0
;
@F

@x1
; :::;

@F

@xn
são algebricamente dependentes.

�
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Capítulo 3

Conjectura de Hese

Neste capítulo apresentaremos um dos resultados chaves para mostrar que as únicas
superfícies em P3 que possuem Hessiano nulo são os Cones. (veja Teorema 3.0.15)
Consideremos a hipersuperfície reduzida X = Z(F ) ( Pn de grau d � 1 tal que

hF � 0 e o mapa polar

'F : Pn � �� �! Pn�

q 7�!
h
@F
@x0
(q) : ::: : @F

@xn
(q)
i .

Como hF � 0, então, pelo Teorema 2.2.4, 'F (Pn � Sing(X)) = IF ( Pn�. Notemos
que IF é irredutível, pois todo aberto U 6= ? em Pn é irredutível e a imagem de um
irredutível é irredutível.

Proposição 3.0.5 Seja X = Z(F ) ( Pn uma hipersuperfície reduzida. Então existe
uma hipersuperfície irredutível e reduzida S = Z(G) � Pn� tal que IF � S e IF *
Sing(S).

Demonstração: Sabemos que IF é um fechado próprio em Pn� � Pn. Seja G 2 I (IF )
o polinômio homogêneo não nulo de menor grau no ideal de IF . Seja d o grau de G e
S = Z (G).
Se d = 1, então IF � S, com S hiperplano. Assim Sing(S) = ? e segue o resultado.
Se d � 2, então temos que IF *Sing(S), pois se

IF � Sing (S) = Z

�
@G

@x0
; :::;

@G

@xn

�
) @G

@xi
2 I (IF ) , 8 i = 0; :::; n.

Como G de�ne uma hipersuperfície em Pn� � Pn, existe j 2 f0; :::; ng tal que @G
@xj
6= 0.

Assim @G
@xj
2 I (IF ) e grau de @G

@xj
= d� 1 (! j  ).

Note que podemos escolher G irredutível, pois se G = G1 � ::: � Gk 2 I (IF ), então
Gi 2 I (IF ), para algum i 2 f1; :::; kg, pois a hipótese de X ser reduzida implica em
I (IF ) ser primo. De maneira análoga concluímos que podemos escolher G livre de
quadrados. �
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A Proposição 3.0.5 nos permite considerar o mapa racional 	FG de�nido pela
composta dos mapas polares no seguinte diagrama

Pn � �� 'F�! Pn� � �� 'G�! Pn��
��= Pn,

onde � é o isomor�smo canônico. Assim 	FG = � � 'G � 'F , ou seja

	FG : Pn � �� �! Pn

q 7�!
h
@G
@y0
(f'F (q)) : ::: : @G@yn (f'F (q))i

= [H0(q) : ::: : Hn(q)]

, (3.I)

onde Hi =
@G
@yi

(f'F )
�

, com i = 0; :::; n e � = mdc
�
@G
@y0
(f'F ); :::; @G@yn (f'F )�.

Teorema 3.0.6 Seja 	FG : Pn � �� �! Pn o mapa racional de�nido em (3.I), Z =
Z (H0; :::; Hn) e S = Z(G). Então:

1. Se dim Im (	FG) = 0, então IF é degenerada e assim X = Z(F ) é um cone;

2. dimZ � n� 2;

3. 	FG (Pn � Z) � I�F .

Demonstração:

1. Se dim Im (	FG) = 0, então Im (	FG) = fHg, para algum H 2 Pn��. Assim

H = TxS, 8 x 2 IF � Sing(S)
) IF � Sing(S) � H.

Como IF�Sing(S) é um aberto não vazio de IF , então

IF = IF � Sing(S) � H.

Finalmente, note que X� � IF , logo segue-se do Teorema 2.1.4 que X é um
cone.

2. De fato, suponhamos que

dimZ = n) Z = Pn

) Hi � 0, 8 i = 0; :::; n (! j  ) , pois IF * Sing(S).

Agora, suponhamos que

dimZ = n� 1) 9 Z(Q), componente irredutível de Z de dimensão n� 1
) Hi � �iQ, com �i 2 C[x0; :::; xn], 8 i = 0; :::; n
) mdc (H0; :::; Hn) 6= 1 (! j  ) .

Portanto dimZ � n� 2.
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3. De fato, lembremos que

	FG (Pn � Z) = fH 2 Pn��jH = TxS, para algum x 2 IF � Sing(S)g

e (IF )
� = A, onde

A = fH 2 Pn��jT�IF � H, para algum � 2 IF � Sing(IF )g .

Como IF � S, então TxIF � TxS para todo x 2 IF � (Sing(IF ) [ Sing(S)).
Assim, tomando U = fH 2 Pn��jH = TxS, com x 2 IF � (Sing(IF ) [ Sing(S))g,
temos que

U � 	FG (Pn � Z) e U � A.

Logo
U = Im (	FG) e U � A.

�

Lema 3.0.7 Seja X = Z(F ) uma hipersuperfície reduzida em Pn e H0; :::; Hn

polinômios homogêneos de mesmo grau, como em (3.I). Então
nP
j=0

@2F
@xj@xi

Hj � 0, para

todo i = 0; :::; n.

Demonstração: Segue-se da Proposição 3.0.5 que 'F (Pn � Sing(X)) � Z(G),

então G
�
@F
@x0
(q); :::; @F

@xn
(q)
�
= 0 para todo q 2 Pn�Sing(X). Assim

Pn = Pn � Sing(X) � Z

�
G

�
@F

@x0
; :::;

@F

@xn

��
� Pn

) G

�
@F

@x0
; :::;

@F

@xn

�
� 0.

Consideremos o diagrama

Cn+1 f'F�! Cn+1 G�! C,

onde f'F é o mapa a�m associado a 'F , então

G � f'F � 0) dG � f'F � (df'F ) � 0
)
�

@G
@y0
� f'F ::: @G

@yn
� f'F �

264
@2F

@x0@x0
� � � @2F

@x0@xn
...

. . .
...

@2F
@xn@x0

� � � @2F
@xn@xn

375 � 0
)

nX
j=0

@2F

@xj@xi

@G

@yj
� f'F � 0, 8 i = 0; :::; n.
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Lembremos que �Hj =
@G
@yj
� f'F , logo

nX
j=0

@2F

@xj@xi

@G

@yj
� f'F = nX

j=0

@2F

@xj@xi
�Hj � 0, 8 i = 0; :::; n

)
nX
j=0

@2F

@xj@xi
Hj � 0, 8 i = 0; :::; n.

�

Lema 3.0.8 Notações como no Lema 3.0.7. Seja Gk = @G
@yk
�f'F , então nP

i=0

@Gk
@xi

Hi � 0,
para todo k = 0; :::; n.

Demonstração: Consideremos o diagrama

Cn+1 f'F�! Cn+1
@G
@yk�! C,

então

dGk = d

�
@G

@yk
� f'F� = d

�
@G

@yk

�
(f'F ) � (df'F ) .

Considerando a matriz associada nas bases canônicas, temos:

�
@Gk
@xi

�
=

�
@Gk
@yi

�264
@2F

@x0@x0
� � � @2F

@x0@xn
...

. . .
...

@2F
@xn@x0

� � � @2F
@xn@xn

375
) @Gk

@xi
=

nX
j=0

@Gk
@yj
� @2F

@xj@xi
.

Logo

nX
i=0

@Gk
@xi

Hi =
nX
i=0

 
nX
j=0

@Gk
@yj
� @2F

@xj@xi

!
Hi, 8 k = 0; :::; n

=

"
nX
j=0

@Gk
@yj

# 
nX
i=0

@2F

@xj@xi
Hi

!
, 8 k = 0; :::; n

� 0, 8 k = 0; :::; n. (por Lema 3.0.7)

�
Observemos que se G1; :::; Gs 2 C[x0; :::; xn] satisfazem que

nP
i=0

@Gj
@xi

Hi � 0. Então
nP
i=0

@(G1G2:::Gs)
@xi

Hi � 0.
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Corolário 3.0.9 Seja �Hj =
@G
@yj
(f'F ), onde � = mdc

�
@G
@y0
(f'F ); :::; @G@yn (f'F )�, então

nP
i=0

@Hj
@xi

Hi � 0, para todo j = 0; :::; n.

Demonstração: Basta fazermos Gk = �Hk que segue direto do Lema 3.0.8. �

Lema 3.0.10 (Chave) Sejam Q 2 C[x0; :::; xn] e H = (H0; H1; :::; Hn), então

nX
j=0

@Q

@xj
Hj � 0() Q(v) = Q (v + �H (v)) , 8 � 2 C e 8 v 2 Cn+1.

Demonstração: Seja v 2 Cn+1. Consideremos o diagrama

C �v�! Cn+1 Q�! C
� 7! v + �H (v) 7! Q (�v (�))

.

Façamos � = Q � �v. Suponhamos que o grau de Q é d, assim

� (�) = � (0) + ��
0
(0) + �2

�
00
(0)

2!
+ :::+ �d

�(d) (0)

d!
,

o que implica

Q (v + �H (v)) = Q (v) + ��
0
(0) + �2

�
00
(0)

2!
+ :::+ �d

�(d) (0)

d!
.

Note que se �
0
(0) = 0, então �(k)(0)

k!
= 0, para todo k = 2; :::; d. De fato, provemos por

indução em k, por um lado temos que, por hipótese de indução, �
(k�1)(0)
(k�1)! = 0. Por outro

lado,
�(k) (0)

k!
=

X
i1;i2;:::;ik

@kQ

@xi1@xi2 :::@xik

Hi1Hi2 :::Hik

k!
,

com 0 � i1; i2; :::; ik � n. Lembremos que Gi =
@G
@yi
(f'F ) = �Hi, sendo � =

mdc
�
@G
@y0
('F ); :::;

@G
@yn
('F )

�
. Assim

�k�1
�(k) (0)

k!
= �k�1

X
i1;i2;:::;ik

@kQ

@xi1@xi2 :::@xik

Hi1Hi2 :::Hik

k!

=
1

k

X
i1;i2;:::;ik

@kQ

@xi1@xi2 :::@xik

Gi1Gi2 :::Gik�1
(k � 1)! Hik

=
1

k

nX
i=0

Hi

24 X
i1;i2;:::;ik�1

@

@xi

�
@k�1Q

@xi1@xi2 :::@xik�1

�
Gi1Gi2 :::Gik�1
(k � 1)!

35
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(Lema 3.0.8)
=

1

k

nX
i=0

Hi

24 X
i1;i2;:::;ik�1

@

@xi

�
@k�1Q

@xi1@xi2 :::@xik�1

Gi1Gi2 :::Gik�1
(k � 1)!

�35
=
1

k

nX
i=0

Hi
@

@xi

0@ X
i1;i2;:::;ik�1

@k�1Q

@xi1@xi2 :::@xik�1

Gi1Gi2 :::Gik�1
(k � 1)!

1A .
Logo

�k�1
�(k) (0)

k!
=
1

k

nX
i=0

Hi
@

@xi

�
�k�1

�(k�1) (0)

(k � 1)!

�
= 0

e como � 6= 0, então
�(k) (0)

k!
= 0.

�

Corolário 3.0.11 Sejam Q1; : : : ; Qk 2 C [x0; :::; xn] não nulos e Q = Q1 � : : : � Qk. Se
Q satisfaz o Lema Chave, então Qi satisfaz o Lema Chave para todo i = 1; :::; k.

Demonstração: Sabemos que

Q(v) = Q (v + �H (v)) , 8 � 2 C e 8 v 2 Cn+1.

Assim

Q1(v) � : : : �Qk(v) =
kY
i=1

Qi (v + �H (v)) , 8 � 2 C e 8 v 2 Cn+1.

Como C[x0; :::; xn] é domínio de integridade e Q1; :::; Qk 2 C[x0; :::; xn] [�] n f0g tal que
Q1 � : : : �Qk 2 C[x0; :::; xn], então Qi não depende da variável �, para todo i = 1; :::; k.
Portanto

Qi(v) = Qi (v + �H (v)) , 8 � 2 C, 8 v 2 Cn+1 e 8 i = 1; :::; k.

�

Proposição 3.0.12 Seja Q 2 C [x0; :::; xn] homogêneo satisfazendo o Lema Chave.
Então Im (	FG) � Z(Q).

Demonstração: Suponhamos que

Q (x) =
X

i0;:::;in�0
i0+:::+in=d

ai0;:::;inx
i0
0 :::x

in
n ,
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onde x = (x0; :::; xn). Assim, supondo que o grau de Q é d,

Q
�
x+ �g	FG (x)� = X

i0;:::;in�0
i0+:::+in=d

ai0;:::;in (x0 + �H0 (x))
i0 ::: (xn + �Hn (x))

in

=
X

i0;:::;in�0
i0+:::+in=d

ai0;:::;inx
i0
0 :::x

in
n + :::+

+ �d
X

i0;:::;in�0
i0+:::+in=d

ai0;:::;inH0 (x)
i0 :::Hn (x)

in

= Q (x) + :::+ �dQ (H0 (x) ; :::; Hn (x)) .

Como
Q(x) = Q

�
x+ �g	FG (x)� , 8 � 2 C e 8 x 2 Cn+1,

então, por igualdade de polinômios em �,

Q (H0 (x) ; :::; Hn (x)) = 0, 8 x 2 Cn+1 ) Q (H0; :::; Hn) � 0.

Logo

Q (H0 (q) ; :::; Hn (q)) = 0, 8 q 2 Pn � Z , Im (	FG) � Z(Q).

�

Teorema 3.0.13 Assuma que n = 3 e dim Im (	FG) = 1. Então Im (	FG) � P3 é
uma reta.

Demonstração: Sejam q1; q2 2 Im (	FG) tal que q1 6= q2. Assim temos duas
possibilidades a serem analisadas:
Caso 1: Im (	FG) � �, para todo plano � em P3 contendo q1 e q2. Então

Im (	FG) �
\

� plano em P3
q1;q22�

�.

Como a reta `q1;q2 � �, para todo plano � em P3 contendo q1 e q2, temos que

Im (	FG) � `q1;q2

) Im (	FG) = `q1;q2.

Caso 2: Existe �, plano em P3 contendo q1 e q2, tal que Im (	FG) * �. Seja
� = Z(L), onde L = a0x0 + : : :+ a3x3. De�namos

H = a0H0 + : : :+ a3H3.
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Como Im (	FG) * �, então existe p 2 P3 tal que H(p) 6= 0) H 6= 0.
Note que, pelo Lema 3.0.9, temos que Hi satisfaz o Lema Chave, para todo

i = 0; :::; 3. Assim, da de�nição de H segue-se que H também satisfaz o Lema Chave.
Além disso

	�1FG(q1);	
�1
FG(q2) � Z(H),

pois dado p 2 	�1FG(q1)
�
analogamente para p 2 	�1FG(q2)

�
temos que

	FG(p) = q1 ) [H0(p) : ::: : H3(p)] = [q10 : ::: : q13 ]

) Hi(p) = �q1i, para algum � 2 C� f0g
) H(p) = �L(q1) = 0

) 	�1FG(q1) � Z(H).

Agora, pelo Teorema da dimensão das �bras (conferir Teorema 3, pag 93 em
[Mum1]), podemos escolher q1 e q2 num aberto tal que

dim	�1FG(q1) = 2 = dim	
�1
FG(q2).

Além disso, do Corolário 1 do Teorema da dimensão das �bras (pag 96 em [Mum1]),
temos que

	�1FG(q1) = Z(Fq1) e 	
�1
FG(q2) = Z(Fq2).

LogoH = AFq1 = BFq2, para algumA;B 2 C [x0; :::; x3], o que implica, peloCorolário
3.0.11, que Fq1 e Fq2 satisfazem o Lema Chave, ou seja

3X
j=0

@Fq1
@xj

Hj � 0() Fq1(v) = Fq1

�
v + �g	FG (v)� , 8 � 2 C e 8 v 2 C4

e
3X
j=0

@Fq2
@xj

Hj � 0() Fq2(v) = Fq2

�
v + �g	FG (v)� , 8 � 2 C e 8 v 2 C4.

Como Fq1 (analogamente para Fq2) satisfaz o Lema Chave segue da Proposição
3.0.12 que Im (	FG) � 	�1FG(q1). Do mesmo modo, temos que Im (	FG) � Z, logo
dimZ � 1, desde que dim Im (	FG) = 1. Além disso dimZ � 3 � 2 = 1 (conferir
Teorema 3.0.6). Portanto dimZ = 1.
Agora, para cada p 6= q1 tal que p 2 Im (	FG) � 	�1FG(q1)\Z, segue-se doCorolário

C.0.13 que lp;q1 � Z. Sejam Z1; :::; Zm as componentes iredutíveis de Z de dimensão
1, então para cada p 6= q1 tal que p 2 Im (	FG) existe i 2 f1; :::;mg, onde lp;q1 = Zi.
Assim, podemos escolher fi1; :::; ikg � f1; :::;mg tal que Im (	FG)�fq1g � Zi1[ :::[Zik
de onde concluímos que Im (	FG) � Zi1 [ ::: [ Zik . Logo, tendo em consideração que
Im (	FG) é irredutível e de dimensão 1, concluímos que Im (	FG) = Zit para algum
t 2 f1; :::; kg. Portanto Im (	FG) = lpit ;q1. �
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3.1. CONSIDERAÇÕES FINAIS

Lema 3.0.14 Seja X = Z(F ) � Pn uma hipersuperfície reduzida com hF = 0. Se
dim I�F = 0, então X é um cone.

Demonstração: Temos que dim I�F = 0. Como IF é irredutível, temos que I
�
F também

é irredutível, então I�F é um ponto em Pn�. Assim, pelo Teorema de Bidualidade,
temos que IF é um hiperplano em Pn. Logo X� é degenerada, pois X� � IF , e portanto,
pelo Teorema 2.1.4, temos que X é um cone. �

Teorema 3.0.15 Seja X = Z(F ) � Pn uma hipersuperfície reduzida. Se n 2 f1; 2; 3g,
então

X é um cone() hF = 0.

Demonstração: )) Segue direto da de�nição de cone.
() Para n = 1, segue-se do Teorema 1.1.1 que X é um Cone.
A seguir, considerando o Teorema(ZAK) 2.2.3 temos que

dim I�F � dimSing (X) .

Como dimSing(X) = 0 se n = 2 e dimSing(X) � 1 se n = 3, então temos dois casos a
serem analisados:

1) dim I�F = 0, então, pelo Lema 3.0.14, temos que X é um cone;
2) dim I�F = 1, segue-se do Teorema 3.0.6 que dim Im (	FG) � 1. Assim temos

duas possibilidades:
2.1) dim Im (	FG) = 0. Neste caso, segue-se do Teorema 3.0.6 que X é um

cone;
2.2) dim Im (	FG) = 1, pelo Teorema 3.0.13, I�F é uma reta em P3�, então,

pelo Teorema de Bidualidade, IF é uma reta em P3. Assim X é um cone, pois
X� � IF . �

3.1 Considerações �nais

O resultado apresentado no Teorema 3.0.15 é falso para n � 4. Por exemplo, para
n = 4 consideremos o seguinte polinômio cúbico

F (x0; x1; x2; x3; x4) = x0x
2
3 + 2x1x3x4 + x2x

2
4.

Note que hF = 0, mas Z(F ) não é um cone. Suponhamos que X = Z(F ) seja um
cone, então, pelo Teorema 2.1.4, temos que X� é degenerada, ou seja, X� � H, onde
H = Z (a0x0 + :::+ a4x4) é um hiperplano, onde a0; :::; a4 são números complexos não
todos nulos.

Portanto TpX = Z

�
4P
i=0

@F
@xi
(p)xi

�
2 H, ou seja, a0 @F@x0 + :::+ a4

@F
@x4

= 0. Assim

a0x
2
3 + 2a1x3x4 + a2x

2
4 + a3 (2x0x3 + 2x1x4) + a4 (2x1x3 + 2x2x4) = 0. (I)

Derivando (I) em relação as variáveis xi e xj, com i; j = 0; :::; 4, obtemos ak = 0 para
todo k = 0; :::; 4. Logo H = 0 (! j  ).
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Apêndice A

Ludwig Otto Hesse

Ludwig Otto Hesse foi um matemático alemão que nasceu em 22 de abril de 1811,
em Königsberg. Filho de Johann Gottlieb Hesse, comerciante e dono de cervejaria, e
Anna Karoline Reiter.
Estudou em sua cidade natal na Universidade de Königsberg, orientado por Carl

Gustav Jakob Jacobi. Alguns de seus mestres foram Friedrich Wilhelm Bessel, Carl
Neumann e Friedrich Julius Richelot.
Otto Hesse passou um tempo como professor de física e química antes de se formar

em Königsberg, em 1840. Em seguida, passou 16 anos lecionando em Königsberg e
publicando seus trabalhos em Crelle �s Journal. Dedicou-se especialmente a geometria
analítica, teoria das formas homogêneas e a teoria dos determinantes. De�niu e
introduziu na literatura matemática a matriz hessiana e seu determinante, em 1842,
durante uma investigação de curvas cúbicas e quadráticas.
Em 1856 ele foi nomeado para Heidelberg, onde permaneceu até 1868. Faleceu em

4 de agosto de 1874, em Munique, aos 63 anos.
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Apêndice B

Conceitos Gerais

B.1 Espaço Projetivo

De�nição B.1.1 Seja K um corpo e V um espaço vetorial de dimensão n + 1 sobre
K. O Espaço Projetivo associado a V é de�nido pelo quociente:

P(V): =
V � f0g
�

onde u � v, 8 u; v 2 V � f0g , 9 � 2 K tal que u = �v.

Notação B.1.2 Se K = C e V = Cn+1, então P(V ) sera denotado por Pn e chamado
de n-Espaço Projetivo. Para cada v = (p0; p1; :::; pn) 2 Cn+1 � f0g, denotaremos sua
classe por [v] = [p0 : p1 : ::: : pn]. Se p = [p0 : p1 : ::: : pn] 2 Pn, então p0; p1; :::; pn são
chamadas de coordenadas homogêneas do ponto p.

Por exemplo, P0 = f[1]g (pois a = a � 1 para todo a 2 C, com a 6= 0) e P1 =
f[1 : t] jt 2 Cg [ f[0 : 1]g, pois para todo vetor não nulo v = (a; b) 2 C2 veri�ca-se
que v = a (1; b=a) se a 6= 0 e v = b(0; 1) do contrário

Observação B.1.3 A de�nição de espaço projetivo é um caso particular de
grassmaniana. De fato, a k-grassmaniana associada ao espaço vetorial V , denotado
por G(k; V ), é o conjunto dos subespaços vetoriais de dimensão k de V , ou seja,
G(k; V ) = fW � V j dimW = kg. Assim, todo Espaço Projetivo é uma 1-grassmaniana,
pois P(V ) pode ser identi�cado com G(1; V ) pelo mapa

' : P(V ) �! G(1; V )
[p0 : p1 : ::: : pn] 7�! [(p0; p1; :::; pn)]

.

Por este motivo usaremos tanto a De�nição B.1.1 quanto a de�nição de 1-
grassmaniana.
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B.1. ESPAÇO PROJETIVO

De�nição B.1.4 Sejam V um espaço vetorial sobre C de dimensão n+1 e k um inteiro,
com 0 � k � n. Diremos que � � P(V ) é um k-plano se existir W 2 G(k + 1; V ) tal
que � = P(W ). Além disso, chamaremos os 0-planos de pontos, os 1-planos de retas e
os (n-1)-planos de hiperplanos em P(V ).

De�nição B.1.5 Seja F 2 C [x0; :::; xn]. Chamamos F de polinômio homogêneo de
grau d se para todo � 2 C tivermos F (�x0; :::; �xn) = �dF (x0; :::; xn).

Observação B.1.6 Note que o conjunto formado pelos polinômios homogêneos de
grau d é um subespaço vetorial de P . De fato P0 = C; P1 = [x0; :::; xn]; :::; Pd =
[fxi00 xi11 :::xinn ji0 + i1 + ::: + in = dg]. Deixaremos ao leitor interessado a veri�cação
de que dimC Pd =

�
n+d
d

�
.

De�nição B.1.7 Seja V um espaço vetorial sobre C de dimensão n + 1. Então
de�nimos dimP(V ) = n.

Teorema B.1.8 Seja F 2 C [x0; x1] não nulo e homogêneo de @(F ) = d � 1, então
existem �0; :::; �d�1; �0; :::; �d�1 2 C tal que F = (�0x0 + �0x1) � ::: � (�d�1x0 + �d�1x1).

Demonstração: Provemos por indução em d.
Para @(F ) = 1, temos que F = a0x0 + a1x1.
Por hipótese de indução temos que para todo F 2 C [x0; x1] não nulo, homogêneo,

com @(F ) < d, então F = (�0x0 + �0x1) � ::: � (�d�2x0 + �d�2x1).
Consideremos @(F ) = d, ou seja, existem a0; :::; ad 2 C tal que

F =
dX
i=0

aix
d�i
0 xi1.

Se ad = 0, então

F = x0F1, onde F1 =
d�1X
i=0

aix
d�i�1
0 xi1.

Como @(F1) = d � 1, então F1 = (�0x0 + �0x1) � ::: � (�d�2x0 + �d�2x1). Logo
F = x0 (�0x0 + �0x1) � ::: � (�d�2x0 + �d�2x1).
Se ad 6= 0 façamos f(x1) = F (1; x1), então, pelo Teorema Fundamental da Álgebra,

temos que existem c0; :::; cd�1 2 C tal que

f(x1) =
d�1Q
i=0

(ci � x1) .

Assim F (1; c0) = f(c0) = 0. Consideremos o polinômio `(x0; x1) = c0x0 � x1 e vamos
dividir F por `(x0; x1). Assim

F = F1(x0; x1)`(x0; x1) +R(x0).

Note que F1(x0; x1) é não nulo e homogêneo de grau d�1, pois F é homogêneo de grau
d, e

R(�) = F (�; �c0) = �dF (1; c0) = 0;8� 2 C) R � 0C[x0].
Portanto F = (�0x0 + �0x1) � ::: � (�d�2x0 + �d�2x1) (c0x0 � x1). �
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B.2. TOPOLOGIA DE ZARISKI EM PN

B.2 Topologia de Zariski em Pn

Para cada ideal homogêneo I � P , de�nimos

Z (I) = f[p0 : p1 : ::: : pn] 2 PnjFi (p0; :::; pn) = 0;8 i = 1; 2; :::; kg ,

onde F1; F2; :::; Fk é um conjunto de geradores homogêneos de I.
Considere a família $ = fZ(I)g, onde I percorre os ideais homogêneos de P . Então

note que:

i) Pn; ; 2 $;

ii) Se Z(I); Z(J) 2 $ então Z(I) [ Z(J) 2 $;

iii) Z(I�) 2 $; � 2 �, então \�2�Z(I�) 2 $.

A família $ determina uma topologia em Pn, denominada de Topologia de Zariski
(1899-1986) no Espaço Projetivo Pn, onde os conjuntos Z(I) são os fechados da
topologia. Esta será a Topologia usada durante todo o texto.
Além disso, seja I = hF1; :::; Fri e J = hG1; :::; Gsi, então:

iv) Z(I) \ Z(J) = Z(F1; :::; Fr; G1; :::; Gs);

v) Z(I) [ Z(J) = Z(FiGj), onde 1 � i � r e 1 � j � s;

vi) Se I � J , então Z(J) � Z(I).

De�nição B.2.1 Um espaço topológico é dito irredutível se não for possível decompô-lo
como união de dois subconjuntos fechados próprios.

De�nição B.2.2 Seja X um subconjunto de Pn. De�nimos o ideal associado a X,
I(X), por:

I(X) = fF 2 P jF (a) 8 a 2 Xg = hF 2 P jF é homogêneo e F (a) = 0 8 a 2 Xi .

Proposição B.2.3 Seja X um subconjunto de Pn. Então I(X) é primo se, e somente
se, X é irredutível.

Teorema B.2.4 (Teorema dos zeros de Hilbert) Seja Z(I) uma variedade de Pn tal
que
p
I 6= hx0; x1; :::; xni. Então I(Z(I)) =

p
I.
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B.3. VARIEDADES PROJETIVAS

B.3 Variedades Projetivas

De�nição B.3.1 Um subconjunto Z de Pn é dito uma variedade projetiva se existem
polinômios homogêneso F1; F2; :::; Fk 2 P tais que Z é o conjunto solução do sistema
polinomial Fi (x0; :::; xn) = 0, com i = 1; 2; :::; k. O conjunto Z é chamado de "os zeros
de F1; F2; :::; Fk"e o denotamos por

Z (F1; F2; :::; Fk) = f[p0 : p1 : ::: : pn] 2 PnjFi (p0; :::; pn) = 0;8 i = 1; 2; :::; kg .

Por exemplo: Pn = Z(0);8 n; e ; = Z(1) são variedades projetivas.

De�nição B.3.2 As variedades de�nidas por um ou mais polinômios em P1 são
chamadas de variedades lineares em Pn.

Exemplo B.3.3 Uma hipersuperfície de grau um em Pn é chamada de hiperplano, de
grau dois em P2 é chamada de cônica, de grau dois em P3 é chamada de superfície
quádrica e de grau três em P3 é chamada de superfície cúbica.

Os elementos de P (Pd) são denominados de hipersuperfícies de grau d em Pn.
Se F 2 Pd, onde F 6= 0, for livre de quadrados, então [F ] 2 P (Pd) é denominada
hipersuperfície reduzida de grau d em Pn. Além disso existe a seguinte bijeção

f[F ] 2 P (Pd) jF é livre de quadradosg  ! fZ (F ) � PnjF é livre de quadradosg
[F ] ! Z (F )

,

pois:
i) se

[F ] = [G]) F = �G, para algum � 2 C� f0g
) Z (F ) = Z (G) ;

ii) se

Z (F ) = Z (G)) hF i =
p
hF i =

p
hGi = hGi

) F = �G, para algum � 2 C� f0g
) [F ] = [G] .

De�nição B.3.4 Uma variedade Z � Pn é dita irredutível se Z é irredutível como um
espaço com a Topologia de Zariski induzida.

De�nição B.3.5 Uma variedade Z = Z(I) � Pn é dita reduzida se I é um ideal radical
em C [x0; :::; xn].

Teorema B.3.6 Notações como no Teorema 1.1.1.
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B.3. VARIEDADES PROJETIVAS

Demonstração: )) Segue do Corolário 1.0.9.
() Temos que existem a0; :::; ad 2 C tal que

F =

dX
i=0

aix
d�i
0 xi1, com d � 3.

Assim

Fx0x0 = d(d� 1)a0xd�20 + (d� 1)(d� 2)a1xd�30 x1 + (d� 2)(d� 3)a2xd�40 x21 + :::+

+ 12ad�4x
2
0x
d�4
1 + 6ad�3x0x

d�3
1 + 2ad�2x

d�2
1 ;

Fx0x1 = (d� 1)a1xd�20 + 2(d� 2)a2xn�30 x1 + 3(d� 3)a3xn�40 x21 + :::+

+ 3(d� 3)ad�3x20xd�41 + 2(d� 2)ad�2x0xd�31 + (d� 1)ad�1xd�21 ;

Fx1x0 = Fx0x1;

Fx1x1 = 2a2x
d�2
0 + 6a3x

d�3
0 x1 + 12a4x

d�4
0 x21 + :::+

+ (d� 2)(d� 3)ad�2x20xd�41 + (d� 1)(d� 2)ad�1x0xd�31 + d(d� 1)adxd�21 .

Como hF = 0, então Fx0x0Fx1x1 � F 2x0x1 = 0, ou seja,

[2d(d� 1)a0a2 � d(d� 1)a21]x2d�40 + [6d(d� 1)a0a3 � 2(d� 1)(d� 2)a1a2]x2d�50 x1
+ [12d(d� 1)a0a4 + 6(d� 1)a1a3 � 2(d� 1)(d� 2)a22]x2d�60 x21 + :::+
+
�
12d(d� 1)ad�4ad + 6(d� 1)ad�3ad�1 � 2(d� 1)(d� 2)a2d�2

�
x20x

2d�6
1

+ [6d(d� 1)ad�3ad � 2(d� 1)(d� 2)ad�2ad�1]x0x2d�51

+
�
2d(d� 1)ad�2ad � d(d� 1)a2d�1

�
x2d�41 = 0

.

Por igualdade de polinômios, obtemos o seguinte sistema8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

2d(d� 1)a0a2 � d(d� 1)a21 = 0
6d(d� 1)a0a3 � 2(d� 1)(d� 2)a1a2 = 0
12d(d� 1)a0a4 + 6(d� 1)a1a3 � 2(d� 1)(d� 2)a22 = 0
...
12d(d� 1)ad�4ad + 6(d� 1)ad�3ad�1 � 2(d� 1)(d� 2)a2d�2 = 0
6d(d� 1)ad�3ad � 2(d� 1)(d� 2)ad�2ad�1 = 0
2d(d� 1)ad�2ad � d(d� 1)a2d�1 = 0

.

Agora, consideremos os seguintes casos para F :
1) Se a0 6= 0, então8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

a2 =
d(d�1)a21
2d2a0

a3 =
(d�2)a1a2
3da0

=
d(d�1)(d�2)a31

6d3a20

a4 =
(d�2)a22
6da0

� a1a3
2da0

=
d(d�1)(d�2)(d�3)a41

24d4a30
...

ad =

d�1Q
i=0

(d�i)ad1

d!ddad�10

.
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B.3. VARIEDADES PROJETIVAS

Sustituindo as últimas igualdades em F obtemos F = a0

�
x0 +

a1
dao
x1

�d
, de

onde concluímos que [F ] é um Cone.
2) Se ad 6= 0, então, analogamente ao caso 1); obtemos que F =

ad

�
ad�1
dad

x0 + x1

�d
, que de�ne um Cone.

3) Se a0 = ad = 0, então 8>>><>>>:
a1 = 0
a2 = 0
...
ad = 0

.

Assim F � 0C[x0;x1] (! ).
Portanto [F ] é um Cone. �

B.3.1 Dimensão e Singularidade

De�nição B.3.7 Seja a variedade linear Z = Z (l1; :::; ln�1) � Pn onde li = ai0x0 +
:::+ ainxn 2 P1, com i = 1; :::; n� 1. Seja JZ a seguinte matriz:

JZ =

0BBB@
a10 a11 � � � a1n
a20 a21 � � � a2n
...

...
. . .

...
an0 an1 � � � ann

1CCCA
Dizemos que Z é uma reta em Pn se posto JZ = n� 1.

De�nição B.3.8 Seja Z � Pn uma variedade reduzida e p 2 Z. De�nimos o Espaço
Tangente Projetivo de Z em p com sendo o conjunto

TpZ = f[a0 : a1 : ::: : an] 2 Pnjrf(p) � (a0; a1; :::; an) = 0;8 f 2 I(Z)g ,

onde rf denota o vetor gradiente.

Exemplo B.3.9 TpPn = Pn. De forma mais geral, se Z � Pn é uma variedade linear
e p 2 Z, então TpZ = Z.

De�nição B.3.10 Se Z = Z (l1; :::; ls) � Pn é uma variedade linear, conforme a
De�nição B.3.7, então de�nimos a dimensão de Z como sendo

dimZ = n� posto JZ.

De�nição B.3.11 Seja Z uma variedade irredutível e reduzida em Pn. De�nimos a
dimensão de Z como sendo

dimZ = min fdim (TpZ) jp 2 Zg .
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De�nição B.3.12 Seja Y uma variedade redutível e reduzida em Pn e Yi suas
componentes irredutíveis. De�nimos a dimensão de Y como sendo

dimY = max fdim (Yi)g .

Teorema B.3.13 Se X � Y então dimX � dimY . Além disso, se Y é irredutível e
X � Y é uma subvariedade fechada com dimX = dimY então X = Y .

De�nição B.3.14 Seja Z = Z(F ) � Pn uma hipersuperfície reduzida e p 2 Z.
Dizemos que p é um ponto singular se rF (p) = 0.

De�nição B.3.15 Seja Z = Z(F1; :::; Fk) uma variedade reduzida em Pn e p 2 Z.
Dizemos que p é um ponto singular de Z se, e somente se, dimTpZ > dimZ.
Denotamos o conjunto dos pontos singulares de Z por Sing (Z).

Observação B.3.16 Sejam X; Y duas variedades em Pn tal que X � Y ( Pn, então
TpX � TpY;8 p 2 X. De fato, pois se X � Y ( Pn, então I(X) � I(Y ).
Se Z ( Pn uma hipersuperfície reduzida e p 2 Z�Sing (Z), então TpZ é um

hiperplano em Pn.

B.4 Mudança de coordenadas projetivas

Seja T : V �! V um isomor�smo linear. Deixaremos ao leitor interessado a
veri�cação de que T preserva subespaços k-dimensionais de V . Então T induz uma
bijeção em P(V ), que denotaremos por T e chamaremos de mudança de coordenadas
projetivas (Mcp), de�nida por T ([v]) = [T (v)]. Note que T induz um isomor�smo de
C-álgebras

T � : P �! P
F 7�! T � F ,

onde T � F (x0; :::; xn) = F (T�1 (x0; :::; xn)). Tal isomor�smo preserva a graduação de
P , isto é, T � (Pd) = Pd, para todo d � 0. Por simplicidade denotaremos T � jPd = Td.
Além disso, como T preserva subespaços, então, pela De�nição B.1.4, temos que
retas, planos, etc. são aplicados respectivamente em retas, planos, etc., pela mudança
de coordenadas projetivas T e são chamadas de projetivamente equivalentes. De forma
mais geral temos que:

I) Mcp preservam variedades projetivas. Sejam F 2 Pd e T : Cn+1 �! Cn+1 um
isomor�smo linear. Então

T (Z (F )) = f[T (v)] 2 Pnj [v] 2 Z(F )g = f[T (v)] jF (v) = 0g
=
�
[w] 2 PnjF

�
T�1 (w)

�
= 0
	

(?)

= f[w] 2 PnjTd � F (w) = 0g = Z (Td � F ) .
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B.4. MUDANÇA DE COORDENADAS PROJETIVAS

II) Mcp preservam o grau das hipersuperfícies. De fato, seja Z = Z(F ) � Pn uma
hipersuperfície reduzida de grau d. Então, segue-se de (?) que T (Z (F )) =
Z (Td � F )) e, como Td é um isomor�smo linear em Pd concluímos que T (Z (F )) é
uma hipersuperfície de grau d em Pn. De fato, T induz uma bijeção de P (Sd) em
P (Sd) de�nida por [F ] 7! [T � F ]

III) Mcp preservam variedades irredutíveis. Suponhamos que Mcp não preservam
variedades irredutíveis, então existe Z(I) � Pn, variedade irredutível, onde
I = hF1; :::; Fki � P é um ideal homogêneo radical e Fi 2 Pdi, tal que
T (Z (I)) = Z(J1) [ Z(J2) = Z(J1J2), para algum J1; J2 � P ideais. Note que

T (Z (I)) = T
�

kT
i=1

Z(Fi)

�
=

kT
i=1

T (Z(Fi)) =
kT
i=1

Z (Tdi � Fi)

= Z (hTd1 � F1; :::; Tdk � Fki) .

Suponhamos que J1 = hh1; :::; hri e J2 = hg1; :::; gsi, então

T (Z (I)) = Z (hhigji) , com 1 � i � r e 1 � j � s

) Z (hTd1 � F1; :::; Tdk � Fki) = Z (hhigji) . (??)

Observe que higj, com 1 � i � r e 1 � j � s, são polinômios homogêneos,
pois, por I) e por (??), Z (hhigji) é uma variedade projetiva. Assim hi e gj são
polinômios homogêneos, para 1 � i � r e 1 � j � s. Consideremos que o grau de
hi e de gj são Di e Ej respectivamente. Como TDi e TEj são isomor�smos, então
existem Hi 2 PDi e Gj 2 PEj tal que TDi �Hi = hi e TEj �Gj = gj. Assim

T (Z (I)) = Z(


TDi �HiTEj �Gj

�
), com 1 � i � r e 1 � j � s

=
T
i;j

Z(TDi �HiTEj �Gj)

=
T
i;j

T (Z (HiGj)) = T (Z (hHiGji))

) Z (I) = Z (hHiGji) .

Fazendo J1= hH1; :::; Hri e J2= hG1; :::; Gsi, temos que

Z (I) = Z (J1) [ Z (J2) (! j  ) .

IV) Mcp preservam pontos singulares. Sejam X = Z(F ) � Pn uma hipersuperfície
reduzida de grau d e seja p = [v] 2 X um ponto singular, então rF (v) = 0.
Devemos mostrar que T(p) é um ponto singular de T(Z(F )) = Z (Td � F ). Como
r (F (T�1)) (x0; :::; xn) = rF (T�1 (x0; :::; xn))T�1 (x0; :::; xn), então

r (Td � F ) (x0; :::; xn) = rF
�
T�1 (x0; :::; xn)

�
T�1 (x0; :::; xn) .

Agora, façamos (x0; :::; xn) = T (v). Assim

r (Td � F ) (T (v)) = rF (v)v = 0.

Logo T (p) = T ([v]) = [T (v)] é um ponto singular de T(Z(F )).
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Exemplo B.4.1 Seja H � P3 um plano e p 2 P3 tal que p =2 H, então existe uma Mcp
tal que T (H) = Z(x3) e T (p) = [0 : 0 : 0 : 1]. De fato, temos que p = [p0 : p1 : p2 : p3],
se p3 6= 0, então façamos p = [p0 : p1 : p2 : 1], e se p3 = 0, então façamos uma Mcp de
tal modo que p3 6= 0 e assim encontraremos p = [p0 : p1 : p2 : 1]. Além disso,temos que
H = Z(h), onde h = Ax0 +Bx1 + Cx2 +Dx3, de modo que

h(p) = Ap0 +Bp1 + Cp2 +D = � 2 C�f0g .

Assim consideremos eh = A
�
x0 +

B
�
x1 +

C
�
x2 +

D
�
x3 e observe que eh(p) = 1.

Agora, vamos determinar aij 2 C, com 1 � i � 4 e 1 � j � 3, de maneira que a
matriz 2664

a11 a12 a13 p0
a21 a22 a23 p1
a31 a32 a33 p2
a41 a42 a43 1

3775
seja a matriz associada a T�1 na base canônica. Facilmente veri�camos que T (p) =
[0 : 0 : 0 : 1]. Já para a condição T1 � eh = x3, temos que

T1 � eh (x0; x1; x2; x3) = x3 , eh �T�1 (x0; x1; x2; x3)� = x3.

Concluímos que 8>><>>:
Aa11 +Ba21 + Ca31 +Da41 = 0
Aa12 +Ba22 + Ca32 +Da42 = 0
Aa13 +Ba23 + Ca33 +Da43 = 0
A
�
p0 +

B
�
p1 +

C
�
p2 +

D
�
= 1

.

Logo basta escolhermos ui = (a1i; a2i; a3i; a4i) com i = 1; 2; 3 tais que fu1; u2; u3g é
lineramente independentes e [ui] 2 Z

�eh� para i = 1; 2; 3.
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Apêndice C

Mapas regulares

De�nição C.0.2 Seja X � Pn. Dizemos que X é uma variedade quase-projetiva se
for possível encontrar A;F � Pn, A aberto e F fechado, tais que X = A \ F .

De�nição C.0.3 Seja X � Pnuma variedade quase-projetiva e ' : X �! C uma
funcão. Dizemos que ' é regular em p 2 X se existe uma vizinhança aberta Vp de p e
também F;G 2 Pd tais que ' = F

G
em Vp e G(q) 6= 0 8 q 2 Vp. Dizemos que ' é regular

se for regular em todo ponto p 2 X.

Observação C.0.4 Nem sempre conseguimos polinômios F;G 2 Pd tais que ' = F
G

em Vp e G(q) 6= 0 8 q 2 X, mas localmente o temos para abertos especí�cos.

De�nição C.0.5 Seja X � Pn uma variedade quase-projetiva e ' : X �! Cm uma
funcão. Dizemos que ' é regular (ou um mor�smo) se, e somente se, 'i : X �! C é
regular para todo i = 1; :::;m, onde '(q) = ('1(q); '2(q); :::; 'm(q)) 8 q 2 X.

A partir da De�nição C.0.5 podemos veri�car que:

i) ' é contínua (em relação a topoligia de Zariski);

ii) Para todo aberto básico Vi = f[a0 : ::: : ai : ::: : am] 2 Pmjai 6= 0g ( Pm temos que
 i = 'j'�1(Vi) : '�1 (Vi) �! Vi é regular, 8 i = 0; :::;m.

Exemplo C.0.6 Sejam F0; F1; :::; Fn 2 Pd não nulos tais que Z (F0; F1; :::; Fn) 6= ;.
Consideremos a função

' : Pn �! Pn
q 7�! [F0(q) : ::: : Fn(q)]

.

Note que ' é relugar, pois:

�) ' está bem de�nida. (deixaremos a cargo do leitor)
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��) ' é contínua. De fato, dado X = Z(G) temos que

'�1 (X) = fq 2 Pnj [F0(q) : ::: : Fn(q)] 2 Xg
= fq 2 PnjG (F0(q); :::; Fn(q)) = 0g
= Z(Q), onde Q = G (F0; :::; Fn) .

Logo '�1 (X) é fechado em Pn.

� � �) Seja Vi = f[a0 : ::: : ai : ::: : an] 2 Pnj ai 6= 0g � Pn, então '�1 (Vi) =
fq 2 PnjFi(q) 6= 0g. Consideremos  i = 'j'�1(Vi) : '�1 (Vi) �! Vi de modo que
 i(q) = ( i;0(q); ::::;  i;m(q)) 8 q 2 Vi. Note que  i;j : Vi �! C, com j = 0; :::;m,
é regular, pois  i;j =

Fj
Fi
8 q 2 Vi. Logo  i é relugar.

De�nição C.0.7 Sejam X; Y � Pn variedades projetivas, com X sendo irredutível.
Um mapa racional � : X � � � �! Y é uma classe de equivalência do conjunto quociente

f(U;') jU � X é um aberto não vazio, ' : U �! Y é regularg
s

onde (U;') s (V;  )() 'jU\V =  jU\V .

De�nição C.0.8 Seja ' : Pn � �� �! Pn o mapa racional de�nido pelos polinômios não
nulos F0; F1; :::; Fn 2 Pd, isto é, ' (p) = [F0(p) : ::: : Fn(p)]. Dizemos que ' é um mapa
dominante se, e somente se, ' (Pn � Z (F0; :::; Fn)) = Pn.

Lema C.0.9 Sejam F0; F1; :::; Fn 2 C [x0; :::; xn] polinômios homogêneos de mesmo
grau. Seja

' : Pn � �� �! Pn
p 7�! [F0(p) : ::: : Fn(p)]

,

o mapa racional associado e

e' : Cn+1 �! Cn+1
v 7�! (F0(v); :::; Fn(v))

o mapa a�m associado a '. Então ' é dominante se, e somente se, e' é dominante.
Demonstração: )) Provemos pela contra-positiva. Suponhamos que e' não é
dominante, então e' (Cn+1) ( Cn+1. Assim, existe uma hipersuperfície Z(G) ( Cn+1
tal que

e' �Cn+1� � e' (Cn+1) � Z(G) ( Cn+1

) G(e' (v)) = 0; 8 v 2 Cn+1
) G(F0(v); :::; Fn(v)) = 0; 8 v 2 Cn+1.
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Se G não é um polinômio homogêneo, então G = G0+G1+ :::+Gd, onde d é o grau
de G e Gi 2 C [x0; :::; xn] são polinômios homogêneos de grau i 8 i = 0; :::; d. Fixemos
v 2 Cn+1, então e' (�v) = �k e' (v) ; 8 � 2 C e k = @(Fi). Assim

G(e' (�v)) = 0; 8 � 2 C
) G0(e' (�v)) + :::+Gd(e' (�v)) = 0; 8 � 2 C
) G0 + �kG1(e' (v)) + :::+ �dkGd(e' (v)) = 0; 8 � 2 C
) Gi(e' (v)) = 0; 8 i = 0; :::; d
) e' (Cn+1) � Z(Gi); 8 i = 0; :::; d.

Assim podemos escolher uma hipersuperfície de�nida por um polinômio homogêneo G
tal que e' (Cn+1) � Z(G). Então

G([F0(p) : ::: : Fn(p)]) = 0; 8 p 2 Pn � Z (F0; :::; Fn)
) ' (Pn � Z (F0; :::; Fn)) � Z(G)

) ' (Pn � Z (F0; :::; Fn)) � Z(G) ( Pn.

Portanto ' não é dominante.
() Provemos também pela contra-positiva. Suponhamos que ' não é um mapa

dominante. Então existe uma hipersuperfície Z(H) ( Pn tal que

' (Pn � Z (F0; :::; Fn)) � Z(H) ( Pn

) H ('(p)) = 0; 8 p 2 Pn � Z (F0; :::; Fn)
) H (e'(v)) = 0; 8 v 2 Cn+1; [v] 2 Pn � Z (F0; :::; Fn)
) H (e'(v)) = 0; 8 v 2 U = Cn+1 � CZ(F0;:::;Fn)
) e' (U) � Z(H)

) U � e'�1 (e' (U)) � e'�1 (Z(H))
) U = Cn+1 � e'�1 (Z(H))
) e' (Cn+1) � e' (e'�1 (Z(H))) � Z(H) = Z(H) ( Cn+1.

Portanto e' não é um mapa dominante. �

De�nição C.0.10 Seja ' : X �! Y um mapa regular e dominante. Seja x 2 X tal
que '(x) 2 Y�Sing(Y ). Dizemos que ' é suave em x se, e somente se, x 2 X�Sing(X)
e dimKer(d'x) = dimX � dimY .

Proposição C.0.11 Seja ' : X �! Y um mapa regular e dominante. Então
U = fx 2 Xj' é suave em xg é um aberto não vazio e denso em X.

Demonstração: Conferir a Proposição 3.6, pag 42 em [Mum2]. �
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Lema C.0.12 Seja ' : Pn � �� �! Pn uma mapa racional dado por ' (x) =
[H0 (x) : ::: : Hn (x)] no aberto U = Pn � Z, onde Z = Z (H0; :::; Hn) � Pn e H0; :::; Hn

são polinômios homogêneos do mesmo grau tal que mdc (H0; :::; Hn) = 1. Então
'�1 (q)� '�1 (q) � Z.

Demonstração: De�namos fPn � Pn � Pn como o seguinte conjunto
fPn = f(p; b) 2 Pn � Pnjb = [b0 : ::: : bn] e Hi (p) bj = Hj (p) bi; 8 i; j 2 f0; :::; ngg .

Tal conjunto é conhecido como explosão de Pn ao longo de Z. Consideremos as seguintes
aplicações

�1 : fPn �! Pn
(p; b) 7�! p

e �2 : fPn �! Pn
(p; b) 7�! b

.

Assim, note que:
1) para todo y 2 Pn � Z, temos que

��11 (y) =
n
(p; b) 2 fPnjp = y

o
=
n
(y; b) 2 fPno = f(y; ' (y))g ,

pois se Hi (y) bj = Hj (y) bi, para todo i; j 2 f0; :::; ng, então

' (y) = [H0 (y) : ::: : Hn (y)] = [b0 : ::: : bn] = b;

2) se de�nimos E = ��11 (Z), temos que fPn�E esta em bijeção com Pn�Z. De
fato, pois fPn � E  ! Pn � Z

(p; ' (p))$ p
;

3) se q 2 Z, temos que

��11 (q) =
n
(p; b) 2 fPnjp = q

o
=
n
(q; b) 2 fPno = fqg � Pn,

pois Hi (q) = 0 para todo i = 0; :::; n.

Finalmente, observe que se '�1 (q), então não temos nada a provar. Do contrário,
temos que

��12 (q) =
�
E \ ��12 (q)

� �
[
h�fPn � E� \ ��12 (q)

i
Além disso:

i) E \ ��12 (q) � Z � fqg;
ii)
�fPn � E� \ ��12 (q) � '�1 (q)� fqg.

De i) e ii) concluímos que

��12 (q) � [Z � fqg]
�
[
�
'�1 (q)� fqg

�
.
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Agora, como �1
�
��12 (q)

�
é um fechado que contem '�1 (q), então

'�1 (q) � �1
�
��12 (q)

�
) '�1 (q) � Z

�
[ '�1 (q)

) '�1 (q)� '�1 (q) � Z.

�

Corolário C.0.13 Sejam q 2 Im' e w 2 '�1 (q)� '�1 (q), então lw;q � Z.

Demonstração: Segue-se do Corolário 3.0.9 que cada Hi veri�ca o Teorema
Chave. Assim Hi (p) = Hi (p+ �H (v)), para todo � 2 C e v 2 Cn+1, onde
H = (H0; H1; :::; Hn), com i = 0; :::; n. Logo, concluímos que ' (x) = ' (x+ �' (x)),
para todo � 2 C.
Agora, seja p 2 '�1 (q), então ' (p) = q. Portanto

' (p+ �' (p)) = ' (p+ �q) = q; 8 � 2 C.

Sabemos que p =2 Z, então existe i 2 f0; :::; ng tal que

Hi (p) 6= 0) Hi (p+ �q) 6= 0) p+ �q =2 Z; 8 � 2 C.

Assim clp;q = lp;q � fqg � '�1 (q). Logo

'�1 (q) =
[

p2'�1(q)

clp;q.
Agora, suponhamos que lw;q \ '�1 (q) 6= ?, então existe algum p 2 lw;q \ '�1 (q).

Como p 2 '�1 (q), então

p 2 Pn � Z ) p 6= w e p 6= q ) lp;q = lw;q

) clp;q = clw;q � '�1 (q)) w 2 '�1 (q) (! j  ) .

Portanto
lw;q � '�1 (q) = '�1 (q)

�
[
h
'�1 (q)� '�1 (q)

i
) lw;q � Z.

�
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