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Resumo

Este trabalho trata do ensino de topicos de Célculo Diferencial e Integral no En-
sino Médio. E feita uma breve analise historica do seu desenvolvimento, mostrando
algumas ideias que serviram para sua formalizacao conforme temos atualmente. Sao
definidos alguns elementos do célculo para comparé-los com algumas nocoes intuiti-
vas ou ideias geométricas. Para finalizar, sera discutida a importancia e a utilidade
desses assuntos para outras disciplinas, em particular a Fisica e como, a partir de al-
gumas aplicacgoes, os estudantes poderiam compreender varios conceitos de maneira

mais simples e nao necessitariam memorizar uma quantidade enorme de féormulas.

Palavras-chave: Matematica, Fisica, Calculo Diferencial, Calculo Integral, Limites,

Derivadas, Integrais



Abstract

This paper deals with the teaching of topics in Differential and Integral Calculus
in high school. A brief historical analysis of its development, showing some ideas
that served for its currently formalization. Some calculus’ elements are also defined
to compare them with some intuitive notions or geometric ideas. To finalize it will
discuss the importance and usefulness of these issues to other disciplines, particu-
larly physics and how, from some applications, students could understand various
concepts in a more simple way and does not require to memorize a huge amount of

formulas.

Keywords: Mathematics, Physics, Calculus, Integral Calculus, Limits, Derivatives,

Integrals
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Capitulo 1

Introducao

“E pur se muove.”

Galileu Galiles

Hiram, citado na epigrafe do trabalho, foi o mais habil artesao fundidor de metais
do tempo do Rei Salomao, o qual é considerado como um dos maiores reis de todo o
povo judeu por sua infinita sabedoria. Este mesmo versiculo é repetido em 2 Cr 4,
2. E o que isso tem com o Calculo? Tudo! Essa descricao narra para nos o inicio do
famoso nimero 7. Cinco metros de diametro e uma circunferéncia de quinze metros.
Apesar de toda sua sabedoria, no tempo do Rei Salomao usava-se m = 3.

A importancia e a relacao do m com o Célculo é muito grande, pois foram pro-
cessos como os de determinar a area do circulo que deram origem as ideias utilizadas
para o seu desenvolvimento. E uma das consequéncias deste calculo é, exatamente,
0 numero 7.

O filosofo pré-socratico Parménides (530-460 a.C) (Figura 1.1) acreditava que
sO seria possivel obtermos o conhecimento verdadeiro daquilo que nao muda, que é
eterno e invariavel, apesar das aparéncias. Porém um aforismo de Herdclito (535-475
a.C) (Figura 1.2) diz que “ndo é possivel banhar-nos no mesmo rio duas vezes, pois
quando voltamos ao rio, nem nés nem o rio sao mais os mesmos”. Ele acreditava
na vida como uma mudanca constante e eterna, é conhecido como o filésofo do tudo
flui. Ou ainda, como ja ouvi certa vez: “Na vida a tnica coisa que nao muda, é a
certeza da mudanca’.

Estas ideias contrapoem-se no pensamento humano ha bastante tempo e esses
filosofos representam posigoes antagonicas que sobrevivem ao longo dos séculos. Atu-

almente elas sao muito bem representadas pela “Metamorfose Ambulante” referente
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Introdugao CApPITULO 1

a mudanca constante ou ainda sobre a resignacao de “Eu nasci assim, eu cresci as-
sim, eu vou ser sempre assim....” da cancao “Modinha Para Gabriela” dos famosos

artistas soteropolitanos Raul Seixas e Gal Costa, respectivamente.

Figura 1.1: Parménides (SIEMS, 2011) Figura 1.2: Heréclito (CABRAL, s.d.)

Mas, qual a relacao desses pensamentos ou cangoes com o Célculo?

Sempre que pensamos em grandezas que variam ao longo do tempo, ou grandezas
que variam em funcao de outras grandezas, estao intrinsecas em nossos pensamentos
as ideias do Calculo. E exatamente sobre essa dialética entre variacdo e constancia
que reside a esséncia desse estudo. Considerar grandezas variaveis como constantes
em pequenos intervalos ou ainda caracterizar de que forma essas grandezas variam.
Tudo isso é Calculo Diferencial e Integral, que sera chamado apenas de Calculo.

O estudo desses topicos ocorreu ao longo de varios séculos e contou com a con-
tribuicao de varias pessoas. Nada apareceu pronto, mas a partir de necessidades
humanas a matematica desenvolve-se de maneira extraordiniria. Hoje, porém, esse
assunto foi retirado da educacao bésica, e é deixado, principalmente, para os cursos
de nivel superior. Esse trabalho mostrara que as ideias fundamentais do Célculo sao
muito importantes para todas as pessoas devido a sua grande aplicabilidade em di-
versas areas, podendo e devendo ser incluido no Ensino Médio. Costumamos pensar
a principio apenas em areas tecnologicas, mas sabemos que o Célculo é uma ferra-
menta essencial em outras areas, como a area da satude e a das ciéncias humanas.
Os estudantes de nivel médio também se beneficiarao com o estudo desses contetidos
uma vez que poderao utiliza-los nao s6 em questoes proprias da Matemaética, mas
em outras disciplinas, como Fisica, Quimica e até Biologia.

Fazendo uma retrospectiva histérica da educacao no Brasil, vemos que, recen-
temente, por pelo menos 3 vezes, topicos de Calculo fizeram parte do curriculo
oficial das escolas secundéarias, primeiro com a reforma Benjamim Constant (1890),

ratificada na reforma Francisco Campos (1931) e depois com a reforma Gustavo Ca-
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Introdugao CApPITULO 1

panema (1942). No final da década de 60 e inicio da década de 70, com a influéncia
do Movimento da Matematica Moderna o ensino dessa disciplina foi bastante alte-
rado, no Brasil e no mundo. Uma dessas alteracoes foi a exclusao dos contetido de

Céalculo no ensino secundério.

“O Calculo vem desempenhando um papel de grande relevancia em
todo o desenvolvimento cientifico-tecnolégico. Portanto, descartid-lo no
ensino é grave, porque deixa de lado uma componente significativa e cer-
tamente a mais relevante da Matematica para a formacao do aluno num
contexto de ensino moderno e atual. [...] O Célculo é moderno porque
traz idéias novas, diferentes do que o aluno de 2° grau encontra nas outras
coisas que aprende em Aritmética, Algebra, Geometria, Trigonometria
e Geometria Analitica. Nao apenas novas, mas idéias que tém grande
relevancia numa variedade de aplicacoes cientificas no mundo moderno.
Ora, o objetivo principal do ensino nao é outro senao preparar o jovem
para se integrar mais adequadamente a sociedade. Nao se visa, com
o ensino da Matematica no 2° grau, formar especialistas no assunto.”
(AVILA, 1991, p. 3)

Assim como afirma Avila, os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) propdem
que o curriculo do Ensino Médio garanta aos estudantes uma oportunidade de am-
pliar e aprofundar os conhecimentos adquiridos no Ensino Fundamental de maneira
integrada entre as disciplinas preparando-os para o trabalho e para o exercicio da
cidadania, bem como capacitando-os para continuar os estudos no nivel superior.

Assim sendo, cabe ao Ensino Médio prover as ferramentas necesséirias para ga-
rantir tudo o que é proposto nos PCN. Com isso, deve-se discutir como e quais
contetdos de Célculo devem ser ministrados, uma vez que a pratica mostra que
o curriculo de matematica ja estd bastante comprometido, com muitos assuntos,
dificultando a inser¢ao de mais contetdo.

O estudo do Célculo no Ensino Médio pode apresentar diversas vantagens, mas
nao deve ser feito de qualquer maneira. Uma ideia que deve ser considerada é o
ensino articulado com outras disciplinas, por exemplo a Fisica. Pode-se ensinar o
conceito de derivada a partir da mecanica, com exemplos de movimento uniforme,
movimento uniformemente variado, pressao, densidade de carga elétrica, dentre ou-

tros. Ou ainda para uso interno na propria Matemaética, com a ideia geométrica
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Motivacao CAPITULO 1: INTRODUCAO

de inclinagao da reta tangente & uma curva num dado ponto, contextualizando o
conteudo para estimular o interesse do estudante.

O reflexo da falta desses contetddos é sentido nos cursos iniciais de Calculo no
nivel superior. Segundo estudos desenvolvidos pelo Instituto Nacional de Estudos e
Pesquisas Educacionais (INEP), os cursos de Calculo estao com indices de reprovagao
altissimos e isso nos remete novamente a questao de introduzir esse conteido no
curriculo do Ensino Médio.

Deve-se compreender o porqué da exclusao do ensino do Céalculo no nivel médio,
apesar de sua notoria importancia e o porqué de tanta dificuldade encontrada pelos
estudantes. Uma hipotese, é a falta de conhecimento de sua historia, de sua origem
e desenvolvimento. E outra hipotese, é a dificuldade encontrada porque o Célculo
apresenta uma verdadeira revolucao nas ideias as quais estavamos presos, introdu-
zindo conceitos como os de limite que fazem apelo & intuicao, a ideias abstratas e,
talvez, a mais dificil ideia, que demorou muito tempo para chegar & compreensao do

ser humano: a ideia de infinito.

1.1 Motivacao

No Ensino Superior, poucos se interessam em compreender todas essas novas
ideias e aprender a fundo o Calculo. A maioria dos estudantes fica presa apenas
as suas aplicagoes, sem se preocupar com um estudo mais abrangente e completo.
Assim, o estudante esbarra nas dificuldades das operacgoes e o estudo desse contetido
torna-se desprazeroso.

Esse problema poderia ser resolvido se ja no Ensino Médio fossem apresentadas
algumas dessas nocoes, como as de limite, mostrando quais tipos de problemas im-
pulsionaram o desenvolvimento do Céalculo, para que os estudantes se interessassem
por esses assuntos e sentissem mais vontade para estudar. Poderiam ser apresenta-
dos os problemas das quadraturas, as ideias do Método da Exaustao ou mesmo as
ideias por tras das integrais.

A proposta nao é ensinar o Calculo com todo seu rigor, isso também seria des-
necessario, além de bastante enfadonho para os estudantes de nivel médio, e his-
toricamente, o Calculo também nao surgiu assim, mas comecou com ideias simples
e levou bastante tempo para receber o formalismo atual. Deve-se apresenta-lo aos

estudantes como criacao humana que nos ajuda a resolver diversos problemas.
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Segundo Avila (1991):

“Ensina-se Matematica porque esta é uma disciplina que faz parte
significativa da experiéncia humana ao longo dos séculos, porque ela
continua sendo hoje, com intensidade ainda maior do que no passado,
um instrumento eficaz e indispensavel para os outros ramos do conheci-

mento.”

Por isso é importante privilegiar uma Matemaética que seja capaz de modificar
nossa visao de mundo e nos permitir aplicar os conhecimentos para as diversas
atividades que formos realizar, nao uma Matemética estatica, de decorar féormulas
ou problemas prontos.

Entao a ideia de apresenté-la no nivel médio é importante para a formacao dos
estudantes, pois eles serao os novos engenheiros, médicos, tecnélogos, fisicos, mate-
maticos, quimicos, bidlogos, etc. Mas como fazer isso tendo em vista que o curriculo
do Ensino Médio ja é bastante denso, ji tem assunto demais para trabalhar?

Sobre esse ponto Avila (1991) afirma:

“A idéia de que os programas de Matemaética sao extensos e nao
comportariam a inclusao do Calculo é um equivoco. Os atuais programas

estao, isto sim, mal estruturados.”

Ou seja, perde-se muito tempo no Ensino Médio ensinando formalismos, regras
e nomenclaturas que nao sao essenciais. Poder-se-ia utilizar esse tempo de uma ma-
neira melhor, estimulando a criatividade que é tao necessaria para o desenvolvimento
da propria Matematica. E essas novas ideias e um novo paradigma da “mateméatica
do movimento” sao desenvolvidas pelo Calculo.

Avila ressalta ainda que gasta-se muito tempo no estudo das fun¢des com no-
menclaturas como: dominio, contra-dominio, fun¢ao injetora, funcao sobrejetora,
funcao inversa. Um esfor¢o que gera poucos resultados praticos, uma vez que esses
conceitos nao sao solicitados pelo estudante ao longo do curso. E por outro lado,
fica-se com pouco tempo para trabalhar as ideias inerentes as funcoes, como a re-
lacao entre grandezas que variam, que mudam. Ou seja, nesse momento pode-se
comecar com uma pequena introducao das ideias do Célculo: a ideia de variacao.

Esse seria um bom momento para mostrar o problema da determinagao da reta
tangente a um ponto no grafico de uma funcao, mas nao seria preciso, necessaria-

mente apresentar o conceito de contra-dominio. Nao é que esses conceitos nao sejam
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importantes, mas a forma como sao ensinados, de maneira a fazer os estudantes de-

corarem muitos novos nomes, nao é adequada, e deixa-se de lado o fundamental.
Zenao (490-430 a.C) (Figura 1.3), filosofo grego, propos quatro problemas que

nos foram deixados por Aristdteles (384-322 a.C) (Figura 1.4) e ficaram conhecidos

como os Paradozos de Zenao.

Figura 1.3: Zendo (ARAUJO, 2010) Figura 1.4: Aristoteles (GABA, 2011)

Segundo Stewart (2012) esses paradoxos sempre desafiavam o senso comum. O
segundo paradoxo trata sobre uma corrida entre o heroi grego Aquiles e uma tarta-
ruga: Aquiles inicialmente em uma posi¢ao a; daria uma vantagem a tartaruga que
largaria de uma posicao ti, a frente. Quando Aquiles chegasse na posicao ay = ty,
a tartaruga ja estaria em uma nova posicao ts. Depois Aquiles alcancaria a posi¢ao
az = to, a tartaruga, porém, ja estaria na posicao t3, mais a frente e assim por
diante. Dessa maneira o lendario her6i Aquiles jamais venceria a corrida contra a

tartaruga (Figura 1.5).

A= t] as= 12 t3

Figura 1.5: Aquiles X Tartaruga

Outro importante paradoxo conta que o movimento é impossivel! Pois para que
haja o deslocamento entre um ponto A (inicial) e B (final), deve-se antes passar pelo
ponto médio entre A e B, digamos C. Mas antes de chegar ao ponto C, é necessério

passar pelo ponto médio entre A e C, que seja D, porém antes de chegar ao ponto D,
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é necessario alcancar o ponto médio entre A e D, dito E. Com essa ideia repetidas
vezes mostra-se que no final nao seria possivel sair do ponto A, nao havendo, assim,
0 movimento!

-

-

Figura 1.6: Paradoxo do Movimento

O que faltava nessa época para responder a esses paradoxos, afinal Aquiles venceu
a tartaruga e é possivel nos movermos entre os pontos A e B, era a ideia de limite,
essencial ao Céalculo! E é precisamente o conceito de limite que vai extrapolar a
barreira da matemaética comum ou béasica e dard nova vida a chamada Matemdtica
Superior.

Essas ideias, podem ser trabalhadas de maneira muito prazerosa com estudan-
tes de nivel médio. Pode-se até iniciar esse estudo a partir desses paradoxos. Os
conceitos precisos e suas definicoes € — § serao melhor compreendidos nos curso de
nivel superior, mas trabalhar ideias e mostrar como e para que o Calculo foi criado

é essencial a todos!

1.2 Objetivo

Este trabalho tem como objetivo apresentar, de maneira breve, um pouco da
histéria do Calculo Diferencial e Integral, sobre seu desenvolvimento e as princi-
pais ideias que motivaram seu estudo. Desenvolver alguns conceitos do Calculo
de maneira mais intuitiva para mostrar que é possivel apresentar essa ferramenta
matematica de forma compreensivel para estudantes do Ensino Médio aliando esse

conhecimento com aplicacoes da Fisica.
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1.3 Estruturacao do Trabalho
Este trabalho esta estruturado em 4 capitulos, a saber:

e Capitulo 1 - Introducao:
Neste capitulo sao apresentadas algumas ideias que motivaram o desenvolvi-
mento do Calculo e breves comentérios de sua relagao com o ensino brasileiro.
Sao apresentadas, ainda, algumas informacoes sobre a interdisciplinaridade,

em particular com a Fisica.

e Capitulo 2 - Um pouco de Calculo:
O Capitulo 2 contemplara topicos de Célculo para fun¢oes de uma tnica va-
riavel: limites, derivadas e integrais. Desta maneira serao mostrados alguns
conceitos e definigoes e apresentada uma ligacao com ideias intuitivas e cons-
trucoes geométricas a fim de mostrar que é possivel trabalhar alguns desses

topicos de maneira simples sem muito rigor matematico.

e Capitulo 3 - O Calculo e a Fisica:
Serao discutidas algumas aplicacoes de Fisica que utilizam os conceitos do Cal-
culo, como apresentados no Capitulo 2. E feito ainda uma comparacio com
o conteudo como trabalhado no Ensino Médio, sem a utilizagao do Calculo,
como muitas formulas que s6 podem ser memorizadas, dificultando a compre-
ensao. Dessa maneira mostra-se que a utilizacao do Calculo é indispensavel

para ajudar os estudantes, com énfase na Fisica.

e Capitulo 4 - Consideragoes Finais:
Neste Capitulo serao feitos alguns comentérios gerais a respeito do que foi
discutido ao longo do trabalho, ressaltando os pontos importantes da ligacao
do Célculo com o Ensino Médio, mostrando que é possivel o estudante desse
nivel compreender suas ideias e utiliza-las de maneira a auxilia-lo como uma

ferramenta util em diversas disciplinas.
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Capitulo 2
Um pouco de Calculo

“Integre DEUS, potis dele tudo deriva.”

Autor desconhecido

Neste capitulo serd feito um estudo, simples, de conceitos do Calculo: limites,
derivadas e integrais. Serao demonstrados alguns teoremas importantes, algumas
propriedades e exemplos de aplicacao desse contetdo. Este trabalho nao pretende
reproduzir esses assuntos como apresentados em livros didaticos, que sao muito mais
amplos, mas apenas tecer alguns comentarios e apresentar elementos essenciais que

podem ser ensinados no Ensino Médio. Serao usados como referéncias principais
Stewart (2012), Swokowski (1994) e LIMA (2004).

2.1 Limites

O conceito de limite de uma funcao f é o que separa a matematica elementar da
matematica superior, suas ideias sao bastante diferentes da algebra e da geometria.
No inicio de seu desenvolvimento, durante o século XVIII, essas ideias foram utili-
zadas de forma bastante intuitivas, sem grandes formalismos mateméticos embora
tais ideias sejam fundamentais para o entendimento do Calculo, sendo exatamente
por isso que elas devem ser discutidas no Ensino Médio.

A ideia intuitiva de limite é a seguinte: Dados f uma funcao de valores reais
definida em um subconjunto I de R e zo um ponto de acumulacao de I (ou seja,
xo é tal que, qualquer intervalo da forma (xy — r,xo + 7), com r > 0, intersecta
I'\ {z0}), dizemos que o limite de f(z) quando z tende a xy é igual a um certo

numero L € R se quanto mais proximo desse g estiver x, mais préoximo de L estard
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f(z). No entanto, h4 uma certa imprecisao no que representa o termo prozimo.
E necessario quantifica-lo, pois para um pesquisador o resultado de uma medida
pode ser considerado préximo ao valor exato se o erro nao for maior que 10~° por
exemplo, mas para outro, esse erro pode ser muito grande, e o valor préoximo pode
ser considerado a partir de 107'°. Para resolver esse problema temos a definicao a

seguir:

Definicao 1 Sejam I C R, f: 1 — R uma funcao, xq um ponto de acumulagao de

I e L € R. Dizemos que o limite de f(x) quando x tende a xq € igual a L se:

para todo € > 0 existe § > 0 tal que 0 < |x —xo| < d,x € [ = |f(x) — L| <e.
(2.1)
Notagao: lim f(x) = L.

T—T0

Observe que a definicao acima nao nos d4 uma forma pratica de se calcular o
limite de uma funcao em um dado ponto. De fato, devemos eleger um candidato
a limite, L, e mostrarmos que a frase “para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que
0 < |x—ax <0,z €l = |f(x)— Ll <0”éverdadeira. No entanto, para obter
tal candidato a limite, muitas vezes recorremos a nocao intuitiva de limite e, em
seguida, mostramos que tal candidato é o limite da funcao.

E claro que, nem sempre o limite existe. Porém, quando o limite existe ele é
tnico. De fato, suponha que L; = lim f(z) e Ly = lim f(z). Entdo dado € > 0,

T—T0 T—T0
existem d; > 0 e o > 0 tais que se 0 < |x — zo| < &;, € I entdo |f(x) — L;| <€,
i = 1,2. Tomando-se 6 = min{d;,d>} temos que se 0 < | — x¢| < J, x € I entao
|f(z) — Li| < €ee |f(x) — Ly| < e. Em particular, |L; — Ls| < 2€ e, como € > 0 ¢é
arbitrario, Ly = Ls.

Percebe-se que, em geral, as pessoas tém dificuldades de entender o significado
preciso da Defini¢ao 1 quando veem tal conceito pela primeira vez. Por isso, pode-se
iniciar o ensino dos limites de varias maneiras, com historias como as dos Paradoxos
de Zenao ou ainda apresentando motivacoes historicas que serviram para seu de-
senvolvimento como o problema da determinacao da reta tangente ou de velocidade
instantanea. Mas esses problemas serao tratados na proxima secao.

O importante é fazer com que os estudantes desenvolvam e usem suas intuicoes,
embora nem sempre as conclusoes intuitivas estejam corretas como seréd mostrado no
Exemplo 2. A seguir, serao apresentados alguns exemplos, nos quais serao explorados

a nocao intuitiva para obter um candidato a limite.
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2 —b5r+6
-3

estd definida para x = 3 pode-se questionar o que acontece com os valores de x

Exemplo 1 Dada a funcao f tal que f(z) = , sabendo que f(x) nao

proximos de 3. Fstao representados na Tabela 2.1 alguns resultados:

[ =
3,1 1,1
3,01 1,01
3,001 1,001
3,0001 1,0001

Tabela 2.1: Alguns valores de = e de f(z) para x proximos de 3

Percebe-se que quanto mais proximo z estiver de 3, mais proximo o valor de f(z)
estard de 1. Mas serd que isso é sempre verdade ou podemos ser induzidos a cometer
um erro? Uma outra maneira de intuir que certamente o limite seré realmente 1 é
observar que f(x) coincide com a fun¢ao g(z) = z — 2 para x # 3 e que, portanto,
lim g(z) = 1 = lim f(x). Por outro lado, é facil ver que lim g(z) = 1. Vejamos mais
z—3 z—3 r—3

um exemplo, no qual a intuicao pode falhar:

Exemplo 2 FEziste lim sen(z)?
z—0 xr

Na Tabela 2.2, estd representado o que acontece com os valores de sen(Z) quando

x aproxima-se de 0 por uma sequéncia do tipo: x, = %

’ x ‘f(x)zsen(%)‘
1
12
1/3
1/4
1/10
1/100

comn € N.

[en) Ben) Hew) Hewll New) Nas)

Tabela 2.2: Alguns valores z e de sen(Z) para x préximo de 0

Quantos exemplos numéricos sao necessarios calcular para que se perceba o valor
para o qual f(z) se aproxima? E possivel afirmar que, de acordo com os valores
apresentados na Tabela 2.2, o limite do Exemplo 2 é 07

A resposta para primeira pergunta é que qualquer quantidade finita de exemplos
numeéricos é insuficiente, o que também responde a segunda pergunta. Porém, intui-

tivamente, poderiamos pensar que tal limite fosse, de fato, 0. Mas, se considerarmos
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~ . _ 2 o .
a sequéncia de pontos da forma x, = 55, k = 1,2,... vemos que xy se aproxima de
0 quando k cresce, no entanto, seni = 1 para todo k. Dessa forma temos um outro
candidato a limite. Agora, nao é dificil argumentar rigorosamente que tal limite nao

existe.
Exemplo 3 FE o que acontece para ling) x% ¢
r—r

Ao tornarmos x cada vez mais proximos a 0, quer seja pela direita ou pela es-
querda, o denominador torna-se cada vez menor e positivo, portanto, esse quociente
torna-se cada vez maior. Ou seja, os valores da funcao f(x) = :%2 nao se aproximam
de nenhum valor e o limite é do tipo infinito. Nesses casos em que o valor da funcao

torna-se arbitrariamente grande, usa-se a notacao:

Se os valores da funcao crescessem arbitrariamente em modulo, porém fossem
negativos como no caso da funcdo f(z) = =; entdo tem-se:
. —1
lim — = —0.
z—0 12
Deve-se ter cuidado ao utilizar o simbolo oo, pois com a notacao anterior nao se
quer dizer que oo seja um nimero, mas pode-se definir precisamente tal limite como

segue:

Definicao 2 Seja f: I — R e xg € R um ponto de acumulacao de I. Dizemos que
lim f(x) = 400 se para cada M > 0, existe um § > 0 tal que se 0 < |z — x| < 9,

T—TQ

entao f(x) > M.
E, de maneira analoga define-se:

Definicao 3 Seja f: I - R e xg € R um ponto de acumulagao de I. Dizemos que
lim f(z) = —oo se para cada K < 0, existe um 6 > 0 tal que se 0 < |x — zo| < 0,

T—T0

entao f(r) < K.

Outro conceito 1til para o estudo de fungoes é o conceito de limites laterais.
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Definigao 4 (Limite lateral & esquerda) Sejam f : I — R, o € R tal que
(g — r,20) NI # O para todo r > 0 e L € R. Definimos lim f(z) = L se dado

=Ty
€ > 0 houver um numero correspondente 6 > 0 tal que se xg — 0 < x < Ty, T € |

entao |f(z) — L] <e.
Analogamente, definimos

Defini¢ao 5 (Limite lateral & direita) Sejam f : I — R, 29 € R tal que
(xo, 20 + 1) NI # 0 para todo r > 0 e L € R. Definimos lim+ f(x) = L se dado

.'lf—).’I?O
€ > 0 houver um nimero correspondente > 0 tal que se xo < v < xo+ 0, x € I,

entao |f(x) — L] < e.

Em muitas situagoes é mais facil calcular os limites laterais de uma funcao do

que o limite. Nesses casos torna-se ttil a seguinte proposicao.

Proposicao 1 Sejam [ C R, f : I — R uma fungcao, x5 € R tal que
(kg — o) NI # O e (xo,x0 +7) NI # O para todo r > 0 e L € R. Entao

lim f(x) =L se, e somente se, lim f(x)= lim f(z)= L.
T—T0 x—>z5 x—>x§

Demonstragao: Suponha que lim f(z) = L, entdo dado € > 0 existe § > 0 tal

Tr—xT0

que se 0 < |x — xo| <, z € I entdo |f(z) — L| < e. Em particular, tem-se que:
i. se xg —0 < x < xg, ¢ € I entao |f(z) — L| < ¢
ii. se xg <o <xoy+0,x €I, entdo |f(x)— L| <e.

O que mostra que lim f(r) = lim+ f(z) = L.

IE—}ZI‘O IE—}ZI‘O
Reciprocamente, suponha que lim f(z) = lim+ f(z) = L. Entao, dado ¢ > 0,
=T =T

existem d; > 0 e dy > 0 tais que se zg — ) < & < g, x € [ entdo |f(z) — L| < eese
xg < x < xo+ 02, x € I, entdo |f(z) — L| < e. Tomando-se § = min{dy, J»} tem-se
que se 0 < |z — x| < J, z € I entdo |f(z) — L| < € e, portanto, lim f(z)=L. =

O calculo de certos limites torna-se mais facil se utilizarmos ;lgﬁ%las proprieda-

des. A seguir, apresentamos algumas das propriedades dos limites.

Proposicao 2 (Propriedades dos Limites) Sejam ¢ uma  constante e
fy9 : I — R fungoes. Suponha que existam os limites lim f(x) e lim g(z) entao
T—T0 T—T0
também existem os limites lim cf(z) + g(x) e lim f(x)g(z) e valem as igualdades:
T—rT0 T—rT0

27



Limites CAriTULO 2: UM POUCO DE CALCULO

1. lim [f(z) 4+ g(z)] = lim f(z)+ lim g(x);

T—rT0 T—T0 T—rT0

2. lim [f(2)g(x)] = lim f(z) lim g(x);

T—T0

lim f(x)
3. Se lim g(z) # 0 entao lim /(@) eriste e lim /() =2 ;
T—T0 T—T0 g(x) T—T0 g(:L‘) lim g(x)

T—TQ

4. lim [cf(z)] = ¢ lim f(x).

T—T0 T—rT0

Demonstragao:
Suponhamos que lim f(z) = L e lim g(z) = M.
T—rT0 T—rT0
De acordo com a Definicao 1, deve-se mostrar que, para todo € > 0, existe um

0 > 0 tal que:
Se 0 < |z — x| < d entdo |f(x) +g(x) — (L+ M)| <e.
Utilizando a desigualdade triangular:
[f(2) +g(z) = (L + M)| < [f(x) = L] + [g(x) — M]|

Como lim f(x) = Le lim g(x) = M, os nameros |f(x)—L| e |g(z) — M| podem
Tr—TQ T—T0
tornar-se arbitrariamente pequenos escolhendo-se x suficientemente proximos de x.
. € . . .
Em particular, podem tornar-se menores que 3 Dessa maneira, existem 07 e o, tais

que:
e Se 0 < |x — x| < Iy entdo |f(x) — L] <§;

e Se 0 < |x — x| < Iy entdo |g(x) — M| <§.

Assim, tomando 6 = min{dy, d2}, sempre que 0 < |x —xg| < J os itens anteriores
serao verdadeiros e tem-se:
€

2

— €.

@)+ gla) = (L+ M) < 5 +

E isso conclui a demonstracao do item 1.

Para mostrar o item 2, tome 0 > 0 tal que se 0 < |z — zo| < ¢ entdo:

d |f($)—L|<m;
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o lo(r) = M| < g7

* |g(z)=M]| <1, portanto, |g(x)| = |g(x) =M +M| < |g(z)=M[+[M| < 1+|M].

Isso é possivel, gracas a definicao de limite. Assim, usando a desigualdade tri-

angular e as desigualdades acima, tem-se que se 0 < |z — x| < J entdo:

[f(x)g(x) = LM[ = [f(x)g(x) — Lg(x) + Lg(x) — LM|

= |(f(x) = L)g(x) + L(g(z) — M)
< |(f(z) = L)g(z)| + |L(g(x) — M)
= |(f(x) = D)llg(@)] + [L|[(g(= ) — M)
€
< ————(1+ |M|)+ |L| == .
E isso mostra que lim f(z)g(x) = LM.
T—T0
1
Para provar o item 3, basta mostrar que lim —— = —, porque, feito isto, o
o=z g(x) M
1
resultado desejado pode ser obtido a partir do produto f(x)ﬂ Note que:
g(x
1 M — g(x) 1
- - M = g(o)]
‘g(fv) ‘ M | M]|g(x)]

Como lim g(z) = M e |M| > 0 existe um d; > 0 tal que se 0 < |z — x| < J1, entdo
T—T0

M
lg(x) — M| < % Consequentemente, para todos esses z,

| M|
| M| =lg(x) + (M = g(2))] < lg(2)] + |M = g(2)] <lg(2)| + =
e portanto,
Mg ousein, <
— < |g(x)| ou seja, —
2 lg(x)] — [M]
Assim, obtemos:
1 1 2
— = = g(xz) — M|,
5 3] < et

desde que 0 < |z — x| < d5.

Novamente, como lim g(x) = M, segue-se que para todo € > 0, existe um dy > 0
T—T0
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tal que
| M

2

Se 0 < |z — x| < 2 entdo |g(x) — M| < €.

Seja 6 = min{dy, d»}, entao:

1

L <€
g9(x) '

Se 0 < |z — xo| < J2, entao

. 1 1 . .
O que mostra que lim —— = — e conclui a prova do item 3.
= g(z) M

O item 4 & um caso particular do item 2, sendo g(z) = c. [
Vejamos o exemplo a seguir:

22+ 222 -1

C 5-3z

Solugao: Sejam f(z) = 23 +22% — 1 e g(z) = 5 — 3z. Note que xli)rr_lgf(x) =—le

liIIng(x) = 11. E, portanto, usando a Proposicao 2 concluimos que
T——

Exemplo 4 Calcule, se possivel, lim
T——

R s SN (OB L
lim = lim == -
z5-2 5 —3x =z g(x)  lim g(x) 11

T—T0

Teorema 6 (Teorema do Confronto) Sejam f,g,h : [ — R funcgées e xg um
ponto de acumulagdo de I. Suponha que exista v > 0 tal que f(z) < g(z) < h(z)
para todo x € (xg —r,x0+7r) N1 e que lim f(x) = lim h(z) = L. Entdo lim g(z)

T—x0 Tr—x0 T—rT0
existe e

lim g(x) =L

T—T0
Demonstracao: Dado arbitrariamente € > 0, existem d; > 0 e 5 > 0 tais que:
Lorzel,0<|zr—xg|<d=L—e< f(x)<L+e¢
. xel,0<|z—a9|<do=L—-e<yg(x)<L+e

Seja 6 = min{dy, d2}. Entao, usando i. e ii.,

rel, 0<|zr—zgl<d=>L—-e< f(r)<g(r)<h(x)<L+e
=L—-e<yg(x)<L+e

Logo, lim g(x) = L. "

T—T0
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1
Exemplo 5 Mostre que lim z*sen— = 0.
z—0 xT

. . - . 1 .
Solugao: Observemos primeiramente que nao se pode usar lnr(l) rlsen— = hn(l) z? -
r—r T T—r

) 1 . L . .
lim sen—, porque hH(l) sen— nao existe. Mas tem-se que:
€T T

z—0 X
1
—1<sen— <1
x
e, portanto
—x? < r2sen— < xz,
x
como
limz?=0 e lim—2z?=0,
z—0 z—0
pelo Teorema 6, tem-se:
lim z2sen— = 0.
z—0 x

2.1.1 Continuidade

Definicao 7 Seja f : I C R — R uma funcao e seja xo € I. Dizemos que f €

continua em xq se acontece um dos dois casos:

. xo € um ponto isolado de I

i. lim f(z) = f(xo).

T—T0

Quando I é um intervalo ou uma uniao finita de intervalos nao-degenerados entao
I nao possui pontos isolados e, neste caso, a Definicao 7 se restringe ao item 1.

Para simplificar a definicdo e a demonstracao dos resultados, a partir de agora
serao consideradas apenas funcoes definidas neste tipo de dominio, isto é, [ serd
sempre um intervalo ou uma uniao finita de intervalos nao degenerados. E, portanto,

podemos reescrever a definicao de continuidade neste contexto da seguinte forma:

Definicao 8 Uma fungao f: I — R € continua em um ponto xg € I se lim f(x) =

f(xo) T—x0

31



Limites CAriTULO 2: UM POUCO DE CALCULO

O conceito de continuidade é um conceito local, mas se uma fungao é continua em
todo o seu dominio ela seré classificada como uma funcao continua, caso contrario
serd dita descontinua. A ideia de continuidade estd ligada ao fato de que uma
pequena variagao no x produz uma pequena variagdo em f(x).

Vejamos o que acontece no seguinte exemplo:

Exemplo 6 Seja

2 —bx+6
_ 3
f@)={ a-5 > *FD

10, se x = 3.

Verificamos que a funcao é descontinua em = = 3 pois }CIE},, flz) =110 = f(3).
Isso significa que uma pequena variacao em torno de x = 3 produz uma grande
variagao nos valores de f(z).

A seguinte proposicao traz algumas propriedades sobre a continuidade de fun-
coes. Tais propriedades sao extremamente tteis para analisar a continuidade de
fungoes que surgem a partir de outras. Em particular, na sequéncia utilizaremos
tais propriedades para concluir que qualquer funcao polinomial ¢ uma fun¢ao conti-

nua.

Proposicao 3 Sejam c € R e f,g : I — R fungoes continuas num ponto xy € 1
entdo cf + g e fg também sao continuas em xo. Além disso, se g(xo) # 0 entao =
g

também € continua em xg.

Demonstragao: Segue imediatamente das Propriedades dos Limites (Proposi¢ao 2).

Observacao 1 Segue por induc¢ao e da Proposicao 3 que se fi,..., fn sao fungoes
continuas definidas em um mesmo dominio I, entao a soma fi+---+ f, e o produto

fi1... fn dessas funcoes também sao continuas em 1.
Corolario 3.1 Funcoes polinomiais sao continuas em R.

Demonstragao: Seja f(z) = a,2"+a, 12" ' +- - -+a;2+ag uma fungdo polinomial.
Entao f é uma soma das n + 1 fungdes fi(x) = a;x* com i = 0,1,...,n. Pela
Observacao 1 segue que basta mostrar que cada f; é continua. Mas, para mostrar

que cada f; é continua, usando mais uma vez a Observacao 1, é suficiente mostrar

32



Derivadas CAriTULO 2: UM POUCO DE CALCULO

que a funcao identidade g(x) = z é continua. Porém, é claro que g é continua e o
resultado segue. [

O estudo do conceito de continuidade é perfeitamente adequado para ser intro-
duzido no Ensino Médio, uma vez que nesse nivel os estudantes ja lidam com véarios
exemplos de funcoes continuas. Além disso, relacionando com a Fisica, sabe-se que
os fendmenos fisicos podem ser modelados de modo aproximado, usando-se funcoes
continuas. A variacao de temperatura de um ambiente, a velocidade ou aceleracao
de um movel, o deslocamento de um objeto em queda livre, todos esses fenémenos
variam continuamente com o tempo.

Embora nao seja dada aqui a demonstracao do seguinte teorema, este é um
resultado essencial para o estudo das fungoes vistas no Ensino Médio, porque nos
diz, de certa forma, que o esbogo dos graficos dessas fun¢oes realmente sao “curvas

continuas”.

Teorema 9 Os sequintes tipos de fungoes sao continuas em todos os pontos de seus

dominios:

e funcoes polinomiais;

funcgoes trigonométricas;

e funcoes exponenciais;

funcoes racionais;

funcoes raizes;

fungoes trigonométricas inversas;

funcgoes logaritmicas.

2.2 Derivadas

Como foi apresentado no Capitulo 1, as derivadas surgem na mesma época que as
integrais, para resolver problemas especificos. Mas por questoes didaticas os livros
seguem a sequéncia: limites, continuidade, derivadas e integrais. Essa também, foi

a sequéncia adotada nesse trabalho.
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O conceito de derivada de uma func¢ao tem aplicagoes em varios ramos do conhe-
cimento, por exemplo: a economia, a estatistica, a engenharia, a fisica, a biologia e
a propria matematica.

Geometricamente a derivada pode ser interpretada como o coeficiente angular da
reta tangente a uma curva em um determinado ponto. Essa foi uma das motivagoes
para seu estudo, que dessa forma pode ser encarado como uma aplicacao na propria
matematica.

Podemos entender a derivada ainda como taza de variacao, que indica a maneira
como uma funcao varia: aumentando, diminuindo ou permanecendo constante. To-
das essas ideias de derivadas sao casos de limites particulares. Por isso a necessidade

do estudo prévio sobre limites.

2.2.1 Tangentes

Dada uma curva C, expressa por uma equac¢ao do tipo y = f(z), queremos
encontrar a reta que tangencia o grafico no ponto P = (zo, f(x¢)). Podemos comecar
escolhendo outro ponto @ = (z, f(z)) qualquer (com = # () sobre o grafico e tracar
a reta secante que passa pelos pontos P e Q, conforme mostrado na Figura 2.1, cujo
coeficiente angular vale

f(z) = f(zo)

mpgp = —m.
@ r — XIg

Fazendo () aproximar-se de P sobre o grafico tem-se que x aproxima-se de z( e
assim, a reta secante tende a uma posigao limite (Figuras 2.2 e 2.3) de modo que se
mpg tender a um nimero m, define-se a reta tangente a curva C' no ponto P como
a reta que tem inclinagdo m e que passa por P = (zo, f(x¢)), conforme ilustrado na
Figura 2.4.

Matematicamente:

Definigao 10 A reta tangente ao grifico de uma funcio y = f(x) em um ponto

P = (xg, f(z0)) € a reta que passa por P com a inclinag¢ao

m = lim f(z) —f(l'o)7
T—T0 T — X9

desde que o limite exista.

Hé& outras maneiras de expressar essa definicao, que podem ser mais convenientes.

34



Derivadas CAriTULO 2: UM POUCO DE CALCULO

Tr — X

|
|
|
|
I
|
|
&

b — — — — — — —

X X

8
S

Figura 2.1: Reta Secante pelos pontos P e Q

Figura 2.2: Q aproxima-se de P Figura 2.3: Q mais proximo de P
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Figura 2.4: Reta Tangente no ponto P = (xo, f(20))

Fazendo x = zy + h tem-se

m = 1imM:hmf(x0+h)_f(x0)
h

T—x0 xr — X h—0

Exemplo 7 Encontrar a equacdo da reta tangente & curva de equacio y = x° no
ponto P = (3,9).

Calcula-se o coeficiente angular da reta tangente a partir da Defini¢ao 10, com

33'0:31

flz) = f3) :hmwzhm (@+3) (x-3) =lim(zx+3) =6

z—3 r—3 z—3 xr — z—3 r—3 z—3

Pode-se utilizar a equacao ponto-inclinagio de uma reta: y = t(x — x1) + 4.

Como procuramos a reta tangente, temos t =m ey =6(x —3) +9 =6z — 9.

2.2.2 Velocidades

Outro problema fundamental no estudo das derivadas é a determinacao da ve-

locidade instantdnea de uma particula (ou objeto) em movimento. Seja = = f(t) a
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equagao que descreve o movimento dessa particula, x é chamada de funcao hordria
da particula. Define-se a velocidade média (v,,,) do objeto entre os instantes t; =t
e ty =t + At como: “Velocidade Média = M%Zf’”””, sendo o deslocamento, nos

instantes considerados, dado por f(t) e f(t + At), respectivamente, entao:

sty = LB =10

Esse quociente é o mesmo da Defini¢ao 10, com =z = t+At e xy = t. Se desejarmos
a velocidade instantanea basta calcular em um intervalo de tempo cada vez menor,

ou seja At — 0. Dai a velocidade instantanea é dada por

At) —

Exemplo 8 Sabe-se que para um objeto em queda livre a equacao que descreve seu
movimento é x = f(t) = 4,9t%. Calcule a velocidade do objeto apds exatamente 10
sequndos do inicio da queda. Suponha que a altura seja suficiente para ele cair por

mais de 10 sequndos.

4,9(t + At)? — 4,9t

v(t) = lim, Af = fim, Al
4 24 9%tA At)? — ¢2 4.9(2tA At)?
lim L9(t* + 2tAt + (At) t):hm  9(2tAL + (A)%)

At—0 At At—0 At
lim 4,9(2t + At) = 9, 8¢
At—0

Como t = 10 temos v(10) = 98 m/s.
ft+At) — f(1)
At

apresentado nos exemplos anteriores é muito recorrente, aparece sempre que se deseja

O quociente é conhecido como Quociente de Newton e o limite
calcular a taxa de variagao. Aparece tanto na Matematica ou na Fisica como ja
apresentado, ou ainda, na Quimica como a taxa de uma reacao quimica ou na
Economia como custo marginal. Como esse limite é bastante importante, recebera

um nome e uma notacao especiais.

Definigao 11 A derivada de uma fungao f em um ponto xo, denotada por f'(zo)

o) — tim 108 = F )

T—T0 T — X

é:

se o limite existir.
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Dadas duas grandezas, x e y, que se relacionam de tal forma que y é uma funcgao
de x e escrevemos y = f(x). Quando x varia de x; para x5 chamamos essa variagao

de incremento de x e indicamos por
Ar =19 — 11
A variacao correspondente em y é dada por:

Ay = f(x3) — f(x1)

Temos entao a definicao de Taxa média de variacao de y em relacao a
& _ fle-fle)

Que é interpretada
To—x1

x no intervalo [x1, 23] como o quociente:
geometricamente como a inclinacao da reta secante ao grafico entre os pontos P =
(21, f(71)) e @ = (z2, f(22)).

Se quisermos a taxa de variagao instantanea devemos fazer o — 1, ou Az — 0.
Que agora ¢ interpretada como a inclinacao da reta tangente ao grafico e que passa
pelo ponto P = (xy, f(x1)).

Portanto a taxa de variacao instantanea é dada por m = lim 2y oA relacao

Az—0 AT
entre reta tangente e taxa de variacao pode ser entendida como: se a derivada em
determinado ponto for grande, a reta tangente é bastante inclinada, isso significa

que os valores de y mudarao rapidamente a partir daquele ponto.

2.2.3 Funcgao Derivada

A Definigao 11 é local, definindo a derivada em um ponto particular xq. Pode-se
generalizar a interpretacao e pensar que se a definicao vale para qualquer zy no
dominio de f, fazendo esse xy variar e o substituindo por uma variavel x, tem-se a

expressao:

f’(x) — lim f(x+h) —f(ZE)

h—0 h
Dado qualquer z tal que o limite exista, podemos atribuir a = o namero f’(zx),
dessa maneira considera-se f’ como uma nova funcao que surgiu a partir da operacao-

limite sobre a funcao f, por isso seu nome de fungao derivada de f.

2

Exemplo 9 Seja f(x) = 2* — x calcularemos f'(z)

Pela Definicao 11 temos que
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. flx+h)—f(x) . (@+h)?—=(x+h)—(2*—2x)

/ _ _

Fo=m= =~ h
_hmx2+2xh—|—h2—x—h—x2+x
7ha0 h

=lim——=1lim2x—-1+h
h—0 h h—0

Leibniz foi o grande responsavel pela criagao das notacoes das derivadas, que até
hoje sao utilizadas. Tomando novamente duas grandezas, x e ¥y, que se relacionam
de maneira que y depende de x através da expressao y = f(z), entdo podemos

representar a derivada de y em relacao a = das seguintes maneiras:

_dy _ 4 _df

o Py =y =L =T = L) = D) = Dufa).

Os simbolos D e % indicam a operacao de Diferenciagao que é o processo do
calculo de uma derivada. Por isso, sao chamados de Operadores Diferenciais.

Um importante teorema sobre fungoes diferenciaveis é:
Teorema 12 Se f for diferencidvel em xq, entao f € continua em xg.

Demonstracao:

Como f é diferenciavel em zy temos: f'(x) = lim W e queremos mostrar
0
que Tim f(z) = f(zo).
T—T0

Dado que z # z temos que f(z)— f(zo) = L= (). Aplicando o limite

em ambos os lados temos:

lim [f(x) — f(z0)] = lim

T—rx0 T—T0 T — mo

Aplicando as Propriedades dos Limites temos:

lim f(z) — lim f(xg) = lim @) = J{zo) lim (z — o) = f'(z0) - 0.

T—T0 T—T0 T—T0 T — xo T—rT0
Dai segue que

lim f(z) = lim f(zo) = f(zo)-

T—TQ T—I0
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O que conclui a demonstracgao. [
De maneira analoga ao que foi feito para definirmos a funcao derivada de f,
podemos fazer para definir a funcao derivada de f’, se f’ for diferenciavel. A esta
nova funcao damos o nome de sequnda derivada de f ou derivada de ordem 2 e

utilizando a notacao de Leibniz temos:

d (dy\ d%

de \dr )  dz?’
Essas derivadas sao particularmente interessantes para o Ensino Médio como
uma aplicagdo na Fisica uma vez que se x = f(t) for a fun¢do horaria de uma

particula entdo sua velocidade instantanea v = v(t) é a primeira derivada de = e a

aceleracao instantanea a = a(t) é a segunda derivada:

De maneira analoga define-se a derivada de qualquer ordem, desde que os limites
correspondentes existam.

O calculo da derivada pode tornar-se muito trabalhoso dependendo da funcao
dada, e nao é a intencao desse trabalho fazer essas demonstracoes. Para o estudante
de Ensino Médio é interessante que entenda o conceito e algumas aplicacoes basicas,
e para isso uma Tabela de derivadas pode ser facilmente encontrada em livros ou na

internet. A Tabela a seguir retine algumas regras de derivacao:

flz) | f'(x)
celR 0
x 1
z" n-x" !
sen(z) | cos(z)
cos(x) | —sen(x)
In(x) Z

Tabela 2.3: Regras de derivagao

No Ensino Médio essas sao as fungoes mais utilizadas, com o avancar nos estudos
essa tabela pode aumentar significativamente. A seguir, apresentamos algumas pro-
priedades operatorias da derivagao que sao fundamentais para o calculo de derivadas

de um grande ntiimero de funcoes.
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Proposicao 4 Sejam f,g: 1 — R funcoes derivdveis num ponto xo € I entao f+g

e fg sao fungoes derivdveis em xq. E valem as segquintes regras de derivagao:

e (Regra da soma) d%; [f 4+ 9] (x) = %(3:0) + Z—i(:cg);
e (Regra do Produto) dix [fg] (z0) = g(l’o)%(l‘o) + f(xg)g—i(aco);

Demonstragao: Seja F(x) = f(x) + g(z).
Para h # 0 tal que xg + h € I, pode-se calcular o Quociente de Newton:

F(xo+h) — F(zo)  f(zo+h)+g(xo+ h) — f(x0) — g(x0)

h h

_ f@o+h) = flxo)] + [g(x0 + k) — g(0)]
h
_ [f(zo + h) — f(x0)] I [g(z0 + h) — g(x0)]
h h ’

Dessa forma, calculando o limite quando h — 0 tem-se:

lim F(zo+h) — F(xo) ~ lim f(xo+h) — f(xo) n g(wo + h) — g(xo)
h—0 h—0 h h

Utilizando a Proposicao 2, obtemos:

F'(20) = lim [f(zo + h) — f(0)] 4 lim g(xo + h}i — g(xo).

h—0 h—0

Assim:

F'(x0) = f'(x0) + g'(20).

O que conclui a demonstracao da primeira parte.

Agora, vamos demonstrar a Regra do Produto. Para isso, considere F(x) =

f(x)g(x).

Para h # 0 pode-se calcular o Quociente de Newton:
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F(xo+h) — F(xo) _ f(xo+ h)g(wo +h) — f(z0)g(20)
h h
f(@o +h)g(zo + h) — f(mo)g(zo + k) + f(0)g(zo + h) — f(0)g(20)
h
[f (o + h) — f(zo)lg(xo + h) + f(0)[g(wo + k) — g(x0)]

h
= T =) )+ )

g(xo +h) — g(xo)
Y .

Dessa forma, calculando o limite quando h — 0 tem-se:

h—0 h

flao + 1) = f (o)
e

= lim
h—0

(zo +h) + f(0)

g(zo+h) = g(xo)]
Y .

Utilizando a Propriedade 2:

F'(x) = lim

h—0

{f(l’o + h}i - f(l’o)g(xo n h)} n [}Ligg)f(ﬂro)gwo + h]z - g(xo)}

f(zo+h) — f(x0) (zo +h) — g(x0)
h h '

= lim

. . . g
oo+ 1)+ o) iy

h—0

Assim:

F'(w0) = f'(20)g(w0) + f(x0)g'(o)-
O que conclui a demonstracgao. [

Corolario 4.1 SeceR e f: I — R é uma funcao derivivel em xy € I entao cf é
derivdvel e (cf) (xo) = cf'(x0).

Demonstracao: Imediata, a partir da regra do produto e do fato de que a derivada
de uma funcao constante é zero. [

Além das propriedades citadas anteriormente, uma das principais regras para
o célculo de derivadas é a Regra da Cadeia que nos permite calcular a derivada
de uma funcao composta por duas funcoes cujas derivadas sao conhecidas. Mais

precisamente, temos o seguinte teorema:
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Teorema 13 (Regra da Cadeia) Sejam I e J intervalos abertos e seja xy € 1.
Suponha que g : I — J e f:J— R sao fungdes deriviveis em o e g(xo), respecti-
vamente. Entao a funcao composta fog: I — R é derivdvel em xy e vale a regra

da cadeia

(f o 9) (x0) = f'(9(x0))g (20)
Demonstracao: Vamos, primeiramente, dividir a demonstracao em dois casos:

L f(20) £ 0.
Neste caso, existe d > 0 tal que g(x) # g(zo) para todo x € (g — d,z0 + ) \

{zo}. Além disso, como g é continua em xg, pois é derivavel em z, segue que

flo@) = flolao)) _ . f(w) = flgleo)

mh—gslo g(x) — g(zo) - u—g(z0) u— g(zo) B f/(g(xo)). £, portanto,
()~ flolm) . Flol) — o) o) —gleo)
xlggclo T — Xg _l‘lﬁévo g(x) — g(zo) T — Zo flg(@0))g (o).

Note que na segunda igualdade usamos que o limite do produto é o produto

dos limites. O que mostra que (fog)'(zo) existe e coincide com f'(g(z))g' (o).

2. ¢'(z9) = 0.

Agora, temos que mostrar que (f o g)'(zg) = 0. Vamos dividir novamente a

prova em 3 subcasos, o que concluira a prova do teorema:

2.1. Eziste § > 0 tal que g(x) = g(xo) para todo x € (xg — 6,0 + 6).
Neste caso, (fog) é constante em (xg—J,z9+9) e, entdo, (fog)'(zg) = 0.

2.2. Emiste § > 0 tal que g(x) # g(x0) para todo x € (xg — §, 20+ 0) \ {0}
Analogo ao Caso 1.

2.3. Para todo § > 0, existem x1,x9 € (xg — d, 20+ ) \ {zo} tais que g(xy) =
9(zo) € g(x2) # g(xo).

Defina A = {x € I : g(z) = g(xg)} e B ={x € 1 : g(x) # g(xo)}.
Como, por hipotese, z¢ é ponto de acumulagdao tanto de A quanto de

B e I é a unido disjunta de A e B, para mostrar que (f o g)'(zo) é

flg(x)) — f(g(x0))

igual a 0, é suficiente mostrar que  lim =0e que
TEA, T X — Xo
i L9@) = flalxo))
T€B, x—x0 T — X
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O primeiro limite é obviamente igual a 0, pois f o g é constante igual a
f(g(zo)) em A e o segundo mostra-se da mesma forma do Caso 1 que ele

coincide com f'(g(zo))g'(zo) = 0.

"
Na notagao de Leibniz, se y = f(u) e u = g(z) forem fungdes derivaveis em z,

a regra da cadeia se escreve como:

dy du
Y w0) = W (uleo)) o o)

Agora, a partir das propriedades da Linearidade da Derivada, da Regra do Pro-

duto e da Regra da Cadeia, pode-se, facilmente, demonstrar a Regra do Quociente:

Corolario 4.2 (Regra do quociente) Sejam f,g: 1 — R fungoes derivdveis em
um ponto xy € I. Suponha que g(xy) # 0, entdo z € derivdvel em xy e vale a regra
g
do quociente:
df dg
9(%)%(%0) - f(xo)%(xo)

[9(0)]?

Demonstragao: Seja J = {x € I : g(x) # 0}. Observe que a fungao, definida
1 1

em J por —(z) = (g(z))"" é a composta das fungoes h : R\ {0} = R, h(z) = — e
g x

[

1 1
g:J =R\ {0}, isto ¢, — = hog. Como g é derivavel em x¢ e h'(z) = ——;, segue
g T

da Regra da Cadeia (Teorema 13) que

(l>/ (20) = ———— g/ (z0). (2.2)

9 9(w0)?
I . o
Como sabemos, agora, que a funcao — é derivavel em zy e que f também é

derivavel em xg, segue da Regra do Produto (Proposi¢io 4) que i é derivavel em
g

Ty € que:

(L ytan) = ) (5 ) (o) + ) (5 ) 23)
Usando (2.2) e desenvolvendo o lado direito de (2.3), obtemos a Regra do Quo-

ciente:
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(f)’ (20) = f'(x0)g(0) — f(x0)g'(20)

g(o)?
Vejamos um exemplo de como aplicar a Regra da Cadeia.
Exemplo 10 Usar a regra da cadeia para derivar y = sen(z?).

Seja y = y(u) = sen(u) e u = u(z) = z* temos:

@ = dyd_u _ 4 [sen(u)]

T = = e [2%] = cos(u) - (2z) = 2z cos(z?)

d
dz
Antes de finalizarmos essa se¢ao sera enunciado o Teorema de Rolle, cuja de-

monstra¢ao pode ser encontrada em Swokowski (1994).

Teorema 14 (Teorema de Rolle) Seja f : [a,b] — R uma fung¢io continua. Se
f € diferencidvel no intervalo aberto (a,b) e se f(a) = f(b), entao f'(c) =0 para ao

menos um nimero ¢ em (a,b).

Para a conclusao dessa secao sera apresentada a demonstracao de outro impor-

tante teorema:

Teorema 15 (Teorema do Valor Médio) Seja f : [a,b] — R uma fung¢ao conti-
nua. Se f € diferencidvel no intervalo aberto (a,b), entao existe um nimero ¢ € (a,b)
f(b) — f(a)

tal que: f'(c) = :
al que: f'(c) —

Demonstracao:

Tomando z arbitrario em [a, b] defina g(x) como a diferenga entre a coordenada
y(x) da secante [pg, que passa por P = (a, f(a)) e Q@ = (b, f(b)), e a coordenada
y(x) do grafico de f, como mostrado na Figura 2.5.

Podemos encontrar uma equacao para [pg como mostrado no Item 2.2.1:

Ay _y-fla) _ fb) - fla)

Ax r—a b—a

assim, tem-se

= —f(bl)):g(a) (x —a) + f(a).
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Figura 2.5: Secante lpg

E assim, pela defini¢ao de g(z):

o) = @)~y = (@)~ | 7DDy 4 g

A funcao g assim definida mede exatamente a distancia entre a funcao f e a reta

secante. Calculando ¢'(x) temos:

g() = i) - 1O

Verificamos que g(a) = g(b) = 0, entdo g satisfaz as hipoteses do Teorema de

Rolle. Dessa maneira, existe ¢ € (a,b) tal que ¢’(¢) = 0 e isso nos da:

0 = fI(C) i f(b[)):i(a),
ou equivalentemente,
b) —
o =10 -1@

Em outras palavras: existe pelo menos um ponto ¢ € (a,b) cuja reta tangente

em T = (¢, f(c)) tem o mesmo coeficiente angular da reta secante que passa por P

e Q. [

2.3 Integrais

Pode-se dizer que as ideias do Céalculo Integral surgiram com o Método da Exaus-

tao de Eudoxio, como mostrado no Capitulo 1. Porém esse método era aplicado de
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maneiras diferentes em cada caso particular. A grande ideia que permitiu a pas-
sagem do Método da Exaustao para o conceito de integral foi de que a area de
uma regiao poderia ser calculada da mesma maneira, através de aproximacgoes por
retangulos, em uma grande quantidade de casos.

Embora essa grande ideia fosse muito importante, na pratica nao se configurava
em um bom método para o calculo de areas. Nesse sentido as descobertas de Newton
e Leibniz fizeram toda a diferenca, uma vez que eles perceberam a relacao entre as
derivadas e as integrais. A possibilidade de poder expressar a integral de uma funcao
em termos de uma primitiva (que se relacionam através da derivada), da origem ao
Teorema Fundamental do Cadlculo, que facilita de maneira extraordinaria o calculo
de integrais.

A partir de entao tornou-se possivel, a resolucdo da maioria das integrais que
aparecem no cotidiano e, nessa mesma época, Johann Bernoulli (1667-1748) de-
senvolveu um método para integrar funcoes racionais conhecido como Meétodo das
Fracoes Parciais, que é utilizado até hoje.

Para o estudante de nivel médio esse contetido pode ser introduzido de varias
maneiras, a partir de uma mesma ideia geométrica, mas diferenciando-se pelo ri-
gor adotado, a partir do pensamento de que quanto menor o rigor ou formalismo
utilizado para a conceituacao de um objeto matemético mais simples serd sua com-
preensao, porém torna-se inadequada tendo em vista as propriedades que decorrem
do conceito utilizado.

Esta foi a construcao histoérica, iniciada sem muito rigor por Newton e Leibniz, e
muitos anos depois melhorada por Cauchy e finalmente formalizada por Weierstrass.

Nesta secao sao apresentados alguns conceitos e defini¢oes utilizados, mas o mais
importante sao as ideias que podem ser discutidas com os estudantes para o calculo

de algumas integrais simples, relacionando-as com as derivadas.

2.3.1 Integrais indefinidas

Na se¢ao anterior definiu-se a fun¢ao derivada. Dada um func¢ao f, f’ é a funcao
derivada de f dada por: f'(x) = Ali"IEO %jﬂx). Agora o problema é semelhante,
porém ao inverso. Dada um funcao f qualquer gostariamos de determinar uma
outra fun¢ao F, com a seguinte propriedade: F'(x) = f(z). Uma fungdo F' com
essa caracteristica chama-se primitiva ou antiderivada de f e o processo para sua

determinacao é chamado de antidiferenciagao.
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Vejamos alguns exemplos:

e F(r) =23 é uma antiderivada de f(x) = 322 pois F'(z) = f(z);

e ['(z) =2+ 5 ¢ uma antiderivada de f(z) = 3z? pois F'(z) = f(z);

e F(z) =23 — /7 é uma antiderivada de f(x) = 322 pois F'(x) = f(z).

Com isso vemos que de uma forma geral: F(r) = 23 4+ C' é uma antiderivada de
f(x) = 322 pois F'(z) = f(x) com C € R. Entdo existem infinitas fun¢oes com essa
propriedade, dessa maneira dizemos que h& uma familia de antiderivadas de uma

funcao f. Fato demonstrado na seguinte proposi¢ao:

Proposicao 5 Se F' e G sao primitivas de f em um intervalo I entao existe C' € R
tal que
Gx)=F(z)+CVxel; CeR

Demonstragao: Definindo-se H : I — R por H(z) = G(x) — F(z) temos que
H'(z) = F'(x) — G'(z) = f(x) — f(z) = 0 para todo = € I. Pelo Teorema do Valor
Médio, H é uma funcao constante e o resultado segue. [

Utiliza-se a seguinte notacao:

/f(x)dx =F(z)+C

sendo F'(x) = f(x) e C' é uma constante arbitraria para denotar a familia de todas
as primitivas de f em um intervalo I.

Cada simbolo utilizado recebe um nome e tem um significado proprio, a saber:
e [: sinal de integral;

e [ f(x)dz: integral indefinida de f;

e f(x): integrando;

e (. constante real;

e 1x: varidvel de integracao.
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Quando ¢ dado [ f(z)dz o processo de determinagao de F(z) 4+ C é designado
como integragao indefinida ou integrar f. Chama-se de indefinida pois o re-
sultado desse processo nao é apenas uma funcao mas uma familia de fun¢oes. No
proximo item verificaremos a diferenca entre integrais indefinidas e definidas, e con-
cluiremos com a demonstracao do Teorema Fundamental do Cdlculo, que une esses
dois conceitos.

Relaciona-se na Tabela 2.4 uma lista com as integrais indefinidas de funcgoes
comuns no Ensino Médio. Em seguida apresenta-se uma relacao de propriedades
das integrais indefinidas que sao utilizadas para facilitar os céalculos. As demons-
tragoes das integrais e das propriedades podem ser encontrada em Stewart (2012) e
Swokowski (1994):

| f) | [f(@)dz; C€R|

a,a € R ar + C

" f:ll +Cin# -1
cos(z) sen(z) + C
sen(r) —cos(z) +C

e’ e’ +C

2 In(zx) +C

Tabela 2.4: Algumas Integrais Indefinidas

Algumas propriedades das integrais indefinidas:
o [[Daf(2)]dr = f(x) + C;

o D, [[ f(z)dz] = f(z);

o [cf(x)de = c [ f(x)dx;

o [f(@)+g@)]de = [ f(x)de+ [ g(x)dr;

o [[f(@) —g(@)ldx = [ f(z)dz — [ g(x)dz.

2.3.2 Integrais definidas

A ideia das Integrais Definidas surge com os problemas relacionados com areas.
Durante muito tempo foi utilizado o método da exaustao para esse calculo. Esse
método, porém, era muito trabalhoso e as necessidades eram crescentes.

Um método atual que permite esse calculo é através das Integrais Definidas:

49



Integrais CApPIiTULO 2: UM POUCO DE CALCULO

Definigao 16 Seja f uma fun¢ao definida em [a,b]. Dividimos o intervalo [a,b] em
n subintervalos de comprimentos iguais Ax = (b — a)/n. Sejam a = xy < 7 <
To < -+ < x, = b as extremidades desses subintervalos. Escolhamos os pontos
amostrais 3,5, - ,x; nesses subintervalos, de forma que x} esteja no i-ésimo

subintervalo [x;_q1,x;]. Entao a integral definida de f de a até b é:

n

/ f(z)dx = lim Zf(:cf)A:c

n—o0 £
=1

desde que este limite exista e seja independente da escolha dos x;. Se ele existir,

dizemos que f é integrdvel em [a,].

Na Definicéo 16 foi utilizado o simbolo ) (lé-se Sigma) e a soma » ., f(zF)Ax
é conhecida por Soma de Riemann em homenagem ao matemético Bernhard
Riemann (1826-1866).

Essa definicao, pode nao ser muito tutil ou de facil compreensao para um estu-
dante do nivel médio, mas a proposta é fazer ele entender o que ela significa.

O intervalo no qual a funcao sera estudada foi dividido em n partes de compri-
mento Ax e em cada parte foi escolhido um ponto amostral z;. Dessa maneira o
produto f(xf)Ax representa area de um retangulo de base Ax e altura f(z]). Com
isso, estamos usando a ideia do Método da Exaustao e aproximando a area sob a
curva por areas de retangulos.

Observando a Figura 2.6, a seguir, percebemos que quanto maior o nimero
de retangulos, melhor serd a aproximacao e para obtermos uma maior quantidade
de retangulos é necessario dividir o intervalo em mais partes, ou seja n cada vez
maior. Esse foi o grande avanco em relagao ao método anterior, a nogao de limite.
Quando calculamos o somatorio das areas dos retangulos e fazemos n — oo temos
precisamente a area desejada, desde que o limite exista.

Entao nesse caso, podemos a partir de uma ideia geométrica, compreender a
Integral Definida como numericamente igual a area entre o grafico de uma funcao e
o eixo horizontal entre os pontos xy = a e x, = b (observadas certas condi¢oes).

Pode-se notar uma diferenca entre as integrais indefinidas e as integrais defini-
das: enquanto aquelas representam uma familia de antiderivadas, estas tem como
resultado um nimero.

Para o estudo das integrais é importante que se conheca alguma classe interes-

sante de funcoes que sejam integraveis. O seguinte teorema nos d4 uma classe ampla
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(a) Soma 1 (b) Soma 2
74/“*5\ AT
724 xx‘ %;f \5‘
y
v I
o b « b
(c) Soma 3 (d) Soma 4

Figura 2.6: Somas de Riemann
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de fungoes integraveis, a saber, temos:
Teorema 17 Se f : [a,b] — R ¢ uma fun¢ao continua entao ela € integravel.

A demonstragao sera omitida, mas pode ser encontrada em LIMA (2004).
A seguir, vamos calcular varias integrais de funcoes continuas usando a defini¢ao.
Note que, o fato de saber que tais fungoes sao integraveis, nos permite escolher para

xf qualquer ponto no intervalo [z;_1,2;]. Necessitaremos também das seguintes

formulas:
n 1
/lc:1+2+3+---+n:n<n;r ) (2.4)
k=1
n 1)(2n + 1
Z:lc?:12+22+32+---+n2=n(nJr )6(n+ ) (2:5)
k=1
n 1 2
Zk3:13+23+33+---+n3=[%] (2.6)
k=1

Exemplo 11 Seja f(z) = 22, determine a drea sob o grifico de f dex =0 ax = b,

para b > 0 arbitrdrio.

Solugao:  Subdividiremos o intervalo [0,b] em n subintervalos [xy, zgi1] de com-
. L b—0 b b
primentos iguais a Az = ( ) = —, sendo =, = kAx = k— = —, com
n n n n
k=0,1,---,n. Tomaremos como pontos amostrais rj = x5 com k = 1,2,--- n.

bk\* b
Assim, os retangulos tem area: A(k) = f(zx)Azx = (—> —. Calculando a soma
n) n

de todas essas areas e usando (2.5), temos:

3

=
=
)
>
=
Il

ol

iNgE

i
I

S
%%

Bn+1)(2n+1)

(-2)(e2)
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Tomando-se limite quando n tende a infinito:

N Ap— 1 (¥ 1 1 b*
ngg@Zf(u) z=lim { = l—l—g 2—1—5 =3
k=1

3
Concluimos que a integral de f no intervalo [0, ] é igual a 3 m

Exemplo 12 Seja f(z) = 2® + 6x, calcule a drea da regido do plano wy limitada

pelo grdfico de f, pelas retas x =2, x = 4 e pelo eixo dos x.

Solug¢ao:  Percebemos inicialmente que f(z) > 0, Vo € [2,4]. Subdividiremos

4—-2 2

o intervalo [2,4] em n subintervalos de comprimentos iguais Az = ( ) = —.
n n

Sejam g = 2 e x, = 4. Temos z, = 2 + kAx = 2—|—k% = @, com k =
0,1,---,n. Tomaremos como pontos amostrais zj = ry com k =1,2,---  n. Assim,

os retangulos tem drea: A,.(k) = f(zy)Ax = z} + 6z;. Calculando a soma de todas

essas areas temos:
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n n

flzp)Ax = Z(mi + 6z ) Az

k=1

= Azx Z(:ﬁi + 6xy,)

k=1

>
Il
—

n

:szn:xi+AxZ6xk

k=1 k=1

:szn:xi+6Amzn:mk
=1

:—Z( n+k:)3—|—6% %(n—i—k)

:E (n+ k) + 24 (n+ k)

n4
k=1 k:l

:—i)in +3n%k + 3nk® + k%) + (Zn—l—Zk)

k=1

16 9 9 3 24n(n+1)
= g k E k E k 24 +
- ( 4+ In"k + 3nk” + >—i— 5
16 n+1) 12
= 3 § k+3 § B+ | ————= 24+ —(n+1
n(n—l—n + 3n ( ))—i— —l—n(n—i—)

48 n(n+1) 48n(n+1)(2n+1) 16 n?(n+1)? 12
- = = 24+ (n+1
n2 2 n3 6 +n4 4 et n (n+1)
48n(n+1) 48n(n+1)2n+1)  16n*(n+1)* 12(n+1)
+ + +

2n?2 6n3 4n? n
24 1 8 1)(2 1 4 12 12 1

(41 S NCn ) A1 12 )

4;

,J;

= 16+

— 40 +

— 40 +

n n2 n n

Aumentando-se infinitamente a quantidade de retangulos (ou seja, tomando-se

limite quando n tende a 4+00) temos:

lim > f(ax)Az =40 + 8(2) + 4 + 24 + 12 = 96.
n—oo —

Observacgao 2 Salientamos que se f é uma fungao integravel num intervalo |a, b,
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definimos

Ltéaf@ﬂdx::—llbf@ﬂdxe
2. /aaf(x)dx =

Apresentamos a seguir algumas propriedades basicas das integrais definidas.

Teorema 18 Sejam f e g fungdes integrdveis no intervalo [a,b]. Entao:

b
1. Para todo ¢ € R, / cdx = c(b—a);

b

b b
2 [ +g@lds = [ feida+ [ gtayis;

3. /bcf(x)dx = c/bf(x)dx Ve e R;

4. Para todo d € [a,b], f € integravel em [a,d] e em [d,b] e

/f m_/f m+/f

2.3.3 Teorema Fundamental do Calculo

Nesta se¢do ¢ demonstrado o Teorema Fundamental do Cdlculo (TFC). Nao
busca-se com isso apresentd-lo como um objeto matematico de dificil compreensao
ou que exige muitas contas. Ao contrario, pretende-se fazer uma demonstracao
simples, pois o objetivo é mostrar sua importancia & medida que consegue fazer a
ligacao entre as Integrais Definidas e Indefinidas.

O nome do teorema é bastante apropriado pois através dele se faz a relacao entre
dois mundos aparentemente distintos: as integrais e as derivadas. O Calculo Dife-
rencial surge por causa do problema da tangente, enquanto o Calculo Integral por
causa do problema de 4reas. [saac Barrow, entretanto, descobre que esses problemas
nao sao completamente distintos e consegue compreender que derivacao e integra-
¢ao sao processos inversos. Newton e Leibniz exploram essas ideias e contribuem
enormemente para o desenvolvimento do Célculo.

O TFC é apresentado, normalmente, em duas partes. A primeira trata sobre

funcoes definidas por uma equacao do tipo:
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Glr) = / o (2.7)

e a segunda parte fornece um método mais simples capaz de calcular o limite das
somas de Riemann para o célculo das integrais definidas.

Observe que, pelo item 4 do Teorema 18, GG estd bem definida em todo intervalo
[a, b], desde que f seja uma funcdo integravel neste intervalo. Em particular, se f é

continua em [a, b], pelo Teorema 17, a fungdo G estd bem definida.

Teorema 19 (Teorema Fundamental do Calculo - Parte 1) Seja f uma fun-
¢ao continua em um intervalo fechado [a,b]. Entao G definida por (2.7) € derivdvel
em [a,b] e G'(z) = f(x) para todo x € [a,b], ou seja, G é uma primitiva de f em
[a, b].

G(x + h) — G(z)

Demonstragao: Dado z € (a,b) temos que provar que }llin(l) h =
.

f(z), o que equivale a mostrar que

G(x + h) — G(z)
h

— f(z)| =0.

lim
h—0

Note que

x+h x x+h a
G(x+h)—G(x):/ f(t)dt—/ f(t)dt:/ f(t)dt+/ F(#)dt
_ / "+ [ i = / o

Agora, dado € > 0, por continuidade de f, existe 6 > 0 tal que se |t — x| < ¢
entdo |f(t) — f(x)| < e. Portanto, se 0 < h < J, entao:

‘G(:th— C@) _ | = ‘%/:Jrhf(t)dt ~ f(x)
=3 [0 - o
<3 [0 - s
_ %eh e
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E, portanto,
lim Gz +h) —G(z) fo)| =0
h—07t
Analogamente se raciocina com h < 0, obtendo-se
lim ‘G(JﬁLh) — G(x) @) =0
h—0~

O caso x = a e xr = b é provado da mesma forma, porém considerando apenas

um dos limites laterais em cada caso. Com isso, completa-se a prova do teorema. m

b
Note que a fungdo G dada no Teorema 19 satisfaz G(b) = / f(t)dt, G(a) =0

e, portanto, ,
G@—m@:/f@ﬁ (2.9)

Veremos que a formula (2.8) é verdadeira para qualquer primitiva de f. Esse é

o contetido do nosso proximo teorema.

Teorema 20 (Teorema Fundamental do Calculo - Parte 2) Se f é continua

em la,b] e F € uma primitiva de f, entao

b
/f@ﬁzﬂ@—ﬂ@

Demonstragao: Seja F' uma primitiva de f em [a,b]. Como, pelo Teorema 19,

G(z) = / f(t) dt também é uma primitiva de f, a Proposi¢ao 5 nos da que F(z) =
G(z) + Capara algum C' € R. )

Em particular, F'(b) — F(a) = G(b) — G(a) = / f(t)dt. E o teorema esta
demonstrado. ‘ [

A primeira vista, o resultado talvez nio seja muito significativo, mas esse Teo-
rema mostra a relacao entre as integrais definidas, integrais indefinidas e derivadas.
Pois calcula-se uma integral definida a partir de uma primitiva, que pode ser obtida
pelo processo de antidiferenciagao (integrais indefinidas), e para isso é necessario o
uso das derivadas. E, através dele, pode-se calcular integrais definidas de maneira
muito mais conveniente que calcular os limites das Somas de Riemann. Para essa
analise, vejamos como podemos calcular novamente as integrais dos Exemplos 12

e 11 de maneira muito mais simples:
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Exemplo 13 Seja f(x) = 23 + 6x, determine a drea sob o grdfico de f de v =2 a
xr =4, a partir do TFC.

4
Queremos calcular / (z* 4 62)dx. Precisamos encontrar G tal que G'(z) =
2

4
23+ 6z. Utilizando a Tabela 2.4 temos G(x) = % + 32% uma primitiva de f(z). De

fato, G'(x) = 2% + 6z = f(z).
4 4 4
Dessa maneira / (2% + 62)dr = G(4) — G(2) = {% + 31‘2} = 96.
2 2
Exemplo 14 Seja f(z) = 2%, determine a drea sob o grifico de f de 0 a b, para
b > 0 arbitrdrio, utilizando o TFC.

b
Queremos calcular / x*dz. Precisamos encontrar H tal que H'(x) = x2. Utili-
0

$3

zando a Tabela 2.4 temos H(x) = 5 uma primitiva de f(z), de fato H'(z) = 2% =

b 3
f(z). Dessa maneira / 22dr = [H(a:)]g = H(b) — H(0) = %
0
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Capitulo 3
O CaAlculo e a Fisica

“O objetivo da ciéncia nao € o de abrir portas para a sabedoria infinita, mas o de
estabelecer limites para o erro infinito.”

Bertolt Brecht

Nesse Capitulo sao apresentadas algumas aplicagoes do Calculo em problemas
da Fisica, ressaltando a maneira como elas aparecem nos livros didaticos do En-
sino Médio. Algumas formulas utilizadas nos livros didéaticos sao aqui deduzidas,
evitando a memorizacao e a consequente dificuldade de compreensao de suas in-
terpretacoes fisicas. Por fim sao resolvidos alguns exercicios com os procedimentos
tradicionalmente adotados no Ensino Médio. Esses procedimentos, em geral, utili-
zam véarias formulas com grande quantidade de operacoes matematicas. Ressalta-se,
nessa oportunidade, a maneira que poderiam ser resolvidos se fossem utilizadas as
ferramentas matematicas apresentadas.

Nesse estudo faz-se referéncia as grandezas escalares e vetoriais. Sempre que
possivel, o estudo serd feito da maneira mais simplificada, tendo em vista que as
aplicacoes devem ser desenvolvidas para estudantes de nivel médio. A fim de possi-
bilitar maior atencao ao essencial, sao omitidas as unidades, ficando subentendido,

entretanto, a utilizacao das unidades padroes, salvo quando explicitamente indicado.

3.1 O Movimento

A atual secao constitui-se da discussao sobre os casos do Movimento Retilineo

e do Movimento Harmonico Simples, assuntos que fazem parte da Mecanica e do
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estudo sobre Oscilagoes. Entao, sao estudadas, dentre outras, grandezas como:
posicao, velocidade, aceleracao e frequéncia.

Para marcarmos a posicao de um objeto, temos que fazé-lo em relacao a um dado
referencial e sua trajetoria é formada pela sucessao de suas posigoes que podem variar
ao longo do tempo. Consideremos que o objeto se move ao longo de um eixo (z) e
em um determinado instante ¢; o objeto ocupa uma posicao xr; e em um instante
posterior ¢, ocupara uma posicao Ts.

O deslocamento (Ax) do objeto indica a mudanga em sua posi¢ao, nesse caso:
Az = x5 — x1. (O simbolo A, a letra grega maiuscula Delta, representa a variagao
de uma grandeza e é igual ao valor final dessa grandeza menos o valor inicial).

Quando se fala em velocidade, corre-se o risco de se cometer alguns erros. Pode-
se pensar na velocidade média (v,,) que representa a velocidade que se mantida
constante seria percorrida a determinada distancia em uma unidade de tempo. Por
exemplo, uma velocidade média de 80 km/h significa que um objeto percorreria uma
distancia de 80 km em uma hora. Porém, quase nunca o movimento acontece de
maneira constante. Durante um movimento o objeto aumenta e diminui sua veloci-
dade, nesse caso estarfamos interessados em saber a velocidade instantanea (v) do
objeto. Essa velocidade pode ser obtida quando o intervalo de tempo é infinitamente
pequeno. Tem-se entao que a velocidade média mede a variacao das posi¢oes, ma-

Az
tematicamente: v,, = — e a velocidade instantanea é o limite da velocidade média

At
. . Ax  dx
quando o intervalo de tempo tende a zero: v = lim — = —.
~ At—0 At dt_ )

O termo aceleracao também é bastante usado e sua definicao também é simples,
assim como a velocidade mede a variacao das posicoes, ou seja, o quao “rapido” o
objeto muda de posicao, a aceleracao mede a variagao da velocidade, o quao “rapido”
um objeto muda de velocidade, aumentando-a ou diminuindo-a. Usam-se notacgoes

semelhantes: acelera¢ao média (a,,) e aceleracao instantanea (a). Matematicamente:

AV i 2V
Um = A7 CC7 A% Ar T At

3.1.1 Movimento Retilineo

De acordo com Ramalho Janior (1999, vol 1), o Movimento Retilineo pode ser
dividido em Uniforme (MRU) ou Uniformemente Variado (MRUV). O caso mais
geral ¢ o MRUV, no qual o moével sofre variagoes de velocidades iguais em tempos

iguais, ou seja, a aceleracdo é constante (Figura 3.1a). O MRU é um caso particular
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em que a aceleragao é constante e a = 0, logo a velocidade também sera constante
e isso significa que o movel percorre distancias iguais em intervalos de tempo iguais
(Figura 3.1b).

Sabendo que um moével varia sua posicao ao longo do tempo, chamaremos a
equacao que permite obter sua posicao em cada instante de funcao horaria. Para
o MRUYV essa equacao é dada por x(t) = xg + vot + %, sendo xg a posicao inicial

do movimento, vy a velocidade inicial e a a aceleragao do movel.

Mt Mt Mt
Al i A i A i A ﬂ
(a) MRUV
23 43 f 3 B8
A 10 tm 20 m 30m 40 m
T oAs As As  As
(b) MRU

Figura 3.1: Tipos de movimento retilineo

No Ensino Médio, sem a utilizagao do Calculo, essa formula é apenas apresentada,
sem demonstracao e os estudantes sao obrigados a memoriza-la. Uma vez conhecido
o processo de integracao e os conceitos fisicos, sabendo que a aceleracao é constante
(MRUV) chega-se a funcao velocidade e a fung¢ao horaria facilmente:

No MRUYV a aceleracao ¢ constante: sejam a € R, t; = 0 e t, = t os instantes

inicial e final do movimento, respectivamente. Tem-se:

dt
Do Teorema Fundamental do Célculo segue que

dv . v t
e a = —, integrando em relacao ao tempo tem-se dv = adt = / dv = / adt.
V0 0

Av=at =v—1vy=at = v(t) =+ at.
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dl’ T t
v = i integrando em relagao ao tempo tem-se dr = vdt = / dr = / vdt =
) 0

/ (at 4 vo)dt. Do Teorema Fundamental do Célculo segue que
0

2 2
at at
Ax:x—x0:v0t+7 = x(t) :x0+vot+7.
Com a fungao horaria, o Calculo e os conhecimentos dos conceitos fisicos o estu-
dante nao precisa decorar nenhuma outra equacgao, basta utilizad-los, em conjunto,

obtendo facilmente:

dx
e Funcao velocidade: v(t) = — = vg + at;

Cdt
. N dv  d’z
e Funcao aceleracdo: a(t) = Pl

Para o caso do MRU, tem-se a = 0 e suas equacoes tornam-se mais simples:

e Fungao horaria: x(t) = zo + vot;

dx

e Fungao velocidade: v(t) = N —

Vo-

Sem o uso do Calculo é necessario recorrer as mais diversas artimanhas para

fazer os estudantes memorizarem muitas formulas. Algumas muito utilizadas sao:

e Formula do “Sorvete”, para a funcao horaria: s(t) = s + vot;

e Formula do “Vovo atleta”, para a fungao velocidade: v(t) = vy + at.

Nesse aspecto o uso do Calculo possibilita ao estudante derivar (em ambos os

sentidos) as formulas que necessita desde que compreenda o sentido fisico.

Exemplo 15 Seja a fungdo hordria de um objeto dada por z(t) = 3 + 5t + 10¢2.
Ezxpresse a funcao velocidade e a func¢ao aceleracao do objeto e determine sua velo-
cidade e aceleracao nos instantes t = 0,t =3 et = 5.
dx
t) = — =5+ 20t
v(t) = —

a(t) = % = 20.
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Dai segue: v(0) = 5, v(3) = 65 e v(5) = 105. Como a aceleracao é constante:
a(0) = a(3) = a(5) = 20.

Esse ¢ um exemplo bem simples, pois a fun¢ao horaria é um polinémio de grau
2 na variavel ¢, jA que a aceleracao é constante. Essa é a particularidade do Ensino
Médio. Porém se utilizarmos o conceito de velocidade e aceleracao, nao precisa-
mos prender-nos a movimentos do tipo MRUV, nos quais a aceleracao é constante.

Poderiamos ter:

Exemplo 16 A posi¢io de um corpo é dada pela expressio x(t) = 2t3 — 3t* + 8.

Qual a aceleragao e velocidade do corpo nos instantes t =0,t =3 et =57

Um estudante do Ensino Médio que nao estad muito seguro com os conceitos pro-
vavelmente nao conseguiria responder esse problema e um bom estudante certamente
teria bastante trabalho desenvolvendo as formulas.

Porém usando os conhecimentos de Céalculo a solu¢ao do problema é bastante

trivial: p
x

t) = — =6t — 6t

oft) = & ,
dv

=22 =12t —6.

a(t) = — 6

Dai segue que: v(0) = 0, v(3) = 36, v(5) = 120, a(0) = —6, a(3) = 30 e
a(b) = b4.

O Exemplo 16 mostra que nao é necessario estudar apenas casos particulares,
limitando o estudante que muitas vezes nao compreende o que estuda pois nao vé
uma ligacao direta com os fatos da realidade e muitas vezes ao questionar o professor
recebe como resposta: “A demonstracao é muito complicada, é mais facil decorar

mesmo”.

3.1.2 Movimento Harmoénico Simples

No Movimento Harmonico Simples (MHS) o ponto material descreve uma traje-
toria retilinea de forma oscilante periodicamente em torno da posicao de equilibrio
devido a uma forga (chamada For¢a Restauradora) que sempre é orientada para a
posicao de equilibrio e tem intensidade proporcional a distancia entre o ponto ma-
terial e essa posicao, cada oscilacao completa recebe o nome de ciclo, conforme a

Figura 3.2.
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Utilizando os mesmos termos do Movimento Retilineo, a fungao horaria para o
MHS é dada por: x(t) = z,, - cos(wt + ¢), onde x,,, que é o deslocamento maximo
ao longo do eixo em que ele ocorre, é chamado de amplitude, w é uma constante
chamada de frequéncia angular, ¢ é outra constante, constante (ou dngulo) de fase,

e a grandeza wt + ¢ ¢é variavel no tempo ¢ e recebe o nome de fase.

TR

i B
1ciclo | [1EROMRON
I

|

CUUIUDIU0NS

amplitude -amplitude

Figura 3.2: Representacao de 1 ciclo

O MHS também pode ser descrito como a projecao de um movimento circular
uniforme sobre o diametro do circulo no qual ocorre o movimento. E é a partir dessa
relacao com o movimento circular que os livros didaticos do Ensino Médio constroem
todas as equacoes do MHS. Isso nao esta errado, porém como a construcao é feita
de maneira geométrica, perde-se parte dos conceitos envolvidos. A construcao geo-
métrica nao passa a ideia da velocidade como variacao da posi¢ao, nem a aceleracao
como variagao da velocidade.

Esses sao os artificios encontrados para fazer a demonstracao das equacoes, uma
vez que os livros do Ensino Médio nao poderiam utilizar o Célculo.

Utilizando a proposta do trabalho, a partir das ferramentas do Célculo, é possivel
deduzir as equacoes para as funcoes velocidade e aceleracao de maneira bastante

simples, uma vez conhecida a fungao horaria:
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e Funcao velocidade:

v(t) = Z—f = %[xm - cos(wt + )]

= —Ww- Ty - sen(wt + ¢).

e Funcao aceleracao:

dv &z d
a(t) = il a[—wxmsen(wt +¢)]
= —wlr,, cos(wt + @) = —w? - z(t).

O processo inverso, de obter-se a funcao horaria a partir da aceleracao também
nao seria muito complicado, pois como w, x,, € ¢ sao constantes o processo de

integragao torna-se simples, apenas com a integracao das funcoes trigonométricas.

e Funcao velocidade:

d
a:—U:>dv:adt.
dt

Integrando em ambos os lados:

V2 to
/ dv = / adt.
U1 t1
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Dai segue que:

to
Av = / —w2,, cos(wt + ¢)dt

t1

to
= —w2:1:m/ cos(wt + ¢)dt

t1

: {senw T ¢>r

= —Wwzs, "
t1

= —wrpsen(wty + @) + wry,sen(wty + ¢).

Assim tem-se que: v(t) = —wz,sen(wt + ).

e Funcao horéaria:

vzﬁédx:vdt.
dt

Integrando em ambos os lados:

T2 to
/ dr = / vdt.
x1 t1

Dai, segue que:

to
Az = / —wxy,sen(wt + ¢)dt

t1

to
= —wxm/ sen(wt + ¢)dt

t1

. {(cos(wt T ¢>>] .

= I, cos(wty + ¢) — X, cos(wity + ).

Assim, tem-se que: z(t) = x,, cos(wt + ¢).
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Uma aplicagao muito enfatizada no Ensino Médio sao os sistemas massa-mola.
Sao modelos fisicos construidos a partir de massas presas em molas. Quando o
sistema estd em repouso diz-se em equilibrio estatico, porém quando a massa ¢
deslocada de sua posicao de equilibrio, surge a forca restauradora que tenta trazé-la
novamente para essa posi¢ao, essa forca é conhecida por For¢a FEldstica (Fy) e é
regida pela Lei de Hooke, cujo modulo vale F; = kx, sendo k a constante eldstica
da mola, valor que depende de cada mola.

Sabe-se, pela 2% Lei de Newton que F' = m - a, dai temos que: kx = mw?x.

s
Logo w = {/—. Como o periodo do movimento é dado por T = — temos que:
m w

m
T =22
™ &

Vejamos um exemplo adaptado de Halliday (2003, vol 2).

Exemplo 17 Um bloco com uma massa m de 680 g € preso a uma mola cuja cons-
tante eldstica k = 65 N/m. O bloco € puzado de uma distancia de 11 ¢cm da posi¢ao
de equilibrio e depois € solto. Determine a frequéncia angular, o periodo, a veloci-

dade e aceleracoes mdrimas.

/k [ 65
A frequéncia angular é dada por: w =1/ — = W ~ 9,78 rad/s.
0 68
O periodo é dado por: T = 27 =27 T ~ 0,64 s.

A velocidade é dada por v = —wxmsen (wt + @) e como a fungdo seno assume
valores entre 1 e -1, entdo tem-se a velocidade maxima quando sen(wt + ¢) = —1.
LOgO Vpmaz = WLy ~ 9,78-0,11 ~ 1,08 m/s.

O mesmo ocorre com a aceleragio, a = —w?z(t), o maior valor em modulo de
x(t) < 0 ocorre quando o cosseno é igual —1, ou seja x(t) = |x,,|. Dai a aceleracdo

tem como valor maximo: @, = W2, = (9,78)%(0,11) ~ 10,52 m/s%.

3.2 Energia e Trabalho

Energia é um dos conceitos mais dificeis de se definir. Entretanto é uma grandeza
com a qual lidamos a todo instante e de maneira informal o termo é bastante utilizado
em diversas situacoes completamente diferentes.

Mas, cientificamente, temos a energia como uma grandeza escalar associada a
um estado (ou condigdo) de um ou mais objetos. Essa energia associada pode ser

alterada de diversas maneiras, dentre elas pela acao de forcas.
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Etimologicamente, energia tem origem na palavra grega ergos, que significa
trabalho. Uma ideia de senso comum, mas que nao foge completamente do am-
bito cientifico, é a energia como a capacidade de um determinado sistema realizar
trabalho, e esse trabalho pode ser feito ao mudar de posicao ou de velocidade, de
temperatura, de forma (sendo comprimido ou tracionado), etc.

Portanto, existem diversas formas de energia:

e Solar: energia que tem como origem o Sol. Representada, em sua maioria pela
energia radiante emitida por ele. E a fonte primaria e essencial para a vida

em nosso Planeta.

e Eolica: energia associada aos ventos, utilizada, por exemplo, em barcos a velas,
ou mesmo moinhos de vento. Recebe esse nome devido ao Deus Grego Folo,

o Deus do Vento.

e Hidrelétrica: esta associada ao movimento das dguas, em mares, rios, etc. Em

todo o mundo é bastante utilizada para conversao em energia elétrica.

e Cinética: tipo de energia associada ao movimento de um sistema. Quanto
maior a velocidade do sistema, maior serd a energia cinética associada a ela,

se em repouso, sua energia cinética é nula.

e Potencial: energia que um sistema possui devido a sua posicao. Quando le-
vantamos um objeto, comprimimos uma mola ou esticamos uma corda, esses

sistemas aumentarao sua energia potencial.

e Nuclear: forma de energia armazenada nos elementos internos do nicleo, gra-
cas as suas interagoes nucleares fortes. Reagoes nucleares muito conhecidas sao
as reacoes de fissao e fusao nuclear. A fonte de energia solar deve-se as reacoes
de fusdo nuclear, nas quais atomos de hidrogénio (H) fundem-se formando
Hélio (He).

e Elétrica: tipo de energia mais utilizado pela humanidade atualmente em fé-
bricas, casas, escolas, usinas, etc. Na verdade é um tipo de energia potencial

associada as cargas elétricas.

e Bioquimica: energia que nos permite viver. Energia associada aos sistemas

biologicos, a partir de reagoes quimicas.
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e Térmica: pode ser classificada como um tipo de energia cinética, mas em uma
escala menor. Estd associada ao movimento das moléculas constituintes da
matéria. Quando essa forma de energia flui de um corpo para outro recebe o

nome de calor.

Define-se ainda a Energia Mecanica (E) de um sistema como a soma das energias
cinéticas (K') e potenciais (U) e na auséncia de forgas dissipativas essa energia
mecanica é conservada.

Em linguagem coloquial costuma-se ouvir o termo trabalho associado a atividades
fisicas ou mentais, como: “Fulano trabalha todos os dias” ou “Tive que estudar
muito para aquela prova, foi um trabalho muito dificil”. Na Fisica, o Trabalho esta
associado as for¢as. Portanto o correto é dizer: “Irabalho de uma forca”.

Quando aplica-se uma forca em um objeto, fazendo-o acelerar ou na intencao de
para-lo, modifica-se seu estado de movimento, e portanto, sua energia cinética. Essa
energia cinética pode ser transferida pelo objeto ou para o objeto. Tal transferéncia
se da por meio da forca aplicada, e diz-se que a forca realizou trabalho. Portanto,

pode-se compreender o trabalho como o ato de transferir energia.

Definicao 21 (Trabalho de uma Forga) O Trabalho de uma For¢a € calculado

como:

W:/:QF(:B)-dr:/:2F(x)-d7"-cos¢,

1
onde F(x) é o vetor da for¢a que atua no corpo, dr € o diferencial do vetor desloca-
mento e ¢ o dngulo entre os vetores for¢a e deslocamento. F(x) e dr sao os mddulos

dos vetores F(z) e dr, respectivamente.

Definicao 22 (Energia Cinética) A Energia Cinética de um sistema € uma gran-

deza associada ao seu estado de movimento e € calculada como:

1
K = —mv>.
2mv

Sendo m e v a massa e a velocidade do sistema, respectivamente.
Assim, enunciamos o teorema Trabalho-Energia Cinética:

Teorema 23 O trabalho da for¢a resultante em um objeto mede a variag¢ao da ener-

gia cinética desse objeto.

69



Energia e Trabalho CApPiTULO 3: O CALCULO E A FISiCcA

Demonstracao: Faremos a demonstragao em um caso mais simples, admitindo

que a for¢a age no mesmo sentido do deslocamento com médulo varidvel e o deslo-
€T
camento se di ao longo do eixo Ox. Neste caso temos: W = / Fdz.
)

Sabemos ainda que:
dv  dv d_:z: dv dv

U dd ' Vdr

° F:ma:mvﬁ.
dx

x
Dessa maneira, substituindo F' em W = / Fdz, temos:
zo

X X d v 1 1
W = / Fdx = / mv—vdx = / mudy = —muv? — —mv%.
o . dx v 2 2

Entao, para que uma forca realize trabalho sao necesséarias duas condicoes:

1. Haver deslocamento;
2. Haver forca ou componente de forca na direcao do deslocamento.

Como o trabalho mede a variacao da energia cinética, ele também é uma grandeza
escalar e possui a mesma unidade da energia.

Dessa maneira o trabalho pode ser classificado como:
e Nulo: quando nao héa variagao de energia cinética;

e Motor: quando a variacao de energia cinética é positiva, ou seja o objeto
aumenta sua velocidade. Nesse caso, o deslocamento e a forca tém o mesmo

sentido.

e Resistor: quando a variacao de energia cinética é negativa, ou seja, o objeto
diminui sua velocidade. Tem-se entao, o deslocamento e a forca em sentidos

contrarios.

Uma forca é dita conservativa, em oposicao a dissipativa, quando seu trabalho
independe da trajetoria. As forcas Gravitacional, Elastica e Elétrica sao exemplos
de Forcas Conservativas. O conceito de energia potencial esta associado a forcas

conservativas.
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3.2.1 Casos Particulares

Nesta secao sao apresentados conceitos sobre energia e trabalho, a partir dos
casos mais comuns tratados nos livros didaticos do Ensino Médio. O que acontece
nesse nivel de ensino, é que novamente, sem o auxilio do Célculo, esse estudo é
feito apenas para alguns casos particulares de forgas. Mas se o conceito for aplicado
corretamente e forem utilizadas as ideias de Integral e Derivada, pode-se calcular

para quaisquer tipos de forcas.

Forca Gravitacional

A Forca Gravitacional, ao contrario do que muitos pensam, nao é associada
exclusivamente a forca que a Terra exerce em noés ou em objetos que nela se apoiam,
mas ¢ uma for¢ca de campo (o Campo Gravitacional) que atua a distancia (nao
necessita de contato entre os corpos) e entre quaisquer dois corpos que possuam
massa. Conforme enunciada por Newton, pode ser traduzida, matematicamente
como: Fy = G%, onde my e my sao as massas dos corpos, x é a distancia entre
eles, e G é uma constante chamada de Constante de Gravitacao Universal.

Ao langar um objeto verticalmente para cima com velocidade inicial vy observa-se
que o objeto diminui de velocidade até parar e retornar. Isso significa que durante a
subida a Forca Gravitacional realiza um trabalho resistor sobre esse objeto, fazendo-o
diminuir de velocidade até parar. Nesse instante havera inversao no sentido do mo-
vimento e o objeto comecara a retornar aumentando a velocidade, assim o trabalho
da Forca Gravitacional sera um trabalho motor, conforme ilustrado na Figura 3.3.

Sem usar o Célculo, a aprendizagem no Ensino Médio fica muito limitada e
tem-se que fazer muitas consideragoes, dentre elas, a de que o corpo continua muito
proximo a superficie da Terra neste caso pode-se considerar a aceleracao da gravidade
constante, e assim a forca gravitacional que atrai o corpo também ser& constante.
Pela 2% Lei de Newton: F, = G m

2
da gravidade gerada pela massa M da Terra e x o seu raio. Utilizando os dados

conhecidos: G = 6,67 - 10_11%, M =5,98-10** Kge x =6,37-10% m calcula-
g

= m-ay. Dal, a; = G_z’ sendo a4 a aceleracao

2
s
se o valor aproximado utilizado nos livros didaticos: a, ~ 9,8 m/s* que ainda é
aproximado, na maioria dos exercicios para: a, = 10 m/s>.
Dessa maneira, ao langar um objeto para cima de uma posi¢ao x; até atingir uma

posicao xy tem-se a forca no sentido contrario ao deslocamento portanto ¢ = 180° e
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Subida Descida

Figura 3.3: Langamento Vertical

x2

nesse caso: W = F.-dx-cos¢p=—F /332 dv = —F[2];? = —FAux.
Assim, a f(’)rmulxat que é dada nos livro dglEnsino Médio, de acordo com Ramalho
Junior (1999, vol 1) é:
W =—-FAx = —mgAux.

Ora, mas utilizando o Calculo nao precisariamos fazer nenhuma restricao. Con-
forme Halliday (2003, vol 1), sabendo que F, é uma for¢a que varia com a posi¢ao,

poderiamos calcular seu trabalho de maneira simples com a integral:

2
W:/ F-dx-cos¢
z1
2 Mm
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Existe também uma forma de energia associada a sistemas que se atraem por
meio da forca gravitacional, essa energia é a Energia Potencial Gravitacional.

Como calcular a Energia Potencial Gravitacional?

Mais uma vez, nos livros de Ensino Médio as féormulas ja aparecem prontas, o que
dificulta a compreensao de seu significado, o que poderia ser resolvido facilmente.

Sabe-se que em um dado sistema no qual s6 atuam forcas conservativas a Energia
Mecanica (F) se conserva. Assim, a soma das energias Cinética (K') e Potencial (U)
¢ constante, o que matematicamente se traduz na equacao: AEF = AK + AU = 0.
Assim AU = —AK. Como o trabalho da forca a%sultante mede a variacao de energia
cinética (AK), tem-se que: AU = —W = —/ F(x)-dx - cos¢.

Nos arredores da Terra, considerando a lg(l)rga Gravitacional constante tem-se
que: AU = ny —mg)dy = mg ny dy = mgAy, em que a integral foi calculada
entre as posigoes y; e yo pois considerou-se a particula langada verticalmente para
cima. Entao adotando a posicao y; = 0 como posicao de referéncia, tem-se U; = 0,
e dai segue que: Us = mgy,. Assim, para uma posicao vertical qualquer, com y
arbitrario, pode-se escrever U(y) = mgy.

Dessa maneira, a Energia Potencial Gravitacional que esta associada a um sis-
tema particula-Terra depende apenas da posicao vertical y (altura) da particula, em
relagao a posicao de referencia y = 0, mas nao da posigao horizontal.

No caso geral, em que a Forca Gravitacional ndo é constante e nao deseja-se
saber, necessariamente a Energia Potencial associada com um sistema que inclui a
Terra, as contas devem ser refeitas. Sabe-se que quanto maior a distancia entre os
corpos maior serd a Energia Potencial associada ao sistema. Deve-se ainda, escolher
a configuracao padrao onde serd adotado o potencial nulo.

Dada uma situacao entre dois objetos de massas m e M, e x a distancia entre
eles. Considera-se U — 0 quando z — +00. Como a Energia Potencial aumenta
com o aumento da distancia, e U — 0 quando x — oo, tem-se U < 0, para qualquer
valor finito de x. E agora, como deduzir uma expressao para U?

Podemos proceder da seguinte maneira: os corpos estao inicialmente afastados

de uma distancia x; e serao afastados “até o infinito”. Portanto, como mostrado

W= / - dz - Cosgb—/ Mm
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Utilizando o fato AU = —W e sabendo que U,, = 0, temos que

entao
Uy =W
><d
=-—-GMm —'72:
X1 x
1 o
=GMm |—| .
x
1
GMm GMm
Daf segue U,, = — , que pode ser reescrito como U, = — 0 que é
x

1
condizente com o fato ja analisado. Para qualquer distancia finita, tem-se U(x) < 0.

Forca Elastica

No Ensino Médio, estuda-se a Forca Elastica em problemas com molas, mas
percebe-se na natureza muitas outras forcas com a mesma forma matematica, com
isso, a compreensao dessa forca é 1til em diversos casos.

Considera-se uma mola presa por uma de suas extremidades, suponha a esquerda,
em um apoio fixo, ligada pela outra extremidade (direita) a um bloco de massa m,
podendo essa mola mover-se ao longo do eixo x horizontalmente. Chama-se de estado
indeformado aquele no qual a mola nao estd comprimida nem tracionada. Porém
ao traciond-la puxando o bloco para a direita, surge uma forca para a esquerda,
que a mola exerce no bloco, no sentido de trazé-lo para a posicao original. Se, por
outro lado, comprime-se a mola empurrando o bloco para a esquerda, a forca surge
para direita empurrando o bloco para a posicao original. Em qualquer caso a forca
tende a restaurar a posicao indeformada da mola e por isso recebe o nome de For¢a
Restauradora, essas situagoes sao representadas na Figura 3.4.

Assim como a Forga Gravitacional foi estudada e enunciada por Newton, a forca

da mola tem seu modulo dado por

F.(x) = kx,

74



Energia e Trabalho CApPiTULO 3: O CALCULO E A FISiCcA

e

Figura 3.4: Sistema Massa-mola

na qual, x representa a posicao em relacao ao repouso.

Essa relagao é conhecida como Lei de Hooke em homenagem ao cientista inglés
Robert Hooke (1635-1703). Por ser uma forga restauradora, sempre tera sentido
oposto ao deslocamento sendo k uma constante chamada de constante de rigidez
(ou constante de mola) que mede a rigidez de cada mola. Ou seja, quanto maior o
valor de k maior deve ser a forca aplicada para conseguir um deslocamento. Nesse
caso, a forca é diretamente proporcional ao deslocamento, i.e., uma forca variavel.
Por isso, nao é possivel calcular o trabalho (W) da forga ou a energia potencial
associada sem a utilizacao das ferramentas do Célculo. Razao pela qual nos livros
do Ensino Médio tanto o Trabalho como a Energia Potencial aparecem sem muitas
explicagoes, apenas uma formula que o estudante é obrigado a memorizar. Mas sera
mostrado que isso nao é necessario.

Utilizando a definicao de trabalho W = f;f F(x) - dz - cos¢ de uma forga e

lembrando que a forca é restauradora, ou seja, sempre é oposta ao deslocamento,
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tem-se ¢ = 180°, e assim

xo 2 Z2 _k T
W:—/ F(x)-dx:—/ kxd:v:—k/ xdx:7[:c2]mj

1 1 1

—1
Segue entao que W = Tk(xg — z7). Considerando z; = 0 como o estado inde-

formado da mola e representando x5 simplesmente por z, tem-se: W = ;kxz.
Como ja foi dito, a forca elastica também é uma forga conservativa e com isso
pode-se associar ao sistema massa-mola uma energia, chamada de Energia Potencial
Eldstica. Uma vez calculado o trabalho da forca, pode-se utilizar novamente o
Teorema 23, e utilizando o fato: AU = —W tem-se a equagao para o calculo da

energia potencial associada ao sistema em relagao a deformagao da mola:
1
U(z) = §kx2.

A energia cinética de um sistema é dada por K = %va e utilizando as expressoes

para z(t) e v(t) no MHS deduzidas anteriormente tem-se:

1
Ux) = 5]{: 22 - cos?(wt + @)

1
K(x) = §mw2 22 - sen®(wt + @),

Substituindo w? = k/m tem-se que
1 2 2
K(z) = 5]{ -z - sen (wt + o).

Sabendo que a energia mecanica de um sistema conservativo é constante dada
por ' =U + K, tem-se:

1 1
E = 5]{: 22 - cos?(wt + @) + §k a2 - sen®(wt + @),

ou
1
E=ck- 2, - (cos®(wt + @) + sen’(wt + ).
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2

Como cos? a + sena = 1 tem-se

E=-k- 22
Demonstrando que a energia total do sistema depende apenas de x,,.

Forga Elétrica

A eletricidade é um fenomeno estudado h& muito tempo, ja percebido pelos
primeiros filosofos que ao esfregar um pedaco de ambar ele atraia pequenos pedacos
de palha. Atualmente sabe-se que essa propriedade é devida aos elétrons, palavra
derivada do grego, que significa ambar. Experimentalmente foi verificado que alguns
tipos de materiais ao serem atritados repelem-se ou atraem-se. Para explicar essa
caracteristica foi atribuida uma propriedade intrinseca da matéria: a carga elétrica.

A partir dela, muitas analogias serdo feitas em relagdo as massas (outra propri-
edade da matéria). Porém, para explicar a dualidade entre atracao e repulsao das
cargas, estabeleceu-se dois tipos de cargas, positivas e negativas. O cientista francés
Charles Frangois de Cisternay du Fay (1698-1739), estabeleceu que: cargas com
mesmo sinal elétrico se repelem e cargas com sinal elétrico contrarios se atraem. O
que ficou conhecido como Lei de du Fay.

Outro cientista francés, Charles Augustin de Coulomb (1736-1806), enunciou a
relagdo entre as cargas elétricas, o que ficou conhecido como Lei de Coulomb. Ele
mediu analiticamente o valor dessa forca de interacao, e obteve como resultado,

como apresentado em Halliday (2003, vol 3)

1Qllq|

x2

F, =k

I

em que () e g sao os valores das cargas que interagem, kg é a constante eletrostética
(que depende do meio no qual as cargas estdo imersas) e = é a distancia que as
separam. A for¢a age na direcao da linha que une as duas cargas e seu sentido, que
serd de repulsao ou de atracao, é dado pela Lei de du Fay, de acordo com as cargas
em questao.

A forca elétrica tem a mesma forma matematica da forca gravitacional, a dife-
renca reside no fato de usar os valores das cargas em modulo, uma vez que existem
dois tipos de valores. No caso da forca gravitacional isso nao é necessério, pois s

existe um tipo de massa e a forca é sempre de atracao.
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Portanto os aspectos gerais do que foi discutido para a Forca Gravitacional tam-
bém sao validos para a Forca Elétrica. Ela também é uma forca conservativa e dado
um sistema de particulas que interagem por meio dela também é possivel associar a
esse sistema uma quantidade de energia, chamada de Energia Potencial Elétrica.

Com isso, se o sistema muda de configuracao, significa que a forca realizou tra-
balho sobre as particulas. A configuracao de referéncia adotada é um sistema de
particulas em que todas estao infinitamente afastadas umas das outras. Nesse si-
tuacao a energia potencial é nula. Partindo dessa configuragao as particulas serao
agrupadas em distancias finitas.

Assim, representa-se por W, o trabalho da forca elétrica para aproximar essas
cargas. Sabemos que AU =U — Uy, = —W. Dai U = —W.

No Ensino Médio o estudo de eletricidade torna-se muito extenso e trabalhoso,
pois sem o auxilio do Calculo devem ser memorizadas muitas expressoes de acordo
com cada situacao, e alguns novos conceitos sao introduzidos, como o de Potencial
Elétrico.

Para os casos mais simples, algumas analogias sao feitas em relacao a Forca
Gravitacional. No caso da gravitacao, como ja foi dito, a forca é sempre atrativa,
e cada massa gera ao seu redor um campo (grandeza vetorial) que aponta para ela
propria. No caso da eletricidade o campo gerado por uma carga pode aproximar-
se ou afastar-se da carga, dependendo de seu sinal. Mas, matematicamente as
expressoes sao parecidas e considerando o campo uniforme tem-se, segundo Ramalho
Junior (1999, vol 3):

Mm M
Fg = mag = 07, fornecendo CLg = G?
Fy=|qlE = k?o|Q|2|q|, fornecendo F = ko@-

z T

Entao o trabalho da forca elétrica sera W, = £F,d = £qFd.

Céalculo Analitico da Forga

Para concluir esse breve estudo, serd mostrado mais um resultado interessante
que nao é discutido no Ensino Médio por falta das ferramentas de Céalculo.

Como foi apresentado no estudo sobre o movimento, pode-se encontrar a funcao
velocidade e a funcao aceleracao de maneiras simples, através da Derivada, uma vez

conhecida a funcao horaria. Mostrou-se que o processo inverso também é possivel, ou
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seja, pode-se determinar a funcao horéria a partir da funcao aceleragao, utilizando-se
a Integral. Mas para isso era necesséario o conhecimento dos conceitos fisicos.

Na secao anterior calculou-se o trabalho realizado pelas Forgas Gravitacional,
Elastica e Elétrica e a Energia Potencial associada a sistemas que interagem por
meio delas. Para esse calculo foi utilizada a Integral.

Agora sera feito o processo inverso, dada a Energia Potencial, seré calculada a
respectiva forca.

Foi mostrado que AU = —AFE = —W, e nos casos considerados, com o movi-
mento unidimensional, considerando o deslocamento de uma particula ao longo de
um eixo (z), pode-se reescrever a equagao anterior como AU = —F,,(z)Az. Dessa

. AU . -
maneira, segue que: F,(x) = AL onde F,,(z) é a forca média entre as posi¢oes
consideradas. Passando para o limite com Az — 0 chega-se a expressao desejada
para o calculo da for¢a instantanea em cada posicao:

dU (z)

F(x) = T

Com esse resultado, pode-se calcular as forcas de maneira bastante simples, desde

que se conheca a Energia Potencial associada ao sistema:

e Forca Gravitacional, no caso geral: dada a energia potencial gravitacional

GM au GM
Uy(x) = — xm) calcula-se a for¢a como: F,(z) = — dg) = me.
e Forca Gravitacional na superficie da Terra: Uy(y) = mgy, dai calcula-se a
au
forca gravitacional: Fj(y) = —# = —myg que é a tao conhecida forca
x

peso, como calculada no Ensino Médio.

1
e Forca Elastica: dada a energia potencial elastica Ug(x) = §kx2, obtém-se a
dU (z)

= —kux.
dx v

forca: Fy(z) = —

A aparente inconsisténcia com os resultados apresentados anteriormente, F, =
kx e F, = mg (conforme aparecem nos livros didaticos), deve-se ao fato de que
se tratou apenas do moédulo dessas forcas. O sinal negativo agora apresentado é
consistente com o fato da Forga Eléstica ser uma forca restauradora, ou seja, sem-
pre apresenta sentido oposto ao deslocamento. A Forca Gravitacional que age em
uma particula lancada verticalmente para cima, proxima a superficie da Terra, sera

sempre vertical e para baixo, ou seja, também terd o sentido oposto ao movimento.
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Capitulo 4
Consideracoes Finais

“Sempre me pareceu estranho que todos aqueles que estudam seriamente esta
ciéncia acabam tomados de uma espécie de paizao pela mesma. Em verdade, o que
proporciona o mdzximo prazer nao € o conhecimento e sim a aprendizagem, nao € a

)

POSse mas a aquisi¢cao, nao € a presenca mas o ato de atingir a meta.’
Carl Friedrich Gauss

A motivacao para esse trabalho é consequéncia da constatacao da falta de in-
teresse de grande parte dos estudantes de cursos de graduacao pelos contetdos de
Calculo, situacao muito preocupante, pois ao nosso ver, trata-se de um contetdo
com muitas aplicagoes e enorme importancia em diversas areas do conhecimento
humano.

A historia do desenvolvimento do Calculo nos mostra que para chegar a formu-
lagao atual foram necessarios muito tempo e esforgo desde os antigos egipcios ou os
grandes gedmetras gregos passando por Eudoxio, Arquimedes, Kepler, Cavalieri, os
Bernoulli, até Newton, Leibniz, Cauchy e Weierstrass.

O Célculo nao surgiu pronto, mas seu desenvolvimento se deu a partir de varias
ideias, de tentativas e erros, dessa maneira, novos conceitos foram necessarios e

assim, surgiram. Segundo Avila (1991):

“A medida que vamos avancando com a apresentacao de idéias, com
o desenvolvimento de métodos relevantes no tratamento de problemas
significativos, ai sim, vao surgindo, a cada passo, gradativamente, a ne-

cessidade de defini¢coes novas...”
A partir da historia do ensino do Calculo no Brasil, sabe-se que esse contetido ja
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fez parte, durante varios anos, das escolas brasileiras, nao restrito aos cursos superi-
ores. Fiéis aos pensamentos do Movimento da Matematica Moderna, na década de
1960, os reformistas valorizaram topicos que consideraram mais modernos e, dessa
maneira, o ensino tanto da Geometria quanto do Calculo foram bastante prejudica-
dos. A excessiva axiomatizacao, rigor e formalismo, associado ao ensino da Teoria
dos Conjuntos exigiriam um estudo muito completo e detalhado sobre os niimeros
reais, para o qual seria necessario, no minimo, um semestre, o que inviabilizava o
ensino do Célculo. (Avila, 1991)

Consequentemente, o ensino de Célculo é retirado do Ensino Médio e postergado
para o Ensino Superior. Acontece que ao ingressarem nos cursos superiores, os estu-
dantes encontram algo completamente diferente do que estudaram no Ensino Médio.
Esses novos contetdos lhes sao apresentados de maneira puramente mecanica, com
muitos teoremas a serem memorizados e muitas contas a serem feitas.

A proposta nao é ensinar o Calculo com todo o rigor e formalismo que levaram
tanto tempo para serem desenvolvidos, esses sim, devem ser deixados para os cursos
superiores. Mas mostrou-se com esse trabalho, que o estudante de Ensino Médio
deve conhecer as nocoes iniciais e a importancia do Célculo onde quer que ele va
atuar.

E possivel fazer esse trabalho de ensino do Céalculo no nivel médio, uma vez
que se dispoe de bons livros que contemplam esse contetido, tornando o Calculo
acessivel a esses estudantes. E se o professor souber organizar suas aulas de maneira
a concentrar seus esforcos valorizando o que é mais importante, nao seria necessario
aumentar a carga horaria destinada a matemaética. O problema é uma questao de
reformulagdo dos programas atuais. (Avila, 1991).

Esse trabalho, porém, nao deve ser feito de qualquer maneira, mas articulado com
outras disciplinas, mostrando aos estudantes que o conhecimento nao é desconexo
mas ha uma relacao entre aquilo que ele aprende, por exemplo, em Matematica e a
Fisica ou a Quimica, ou mesmo a Biologia.

Isso porém, exige mais conhecimento e planejamento do professor, que muitas
vezes sente-se despreparado para ensinar esse contetido, uma vez que em sua forma-
¢ao, o Célculo também lhe foi ensinado de maneira puramente mecanica e desconexa
de sua historia e de seu desenvolvimento, bem como de suas aplicagoes.

O Calculo nao é importante apenas para a Matemaética, mas também para a
Fisica, uma vez que varios dos seus conceitos surgem das ideias de Integral e Deri-

vadas, que no final das contas, sdo casos particulares de limites (limites de Somas
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de Riemann e limites do Quociente de Newton).

A partir de algumas aplicacoes, mostrou-se que o Calculo estd inserido em muitos
ramos da Fisica: na cinemética, na dinamica, nas oscilagoes, na gravitacao, na
eletricidade, e tudo isso é importante pois estes sao conteiidos que fazem parte do
cotidiano de qualquer pessoa. E para a compreensao desses assuntos, a Matematica
¢ uma ferramenta essencial.

Como demonstrado, muito do que é estudado na Fisica do Ensino Médio, deve
limitar-se a casos particulares, pois para os casos gerais a demonstracao de suas
equagoes nao seria possivel, uma vez que necessitam das ferramentas do Célculo.

Conceitos de velocidade, aceleracao, trabalho, energia, dentre outros surgiram e
desenvolveram-se historicamente associados ao Céalculo, mas isso nao ¢ passado ao
estudante quando a ele é ensinado que deve memorizar, por exemplo, que o trabalho
da Forca Gravitacional, ¢ W, = —mgAx ou que a Energia Potencial Elastica é dada
pela formula U = %‘”2

Assim como muitos paises, o Brasil busca aperfeicoar a educacao gratuita fazendo
com que cada vez mais brasileiros sejam instruidos, através da oferta de mais vagas e
da capacitacao de professores ou pelo planejamento e adequacao de politicas publicas
voltadas para o ensino. Tenta-se desse modo melhorar a qualidade da formacao
integral do ser humano de forma que desenvolva suas habilidades e competéncias
para o exercicio de sua profissao, mas além disso, o exercicio da cidadania.

Todo esse processo de formagao integral depende da educacao e a educacao de-
pende das disciplinas lecionadas, bem como do entendimento da interligacao entre
elas. Infelizmente esse entendimento ainda nao foi alcancado pois atualmente as
disciplinas sao estudadas de maneira isoladas nao permitindo uma compreensao in-
tegral do contetido, dessa maneira a tao almejada formacao integral do ser humano
é bastante prejudicada.

A Matematica, pode ser esse elemento de integragao, uma vez que seus conhe-
cimentos aplicam-se nas mais diversas disciplinas. Portanto, deixar para o Ensino
Superior um conhecimento extremamente importante é o mesmo que tolher a possi-
bilidade da formacao integral de diversas pessoas, pois o acesso ao Ensino Superior
de qualidade nao ¢ para todos, apesar das propostas do governo.

Portanto, concluimos que para modificar a situacao atual de nosso pais e formar
nao apenas leitores e operadores de contas matematicas, mas formar verdadeiros
cidadaos, com capacidade critico-reflexiva, é necessario que o contetido do Célculo

retorne aos curriculos do Ensino Médio. E assim, proporcione a uma grande quan-
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tidade de jovens a oportunidade de conhecer uma das maiores realizagoes do ser
humano, que indubitavelmente foi indispensavel para o desenvolvimento e progresso
da sociedade moderna.

E uma boa maneria de retornar com esses contetidos ao Ensino Médio de modo
a tornar a aprendizagem dos estudantes eficiente é que, em seus primeiros contatos,
o ensino deve ser feito com explicagoes intuitivas, com apelo a geometria, mas sem
deixar de lado as defini¢oes de maneira correta e rigorosa. Com isso, nao queremos
dizer que elas devam ser memorizadas em seus minimos detalhes, mas devem ser
analisadas e compreendidas a partir da intuicao e da geometria.

De acordo com o discutido no Capitulo 2, os conceitos de limites, derivadas e
integrais, podem ser desenvolvidos de varias maneiras: matematicamente, utilizando
suas defini¢coes, ou a partir da ideia de aproximacao, retas tangentes e céalculo de
areas, respectivamente. E essa é apenas uma proposta possivel.

Deve-se sempre buscar maneiras alternativas, que facilitem a compreensao dos
estudantes, e por isso, esse campo de estudo continua em aberto, para muitos outros

possiveis trabalhos que venham complementar essa pesquisa.
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