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Resumo

Nesse trabalho faremos uma abordagem sobre a teoria dos espagos métricos a fim
de apresentarmos o Teorema do Ponto Fixo de Banach e em seguida o aplicaremos
em resolucoes de algumas equacdes nao lineares com um método iterativo para
a obtencao da solucao. Finalizaremos apresentando trés aplicagoes do Teorema do
Ponto Fixo de Banach. A primeira se trata do Teorema de Existéncia e Unicidade de
solucoes de equacgoes diferenciais ordinarias. A segunda tem como tema a aplicagao
do Teorema do Ponto Fixo de Banach na area de compressao de imagens na internet.
J& a terceira aplicacao sera apresentado como funciona o buscador do Google e qual
¢ a causa do seu sucesso.
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Abstract

In this work we make a study of the theory of the metric spaces in order to
present the Banach Fixed Point Theorem? and then, it is applied in the solution of
some nonlinear equations with an iterative method for obtaining a solution. After
that, three applications of the Banach Fixed Point Theorem are presented. The
first one is the Theorem of the Existence and Uniqueness of Solutions of Ordinary
Differential Equations. The second one has as theme the application of the Banach
Fixed Point Theorem in the area of compression images on the Internet. In the third
application, it is presented how the Google searcher works and what is the cause of
its success.
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Introducao

Nesse trabalho apresentaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach com os
pré-requisitos para a sua demonstragao e algumas aplicacoes, para tanto, dividimos
nosso trabalho em dois capitulos.

No primeiro capitulo serd abordada inicialmente a teoria dos Espagos Métricos
com a apresentacao de alguns exemplos classicos de Espagos Métricos, como se da
a convergéncia em Espagos Métricos com os importantes conceitos de sequéncias de
Cauchy e Espacos Métricos Completos e finalizaremos o capitulo com a exposicao do
Teorema do Ponto Fixo de Banach seguido de uma curiosa aplicacao para obtencao
de raizes de funcoes reais: o Método de Newton sob a luz do Teorema do Ponto Fixo
de Banach.

Finalizaremos o primeiro capitulo com um comentario sobre o teorema do ponto
fixo de Brouwer em uma dimensao com o intuito de exibir outra alternativa na
obtencao de solucao de equagoes nao lineares, comparando as convergéncias entre o
Teorema do Ponto Fixo de Banach e o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.

Finalizaremos esse trabalho com o segundo capitulo apresentando trés aplicacoes
do Teorema do Ponto Fixo de Banach. A primeira se trata do Teorema de Existéncia
e Unicidade de solugoes de equagoes diferenciais ordinédrias. A segunda tem como
tema a aplicacao do Teorema do Ponto Fixo de Banach na area de compressao
de imagens na internet. Ja a terceira aplicacao serda apresentado como funciona o
buscador do Google e qual é a causa do seu sucesso.
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Capitulo 1

O Teorema do Ponto Fixo de Banach

Um teorema de ponto fixo é essencialmente um resultado que estabelece condi-
coes para que exista um elemento x do dominio de uma aplicacao f : M — M, tal
que f(x) = x.

Serd que toda fungao tem ponto fixo? Na pratica, dada uma funcao f, de certa
forma é dificil assegurar-se da existéncia de um ponto fixo para f. Em alguma
situacao, o interesse é garantir a existéncia de um e somente um ponto fixo para
um funcao dada. O Teorema do Ponto Fixo de Banach tem como particularidade,
além de garantir a existéncia e unicidade do ponto fixo ainda fornece um processo
iterativo que permite encontra-lo.

O objetivo central desse capitulo é o de apresentar, de forma sucinta, as fer-
ramentas basicas sobre espacos métricos para o entendimento da demonstracao do
Teorema do Ponto Fixo de Banach. Além disso, como aplicacao veremos alguns re-
sultados como a resolucao de equagoes nao lineares e o famoso método de de Newton
para obtencao de raizes de uma funcao real, por aproximacao numeérica.

1.1 Motivacao

Suponha que Joao Gabriel, aluno do 12 ano do ensino médio, para experimentar
sua nova calculadora cientifica, presente de seu pai, decide pressionar as teclas “1” e
“="_obtendo o valor 1. Depois pressionou a tecla “cos” obtendo o valor 0, 5403023059
(por acaso a calculadora do Joao Gabriel estava a trabalhar em radianos). Joao
Gabriel gostou do resultado obtido e, num raro impeto experimentalista, resolve
voltar a pressionar sucessivamente a tecla “cos” por forma a calcular o cosseno do
niimero previamente calculado; designando por m o nimero de vezes que a tecla
“cos” foi pressionada e por x,, valor obtido, tem-se:
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Chegado a este ponto, depois de pressionar “60” vezes a tecla “cos”, o Joao Gabriel
assustou-se (arrependendo-se até de seu impeto). Ter-se-ia a calculadora avariada?
Por que é que, depois de pressionar 58 vezes a tecla “cos”, por mais que continuasse
a repetir a operacao, obtinha sempre o mesmo valor? Aflito e ndo encontrando o
numero de telefone da “Reparadora de Calculadoras”, resolve fazer uma experiéncia
analoga, mas partindo do valor 335 em vez do valor 1. Obteve na 60 vez xgy =
0,7390851332. Ao fim de premir 57 vezes a tecla “cos” obtinha o mesmo valor de
ha pouco. Desalentado, Joao Gabriel resolveu fazer uma experiéncia aniloga com
a tecla “tan™'” (correspondente a fungao arco tangente), partindo do valor 1; eis os
resultados:
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nl| @ [n] w  [n] @ [n]|
1 10,7853981934 | 16 | 0,2957885899 | 31 | 0,2163331839 | 46 | 0, 1786587773
2 | 0,66577375 | 17 | 0,2875886511 | 32 | 0,2130500906 | 47 | 0,1767935042
3 | 0,5873841757 | 18 | 0,2800317036 | 33 | 0,2099116578 | 48 | 0, 1749853452
4 10,5310915102 | 19 | 0,2730381016 | 34 | 0,2069075819 | 49 | 0,1732314471
5 | 0,4882103378 | 20 | 0,2665413363 | 35 | 0,204028557 | 50 | 0,1715291523
6 | 0,4541714733 | 21 | 0,2604853784 | 36 | 0,2012661543 | 51 | 0, 1698759817
7 1 0,4263175061 | 22 | 0,2548226492 | 37 | 0,198612719 | 52 | 0, 1682696198
8 | 0,4029860575 | 23 | 0,2495124513 | 38 | 0,1960612806 | 53 | 0,166707901
9 | 0,3830779111 | 24 | 0,2445197411 | 39 | 0,193605477 | 54 | 0,165188797
10 | 0,3658337989 | 25 | 0,2398141588 | 40 | 0,1912394875 | 55 | 0,1637104065
11 | 0,3507104329 | 26 | 0,2353692536 | 41 | 0,1889579751 | 56 | 0,1622709445
121 0,3373075815 | 27 | 0,2311618604 | 42 | 0,1867560362 | 57 | 0,1608687339
13| 0,325323103 | 28 | 0,2271715935 | 43 | 0,1846291561 | 58 | 0, 1595021966
14 | 0,314524107 | 29 | 0,2233804326 | 44 | 0,1825731707 | 59 | 0, 1581698468
15 | 0,3047278305 | 30 | 0,2197723811 | 45 | 0,180584238 | 60 | 0, 1568702837

O Joao Gabriel nao entendeu o que se passava. Obteve uma sucessao de ni-
meros positivos que aparentemente é decrescente; mas sé-lo-4 de fato? Serd que
tenderd para zero? Serd que converge para outro limite? Por que é que a maquina
se comporta de maneira diferente neste tltimo caso, nao estabilizando o resultado
como nos casos anteriores? O Joao Gabriel resolveu pensar um pouco e, ao chegar a
conclusao nenhuma, decidiu perguntar ao seu pai sobre o ocorrido, que prontamente
lhe responde que tal assunto nao fazia parte do contetido programatico do 1° ano do
ensino médio, mas que ele se depararia, ao longo de sua vida estudantil com algumas
equacoes chamadas de “equacoes nao lineares” e que, de inicio teriam métodos alter-
nativos como comparacao grafica, métodos iterativos como o da “bissecao” e, para
alunos mais avancados, poderiam ser apresentados alguns resultados de Teoremas de
Ponto Fixo. (Histéria adaptada da Revista Gazeta de Matemética, janeiro
2002 - n? 142, Portugal)

Nos tltimos 50 anos a teoria dos pontos fixos revelou-se como uma ferramenta
poderosa e importante no estudo dos fendmenos nao lineares, mapeando e indicando
a existéncia de solucoes. Matematicos como Cauchy, Liouville, Lipschitz, Peano,
Fredholm, Picard, Banach, Brouwer, Helpern, Mann, Ishikawa, etc, deram diferentes
tipos de métodos iterativos para resolver problemas de ponto fixo.
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1.2 Espacos Métricos

Quando se faz um curso de célculo, seja em uma ou em vérias variaveis, sempre
nos deparamos com a nocao de derivacao e integracao, centradas na noc¢ao intuitiva
de distancia entre pontos, seja em forma de intervalos no caso da reta real, seja
na forma de vizinhanca, no caso de mais de uma varidvel. Assim, por exemplo,
quando vamos tratar da convergéncia de uma sequéncia de nimeros reais (z,) para
um ponto a, devemos nos certificar que |z, — a| fica cada vez mais proximo de zero
a medida que n cresce, ou seja, a distancia entre os elementos da sequéncia e seu
limite vai ficando cada vez menor.

Ao longo da sua evolugao, principalmente depois do século XIX, a Matematica
ganhou uma roupagem bem mais abstrata generalizando a nocgao de distancia de
tal forma a aplica-la a conjuntos nao tao comuns como R, R? ou R? . Espacos com
dimensao maior e até de dimensao infinita ganharam atencao no estudo da distancia
entre pontos do espago. Assim, tais estudos conduziram as nocoes de Métrica e de
Espagos Métricos inicialmente introduzidas por Maurice René Fréchet (1878
- 1973), matematico francés que além desse conceito também foi responsavel por
estabelecer os fundamentos da topologia, convergéncia uniforme além de ter sido o
primeiro a usar a expressao “Espaco de Banach”.

Assim, quais seriam os “ingredientes” a serem usados para se traduzir, de forma
precisa, a nocao de distancia? Para isso, facamos a

Definicao 1.1 Seja M um conjunto nao vazio. Uma funcao d : M x M — R €
chamada de métrica em M se gozar das sequintes propriedades:

1. d(xz,y) =0 & = =y para todo x,y € M;

2. d(z,y) > 0, para todo x,y € M e x #y;

3. d(z,y) = d(y,x), para todo x,y € M (simetria);

4. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y), para todo x,y,z € M (desigualdade triangular).

Ao par (M, d) chamamos de Espago Métrico.

Vejamos a seguir alguns exemplos de espagos métricos.

Exemplo: Sejam M um conjunto qualquer nao vazio e consideremos a funcao
d: M x M — R definida por

0, se z=y

d(w,y):{ 1, se x#uy.
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E imediata a verificacdo de que d é uma métrica, essa é chamada métrica zero-
um.

Exemplo: Considere M = R o conjunto dos nimeros reais e a funcao
d: M x M — R definida por

d(z,y) = |z —yl.

Usando as propriedades de médulo de um ntimero real, segue que d é uma métrica.
De fato, sejam z,y e z € R quaisquer. Se z = y, é imediato que |x — y| = 0, o que
implica em d(z,y) = 0. Além disso, se x # y, temos © —y # 0 o que implica em
|z — y| > 0, ou seja, que d(z,y) > 0. Também, temos que

dz,y)=|v—y|l=|—(x—y) =y — 2| =dy,z).
Por fim, temos que
z—zl=[z—y)+y—2)| <|z—y|l+|y— 2|

Logo, d(z,z) < d(z,y) + d(y, z). Portanto, d é um métrica a qual é chamada de
métrica usual de R.

Exemplo: Agora, considerando
M =RYN = {(21,29,...,25);2; €ERei=1,2....,N}

ha trés métricas importantes em RY. Para x = (z1,2o,...,7x) €
vy = (y1,¥2,...,yn), consideremos:

e d.:RY x RY — R definida por

de(z,y) = /(21 — y1)? + (w2 — 42)2 + - + (an — yn)?

Provaremos que d. é uma métrica. Com efeito, sejam z,y,z € RY. Assim,

de(z,2) = /(21 — 21)2 + (22 — 29)2 + -+ (zn —2N)2 = V02 + 02 + - + 02 = 0.

Se x # y, entdo x; # y; para algum i € {1,2,3,..., N}. Assim, como z; —y; # 0
temos (z; — y;)> > 0. Portanto,

de(w,y) = V(w1 = y1)? + (2 = )2 + - + (an = yn)? = v/ (@i = 9:)* > 0.
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Para a propriedade da simetria, sabemos que (z; — y;)? = (y; — x;)?, para todo
i€{1,2,3,...,N}. Dai, temos:

(@1 =y1)* + (w2 —92)* + -+ (an —yn)? = (1 —21)° + (2 — 22)* +- -+ (yv — )™

Extraindo a raiz em ambos os lados da igualdade, temos:

V(@ =)+ (22 = 92)2 + -+ (av —yn)? = V(g1 — 20)? + (4o — 22)? + - + (yv — 2n)2

Dai, concluimos que d.(z,y) = d.(y,z). Finalmente, para mostrar a desigualdade
triangular, serd necessario o uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz em R”, a qual
diz que para todo a,b € RY, onde a = (ay,...,ay) e b= (by,...,by),

Ialbl+azbz+---+aNbN\§< a§+---+agv>( b§+---+b§v). (1.1)

Prova de (1.1): Considere a funcao f : R — R definida por f(t) = ||a—tb||*> com
a,b € RN onde d.(a,b) = ||a—0bl||, o produto interno {a,b) = a1b; +azby+- - -+anby
e norma HaH2 (a,a). Vejamos que f(t) >0,V t € R, ou seja, ||a—tb||> > 0, o que
implica que

lla — tb||* = (a — tb,a — tb) = (a,a) — 2t{a,b) 4+ t*(b, b),

ou seja,
llall* = 2t(a,b) + ¢*[[b][* > 0.

Como isso 86 ocorre quando (—2(a, b))? — 4||a||?||b]]* < 0, ou seja,
[(a,0) < [lal| - [[b]]-

Agora, provaremos a desigualdade triangular:

[de(z, 2)]> = Z(Ii—%)2

- Z — i) 219 Z —z) + Z(yz - 21)2
= x,y)° + 22( ) + [de(y, 2))?
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usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

N

< [de(z, )] + 2 Z(% —Yi)? Z(%‘ —2)?2 + [de(y, 2)].

= [de(z,y)]” +2de(z,y) - de(y, 2) + [de(y, 2))?
lde(,y) + do(y, 2))° .

Assim, d(z, 2) < do(z,9) + duly, 2).

De maneira mais simples, pode-se mostrar que as funcgoes d; e d,, descritas abaixo
sdo métricas em RY.

o d,: RY x RN — R definida por
ds(z,y) = z1 —yi| + |lz2 — yo| + - + [zn — yn .
o do : RY x RV — R definida por
doo(,y) = max {|z1 — w1, [22 = gol, ..., lon —ynl}-
Vejamos agora um exemplo de espaco métrico mais abstrato.

Exemplo: Seja M = Cla,b] = {f:[a,b] = R; fé continua em [a,b]} com as
métricas

e d': M x M definida por

d(f,9) = ax [f(t) —9(®)].

Mostraremos que d’ é uma métrica. De inicio, podemos ver que pelo Teorema
de Weierstrass (para detalhes, ver [7]), d’ estd bem definida. Sejam f e g fungoes
quaisquer de Cla,b]. Assim, temos que

d(f, f) = max [f(t) — f(t)| = max |0] = 0.

t€(a,b] t€(a,b]

Se f # g entdo existe um ty € [a,b] tal que f(to) # g(to).
Assim,

0 < |f(to) = g(to)| < max [f(t) — g(t)] = d(f, 9).

t€]a,b]

7
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Sabemos também que, para todo t € [a, b], vale

d(f,9) = max |f() = g(t)| = max |g(t) — f(t)] = d(g, [).

t€lab]

Note que
|f(&) =h@)] = [F(t) —g(t) + g(t) — h(t)]
< [f@) = g@)] + £ (t) — k()]
< max 1f(t) —g(t)| + max |g(t) — h()],
pois

£(t) = 9(t)] < max | f() — ()

tela,b

l9(t) = h(t)] < max |g(t) — h(t)].

tela,b]

Com isso, concluimos facilmente que:

max | f(t) — h(t)] < max |f(t) — g(t)| + max [g(t) — h(t)],

te[a,b] t€la,b] t€la,b]

ou seja, d(f,h) < d(f,g) +d(g,h).
Analogamente, pode-se mostrar que

e d": M x M definida por
(f.9) / (1) — g()ldt

também é uma métrica.

1.3 Convergéncia em Espacos Métricos

Definicao 1.2 Uma sequéncia (z,) em um espago métrico (M,d) chama-se limi-
tada quando o conjunto de seus termos € limitado, isto é, quando existe ¢ > 0 tal

que d(Tpy,, x,) < ¢, para quaisquer m,n € N.

Por exemplo considere M = R, com a métrica usual e a sequéncia
z, = (—1)". Vemos que para qualquer natural n, temos [(—1)"| = 1. D
quaisquer m e n naturais, temos

(z,), tal que
ai, escolhidos

d(wm, vn) = |(=1)" = (=) < (D)7 + (=) < T+ 1=2.
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Definicao 1.3 Uma sequéncia (x,) em um espaco métrico (M, d) € dita convergente
em M se existir x € M tal que lim,,_,o, d(x,,x) = 0. Isto é,

para todo € > 0, existe ng; para todo n > ny tem-se d(x,,x) < €.

Aqui, x € chamado de limite (x,). Quando for necessdrio, usaremos a nota¢ao
Tn — X para indicar a convergéncia.

Lema 1.1 Seja (M, d) um espago métrico. Entao,
(a) Uma sequéncia convergente em M ¢é limitada e seu limite € inico.
(b) Se x, > x ey, =y em M, entio d(x,,y,) — d(z,y).

Prova:
(a) Suponha que x, — x em M. Entdo, firando ¢ = 1, podemos encontrar ng tal
que

d(zp,x) <1 para todo n > ny.

E evidente também que para todo m < ng temos que
d(xp,, ) < max{d(zy,x),...,d(T,x)}.
Em consequéncia da desigualdade triangular, podemos escrever:
d(xp, ) < d(zp, x) + d(x, 2,),

logo,
d(ZEn, xm) S 1+ maX{d(xh ZL’), s 7d(l’n0, .Z‘)}

O que mostra que (x,) é limitada. Assim, basta tomar
¢ =14+ max{d(zy,z),...,d(x,,, )}

Consideremos agora que x, — a € que x, — b em M. Dai, pela desigualdade
triangular, temos:

d(a,b) < d(a,z,) + d(x,,b).

Tomando o limite quando n — oo, teremos d(a,b) < 0, o que implica que d(a,b) =0
e 1850 ocorre se, e somente se, a = b. Logo, o limite € unico.

(b) Pela desigualdade triangular, temos

d(Tp, yn) < d(zp, ) + d(z,y) + d(y, yn)-

Assim,
(2, yp) — d(z,y) < d(zp, ) +d(Y, Yn)- (1.2)

9
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Por outro lado,

O que implica em,
—[d(l’, xn) + d(Yn, y)] < d(Tn; Yn) — d(:L’, y)‘ (1'3)

De (1.2) e (1.3), temos que

d(2y, yn) — d(z,y)| < d(2n,2) +d(y, Yn).

Tomando o limite quando n — oo e usando que
d(xp,x) = 0 e d(yn,y) = 0,

obtemos que d(z,,y,) — d(z,y). n

1.4 Sequéncias de Cauchy e Espacos Métricos Com-
pletos

Definicao 1.4 Uma sequéncia (x,,) € de Cauchy num Espago Métrico (M, d) quando
qualquer que seja € > 0, € possivel encontrar ng € N tal que, escolhidos quaisquer
dois indices a partir de ng, digamos n e m, teremos sempre d(x,, T,) < €.

Uma forma equivalente de mostrar que uma sequéncia, nas mesmas condicoes
acima, ¢ de Cauchy é escrevermos o indice m +n = p, p € N e mostrarmos que

lim d(xn,xn+p) =0.
n—00

Isso significa que quando os termos de uma sequéncia se aproximam de um ponto
fixado, necessariamente aproximam-se uns dos outros.

Defini¢ao 1.5 Um espaco métrico (M,d) € dito ser completo se toda sequéncia de
Cauchy, tomada em M, convergir em M.

Exemplo: O espaco Q dos ntiimeros racionais nao é completo quando dotado da

1

métrica usual em R. Para isto, considere a sequéncia em que x1 = 1, x9 = 1 + it
1 1 ‘

=1+ 1 + = 2', =14+— 1 + = 3] +— 3 — e assim sucessivamente. Primeiro, vejamos que

() é de Cauchy. De fato, d(z,, zp+p) = , ou seja lim d(xp, x,4,) = 0.
n—oo

(n+p)!
Também sabemos, pelo desenvolvimento da Série de Taylor, que x,, — e. No entanto,
como e ¢ Q (ver em [3]), temos que Q nao é completo.

10
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Proposicao 1 Toda sequéncia de Cauchy em (M,d) é limitada.

Prova: Tomemos uma sequéncia (x,,), de Cauchy, em (M,d). Assim, fizando e =1,
deve existir um ng € N, tal que:

d(Tp, ,) < 1, para todo m,n > ny.
Para m,n < ng, seja ¢ = max{d(z, x,);m,n < ng}, entdo
d(xpm,zn) <c+1, ¥V m,neN.
|

Proposigao 2 Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy em (M,d) e (z,,) uma sub-
sequéncia de (xy,). Se (x,,) € convergente, entdo (z,,) também é convergente.

Prova: Considere (xy,) uma subsequéncia de (x,) tal que x, — a, com a € M.
Tome € > 0. Como (x,) é de Cauchy, deve existir ny € N tal que

€
d(xpm, ) < 5» bara todo m,n > ny.
Como x,, — a, deve existir um ny € N, tal que

d(zp,,a) < =, para todo ng > ngy

DO | ™

Tomemos ny = max{ni,na} , escrevendo m = ng + 1 e usando a desigualdade
triangular, temos:

£ €
d(xp,a) < d(xn, Tngr1) + d(Tpge1,0) < 5 + 3= g, para todo n > ng.

Assim, concluimos que x, — a. [ ]

Proposicao 3 A reta real, (R,|-|) , é um Espago Métrico Completo.

Prova: Acabamos de demonstrar que toda sequéncia de Cauchy € limitada. As-
sim, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, que pode ser encontrado em [7], toda
sequéncia limitada de numeros reais, possui uma subsequéncia convergente. Dessa
forma, combinando as duas proposicoes, concluimos que R é um espaco métrico
completo. [

Observagao: Analogamente, podemos concluir que [a,b] com a métrica usual,
usada na proposicao anterior ¢ um espaco métrico completo.

11
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Proposicao 4 Toda sequéncia convergente em (M,d) é uma sequéncia de Cauchy.
Prova: Se x, — a, entao, para todo € > 0, existe ng € N tal que

d(x,,a) < g, para todo n > ny.
Dai, pela desigualdade triangular, para m,n > ng, temos:

d(l’n,l’m) < d(l’n,a> + d(a,xm) < g + 5 = €.

Logo, (z,) € uma sequéncia de Cauchy. [ ]

Definigao 1.6 Sejam (M, dys) e (N,dy) espagos métricos. Uma aplicagao f : M —
N € continua no ponto a € M quando, para todo € > 0 dado, € possivel obter 6 > 0
tal que

dy(z,a) <0 =dy(f(x), fla)) <e.

Diz-se que f: M — N € continua quando ela é continua em todos os pontos de M.

Proposicao 5 Uma funcio f: X — Y definida entre os espagos métricos (X, dy)
em (Y, dy) € continua em um ponto a € X se, e somente se, para qualquer sequéncia
(x,) em X, tem-se:

Tn 25 a = Flam) -2 f(a).

Prova: Assumindo que f € continua, temos que para todo € > 0, existe 6 > 0, tal
que, para todo x € X

di(z,a) <6 = do(f(z), f(a)) <e.

Seja x, Uy 4. Entdo existe ng tal que para todo n > ng , temos dy(x,,a) < 6, para
todo € > 0. Como f € continua, temos que

d1<xnua’> <o0= d2(f(‘rn)7 f(CL) <ég,
e, esta ultima desigualdade equivale dizer que f(x,) BER f(a) .

Assumindo agora que x, Da = f(zy) N f(a), provemos que f é continua
em a . Suponha, por absurdo, que isso seja falso. Entdo, para todo 6 > 0, existe
gg >0, e um x # a satisfazendo

di(z,a) <0, mas da(f(x), f(a)) > eo.

12
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1
Como 6 > 0 ¢ qualquer, em particular, para cada n € N, facamos 6 = —. Dai,
n

teriamos:

di(zp,a) < ! mas do(f(zy), f(a)) > eo.

n

: ; L d .
Assim, construimos uma sequéncia em que x,, —> a, mas f(x,) nao converge para
f(a), contradizendo nossa hipdtese. n

1.5 Exemplos de Espagos Métricos Completos

Exemplo: O espaco euclidiano RY é completo com as métricas d.,d, e do. Mos-
traremos com a métrica d..

Com efeito,

de(z,y) = /(21— 11)? + (22 — 12)> + -+ + (25 — yn)?.
Em que x = (z1,22,...,2y5) € y = (Y1,¥Y2,...,yn) . Consideremos uma sequéncia
de Cauchy qualquer (z,,,) em RV, tem-se z,, = (z{™, 2{™, ... ™).

Sendo (z,,) uma sequéncia de Cauchy, temos para todo € > 0, existe ng € N tal que

N

1
2
d(Zm, xp) = (Z(m,&m) — x,&p))2> <e com m,p > ny. (1.4)

k=1

Elevando (1.4) ao quadrado, obtemos:

N
S (@ - PP <

k=1

portanto,

(m)

|z, —x,gp)| < e, com m,p > ng.

E a implicacao ocorre, pois temos uma soma de termos positivos menor que £2.

Assim, cada termo é menor que 2. Desta forma, para cada k fixo, temos que a

A 1) (2 , . . .
sequéncia (xfc ), az:,(C ), ..., ) é uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais. Ela converge

pela proposicao 3, digamos x,im) — 21, quando m — oo. Usando esse limite N vezes,

13
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definimos = = (1,73, ...,2,) € RY. Da expressdo (1.4), temos:

N 3
. L m) __®)?
A om 7p) =l [Z (i = )]

k=1
_ 1
2
= <hm :181,(C ) lim x(p)> ]
m—0o0 m—00

= d(z,z,) <e, com m > ny.
Isso mostra que a sequéncia de Cauchy tomada é convergente em RY.

Definicao 1.7 Uma sequéncia de funcoes f, : M — R converge uniformemente
para a funcao f: M — R quando, para todo € > 0 dado, exite ng € N, dependendo
apenas de e, tal que n > nyg = d(f.(z), f(z)) < e seja qual for x € M.

Exemplo: O espago das func¢oes Cla,b] é completo com a métrica d(f,g) =
maxefay | f(t) — g(t)]-

Com efeito, seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em C|a,b]. Entao, dado ¢ > 0,
existe ng € N tal que, para todo m,n > ng, temos:

Ao ) = x| fnl1) = £u(8)] < = (15)

Assim, para todo t € [a, b],
|fm(t) — fn(®)| <&, com m,n > ny.

Dai, temos que (fi(t), f2(t),...) é uma sequéncia de Cauchy de nameros reais. Ja
que (R,|-|) é completo, a sequéncia (f,(t)) converge, digamos f,(t) — f(t). Desse
modo, pela unicidade do limite, podemos associar para cada t € [a,b] um tnico
namero real f(t). Isso define uma fungao f em [a,b]. Mostremos que f pertence a
Cla,b] e que f,, — f, uniformemente. Da expressao (1.5), quando n — oo, obtemos:

> i = 1 -
g = nl_{{.lo d(fm7 fn) ng&%gﬁ){] ’fm<t) f”(t)‘

= max | lim f,,(¢t) — lim f,(¢)|
t€la,b] n—oo n—00

= max | fi(t) = f(1)]

te(a,b]

= d(fmaf) (m>n0)

14
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Consequentemente, para todo t € [a, b],

‘fm(t)_f(t)’ <S¢ <m>n0)'

Mostramos assim que (f,(t)) converge uniformemente em [a,b]. Visto que as
fungbes f,(t) sdo continuas em [a,b], temos que a fungao limite f(¢) é continua
em [a,b] (veja em [7]). Com isso, concluimos que Cfa,b] é completo, em relagdo a
métrica do maximo.

1.6 O Teorema do Ponto Fixo de Banach

Neste topico vamos enunciar demonstrar e exibir algumas aplicagoes do Teorema
do Ponto Fixo de Banach. Um dos motivos de sua imensa importancia é o de ele
fornecer um processo iterativo para a busca de solugoes de equacgoes nao lineares.

Definicao 1.8 Seja (M, d) um espago métrico. Uma fungao f: M — M é chamada
de contracao sobre M se existe um niumero real positivo k < 1, tal que:

d(f(z), fly)) < kd(z,y), para todo x,y € M.

Exemplo: Considere M = R com a métrica usual. A funcao f : [1,+00) — R
definida por f(x) = 4/ é uma contragao. De fato:

VE+VE
Vil VEt e

1
Como z,y > 1, temos que /= + ,/y > 2, ou ainda, —————

VE B

d(f(z), f(v) = V2 = Vyl = [V =Vl -

IN

1
5.
Logo, .

d(f(x), f(y)) < Slz —yl.

Observe que f ndo é uma contragdo quando definida no intervalo fechado [0, 1], pois
lim f'(x) = 4o0.

r—0t

Teorema 1.1 (Teorema do Ponto Fizo de Banach) Considere (M,d) um es-
paco métrico completo e uma contracao f : M — M. Entdo f possut um tunico
ponto firo.

Prova: Considere xg € M e a sequéncia (x,) em M definida por x,11 = f(z,).
Entao,

d(l]l,IQ) = d(f(l’o), f([[‘l)) S k’d(lﬁml’l) = d(l’l,l‘g) S k)d(l‘ml‘l)

15
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CariTuLO 1

d(wy,m3) = d(f(x1), f(22)) < kd(z1,29) < k*d(20,71) = d(2, 73) < K*d(20, 7).

Continuando o processo, usando um argumento indutivo, chegamos & conclusao que
(@, Tnt1) < E"d(x0,21). Como 0 nosso interesse € mostrar que (r,,) € uma sequén-

cia de Cauchy, da desigualdade triangular, temos:

d(Tp, Tnap) < d(Tn, Tng1) + A XTng1, Tngo) + - + d(Tpgp1, Togp)- (1.6)

Por outro lado,

d(Tn, Tni1) E"d(xo, 1),

<
A(Tpg1, Ty2) < K"THd(z0, 21),

A(Tpyp—1, Tnip) k"t ld( (g, 11).

Assim, temos:
d(‘r?% $n+1)+d(1)n+1, zn+2)+' : '+d($n+p—1a l’n+p) < (l{n + gl + ..
Usando (1.6) e que k < 1, para qualquer p, fizado, temos

1—FkP k"

L kn—l—l . kn—i—p—l — kn <
TR e —

logo, obtemos:

<
d(xmxn—i-p) = 1 _ kf

Tomando o limite quando n — oo, chegamos a:

. d(SL’O7 .I‘l).

k’ﬂ
lim d (2, Tnip) < lim ( d(xo,xl))

n—o0o n—soo \ 1 — k

: , k"
Jim d (@0, nyp) < d(xo,21) lim ——

Como 0 < k<1, k" — 0, vale

li K
1m
n—oo 1 — k

=0,

ou seja,

lim d(z,, Tp4p) =0,
n—o0

16
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donde concluimos que (x,,) € de fato uma sequéncia de Cauchy em M.
Ora, como (M,d) é um Espa¢o Métrico Completo, entio (x,) converge em M.
Assim, tomando o limite na equagdo T, = f(x,) teremos:

lim x,.; = lim f(x,).

Bem, como lim x,, = a, e, como a aplicacao f € continua, usando Proposicao 5,
n—o0

obtemos que

lim f(z,) = f (lim 2, ) = f(a).

n—o0

Assim, temos a igualdade desejada

f(a) = a.

Assim, provamos a existéncia do ponto fizo. Agora, provemos a unicidade. Sejam
a ebem M tais que f(a) =a e f(b) =b. Assim,

d(a,b) = d(f(a), f(b)) < kd(a, b).

Isso leva a desigualdade

(1— k)d(a,b) < 0.

Como k < 1, entdo 1 — k < 0, donde concluimos que d(a,b) < 0. Como d(a,b) €
um nimero real nao negativo, seque que d(a,b) = 0, e isso sd ocorre se, e somente
se, a =b.

Assim, [ s0 possui um unico ponto fizo, o que completa a demonstracao do
Teorema. [

1.7 Algumas Aplicacoes

Exemplo: Considere o Espaco Métrico a reta real, com a métrica usual, e a
equacao nao linear
x=kcoszx

onde 0 < k < 1 é uma constante Real. Serd que essa equacao possui solugao? Se
possuir, essa solucao ¢ tnica?

Na intencao de usar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, ja temos um Espago
Métrico Completo que é a reta real, basta verificarmos se f(x) = kcosz é uma
contracao. Vejamos que

d(f(z), f(y)) = k| cos(z) — cos(y) :k‘ / ysen(t)dt‘ <k / " | sen(t)|dt.

17
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Como |sen(t)| < 1, temos que

Yy
k;/ [sen(t)|dt < klz — y| = kd(z, ).

Assim,

d(f(x), f(y)) < kd(x,y).

Logo, f é uma contragao e pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, admite um tdnico
ponto fixo, ou seja, a equagdo x = k cos(x) admite uma tnica solucdo.
Seguindo as iteracoes indicadas na demonstracao do Teorema, isto é, montando

a sequéncia z,.1 = f(r,) e tomando k = 3 por exemplo, e o = 0,5 como valor

inicial, podemos chegar aos seguintes célculos:

1
=3 cos(0,5) = 0,29252752

1

75 = 5 cos(0, 20252752) = 0, 31917269
1

3 = 5 cos(0, 31917260) = 0, 31649844
1

4 = 5 cos(0, 31649844) = 0, 31677702
1

15 = 5 cos(0,31677702) = 0, 31674811
1

76 = 5 cos(0,31674811) = 0, 31675111,

Observe que na quinta iteracao ja temos uma precisao de 4 casas decimais sendo
a raiz da equacao r ~ 0,3167 . Veja a ilustracao grafica a seguir.

18
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Iz
— 1/ 1
/ i \ _\':gcos(x)
i \ X
z 0 0,3167 TN X
2

Exemplo: Considere o Espaco Métrico a reta real, com a métrica usual, e a
equacao nao linear r = e~ *. Esta equacgao possui solu¢ao? Se possuir, serd que ela
¢ tnica?

Bem, seja f : [0,1] — [0, 1] definida por f(z) = e™*. Visto que o intervalo |0, 1]
é um espaco métrico completo, devemos mostrar que f é uma contracao. Vejamos
que f'(x) = —e™", e temos que

[f(@)]=]—eT=e" <1,

sempre que x € [0,1]. Como f’(z) é a inclinagdo da reta no ponto (z, f(z)), temos
que

F@) = 1) _
—;j?——f()
f(x) — f(y) ,
‘ p— =|f'(x)]
f @) = fl _ |
[z —y

|f(z) = f)] < |z —yl

Vejamos como garantimos graficamente o ponto fixo da funcao.
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Y, -
................. y=X
-X
y=¢
1 .......................
AT Ponta Fixo .
0 —yz 1 X

Assim, f é de fato uma contracao, e, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, a
equagao nao linear x = e~* possui uma tnica solugao para = €|0, 1]. Agora, vamos

estimar essa solugao. Comecemos tomando zy = R (este valor é aleatorio e colhido
em ]0,1]).
1 1
vy =f (—) =e 5 = 0,818730753078

5
zy = f(0,818730753078) = ¢~ OBI8T0TS3078 — (3 440991025943
r3 = £(0,440991025943) = ¢~ 0:440991025943 _ () 643398480442
1y = f(0,643398480442) = ¢ 0043398480442 _ () 595503472633
r5 = f(0,525503472633) = ¢ 0725503472633 — () 591257607392
x6 = £(0,591257607392) = ¢~ 091257607892 — () 553630596815
x7 = f(0,553630596815) = ¢~ 0:?53630596815 — () 574858936094

xg = f(0,574858936094) = ¢~ 0-°74858936094 _ () 569784251753

zg = f(0,562784251753) = ¢~ 0:P62784251753 — () 560620885981
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r19 = f(0,569620885981) = ¢~ 709620883981 — () 565739877967.

Notemos que com dez iteragoes chegamos ao valor x = 0,56 com precisao de
duas casas decimais. Apos varias iteracoes poderiamos chegar perto da solucao que
é xr = 0,56714329041, onde dependendo da necessidade da aproximacao nao seria
necessaria uma grande quantidade de casas decimais.

Exemplo: O conhecido Método de Newton de determinacao de zeros de funcoes
reais pode ser estudado sob a visao do Teorema do Ponto Fixo de Banach. Seja
f R — R uma funcao na qual desejamos determinar um zero, ou seja, uma solucao
para da equacao:

f(x)=0.

Note que essa equacao pode ser reescrita na forma:

xS (x) = xf'(x) = f(x).

Para f'(x) # 0, temos:
I 109
=X — ;
F'(X)
Colocado dessa forma, o problema torna-se um problema de ponto fixo para a apli-
cacao T : R — R definida por

T(x):=x— JJ:'((Z))

Isso motiva a seguinte proposicao.

Proposicao 6 Assuma que f : [a,b] — R ¢, pelo menos, duas vezes diferencidvel,
com f'(z) # 0 e f(a)f(b) < 0, entdo f possuird uma raiz x, Unica, em um dado
intervalo [a,b] se existir A com 0 < X\ < 1 tal que

‘ % <\, para todo x € [a, b (1.7)
| @] - e
‘ el (1 Ma, (1.8)
onde
__a+b _b—a
T=——ea=—
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Nesse caso, tem-se
x = lim z,,
n—oo

onde a sequéncia (z,,) € [a,b] é determinada iterativamente por

Tpt1 = Tp — ;/((Z:Ll)y n > 07

sendo o € |a,b] arbitrdrio.

Observagao: Como veremos a sequir, a condi¢ao (1.7) € importante para garantir
a contratividade de T, enquanto que (1.8) é suficiente para garantir que T leve pon-
tos de |a,b] em [a,b], podendo eventualmente ser substituida por outra condi¢do que
garanta o mesmo.

Prova: Sejam x,y € [a,b]. Tem-se

T(x)=T(y) = y—%—ij%

/y%[t_m)]dt
v F()

f'@t)
- [,
UG

Assim, (1.7) garante que,

() - T()| = /%dt‘
[ fre
T

v
< / Adt = Ny — z|.

Logo, como |T'(x) =T (y)| < My—=z|, com 0 < X < 1, temos que T é uma contragao.
Precisamos garantir que T leve pontos de [a,b] em [a,b]. Isso equivale a garantir
que |T(x) — T| < «, para todo x € [a,b], ou seja, para todo x tal que |x — | < a.
Uma maneira de impor isso usando (1.7) € supor vdlida a condi¢do (1.8).
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De fato,

f(@)
/(@)
f(@)
/(@)

T(x) =T(7) -

IN

T(x) = T(T)] +

/(@)
/(f
Mz =7+ (1 - Na
Aa+ (1 —Na

= Q.

IN

Mz —Z| +

Sy

~—

<
<

Com 1sso, provamos que T € uma contra¢do que mapeia o espaco métrico com-
pleto [a,b] nele mesmo. O Teorema do Ponto Fizo de Banach garante o resto. ®

Exemplo: Usando o método de Newton, vamos determinar um valor aproximado
para v/2 calculando o zero positivo da funcao f(z) = x* — 2. Para isso, calculando
sua derivada, temos f'(z) = 2z. Agora, precisamos determinar um intervalo em que
f se anule. Vejamos que

f()y=1"-2=-1<0ce f(2)=2°-2=2>0.

Pela continuidade de f, entre 1 e 2 temos uma raiz positiva de f (veja Teorema 1.3,
na proxima se¢ao). Usando a sequéncia recursiva

n

comecando com x = 1, teremos:

f([El) 12 -2 3
:U2 xl f/(x1> 2 . 1 ) 27
f(x2) 1,52 — 2 17
—ry— 2l =] 5 — 2 — 1 4166666667 = —
BER T ey T YT 20 12’
flzs) 1,41666666672 — 2 557
= 15— —1- = 1,4142568628 = —
T T ) 2. 1,4166666667 408’
flaa) _ | LAM42568628° —2 oo 043177
Ts = Tg — =1- — —
T () 2.1,4142568628 454512
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f(xs) 1,414213563032 — 2
R =1- = 1,41421356237
PO T i) 2.1,41421356303 ’
f(z6) 1,41421356237% — 2
— e — -1 = 1,41421356237.
T i () 2. 1,41421356237
Percebemos que na sétima iteragao ja conseguimos uma aproximagao para o ponto
firo com a sequéncia r,,1 = T, — f,(xn)7 sendo f(r) = z* — 2, ou seja, uma
x

n
aproximacao é xr = 1,41421356237. Aqui, no método de Newton pode-se também
controlar o erro desejado para a aproximacao pedida além de obter uma aproximacao

por racionais. Podemos notar que na quarta iteracdo temos v/2 sendo aproximado
643177
por

454512 .
Método de Newton pode ser vista no grafico

com erro aparecendo na nona casa decimal. A ideia geométrica do

Observe que os pontos de tangéncia das restas com a curva que representa a fun-
cao f se aproximam da raiz de f na mesma velocidade da convergéncia do Teorema
do Ponto Fixo de Banach.

1.8 Algumas Observagoes

Existe, dentre vérios outros, um teorema de ponto fixo, que também garante
a existéncia de solugoes reais de equagoes nao lineares: o teorema do ponto fixo
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de Brouwer. Em topologia, o teorema foi inicialmente proposto pelo matematico
holandés Luitzen E. Jan Brouwer em 1910 e, topologicamente, o resultado do Te-
orema do Ponto Fixo de Brouwer pode ser entendido da seguinte forma: coloque
aleatoriamente uma folha de papel amassada (sem rasga-la) acima de outra folha
de mesmo padrao (papel oficio, papel carta, etc.) de modo que o papel amassado
esteja totalmente acima da folha nao amassada. O Teorema do Ponto Fixo de
Brouwer estabelece que deve existir pelo menos um ponto da folha amassada que
estd diretamente acima do ponto correspondente da folha que estd abaixo. Este é o
entendimento do teorema em duas dimensoes.

Supostamente o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer originou-se da observacao
de Brouwer quando o mesmo mexia uma xicara de café. Ao observar atentamente
para o movimento do fluido na xicara ele chegou a conclusao de que sempre ao
menos ha um ponto da superficie que nao estd em movimento. O ponto fixo nao é
necessariamente o que parece estar parado, visto que o centro da turbuléncia move-se
um pouco. Esse é o entendimento para o teorema em trés dimensoes.

Para o melhor entendimento do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer em dimensao
um, considere o seguinte resultado:

Teorema 1.2 (Teorema dos intervalos encaizantes) Sejam I, = [a,, b,] in-
tervalos fechados, limitados, nao vazios e encaizantes. Entao, existe um ¢ € R tal

que
cE ﬂ I,.
n=1

Além disso, se inf{b, — a,;n € N} = 0, entdo ¢ é o unico ponto da intersec¢do.
Prova: Seque das hipdteses que, para todo n € R, temos:

An+1 2 G, bn+1 Z bn e an < bn (19)

Temos by > ay,, qualquer que sejan, ji que I, C I,. Seja ¢ = sup{a,; a, € N} o que
nos dda c > a, , para qualquer n natural. Para que c pertenca & intersecao, basta que
c < b, para qualquer n natural. Raciocinando por reducao ao absurdo, suponha que
exista um k natural tal que by < c. Logo, by < a,, para algum natural m. Tomando
p = maxk,m, teriamos a, > a,, > by > by, 0 que € um absurdo, bastando observar
(1.9). Logo, para todo n natural, a, < ¢ < b,, mostrando que

c e ﬁ]n.

n=1

Agora, para vermos que ¢ é Unico na interse¢ao basta se provar que inf{b, —a,;n €
N} = 0. Com efeito, definindo d = inf{b,; n € N}, entdo temos d > a,, para todo
n natural e d > c. Jd que

0<d—c<b,—ay,.
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Para todo n, isso sé ocorre quando ¢ = d. Assim,inf{b, — a,;n € N} = 0, donde
concluimos que ¢ € unico. [ |

Para mais informagoes sobre as defini¢oes e propriedades de infimos e supremos de
conjuntos de ntimeros reais, basta consultar [7].

Teorema 1.3 (Teorema do Valor Intermediario) Seja f : [a,b] — R uma fun-
¢ao continua. Se f(a) < d < f(b) entao eziste c €la,b| tal que f(c) = d.

Prova: Serd utilizado o Método da Bissecdo. Primeiro consideremos a func¢ao
g(x) = f(x) — d e mostremos que eziste ¢ €la,b| tal que g(c) = 0. Para tanto,
definindo ay = a e by = b. Considere o algoritmo introduzindo as sequéncias (a,) e
(bn) em que representa a n-ésima iteragao.

Se
b
g(b1)g (al—g 1) <0,
defina
b
a2:a1+ ! e bgzbl,
2
caso contrdrio, defina
a; + bl
o — Q1 € .

2
Prosseguimos o processo de forma iterativa, isto €, se

ap, + bn

defina,
an, + by,
Ap41 = 9 € bn+1 = bna
caso contrdrio, defina
ay, + by
bn+1 = D) € Apy1 = Qn.

Observemos que o Método da Bisse¢ao gera uma sequéncia de intervalos encaizantes.

[a1,b1] D [az,ba] D -+ D [an, bn] D [@ny1,bng1] D -+
Como o comprimento de cada intervalo € sempre a metade do comprimento do

intervalo anterior, podemos concluir que

h—
b, —a, = 2n—_?, para todo n € N.
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Como lim (b, —a,) = 0, concluimos que o Método da Bisse¢ao é um caso particular
n—oo

do Teorema dos Intervalos Encaizantes. Esse Teorema nos diz que se os intervalos
sao encaizantes e seus comprimentos tendem a zero, entao existe um unico ¢ € |a, b],
tal que

(a8 = {c},

ou, equivalentemente, ¢ € |an,b,|, para todo n € N.
Retornando ao algoritmo, obsevemos que o Método da Bisse¢ao (c,) dada por

an _'_ bn = .. .
Cn =~ que converge para c. E fdcil verificar que
a—>b
len, — ] < TSR
Logo, existe ¢ €]a,b] tal que g(c) =0, o que completa a demonstracao. [ ]

Teorema 1.4 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, caso n = 1) Considere
uma fun¢ao continua f : [a,b] — [a,b], onde |a,b] € um intervalo fechado de a até b
. Entao existe pelo menos um c € [a, b] tal que f(c) = c.

Prova: Definindo a funcio g : [a,b] — R, tal que g(x) = = — f(x) . Temos que
g € uma funcao continua, pois € uma combinacao linear de funcoes continuas, com
gla) >0, g(b) < 0. Assim, pelo Teorema do Valor Intermedidrio deve existir um
¢ € [a,b] tal que g(c) =0, isto é, f(c) = c.

|

Sabe-se que o teorema do ponto fixo de Brouwer é um teorema de existéncia, ou

seja, ¢ usado para mostrar a existéncia de solugoes em equacoes nao lineares, mas
como foi apresentada a demonstracao do Teorema do Valor Intermediario, a ideia,
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no caso unidimensional do teorema do ponto fixo de Brouwer, é também indicar um
método iterativo para obter tal solucao, o que nao é possivel no caso do teorema do
ponto fixo de Brouwer para n > 2. Logo a seguir, serd apresentado um exemplo de
equacao nao linear que ja foi resolvido com o Teorema do Ponto Fixo de Banach.
Exemplo: Encontrar o ponto fixo da fungdo f(z) = e~ consiste em determi-
nar uma solucao para a equac¢ao nao linear e”® = z. Para isso, considere a funcao
auxiliar g(x) = e — z. Como ¢ ¢é continua e faz sentido definir f : [0,1] — [0, 1],
o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer garante a existéncia de pelo menos um ponto
fixo para f. Sabendo que

g(0)=e?-0=1>0 e que g(1)=e ' —1~—0,63212 <0,

temos ente 0 e 1 uma raiz para a fungao g(z) = e — z , o que nos levaria ao
ponto fixo da fungdo f(z) = e *. Como fora apresentado na demonstragdo do
Teorema do Valor Intermediario, usaremos o método da Bisse¢cao para construir tal
ponto fixo. Assim, mesmo sabendo que o Teorema do Ponto Fixo de Brouwer é
um teorema de existéncia, para o caso em uma dimensao podemos determinar o
ponto fixo. Bem, usando o método da Bisse¢ao, vamos diminuir o intervalo de [0, 1]

1 . X . C o
para [0, 3 e verificarmos se as imagens dos extremos desse intervalo possui sinais

opostos. Vejamos que

1

g(0)=e?-0=1>0 e que g(—)ze_é—

5 ~ 0,10653 > 0.

1
2

1
J& que os sinais nao mudaram, devemos optar pela outra metade do intervalo {5, 1] .

Percebendo que

1 1
g (5) —e2 — 5~ 0,10653 >0 e que g(1)=e ' —1~ —0,63212 < 0,

1
temos que a raiz da fungao g(z) = e™* — x esta entre 5 € 1. Dividindo esse inter-

valo ao meio ficando {5, ﬂ, verifiquemos os sinais das imagens das extremidades

SIS

~ 0,10653 > 0 e vendo que

N[ —

1
desse intervalo. J& sabemos que g (5) =e

NN

3 3
g <1> =e 1 — 1 ~ —0,27763 < 0 . Ja aqui, o intervalo é esse mesmo e ja pode-

mos dividi-lo ao meio tomando agora o intervalo {5, g] , ou seja, ja sabemos que
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o ponto fixo procurado esté entre 0,5 e 0,625. Continuando esse processo de forma
indefinida podemos chegar ao ponto fixo e com qualquer aproximacao desejada. Por
curiosidade, tal ponto fixo desejado é x = 0,5671433 com precisao de seis casas
decimais.

Notemos que o método de construcao do ponto fixo se torna lento principalmente
pela decisao sucessiva de qual intervalo tomar, mas apesar da velocidade nao ser das
melhores para obter o ponto fixo, o método é eficaz.
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Capitulo 2

Outras Aplicacoes do Teorema do
Ponto Fixo de Banach

Inicialmente neste capitulo, como aplicacao do teorema do ponto fixo de Banach,
provaremos o teorema de existéncia e unicidade de solucoes de equacoes diferenciais
ordindrias. Em seguida mostraremos uma interessante aplicagdo na area de infor-
maética que envolve a compressao de imagens na internet. Por fim, apresentaremos
a matematica usada no famoso buscador de paginas na internet: Google.

2.1 Teorema de Picard

Umas das mais importantes aplicacoes do Teorema do Ponto fixo de Banach se
da nos espagos de fungoes com o teorema de Picard. O teorema garante a existén-
cia e unicidade de solucbes para equacoes diferenciais. A seguir exibiremos alguns
exemplos de equacoes diferenciais como problemas de valor inicial onde é possivel
explicitar as suas solugoes. Em seguida serd apresentado o teorema de Picard se-
guido de sua demonstracao e de alguns exemplos. Para tanto, considere o espaco
euclidiano R¥*! = R xRY com coordenadas retangulares (t,z), ondet € Rex € RY
e tomemos inicialmente a

Definicao 2.1 Dada uma funcio continua f : U — RY, onde U é um aberto contido
em RNt = R x RY e (tg,10) € U, a equacgdo diferencial de primeira ordem, com
valor inicial, definida por f € escrita como:

dx ,
{szzﬂW) (2.1)
x(ty) = mo.

Uma solugdo de (2.1) é uma fungao diferenciével x : I — RY onde I C R onde I é
um intervalo tal que ¢y € I e z(ty) = o e que satisfaz a equacao 2’ = f(t, z).

30



Qutras Aplicacdes do Teorema do Ponto Fixo de Banach CAPITULO 2

Definicao 2.2 Uma funcio f: U — RY, onde U é um aberto contido em RN*! =
R x RN | € dita lipschitziana com respeito a sequnda varidvel se existir C > 0 tal
que

[f(t,21) = f(t,22)|| < Cllar — 2|

para quaisquer (t,x1) e (t,z9) € U. A fungio € dita localmente lipschitziana com
respeito a sequnda varidvel se todo ponto de U possut uma vizinhanca restrita a qual
f € lipschitziana com respeito G sequnda varidvel.

Em algumas situagoes é possivel determinar explicitamente a solucao de uma equa-
dx

cao diferencial ordinaria, por exemplo, consideremos a equacao — = x , com

dt
z(0) = 4. Assim a solugdo ficaria

d d d
—x:$:>—x:dt:>/—x:/dtéln(x):t%—f((:)x:e“r]{.
dt x x

em que K é uma constante a ser encontrada com a condicao inicial. De inicio, sa-

bemos que x(0) = 4. Assim, 4 = "% & k = In4. Logo, a solugao da equagio
diferencial ordinaria, com a condicdo inicial, ¢ dada por x = e!™™4 = 4¢t.

Veremos a seguir um resultado que garante que essa solucao que foi encontrada é
tinica, ja que um problema de valor inicial (PVI) nem sempre possui solugio tnica,
pois depende de algumas condicoes sobre a fungao f(t,z). Para tanto, considere o

PVI
¥ = Atz
z(0) = 0.
Note que o PVI acima possui z = 0 e z = t* como solucoes.

Nem sempre é possivel exibir tal solugao e assim, a ideia seria a busca por
métodos de aproximacoes.

Teorema 2.1 (Teorema de Picard) Existéncia e Unicidade de Solu¢oes de Equa-
coes Diferenciais Ordindrias

Seja f : U — RY, onde U ¢ um aberto contido em RVt = R x RY, uma
aplicagio continua e localmente lipschitziana na sequnda varidvel x onde o par (t,z)
¢ um elemento de U, comt € R e x € RY. Entdo o problema de valor inicial

{ v o= ) (2.2)

x(ty) = o

possui apenas uma solu¢ao em uma vizinhanga do ponto (to, xo).
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Prova: Iniciemos escolhendo um 6 > 0 suficientemente pequeno tal que o cilindro
gerado pelo produto cartesiano Bs(tg) X Bs(xo) dos fechos das bolas de respectivos
centros to e xo e raio 0 esteja contido em U. Agora considere M = M(5) = sup ||f]|
no cilindro. Das hipoteses, temos que f ¢ localmente lipschitziana e isso significa
que existe uma constante C' = C(6) tal que

F(t,20) = f(t z2)|] < Cflr — 2]

para qualquer que seja (t,x1) e (t,x2) no cilindro.

A |R

Bé(to) X BB(XO)

Xo

-0 to to+0

A ideia é definir um espago métrico completo M = Cla,b], com a métrica da

convergéncia uniforme, ou seja, d(v1,7%v2) = m[ax} |71 () — 2(t)|], onde || - || € a
tela,b

métrica euclidiana, formado por todas as fungoes continuas 7 : [tg — &;to + ] — R”

tais que y(t) C Bs(xg), para todo t € [ty —e;to+¢], para algum ¢ > 0. Para garantir

que v esteja na bola fechada Bs(xg), vamos supor que € < §. Nesse espaco métrico,

vamos considerar um operador definido por F : M — M definido por

F(y(t)) :ﬂfo—l-/t f(s,7(s))ds.

Vejamos que o operador F estd bem definido. De fato, por hipdtese, f € continua
e limitada no cilindro compacto e estd sendo integrada sobre um intervalo limitado,
garantindo a existéncia da integral. Podemos notar também que se v € M, entao

F(v) e M.
Devemos ver que F(y(t)) estd na bola fechada de centro xy e raio 0, ou seja, que

IF(y(t) — ol| < 0.

32



Qutras Aplicacdes do Teorema do Ponto Fixo de Banach CAPITULO 2

Temos que

/wsw»wwww—m<Mg

IV((—wm—H/fsv

)
Tomando € < i teremos que ||F(y(t)) — xo|| < 0. Agora, basta mostrar que esse

operador € uma contracao. Consequindo isso, a eristéncia e a unicidade de solugao
do problema de valor inicial fica garantido pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach.
Vejamos, finalmente que

IF (@) =F (@) <

[ () = fs. ] ds| | £ € [ )=l

to

e
IF(n(®) — Fonlt |<0/H% 2(s)Ilds.
Como
[71(8) = 72(s)]] < max [71(s) = y2(8)]] = d(v1,72),
teremos

IFM@®) = F(r2(0)] < CJt = told(m1,72) < Ced(mn; 72)-

1
Agora, tomando € < —,e tomando o supremo na desigualdade teremos finalmente

que o operador F € uma contracao. Para garantir um inico €, basta tomarmos

o , :
£ =min« J, — ikl & Assim, como F € continua, € uma contragcao no espaco métrico

X completo, pelo teorema do Ponto Fizo de Banach, F possui um tinico ponto fizo
e este ponto fizo é exatamente a tnica solugdo do problema (2.2). [

Exemplo: Como aplicacao imediata do teorema de Picard, considere o problema
de valor inicial (PVI)
{ 2'(t) = 2t(z+1)

z(0) = 0

E facil verificar que f(¢,z) = 2t(x 4+ 1) é continua e lipschitziana com respeito a x.
Assim, de acordo com o teorema de Picard, o PVI deve apresentar uma tinica solugao
usando a iteracao proposta pelo teorema do ponto fixo de Banach. Escrevendo a
equacao integral equivalente a 2/(t) = 2t(x + 1), pelo Teorema Fundamental do
Calculo, temos

x(t) = /0 2s(x(s) + 1)ds.
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Comegemos exatamente de x¢(t) = 0 e para n > 1, usemos a formula iterativa:

Tpia(t) = /0 25(xp(s) + 1)ds.

Para x(t), obtemos:
t
xq(t) = / 2sds = 12
0

Substituindo na férmula iterativa, obtemos x(?).
4

¢
t
xo(t) = / 2s(s* + 1)ds = t* + 3
0

Continuando dessa forma obtemos uma sequéncia z,,(t). Observe a tabela:

| 2n(t) |
n=0 zo(t) =0
n=1 x1(t) =t
t4
n=2 $2(t):t2+§
, tt1°
=3 =12+~ + —
n 3(t) ;2;3'#
— — 24 4
n=4 x4(t)—t+2+3'+4l
t%
k
n=k|  m)=Yh,5

Do que se conhece sobre séries de Taylor, sabemos que esta sequéncia converge
2
para z(t) = e’ + 1.

2.2 Compressao de imagens

A melhor maneira de armazenar uma imagem em uma memoria é armazenar a
cor de cada pixel. Se tentarmos ampliar a imagem, para usé-la, por exemplo, num
poster grande, os pixels tornam-se quadrados grandes e nao teremos informacoes
suficientes para preencher os detalhes nesses quadrados.

Qual o principio da compressiao de imagens? E codificar a menor quantidade de
informacao contida na imagem original, fazendo-o de maneira inteligente, de modo
que os olhos nao percebam que a imagem observada estd deteriorada. A internet
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aumentou a necessidade de bons sistemas de compressao de imagens, pois estas
diminuem significativamente a velocidade de navegacao da internet. Assim, para
que ocorra uma navegacao rapida ¢ importante que as imagens estejam codificadas
em arquivos os menores possiveis. Existem vérios procedimentos para a compressao
de imagens e o mais comum ¢é o JPEG, que se tornou padrao para imagens digitais.

Um método, que tem permanecido mais experimental, introduzido pelo mate-
matico britanico Michael Barnsley, foi chamado de sistemas de funcgoes iteradas,
que ¢ uma técnica para se construir figuras fractais através da repeticao, em escala,
de uma mesma figura. A ideia consiste em aproximar uma imagem por objetos
geométricos. Aqui vamos apresentar a ideia do processo de compressao no tapete
de Sierpinski, nomeado assim a figura a seguir pelo matemético polonés Wactaw
Sierpinski (1882 - 1969) em 1916.

v, Y. A A Y.
AAAANAAAAL

Tal figura é uma generalizacao do conjunto de Cantor, em duas dimensoes. De
inicio parece ser uma figura complicada, mas nao é. Bem, como armazené-lo de
um computador de maneira economica? A melhor maneira ¢ armazenar em um
programa que o reconstruird quando for necessario e para construir esse programa
precisamos conhecer o que caracteriza esse objeto geométrico. Observe que o tapete
de Sierpinski ¢ uma reuniao de trés copias de si mesmo que tem metade de seu
tamanho (largura e altura). De fato, comecando com um tapete de Sierpinski,
podemos construir um segundo tapete com o seguinte procedimento:

1) A partir do vértice inferior esquerdo, encolhemos o tapete de Sierpinski, até
sua metade.

2) Fazemos uma segunda copia desse meio tapete de Sierpinski e a colamos a
direita da primeira.
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3) Fazemos uma terceira copia desse meio tapete de Sierpinski e a colamos acima
das outras duas.

A segunda figura que construimos é idéntica ao nosso o tapete de Sierpinski
inicial. Portanto, veremos que, o tapete de Sierpinski é o ponto fixo do processo.
Assim, observando que o comprimento da base do tapete de Sierpinski é igual ao
comprimento da sua altura, e esse comprimento igual a 1, podemos escolher eixos
com origem no canto inferior esquerdo do tapete de Sierpinski e unidades nos eixos
tais que a base e a altura tenham ambos comprimento 1. Também construimos a
seguinte transformacdo afim, definida em R?:

Li(ey) = (5.5)

r 1wy
TQ(xay) - (5 + 575) )

1y 1
+1,§+§>.

S =T1(S)UTy(S)UT;s(S).

| R

T(z,y) = (

Se S é o tapete de Sierpinski, temos:

Serd que existem outros subconjuntos B do plano que tém a mesma propriedade, a

saber:
B =T\ (B)UTy(B)UTs(B)?

Vamos fazer uma experiéncia e verificar que a resposta é nao. Assim, caracteriza-
remos nosso tapete de Sierpinski como sendo o tnico subconjunto S do plano que
satisfaz a equagao acima. Assim, construimos uma funcao que associa um subcon-
junto B do plano ao subconjunto T (B) U Ty(B)UT3(B). Chamando essa funcao de
W, temos:

B— W(B) =T,(B)UTy(B)UT3(B).
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E veremos, a seguir, que S é o ponto fixo dessa funcdo, isto é, que S = W (S).
Vejamos a construcao a seguir.

{a} Cha {b} Cy {(:;I Co

(d) Cs (e) Ci (f) Cs

Observemos que:
1) Nenhum dos conjuntos Cy, ..., Cs é um ponto fixo de W;

2) Poderfamos ter continuado o processo indefinidamente, produzindo uma sequén-
cia infinita de conjuntos {C,}, com C,, 11 = W(C,).

3) A sequéncia {C,,} parece convergir rapidamente para o triangulo de Sierpinski.

De fato, os nossos olhos nao conseguiriam distinguir C'y de S. Entao, no lugar de
S, o programa de reconstrucao da nossa imagem pode simplesmente produzir Cy.
E, se caso uma resolucdo melhor fosse necessiria, usaremos o mesmo programa
mandando-o para Cy ou C3y. Assim, o mesmo programa pode reconstruir S com
precisao arbitraria.
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Além disso, pode-se refazer essa experiéncia e ver se ela funciona com qualquer
conjunto de partida. Um segundo exemplo, com um pentagono, é mostrado na figura
abaixo.
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Vimos que o Teorema do Ponto Fixo de Banach se aplica a contracoes em espacos
métricos completos. Assim, definimos a funcao para subconjuntos no plano. O
espaco métrico M a ser considerado serd o conjunto dos subconjuntos fechados e
limitados do plano. Aqui, vamos introduzir uma distancia nesse conjunto chamada
de distancia de Hausdorff, nome dado em homenagem ao matemaético alemao Felix
Hausdorff (1868 - 1942). A defini¢ao de distancia de Hausdorff, dy (B, By) entre
dois subconjuntos B; e B, seré apresentada de forma mais geométrica. Primeiro,
vejamos o significado da expressao:

dH(Bl, BQ) S E.

Essa expressao nos diz que se nossos olhos tiverem uma precisao de ¢, eles nao
conseguirao distinguir B; de By. Mais precisamente, dy (B, Bs) < ¢ significa que
cada ponto P de B; existe um ponto Q, de Bs tal que d(P, Q) < ¢ e, a0 mesmo
tempo, cada ponto P’ de By existe um ponto Q', de By tal que d(P’, Q') < ¢, sendo
d a métrica usual em R2  Assim, a distancia de Hausdorff entre dois conjuntos
fechados e limitados B e By é 0 menor dos € da condicao acima.

Agora sim, afirmamos que a fun¢do W é uma contragao e com isso, o Teo-
rema do Ponto Fixo de Banach garante a convergéncia. Com efeito, suponha que

38



Qutras Aplicacdes do Teorema do Ponto Fixo de Banach CAPITULO 2

dy(By,Bs) < € eseja P € W(By). Entao, existe i € {1,2,3} e P, € By tais que
P = T;(P;). Como dy(B;,Bs) < ¢, existe Q; € By tais que d(Py, Q1) < £. Seja
Q =T;(9Q;), comi € {1,2,3}. Entdo Q € W(By) e sendo P, = (x,y) e Q1 = (a,b),

temos:
A(P, Q) = d(T}(P1), Ti(Qy)) = \/(g -3) + (% B g)

1\/x—a (y — ) = ;d(Pl,Ql)gf.

Analogamente, se comecarmos com P’ € W(B,), existe Q" € W(B;) tal que
£
d(P', Q) < 3

Esse processo foi adaptado para a compressdo de imagens reais (ver [5]).
método produz imagens de 6tima qualidade quando a imagem original tem carater
fractal. No entanto o nivel de compressao nao é tao flexivel, nem tao eficiente como o
formato JPEG. Também, o processo de codificagao (transformando a imagem em um
programa para reconstrui-la) é ainda demasiadamente complexo para ter interesse
pratico. No entanto, a simplicidade da ideia juntamente com sua poténcia continua
sendo impressionante e muito sedutora.

2.3 Como funciona o buscador do Google

Esta se¢ao tem como base uma palestra apresentada em 16/08,/2012 por Tiago J.
Fonseca em um ciclo de seminérios realizado no Instituto de Ciéncias Matematicas
e de Computacao - ICMC da USP (Universidade de Sao Paulo).

J& pensou se nao existisse o Google? Qualquer pergunta que se é feita, seja de um
nimero de uma pizzaria a o PIB de um pais como a Finlandia, pode ser respondida
em segundos com um simples click no buscador mais poderoso do mundo, o Google.
E como se o Google lesse nosso pensamento e, nas primeiras paginas tivéssemos as
paginas relevantes para a nossa pesquisa. Parece mégica, mas é matemética!

Google

e)(clte

overture (Q O @

Inktomi
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No inicio parecia mais um dos vérios sites de busca que surgia na década de 90,
mais precisamente em 1996 iniciava um projeto de pesquisa de Larry Page e Sergey
Brin, quando ambos eram estudantes de doutorado na Universidade de Stanford,
na Califérnia, nos Estados Unidos. Enquanto os motores de busca convencionais
exibiam resultados classificados pela contagem de quantas vezes os termos de busca
apareciam na primeira pagina, os dois teorizaram sobre um sistema melhor que ana-
lisava as relacoes entre os sites. Eles chamaram esta nova tecnologia de PageRank,
onde a relevancia de um site era determinada pelo ntimero de paginas, bem como
pela importancia dessas paginas, que ligavam de volta para o site original. Page
e Brin originalmente apelidaram de sua nova ferramenta de busca de “BackRub”,
porque o sistema de checava backlinks para estimar a importancia de um site.

Eventualmente, eles mudaram o nome para o Google, proveniente de um erro
ortografico da palavra “googol”, o ntimero um seguido por cem zeros, que foi criado
para indicar a quantidade de informacao que o motor de busca podia processar. Ori-
ginalmente, o Google funcionou sob o site da Universidade Stanford, com o dominio
google.stanford.edu.

O nome de dominio “Google” foi registrado em 15 de setembro de 1997 e a
empresa foi constituida em 4 de setembro de 1998. No inicio, sua sede ficava na
garagem de uma amiga (Susan Wojcicki) em Menlo Park, California. Craig Silvers-
tein, um colega de doutorado estudante em Stanford, foi contratado como o primeiro
funcionario.

A fonte de inspiragao para criar PageRank foi o sistema académico de citacoes
e referéncias. O “valor” de uma publicagao académica é, como se sabe, calculado de
modo muito matematico, conforme o niimero de citacoes que um artigo receba em
outros artigos. Consequentemente, a classificacao geral de um artigo ou publicacao
académica é a soma de todas as citacoes que o artigo ou publicagao tenha recebido.
Como explicam Brin e Page:

“Aplicou-se a rede a literatura de citacoes académicas, em boa parte contando as
citacoes de, ou os links para, uma determinada pdgina. Tem-se assim boa aprorima-
cao da importincia ou qualidade de uma pdgina. PageRank estende essa ideia; mas
nao conta os links de todas as pdginas como se fossem equivalentes e, sim, atribui
peso ao numero de links que cada pdgina receba’.

Para se ter uma ideia, em 2012, os buscadores mais acessados no Brasil foram:

google.com.br: 82,97%
br.ask.com: 6,23%
br.bing.com: 5,06%
google.com: 2,45%
google.pt: 1,25%
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br.search.yahoo.com: 1,05%
ask.com: 0,40%

bing.com: 0,34%

google.ca: 0,051%
search.yahoo.com: 0,050%

O Google Brasil manteve a primeira posi¢ao do ranking da preferéncia dos usué-
rios de internet no pais, registrando 82,97% no periodo de 4 semanas terminadas em
26 de maio de 2012, de acordo com dados daExperian Hitwise, ferramenta lider de
inteligéncia digital da consultoria Experian Marketing Services:

O funcionamento de um buscador é baseado essencialmente em dois passos:

1) Matching: O algoritmo busca, dentre todas as paginas da Web, aquelas que
possui as palavras ou frases digitadas.

2) Ranking: O algoritmo seleciona quais, dentre as paginas encontradas no
primeiro passo, sao mais 7importantes? ou 7relevantes? e ordena o resultado.

A diferenca entre os buscadores é o segundo passo, onde a forma de ordenar
as paginas encontradas é o segredo do sucesso do Google. As técnicas de Ranking
usadas pela maioria dos outros buscadores sao focadas no contetido das paginas, ou
seja, analisava a proximidade de palavras procuradas, o que nao garante o sucesso
da pesquisa. Veja um exemplo:

Michael jordan
- . comegou a faculdade
é uma competic3o... de - a, mas...

Veja as solugdes da Plisls

primeira fase do nivel

e rilh
Universitario... teve uma brilhante

participacao na

@ de 1984...

Assim, os autores do PageRank inovaram ao perceber que poderiam usar a pro-
pria estrutura da Web para determinar a importancia das péaginas. As paginas
se conectam através de links e podemos pensar as paginas como no6s de um grafo
direcionado e os links como as arestas. Veja:
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I

\
. O

A proposta do Google é de considerar a importancia de cada péagina como a
soma das importancias das paginas que “apontam” para ela, dividida pelo nimero
de links que saem delas, ou seja, cada pagina “empresta”, em partes iguais, a sua
importancia para as paginas para as quais ela aponta. Assim, conclui-se que se uma
pagina é apontada por paginas importantes, ela deve ser importante.

Sera que a ordenacao das paginas obedecendo a essa democracia na Web? Caso
seja possivel, serd que ha varias opcoes de ocorrer tal ordenacdo ou ela é tnica?
Aqui o Teorema do Ponto Fixo de Banach cai como uma luva, garantindo que o
proposito dos criadores da Google é possivel.

Seja G um grafo direcionado, com nos 1,2, ...,n. Nosso objetivo é, para cada no
1, atribuir um valor real z; que traduza a relevancia do né i. Quando j é um n6 que
aponta para i, chamaremos de link de 7 para j e denotaremos por j —i. Se ¢; é o
namero de links que saem de j. Assim, vamos definir

x.
j—i
Com isso, temos o sistema linear
( mi1 mi2 Min
T o= — 11+ ——x e Tn
b lo ln
ma1 ma2 Man
Ty = ——x; + ——xy + - + —2m,
) b lo ln
mp1 mp2 Mpn
T, = ry + xro + -+ -+ T,
\ 0 Uy l,
onde m;; é o nimero de links j — ¢, que pode inclusive ser zero. Nesses termos,
m.. ~
se A = (a;) , onde a;; = —2 | entdo podemos ver A : RY — RY como uma
~ . )6] 3
transformacao linear e a relevancia © = [z, 2s,...,z,] sendo um autovetor de

autovalor unitéario.
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Vamos interpretar a;; como sendo a probabilidade de, saindo do vértice j, che-
gar ao vértice ¢. Um internauta, aleatoriamente, escolhe uma das n paginas, por
exemplo, vg = [1,0,...,0]. O vetor v; , obtido na equagao Avy = vy, indica a pro-
babilidade do internauta se encontrar na pagina ¢ apés um click, partindo de vy.
Continuando assim, sucessivamente, apos n clicks a probabilidade de o internauta
se encontrar na péagina ¢ é dado pela equacao Av,—; = v,. Esse modelo seria ideal se
o internauta sempre a partir de um link de uma pagina encontrasse outro de outra
pagina, porém isso nao ocorre. Por varios motivos, seja de grafos desconexos, de
paginas sem links ou por vontade propria do internauta ele para sua sequéncia e
a recomeca. A partir dai, a ideia de Page e Brin para resolver esses problemas foi
introduzir um fator probabilistico p de comecar tudo de novo e, evidentemente, 1 —p
de continuar nos links. Experimentalmente, o Google decidiu usar p = 0, 15. Assim,
a aplicacao que indica o percurso aleatorio do internauta num grafo de n vértices é:

1

" 0 0 0,
b l mMao1  Ma2 Man b
Y2 n > T Y2

.| +(1-p | O b b :
Yn : Yn
mn1 mnp2 Mnpn
1 Ly T, T,
L

Que podemos escrever, de forma mais simples, como T : RV — RY onde y —
pe + (1 — p)Ay, onde

S|

S|

1

n

Claramente vemos que a fungao T ¢ continua. Se mostrarmos que T é uma contracao
e lembrando que R é um espaco métrico completo, o Teorema do Ponto Fixo de
Banach nos garante que T possui um tnico ponto Fixo, ou seja, que o internauta
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chega sempre 3 pagina desejada. Para tanto, vejamos que, dados v,z € RY, e

notando que
n

Zaij =1

=1

temos:

IT(y) =T =1 -pAly —2)ll = (1 —p Z(Z%’\yi—zz‘!)

Jj=1

~(1-»Y (Z) =l = (=)Dl =zl = (L= p)lly = =]l

i=1

Ja que 1 — p é menor que 1, temos que T é uma contracao. Finalmente, por a
aplicacao possuir um tnico ponto fixo, o Teorema do Ponto Fixo de Banach garante
que tudo isso funciona e indicando que a relevincia de cada pagina esta bem definida.

44



Referéncias Bibliograficas

[1] Barata, J. C. A., Curso de Fisica-Matemaética, Versao de 15 de maio de 2008.
Departamento de Fisica Mateméatica USP. Disponivel em: denebola.if.usp.br/
jbarata/Notas de aula/notas de aula.html.

[2] Domingues H. H., Espagos Métricos e Introdugao a Topologia, Ed. Atual, 1982.

[3] Figueiredo, D. G., Numeros irracionais e transcendentes. 3* edi¢ao. Rio de
Janeiro. SBM, (2002).

[4] Kaluza R. , a vida de Stefan Banach (Boston, 1996).

[5] Kominek J., Advances in fractal compression for multimedia applications, Mul-
timedia Systems Journal, vol. 5, n®4, 1997, 255-270.

[6] Kreyszig E., Introductory Functional Analysis with Aplications, WILEY, Uni-
versity of Windsor, 1978.

|7] Lima, E. L. Analise Real, Volume 1. Rio de Janeiro: IMPA; CNPq, 1989.

[8] Lima, E. L. 2004. Anélise Real, Volume 2, Projeto Euclides. 2 ed. Rio de Janeiro:
IMPA.

[9] Lima, E. L., Espagos Métricos. Projeto Euclides. IMPA, CNPq. (1977). Livros
Técnicos e Cientificos, Editora.

[10] Rousseau C., Point fixe de Banach (in French), Accromath 5, hiver-printemps
2010 (www.accromath.ca).

45



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Sites consultados:
http://alpha.mini.pw.edu.pl/ domitrz/Banach.pdf. Acesso em 09/04/2013.

http: //www.brasilescola.com/filosofia/logica-aristoteles.htm. ~ Acesso  em
09/04,/2013.

Nectoucx, Antoine, Banach e seu microscopio para encontrar pontos fixos,

http://blog.kleinproject.org/?p=1704&lang=pt-br acessado em 02/04/2013,
tendo [10] como base.

46



