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Resumo

Neste trabalho, investigamos paralelamente os aspectos fisicos e mateméticos
inerentes ao problema do confinamento de férmions de Dirac sem massa em nano-
estruturas de grafeno. Em uma abordagem no limite de baixas energias, propo-
mos modelos para descrever sistemas confinantes no ambito da fisica do grafeno
e estudamos de que modo a escolha das condigoes de contorno do problema - ou,
equivalentemente, dos dominios do operador de Dirac - exercem influéncia sobre as
propriedades fisicas de tais sistemas. Neste cenério, concentramo-nos essencialmente
no estudo do comportamento fisico de nanoanéis e nanofitas de grafeno em resposta
a aspectos como topologia, geometria de borda e interface e interagoes com campos
externos. Ao mesmo tempo, também é realizada uma rigorosa investigacao acerca
dos aspectos formais do problema e do modo como eles se refletem fisicamente. A
luz da teoria dos operadores lineares em espagos de Hilbert, analisamos o papel
desempenhado pela nocao de self-adjointness na modelagem do problema e estabe-
lecemos conjuntos de condi¢Ges de contorno fisicamente aceitéveis relativamente ao
grafeno, o que corresponde matematicamente & definicdo de extensoes auto-adjuntas
do Hamiltoniano de Dirac da descrigao do continuo. Conjuntos propostos no trata-
mento de algumas das configuragoes estudadas sao abordados neste contexto. Além
disso, apresentamos um estudo & parte em que examinamos a influéncia de defeitos
topoldgicos na fisica de férmions com massa no grafeno na presenca de interagoes de
Coulomb e de campos magnéticos uniformes.

Palavras-chave: grafeno, equagdo de Dirac, condigbes de contorno, faixas de Mo-
bius, nanofitas, extensoes auto-adjuntas, nanocones.






Abstract

In this work, we investigate in parallel physical and mathematical aspects inhe-
rent to the problem of confinement of massless Dirac fermions in graphene nanostruc-
tures. In a low energy approach, we propose models to describe confining systems
in graphene and study how the choice of boundary conditions of the problem - or,
equivalently, of domains of the Dirac operator - affects the physical properties of
such systems. In this scenario, we concentrate essentially on the study of the physi-
cal behavior of graphene nanorings and nanoribbons in response to aspects such as
topology, edge and interface geometry and interactions with external fields. At the
same time, a rigorous investigation concerning formal aspects of the problem and
the way that they manifest themselves physically is also performed. In light of the
theory of linear operators on Hilbert spaces, we analyze the role played by the notion
of self-adjointness in the problem and establish sets of boundary conditions physi-
cally acceptable in graphene, which mathematically corresponds to the definition
of self-adjoint extensions of the Dirac Hamiltonian from the continuum description.
Sets proposed in the treatment of some studied configurations are approached in
this context. In addition, we present a particular study in which we examine the
influence of topological defects on the physics of massive fermions in graphene in
the presence of Coulomb and uniform magnetic fields.

Keywords: graphene, Dirac equation, boundary conditions, Mobius strips, na-
noribbons, self-adjoint extensions, nanocones.
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1 Introducao

O carbono & possivelmente o quarto elemento mais abundante no Universd]e o terceiro
mais abundante nos organismos vivos, sendo uma das bases fundamentais para a formacao
e evolugao da vida em nosso planeta [1, 2]. Compondo uma por¢ao infima da crosta terres-
tre e sendo estimado como apenas o décimo quarto constituinte mais abundante na Terra,
a ocorréncia mais antiga observada pelo homem ¢é possivelmente o carvao vegetal, ainda
na Pré-Historia [2, B, 4, 5]. Ocorréncias puras como o diamante e o grafite ja eram iden-
tificadas entre as primeiras civilizacoes da Antiguidade, embora sua natureza comum nao
fosse conhecida. Estas ocorréncias se formam sob diferentes condig¢oes na Terra, tais como
de temperatura e pressao, e sao denominadas alétropos. Em geral, o carbono pode ser
encontrado na natureza em algumas variedades alotrépicas. Quimicamente semelhantes,
mas diferindo por seus arranjos espaciais e pela natureza de suas ligagoes, estes aldétropos
distinguem-se fundamentalmente por suas propriedades fisicas, fato desencadeante da re-
cente revolucao causada pela nova geracao de nanomateriais baseados em carbono, como
o fulereno, os nanotubos e o grafeno.

As primeiras realizagoes tedricas e experimentais na quimica do carbono sao frequen-
temente creditadas a Lavoisier [2, 5], como a descoberta do diamante como uma forma,
pura de carbono [3] 5], por volta de 1772. Somente em 1779, a primeira rela¢do entre o
grafite - conhecido na época como chumbo negro - e o carbono foi sugerida por Scheele
[6]. Até entdo, o grafite era frequentemente confundido com outros elementos, dentre os
quais figurava notadamente o chumbo, razao pela qual era conhecido por tal designagao.
Scheele mostrou que, assim como o diamante, o grafite era também uma forma alotropica
do carbono. Em 1789, o recém-descoberto alétropo foi batizado por Werner com o nome
de “grafite”, derivado do grego ypagern (graphein), que significa “escrever”ﬂ

Sao marcantes as diferencas entre as propriedades encontradas no grafite e no dia-
mante. Do ponto de vista estrutural, o diamante consiste em atomos de carbono dispos-
tos em uma geometria tetraédrica, conectados por fortes ligacoes formadas a partir de
orbitais em uma hibridizacao sp®. O grafite, por sua vez, consiste de varias camadas de
uma rede bidimensional composta de dtomos arranjados hexagonalmente, com ligacoes
em uma hibridizacao sp?. Tais camadas sdo unidas por uma fraca interacao do tipo van
der Waals. Essencialmente em decorréncia desses aspectos, as propriedades fisicas sao
notavelmente distintas para estes dois al6tropos.

Até 1985, os dois tinicos aldtropos do carbono conhecidos eram o diamante e o grafite.

L Classificacoes desta natureza referem-se a estimativas e, assim sendo, pontuais discrepancias podem

ser encontradas na literatura em geral.

A titulo de digressdo, uma boa exposi¢ao tracando aspectos gerais sobre as origens e linhas etimo-
logicas do termo pode ser encontrada no Diciondrio etimoldgico da lingua portuguesa, de Antdénio
Geraldo da Cunha.
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Naquele ano, foi anunciada a descoberta por Kroto et al. [7] de uma nova forma alotro-
pica: o fulereno. Vaporizando o grafite por irradiacao a laser, eles detectaram uma nova
espécie de arranjo estrutural formado pelos a&tomos de carbono que eram desprendidos em
decorréncia do processo. A mais estavel, batizada de Buckminsterfullerene (Cg), seria
composta de 60 atomos de carbono em uma particular geometria. Por consideragoes de
natureza quimica, os referidos pesquisadores sugeriram que tal estrutura teria a geometria
de uma bola de futebol ou, mais precisamente, um icosaedro composto de 20 hexagonos
e 12 pentagonos cujos vértices corresponderiam as posicoes ocupadas pelos atomos. Tal
descoberta rendeu ao grupo o prémio Nobel de quimica de 1996. Em 1990, visando a
fabricagao de fulereno em larga escala, Kritschmer et al. 8, 9] fizeram uma nova impor-
tante descoberta. Utilizando uma nova técnica de sintese, eles descobriram o Cgy so6lido,

um fulereno com estrutura cristalina, o qual chamaram de fulerito.

Um novo horizonte de pesquisa se abriu com a descoberta do fulereno, e uma grande
expectativa em relacdo a este material foi criada. A possibilidade de produgao de novas
estruturas de carbono era outra questao que emergia com o precedente aberto pela sintese
do fulereno. Tal panorama levou entao, em 1991, a uma nova revolucao na fisica da ma-
téria condensada com a sintese dos nanotubos de carbono por Ijima [10]. Em um aparato
similar aquele utilizado na producao do fulereno por Kratschmer et al., foram crescidos
tubos em escala nanoscopica formados por (entre 2 e 50) cilindros grafiticos coaxiais com
diametros tipicos da ordem de 3-40 nm; por essa razao, foram denominados nanotubos
de multiplas paredes. Mais tarde, também foram sintetizados nanotubos com uma tinica
parede, novamente por Ijima [II]. Embora grande parcela da literatura credite a Ijima a
descoberta dos nanotubos de carbono, hd uma certa discussao recente a respeito da an-
terioridade de tal descoberta. Segundo Monthioux e Kuznetsov [12], h4 um considerével
nimero de trabalhos tratando de nanotubos que precedem o artigo de Ijima; e a primeira
evidéncia comprovada da sintese de nanotubos pode ser encontrada na publicacao russa
[13], de 1954, por Radushkevich e Lukyanovich. Sendo assim, a descoberta teria se dado
quase 40 anos antes da publicacao considerada como a pioneira no assunto.

Apesar de nao ser um trabalho pioneiro, é unanimidade o fato de que a publicacao
de Ijima é o grande marco inicial da area, o responsével por impulsionar o macico e re-
cente interesse cientifico em nanotubos de carbono. O trabalho de Ijima nao é importante
apenas por sua relevancia historica, nele também é identificado um aspecto morfologico
importante associado ao processo de crescimento dos nanotubos; 14 é notado que as cascas
cilindricas que compoem as agulhas 1[ﬂ tém um particular arranjo em hélice da rede e
que esta caracteristica varia de casca a casca, em um Unico tubo, e de agulha para agu-
lha. Este é um detalhe de grande relevancia especialmente por causa das propriedades
eletronicas que estao associadas a ele. Trabalhos teéricos posteriores apontaram uma

relacao estreita entre o comportamento eletronico desses objetos e tal aspecto. Os na-

3 No artigo original, os nanotubos de multiplas paredes sio identificados como agulhas unidimensionais.
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notubos apresentariam um comportamento metalico ou semicondutor dependendo desta

caracteristica de sua morfologia |14}, [15], 16}, [17].

Desde muito cedo, os nanotubos de carbono tém se revelado materiais promissores nao
sO por suas propriedades eletronicas tinicas, suas propriedades fisicas de um modo geral
tém despertado bastante atengao [I8, 19]. A grande excitagao no meio cientifico causada
pela descoberta do fulereno e dos nanotubos de carbono atingiu o seu épice com a sintese

do al6tropo base de suas morfologias: o grafeno.

As bases tedricas que descrevem o comportamento eletronico do grafeno ja estavam
estabelecidas desde o trabalho de Wallace [20]. Wallace foi o primeiro a calcular a es-
trutura de bandas para uma monocamada de grafite e a demonstrar que ela se comporta
como um semicondutor de gap nulo, ou seja, que as bandas de valéncia e de condugao se
tocam em determinados pontos. Mais que isso, ele também apontou que, nas proximida-
des desses pontos, a relacao de dispersao apresentava uma relagao linear entre energia e
momento. Por sua vez, a abordagem do continuo centrada na equacao de Dirac para a
vizinhanga desses pontos pode ser encontrada ja no trabalho de Di Vicenzo e Mele [21]
em uma tratamento para sistemas grafiticos de intercalacao via aproximacao de massa
efetiva. No entanto, até recentemente os avangos alcancados nesse sentido eram todos de
natureza teoérica, uma vez que a estudada monocamana de grafite ainda nao havia sido
isolada em laboratério. O cenério estabelecido anteriormente & obtencao em laboratorio
do grafeno nao fornecia grandes expectativas em relagao a sua realizagao experimental. A
existéncia de redes bidimensionais era considerada bastante improvavel segundo as pre-
digdes tedricas de Landau e Peirls. De acordo com Landau [22], as flutuagdes térmicas
gerariam na rede deslocamentos que se tornariam infinitos & medida que o tamanho da

rede crescia e, assim, ela dificilmente poderia ser encontrada na natureza.

Em 2004, Novoselov et al. finalmente isolaram o grafeno em laboratorio [23]. Eles ob-
tiveram amostras grafiticas com algumas poucas camadas, incluindo uma monocamada,
por uma técnica bastante simples de esfoliagdo mecénica. A técnica original consistia
basicamente na retirada de camadas de uma amostra de grafite por um repetido processo
de adesivacao e remocao. Com um campo elétrico aplicado as amostras, efetuaram as
primeiras medigoes das propriedades de transporte do grafeno. Posteriormente, tal pro-
cesso de fabricagao foi aprimorado por uma técnica conhecida como clivagem mecénica,
que consistia em friccionar duas camadas de um determinado material, resultando na
produgao de flocos contendo poucas camadas [24]; além do grafeno, monocamadas de
outros materiais também foram isoladas por esse processo, tais como BN, NbSey, MoS; e
BisSryCaCusO,. Por complemento, também merecem nota a fabricacao de grafeno cres-
cido epitaxialmente em substratos de SiC por Berger et al. [25] e a producao de amostras

suspensas livres de substratos por Meyer et al. [26].

Algumas das ja bem conhecidas propriedades eletronicas peculiares do grafeno foram

observadas experimentalmente logo cedo pelo grupo de Novoselov e Geim [27]. Em tal
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trabalho, é reportada a observacao experimental de um comportamento atipico de elétrons
como particulas relativisticas sem massa. As medic¢oes indicavam fendmenos incomuns
tais como a existéncia de um efeito Hall quantico inteiro andémalo e uma condutividade
exibindo um valor minimo finito mesmo quando a densidade de particulas era zero, que
eram compativeis com tal comportamento. Desde entao, uma robusta literatura sobre
os mais variados aspectos fisicos do grafeno vem sendo estabelecida na area; a mesma
traz varios artigos de revisao contendo boa parcela das contribuigoes mais relevantes
[28] 29, 30, 31], e nos quais uma exposi¢ao mais geral sobre o assunto pode ser encontrada.
Hoje, uma década depois, o conhecimento cientifico acerca das particularidades do grafeno
encontra-se em estado relativamente avancado e as primeiras aplicagoes comegam a virar
realidade. Sabe-se que o grafeno é cenario para uma gigantesca diversidade de fendémenos
de natureza quéantica e que suas propriedades sao de extrema importancia para a fisica
tedrica e para a nanotecnologia. Todos esses aspectos elevaram o grafeno & posigao de
um dos mais notaveis e promissores materiais ja estudados e, hoje, ele ocupa um espaco

Unico na fisica da matéria condensada.

A partir de 2004, nanoestruturas de grafeno como nanofitas e nanoanéis passaram a re-
ceber grande atencao da comunidade cientifica. Particularmente, nanofitas de grafeno tém
alcangado grande notoriedade em virtude das propriedades que emergem do confinamento
transversal caracteristico de sua descricao e das possibilidades de aplicacao das mesmas
em dispositivos eletronicos a base de grafeno [32], 33, 34, [35] 36}, 37, 38}, 39]. Neste contexto,
caracteristicas como a presenca de um gap de energia que decresce com o aumento da
largura da fita s@o de particular interesse em certos dispositivos [35] [36) 37, 38, 39]. Uma
outra particularidade notavel tipica de tais nanoestruturas é o aparecimento de estados de
borda em nanofitas com bordas zigzag [32}, 33]. Esta classe de nanofitas apresenta estados
eletronicos que se localizam nas bordas da fita e mostra um comportamento tipicamente
metéalico, com auséncia de gap. Além disso, nanofitas com bordas armchair ainda exibem
uma incomum dependéncia entre a largura e a natureza eletronica, alternando entre os
regimes metalico e isolante de acordo com suas dimensoes fisicas [32], [33]. Diversas outras
propriedades fisicas relevantes e aplicaveis do ponto de vista tecnolégico tém aparecido

tanto em investigacoes tedricas quanto experimentais.

Por outro lado, anéis de grafeno tém se revelado nanoestruturas capazes de exibir
fendmenos quénticos tipicamente observados em anéis metalicos mesoscopicos. Recen-
temente, a manifestagao de fendmenos quanticos de interferéncia como o aparecimento
de oscilagoes Aharonov-Bohm foi observada experimentalmente em tais nanoestruturas
[40, 4], [42], tornando-os ainda mais atraentes de um ponto de vista de aplicagdo. De-
vido ao interesse em suas propriedades eletronicas, anéis quanticos de grafeno estao sendo
produzidos e estudados sob os mais variados arranjos experimentais e modelos teéricos
|40, (4T, [42], 43, [44), 45], 146, [47), 48], 149, [50]. Neste contexto, além de sua utilidade de natureza

eletronica, como, por exemplo, a origem de correntes persistentes, o efeito Aharonov-Bohm
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[51] aparentemente também exerce um papel importante em relagao a fisica do grafeno.
Recentemente, a introdugao e a manipulagao de um fluxo Aharonov-Bohm em anéis de-
monstraram ser um possivel caminho para quebrar e controlar a degenerescéncia de vale

no grafeno [43] 44], o que pode ser bastante interessante do ponto de vista experimental.

Os primeiros estudos em nanoestruturas de grafeno com um viés topolégico antecedem
a descoberta deste material. Apos a producao de cones de grafite em 1993 por Krishnan
et al. [52], Lammert e Crespi [53] propuseram o primeiro modelo teorico descrevendo co-
nes construidos a partir de uma monocamada de grafite com uma abordagem topologica.
Neste tratamento, o cone é descrito como uma folha de grafeno na presenca de um defeito
topologico conhecido como disclinagao, cuja influéncia efetiva sobre o sistema se manifesta
de um tal modo que sua contribuicao pode ser equivalentemente modelada incorporando
ao mesmo um fluxo ficticio que se comporta como um fluxo Aharonov-Bohm. Tal modelo
foi empregado anteriormente para descrever moléculas de fulereno por Gonzélez, Guinea
e Vozmediano [54] 55]. La, moléculas de fulereno eram concebidas como provenientes de
uma insercao conjunta de defeitos topologicos responsével pela geracao de curvatura no
grafeno, sendo formadas, especificamente, a partir da adicao de anéis pentagonais a suas
redes hexagonais tipicas; e os efeitos da topologia na formulacao do continuo eram simu-
lados por uma acao de campo associada a um monopolo magnético. Neste viés particular,
intmeras contribuigoes tém sido dadas abordando o assunto sob algumas configuragoes
fisicas particulares. Lammert e Crespi [50] apresentaram uma classificagdo de cones com
duas disclinagoes pentagonais em termos do fluxo ficticio; no mesmo trabalho, também
calcularam os niveis de Landau para o caso com uma disclinagao genérica. Outras contri-
buigoes relevantes foram dadas por Cortijo e Vozmediano [57, [58]. Também, formulagoes
puramente geométricas para o problema tém sido abordadas por alguns autores [59, [60].
Recentemente, o problema de impurezas de Coulomb no grafeno [61], 62, [63], 64, [65] tem

sido investigado em tal cenario por Chakraborty et al. [66, [67].

Nesse mesmo viés, nanoanéis com a topologia da faixa de Mobius tém sido bastante ex-
plorados em trabalhos recentes. Muito antes das primeiras abordagens tedricas tratando
de faixas de Mobius a base de grafeno, porém, materiais incorporando o seu aspecto to-
pologico caracteristico ja haviam sido pontualmente estudados e algumas contribuicoes
anteriores tanto de natureza teérica quanto experimental podem ser encontradas na lite-
ratura da fisica da matéria condensada. Contudo, a nogao de uma topologia de M&bius
associada a moléculas ciclicas, proposta teoricamente por Heilbronner [68], foi a precur-
sora no assunto em ambito cientifico. Uma série de contribuigoes tedricas foi dada na area
da quimica [69] [70, [71) [72] até que, em 2003, uma molécula estével com tal topologia foi

sintetizada em laboratorio e as predi¢oes de Heilbronner foram confirmadas [73].

Apenas recentemente o interesse teérico em efeitos da topologia de Mobius sobre a
fisica de materiais foi despertado. Em 2002, Tanda et al. [74] sintetizaram cristais de

niobio e selénio (NbSe3) que exibiam uma topologia de Mobius. Em tal artigo, sao



20 Capitulo 1. Introdugdo

descritos trés diferentes arranjos nos quais a estrutura pode ser encontrada: um anel
ordinario, uma faixa de MoObius e uma fita mais exética em forma de oito; todas elas
relacionadas as condic¢oes de crescimento da estrutura. Embora uma certa dificuldade na
producao da estrutura com o aspecto de Mobius seja descrita, as condi¢oes que permitem
sua sintese e os mecanismos que geram a topologia sao razoavelmente bem determinados.
Com isso, é aberta a possibilidade de fabricacao de intimeras outras estruturas compostas
por materiais diversos. H& algumas contribuigoes tedricas descrevendo sistemas fisicos
que incorporam tal topologia que sao anteriores ao trabalho desenvolvido pelo grupo de
Tanda [75, [76, [77], mas ndo ha duvidas de que a realizacao experimental, a obtengao
em laboratério de cristais sob a forma de faixas de Mdbius foi a grande responsavel por

intensificar o interesse dos pesquisadores da area.

Algumas propriedades fisicas interessantes exibidas por sistemas em faixas de Mdbius
tém sido relatadas nos ultimos anos. Fendmenos associados diretamente & sua natureza
topologica tém sido cada vez mais descritos na literatura e a chance de sua utilizagao em
nanodispositivos eletronicos tem se tornado cada vez mais concreta. De grande impor-
tancia, como exemplo, é a investigacao tedrica das propriedades de correntes persistentes
em anéis quanticos sob a forma de faixas de Md&bius realizada por Yakubo, Avishai e
Cohen [7§], ainda antes da descoberta do grafeno. Uma abordagem de sistema confi-
nante de Schrodinger nessa mesma direc¢ao foi empregada por Martins Ferreira et al. [79].
Igualmente, propriedades tais como a supressao da transmissao em anéis de Mobius, en-
contradas no trabalho de Zhao et al. [80] e mais tarde também encontrada em sistemas

de grafeno [81], sdo também de extrema relevancia.

Particularmente, investigacoes tedricas nesse sentido tém se demonstrado bastante
frutiferas em relagao ao grafeno. Os efeitos de tal topologia em sistemas grafiticos foram
logo cedo abordadas teoricamente por Wakabayashi e Harigaya [82]. Recentemente, Guo
et al. [81] estudaram as propriedades eletronicas de faixas de Mobius com bordas zigzag e
demonstraram que elas se comportam como isolantes topolégicos. No trabalho é mostrado
que, na presencga de um campo elétrico transversal, hd uma densidade de estados de borda
nao nula nos pontos de Dirac e que, assim, nao hd um gap de energia como nos anéis
ordinérios. Este é um resultado de grande relevancia quando consideramos a extensa e
crescente literatura sobre os aspectos fisicos e as promissoras possibilidades dos isolantes
topologicos. Em uma outra dire¢ao, mais recentemente calculos de primeiros principios
revelaram importantes aspectos estruturais em faixas de Mobius de grafeno de largura
variavel [83]. Propriedades eletronicas, oticas e estruturais de sistemas analogos também

tém sido estudadas por Caetano et al. [84] 85].

Nesta tese, investigamos as propriedades fisicas de nanoestruturas de grafeno sob in-
fluéncia de aspectos topologicos e geométricos em configuracoes livres ou na presenca
de interagoes com campos externos. Particularmente, estudamos o problema do confi-

namento de férmions de Dirac sem massa em faixas de Mobius e nanofitas de grafeno
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ao mesmo tempo que investigamos formalmente o aparato matematico que caracteriza a
descrigao. Configuracoes que incorporam aspectos como geometria de borda e interface, o
efeito Aharonov-Bohm e topologia sao cuidadosamente abordadas. Em adicao, investiga-
mos o comportamento eletréonico do grafeno com gap na presenca de defeitos topoldgicos

e interagindo com campos de Coulomb e campos magnéticos uniformes.

Inicialmente, é realizada uma breve introducao a fisica do grafeno, destacando-se os
pontos fundamentais para a construcao e a compreensao dos assuntos tratados nos capi-
tulos seguintes. E dada uma breve prescricao do desenvolvimento que leva ao limite do
continuo no grafeno e os principais elementos que serao usados em nosso tratamento sao
introduzidos. A excecdo deste capitulo de revisdo, a totalidade da tese versa sobre tra-
balhos inéditos provenientes da pesquisa de doutorado do presente autor, sendo escritos,

em esséncia, a partir dos esbocos dos artigos para publicacao.

O primeiro trabalho trata do confinamento de particulas de Dirac sem massa em faixas
de Mobius. Em uma abordagem topolégica, é proposto um modelo de confinamento para
férmions relativisticos sem massa livres via adog¢ao de condi¢oes de contorno, a partir do
qual investigamos as propriedades fisicas do sistema, assim como suas implicacoes diretas
no grafeno. O trabalho seguinte aborda os aspectos gerais do efeito Aharonov-Bohm em
tal cenario. Partindo do modelo proposto, sao estudados os efeitos da presenca de um
fluxo Aharonov-Bohm nas propriedades eletronicas dessas faixas de Mobius. A dependén-
cia do fluxo no espectro energético e as correntes persistentes sao analisadas para esses
anéis quanticos. No terceiro trabalho, adicionamos a nossa descri¢ao de sistemas confinan-
tes de Mdbius o papel que pode ser exercido pela geometria das bordas. Especificamente,
descrevemos faixas de Mobius com borda zigzag e armchair propondo conjuntos de con-
digoes de contorno que incorporam compativelmente a informacao a respeito da natureza
da borda e da interface ao confinamento. Estudamos o comportamento eletronico de tais
estruturas, examinando as propriedades dos estados de bulk e de borda, para o caso zigzag,
e certas caracteristicas da estrutura de bandas do caso armchair. No quarto trabalho,
investigamos o comportamento de nanofitas com bordas zigzag na presenca de campos
elétricos uniformes no regime de campo fraco. Resolvemos o problema de Dirac em tal
configuragao e caracterizamos o sistema desejado através da imposicao de condigoes de
contorno apropriadas. Estudamos como a presenca de um campo elétrico transversal pode
modificar as propriedades de tais nanofitas, observando como se apresentam os estados
de borda e de bulk nessa configuracao. Além disso, discutimos como tal influéncia pode
ser refletida na decri¢ao de faixas de Mobius construidas a partir das mesmas. No quinto,
concentramo-nos especificamente no formalismo matematico que rege o problema do con-
finamento de particulas de Dirac sem massa em nanoestruturas de grafeno. Tratamos das
extensoes auto-adjuntas do operador de Dirac 2D do grafeno e estabelecemos conjuntos
de condigoes de contorno acessiveis a sistemas confinantes grafiticos, tais como nanofitas,

nanoanéis e faixas de Mobius. Na sequéncia, focamos no problema de nanofitas com bor-



22 Capitulo 1. Introdugdo

das armchair no limite de baixas energias. Demonstramos que o conjunto de condicoes de
contorno vigente para a descricao de tais nanoestruturas representa um modelo formal-
mente consistente e que o Hamiltoniano de Dirac do grafeno incorporando tal conjunto
caracteriza-se como um operador verdadeiramente auto-adjunto. Além disso, analisamos
um Hamiltoniano problemético para o qual tais condi¢oes nao sao permitidas. Por fim,
no ultimo é realizado um estudo a parte do segmento central do presente trabalho de tese.
E valido salientar que o referido capitulo nio integrava originalmente o corpo pensado
para esta tese e, portanto, nao ha uma relacao tao estreita entre o contetido dos capitulos
que o precedem e o conteiido do mesmo, apesar de todos se referirem a fisica de nanoes-
truturas de grafeno. Por razoes que excedem o escopo desta introducgao, fez-se necessario
introduzir o trabalho ja publicado. Sendo assim, o presente autor considerou razoavel
finalizar a tese com o mesmo. Apesar de nao planejado para a estrutura original, nao
ha uma perda considerével na linha de contetddo, pois ha muitos aspectos que podem ser
postos em paralelo na tentativa de clarear o nosso entendimento sobre o comportamento
quantico de particulas de Dirac em nanoestruturas de grafeno, de um modo geral. L4,
sao investigadas as propriedades fisicas de particulas de Dirac com massa em nanocones
de grafeno na presenca de interagoes Coulombianas e com campos magnéticos uniformes.
Os resultados apresentados 14 podem ser encontrados na publicagao [86].

Ao final, encerramos a presente tese com um ultimo capitulo dedicado as consideragoes
gerais acerca do trabalho desenvolvido, onde discorremos em sintese sobre os principais
resultados encontrados ao longo da pesquisa e brevemente apontamos para algumas pers-

pectivas gerais a respeito de questoes em aberto e possiveis futuras linhas de investigacao.
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2 Breve introducao a descricao do continuo no grafeno

O grafeno é uma rede bidimensional formada por d4tomos de carbono dispostos hexa-
gonalmente, como mostrado na [Figura 1] Tal disposigdo provém de ligagdes formadas a
partir de orbitais em uma hibridizacao sp?. Cada atomo de carbono possui um orbital
s e trés orbitais p que se hibridizam para formar trés orbitais sp? a partir dos quais sao
produzidas ligacoes o com outros trés atomos, ao mesmo tempo em que um orbital p é
preservado. Estas ligacoes o sao fortes e garantem a estabilidade e a rigidez da rede. Por
outro lado, os orbitais p nao hibridizados, que sao perpendiculares ao plano, hospedam
os elétrons de conducao da rede e sao, portanto, os responsaveis pelas propriedades ele-
tronicas do grafeno. No grafite, a partir desses orbitais é produzida uma fraca interacao
de van der Waals com as camadas de grafeno adjacentes. Aqui, vamos considerar apenas
transicoes entre tais orbitais nao hibridizados.

Usualmente, tal rede é descrita em termos de duas subredes triangulares superpostas,
tipicamente denominadas A e B. Nela, define-se um célula unitaria composta por dois

atomos, sendo um pertencente & subrede A e outro & subrede B. Definimos também os

a; = ag <§, E) e dy = ag <§, —£> , (2.1)
27 2 2 2

2 2 1 V3 2 1 3
(51 = Qo (1,0), 52 = Qo <—§, g) (S 53 = Qo (-57 —\/7_> y (22)

responsaveis por conectar os sitios localizados na subrede A aos seus primeiros vizinhos

vetores de rede

e os vetores

na subrede B; ag é a distancia entre dtomos de carbono na rede. Todos estes elementos
podem ser vistos na [Figura Il A partir destas definigdes, podemos empregar a descrigao
matemaética tradicional baseada em uma aproximagao tight-binding para primeiros vizi-
nhos. Nesta aproximacao, o Hamiltoniano para o sistema pode ser escrito da seguinte

forma:

H=7% % a(@)bl(7 + ;) + a (7)b(F + 5,), (2.3)

onde 7 (&~ —3 €V) representa a probabilidade de tunelamento entre os orbitais e os ope-
radores a (a') e b (b') sdo os operadores de criacdo (aniquilacido) agindo sobre as subredes
A e B, respectivamente. Dessa forma, o primeiro termo ab’ representa a criacdo de um
elétron em um sitio A simultaneamente & aniquilacdo de um elétron em B, isto é, cor-
responde a transferéncia de um elétron de um sitio B para um sitio A. Analogamente, o

segundo descreve o tunelamento de A para B.
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Figura 1 — Rede hexagonal do grafeno

1 - Rede hexagonal do grafeno. O sitios pretos e brancos representam as subredes A e B, respectivamente.
A regiao delignitgda em vermelho corresponde & célula unitaria, os vetores d; e ds sao os vetores da rede
e os vetores 01, d2 e 03 conectam os sitios A aos seus primeiros vizinhos. Os vetores @) e d} representam
um escolha alternativa para os vetores de rede.

Com este esquema, migramos para o espago dos momentos por meio de uma transfor-

mada de Fourier definida como

_ R TG (1
a(F) = m% (F) (24)

b — ¢LN S eI, (2.5)
2

onde N é o nimero de células unitarias. Substituindo (2.4)) e (2.5) no Hamiltoniano (2.3)),

podemos escrever

T [ iR o =iR-(Fi+8) 5 (VBT (1) 4 o= iR ot (it 8 gt (VB (o
H = NZZ _@k e K- (5+0 )a(k’)bT(k‘/)_i_e k ek( +0 )CLTU{?)I)(]{Z/)] (26)

BT kK

= TN [ R aRE (F) + e F e Al Rp() | (2.7)
i ER

— %ZZ 515'7@*17.*1@(];)[?(5/)+5EH€¢7}@T(]§)[S(}Q)} (2.8)
ioEE

= N [ ERaE R) + Fal Rh)| (2.9)
ik

Dessa forma, escrevemos em forma matricial
S\ T

" Z a(k) 0 Ty e
z b (k) Ty, ek 0

l

(2.10)

T
~
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—~
~—

A diagonalizacao da matriz fornece a relagao

72 7T 2|2
E2 _ 7_2 61k-51 + ezk~62 + ezk~(53 7 (211)
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Figura 2 — Primeira zona de Brillouin e estrutura de bandas nas proximidades dos pontos de Dirac
k E

e —.

- q,

2 - A esquerda, pontos K e K’ localizados nos vértices da primeira zona de Brillouin. A direita, estrutura
de bandas nas proximidades dos pontos K e K’.

a partir da qual, com a substituicdo dos vetores d;, do e d3 definidos acima, finalmente
encontramos a relagao de dispersao:

3 3
E* =12 {3+ 2cos <\/§a0ky> + 4 cos (iaokx) cos gaoky : (2.12)

Tal relagao nos da a estrutura de bandas do grafeno. Ela descreve duas regioes permitidas,
uma para cada sinal da energia, conhecidas como bandas de valéncia e de conducao. A
banda de valéncia, que corresponde a regiao com E < 0, abrange os estados ocupados por
elétrons. Por outro lado, a banda de conducao, com E > 0, estd completamente vazia.
Diante da relacao , podemos identificar dois pontos que tém uma fundamental
importancia para o grafeno. Sao eles K = (;T’TO, 3%%) e K = <3%TT;, —3\%%), os pontos
onde a relacao de dispersao acima é zero, ou seja, pontos onde as bandas de valéncia e

de condugao se encontram. Ha, na realidade, um conjunto de seis pontos no espaco dos
momentos para os quais a relacao acima se anula, mas eles se reduzem a apenas dois nao
equivalentes, a saber K e K'. Estes pontos estao localizados nos vértices de uma regiao
conhecida como primeira zona de Brillouin do espago reciproco, que esta esquematizada

Sem duvida, uma das caracteristicas mais interessantes relativamente ao grafeno diz
respeito a fisica nas proximidades desses pontos, ao comportamento eletrénico no limite
de baixas energias. Este aspecto pode ser visualizado escrevendo E(E) para pequenos
momentos em torno do ponto K , isto é, tomando k=K+ 7, com § K K o momento
relativo a K. Efetuando-se tal substituicao e desprezando os termos de maior poténcia

em ¢, a relacao de dispersao finalmente escreve-se como
E =~ tupg, (2.13)

onde vp = %Tao ¢ a velocidade de Fermi. Como podemos observar, neste regime a energia

apresenta uma relagao linear com o momento similar a relagao de dispersao relativistica



26 Capitulo 2. Breve introdu¢do & descrigdo do continuo no grafeno

para particulas de massa nula; e, portanto, a estrutura de bandas é conica nas proximida-
des de tal ponto, o que esta representado na [Figura 2| Sendo assim, é possivel descrever
os elétrons nesse regime como particulas sem massa propagando-se com uma velocidade
da luz efetiva de aproximadamente 10° m/s, e cujo comportamento dinamico ¢ governado
por uma equacao de Dirac particular. O mesmo comportamento é encontrado para K’
Por essa razao, tais pontos sao comumente chamados de pontos de Dirac. Com isso, neste
limite, o Hamiltoniano pode ser posto sob a seguinte forma:

T . —
H=op Z a'(q) 0 Qe — 1qy C_L(CD
q

b ) \aria o WD ) 214

uma vez que a diagonalizacao de tal matriz nos fornece os autovalores £ = +vp,/q? + qg.

Esta expressao pode ainda ser escrita da seguinte forma:

H=> U (vp5-q)V, (2.15)

q

onde ¥(q) = (a(q), b(Q))" ¢ &@ = (04, 0,,0.) sdo as matrizes de Paul, a saber

01 0 —1 1 0 91
Oy = Lo coy =1, 0 e 0, = 0 1) (2.16)
Por fim, retornamos ao espaco das coordenadas por meio de uma nova transformada
de Fourier. O detalhe é que, como tomamos um limite onde § < K ¢ K ¢ inversamente
proporcional a ag, a distancia tipica entre atomos na rede agora é muito pequena e o vetor
posicao pode ser visto como uma variavel continua. Assim, todas as somas em 7 devem
ser substituidas por integrais. Caracteriza-se, dessa forma, o limite do continuo. Com a

nova transformada, entao, temos:

: ., 0 d N 2
H = —wp/\I/T(r) (O'x% + Uya—y) () d°F, (2.17)

e agora os elétrons passam a ser regidos pela equagao de Dirac
—ivp | 0p = +oy=— | ¥(2,y) = EV(2,y) (2.18)
x Y ? ? *
F I Yy Y Yy

onde U = (¢4, wB)T é a funcao de onda que descreve o comportamento quantico dos
elétrons no regime de baixas energias, interpretada tal como no aparato usual que rege a
teoria quéntica, com as componentes spinoriais ¥4 e g associadas as subredes A e B,
respectivamente. Mais detalhes acerca da quimica e da formulacao matematica do grafeno

podem ser encontradas, por exemplo, nas Referéncias [29, 87, [88], [89).

! Complementarmente, destacamos que com alguma frequéncia ao longo desta tese é também empre-

gada uma versao 2 x 2 da matriz 8 da representagao de Dirac canoénica (matriz normalmente associada
ao termo de massa da equacgao de Dirac 4 x 4), a qual coincide com a terceira matriz de Pauli, a saber
0,. Nesta tese, ambas as notagoes sao empregadas designando a mesma matriz.
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E nao apenas instrutivo, mas ainda oportuno acrescentar que, muito embora a es-
trutura de bandas seja invariavel e, consequentemente, a existéncia de um formalismo
de Dirac seja intrinseca, sua localizacao no espaco dos momentos ¢é relativa e varia de
acordo com a orientacao da folha de grafeno e seus elementos de rede. Sendo assim, a
localizacao dos pontos de Dirac por si s6 nao tem um papel relevante na descri¢cao e pode
ser livremente escolhida a fim de atender a requisitos particulares. Particularmente em
relagao a esta tese, os capitulos que seguem em sua maioria deixam nao especificada ou
arbitraria tal localizagao, porque, desde que a compatibilidade entre a orientagao da folha
e a forma em que expressamos as condi¢oes na fronteira seja assumida, nao é realmente
necessario assinalar tais pontos. Por outro lado, por razoes de conveniéncia e simplici-
dade, outros dois capitulos empregam uma dada orientagao na qual tais pontos deitam-se

. . ; o 1 3 7 A
sobre o eixo ky, isto ¢, K, = K, = 0, escrevendo-se precisamente como K = ( 3 \/§a0’0)

e K' = (—gjgao ,0). Esta escolha, por exemplo, pode ser alcangada considerando-se uma
rotacao anti-horaria de 90° da rede - correspondendo a um arranjo onde a assinatura
armchair estd ao longo da direcao y e a zigzagﬂ estd ao longo da x - e tomando uma
escolha conveniente para os vetores de rede tal como aquela ilustrada pelos vetores @) e
a, da . Tal configuracao se mostrara, como veremos, especialmente tutil no

{tulo 5 e no |Capitulo 8 quando aspectos associados aos vales revelam-se fundamentais na

natureza das condi¢oes de contorno. Nos outros capitulos, indicagoes quanto a localizagao
nao sao de fato especificadas, implicitamente assumida, portanto, uma consisténcia com

a geometria de fronteira desejada e com a forma das condig¢oes de contorno tomadas.

Tal nomenclatura é tipicamente usada para designar o aspecto geométrico de borda em nanoestruturas
de grafeno. O termo “armchair” traduz-se literalmente como “cadeira de brago”, e bordas com esta
assinatura sao aquelas cuja geometria remete a tal formato. Bordas zigzag sao aquelas que apresentam
um formato zigue-zague caracteristico. A [Figura 1|ilustra tais padroes de borda ao longo das diregoes
horizontal e vertical, respectivamente. Nao ha razao maior para a escolha de nao utilizar o termo
traduzido no caso zigue-zague nesta tese, apenas a intencao de manter a coeréncia na nomenclatura.
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3 Do confinamento de férmions de Dirac sem massa do grafeno

em faixas de Mobius

Diante da possibilidade de trabalhar diretamente com a equagao de Dirac e, conse-
quentemente, com sistemas confinantes no ambito da fisica do grafeno, neste capitulo é
proposta uma investigagao do problema do confinamento dos férmions de Dirac sem massa
encontrados no grafeno em faixas de Md&bius e suas implicagoes fisicas mais imediatas.

Na primeira parte, apresentamos uma breve descri¢ao do problema, formulando uma
construcao mais formal do modo como ele se manifesta matematicamente, em que desta-
camos o papel da teoria dos operadores auto-adjuntos em espacos de Hilbert na esséncia
do problema. Na se¢ao seguinte, propomos e desenvolvemos um modelo para investigar
o problema, do qual decorrem pelo menos trés possiveis abordagens, com caracteristicas
fisicas distintas, e obtemos a solugao analiticamente. Por fim, colocamos a esséncia dos
resultados em contato com o aparato matematico da teoria do grafeno propriamente dita,
estabelecendo uma possivel interpretacao sobre o modo como as nossas solugoes refletem

nesse sentido.

3.1 Aspectos matematicos do problema

Faixas de Mobius sao objetos geométricos tinicos que tém aparecido recorrentemente
na literatura cientifica desde o trabalho pioneiro de Heilbronner [68]. Uma superficie
nao orientavel exibindo topologia nao trivial, uma faixa de Md&bius pode ser construida
a partir de uma fita bidimensional plana identificando suas extremidades apds a torcao
de uma delas por um angulo de 180°. Embora alguns aspectos particulares nao possam
ser determinados sem empregar métodos geométricos gerais, tal carater topologico pe-
culiar pode ser inserido dentro de um dominio quantico impondo & funcao de onda do
problema condicoes de contorno adequadas, o que corresponde & descrigao tradicional de
sistemas confinantes na mecéanica quantica. Dessa forma, entidades fisicas descritas como
tal podem ser chamadas de faixas de M&bius topoldgicas. Um enfoque neste sentido nao
é o proposito desta secao, e uma breve exposicao complementar pode ser encontrada no
Apénda Al

No caso nao relativistico, onde lidamos com a equagao de Schrodinger, o confinamento
de Mobius é caracterizado assumindo que a fungao de onda é nula nas extremidades de um
poco unidimensional, transversalmente, e em seguida impondo a condigao de Mobius na
direcdo longitudinal [78], [79]. Desse modo, obtemos um sistema fisico cuja caracterizagao
nos remete ao confinamento de um elétron em uma faixa de Mobius e a solugao, neste
caso, se apresenta sem problemas. No entanto, adotando um tratamento anélogo para

o caso relativistico, deparamo-nos ja no processo de confinamento unidimensional com o
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Figura 3 — Regiao bidimensional

3 - Faixa de comprimento L e largura d.

problema da solugao trivial [90], que nos mostra a necessidade de uma nova maneira de
modelar o problema. Essa dificuldade surge como manifestagao do fato de que o Hamilto-
niano de Dirac, com um dominio que incopora essas condi¢oes de contorno em particular,
nao é um operador verdadeiramente auto-adjunto. Sendo assim, no caso relativistico, o
problema se traduz pela procura por extensoes auto-adjuntas capazes de reproduzir um
cenério fisico que corresponda ao sistema que nos propomos a investigar.

Do ponto de vista formal, o nosso problema consiste em resolver a equacao de Dirac

livre
vp (G- Q)Y = EY, (3.1)

onde ¢ é o momento relativo ao ponto de Dirac e vp é a velocidade de Fermi, e impor
a solucao geral um determinado conjunto de condi¢oes de contorno, compativeis com a
situagao fisica proposta, tal que o operador de Dirac livre (T, D (T")) seja verdadeiramente

auto-adjunto. Aqui, T é o operador formal

: 0 0
T = — (O’Ia—‘r + O-yﬁ_y) (32)

e D(T) é o seu dominio, no qual devem estar introduzidas as condi¢bes de contorno que
caracterizarao a configuragao. Como regiao do plano com a qual vamos trabalhar e para

a qual deverao ser impostas as condi¢oes adequadas ao problema, tomamos a seguinte:
R={(z,y)|z€0,L] eye[0,d]}. (3.3)

Esta regiao define uma faixa de comprimento L e largura d, como pode ser visto na
Figura 3| Portanto, por meio da imposicao de conjuntos apropriados de condigoes de
contorno ao spinor de Dirac acima, a partir desta regiao podemos descrever sistemas con-
finantes gerais no ambito do grafeno, tais como nanofitas e nanoanéis. Em particular, a
topologia de Mobius pode ser introduzida por meio de condicoes de contorno longitudi-
nais capazes de codificar tal peculiar periodicidade com torcao; sendo assim, capazes de
carregar as caracteristicas que vao nos permitir observar como nanoanéis de grafeno res-

pondem fisicamente sob tal influéncia. A partir da proxima secao, dentro deste esquema
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apresentamos um caminho para tratar o problema a parte de qualquer prova relativa a
self-adjointness do operador em questao, admitindo por hipotese que tal abordagem nos
levara a uma solucao exata para o problema, e que ela nos permitira elaborar conjecturas

a respeito dessa questao.

3.2 Solugao do problema

Como ponto de partida, levando em consideracao a ja bem conhecida solucao livre da
equagao de Dirac e as caracteristicas do tipo de confinamento que desejamos, tomamos o

seguinte Ansatz:

1 i 1 —1 Qs T
¢ (IE, y) = vr(gatigy) IC1€ ayy + v (du—iay) ICQ@ WY | etz , (34)
E E

onde K e Ky sao constantes a serem determinadas. Para configurar o sistema fisico em
questao, o primeiro passo é caracterizar matematicamente o confinamento transversal do
férmion, definindo um pogo unidimensional na diregao y. Para isso, recorremos a um
tipico artificio ja empregado para descrever desde particulas de Dirac em sistemas confi-
nantes usuais [91] até excitagoes de baixas energias em nanoestruturas de grafeno [92} 93],
bem conhecido do programa de Berry e Mondragon para neutrinos [94] e originalmente
encontrado no MIT bag model |95, 96l 97]|. Este método consiste basicamente na intro-
ducao de um potencial V' via acoplamento escalar, como um termo de massa, que aqui

definimos da seguinte forma:

M, y<0
V=40 0<y<d, (3.5)
M, y>d

e na adogao de um conjunto particular de condi¢oes de contorno responsavel pela caracte-
rizacao matematica do confinamento em ambito relativistico. A importancia de trabalhar
com esse tipo de acoplamento, no caso da equacao de Dirac, reside no fato de que ele
evita o paradoxo de Klein [98]. Em mecénica quéantica relativistica, quando introduzimos
barreiras de potencial por meio de um acoplamento usual, se as barreiras excedem um
determinado valor critico, entao passamos para um nivel em que temos que levar em con-
sideragao a possibilidade de criacao espontanea de pares elétron-positron. O que ocorre é
que, para este caso, estados associados a elétrons e estados associados a positrons passam
a se superpor, de modo que nao ¢ mais necessaria a introdugao de uma energia adicio-
nal para criar um par elétron-poésitron, isto €, torna-se possivel que pares sejam criados
espontaneamente. Ja quando efetuamos um acoplamento do tipo escalar, esse efeito é
automaticamente suprimido, uma vez que os estados nunca se superpoem, e é justamente

essa vantagem que justifica o seu emprego.
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Posteriormente & introducao de tal potencial, tomamos entao o limite V' — oo nas
regioes fora do pogo, o que nos garante que ¥ — 0 nessas regioes, e, por fim, impomos

o seguinte conjunto de condigoes de contorno:

+iBoh = 1. (3.6)

Estas condi¢oes garantem que a corrente de densidade de probabilidade seja nula nas
extremidades y = 0 e y = d do poco. Da imposi¢ao da primeira condi¢ao ao nosso spinor
(3.4), obtemos a relagéo entre os coeficientes Ky e Ko:

A —1

_ 3.7

]Cl )\1 _ 1IC27 ( )

onde A\, = w el = M];iqy). Ja da outra condicao e da relacao acima, chegamos

a

: AL — Ay

1tan(q,d) = ——— — o0, 3.8

(qy ) A1>\2 o 1 ( )

o que nos conduz a seguinte regra de quantizagao para q,:
nmw
%7
com n impar. E importante observar que as relacoes e , no limite g, — 0, estao
em concordancia com as expressoes encontradas em [91] para o caso de uma particula
de Dirac confinada em uma caixa unidimensional. Finalmente, usando e ,

reescrevemos o nosso Ansatz como

qy = (3.9)

nmy [
o [ cos (52 —3 ,
¥ (z,y) = 2K €™ (5 —2) e, (3.10)
cos (U2 + %)
24 T2
onde § = tan™' (g,/q,). Uma vez realizado o confinamento na dire¢io y da faixa, devemos
nos preocupar com um meio de caracterizar o nosso sistema fisico como uma faixa de
Mobius. Antes de considerar a periodicidade propria de tais configuragoes, no entanto,
para efeito comparativo vejamos como se comporta tal solugdo sob imposi¢ao de uma
condicao do tipo periddica, como em um anel ordinario. Neste caso, impomos ao spinor

a seguinte condicao:
¥ (0,y) =9 (L,y). (3.11)
Aqui, sem perda de generalidade, suprimimos a fase presente em sistemas peridédicos

grafiticos como, por exemplo, em nanotubos de carbono [I7, [I§]. As duas componentes

nos fornecem a mesma regra de quantizacao para g,:

el =1, (3.12)
da qual obtemos seus valores discretos ¢, = “*, com m par. Dessa forma, podemos

escrever

E}, =} {(%)2 + (Z—gﬂ (3.13)
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como espectro de energia, e as autofuncoes 1, escrevem-se como acima, por substituicao
destes mesmos valores discretos, o que significa que nao hé quaisquer restrigoes de dominio
sobre a solugao e nenhuma incosisténcia matematica aparente é encontrada. Vemos,
portanto, que o caso periddico é perfeitamente solucionavel, com uma solu¢ao que emerge
sem qualquer caracteristica patologica, o que nos da uma razao para acreditar que o
mesmo deve valer para o caso de Mobius.

Partindo para o caso em questao, devemos impor condigoes de Mobius tipicas na

direcao x. Para isso, tomamos

Impondo a condigao & primeira componente do spinor, obtemos a seguinte relacgao:

0 0\ .
oS (qyy — 5) = (—1)"sin (qyy + 5) eltk (3.15)

com t = "T’l Da segunda componente, entretanto, encontramos:

cos (qyy + g) = (—1)'sin <qyy - g) el (3.16)

que, tomada em conjunto com a equagao (|3.15), para y = 0, nos leva a um absurdo.
Essa inconsisténcia na solucao sugere que, talvez, o nosso operador nao seja uma exten-
sao auto-adjunta como supomos por hipotese. Por outro lado, essa dificuldade pode ser
matematicamente contornada supondo que as equagoes e nao sao satisfeitas
simultaneamente para todo y, ou seja, vamos admitir que, ao identificarmos as extremi-
dades da faixa garantindo a periodicidade de M&bius, alguns valores de y serao proibidos.
Sem nos preocuparmos, a principio, com o significado fisico desse comportamento ano-
malo, busquemos quantificar o que foi dito acima. De e , obtemos a seguinte
relagao:

sin (gyy —5) _ cos (ayy + 5)

- = (3.17)
sin (gyy +3)  cos (g —5)
e a regra de quantizagao de ¢, é dada pela equacao
. sin + ¢
eiask — (—1)t—(qyy ) (3.18)

cos (qyy — 5)

A expressao ¢ satisfeita para qualquer angulo g,y multiplo inteiro impar de 7, isto
¢, para q,y = ’%, com k fmpar. Em outras palavras, essa relagao nos conduz a uma
expressao para os valores de y com os quais a condi¢ao de Mobius imposta logo acima é
satisfeita:

== (3.19)

De (3.19)), ja vemos, de imediato, que valores como y = 0 e y = d, facilmente descartados
olhando para as relagdes (3.15)) e (3.16)), sao de fato proibidos. Fundamentalmente, esse
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resultado nos diz que um comportamento tipo Mébius da solucao implica necessariamente
uma sele¢ao dos valores de y, ou seja, apenas para alguns determinados pontos ao longo
da diregao transversal da faixa o nosso spinor satisfaz a condi¢ao de Mdobius.

Antes de iniciar uma anéalise mais especifica acerca desta questao, olhemos mais alguns

aspectos fisicos e matematicos inerentes a solu¢ao. Levando em conta os dngulos para os

quais a expressao (3.17)) ¢ satisfeita, podemos escrever a relagao (3.18) como
el — (1) (3.20)

onde k = 2]+ 1, com [ natural. Essa expressao nos permite escrever o espectro energético
como:
v [(%)2 + (%)2} , parat+ [ impar
E? = : (3.21)
v [(%)2 + (%)2} , parat -+ [ par
para m; impar e my par. De imediato, reconhecemos a expressao , do caso periodico,
para o caso em que t + [ é par. Além disso, é facil mostrar que a imposicao de um nova
condigao de Mobius - isto é, assumindo agora que ¥ (L,y) = ¥ (2L,d — y) -, produz as

seguintes relagoes:

sin (qyy + g) = (—1)" cos (qyy - g) elt=l (3.22)

sin (qyy - g) = (=1)"cos (qyy + g) elel (3.23)
de modo que voltamos, em acordo com o ja esperado, a expressao inicial para o spinor,
reproduzindo o comportamento periddico associado a faixas de Mobius para quando r —
x~+2L. Isso faz com que as nossas expressoes recaiam automaticamente naquelas relativas
ao caso periddico encontradas anteriormente.

Finalmente, como tentativa paralela para propoésitos de comparagao, devotamos esta
parte final a um breve olhar sobre como se comporta o presente modelo diante da impo-

sicao de um conjunto distinto de condigoes de Mobius, a saber

¥a(0,y) = ¢5(L,d—y) (3.24)

UE(0,y) = Ya(L,d —y). (3.25)
Uma condigao semelhante aparece em [81], onde é realizado um tratamento via uma abor-
dagem tight-binding para faixas com bordas zigzag. Tal condi¢ao tem um significado fisico
muito bem delineado em relacao ao grafeno, o que sera discutido mais adiante. Verifica-
mos, porém, que as condi¢oes do MIT bag model, para o confinamento transversal, e as
condigoes e nao sao compativeis quando tomadas conjuntamente, apresen-
tando resultados que conduzem a uma contradicao matematica. Em outras palavras, as
condi¢oes do bag model geram um confinamento tranversal que impede a imposi¢ao de

uma periodicidade de Mobius tal como acima.
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3.3 Implicagoes fisicas no grafeno

Tendo em vista o significado da representacao spinorial relativamente a descricao ma-
teméatica empregada para o grafeno no limite do continuo, os resultados encontrados na
secdo anterior apontam alguns pontos interessantes. A luz da fisica do grafeno, a escolha
de uma componente do spinor para a imposi¢ao de um comportamento de Mobius significa
assumir uma periodicidade de Mobius associada a apenas uma das subredes, a saber A
ou B. Em face dos nossos resultados, verificamos que ha uma série de possiveis caminhos
para tratar o problema. Cada possibilidade, por sua vez, corresponde a uma configuracao
fisica especifica e com caracteristicas bem definidas, que discutiremos a seguir.

Do primeiro conjunto proposto, caracterizado pelas condic¢oes e da secao
anterior, apontamos trés abordagens possiveis para modelar o problema em questao, cada
uma incorporando uma descrigao fisica particular relativamente ao grafeno e a geometria
das bordas ao longo da dire¢ao x. A primeira consiste em tomar tal conjunto completo,
onde reunimos as condigoes do bag model, para o confinamento tranversal, e uma perio-
dicidade de Mobius advinda da adogao integral da condi¢ao expressa em (3.14)), isto &,
tomada para as duas componentes spinoriais ao mesmo tempo. Aqui, destacamos que a
adocao de tal conjunto se aplicaria a um cenério mais geral, entendendo o problema como
o do confinamento usual de uma particula relativistica e deixando a identidade geométrica
do grafeno e, mais especificamente, de suas bordas como uma questao mais secundéria.
Em outras palavras, o presente modelo é proposto para descrever sistemas confinantes
relativisticos de uma maneira genérica, independentemete do significado que as condig¢oes
de contorno possam assumir em relagao ao grafeno. De qualquer modo, relativamente a
este material, podemos ainda interpretar a periodicidade de Md&bius implementada por
(3.14]) como caracteristica de uma particularidade na identificacao das bordas ao longo de
x. Neste caso, nao caracterizamos a faixa de Mobius pela identificagao das subredes A e B
presentes nas extremidades da faixa original, mas pela identificagao das células compostas
pelos d4tomos A e B. Ou seja, estabelecemos a célula A-B como unidade elementar para
compor a interface, como ilustrado na [Figura 4] Esta é uma interpretagao plausivel se
considerarmos o fato de que, no limite do continuo, a distancia tipica de rede é muito
pequena e, assim, as condicoes de contorno nao deveriam ser muito sensiveis & diferenca
entre as subredes, fornecendo uma boa aproximacao para uma identificacao através das
células unitérias.

Alternativamente, podemos tomar uma periodicidade de Mo6bius associada a apenas
uma das componentes spinoriais. Com as devidas modificagoes na orientagao da faixa,
do ponto de vista fisico essa escolha corresponderia a uma situagao onde as bordas a
serem identificadas, na direcao longitudinal, possuem atomos pertencentes a apenas uma
subrede, a saber A ou B. Refirimo-nos a esse tipo de interface como do tipo zigzag-Klein.

Do outro conjunto, onde o carater de Mobius é introduzido por meio de e ,

verificamos a incompatibilidade entre as condigoes do MIT bag model e as condigoes que
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Figura 4 — Interface de Mobius via células unitarias e cruzamento das subredes

4 - Formagao de interfaces de M&bius por identificacao das extremidades x = 0 e x = L via células unita-
rias (esquerda) e cruzamento de subrede (direita). A correspondéncia em cor indica as linhas transversais
associadas na composicao da interface, representando a torcao de 180° caracteristica.

descrevem uma mistura das subredes na identificacao das extremidades, exatamente como
no caso de terminagoes com um padrao estritamente do tipo armchair. Tal situacao
também é ilustrada na [Figura 4]

Um aspecto fisico interessante que emerge do nosso modelo é a possibilidade de um
gap atipico no espectro de energia. Sabe-se que o confinamento transversal presente em
nanofitas de grafeno é responsével pelo aparecimento de um termo de massa no espectro
energético, como ja bem destacamos na introducao (ver as Referéncias [35] 36 37, 38, [39]).
Este gap, por sua vez, exibe uma dependéncia da largura cuja expressao esta relacionada
a assinatura de borda e, consequentemente, a natureza das condi¢oes de contorno. Por
uma perspectiva puramente tedrica, definimos aqui a presenca de um gap dual, a partir do
qual é possivel observar uma dependéncia vinculada nao apenas as condigoes de contorno
transversais, como usualmente encontrada, mas também associada a direcao longitudinal.
Ou seja, aqui encontramos uma resposta do gap relacionada com as condigoes de contorno
na dire¢ao z. Tal aspecto pode ser observado tomando m =0en =1 (n = 3) paral =0

(I = 0) na expressao para o espectro:

j:m)m/%—k%, parat+1l=1

Ey = . (3.26)
ZEWUF%, parat+1{=0

Assim, o termo 27vp4/ % + & pode ser pensado como um gap para o primeiro caso e
mur/d para o segundo, caracterizando, assim, dois regimes eletronicos que se distinguem
de acordo com a paridade de t+1[. Em outras palavras, podemos enxergar duas estruturas
de banda isolantes coexistentes na faixa em que a paridade de t + [ determina em qual
delas os estados eletronicos estao localizados. Tal vinculo com a paridade nos diz que a
determinacao do regime eletronico responde tanto ao confinamento transversal quanto aos

valores que regem as posi¢oes na faixa. Além disso, para ¢t + [ impar, vemos que a largura
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do gap evolui simultanea e inversamente com a largura d e o comprimento L da faixa.
Isso demonstra que, assim como as condi¢oes responsaveis pelo confinamento transversal,
as condigoes de contorno na dire¢ao x também afetam a natureza do gap encontrado em
nanofitas de grafeno. Neste caso em particular, isso pode estar relacionado a topologia
da faixa de Mobius, ao fato de que as condi¢oes de Mobius produzem niveis longitudinais

antiperiodicos, isto ¢, valores de ¢, que satisfazem a relacao de quantizacao e =l = —1.

Obviamente, a visao acima pode ser posta em questao. O ponto fundamental que se
pode questionar é a escolha de tratar a faixa através de dois regimes eletronicos paralelos,
cada um com seus respectivos gaps, pelo fato dela responder diferentemente & paridade de
t 4. Pode parecer natural considerar apenas um regime com todos os niveis associados a
quantizagao de ¢, e caracterizado por um tnico gap (o menor deles). No entanto, parece-
nos razoavel visualizar a faixa como uma nanoestrutura consistindo de dois sistemas
distintos coexistentes; mais precisamente, seriam dois anéis 2D, um periédico e o outro
antiperiddico, cuja passagem entre eles se daria através da paridade do indice t + [. Da
regra de quantizacao para ¢,, notamos que ela codifica dois tipos de condi¢oes de contorno
para esta dire¢ao, um correspondendo a um anel peridédico, para t + [ par, e outro a
um antiperiodico, para o caso t 4+ [ impar. Portanto, tal comportamento poderia ser
compativelmente simulado por dois anéis quanticos 2D tomados conjuntamente. Porém, é
importante frisar que a esséncia desta maneira de enxergar o sistema deita na possibilidade
de controlar a paridade externamente, pressupondo a existéncia de mecanismos capazes
de selecionar ou suprimir uma determinada paridade desejada para o sistema. Sem esta

possibilidade, torna-se supérflua tal descrigao.

Por fim, focamos no significado fisico do carater anémalo encontrado na nossa solugao.
A primeira vista, pode parecer tentador inferir que, & medida que o carater de Mobius
¢ incorporado a uma fita caracterizada por meio das condi¢oes do MIT bag model, &
produzido algum tipo de fenémeno de interferéncia destrutiva, e que os valores que nao
satisfazem a condicao de Mo&bius correpondem a localidades realmente inacessiveis ao
elétron, pontos onde a probabilidade de encontra-lo seria nula. No entanto, a principio
seria precipitado afirmar algo nesse sentido, e o méximo que se pode dizer aqui é que elas
correpondem apenas a localidades que impedem um comportamento de Mobius, a posicoes
para as quais a informagao sobre o momento na direcao longitudinal é desconhecida,

possivelmente em decorréncia de uma limitacao da descrigao.

Outra questao de interesse é a origem do efeito. Este ponto pode ser melhor elucidado
tracando um paralelo entre nossos resultados e outras situagoes especificas. Como veri-
ficamos, este efeito nao é encontrado para anéis ordinarios. Da mesma forma, também
nao hé a manifestacao desse fenomeno em ambito nao relativistico. Um paralelo direto
com esses casos sugere que nossos resultados surjam de uma particularidade relativa ao
confinamento transversal ou, mais precisamente, as condi¢coes do MIT bag model. Es-

tas condigoes criariam uma assimetria tal entre as componentes spinoriais relativamente
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a linha média da faixa que impediria a identificacao do tipo Mo6bius das extremidades
para certos valores da posicao y. Pelo mesmo motivo, elas bloqueariam completamente o

carater de Mobius das condi¢oes que cruzam as subredes.
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4 O efeito Aharonov-Bohm em faixas de Mobius de grafeno

Neste capitulo, investigamos a influéncia do efeito Aharonov-Bohm e suas implica-
¢oOes em sistemas formados por elétrons sem massa do grafeno confinados em faixas de
Mobius. Aplicando o modelo de confinamento proposto no capitulo anterior, propomos
um tratamento para o problema de Aharonov-Bohm em anéis de grafeno com a topolo-
gia de Mobius, e examinamos como se apresentam os efeitos topologicos subjacentes nas
propriedades fisicas de tais sistemas em resposta a insercao de um fluxo Aharonov-Bohm.

Na primeira segao, apresentamos uma descri¢gao do problema e encontramos sua solu-
¢ao analiticamente. Primeiramente, a partir de uma determinada regiao do plano, confi-
guramos um anel quantico incorporando a sua descricao um fluxo Aharonov-Bohm. Em
seguida, obtemos a solugao geral para o problema, a qual devem ser impostas as condicoes
de contorno responsaveis por introduzir as caracteristicas desejadas para o confinamento
eletronico. Na segunda secao, caracterizamos matematicamente o confinamento em um
anel de Mdébius, em uma abordagem via condi¢oes de contorno, aplicando nosso modelo
ao sistema fisico em questao. Introduzimos um termo extra nas condi¢oes de contorno
na diregao longitudinal, impondo ao spinor de Dirac do problema uma periodicidade de
Moébius que carrega uma fase arbitraria. Com essa imposi¢ao, encontramos as expressoes
para as quantizagoes das componentes do momento e, consequentemente, da energia, e
observamos como a natureza do confinamento se manifesta nas propriedades do sistema.
Também, mostramos como o termo extra inserido pode ser manipulado a fim de mo-
dificar as caracteristicas dos estados eletronicos na faixa. Na tultima parte, mostramos
de que modo as propriedades oriundas do nosso modelo afetam a producao de correntes

persistentes no anel. Encontramos expressoes para a corrente em uma temperatura 1" = 0.

4.1 O efeito Aharonov-Bohm em anéis de grafeno

Novamente em um regime de baixas energias, partimos da descricao em termos da

seguinte equagao de Dirac:

0 0
i — - = Ev, 4.1
WE (a 8x+ay8y>w Y (4.1)
onde vg é a velocidade de Fermi, ¢ = —iV é o momento relativamente ao ponto de Dirac

—

K e ¢ sao as matrizes de Pauli. Como posto acima, o objetivo central deste capitulo
consiste em modelar o confinamento de elétrons de baixas energias em um anel com a
topologia de M&bius na presenca de um fluxo do tipo Aharonov-Bohm e estudar como se
da a influéncia dessa caracterizacao nas suas propriedades fisicas. Configurar este cenario
fisico no contexto de anéis quanticos consiste em adicionar um fluxo magnético envolto

em uma tal forma que o campo seja zero na regiao de confinamento, ou seja, as particulas
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confinadas na estrutura nao interagirao com campos magnéticos em um sentido classico.
De acordo com os trabalhos tedricos de Aharonov e Bohm [51], mesmo em uma regiao
livre onde o campo magnético é nulo, elétrons devem exibir certa sensibilidade a presenca
do fluxo, dando origem a um fenémeno de interferéncia nao classico hoje conhecido como
efeito Aharonov-Bohm.

Em primeiro lugar, para modelarmos um sistema fisico tal como desejamos, tomamos

a regiao R definida no capitulo anterior como
R={(z,y)| z€[0,L],y €[0,d]}. (4.2)

Para estudarmos o referido efeito quantico em um anel construido a partir dessa regiao,

inicialmente efetuamos a mudanca de variavel + = 7,0, onde r, = %, de modo que

reescrevemos (4.1)) como:

0
—ivp |:O'x ( ! 06’) +0y8 ] W = Ev. (4.3)

Aqui, é interessante destacar que tal mudanca se justifica devido & escolha da geometria
que pretendemos caracterizar. Rigorosamente, deveriamos utilizar coordenadas polares e
reescrever a equagao em termos das mesmas. No entanto, obteriamos um anel deitando-se
radialmente sobre o plano, o que impede a construcao de uma faixa de Mobius via condi-
¢oes de contorno. Por outro lado, nao ¢ licito tomar uma equacgao de Dirac tridimensional
e reduzi-la a uma bidimensional em termos de (6, z), pois a descrigao intrinseca ao limite
do continuo exige que a equagao seja da forma escrita em . Sendo assim, a tnica
saida para uma abordagem topoldgica descrevendo faixas de Mdébius é simular a situacao
através de .
Considerando tal configuragao, a presenga do fluxo Aharonov-Bohm pode ser matema-
ticamente codificada em nossa prescri¢ao introduzindo um potencial vetor escrito como
i-24 (4.4)
tomado em r = r,, que levarda em conta a interacao entre as particulas confinadas e um
campo magnético uniforme perpendicular B cujo fluxo constante ¢ atravessa o plano -0
nos limites de um circulo de raio r. < r,, a saber B = By e ¢ = mr’B. Finalmente,

acoplando este potencial na equacao de Dirac, podemos reescrevé-la como:

—ivp [le (% - z%) +aya ] Y = Ev, (4.5)

a

onde ¢g é o quantum de fluxo. Desta equagao, obtemos o seguinte sistema:

. 0
_ZUF_Tla _886 — Z—(f wB VF gyB E¢A
. . o)
—wF—q}a —889 - 2—;; Va4 + VE 5 d"“ = EiYp
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onde definimos ¢ = ( va ) . Isolando g na primeira equagao e substituindo na segunda,
B
encontramos:
1 8_2_%2&_@2 " _%_ij (4.7)
r2\02 00 @) " oy ko '
onde temos
1 o\’
E*=vp (o +q) =vr |5 (0w~ ) +q (4.8)
Tq ¢0
Logo, supondo uma solugao do tipo 14 (6, y) = Fa(0)G a(y), obtemos
*G a(y)
T +q,Galy) =0, (4.9)
para a funcdo G4(y), e
FA(0) . ¢ dFA(0) o\ _ ¢
— = 21— —— | — | Fad) = 4.1
462 quo do + de ¢0 gb% A( ) 0 ( O)

para F4(0). Com as solugoes de (4.9) e (4.10), podemos finalmente escrever a expressao

para a componente 1 4:
Va(0,y) = (Ae'™Y + Be ") "0, (4.11)

Além disso, da segunda equagao do sistema verificamos que:

oo =" |2 (=2 ) via| s (4.12)

a

o que nos permite, finalmente, escrever a solucao geral de 1} Definindo ¢}, = % (q@ — %),

temos a seguinte expressao para o spinor :

1 , 1 , ,
v (0,y) = [( vr (95 t+igy) > Kye™ + ( VP (g —iqy) ) ’CQG_quy] ", (4.13)

E E

Dessa forma, colocamos o problema na mesma rota do tratamento do capitulo anterior.

4.2 Confinamento eletronico

O passo seguinte na caracterizacao do problema consiste no confinamento dos elétrons
descritos pela equagao (4.5). Assim como no capitulo anterior, a fim de evitar o paradoxo
de Klein, o confinamento deve ser realizado por meio da introdugao de um potencial que

se acopla como um termo de massa & equacao de Dirac. Definindo

M, y<0
V=4 0, 0<y<d, (4.14)
M, y>d
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escrevemos a equagao de Dirac da seguinte maneira:
10 0] 0 9

—ip |0y | — = —it— | +oy— | ¥ + BvpV = E1. 4.15
F |: z (Ta 89 ¢0> yay:| 1/} 6 F (y)¢ w ( )
Em seguida, fazemos as solugoes para y < 0 e y > d tenderem a zero tomando o limite
M — oo, de modo que apenas a solugao na regiao central, cuja expressao é aquela dada
por (4.13)), seja ndo nula. A essa solucdo, impomos as condigdes de contorno caracteristicas
do nosso modelo. Para o confinamento na direcao transversal, utilizamos o conjunto de

condig¢oes provenientes do bag model:

{ +i50y¢|y:0 = wly:O
_iﬁazﬂﬂy:d = ¢|y:d 7

as quais sao responsaveis por produzir um poc¢o infinito na direcao desejada. Submetendo

(4.16)

o spinor (4.13)) a essas condigdes, encontramos as relagoes

(A2 —1)
Ky=———7"7"—"-K 4.17
OV T e (4.17)
¢ A1 — A
. A A
itan (g,d) = PSR (4.18)

! l ! —1 . . ~ ~
agora com \; = w e Ny = w. Com a substituicao das expressoes de \; e g

na equagao (|4.18]), chegamos ao seguinte limite:

cos (g,d) — 0, (4.19)
de onde emerge a quantizacao de g,:
n
qy = QL;T, n, impar. (4.20)
Com tudo isso, podemos reescrever a nossa solugao como
o [ cos -9 .
b (0, y) = 2616 (9 i) 100 (4.21)
cos (g + 5)
com « = arctan <qr“—q2ﬁ>. Por fim, configuramos o carater desejado para o anel impondo
=30

o conjunto de condi¢oes de Mdbius a expressao (4.21)). Aqui, vamos supor a presenga de

uma fase extra na condigao de periodicidade. Para isso, impomos a seguinte condigao:

¥ (0,y) = ™ (2m,d — 7). (4.22)

Como mencionado no capitulo anterior (ver as Referéncias |17, [I8]), uma fase assim pode
ser encontrada na caracterizagao de nanotubos de carbono. Dessa condi¢ao, chegamos a

regra de quantizagao para gy:

e—12m(a0+E) (_WM (4.23)

cos (quy — §)’
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sujeita a relacao adicional

sin (qy +5) _ sin (g9 — §)
cos (qy —5)  cos(qy+9%)

(4.24)

ny—1
2

tulo anterior. Com efeito, observamos que a condigao (4.24)) é idéntica aquela encontrada

Aqui, definimos t = . Como vemos, o procedimento é analogo ao empregado no capi-
no primeiro capitulo e, portanto, resulta em uma contradicao para determinados valores
de y, como, por exemplo, para y = 0. Dessa forma, novamente verificamos que as duas
relagoes que se originam da imposi¢ao da periodicidade de Mobius as componentes spino-
riais nao podem ser satisfeitas ao mesmo tempo para todos os valores de y, de modo que
ha automaticamente uma selecao das posigoes transversais acessiveis a uma solucao tipo
Mobius. A relacao ¢ satisfeita para angulos g,y que sao multiplos fmpares de 7.
Denotando por k o inteiro impar e escrevendo k = 2] 4+ 1, onde [ é um natural qualquer,

a equagao (4.23]) pode ser escrita como
e~i2m(atE) — (1)t (4.25)

A partir dessa expressao, considerando também a quantizacao obtida para ¢,, chegamos

ao espectro energético:

I 2
vE 4Li22<m— —%) +Z—;<n+%)2}, n + [ par
E2 = . (4.26)

2
3[4 (e 2) B (e 7] ekt g

onde fazemos t = n, e m é um inteiro. Primeiramente, negligenciemos por um momento a
presenca de £ e olhemos o caso usual. Podemos observar que, assim como no caso em que
nao lidamos com o fluxo Aharonov-Bohm, a energia possui uma dependéncia da paridade
do indice n + [, dependéncia esta que implica automaticamente um vinculo em relagao a
quantizagao de g, e as posi¢oes permitidas ao longo da diregao transversal da faixa. Além
disso, é facil notar que ela se caracteriza como uma funcao periddica do fluxo ¢, com um
periodo ¢g. Para ver isso, é suficiente observar que, fazendo ¢ — ¢ — ¢y, encontramos
Eymi1(9) = Epm(¢ + ¢o). Na proxima segdo, investigamos como as caracteristicas do
nosso modelo se manifestam no aparecimento de correntes persistentes na faixa, correntes
estas que surgem como consequéncia dessa dependéncia do fluxo.

Em adicao a isso, ressaltamos que consideracoes semelhantes aquelas do capitulo ante-
rior a respeito da presenga de um gap dual podem ser feitas aqui. Para valores multiplos
inteiros do quantum de fluxo ¢, o tnico papel do fluxo Aharonov-Bohm ¢é deslocar os
niveis que produzem os estados de menor energia (em modulo) e, consequentemente, o
gap. Isso pode ser facilmente visto fazendo ¢ = ~v¢y. Vemos que, neste caso, o menor

valor da energia se da para m = -y, e nao mais para m = 0 como antes.
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Considerando a fase na condi¢ao de Mébius e sua implicacao na expressao das energias,
notamos que o termo extra £ possibilita a manipulagao da inversao da paridade no espec-
tro. Por exemplo, se tomamos §{ miltiplo impar de 1/2 (£ = %), os termos longitudinais

nas expressoes em (|4.26]) se escrevem como

2muE v o ¢
E; = - = — 4.2
b= (=g 2, (a.27)
para n + [ par, e
_ 27up 1 [0)
Ep, = 7 (m—|—2(1—1/)—¢0>, (4.28)

para n + [ fmpar, que efetivamente correspondem a uma inversao na paridade. Os niveis
antipériddicos agora sao encontrados para n+1[ par, enquanto que os peridédicos para n+1
impar. Portanto, encontramos um mecanismo de troca de paridade do ntimero quantico
transversal. Vale ainda acrescentar que, no caso de estruturas de grafeno, tal fase engloba
uma razao entre o comprimento da faixa e a distancia tipica de rede e propicia entao
uma restricao em relagao as dimensoes fisicas da nanoestrutura. Dessa forma, teriamos
uma forma de controlar essa caracteristica através do comprimento da faixa. De modo
semelhante, esta mesma manipulacao também pode ser alcangada supondo um fluxo em

multiplos impares de ¢g/2;

4.3 Correntes persistentes

Como bem se sabe, a introducao de um fluxo Aharonov-Bohm déa origem a correntes
persistentes no anel. Em um anel quantico, como mostrado, as energias sao funcoes pe-
riodicas do fluxo Aharonov-Bohm, e as correntes persistentes surgem a partir da variagao
da energia com relacao a esse fluxo. Em 7' = 0, a corrente persistente pode ser calculada

por meio da seguinte expressao:
oF
I=——, 4.29
5 (4.29)
onde £ =5 FE,,. Em nosso caso, temos duas expressoes para a corrente, conforme
a paridade de n + [. Negligenciando o termo &, para o caso em que n + [ é par temos a

seguinte expressao:

—)

_Ur ¢
- ey o 7 (4.30)
a n,m 2
’ [%(m—fJ +ﬁ(”+%)}

Ja para o caso onde n + [ é impar, encontramos:

@ — YF 2 %
I _T?l%z — i (4.31)
(e d-2) 4 )]
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Como podemos ver, a corrente varia nao apenas de acordo com o indice n,, mas também
de acordo com as posigoes tranversais no anel. Para um determinado valor do ntmero
quantico n,, hd uma alternancia nas expressoes a medida que percorremos a direcao
transversal. Por exemplo, para n, = {1,5,9,...}, temos que n = p e, consequentemente,
n+1=1+p=10, onde p & um nimero par. Dessa forma, para as posicoes indexadas
com [ par, a corrente deve ter um valor calculado via equacao (4.30), uma vez que [’ é
par. Enquanto que, para aquelas com [ impar, temos a equagao . Ja para o caso
em que n, = {3,7,11, ...}, temos exatamente o oposto. Nesse caso, n ¢ impar e lidamos
com a expressao para as posigoes indexadas com [ impar, ao passo que lidamos
com para aquelas com [ par.

Quanto ao seu comportamento relativo, percebemos logo & primeira vista que a ex-
pressio de 1@ pode ser obtida de I tomando um fluxo adicional de —¢,/2, ou seja,

fazendo
IV (¢ — ¢o/2) = 1V (9). (4.32)
Em outras palavras, as expressoes estao deslocadas por ¢g/2 e o gréafico de uma é uma

translagao do grafico da outra ao longo da diregao ¢ do plano I-¢. Obviamente, tal

comportamento é o mesmo para as autoenergias.
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5 Estados de bulk e de borda em faixas de Mobius com bordas

zigzag e armchair

Neste capitulo, investigamos as propriedades fisicas de faixas de Mobius de grafeno
com bordas zigzag e armchair igualmente centrados em uma abordagem no continuo, no
limite de baixas energias. Ao contrario do modelo utilizado nos dois primeiros capitulos,
aqui sao propostos conjuntos de condi¢oes de contorno capazes de incorporar, ao mesmo
tempo, o cardter de Mobius e a natureza geométrica das bordas tranversais da faixa,
ou seja, as bordas nao identificaveis. Em especial, sao estudadas faixas de Mobius com
bordas zigzag e armchair. Para tais estruturas, investigamos como tal modelo reflete nas
propriedades dos seus estados de borda e de bulk.

Na primeira secao, é feita uma breve revisao preliminar dos pontos principais neces-
sérios para o desenvolvimento do trabalho. Na segunda se¢ao, propomos um modelo que
combina a adoc¢ao das condigoes tipicas de nanofitas de bordas zigzag com condig¢oes que
introduzem o carater de Mobius de forma compativel. Estudamos as propriedades dos es-
tados de bulk e de borda do sistema a luz do presente modelo e tracamos alguns paralelos
entre os nossos resultados e a formulagao tight-binding. Na tltima secao, é proposto um
conjunto que incorpora as condigoes caracteristicas de nanofitas com bordas armchair e
uma condicao de Mdébius que caracteriza uma interface compativel com a geometria das

bordas. Também é analisada uma interface que implica quebra na simetria da rede.

5.1 Fundamentacao tedrica

Até o presente momento, trabalhamos com descri¢oes que consideram apenas o regime
nas proximidades do ponto de Dirac K , que corresponde a uma construcao centrada em
uma equacao implementada por um Hamiltoniano de Dirac 2 x 2. A partir deste capitulo,
comegamos a lidar também com descrigdes que incorporam as vizinhangas (vales) de
ambos 0s pontos, KeK , € que podem ser equivalentemente caracterizadas por uma
equagao de Dirac 4 x 4. Nos capitulos anteriores, vimos que elétrons préoximos ao ponto

K passam a obedecer a uma equagao do tipo Dirac para particulas sem massa; esta

equagéo S€ escreve como
vp (0 Q)Y = Ev, (5.1)

onde & = (0,,0,), as matrizes de Pauli, e ¢ é o momento relativo a K. Por outro lado,
. _', ~ , . . .
quando consideramos o ponto K’ temos uma equacao anéloga, mas que difere da primeira

por um sinal em o,. Ela pode ser escrita como

vp (& U = By, (5.2)
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Figura 5 — Folha de grafeno

5 - Folha de grafeno com terminagao zigzag na direcao y e terminagao armchair na direcao x.

Aqui, ¢’ = (—0,,0,) e o spinor ¢’ corresponde & fungao de onda relativamente ao vale
K.

Como sabemos, nessa descri¢ao as componentes spinoriais estao relacionadas as subre-
des A e B do grafeno, de modo que qualquer tentativa de trabalhar com o confinamento
de elétrons em uma folha de grafeno deve associar, automaticamente, a atribuicao de
condicoes de contorno as componentes spinoriais com a distribuicao fisica de atomos nas
bordas da folha. Entretanto, nesse contexto, para a imposicao de condi¢oes de contorno

devemos lidar com as fungoes de onda completas nas respectivas subredes [29]:

Wa(7) = e Ta(7) + ™Y (7) (5.3)
e

V() = e Tp(F) + ™ TP (), (5.4)
onde 1) e 1’ representam os spinores associados aos vales KeK' , respectivamente. Aqui,
escrevemos os pontos de Dirac como K = (K,0) e K’ = (=K, 0), com K = 3\%&0.

5.2 Faixas de Mobius com borda zigzag

Dentro da abordagem proposta, temos modelado a insercao da topologia de Mdbius
em sistemas confinantes através da introducao de condi¢oes de contorno adequadas. Neste
esquema, descrevemos faixas de Mobius a partir de nanofitas onde a natureza geométrica
de suas terminacoes transversais nao foi levada em consideragao, tratando-as efetivamente
como sistemas relativisticos convencionais. No presente capitulo, introduzimos este as-
pecto modelando o confinamento tranversal por meio de condigoes impostas capazes de
traduzir a geometria de borda a ser escolhida ao mesmo tempo em que impomos uma
periodicidade de Mobius compativel com tal escolha.

Inicialmente, vamos lidar com faixas com bordas do tipo zigzag. Para uma faixa

orientada tal como na|Figura 5| primeiramente impomos o seguinte conjunto de condicoes



5.2. Faizas de Mobius com borda zigzag 49

Figura 6 — Interface de Mo6bius em nanofitas com bordas zigzag

x=0 x=L

6 - Formagdo de uma interface de Mobius por identificacao das extremidades © = 0 e x = L (ver texto)
para uma nanofita de largura d com bordas zigzag. Como anteriormente, a marcagdo em cor realga linhas
tranversais associadas na composicao da interface, codificando a torcao propria a topologia.

de contorno para a diregao y:

Essas condigoes de contorno foram propostas em [100] para caracterizar o confinamento
em nanofitas com bordas zigzag. Em seguida, para configurar uma faixa de Mobius a

partir dessa nanofita, propomos o seguinte conjunto de condigoes:

¢A(07 y) - eiKL¢B<L7 d— y) (56)

V¥p(0,y) = e®rpa (L, d —y). (5.7)

Construimos essas condigoes levando em consideragao as subredes presentes nas extre-
midades da faixa. Para isso, consideramos as fungdes de onda completas (5.3) e (5.4) e

tomamos:

\IIA(Oa y) = \IJB(Lv d— y) (58)

\IIB(O’ y) = \IIA<L7 d— y) (59)

Condigoes semelhantes as e sao tomadas em [81], no contexto de um modelo
tight-binding. No entanto, elas nao precisam ser tao gerais para uma abordagem no limite
do continuo, podendo-se entao efetuar algumas escolhas razoaveis. Sendo assim, com a
imposicao de e , tomamos as escolhas e para as condi¢oes de contorno
a serem satisfeitas pelas componentes spinoriais 14 e ¥g. A ilustra a geometria
de borda e interface na presente situacao.

A fim de estudarmos as propriedades dos estados de bulk e de borda no presente con-
texto, devemos investigar como o emprego conjunto das condigoes zigzag e de Mobius
e se manifesta nas propriedades fisicas do sistema. Para isso, consideramos o
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sistema obtido a partir da equagao (5.1)):

Yy
—i {3z — gy ) ¥B = L

' _ : (5.10)
—t @%‘Ha% Ya = EYp

com E? = ¢2 — k2, onde fazemos k, = iq, ¢ vp = 1. E bem sabido que nanofitas de
grafeno exibem duas solugoes bastante distintas dependendo da definicao do momento
k, [29, 1T00]. Mais precisamente, quando k, é um ntimero imaginéario temos um determi-
nado comportamento eletrénico, enquanto que um outro completamente distinto emerge

quando k, éreal. Nas proximas subsegoes, vamos nos concentrar nessa questao para faixas

de Mobius.

5.2.1 Estados de bulk

Quando k, é complexo (g, real), lidamos com os chamados estados de bulk, que cor-
respondem aos estados de confinamento na faixa. Neste caso, as solugoes sao tipicamente
oscilantes. Como sabemos, a imposigao das condigbes zigzag nos leva a fungoes trigono-

métricas e a seguinte regra de quantizagao [100]:

tan (g,d) = L. (5.11)

T

A partir disso, a introdugao das condi¢oes de Mébius ((5.6)) e ((5.7) nos conduz as equagoes

sin (gyy — 0) = sin (g, (d — y)) e" KTl (5.12)

sin (qyy) = sin (g, (d — y) — 0) ¢(K+a)l (5.13)

com tanf = Z—y novamente. Da primeira, temos o seguinte conjunto:
xT

(KL (5.14)

cos ) = — cos (g,d) e E+a=)L
sinf = —sin (g,d) e

Em primeiro lugar, observamos que, isolando o termo exponencial comum em uma e

substituindo na outra, juntas elas fornecem tan 6 = tan (g,d), que é a mesma relagao ((5.11)

sin(gyd) _ cos(gyd)
sinf ~  cosf

proveniente da imposicao das condigoes zigzag. Esta relacao nos diz que
relacao cuja importancia serd percebida mais adiante. Em segundo lugar, notamos que a

primeira delas exige que cos (K + ¢,) = £1, com o sinal dependendo se cos(g,d) = cos§

ou cos(gyd) = — cosf. Assim sendo, escrevemos
‘ cos (5.15)
= (=17, (5.16)

com v = 0 quando cos(g,d) = —cosf e v = 1 quando cos(g,d) = cos 6.



5.2. Faizas de Mobius com borda zigzag 51

Por outro lado, a segunda relagao de (5.14)) nos fornece

oikrar _ S (ad) (5.17)
sin 6
Como Sirsli(zyed) = Cocségfgd), esta relagdo é idéntica a equacao (5.16|). Portanto, obtemos

consistentemente a regra de quantizacio e (K+a)l = (1),
Até agora, concentramo-nos apenas na equacao ((5.12)) e a consisténcia com a equagao

(5.13) ainda nao foi verificada. Podemos verifica-la facilmente escrevendo-a como segue:

sin (gyy) = [sin (quy(d — y)) cos O — sin 6 cos (g,(d — y))] ')t (5.18)

= {cosf [sin (g,d) cos (g,y) — sin (g,y) cos (g,d)] + (5.19)
+  siné [cos (g,d) cos (q,y) + sin (¢,d) sin (¢,y)] } (K +a2)L

[cos Bsin @ — cos O sin §] cos (q,y) + [cos® @ + sin® 4] sin (¢,y)  (5.20)
sin (g,y) (5.21)
onde foram utilizadas as rela¢oes do conjunto (5.14)) na passagem de ([5.19) para ([5.20)).
Assim, verificamos que a condi¢ao (5.12)) é matematicamente consistente com a ((5.13)) e,

portanto, nao produzem qualquer tipo de contradicao.

Como podemos ver, o carater de Mobius se manifesta através da duplicidade relativa
a periodicidade das componentes do spinor de Dirac. Quando o parametro v é zero,
caracteriza-se um comportamento periédico similar aquele encontrado em anéis ordinarios,
enquanto que, para v = 1, ha uma antiperiodicidade inerente aos estados. E fato que
nao ha aqui a restricao nas posicoes presente no modelo dos capitulos anteriores, mas
novamente percebemos que o indice que regula a passagem entre os dois comportamentos

esta diretamente ligado a natureza do confinamento transversal.

5.2.2 Estados de borda

Por outro lado, quando k, ¢ um ntimero real (g, imaginario), lidamos com os estados
que correspondem aos estados de borda do sistema [100], aos estados que se localizam nas
bordas da nanofita. Assim como no caso anterior, a imposicao das condig¢oes zigzag leva

a conhecida relacad}
.+ k
e2kyd — m (5.22)
4z — ky
Diferentemente dos estados de bulk, no entanto, quando k, ¢ real podemos escrever as

Componentes CcOomo

Ya(r,y) = 2K, e sinh (k,y — k,d) e'%" (5.23)
€

Vp(r,y) = 2K, (¢ + k,) sinh (k,y) e'%", (5.24)
L Para k, imagindrio, isto é, k, = iqy, a relacao se escreve como e2itvd — :ffe, com 6 como definido

acima, o que leva a relagao (5.11)).
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onde IC; é a constante de normalizacao. Aqui, imediatamente observamos que elas diferem
daquelas para os estados de bulk principalmente por nao serem solugoes oscilantes. Mais
que isso, percebemos também um comportamento hiperbdlico tipico inerente, que corres-
ponde a localizacao desses estados nas bordas da faixa. Por fim, em face desse cenario,
para caracterizar tais estados como os estados de borda de uma faixa de Mdbius, aplica-
mos as condi¢oes de Mdbius as componentes spinoriais ¢4 e ¥ g acima. Curiosamente, as

duas condig¢oes fornecem a mesma relagao:

X (Ktan)l — 1, (5.25)

que implica a regra de quantizacao
(¢z + K) L =nm, (5.26)

onde n é um inteiro. Aqui, alguns pontos merecem ser observados. Em primeiro lugar,
notamos que ha mais estados de borda acessiveis aos elétrons do que no caso periodico,
onde temos a relagao (¢, + K)L = 2nm. Portanto, os estados eletronicos nas proximidades
das bordas sao duas vezes mais numerosos para uma faixa de Mobius do que para um
anel tipico com condigoes periddicas. Os estados correpondentes a multiplos pares de
T estao presentes em ambos os casos. Para a faixa de Mobius, no entanto, observamos
também a presenca de niveis intermediarios, que associamos a antiperiodicidade inerente a
uma parte dos estados. Neste ponto, percebemos que estes niveis antiperiédicos revelam-
se efetivamente como de natureza periddica; e também, um parametro controlando a
duplicidade de periodicidade, como em situagoes anteriores, é ausente. Um outro ponto a
ser frisado é que a relagao escreve-se como um condicao 2L-periddica para o nosso
spinor, isto é, temos que ¥(0,y) = ¥(2L,y). Este fato em particular acreditamos estar
relacionado a uma particularidade da topologia da faixa de Moébius. Como sabemos, ao
conectar os dois lados da faixa, a topologia de Md&bius gera efetivamente uma tinica borda
com duas vezes o seu comprimento original. Entao, parece-nos razoavel apontar este fato
como manifestacao desta caracteristica particular.

Em face dessas caracteristicas, acreditamos que o aparecimento destes niveis adicionais
no caso de Mobius poderia produzir, em uma descrigao fundamentalmente distinta, o
comportamento apontado em [81] via célculos tight-binding e célculos numéricos, no qual
uma faixa de Mobius com bordas zigzag na presenga de um campo elétrico uniforme
transversal apresenta uma densidade de estados nao nula em E = 0, ou seja, ela nao
tem um gap de energia como ocorre nos anéis ordinarios. Com a presenca de novos
niveis associados ao momento ¢, e a consequente diminui¢cao no espagamento entre eles,
o deslocamento em determinados niveis de energia causado pela perturbacao do campo
poderia ser suficiente para anulé-la. Ou seja, com os niveis adicionais provenientes da
antiperiodicidade inerente a topologia de Md&bius, é possivel que o efeito da perturbacao

seja de tal forma que a expressio E? = ¢2 — k; se cancele. Dessa forma, seriam produzidos
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estados de borda com energia nula e a faixa se comportaria como um isolante topolégico.
Esta discussao sera retomada no préximo capitulo.

Tal perspectiva se baseia no fato de que os efeitos da topologia sobre as propriedades
fisicas de tais nanoestruturas se manifestam efetivamente por meio do aparecimento de
estados antiperiddicos. Assim, um tratamento topologico para descrever faixas de Mo-
bius no presente contexto deveria necessariamente produzir efeitos que se associem a tais
estados. Muito embora a abordagem adotada por Guo et al. [81] seja de origem fun-
damentalmente distinta, uma descricao no continuo tal como caracterizada aqui e mais
adiante no proximo capitulo também deve incorporar as predigoes apontadas. Se estas
predicoes nao emergirem de nossa abordagem, entao teremos um indicio de que nao hé
influéncia da topologia sobre tal aspecto, o que indicaria uma falha na abordagem adotada

pelos referidos autores. Assim sendo, o referido efeito nao existiria.

5.2.3 Estados de borda com energia nula em anéis ordinarios

Neste ponto, notamos a possibilidade de obter estados de borda com energia nula para
anéis tipicamente periddicos. Se a conjectura da subsecao anterior acerca da origem dos
estados de energia nula em faixas de Mobius estiver correta, entao é possivel obter tais
estados mesmo para anéis ordinarios. Através da manipulacao da fase em K e de um
fluxo Aharonov-Bohm, em tese podemos alcancar niveis longitudinais antiperiédicos no
espectro de um anel periodico e, assim, produzir estados de borda com energia zero na
presenca de um campo elétrico, caracterizando-o um isolante topolégico. Vejamos isso.

Na presenca de um fluxo Aharonov-Bohm, os niveis longitudinais para um anel perio-

E; = 2% (n - %) ~ K. (5.27)

Olhando para a expressao acima, percebemos primeiramente que para K = p7, com

dico sdo

N

4 um nimero impar, obtemos sempre niveis associados a antiperiodicidade. Assim, o
anel automaticamente se apropria de valores que, de acordo com nossa conjectura, darao
origem aos estados com energia zero na presenca de um campo elétrico transversal. Esta
nuance nos diz que para determinados valores do comprimento da faixa é possivel um
anel periédico se comportar como um isolante topolégico, ou seja, as dimensoes do anel
seriam determinantes no seu comportamento eletronico. E claro que aqui vamos obter

niveis antiperiddicos a menos de K, mas isso pode ser facilmente contornado tomando um

fluxo conveniente. De maneira equivalente, ajustando-se um fluxo ¢ = /L% diretamente
na expressao o mesmo efeito ¢ produzido.

Portanto, na teoria parece ser possivel produzir anéis periédicos comportando-se como
isolantes topolodgicos, o que é realmente interessante, uma vez que teriamos caracteristicas
linicas associadas a sistemas com topologias nao triviais para um sistema topologicamente

comuin.
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5.3 Faixas de Mobius com borda armchair

Nanofitas de grafeno com bordas armchair sao descritas por meio da introducao de
outro conjunto de condi¢oes de contorno [I00]. Neste caso, sdo empregadas condi¢oes
que misturam os vales K e K’ ou, mais precisamente, que misturam as fun¢des de onda

associadas aos vales:
Vu(0,9) +¢,(0,y) =0 (5.28)

e, (Lyy) 4+ ey (L, y) = 0, (5.29)

onde = A, B. Aqui, descrevemos uma nanofita de largura L e comprimento d, com
bordas armchair ao longo da direcao x, como indicado na [Figura 5| Essas condi¢oes nos
fornecem a relagao g, = %mr — K, com n inteiro, em acordo com |29, [100].

Para construir uma faixa de Mdbius a partir de uma nanofita caracterizada por essas

condigoes, propomos uma condi¢ao do tipo Mobius da seguinte forma:
\I/A(JZ,O) :\I/A(L—Jf,d). (530)

A adocao de apenas uma condigao e a escolha de nao cruzar as subredes sao compativeis
com a situagao fisica em questao, pois codificam corretamente uma interface do tipo
zigzag-Klein na dire¢ao y, necessaria quando lidamos com bordas do tipo armchair na
direcao transversal da faixa. Esta situacao pode ser visualizada na [Figura 7. Tal condicao

é escrita em termos das componentes spinorias da seguinte forma:
By (x,0) + e oY (2,0) = e BKE"DYu (L — 2,d) + e EEDY (L — 2,d).  (5.31)

Tomando essa condigdo para uma nanofita obtida das condigoes (5.28)) e (5.29), obtemos

a seguinte expressao para a quantizagao da componente ¢, do momento:
e it = (—1)". (5.32)

Portanto, vemos que as autoenergias dependem dos valores associados a quantizagao do
momento na dire¢ao y, variando de acordo com a paridade do nimero quantico n. Para n
, _ 1 _ 2

fmpar, temos ¢, = 7 (2m + 1) m, enquanto que, para o caso com n par, temos g, = £mmn.

Aqui, m é um inteiro. Consequentemente, as energias sao escritas como

Z—j (2m +1)> + (2x — K)2 , para n impar
E* = . (5.33)

4 2 2
%mQ + ("L—” — K) , para n par

Assim como nos capitulos anteriores, podemos enxergar este resultado de uma outra ma-
neira. Como sabemos, para uma nanofita, um segundo termo na expressao da energia
representa um gap, que pode ser pensado como um termo de massa na relacao de dis-

persao relativistica. Dessa forma, podemos interpretar como segue. A expressao ([5.33))
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Figura 7 — Interfaces de M&bius em nanofitas com bordas armchair

y=0 y=d y=0 y=d

7 - Formacao de interfaces de Mobius por identificagao das extremidades y = 0 e y = d (ver texto) para
nanofitas de largura L com bordas armchair em padroes tipo zigzag-Klein (esquerda) e zigzag-zigzag
(direita). A marcacdo em cor tem o mesmo significado que anteriormente.

determina um comportamento eletronico variavel associado a uma duplicidade de gap,
onde a paridade de n determina o modo como ele deve variar. Para n impar, pode-

mos enxergar um gap Com a expressao «, = 2\/2—5 + B, , onde 25,1/2 = 2 (% — K)

1/2
seria o gap para n par. Entao, temos F = <4di22m2 + ﬁn) para n par, enquanto que

1/2
E = (%Q(m2 +m) + ozi/él) para n impar.

Além disso, outras caracteristicas importantes podem ser observadas. Quando n é par,

nm
I
para m inteiro; se m = 0, ha estados com E = 0 e as bandas se tocam. Isso nos diz

vemos que uma auséncia de gap torna-se possivel com K = uma vez que neste caso F =

27m
d
que, para determinados valores da largura, a faixa se comporta como um condutor. Este
resultado também pode ser encontrado em nanofitas com bordas armchair |32, 33], 100],
com a diferenca de que 14 o momento na dire¢ao longitudinal nao é quantizado. Por outro
lado, quando n é fmpar, a relacao
2
m+ 15 = - (”l - K>2 (5.34)
d? L
nos dé a restricao que produz o cancelamento dos dois tltimos termos em . Aqui,
um ponto fundamental é a impossibilidade de auséncia de gap. Se m = 0, entao devemos
ter g—j = — ("—L’r — K)2, que nunca é satisfeito.

Dessa forma, encontramos uma propriedade eletronica tnica. Observamos que a faixa
de Mé6bius com borda armchair apresenta paralelamente dois comportamentos eletronicos
distintos para uma mesma razao a/L - ou seja, para uma faixa com dimensodes fixas - e
que a paridade do ntmero quantico associado & quantizacao na direcao transversal é o
responsavel pela alternancia entre estes, funcionando como uma chave entre os regimes
condutor e isolante. Isso significa que, em teoria, temos um sistema fisico que exibe
um comportamento dual, metélico ou isolante, cuja manipulacao é dada através de um
aspecto interno do sistema, e nao através de fatores externos de sua morfologia como no
caso de nanotubos de carbono [14] [15, 16}, 17, 18], onde a helicidade e o diametro governam

tal caracteristica, ou no caso de nanofitas de grafeno, como ja mencionado. Sendo assim,
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terfamos uma nanoestrutura capaz de fornecer duas estruturas de banda convivendo em
paralelo, o que poderia ser bastante 1til em termos de aplicagao. O tnico desafio seria
encontrar um mecanismo externo para a manipulacao da paridade na quantizacao do
momento transversal.

Finalmente, atentamos para a possibilidade de atribuir um outro carater a natureza
geométrica da interface na diregao z, trabalhando com uma interface do tipo zigzag-zigzag.

Para isso, propomos um outro conjunto de Mdbius:
Ua(z,0) = Vg(L —x,d), (5.35)
ou, em termos das componentes spinoriais,
e B4 (x,0) + e Y (2,0) = eKEDhp(L — 2, d) + e EEDYL (L — 2,d).  (5.36)
Dessas condicoes, encontramos .
_ 1

Qx
relagao similar aquela obtida no caso zigzag, exceto pelo fato de que aqui lidamos com

tan (¢,d) = (5.37)

uma inversao na direcao das componentes do momento g, e g,. Este caso representa uma
configuracao em que hé uma quebra na simetria da rede; nao hé na interface a estrutura
hexagonal caracteristica da rede, como também ilustrado na [Figura 7]
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6 Efeito de campos elétricos uniformes em nanofitas de grafeno

com bordas zigzag

Neste capitulo, investigamos a influéncia de campos elétricos tranversais nas proprieda-
des eletronicas de nanofitas de grafeno com bordas zigzag. Novamente em uma abordagem
no limite de baixas energias, investigamos como interagoes elétricas no regime de campo
fraco afetam a dindmica de férmions de Dirac sem massa confinados em tais geometrias,
buscando observar e quantificar a resposta das propriedades fisicas dos estados eletronicos
a presenca desses campos.

Na primeira parte, resolvemos analiticamente a equacao de Dirac incorporando a inte-
ra¢ao com um campo elétrico transversal uniforme no regime de campo fraco. Reduzimos
a equacao resultante a uma equacao de Airy e escrevemos nossa solugao em termos de
funcoes conhecidas denominadas de funcoes de Airy. Apontamos dois casos distintos que
emergem da solucao e os associamos com os estados de bulk e de borda do sistema. Em
seguida, na segunda parte, empregamos as condigoes de contorno que configuram uma

nanofita com bordas zigzag e obtemos o espectro de energia

6.1 Particula de Dirac em campos elétricos uniformes fracos

Mencionamos, no segundo capitulo, que o fluxo Aharonov-Bohm poderia ser codificado
na descricao através de um acoplamento na equacao de Dirac, embora nao tenhamos
especificado tal acoplamento precisamente. De modo geral, campos externos podem ser
incorporados a descricao quantica por acoplamentos nas equacoes que regem a dindmica
das particulas em questao. No nosso caso, como ja exaustivamente comentado, tal equacao

é a equacao de Dirac. Para introduzir os campos, inserimos o seguinte acoplamento:
g — ¢" — eA*, (6.1)

onde A" = (¢, ff), com A o potencial vetor e ¢ o potencial escalar. No caso de um campo
elétrico, trabalhamos apenas com o potencial escalar. Diferentemente do caso em que
trabalhamos com o fluxo Aharonov-Bohm, no segundo capitulo, aqui o potencial escalar
deve ser introduzido como um termo do tipo tempo. Desejamos introduzir um campo
elétrico uniforme & = —&y tranversalmente a fita, como mostrado na . Assim,

tomamos o potencial escalar como ¢ = £y e inserimos na equacao, escrevendo-a como
oL e
VF [0 J+T (U—> y] Y = E, (6.2)
F

onde Z é a matriz identidade. Em forma matricial, tal equacao escreve-se como

egy qz — ky wA — B wA (6 3)
Gz + ky egy ¢B wB ’ ‘
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Figura 8 — Nanofita com bordas zigzag na presenca de um campo elétrico

8 - Nanofita com bordas zigzag na presenga de um campo elétrico uniforme transversal.

onde fizemos vy = 1. Ela produz o seguinte sistema de equacoes para 14 € ¥pg:

(€€y) Ya+ (¢ — ky) U5 = Etpa (6.4)
(¢o + ky) va + (e€y) ¥p = Evp
Isolando ¥ na segunda equagao e substituindo na outra, encontramos
(42— k;) Ya = (E®—2e€y + *E%y°) Ya. (6.5)

Para £ < 1, isto €, no limite de campos fracos, podemos negligenciar o termo quadratico

na equacao acima, o que permite chegar a seguinte equacgao para a componente ) 4:

0? 0? )
— @ + a_yz wA = (E — 26€y) ¢A‘ (66)
Tomando uma solugao da forma ¢4 = €@ 4(y), esta equagio fornece
d’Pa
0 + (E" — 2e€y) pa = 0, (6.7)

com E' = E? — ¢?. Para escrevé-la em uma forma mais conveniente, fazemos a seguinte

mudanca de variavel:
E/

— /3
N= —— —(2:6)3y. 6.8
g~ ) (63)
Com isso, a equagao (6.7) pode ser reescrita como
d*da
— =0. 6.9
dnz +7]¢A ( )

Tal equagao é conhecida na literatura como equagao de Airy, e suas solugoes sao dadas
em termos das fungdes Ai e Bi, também conhecidas como fungoes de Airy [101], [102].

Portanto, podemos escrever a solucao geral de como

pa(n) = K1 Ai(—n) + Ko Bi(—n), (6.10)

onde IC; e Ky s@ao constantes a serem determinadas. A esta solugao, na proxima segao,

iremos impor condi¢oes de contorno caracteristicas de uma nanofita com bordas zigzag.
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Podemos distinguir dois casos particulares de acordo com o sinal de n. Quando n > 0,
temos E' — 2efy > 0, o que a grosso modoﬂ associamos a k:; < 0 e, portanto, k, como
um numero imaginario. Neste caso, as solugoes sao do tipo oscilante, uma vez que as
funcoes de Airy apresentam um comportamento oscilatoério para argumentos negativos.
Assim, associamos o caso aos estados de bulk. Por outro lado, para n < 0, encontramos
E' —2efy < 0, correspondendo a k, real. Aqui, as solucoes crescem ou decrescem expo-
nencialmente, pois as funcoes de Airy Ai e Bi tém, respectivamente, um comportamento
exponencial decrescente e crescente para um dominio positivo. Este comportamento é
compativel com a localizagao nas bordas caracteristica dos estados de borda de uma na-
nofita. Entao, naturalmente associamos este regime aos estados de borda do sistema.
Como vemos, temos aqui a mesma relagao entre a defini¢ao de &, e a descri¢ao de estados
de bulk e de borda do caso sem o campo. Na proxima secao, elaboramos e discutimos

mais esses pontos.

6.2 Nanofita com bordas zigzag na presenca de campos elétricos transver-

sais

Considerando a orientacao da nanofita como mostrada na figura, devemos empregar

as seguintes condigoes de contorno:

Yp(x,0) = Ya(z,d) =0, (6.11)

que em termos de ¢(n) escrevem-se como

oB (ﬁ) = ¢a <(2£ﬁ — (265)1/3d> = 0. (6.12)

Dessa forma, codificamos uma configuragao onde sitios da subrede B estao na borda y = 0
e sitios da subrede A na borda y = d. Vamos estudar os dois casos acima mencionados
separadamente; primeiramente o correspondente aos estados de bulk da nanofita (n > 0)

e, em seguida, aquele associado aos estados de borda (1 < 0).

6.2.1 Cason >0
Aplicando a condi¢ao para g, encontramos a relacao
1 : : 1/3 -/ 1/3 -/
o (42 (K1 Ai(—w) + KaBi(—w)) + (2e£)° K1 Al (—w) + (2e€)° Ky Bi (—w)] =0,
(6.13)

Rigorosamente, a comparagao via 1' nao pode ser feita, uma vez que o momento k, é um operador
e implementa uma equagio diferencial para ¢4(y). No caso sem o campo, temos uma equagao cuja
forma da solugao permite escrevé-la em termos dos autovalores.
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/ ~ . . ~ . . . .
com w = (ZGEW As fungoes Ai’ e Bi’ sao as derivadas de Ai e Bi, respectivamente. Tal

condicao implica
@ AI(—w) + (2e£)Y3 Al (—w)

L Bi(—w) + (28 P B (=) !
_ Rio)k (6.15)

Ko

(6.14)

onde defininimos a razao Ri(w) apenas para simplificar a nota¢do. Com isso, a soluc¢ao

geral se escreve como
¢a(n) = Ky [Ai(=n) + Ri(w)Bi(=n)]. (6.16)

A partir daqui, percebemos que a imposicao da outra condicdo para essa funcao nao
parece ser um caminho trivial para a obtencao do espectro analiticamente, uma vez que
estaremos lidando com os zeros de uma funcao que é uma combinac¢ao das duas funcoes
de Airy. No entanto, sem recorrer a célculos numéricos, para ganharmos alguma nogao
mais clara acerca da resposta dos momentos e, consequentemente, das energias, podemos

efetuar a escolha Ky = 0 na relac¢ao (6.13)), que nos leva a uma solugao em termos de Ai:

pa(n) = KiAi(—n), (6.17)
satisfazendo a seguinte relacgao:
G Ai(—w) + (2e€)Y3Ai' (—w) = 0, (6.18)

que restringe os valores de g, em relagao a £. Levando em conta essa escolha, a condi¢ao

sobre 14, por sua vez, fornece

Ya(z,d) = ¢a (ﬁ—@eé’)md) (6.19)
= KiAi (—@iﬁ—k(%ﬁ)l/?’d) (6.20)
= Ai(—h) (6.21
=0 (6.22)

onde definimos h = (w — (2e&)Y 3d). Como vemos, esta condicao significa que os pontos

h sao iguais aos zeros da fungao Ai. Dessa forma, encontramos o espectro de energias

3
B2 =@+ (28)*3f {g(zm - 1)} + 2e&d, (6.23)
onde f(z) = 2% (1+ X5 — 24 + I3 4 — ) sdo os zeros da fungao Ai [101].

A primeira observacgao é que os momentos nas dire¢oes x e y nao apresentam uma rela-
¢ao explicita como no caso livre, ou seja, a presenga do campo quebra o vinculo existente

entre as componentes ¢, e k,, de modo que agora elas evoluem independentemente. Este
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aspecto pode ser particularmente relevante em vista do fato de que, sob essas circunstan-
cias, o efeito de uma perturbacao sobre uma dada direcao nao afetaria indiretamente os
niveis na outra. No entanto, é preciso ressaltar que este caso corresponde a uma escolha
particular que restringe os valores de ¢, em relacao ao campo, valida para algumas situ-
acoes apenas, e um comportamento mais geral exibindo certo grau de dependéncia deve
emergir da imposi¢ao das condigoes a solugao (|6.16|).

Olhando para , também atentamos para um outro aspecto. Podemos perceber
que a expressao ¢ compativel com o que apontamos logo acima em relagao a definicao de
k,. Neste caso em particular, podemos associar os dois tltimos termos na expressao a um
E,, de modo que teremos que —k; > 0 e, entao, k, como um nimero imaginario. Porém,
salientamos que aqui o campo esta dirigido no sentido negativo do eixo ¥y, o que gera um
termo positivo 2e£d no espectro. Por outro lado, se consideramos um campo da forma
£ = €Y (que pode ser obtido fazendo &€ — —& na expressao acima), tal termo passa a

ser negativo. Assim, para que essa definicao de k, seja preservada, devemos ter
f> (2e€)Y34. (6.24)

Tal condigao é facilmente satisfeita uma vez que £ < 1 e fy > 1.

Em adicao, observamos também que ela expressa uma contribuicao do campo que
decresce a medida que o nivel energético aumenta. Da definicao de f podemos ver que
quanto maior o seu argumento, maior valor ela assume, mas mais préoximos estao tais
pontos. Ou seja, quanto maior o indice n associado & quantizacao, menor a diferenca
fn — fno1 e cada vez menos acentuada é a contribuicao do termo proporcional ao campo
na expressao. Consequentemente, a distancia entre os niveis de energia deslocados pela
presenca do campo, isto é, a distancia entre E, e F,_ 1, torna-se menor para maiores
valores de n.

Embora estejamos no contexto dos estados de bulk, podemos projetar esta situagao
para o caso dos estados de borda. Supondo por simplificagao uma perturbacao do campo
qualitativamente similar, é possivel que, para uma contribuicao do momento transversal
negativa na expressao da energia (k, real), alguns dos valores intermediarios de ¢, en-
contrados no para faixas de Mobius coincidam com tais valores; dessa forma,
estados com energia zero apareceriam na presenca do campo. E claro que esta é uma
analise qualitativa bastante simplificada, tanto pelo fato de que a expressao acima s6 é
valida para certos valores de ¢, e £ quanto pela natureza consideravelmente distinta entre
estados de borda e de bulk; no entanto, ela nos d4 uma certa percepgao fisica do efeito

em questao. Retomaremos este ponto na proxima subsecao.

6.2.2 Cason <0

Quando 7 < 0, as fungoes de Airy nao se comportam como fungoes oscilantes. Assinto-

. .. . _2,2/3 2,2/3 .
ticamente, elas se comportam como exponenciais do tipo e~ 37" e 37" [I01]. Assumindo



62 Capitulo 6. Efeito de campos elétricos uniformes em nanofitas de grafeno com bordas zigzag

o comportamento de ambas as fun¢oes para argumentos positivos, podemos escrever nossa
solucao geral como

K 2.2/ 2 Ko 2 9/ 2
Pa(n) = 27m711/4€ 7L (—5772/3) + W12/4€3772 'L (§U2/3) (6.25)

A imposicao da primeira condi¢ao & componente ¢p leva a

waah o2 (_§w2/3) _ w1/4(268)1/36—§w2/3M (_§w2/3)
Ky =— e ) K1, (6.26)
VLR TS ) (§w2/3) + w1/4(265)1/363‘“ M (ng/:&)

wi/a

com w como antes. As func¢oes L e M sao definidas como [101]

n 3.5 1+ 5.79.11 1 . 7.9.11.13.15.17 1 .
11216 212162 22 312163 x3

L(z) =1 (6.27)
371 579131 79111315191
11216z 212162 22 312163 x3

Mais uma vez por simplificagdo, vamos definir a razao acima como Hi(w), de modo

M(z)=1- (6.28)

que Ko = Hi(w)KC;. Assim, escrevemos

baln) b [63"2% (—%772/3) + 2Hi(w)es " L (%772/ 3)} . (629

~ W
Como vemos, um dos termos exponenciais apresenta um dado peso, representado por
Hi(w) e pela quantidade codificada na diferenca entre L(x) e L(—x). Isso pode significar,
dependendo do valor desse peso, que os estados eletronicos estao mais (ou menos) localiza-
dos em uma das bordas em relagao a outra. Intuitivamente, associamos esta caracteristica
ao fato de que a borda mais proxima ao poélo positivo do campo é mais populosa do que
a mais distante.

Por fim, podemos impor a condigao sobre a componente ¢ 4. Ela nos da

e ___ L(=507)
2Hi(w)L (2h%/3)

(6.30)

Apesar de escrever a relacao em uma forma parecida com aquela do caso sem o campo,
vemos que, da mesma forma que para n > 0, a percepgao fisica nao é tao clara como la.

Finalmente, resta-nos observar que, em virtude da forma das nossas solugoes, nao é tri-
vial impor as condigoes de M&bius e, assim, descrever uma faixa de Mobius analiticamente.
Aparentemente, nao héa propriedades conhecidas que permitam descobrir como as funcoes
de Airy, suas derivadas e as fungoes auxiliares se comportam sob tais condi¢oes de modo
que possamos extrair propriedades fisicas analiticamente. Por essa razao, limitamo-nos
ao estudo das nanofitas e as conjecturas. Podemos, entretanto, fazer uma anélise quali-
tativa. Supondo que aqui temos um comportamento similar aquele encontrado no caso
dos estados de borda para faixas na auséncia de campo, os niveis longitudinais devem
apresentar uma duplicidade livre quanto & periodicidade, ou seja, a regra de quantiza-

¢ao deve gerar efetivamente niveis periddicos e antiperidodicos sem um paradmetro tipico
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separando-os. Sendo assim, argumentamos que um efeito de campo tal como discutido na
subsecao anterior possivelmente cancelaria a expressao da energia para valores de ¢, que
corresponderiam ao carater antiperiédico. Como os niveis periddicos estao presentes tam-
bém nos anéis peridédicos e os mesmos nao apresentam estados de energia nula, achamos
valido inferir que, para a faixa de Mobius, a perturbacao gerada pela presenca do campo
anularia alguns dos niveis adicionais equivalentes ao carater antiperidodico. Assim sendo,
existiriam estados de energia nula localizados nas bordas da faixa e ela se comportaria
como um isolante topolégico. Ressaltamos, porém, que em nossa descricao tal efeito deve
ser aproximado e menos acentuado do que na formulagao tight-binding; o nimero de es-
tados com E = 0 encontrados deve ser bastante reduzido, porque no nosso caso estamos
nos limitando as proximidades dos pontos de Dirac; momentos distantes desses pontos sao
considerados na abordagem tight-binding. Posteriores calculos numéricos poderao testar

todas estas conjecturas.
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7 Extensoes auto-adjuntas do operador de Dirac do grafeno e

o confinamento de férmions sem massa em anéis 2D

Neste capitulo, investigamos os aspectos matematicos inerentes ao problema do con-
finamento em nanoestruturas de grafeno, tais como nanofitas e anéis bidimensionais.
Olhando mais rigorosamente para o papel da teoria dos operadores lineares auto-adjuntos
em espagos de Hilbert na modelagem de sistemas confinantes relativisticos, investigamos o
comportamento do operador de Dirac livre 2D relativamente as condi¢oes de contorno do
problema e estabelecemos suas possiveis extensoes auto-adjuntas ou, equivalentemente,
seus conjuntos fisicamente aceitaveis de condi¢oes de contorno.

Na primeira se¢ao, introduzimos os conceitos mais elementares do aparato matematico
necessario para os propositos acima referidos. E realizada uma breve apresentacio dos
elementos através dos quais sao definidos os objetos mateméticos que serao centrais em
nossa investigacao - tais como operadores adjuntos, simétricos, auto-adjuntos e a nocao
de extensao auto-adjunta -, juntamente com as convencgoes adotadas no trabalho.

Na segunda secao, calculamos e analisamos as relagoes a partir das quais é possivel
introduzir a nogao de self-adjointness para os operadores de Dirac unidimensionais cor-
respondentes as direcoes x e y. Partindo de uma analise desses operadores, construimos a
nocao para o operador 2D e estabelecemos conjuntos admissiveis de condi¢oes de contorno
para o problema bidimensional, sempre ressaltando o significado fisico das mesmas.

Na terceira secao, estudamos o problema do confinamento em anéis bidimensionais
periddicos e de Mobius a luz da construcao da secao anterior. Provamos a self-adjointness
do operador de Dirac para os conjuntos propostos no [Capitulo 3] isto ¢, mostramos que
as condicoes do MIT bag model em conjunto com as condigoes periddicas ou de Mobius
sao conjuntos matematicamente aceitaveis. Além disso, o mesmo é mostrado para faixas

com bordas zigzag.

7.1 Operadores lineares auto-adjuntos em espacos de Hilbert

A nocao de self-adjointness desempenha um papel crucial no formalismo matematico
da mecéanica quantica. Como bem se sabe, os observaveis fisicos da teoria quantica sao
descritos por meio de operadores que sao, por definigdo, auto-adjuntos. Assim, essa
questao passa a representar um alicerce fundamental na construcao formal da teoria.
Aqui, apresentamos uma breve sintese de algumas das nog¢oes e definigdes necessarias para
a caracterizacao formal desse conceito. Para uma apresentacao mais ampla e detalhada
dessas definigdes, ver as Referéncias [103], 104, 105], T06].

Dado um espaco de Hilbert H qualquer, denotamos convencionalmente um operador
T em H pelo par (T, D(T)), onde D(T)) C H é dito o dominio de 7. Dizemos que T" é
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densamente definido em H se D(T") é denso em H.

Dado um operador (7', D(T")) densamente definido em H, definimos o seu adjunto
TV :D(TYCH —H (7.1)

como o operador a partir do qual associamos um 77¢ para todo ¢ em algum D(TT) C H,

e para o qual vale a seguinte identidade:

(Th6, ) = (6, TW), (7.2)

Vi € D(T), onde (-, -) denota o produto interno em H. Desse modo, fica automaticamente

definido o dominio de T como o conjunto dos ¢ satisfazendo tal relacao, ou seja:

D(TY) = {¢ € H| (T'¢,4) = (¢, TW); Yy € D(T)}. (7.3)
O operador (T, D(T)) é dito um operador simétrico ou hermitiano se T = 1T, Vi) €
D(T) C D(T"). Equivalentemente, a relagao ((7.2)) reescrita como

(T'o,v) = (o, TW), (7.4)
Vi), ¢ € D(T), reproduz essa propriedade. Se, além disso, tivermos D(T) = D(T"),

dizemos que o operador é auto-adjunto. Portanto, para introduzirmos a noc¢ao de self-
adjointness, devemos impor que 7T seja formalmente auto-adjunto, isto é, que T'= T, e
que adicionalmente os dominios sejam idénticos.

Nas secoes seguintes, encontramos algumas extensoes auto-adjuntas para operadores
de Dirac do grafeno unidimensionais e construimos, a partir dessas, a mesma noc¢ao para o
caso bidimensional através da introducao de conjuntos de condig¢oes de contorno aceitaveis
oriundas do caso 1D. Tecnicamente, o método empregado consiste em partir de operadores
simétricos cujos dominios sao restritos e nao implicam self-adjointness, correspondendo
a D(T) C D(T"), e estendé-los até que a condigao D(T) = D(T") seja satisfeita. Dessa
forma, fica sempre subentendida a existéncia de um tal operador simétrico nao auto-
adjunto como ponto de partida.

Além disso, lidaremos em particular com fungoes que vivem em L?([a,b]), isto é,

funcoes ditas de quadrado integravel, cujo produto interno definimos como:

<@@=/wam, (7.5)

onde ¢* denota o complexo conjugado de ¢, e que satisfazem fab [ (a)|da < .

7.2 Self-Adjointness e conjuntos aceitaveis de condigoes de contorno no

grafeno

Inicialmente, consideramos a equacao de Dirac para os elétrons livres no grafeno nas
proximidades dos pontos de Dirac K:

: 0 0
TV(z,y) = —ivp (crw% + Jya—y) U(z,y) = EV(x,y). (7.6)
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Cada componente spinorial é uma fun¢ao de quadrado integravel, ou seja, trata-se de um

elemento do espago L?*(R?), e o operador de Dirac T' ¢ uma aplicagao da forma:
T:D(T) C L*(R?) @ L*(R?*) — L*(R?) @ L*(R?), (7.7)

formalmente definido em ([7.6)). Por definicao, um spinor é um elemento de um espaco de
Hilbert que é a soma direta de espagos de Hilbert [I03] [107], usualmente denotada por &;
por essa razao, escrevemos nossa aplicagdo como acima. No dominio D(T'), encontram-se
as condigoes de contorno caracteristicas do problema fisico a ser estudado. Para ser fisi-
camente aceitéavel, o operador 7' deve ser auto-adjunto e, portanto, respeitar as condigoes
T=TeD(T)=D(T").

Para efetuarmos um estudo a respeito das condi¢oes de contorno admissiveis para
o spinor ¥(x,y), fazemos inicialmente uso do fato de que o espago L*(R?) ¢ isomorfo
a L?*(R) ® L*(R), onde o simbolo ® denota o produto tensorial de espagos [103]. Isso
significa, basicamente, que tais espacos sao equivalentes de um ponto de vista algébrico,
apresentando um comportamento similar no que diz respeito as suas propriedades gerais.
Esse fato nos permite modelar o nosso problema utilizando o formalismo de produtos
tensoriais de espacos de Hilbert, assim como usualmente acontece em mecanica quantica.
Dessa forma, podemos recorrer a analise dos operadores unidimensionais 7}, e T, sepa-
radamente e construir as condigoes de contorno para o caso bidimensional a partir das
condicoes associadas aos casos em uma dimensao.

Em primeiro lugar, tomamos uma regiao R C R? definida da seguinte forma:
R={(z,p) x € (0,1, y e [0.d]}, (7.8)

para a regiao de confinamento, e definimos os operadores 7T, e T, como:

(T D) :{ ; ::D_(Zigcf([o, e L(0.1) — (0. e L(0.1) .o
T D) - { Ty DT, € 0. 0) & L(0) — BOA) o FOA)

Para esses operadores, através da imposicao da self-adjointness, encontraremos conjuntos
de condigoes de contorno fisicamente aceitaveis separadamente.

Como sabemos dos textos mais elementares de mecanica quantica [108, 109], uma
condicao necessaria (mas nao suficiente) para que operadores possam designar observaveis
fisicos é que tais operadores sejam, por definicao, simétricos ou hermitianos. Entao,
em face dessa necessidade, o primeiro passo que damos em dire¢ao a determinacao das

condic¢oes de contorno fisicas é impor a condicao de simetria aos operadores definidos em

(7.9) e (7.10). Para isso, tomamos o produto interno:
b
0.1) = [ 6o, a=ay, (711)
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e impomos (¢, Tp)) = (T, ), com Ty = T, Vop € D(T,). Aqui, tomamos um

v =1Y(a) = ZAEQ; , e [a,b] = [0,1] para a direcdo = e [a,b] = [0,d] para y. Para a
Bl

diregao z, podemos, entdo, escrever ((7.11)) como:

(9, Twp) = /0 ¢" (Tpt) dx (7.12)

_ /0 & <_¢UF%%¢> da (7.13)

= i [B3(@aalls + (ool + [ (—iopogor) vadra
— e [ @)+ 53 @)ea)] + (Tb, ) (7.15)

Portanto, para que T} seja simétrico, devemos ter:

Pa(DYs(l) = ¢4(0)15(0) + ¢p(1)va(l) — ¢5(0)¥a(0) = 0. (7.16)

Da mesma forma, para T} temos:
d
@ T0) = [ o @me)d (717)
0
d

— /0 N (—z'vpgydiyw) dy (7.18)
= ive [S2 )W — 6 w)ealw)ld] + / <—ivF0y%¢*> Lidy(7.19)
= —ivp [65WUsW)E — o5W)YaW)IE] + (T,0,¥). (7.20)

A imposicao de simetria a equagao ([7.20]) nos fornece a seguinte relagao:

¢a(d)p(d) — ¢4(0)¥5(0) — ¢p(d)Pa(d) + ¢5(0)a(0) = 0. (7.21)

De posse das relagoes e , podemos facilmente observar algumas possiveis
relacoes que implicam D(T,) = D(T]), requisito restante para se caracterizar a self-
adjointness, e estabelecer algumas condigoes de contorno unidimensionais admissiveis para
a construcao de um conjunto de condigoes de contorno para o caso bidimensional. De
imediato, podemos reconhecer alguns dos conjuntos mais tradicionais satisfazendo tal

requisitcﬂ Em primeiro lugar, destacamos as condig¢oes de contorno provenientes do MIT
bag model |95, 96l 97]:

¥a(0) = ip(0)

ba(l) = —ip(l)
Aqui é valido destacar que o problema de extensoes auto-adjuntas do operador de Dirac 1D convenci-
onal H, = —icam% +Bme? ja foi estudado anteriormente (ver, por exemplo, as Referéncias [90, [110]),

e algumas das condigGes mais tradicionais foram verificadas para tal operador. O operador 2 X 2 na
diregao = analisado aqui, a saber T}, deve se comportar de maneira similar.

= +iBo,(@)]os = ¥(@)os, (7.22)
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para T, e

{ a0 =500 g v )loa = 6w)ha (7.23)

Va(d) = —¢p(d)
para o operador T;,. Vemos que, para as relagoes (7.16]) e ([7.21)) serem satisfeitas, devemos

ter necessariamente também:

{ 04(0) = i¢(0) (7.24)
6a(l) = ~idp(])
{ #4(0) = 65(0) (7.25)
¢a(d) = ~6p(d)

Em outros termos, isso significa que temos D(T,) = D(T!). Portanto, verificamos que
as condigoes de contorno caracteristicas do MIT bag model sao fisicamente aceitaveis, em
ambas as dire¢oes, no ambito do grafeno. Além disso, destacamos também as condig¢oes de
contorno periddicas e antiperidédicas tipicas de nanotubos de carbono, isto é, condigoes que
exibem um fase como 1 (a) = e % (b), que, através das mesmas relagoes, sao também
verificadas para elementos do conjunto D(T1), ou seja, temos ¢(a) = Fe “¢(b).

Jé& focando especificamente no contexto do grafeno, invocamos, por fim, as condic¢oes
de contorno caracteristicas do confinamento em nanofitas com bordas zigzag, Klein-zigzag
e armchair e as condigoes (anti)periodicas para interfaces construidas a partir dessas bor-
das. Primeiramente, consideremos o caso com bordas z:gzag, onde o sistema é configurado

por meio do seguinte conjunto de condigoes:
Yala) = ¢p(b) = 0. (7.26)
E facil ver que, com ([7.26)), as expressoes ((7.16)) e (7.21)) sdo satisfeitas apenas se D(T) =

D(TT), o que garante tal conjunto como admissivel. No caso Klein-zigzag, as bordas se

caracterizam através de
Yala) =1ad) =0 (7.27)
ou

Yp(a) = Pp(b) = 0. (7.28)

Novamente, a igualdade entre os dominios também é obtida para estas condigoes. As
condigoes caracteristicas do modelo vigente para nanofitas de bordas armchair sao mais
elaboradas e serao vistas com mais detalhes no proximo capitulo.
Ja para as interfaces, encontramos que condigbes (anti)periodicas de interface zigzag-

z1gzag,

Yasp(a) = £vpa(b) (7.29)
e de interface zigzag-Klein,

Yasp(a) = £va,8(D), (7.30)
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ambas nao satisfazem a condicao de self-adjointness qualquer que seja a direcao. Por outro
lado, para uma interface misturando as componentes encontramos uma caracteristica

incomum. Verificamos que as condig¢oes

Yp(a) = FPa(b)

sao aceitaveis apenas para a dire¢ao x; na direcao y, a relacao (7.21]) nao se anula para
dominios iguais. Estas interfaces, embora nomeadas com terminologia usual do grafeno,
nao sao propriamente fisicas, porque para sistemas fisicos (anti)periodicos as componentes
spinoriais devem ser iguais; com isso, as condigdes recaem nas (anti)periddicas convenci-
onais. Este fato é reforcado logo abaixo. Apesar disso, é ao menos curioso que exista tal

assimetria em relacao a diregao escolhida para operadores de Dirac.

7.2.1 Caso bidimensional

Em posse dessas condigoes, podemos finalmente partir para o problema bidimensional
e construir as condigdes de contorno acessiveis ao operador 7', definido em ([7.6)), tal que

ele seja verdadeiramente auto-adjunto. Seja, por hipotese,

[ Fa(x)Galy)
U(z,y) = ( Fy(2)Cn(y) ) (7.32)

o spinor de Dirac em (7.6). Invocando (7.22) e (7.23)), logo percebemos que elas nos
fornecem a possibilidade de lidar com as condigoes do MIT bag model também no caso

bidimensional, como era de esperar. No entanto, para isso, notamos que neste caso ha a
necessidade de uma pequena restrigao imposta as fungoes em . Se considerarmos a
aplicagao de tais condi¢oes unicamente em uma fixada direcdo, percebemos que a mesma
condi¢ao s6 se manifesta em W(z,y) se as fungdes da variavel associada & outra diregao

forem iguais. Ou seja, se aplicamos ([7.23) as fungoes G4(y) e Gp(y), podemos escrever

{ +ifo,V(z,y)|y=0 = V(x,y)|y=0 (7.33)

=180,V (z,y)|y=a = V(7,y)|y=d

para U apenas se Fia(z) = Fp(z). O mesmo vale para (7.22)). Como sabemos, essa im-
posicao é bastante natural no contexto do confinamento em anéis. Porém, este aspecto
representa apenas um indicio fisico sobre a forma que ¥ deve ter. Na realidade, um
fato muito mais geral proibe escrever o spinor ¥(x,y) como em . Na nossa cons-
trugao, a fungdo ¥ também deve ser escrita como um produto P(z,y) = F(z)G(y) €
(L*(R) ® L*(R)) ® (L*(R) @ L*(R)), ou seja, tal fun¢ao deve ser um spinor de duas com-
ponentes formado a partir do produto de dois outros spinores. Se ambas as fungoes F'(x)

e G(x) forem spinores (matrizes) 2 x 1, isto é, se as duas possuirem duas componentes
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distintas, entao nao ha produto (matricial) que permita escrevé-las da referida forma. S6

se torna possivel se pelo menos uma for uma funcao usual. Assim, devemos ter

U(z,y) = ( g;‘g; ) F(z) (7.34)

¥(r.y) = ( o ) 6) (7.:3)

€ (L*(R)® L*(R)) ® L*(R) = (L*(R) ® L*(R)) & (L*(R) ® L*(R)). Lembramos que F(z)

e G(y) como acima sao ainda spinores, s6 que definidos em L?(R) & ().

ou

Seja o primeiro caso. Este fato implica que o operador T}, agira sobre um elemento de
L*(R) & 0, ou seja,
d
—iUFde—F(x) = E.F(x), (7.36)
x

que é equivalente a um operador diferencial Tp = —ivF% usual agindo sobre a funcao
F(z). O mesmo procedimento aplicado anteriormente leva a ja conhecida relagao entre as
condigbes de contorno do operador momento [105], [106]. Sendo assim, em nosso problema,

devem ser satisfeitas simultaneamente as relagoes
Gu(d)Gp(d) — G4 (0)GR(0) — Gp(d)Ga(d) + G5(0)GA(0) = 0, (7.37)

para a direcao y, e
F(OF(l) — F*(0)F(0) =0, (7.38)

para a direcao z, onde G e F sao fungoes que vivem nos dominios dos adjuntos de T,
e T, respectivamente. O segundo caso é anédlogo. Daqui, para que o operador 2D seja
verdadeiramente auto-adjunto, isto é, para que D(T) = D(TT), é preciso que as relagoes
acima sejam satisfeitas simultaneamente com condicoes iguais para G € D(T}) e G €
D(T}) e para F € D(T,) e F € D(T}) . Tomando G =G e F = F, temos
{ ()] = |F(0)] (7.3
Gu(d)Gp(d) — G4 (0)Gp(0) = GB(d)Gald) — GB(0)G4(0)
As condigoes de contorno que satisfazem estas relagoes simultaneamente representam os
conjuntos admissiveis ao problema do confinamento no grafeno, e os pares (7', D(T)),
com dominios incorporando tais condi¢oes, correspondem as extensoes auto-adjuntas do
operador de Dirac 2D do grafeno.

Por fim, vale destacar a possibilidade de adoc¢ao conjunta das condi¢oes periddicas
(antiperiodicas) e as do MIT bag model, zigzag, armchair e Klein. Através dos casos
1D acima destacados, é possivel também expressar essas mesmas condigoes em termos
de ¥ e escrever uma série de combinagoes possiveis envolvendo elas e outras condigoes.
Em particular, por razoes que residem na proxima se¢ao, chamamos a atengao para a
possibilidade da utilizagao combinada das condi¢oes do MIT bag model ou do tipo zigzag,

em uma dada diregao, e das periddicas (antiperiddicas) na outra.
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7.3 Aspectos formais do confinamento em anéis periodicos e de Mobius

Como sabemos, o confinamento de particulas em regime relativistico se revela uma
questao muito mais delicada do que no caso nao relativistico. Apesar de ambas as si-
tuagOes estarem relacionadas ao aparato formal da teoria dos operadores auto-adjuntos
em espacos de Hilbert, é apenas no caso relativistico que o papel fundamental da mesma
se torna mais evidente em um nivel elementar, como no caso do confinamento em um
pogo unidimensional [90} 01, T10]. Dessa forma, é naturalmente lan¢ado um olhar mais
profundo acerca da importancia do aspecto matematico do problema e, mais especifica-
mente, da questao da self-adjointness. No grafeno, por se tratar de um cenario analogo,
a situagao é bem semelhante.

Para modelarmos o confinamento de férmions de Dirac sem massa do grafeno em anéis
2D periddicos e de M6bius em uma abordagem mais geral, lidamos com quatro classes de
condic¢oes de contorno, cada uma associada a um caso em particular. Nos dois primeiros,
utilizamos para garantir o confinamento transversal as condi¢oes do MIT bag model, o
que representa uma maneira mais geral de modelar o problema, uma vez que nao é levada

em conta a natureza das bordas do grafeno. Para o caso periddico, temos:

:i:’l./Bo-y\IJLg:O,d = \Ij|y:07d (7 40)
\I/(O,y) - \I](lvy) 7

Ja para o caso de Mébius, propusemos no [Capitulo 3}
+iBo,V|y—04 = ¥|,—0.4 (7.41)
U(0,y) = V(,d—vy)

Busquemos, portanto, mostrar que tais condi¢oes sao permitidas em uma descrigao fisica.
Primeiramente, tomamos Fy(z) = Fg(z) = F(x) para ambos os casos, como esclarecido
na secao anterior. Sendo assim, é facil ver que, da utilizagao de sobre as fungoes
Ga(y) e Gp(y) e da condicao periodica sobre F(x), é possivel termos admissivel para
U. Para a faixa de Mobius, procedemos de uma outra forma. A aplicacao das condigoes
do MIT bag model nos permite escrever o spinor (7.32) com Ga(y) = f(0)cos(¢yy) +

g(8) sin (g,y), a partir do qual escrevemos

Ga(d—y) = (1) [f(8)sin (g,y) + g() cos (q,y)] (7.42)

onde ¢ ¢ um natural associado & quantizagao de g, e f(6) = cos (£) e g(f) =sin (§). Com
isso, devemos ter G4(y) = Ga(d—y) e, consequentemente, V4 (0,y) = V4(l,d—y) apenas

em duas situagoes aceitaveis implicando uma tnica condigao sobre F'(x). Quando t é par,

T 5w

o }, o que implica:

fazemos sin (¢,y) = cos (¢,y), que corresponde a angulos ¢,y =
F(0)Galy) = F(1)Galy) (7.43)

e, portanto, F'(0) = F(I), uma condigao periddica na dire¢cdo x. Analogamente, quando

t é impar, temos sin (¢,y) = — cos (g,y), correspondendo a angulos ¢,y = {?jf, %r, },
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levando & mesma condicdo sobre F(z). E importante destacar que as situacdes podem
ser invertidas, de modo a produzirem a condi¢ao antiperiodica F'(0) = —F(I).

Para a funcao G, a analise é exatamente a mesma. Portanto, vemos que é possivel
escrever por meio de condigoes de contorno 1D aceitaveis que se aplicam indivi-
dualmente as fungoes em ([7.32). Entretanto, um pequeno detalhe na analise acima deve
ser salientado. Se é requerida uma tnica condi¢ao sobre a diregao x, as solugoes corres-
pondentes abrangem apenas uma determinada parcela da solugao completa encontrada
no [Capitulo 3| Ou seja, para o caso descrito logo acima, onde recaimos em uma condigao

periddica, automaticamente incorporamos apenas as energias associadas a
el =1, (7.44)

uma vez que t + h é sempre par. Da mesma forma, se nés lidamos com a condigao antipe-
riodica F'(0) = —F(l), temos t + h sempre impar. Aqui, h = (k — 1)/2. No entanto, este
cenario é valido apenas quando desconsideramos o fato de que, para uma dada paridade de
t, as identidades a serem satisfeitas nao precisam ser as mesmas para valores distintos de
y, ou seja, nao ha nada que impega que fagamos sin (g,y) = cos (¢,y) para determinados
valores de y e sin (¢,y) = — cos (¢,y) para outros. Isso significa que, fixada a paridade de
t, as posi¢oes na faixa podem ditar dngulos e, consequentemente, a condigao sobre F(x);
como destacado logo acima, as mesmas identidades sao satisfeitas tanto com a condigao
periddica quanto com a antiperiodica. Sendo assim, podemos associar as duas condi¢oes
ao mesmo tempo para t par ou impar, desde que as posicoes sejam distintas. Por exemplo,
quando t é par, as posigdes com h par levam a relacao sin (¢,y) = cos (¢,y), enquanto as
com h impar produzem sin (¢g,y) = — cos (q,y) e, portanto, a condigao periddica é produ-
zida para determinadas posicoes e a condi¢ao antiperiédica para outras. O mesmo vale
para t impar. Dessa forma, cada situacao pode carregar as duas condi¢des ao mesmo
tempo para valores distintos da posicao na faixa. Portanto, verificamos a consisténcia do
modelo proposto no para o confinamento de particulas de Dirac sem massa
em faixas de Mobius.

Similarmente, é facil ver que o conjunto composto pelas condi¢oes do MIT bag model
e pelas condicoes de Mobius cruzando as subredes nao é aceitavel. Para isso, aplicamos as
condic¢oes do MIT bag model e obtemos G(y) = f(8) cos (q,y) —g(0) sin (¢yy) € Ga(d—7y)
como no caso anterior. Assim, para t par, devemos ter simultaneamente sin(g,y) =
cos (gyy) e sin (qyy) = — cos (g,y) e a igualdade entre as componentes nao ¢ satisfeita para
um dado y, implicando uma inconsisténcia. O mesmo vale para t impar.

Por fim, olhemos para os dois outros casos. Aqui, é considerado o papel da natureza
das bordas no processo de confinamento e, por consequéncia, nas propriedades do sistema.
Mais especificamente, trabalhamos com anéis com bordas zigzag. No caso periodico, basta
substituir a condi¢ao do MIT bag model em pela condigao zigzag. Novamente, a
partir dos casos unidimensionais é facil ver que constituem um conjunto acessivel ao

operador.
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Por outro lado, para uma faixa de Mobius, tal configuracao implica novas condi¢oes do
tipo M6bius para a direcao z, condigoes que sejam compativeis com o aspecto geométrico

das bordas zigzag. No [Capitulo 5| propusemos a adogao combinada de:

U(z,0) = U(z,d) = 0 (7.45)

{ UA(0,y) = Up(l,d—y) (7.46)

\IIB(Oa y) = \IIA(l7 d— y)
Como uma anélise mais cuidadosa ja foi realizada na situagao anterior e é muito mais
trivial olhar direto para a quantizacao do momento, aqui nao procederemos da mesma
forma; faremos uma anélise mais objetiva. No referido capitulo, vimos que a imposi¢ao
das condicoes zigzag leva a uma quantizacao controlada por um certo parametro v, a
saber e~ +a)l — (_1)7, Para v = 0, temos e "5 F%)l = 1 que é equivalente a F(0) =
e 8L (L), uma condicao periddica acessivel ao operador de Dirac na direcio z. Para

v =1, temos a condi¢do antiperiédica F'(0) = —e %L F (L), igualmente acessivel.
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8 Sobre as condicoes de contorno em nanofitas com bordas

armchair

As condigoes de contorno que caracterizam o modelo para descrever nanofitas com
bordas armchair constituem um conjunto ligeiramente mais rebuscado e merecem um
pouco mais de atencao do que aquelas tipicas de fitas zigzag vistas no capitulo anterior.
Neste capitulo, investigamos entao a consisténcia formal de tal modelo & luz do aparato da
teoria dos operadores em espacgos de Hilbert e apontamos para a importancia da analise
formal do problema do confinamento.

Na primeira se¢ao, apresentamos um breve historico acerca do modelo em questao e
fazemos uma breve revisao de alguns dos conceitos relativos a fisica do grafeno necessarios
para a aplicagao do mesmo. Na segunda se¢ao, demonstramos formalmente a consisténcia
matematica do referido modelo invocando a nocao de self-adjointness enquanto aspecto
chave para a descricao quéntica. Ao final, examinamos um Hamiltoniano problematico
que produz inconsisténcias na presenca de tais condigoes e provamos que o problema tem

sua origem nesse aparato formal, mostrando assim a relevancia desse aspecto.

8.1 Breve historico e nogoes preliminares

Como vimos, o limite do continuo suporta descri¢oes de nanoestruturas através da im-
posicao de condi¢oes de contorno ao problema de Dirac correspondente. O modelo aceito
atualmente para tratar nanofitas com bordas armchair na descrigao de baixas energias foi
originalmente proposto por Brey e Fertig [99) [100]. L4, é proposto um conjunto de quatro
condicoes de contorno que, em oposi¢ao ao caso de bordas zigzag, misturam as fungoes de
onda associadas aos dois vales K e K’. Ou seja, & destacado que as componentes dos spi-
nores relativos a ambos os vales sao igualmente decisivas para uma descricao consistente
de nanofitas com bordas armchair. Algumas das propriedades fisicas previstas teorica-
mente por formulagoes tight-binding anteriores [32] 33], B34] sao obtidas para a abordagem
do continuo através de tal modelo.

Antes de partir em direcdo ao objetivo chave deste capitulo, vamos primeiramente
caracterizar o cenéario no qual vamos trabalhar. Como exposto na primeira secao do
hé duas diferentes equagoes dependendo do ponto para o qual a vizinhanga é
considerada. Relativamente ao ponto de Dirac K , pontos em sua vizinhanga apresentam
uma dispersao relativistica que, no espaco real, leva a uma descricao no continuo na
qual elétrons obedecem a uma determinada equacao de Dirac. Similarmente, o regime de
pequenos momentos nas proximidades do outro ponto de Dirac K’ também leva a uma
equacgao de Dirac, mas com uma ligeira diferenca de sinal. Neste esquema, é bastante

usual implementar uma descricao em termos de uma equacgao de Dirac 4 x 4, onde a
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informacgao compreendendo ambos os vales é levada em consideragao.
Para os pontos de Dirac definidos como K = (K,0) e K’ = (—K,0), o Hamiltoniano

Se escreve

0 a% - ia% 0 0 Pa A
0 - 0
2402 0 0 0
0 0 0 ~ 55~ 5y Uy Va
0 0 —Z+if 0 Uy U

onde ¥4 e Y g representam as componentes da fun¢ao de onda relativa ao vale K , enquanto
Y’y e Yy referem-se ao vale K Temos, entao, uma matriz 4 x4 composta por dois blocos de
matrizes 2 X 2, cada um correspondendo a um vale e agindo em seus respectivos spinores
v = (Ya, ¥)T et = (¢, ¥i)T. Assim, é muito facil ver que tal equacao carrega
simultaneamente a informagao contida nas duas equagoes mencionadas e que, portanto,
as formulagoes sao equivalentes. Por fim, nota-se ainda que as condi¢oes de contorno

devem ser impostas considerando-se as funcoes de onda completas em cada subrede:
,(F) = 7, (7) + KTy (), (8.2)

onde u = A, B. Do cancelamento dessas fungoes de onda completas chega-se as condigoes
tipicas. Orientamos a folha de grafeno como no artigo original [29] [T00], de modo que as

bordas armchair serao paralelas ao eixo y. Escrevemos entao as fungoes de onda como:

U (z,y) = < z;\ig > ety (8.3)

Uma expressao analoga ¢ tomada para ¢’ em termos de fungoes ¢y e ¢5. Com isso,

finalmente as condigoes de contorno se escrevem como
¢u(0) + ¢,(0) =0 (8.4)

eflg (L) + e gl (L) = 0, (8.5)

w
A partir dessas condicOes, fica caracterizado o regime de baixas energias em nanofitas

com bordas armchair.

8.2 Self-adjointness do operador de Dirac e a consisténcia do modelo

Nesta secao, mostramos que o modelo vigente para descrever nanofitas com borda
armchair é formalmente consistente. Mais especificamente, provamos a self-adjointness
do Hamiltoniano de Dirac associado ao problema e, assim, demonstramos matematica-
mente que o conjunto de condi¢oes de contorno caracteristicas do modelo é um conjunto

fisicamente aceitavel.
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Para demonstrar tal fato, consideramos o Hamiltoniano com a seguinte expressao

formal:
0 4 4yq, 0 0
d
4 _ 0 0 0
H=—ivp| = W ) (8.6)
0 0 0 —4 4q,
0 0 —L—ygq 0

que aparece quando tomamos as duas equagoes contidas em (8.1)) com as suas respectivas
autofungoes escritas como em . Neste caso, as autofuncoes de H sao escritas como
¢ = (pa(x), (), ¢4 (), ¢5(z))". O seuadjunto H' possui a mesma expressao formal em
uma restricio de seu dominio, ou mais precisamente, Hp = H'¢, V¢ € D(H) C D(HT).
Aqui, denotamos por D(H) e D(HT') os dominios de H e HT, respectivamente. Dessa
forma, H e H' sdo ditos operadores simétricos ou hermiteanos. Para serem verdadeira-
mente auto-adjuntos, os operadores devem ter o mesmo dominio, isto €, é preciso garantir
que D(H) = D(HT'). Portanto, no nosso caso, o que queremos é mostrar que os dominios,
onde estao incorporadas as condigoes de contorno, sao iguais.

De inicio, tomamos o produto interno:

(n, He) = /0 7 (Ho) d, (8.7)

onde denotamos por n(x) = (na(x), ns(x), 7y (x), Np(z))" as funcdes que vivem no dominio

de HT e por n* o seu complexo conjugado. Sendo assim, temos:

(n, Ho) — /0 7 (Ho) du (8.8)

L
d
= —ivp/ n* <0¢x— + myqy) ¢ dx (8.9)
0 dx
/ ! L
— —ivr [minlt + npoalf — widlk — i) + [ ()6 de (310)
0
= —ivp [46lg + npeals — 14" OBlo — up"duls] + (Hn,0),  (8.11)
o, O o, 0
onde o, = e ay = v )
0 —o, 0 oy
O cancelamento da relagao entre colchetes implica que o Hamiltoniano é hermitiano.
No entanto, isso ainda nao significa que ele é um operador verdadeiramente auto-adjunto.
Para isso, é preciso observar se tal cancelamento se da com as fungoes ¢ € D(H) e
n € D(HT) satisfazendo as mesmas condigdes de contorno. De fato, é facil ver que isso

ocorre para o conjunto em questao. Tomando o primeiro e terceiro termos na expressao

entre colchetes com a substituicao das condi¢oes para ¢, temos:

Ry = ¢5(L) [4(L) + 0y (L)e*™ ] = 65(0) [73(0) + s " (0)]. (8.12)

[gualmente para o segundo e o quarto termos, obtemos:

Ry = ¢a(L) [n5(L) + " (L)e* ™ ] — 6.4(0) [n3(0) + 5" (0)]. (8.13)
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Assim, ¢ facil enxergar que exatamente as mesmas condigdes para n4 e 1y anulam R; e
as mesmas para 7p e g anulam Ry; consequentemente, a rela¢do entre colchetes inteira
se anula para as condigbes completas para 7. Dessa forma, fica demonstrado que o Ha-
miltoniano de Dirac do problema é um operador verdadeiramente auto-adjunto e que as
condic¢oes de contorno sao fisicamente acessiveis ao sistema.

Antes de finalizar a se¢ao, atentamos para um aspecto que pode ser instrutivo analisar.
No artigo de revisao de Castro Neto et al. [29], é escrito um Hamiltoniano problemético
que nao corresponde a descricao fisica proposta e que gera inconsisténcias. Mais precisa-
mente, a expressao formal do Hamiltoniano relativo a ambos os vales esta incorreta por
um sinal e este pequeno problema é suficiente para impedir que as condi¢oes de contorno
do modelo satisfacam as relacoes que implicam self-adjointness. Esta situacao ilustra bem
a importancia da perspectiva formal do problema. Vejamos isso em detalhes. Para tal,

seja o Hamiltoniano tal como definido 1a:

0 4ig, 0 0
d
L — 0 0 0
H=—ivp| = W ) (8.14)
0 0 0 =y
0 0 digq, 0
Tomando o produto interno para este Hamiltoniano, temos:
L
(o) = [ o (Ho)ds (8.15)
0
L d
= —ivp/ n* (ozr— + iozyqy> ¢ dx (8.16)
0 dz
! ! L
= —ivr [m0uls + mhoalt + i lf +isol] + [ ()6 do (5.7
0
= —ivr [Madsl5 +npeals +ni Gsle + 0 dule] + (Hn. o), (8.18)
= 0 0
onde agora o, = ’ ey = %
0 o, 0 —oy

A relacao entre as condic¢oes de contorno no lado direito da equacao (8.18) pode ser
igual a zero e, neste caso, seria preciso demonstrar que ela se anula estritamente sem a
exigéncia de tomar o mesmo conjunto de condi¢oes simultaneamente para as fungoes ¢ e 7,
isto ¢, sem que D(H) = D(HT). Por outro lado, se a relacao nao for nula, a demonstracio
serd direta, sendo suficiente mostrar que a imposicao das condi¢oes para ambas as fungoes
nao a anula. Ou seja, assumindo a validade das condigoes devemos encontrar que a relagao
(n, Hp) = (Hn, ¢) nao é satisfeita e, portanto, H nao pode ser auto-adjunto. O nosso
caso se enquadra nesta ultima. De fato, verificamos que essa relacao entre as condigoes
de contorno nao se anula quando impomos as condigoes e para as funcgoes ¢
e 1. Para este caso, da aplicacao das condigoes as componentes de H na relagao entre
colchetes de (8.18)), temos

Ry = ¢5(L) [m3(L) — 0y (L)e*™ ] = 65(0) [73(0) — ny™(0)]. (8.19)
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Ry = ¢a(L) [np(L) — np"(L)e*™ "] = ¢4(0) [15(0) — n5™(0)], (8.20)
que ndo se anulam com a imposicdo das mesmas condicoes as componentes de HT. Assim,
demonstramos que tais condigoes de contorno nao sao fisicamente aceitaveis, pois nao
implicam self-adjointness ao operador de Dirac H. No referido artigo, tal fato se manifesta
nas condigoes para a subrede A; elas dao uma relacao que contradiz a escolha tomada na

imposicao das condicoes para B.
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9 Cones de grafeno com impurezas de carga na presenca de

campos magnéticos uniformes

No capitulo de revisao, foi apresentada uma breve digressao acerca dos elementos
bésicos que constituem a abordagem tight-binding para o grafeno e da construcao que leva
a descricao do continuo. L&, foi visto que, neste limite, os elétrons se apresentam como
particulas sem massa obedecendo a uma dinamica relativistica e que é licito trabalhar
com um equagao de Dirac. Neste capitulo, porém, vamos lidar com um outro tipo de
descricao que emerge com a quebra de simetria de subrede no grafeno: o grafeno com gap.
Em tais sistemas, o limite do continuo fornece uma descricao em que os férmions de Dirac
adquirem massa e a possibilidade de trabalhar com uma equacao de Dirac com um termo
de massa. Neste cenério, investigamos as propriedades fisicas de cones de grafeno com gap
na presenca de campos magnéticos uniformes e de Coulomb estudando a resposta dada
por férmions com massa a interagao com campos topologicos, magnéticos e de Coulomb.

Na primeira se¢ao, é feita uma breve caracterizagao do cenério matemético no qual
situamos a nossa investigacao. E apresentado um breve desenvolvimento da abordagem
tight-binding para o grafeno com gap, culminando com a descri¢ao no limite de baixas
energias e o aparecimento de férmions de Dirac com massa. Na segunda se¢ao, partindo
de um tipo de construcao bem estabelecida nessa linha, configuramos o cenério fisico
correspondente ao nosso sistema e escrevemos o Hamiltoniano do problema. Tomamos
os limites assintoticos para a equacao radial e encontramos suas solu¢oes analiticamente.
Na terceira secao, obtemos as solugoes do problema. Usando o método de Frobenius,
encontramos o espectro de energias e os valores permitidos para o campo magnético. Este

capitulo é essencialmente o ja publicado artigo [86].

9.1 Grafeno com gap e férmions de Dirac com massa

E um fato experimental que, quando ha uma quebra na simetria de subrede, um gap de
energia é observado na estrutura de bandas do grafeno, isto é, as bandas de valéncia e de
condug¢ao nao mais se tocam nos pontos de Dirac K e K'. Como exemplo, o crescimento
de grafeno em determinados substratos produz amostras que exibem tal particularidade
[111].

Para o grafeno com gap, o Hamiltoniano agora se escreve como

= TZZ a(r;)b T’Z—i-(s) ( )b(ﬁ—i-(sj) (9.1)

+ AZ a(r;) — bf (r; + 6;)b(r; + 6;)] - (9.2)
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Aqui, o termo adicional introduz a diferenca de energia entre sitios A e B na rede que
corresponde a assimetria de subrede criada. Se A = 0, preservamos tal simetria e recaimos
no caso tradicional sem gap.

Os passos que levam a descricao do continuo sao semelhantes aqueles descritos no
capitulo de revisdo e, portanto, nido os repetiremos aqui. E suficiente observar que a

relacao de dispersao agora se escreve como
3 3
E?=A%21+72|3+2cos (\/gaoky> + 4 cos <§aokx) cos gaoky . (9.3)

Como podemos ver, se consideramos A diferente de zero, entao essa relagao significa que
os pontos que anulam E para o caso tradicional agora estao separados por um gap de 2A.
Ou seja, a estrutura de bandas do grafeno agora exibe uma separacao entre as bandas de
valéncia e de conducao. Para o mesmo limite de pequenos momentos nas proximidades
de um ponto de Dirac, novamente encontramos uma relacao de dispersao tipicamente
relativistica, mas agora diferindo por um termo de massa. Em outras palavras, os elétrons
nesse regime se comportam como particulas de Dirac com massa, com uma energia escrita
como

E? = m*v} + vaq?, (9.4)

onde vr é novamente velocidade de Fermi e m = QTQ%A. Dessa forma, enquanto a
0

velocidade de Fermi faz o papel da velocidade da luz, o termo m representa uma massa

efetiva associada ao gap. Portanto, um tratamento no regime de baixas energias fica

inteiramente caracterizado através da equacgao de Dirac com massa:

0 0
ive (.5 + o) ) + muaio,y) = Evla ), 95)

onde ¢ = (0,,0,,0,) s@o as matrizes de Pauli usuais. Para o resto do capitulo, vamos

tomar vp = 1.

9.2 Cones de grafeno na presenca de campos de Coulomb e campos mag-

néticos uniformes

Como ja tratado em capitulos anteriores, a insercao de campos no ambito da mecanica
quéantica relativistica - e, mais particularmente, no grafeno - é formalmente caracterizada
através de acoplamentos na equacao de Dirac. No nosso caso em particular, como sera
mostrado, o problema é caracterizado via definicao de um quadrivetor potencial especial
responsavel por conter toda a informacao a respeito da topologia e das interagoes com os
campos externos. A seguir, gradualmente introduzimos cada um dos componentes fisicos
que configuram o sistema.

A caracterizacao matematica de um cone de grafeno se da através de uma transfor-

magao topologica conhecida como processo de Volterra [112]. Ela consiste em remover
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Figura 9 — Criacao de uma 1-disclinacao e a produgao de um cone de grafeno

9 - A esquerda, corte e remocao de um setor angular de 60° produzindo uma 1-disclinacdo. A direita,
cone de grafeno com um pentagono em seu vértice produzido por tal processo.

um setor angular multiplo inteiro de 60° de um folha de grafeno e identificar as novas
bordas, originando uma disclinacao consistindo de um poligono de menos lados que o
hexagono original da rede. Tal procedimento ¢ ilustrado na [Figura 9 Seguindo a abor-
dagem original de Lammert e Crespi [53, 56], 66] [67], incorporamos a natureza conica do
problema por meio da introducao de um potencial vetor especifico capaz de reproduzir o
j& conhecido efeito da topologia do cone sobre o comportamento do spinor. Como bem se
sabe, na pratica, o aspecto topologico do cone se manifesta através do aparecimento de
uma fase no spinor de Dirac. O transporte efetivo do spinor de Dirac em torno do vértice
corresponde a uma transformacao de holonomia que, para uma n-disclinacao arbitraria,
fornece uma fase dada por [67]:

n

W (r, 0+ 27) = 2 E -8 Ty () (9.6)

onde n é o nimero de setores removidos do plano a partir do qual construimos o cone
e 0¥ ¢ a matriz identidade. Para um descricao detalhada do aparato matematico, ver
as referéncias acima mencionadas. Esta fase, por sua vez, pode ser pensada como uma
fase do tipo Aharonov-Bohm [53, 56|, proveniente da presenga de um fluxo ficticio, o que
permite modelar o efeito da topologia conica por meio da definicao do potencial vetor
dado por:
- 1 n 50 a3 -
A=—|+-2—+—]0. 9.7
er { (1 2 (97)
Portanto, para introduzirmos o efeito da topologia do cone na descrigao fisica do nosso

sistema a base de grafeno, devemos acoplar esse potencial vetor na equagao de Dirac (9.5)).

Na presenca de um campo magnético uniforme B = BZ, podemos modelar o cone

de grafeno através da introdu¢do de um termo extra ao potencial vetor (9.7). Seja

An = %Bﬂ? o termo responsavel por incorporar o campo magnético ao sistema. Fn-
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tao, redefinimos tal potencial como

1 n 50 3

. 1 R
A= ]217 _+ 7 4 eBr?|d. 9.8
o |Ta-m T T (98)

Por fim, acoplamos o termo referente a interacao coulombiana, dado por
Ulr) =—-—, (9.9)

que representa uma impureza carregada localizada no vértice do cone. Aqui, temos que

Ze?
hk ?

conta tal termo e acoplando-o com uma componente tipo tempo, escrevemos a equacao

a = onde Z é o nimero atomico e k é a constante dielétrica. Entao, levando em

de Dirac como

—_a_ -t & 4 1 _ 1

0, — ey i Ll _lepr —m-2—F by
6
(9.10)

r(1—2 2r
(1-¢)

Tomando uma solugao da forma

)¢, B
W(r,0) = ( f;z;ﬁ; ) e, (9.11)

J

verificamos que, para r pequeno, a equagao radial se reduz a seguinte forma:

d’R 2dR 1 1
A(B) 4z AB) 1 (72 _ _) Ram =0, (9.12)

dr? r dr 72 4

com

in
y=Vi2—a? v= U1 (9.13)

onde j é o momento angular. A solugao de (9.12) é dada por:
Ray ~ r, (9.14)

Aqui, destacamos que « pode exceder ¥ em moédulo, produzindo um v imaginario. Neste
caso, as solugoes no limite de pequenas distancias apresentam um comportamento oscila-
torio sem um limite bem definido. Para o nosso caso, vamos trabalhar com o parametro
no regime subcritico, isto é, [v| > |a|. As solugdes R4(p) revelam, neste regime, o mesmo
comportamento para o caso sem o campo magnético descrito em [67], como ja esperado.

Por outro lado, para » muito grande, a equacao obtida é

dQRA(B) 2 dRA(B) 1 2
= ——(e2B**)R =0 9.15
a2t 1 @B R =0, (9.15)

cuja solucao ¢é do tipo
eB_ 2

RA(B) ~e a1, (916)

Aqui, ja eliminamos a exponencial crescente em decorréncia da imposicao fisica de termos
uma soluc¢ao normalizédvel. Como podemos observar, temos o mesmo comportamento

encontrado no caso sem massa na auséncia do campo de Coulomb [56].

):0.
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9.3 Solugao do problema

Como vimos na se¢ao anterior, o sistema em questao é descrito pelo seguinte Hamil-
toniano:

m_
H =

INERR R}

0= ity

%
4 1 _ 1 i — < ’
ey seBr m— 9
(9.17)
que introduz, simultaneamente, o efeito da topologia do cone, a interagao coulombiana e

o campo magnético uniforme. Entao, o nosso problema consiste em resolver a seguinte
equacao:

o i 11
Oy r(lz_%)agi (14n> — o — 3eBr -m—%—F Vg
(9.18)
Para tal, consideremos o ja mencionado Ansatz:
Y = Rae’
{%:%M' (9.19)
Substituindo (9.19) em (9.18)), encontramos:
(m—?—E)RA‘F |:di7‘+r(ljn) :l:r<14") +%—%6B7" RBZO
(9.20)

T@g)1@4)—§—?B43A+FW—Q—EV%=O

Levando em conta o comportamento assintético da solugao visto na se¢ao anterior, suge-
rimos como Ansatz as fungoes

Ra(r)=e T 3F (r) (9.21)
e
Rp(r) = e T773G (r), (9.22)
esperando encontrar equagoes diferenciais para as fungdes F'(r) e G (r). Substituindo
(9.21)) e (9.22) em (9.20)), chegamos as seguintes equagoes:
rF'(r)—(y=v)F(r)+[(m+ E)r—a]G(r)=0, (9.23)

rG (r)+ (y+v—eBr’)G(r) + [(m — E)r —a] F (r) = 0. (9.24)
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Isolando G em ((9.23)) e substituindo em (9.24)), encontramos, finalmente, a equagao que

deve ser satisfeita pela fungao F":

m+ FE
r?F" (r) + [— <—(m—|— E)r +C¥> r? 4 er + 027“3} F'(r)+

! {_ ((?;JFJFEJ%: T ?) T 047”} F(r) =0, (9.25)

onde definimos ¢; = 2y + 1, ¢co = —eB, c3 = —[(y —v)eB + m? — E?| e ¢, = 2Ea.

Podemos reescrever (9.25) em uma forma mais tratavel fazendo a mudancga de variavel

u = (ZtE)r. Tal mudanca nos conduz a seguinte forma:
w?F" (u) + |- ! u? + kyu + kou® | F' (u) + i u+ kgu? + ksu| F (u) =0
(1+w) (1+u) ’
(9.26)
com ki = ¢q, ko = o +E202, ks = —(y —v), kg = +E)203 e ks = Spa A equacao

(19.26)) ao que parece nao pode ser reduzida a uma cuja solugao é conhecida. Sendo assim,
devemos encontrar sua solucao diretamente, aplicando o Método de Frobenius. Pelo
teorema de Frobenius, sabemos que, em torno de um ponto singular regular ug, existe

pelo menos uma solugao na forma:

[e.e]

Z 3w — ug)" T, (9.27)

R=0
onde 9 é uma constante a ser determinada. Desse modo, supomos uma solucao desse tipo
com ug = 0, um ponto singular regular da equagao , e a substituimos na mesma no
intuito de determinar o valor de § e as relagoes entre os coeficientes C. Fazendo isso,

encontramos a seguinte relagao:

(n4+64+3)(n+00+2)+ki(n+0+3)]Chys+
(n+6+2)A+6+1)—(n+54+2)+k(n+06+2)+ ks + ks]Crpo +
ko406 + 1) + ky + ks)Criq +

[
[
[
[k2(n 4 6) + ky)Cr = 0, (9.28)

+
+
+

onde § =1 — k; ou § = 0, as raizes da equagao indicial.
Como bem se sabe, para a solugao ser normalizavel, a série deve quebrar em algum
termo. Assim, com a imposigao dessa condigao, da relagdo de recorréncia ((9.28)) verifica-

mos que devemos ter:

ko(n +0) 4+ ky = 0, (9.29)

de onde obtemos, para § = 0, a expressao para as autoenergias:

E*=m?+(n+~vy—-v)eB, n=012.. (9.30)
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Substituindo v e v nesta expressao, escrevemos

==
1 —

~3

2 .
+n

E*=m?+eBy, | n+ —a?— u : (9.31)
(1-7%)

I3

Aqui, escrevemos By, porque, como veremos a seguir, apenas alguns valores de campo
magnético sao permitidos quando a condi¢ao de truncamento da série é requerida. A
expressao ¢ bastante semelhante aquela do caso planar do problema de Dirac-
Coulomb na presenca de campos magnéticos obtida por Ho e Khalilov [I13], reduzindo-se
a mesma no limite n = 0, isto é, na auséncia de disclinagao. Por outro lado, os resultados
encontrados por Lammert e Crespi [56] para os niveis de Landau em um cone de grafeno
na auséncia de interagao coulombiana nao podem ser obtidos diretamente de tal expressao.
Isto porque o limite « — 0 em é incorreto em vista do fato de que a nossa mudanca

de variavel u = (mT*E)r divergiria neste caso. Dessa forma, tal limite deve ser tomado a

partir da equacao .

Como vemos, os autovalores dependem dos parametros v e v, que contém o parametro
n, responsavel por caracterizar o defeito topologico, e a magnitude da impureza de Cou-
lomb «. Particularmente, o efeito da topologia conica sobre o espectro pode ser percebida
pela presenga de um nimero quantico efetivo v substituindo o momento angular, o que
corresponde a uma ferramente pratica para caracterizar o cenario cénico. A presenca da
impureza, por sua vez, elimina a degenerescéncia infinita associada a regiao v > 0. Para
esta regiao, cada nivel n tem infinitos estados com a mesma energia correspondendo aos
infinitos valores de momento angular; o parametro « assegura que o pardmetro v nao

desapareca no espectro e, dessa forma, a degenerescéncia é quebrada.

Além disso, os autovalores também exibem uma dependéncia dos valores particulares
de campo magnético B, e da massa m. Mais adiante veremos que uma relacao direta
entre estes termos também é presente. A presenga da massa codifica o modo pelo qual
a simetria de subrede é quebrada e indica como ela modifica as propriedades fisicas do
sistema. Dessa forma, tal relagao demonstra uma conexao explicita entre o gap gerado
pela quebra de simetria de subrede e os conjuntos de valores de campo magnético topo-
logicamente controlaveis. Como consequéncia, em adi¢ao ao termo explicito de massa em
sua expressao, a energia também responde a tal assimetria através do campo magnético.
Este aspecto serd mostrado na sequéncia.

Embora nés tenhamos encontrado os autovalores de energia, a relagao ((9.29) nao é
suficiente para garantir que a série seja truncada. Para isso, precisamos impor outras
condigoes relacionando alguns outros coeficientes na série. Mais precisamente, para cada
1, ha n+1 equagoes envolvendo os coeficientes (Cy, ..., Cr13), com Cy, C; e Cy satisfazendo

as seguintes relagoes:

lel + (]fg + k5> CO - O (932)
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(34 2k1)Cy+ (=1 + k1 + ks + k) C1 + (kg + k5) Co = 0. (9.33)

Todas estas imposi¢oes levam a uma expressao envolvendo uma restricao sobre os valores
assumidos por B, e uma dependéncia nos indices 71 e v é introduzida. Aqui, ja que estamos
lidando com uma complicada relacao de recorréncia, nés estudamos sé os trés primeiros

casos. Para n = 0, temos
(6 + 3k1) C3 + (2k1 + ks + ks) Co + (ko + k4 + ks) C, = 0. (9.34)

Neste caso, é requerido que todos os coeficientes sejam zero, exceto por Cy. Além disso,
queremos lidar com apenas uma relacao. A escolha ks = —k; fornece, por , C; =0,
mas ela nao nos permite escrever a relacao entre Cy e C usando e (9.33)), porque
¢ proporcional a (ks + ks)~!. Assim, rigorosamente nao podemos ter C, = 0. Entao,
tomamos a escolha Cy = 0 e anulamos a fungao de onda para n = 0. Isso significa que o
estado com 1 = 0 nao existe aqui e o primeiro autovalor de energia deve ser obtido para
n=1em . Obviamente é possivel cancelar C'y em assumindo k; = —ks como
uma segunda relagao, mas isso implica uma contradigao.

Para n = 1, as equacoes sao

(6 + 3k1) C3 4 (2k1 + ks + ks) Co + (ko + kg + ks) C1 = ka2Ch (9.35)

(12 4+ 4ky) Cy + (34 3ky + ks + k5) C3 + (2ke + ks + k) Co = 0. (9.36)

A fim de cancelar todos os coeficientes apos Cy e C}, considerando as relagoes (9.32))

e (9.33), deverfamos manipular estas duas equagoes cuidadosamente. Assim, podemos

escrever 1 (k k )
+ Rs
= —1 ALY .
T [( + k1 + ks + ks) T (kg + k5)] Co (9.37)
(§]
(2ky + k3 + ks) 1 (ko + kg + ks) (ks + ks)
Cqy=— Cy — kol Cy. 9.38
3 613k 2 643k 3 R Co (9.38)

Anulando os termos entre colchetes, obtemos Co = 0 e C3 = 0. Consequentemente, a

expressao (9.36) da Cy = 0. Além disso, a seguinte expressao ¢ obtida:
(=14 ks + ks) ko = (ks — ky) ks, (9.39)

a partir da qual encontramos a equacgao para By,

2m (v —1) ¢ 12 2m? (v —7)
2(v—7n)—1 B, £t ———— — 1)eBy, ———=0. (9.40
[ (V 7) ] 1 6(’7-1/—}-1) [m—i_(,}/ v+ )6 1} +€(’Y—V—|—1) ( )
Em particular, para m < |E| podemos encontrar By,:
2m? (v —
B, = m” (v =) m < |E|. (9.41)

e(y—v+1[1-2v—9)]
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Para n = 2, o mesmo procedimento é empregado. As equagoes sao:

(6 + 3k1) Cs + (2k1 + ks + k5) Co + (ko + kg + ks) Cy = 2k2Cy, (9.42)
(12 4 4ky) Cy + (34 3ky + ks + ks5) C5 + (2ka + ky + ks) Coy = ko Cy (9.43)

€
(20 + 5ky1) C5 + (8 + 4ky + k3 + ks) Cy + (ko + kg + k5) C3 = 0. (9.44)

De modo analogo, de (9.42)) podemos escrever uma expressao relacionando Cj e Cy, que
pode ser inserida em ((9.43)). Cancelando os termos apropriados, os coeficientes C3, Cy e Cs

serao automaticamente zero na série e uma equagao para B é determinada. Encontramos
(ks + ks) (ks — ko) ks + 2kok1ks = — (2k1 + k3 + ks) (ks + ks) k. (9.45)

Esta relacao produz uma equacao bastante densa para o campo Bs,. Nao a apresenta-

remos aqui. Entretanto, uma grande simplificacao é encontrada quando consideramos o
caso onde m < |E|. Neste caso, a equagao (9.45)) da

m® [(v — ) + 207
e(y—v+2)[(v—7)+2a? —e[(2y+ 1) a2+ 1 (v —7) & + Lea?]’

Bo, = — (9.46)

com € =3y + v+ 2.

Como podemos ver, os resultados mostram que os valores discretos permitidos ao
campo magnético B sao determinados pelos niimeros quénticos n e j e pela topologia
coOnica do sistema, caracterizada pelo parametro n. Para cada estado n, o campo magné-
tico exibe um conjunto de valores controlados diretamente pelos aspectos topologicos da
configuragao. Considerando as expressoes e obtidas acima, a fim de ilustrar
como a energia responde a presenca do defeito, plotamos os autovalores E;—; e E;—o em
termos do parametro topologico n. O comportamento tipico pode ser observado nos gra-
ficos da [Figura 10l Notamos que, para ambos os graficos, os autovalores mostram uma

Figura 10 — Graficos das energias em fungao do pardmetro topologico

E(fi=1, eV) 10| . E(fi=2, eV) 10| ° .
03 0z

06 06

10 - A esquerda, autovalor Ej;—; em funcao do pardmetro n, com m = 1.0, e = 1.0, j = % ea=0.75 A

direita, grafico do autovalor E;—o para os mesmos valores. (Graficos retirados da Referéncia [86])
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dependéncia decrescente de n, isto €, eles se tornam menores quando o niimero de setores

removidos aumenta.
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10 Consideracgoes Finais

Nesta tese, abordamos vérios aspectos referentes a fisica de nanoestruturas de grafeno
sob as mais diferentes configuragoes, especialmente nanoanéis e nanofitas. Focamos tanto
na investigagao tedrica das propriedades fisicas de tais estruturas quanto nas bases mate-
maticas que sustentam e descrevem o problema do confinamento de particulas de Dirac no
limite do continuo. Do ponto de vista fisico, em uma abordagem inteiramente analitica,
modelamos e exploramos a descri¢ao de baixas energias em faixas de Mdbius, nanofitas e
cones de grafeno; em particular, descrevemos sistemas confinantes através da imposigao
de conjuntos de condi¢oes de contorno ao mesmo tempo que estudamos os mecanismos
através dos quais se manifestam efeitos topoldgicos, de geometria de borda e interface e de
interacao com campos externos nas propriedades fisicas de particulas de Dirac confinadas
em tais nanoestruturas. Do ponto de vista matematico, investigamos cuidadosamente a
construcao formal para o problema do confinamento quantico de particulas sem massa no
grafeno. Trabalhamos com o operador de Dirac 2D tipico do limite do continuo e a nogao
de self-adjointness no intuito construir conjuntos de condigdes de contorno acessiveis &
caracterizagao de nanoestruturas de grafeno. A seguir, assinalamos mais especificamente

as abordagens e os resultados encontrados nesta tese.

O trata exclusivamente de um modelo que propomos para realizar uma
descri¢ao no continuo de faixas de Mobius de grafeno. Através da adocao de condigoes de
contorno apropriadas, precisamente modelamos sistemas confinantes gerais com tal topo-
logia no ambito da mecanica quantica relativistica, onde abrimos uma rota de aplicacao ao
grafeno. Dentro deste tratamento, podemos destacar alguns resultados como a restri¢ao
nos valores possiveis de posi¢ao ao longo da direcao transversal, bem como a sensibilidade
conjunta exibida pelos autovalores de energia & quantizacao do momento nesta mesma di-
recao e a estas posicoes permitidas. Também aludimos para a definicao de um gap duplo,
associando um comportamento eletréonico dual ao sistema cuja manipulacao - e mesmo a

plausibilidade - estaria vinculada a existéncia de mecanismos externos de controle.

Em seguida, o realiza um estudo sobre a manifestagao do efeito Ahronov-
Bohm & luz do modelo proposto no capitulo anterior. Aspectos similares aqueles do
capitulo precedente sao encontrados novamente para as autoenergias, assim como para as
correntes persistentes na faixa. Ou seja, é mostrado que, como esperado, tais correntes
igualmente carregam a mesma sensibilidade quanto & quantizacao transversal e as posicoes
na faixa observada nos autovalores de energia, apresentando expressoes distintas de acordo
a paridade que codifica estes elementos. Além disso, reconhecemos a possibilidade de
manipular ou trocar a paridade de tal indice através da introdugao de uma fase extra ou

do fluxo Aharonov-Bohm.

O [Capitulo 5], por sua vez, traz um tratamento que visa a compatibilizar a insercao da
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topologia de M6bius com a assinatura de borda via atribuicao de condigoes de contorno,
concentrando especificamente nas terminacoes zigzag e armchair. Dois modelos orienta-
dos nesta direcao sao propostos a fim de descrever faixas com tais terminacoes de borda,
através dos quais estudamos as propriedades de seus estados eletronicos. Dentre os resul-
tados mais proeminentes, mostramos que os estados de bulk em faixas com borda zigzag
sao notadamente regulados por uma duplicidade associada ao confinamento transversal,
e nao exibem qualquer sensibilidade relativa as posi¢oes transversais como nos casos an-
teriores; assim como que estados de borda revelam-se duas vezes mais numerosos que
aqueles encontrados em anéis periédicos e comportam-se como tipicamente provenientes
de estruturas analogas de comprimento 2L, indicando manifestacao explicita da topologia
de Mobius na configuracao; também, conjecturamos a respeito do aparecimento de esta-
dos de borda com energia nula na presenga de campo elétrico no contexto do continuo
e a possibilidade de obter tais estados mesmo para anéis ordinarios por manipulagao da
fase ou de um fluxo Aharonov-Bohm. Da mesma forma, quanto aos estados eletronicos
em faixas de Mobius com bordas armchair, demonstramos que eles sao também regula-
dos a partir do confinamento transversal; mais precisamente, pela paridade associada ao
nimero quantico transversal, exibindo uma duplicidade no espectro de energias, a qual
atribuimos uma possivel dualidade no comportamento eletrénico cuja manipulagao estaria
estritamente conectada com mecanismos internos de controle. Nesta situacao, entretanto,
nao encontramos qualquer sensibilidade as posi¢oes ao longo da faixa, e muito menos uma
restricao nos valores permitidos para tal variavel. Também, percebemos que, se passivel
de controle, a dualidade encontrada significaria uma propriedade eletronica tinica em na-
noestruturas de grafeno, pois neste caso corresponderia a presenca e a auséncia de gap
simultaneamente, e estariam acessiveis em um tnico sistema regimes metélico e isolante

permutaveis independentemente de aspectos morfologicos da estrutura.

No [Capitulo 6] examinamos como as propriedades dos estados de Dirac sao afetadas
por campos elétricos transversais em nanofitas de grafeno com bordas zigzag. Especifica-
mente, resolvemos o problema de Dirac sob influéncia de campos elétricos uniformes no
regime de campo fraco e situamos tal solucao a luz dos aspectos fisicos encontrados em
nanofitas zigzag. Identificamos dois dominios distintos associados & solucao e classifica-
mos o comportamento correspondente em termos de estados de bulk e de borda para a
configuracao estudada. Em tal cenério, por imposicao de condigoes de contorno tipicas
encontramos expressoes que regem o comportamento eletréonico decorrente do confina-

mento.

Jano[Capitulo 7] focamos na estrutura matematica que sustenta o formalismo quantico-
relativistico do limite de baixas energias. E realizado um estudo acerca do comportamento
do operador de Dirac no qual esta centrada tal descrigao invocando elementos da teoria dos
operadores em espacos de Hilbert; particularmente, o papel da nocao de self-adjointness

e extensoes auto-adjuntas no amago da teoria quéantica. Concretamente, calculamos as
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relagoes que garantem esta nocgao para os operadores de Dirac 2 X 2 unidimensionais nas
direcoes = e y, e para ambos estabelecemos uma série de conjuntos fisicos de condigoes
de contorno como aceitéveis por satisfazer tal exigéncia. A partir disto, construimos a
mesma nogao para o Hamiltoniano de Dirac 2D combinando as relagoes obtidas individu-
almente e expressamos as relacoes a serem satisfeitas simultaneamente para a definicao de
suas extensoes auto-adjuntas. Em adigao, verificamos a consisténcia de alguns modelos

de confinamento em nanoanéis bidimensionais levando em conta os conceitos em questao.

Posteriormente, o complementa esta linha, tratando do caso armchair em
separado. Tal capitulo é basicamente uma parte desmembrada do anterior que, em razao
de sua finalidade original e de sua extensao, foi mantida como tal. Mostramos que as
condicoes de contorno tipicas de nanofitas armchair constituem um conjunto que assegura
a referida noc¢ao e provamos a consisténcia formal do modelo. Complementarmente, para
fins de ilustracao, é analisado um exemplo probleméatico de Hamiltoniano para o qual

demonstramos que as mesmas condigoes nao sao admissiveis quando associadas a ele.

Finalmente, o traz uma investigagao sobre as propriedades dos estados de
Dirac de baixa energia sob efeito da topologia e de intera¢des com campos magnéticos
e de Coulomb. Resolvemos o problema de Dirac-Coulomb no grafeno com gap em um
cenario topolégico na presenca de um campo magnético uniforme, obtendo o espectro de
energias e uma relacao de recorréncia para a construcao das autofungoes. Como pontos
adicionais a serem destacados, salientamos caracteristicas particulares inerentes ao tipo
de tratamento empregado, como a restricao nos valores permitidos de campo magnético
para os quais a solucao é normalizavel e, portanto, vilida; e a dependéncia que tal solucao
exige de entidades fisicas notadamente independentes para a determinacao destes valores
de campo; como também o comportamento decrescente que os autovalores exibem em
resposta ao traco topologico da configuragao, a saber, ao nimero de setores angulares

removidos na construcao do cone.

Os modelos, os métodos e os resultados contidos nesta tese apontam algumas direcoes
futuras na pesquisa do presente autor. Alguns tépicos ainda merecem uma maior atengao
e alguns problemas ainda permanecem em aberto. Como exemplo, a razao pela qual a
periodicidade de M&bius responde de forma andémala a um confinamento transversal via
condi¢oes do MIT bag model é uma questao particularmente intrigante, especialmente
quando se leva em conta o contexto geral da mecéanica quantica relativistica, indepen-
dentemente do grafeno. O fato de ser uma caracteristica nao observada em sistemas de
Mobius nao relativisticos sugere que um melhor entendimento deste ponto pode ter im-
plicacoes relevantes na descrigao de sistemas confinantes de Dirac; mais precisamente, no
papel exercido pelas condig¢oes de contorno em geral neste contexto. Um outro aspecto é
a confirmacao da conjectura a respeito da origem dos estados de borda com energia zero
em nanofitas de Mdbius com borda zigzag; igualmente, as implicagoes apontadas aqui

sao de particular relevincia; mesmo a nao confirmacao deste aspecto levantaria questoes
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interessantes para serem examinadas. Este ponto possivelmente s6 podera ser testado via
calculos numéricos através das expressoes encontradas analiticamente aqui. A procura por
extensoes auto-adjuntas e o estudo formal acerca das condigdes de contorno para opera-
dores de Dirac do grafeno com termos de interacao é outro topico de interesse que emerge
como uma continuidade da investigacao feita aqui. O préoprio Hamiltoniano incorporando
a interacao elétrica visto aqui é um exemplo de interesse. Além disso, campos de interacao
de um modo geral e contribui¢oes da topologia podem ser uma linha interessante a ser
explorada nesta diregao.

Por fim, cabe o adendo de que estas contribui¢oes nao se encerram aqui. As versoes
finais dos trabalhos aqui apresentados contendo perspectivas e resultados ainda em fase
de maturacao e posteriores acréscimos ou alteracoes gerais poderao ser encontrados em

publicagoes futuras. No final desta tese, hd uma lista com os artigos ainda em preparacao.
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APENDICE A — Condicées de contorno e aspectos topologicos

em faixas de Mobius

Faixas de Mobius sao superficies nas quais ¢ impossivel introduzir a nog¢ao geométrica
de orientabilidade (ver . A rigor, isso significa que lidamos com uma superficie
onde nao podemos definir consistentemente um campo normal tomado ponto a ponto
ao longo do seu trago, como acontece em superficies mais convencionais como planos,
cilindros e esferas, entre outras. Em termos praticos, este aspecto traduz-se como a
definicao de um anel dotado de um tnico lado, no qual nao ha uma nogao intrinseca
capaz de distinguir entre as partes ditas interna e externa. Para construir tal estrutura,
procedemos como indicado na [Figura 12 Tomando uma regiao bidimensional do plano,
torcemos uma de suas extremidades por um angulo de 180° e em seguida as identificamos.
Com este processo, obtemos a faixa, que pode ser vista na figura.

No entanto, tais entes podem ser tratados de uma forma nao geométrica de modo a
extrair a sua natureza topologica independentemente; de fato, a topologia inerente a tal
superficie pode ser codificada em nossa descricao através da imposicao de condigoes de
contorno a serem satisfeitas pela funcao de onda do sistema. Estas condigoes reproduzem
o cenario em questao atribuindo a funcao de onda uma periodicidade de Mo6bius através
de uma identificacao apropriada tomada nas extremidades da regiao bidimensional dada.

Este requisito é atendido pela seguinte condigao:

onde 1 representa uma fungao de quadrado integravel arbitraria, a saber, uma fungao
de onda, e L e d sao, respectivamente, o comprimento e a largura da faixa mostrada na
figura. E facil ver que a forma da condicdo expressa em é compativel com uma
interface de Mobius. Ela identifica pontos opostos equidistantes em relacao a linha de

simetria da faixa - isto é, sua linha média transversal - para as duas extremidades z = 0 e

Figura 11 — Faixa de M&bius

11 - Aspecto geométrico de uma faixa de Mobius.
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Figura 12 — Fabricacao de uma faixa de Mdbius

s > nEm

180°

B i B

12 - Processo de fabricacio de uma faixa de Mébius. A esquerda, os quadros superior e inferior mostram,
respectivamente, uma faixa arbitraria de comprimento L e as extremidades da mesma postas em primeiro
plano. A direita, o quadro superior mostra a tor¢io caracteristica de 180° de uma das extremidades,
enquanto o processo de identificagao posterior é ilustrado logo abaixo.

x = L, compondo corretamente o comportamento topolégico supracitado. Este fato pode
ser melhor visualizado na

No caso de sistemas relativisticos, descritos dentro de um formalismo de Dirac, uma
extensao natural sugere que esta condigao deveria ser satisfeita para ambas as componen-
tes spinoriais ao mesmo tempo; porém, esta nao é necessariamente a tnica maneira de
proceder. Como continuamente pontuado ao longo dos capitulos, a escolha estara sujeita
a aspectos formais que governam a estrutura matematica da mecénica quantica relativis-
tica. Particularmente a respeito do grafeno, em face das exigéncias quanto a natureza do

sistema a ser estudado, tais condi¢oes devem assumir formas convenientes a fim de simu-

Figura 13 — Representagao grafica do dominio de Mdbius

L L

x x

13 - Esquema ilustrando o dominio da fungdo de onda e a assinatura de Mobius expressa na condi¢ao
assumida. A direita, uma dado ponto arbitrario (0,y) do dominio definido sobre a extremidade z = 0,
em vermelho. A esquerda, também em vermelho, o ponto de simetria (L, d — y) sobre x = L com o qual
sera identificado o primeiro, atribuindo a periodicidade caracteristica ao sistema.
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lar caracteristicas diversas como, por exemplo, aquelas relativas a geometria de borda e
interface. Sendo assim, h4 uma numerosa gama de possibilidades para as condicoes de

contorno a serem assumidas no escopo em questao.
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- DE SOUZA, J. F. O.; DE LIMA RIBEIRO, C. A.; FURTADO, C. Bound states
in disclinated graphene with Coulomb impurities in the presence of a uniform magnetic

field. Physics Letters A, v. 378, p. 2317-2324, 2014.

- DE SOUZA, J. F. O.; FURTADO, C. On the confinement of massless Dirac fermions
in topological Mébius strips. (Em prepara¢ao)
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- DE SOUZA, J. F. O.; FURTADO, C. Bulk and edge Dirac states in graphene M&bius
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- DE SOUZA, J. F. O.; FURTADO, C. Self-adjoint extensions of Dirac operators in
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