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"The more success the quantum theory has, the sillier it looks "

Albert Einstein
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Resumo

Nesse Dissertacao consideraremos uma teoria de campo escalar onde a quebra da si-
metria de Lorentz estd presente. Basicamente adotaremos a teoria de Horava-Lifshtz.
Estudaremos as modificagoes que uma anisotropia no espaco-tempo produzem no efeito
Casimir. Vamos tratar um campo escalar real sem massa em duas situagoes distintas:
entre placas paralelas e no interior de uma caixa bidimensional retangular. Nos dois casos
adotaremos condigoes de contorno especificas sobre o campo. Como veremos, a energia e
a forca de Casimir dependem fortemente do parametro associado a quebra da simetria de

Lorentz.

Palavras-Chaves: Efeito Casimir; Formula de Abel-Plana; Quebra de Simetria de Lo-

rentz
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Abstract

In this Dissertation we’ll consider a scalar field theory where the breaking of Lorentz
symmetry is present. Basically we will adopt the Horava-Lifshtz theory. We’ll study the
modifications that an anisotropy in space-time produces in the Casimir effect. Let’s deal
with a massless real scalar field in two distinct situations: between parallel plates and
inside a two-dimensional rectangular box. In both cases we will adopt specific boundary
conditions on the field. As we shall see, the Casimir energy and force strongly depends

on the parameter associated with the breaking of Lorentz symmetry.

Keywords: Casimir effect; Abel-Plana formula; Lotentz Symmetry breaking.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A teoria quantica de campos (TQC) é a mais bem sucedida teoria que funde em uma
mesma estrutura conceitual a mecanica quantica e a relatividade restrita. Ela é larga-
mente empregada em diversas areas da fisica das altas energias, da mecénica estatistica,
da matéria condensada, etc. A base desta teoria estd no principio de superposicao dos
estados quanticos, com a interpretacao probabilistica dos valores esperados. Na interpre-
tacao usual dessa teoria, as particulas elementares da natureza sao excitacoes do vacuo
quantico. A TQC é uma teoria de muitas particulas. Um campo é um sistema com infi-
nitos graus de liberdade, que pode ser tratado como um conjunto infinito de osciladores
harmonicos ficticios nao acoplados, cada um tendo uma frequéncia propria de oscila-
¢ao, a chamada frequéncia normal. A TQC é, entao, um sistema de infinitos osciladores
harmonicos simples quanticos, sendo suas excitacoes fundamentais interpretadas como
as particulas associadas. Desta forma, o vacuo na TQC é o estado no qual os infinitos
osciladores quanticos se encontram, todos eles, no estado fundamental. Mas, como bem
sabemos, a energia do estado fundamental de um oscilador harménico quantico nao é nula.
Sendo a energia do vacuo a soma das energias dos estados fundamentais desses infinitos
osciladores, a energia do vacuo quantico é infinita. O vacuo quantico pode interagir com
0s campos, e essa interagao pode produzir alteracoes em grandezas mensuraveis, como por
exemplo: a massa, a carga e a constante de acoplamento. Infelizmente, essas alteracoes
em geral sao também infinitas. Esses infinitos constituem um dos principais problemas
da TQC. O saneamento desse problema é realizado pelo processo chamado renormaliza-
¢ao. Esse processo consiste em isolarmos as divergéncias através de um método qualquer
de regularizacao e absorvé-las na redefinicao dos parametros mensuraveis da teoria. A
TQC oferece vérios exemplos que mostram que esse vacuo exerce um papel fundamental

nao somente na fisica de fendémenos microscopicos, mas também na fisica de fenémenos



macroscopicos, sendo um desses fendmenos o Efeito Casimir.

O efeito Casimir é uma das consequéncias mais notaveis das flutuagdes quanticas do
vacuo. O efeito Casimir, em seu aspecto mais geral, € uma consequéncia das alteracoes
causadas na energia do vacuo devido a presenca de fronteiras impostas aos campos. O
efeito foi primeiramente predito teoricamente pelo fisico holandés H. B. Casimir em 1948
[21], e dez anos depois confirmado experimentalmente por M. J. Sparnnaay [22]. Ja na
década de 90, experimentos realizados confirmaram o efeito Casimir com alto grau de
precisao [23]|. Em seu trabalho original Casimir previu que devido as flutuagoes quénticas
do campo eletromagnético, duas placas planas, paralelas, condutoras neutras (aterrada)
se atrairiam com uma for¢a dada por:

2
Fo_alhe (1.1)
240a*
onde A é a area das placas e “a” a distancia entre elas. Tradicionalmente o efeito Casimir
é estudado trocando-se os efeitos idealizados das fronteiras por condi¢oes de contorno.

Uma vez que a teoria da relatividade restrita é a base para TQC, a simetria de Lorentz
¢ uma simetria totalmente conservada nesta teoria. Contudo, outras teorias abrangem
modelos em que a simetria de Lorentz nao é conservada. Na area da gravitacao quantica,
a teoria de Horava-Lifshitz é uma teoria onde ocorre a quebra da simetria de Lorentz. A
anisotropia no espaco-tempo, gerada pela quebra da simetria de Lorentz, ocorre devido a
diferentes propriedades de escalas em que as coordenadas espaco e tempo sao definidas.
A anisotropia no espaco-tempo num dado modelo de teoria de campos certamente deve
modificar o espectro do operador Hamiltoniano, uma vez que teoria fisica deve possuir um
minimo, esse minimo deve sofrer uma modificagao em sua estrutura. O que pretendemos
analisar nessa Dissertagao ¢ como a estrutura desse minimo, o vacuo, modifica-se devido
a quebra da simetria de Lorentz. Para tal anélise, vamos estudar a influéncia da quebra
da simetria de Lorentz no efeito Casimir, considerando campos escalares nao massivo.

A Dissertagao procede dividida da seguinte maneira: No Capitulo 2 faremos uma breve
revisao sobre teoria de grupos e suas relagoes com transformacoes de simetrias. Apoés isso
faremos a quantizacao do campo de Klein-Gordon, e por fim veremos como a quebra da
simetria de Lorentz modifica a equagao de Klein-Gordon. No Capitulo 3 sera revisado o
efeito Casimir. Faremos uma breve introducao historica e obteremos a energia e a forca de
Casimir para um campo escalar real sem massa. No Capitulo 4, que corresponde a nossa
contribuig¢ao pessoal, sera obtida a for¢a de Casimir para um modelo de teoria de campos
onde ocorre a quebra da simetria de Lorentz. Estudaremos duas situagoes distintas.
Consideraremos campos quantico entre duas placas paralelas, e também no interior de
uma caixa retangular bidimensional. Nessas duas situagoes assumiremos que os campos

obedecem condigoes de fronteiras especificas, que sao as de Dirichlet, de Neumann e



finalmente a condicao mista! Por fim, no Capitulo 5 serao apresentadas as conclusoes
sobre os resultados obtidos.

No apéndice A, apresentaremos as denotacoes de férmulas relevantes mencionadas
nessa Dissertacao. O apéndice B, conterd algumas informacoes relevantes sobre a funcao
de Bessel modificada, pois esta surge como solugoes em alguns casos tratado. O apéndice
C contem algumas dedugoes que foram omitidas no trabalho para facilitar a leitura.

Ao longo dessa Dissertacao a notacao utilizada para o tensor métrico do espago de
Minkowski ¢ n = diag(+1,—1 — 1 — 1). Utilizaremos também as unidades naturais, que
sao aquelas onde se admite h = ¢ = 1, onde h é a constante de Planck dividida por 27 e

¢ a velocidade da luz no vacuo.

1As condigdes de Dirichlet, corresponde a fornecer um valor especifico ao campo na fronteira. A
condi¢ao de Neumann corresponde a fornecer um valor especifico para a derivada do campo na fronteira.
A condigao mista é uma combinagao das condi¢oes de Dirichlet e Neuman juntas.



CAPITULO 2

EQUACAO DE KLEIN-GORDON COM
QUEBRA DE SIMETRIA DE LORENTZ

O conceito de Grupos é de grande importancia na Fisica devido & sua relagdo com
transformagoes de simetria [1]. Transformagoes de simetria é definida como transforma-
¢oes que leva um sistema fisico a um outro sistema fisico possivel que satisfaz as mesmas
leis e principios do estado anterior. Transformacoes no espaco-tempo, de boosts! e de
rotacoes de um sistema fisico, sao exemplos ja muito conhecidos de transformagoes de

simetria, as chamadas Transformagoes de Lorentz.

2.1 Conceito de Grupos

Um grupo G é definido como um conjunto de elementos, denominados elementos de G,

[T

que podem ser combinados por operacoes de multiplicagao, denotado por “.”, que satisfaz

as seguintes propriedades [2]:
1. Seaebe G,entao a-b € G.
2. Para qualquer a, b e ¢ € G, tem-se que (a-b)-c=a-(b-c).

3. Existe um tunico elemento neutro (identidade)em G, definido por I, tal que, a- I =

I - a = a para todo elemento a em G.

4. Para cada elemento a de G existe um outro tinico elemento a~!, denominado inverso,

1

talquea-at=a"'a=1.

1Boosts sao transformacdes de Lorentz puras.



Se o produto a.b = b.a para todo a e b € G, esse grupo é denominado Abeliano, e é

dito Nao-Abeliano quando essa propriedade nao é observada, i.e. ; a-b#b-a.

2.2 Grupo de Lie

Um grupo de Lie G' é um grupo em que os elementos sao rotulados por um conjunto
de parametros continuos com uma lei de multiplicacao que envolve fungoes analiticas dos
parametros|3|. A maioria dos grupos de Lie de interesse na fisica sdo compactos, o que
significa que os parametros formam uma variedade compacta? (o grupo de Lorentz ¢ uma
notavel exce¢ao). Um grupo de Lie e sua lei de multiplicacdo podem ser definidos, a
partir de elementos proximos & identidade (transformagdes infinitesimais), em termos de
sua algebra de Lie associado, que consiste em N geradores (operadores) 7% i = 1,2, ...N,
e as suas regras de comutacao,

[T, T9) = icij, T", (2.1)

onde a somatoéria em k estd implicita. Os coeficientes ¢;;; sao denominados de constante
de estrutura de G [4]. Uma vez que o comutador da equagao (2.1) é anti-simétrico, o

mesmo acontece com as constantes de estruturas,
Cijk = —Cjik- (2.2)
Os geradores T% do grupo de Lie também satisfazem a identidade de Jacobi:
(T7, T9), T + (19, T, T + [[T*,T7],T’] = 0, (2.3)

que pode ser facilmente verificado apenas expandindo os comutadores. Substituindo duas

vezes a Eqs.(2.1) na Eqs.(2.3), é obtido uma outra restrigdo as constantes de estruturas,
CijmCmkn L™ + CikmCminT " + CrimCminT" =0, (2.4)

uma vez que os geradores 1™ sao linearmente independentes, obtemos
CijmCmkn + CikmCmin + CkimCmjn = 0. (2.5)

As relagoes (2.1), (2.2) e (2.5) formam a base das éalgebras de Lie pelas quais os

elementos finitos do grupo de Lie proximos a sua unidade podem ser expandidos.

20 termo compacto indicam que os pardmetros variam ao longo de um intervalo finito.



Um elemento de G pode ser representado em termos dos geradores do grupo pelos

operadores unitérios,

- = s A (—iB TR
Ua(B) = exp|—i Z BT = e BT = Z %’ (2.6)
1=1 k=0 ’

onde B'...3Y sao N parametros reais continuos e 7% sao operadores hermitianos®. Em

particular, o elemento identidade é Ug(0) = I, e a inversa de U, G(E) é definido por:
Ua(F)™ = Us(=F) = 7T = Us(A)". (2.7)
Para |§ | pequeno é necessario manter apenas os termos lineares em (2.6),
Uc(B) ~ 1—if-T + O(B:B;), (2.8)

isto é, os geradores de algebra de Lie descrevem os elementos do grupo proximo da iden-
tidade.

2.3 Grupo de Lorentz

A relatividade especial exige que as leis da Fisica sejam covariantes sob 3 tipos de

transformacoes:
e Translagdes no espaco e no tempo;
e Rotagoes no espago real, tridimensional;
e Transformacoes de Lorentz.

Todas essas trés transformagoes juntas formam o grupo nao-homogéneo de Lorentz(Grupo
de Poincaré), quando as translagoes no espago-tempo sao excluidas, as rotagoes no espago
e as transformagoes de Lorentz juntas formam o grupo homogéneo de Lorentz [2|. Tais
transformacoes ocorrem no espaco de Minkowski, My, que é um espaco pseudo-euclidiano
quadridimensional de representacao (1,3). As coordenadas que observadores inerciais
distintos adotam para um mesmo ponto de My, estao relacionadas por transformacoes

lineares que preservam o intervalo espaco-temporal,

s? = (29)% - Za:z:z:‘ (2.9)

3Um operador A é dito hermitianos quando ele & igual ao seu adjunto, A = Af



Em termos da métrica que define o espaco, 7, o intervalo é escrito como,

s* =xTnx = n,7tz" (2.10)

0

onde x# = (2%, 2!, 22, 23) é o quadrivetor contravariante e x é o vetor coordenadas repre-

sentado por:

x
1
x
x=1| , (2.11)
x
3
A relagao entre as coordenadas é expressa por transformacoes lineares
x' = Ax (2.12)
ou, em termos das componentes
3
't = ZA”Vx” = A* ¥ (2.13)
v=1

onde os elementos da matriz A*, sao reais e adotamos a notacao de Einstein, onde os

indices repetidos indicam uma soma sobre esse indice. A invaridncia do intervalo nos

2

mostra que A também preserva a métrica 7, uma vez que s° = XT77X = X’Tnx’ temos

AThA =n = NN WA 5 = Nap, (2.14)

ou seja, o grupo de Lorentz representa o grupo O(1,3).
Da eq. (2.13) pode-se verificar que o determinante da matriz A s6 pode assumir dois

valores

det(ATnA) = det(n) = det(A) = £1, (2.15)
onde as transformacoes de Lorentz sao ditas:
e Proprias, se det(A) = +1,
e Impropria, se det(A) = —1.

Pode-se ainda extrair outra relagao da eq.(2.13),

Gu N oA o = goo = (A%)? — A" A", = 1. (2.16)



Assim, temos que (AY;)? > 1, de onde tira-se mais duas condigoes. Se A, > 1,
as transformagoes sao ditas ortocronas, e se A%, < —1 as transformagoes sao ditas
nao-ortécronas.

Ou seja, o grupo de Lorentz é constituido por quatro sub-grupos disjuntos entre si,
onde sdo caracterizados pelos sinais de det(A) e de A°. Destas, apenas a parte relacio-
nada contendo a identidade forma um subgrupo invariante, chamado subgrupo préprio

ortocrono, e é denotado por LL

2.4 Campo de Klein-Gordon
Sabemos da mecanica quantica que a equacao de Schrodinger,

.aqs_{

ZE N 2m

BV V(f)] 6(7.1), (2.17)

corresponde a energia nao-relativistica com o operador na forma:

o p "
E=— 2.1
)] (218)

A_-Q /\__‘—)
onde £ =ig5 e p=—iV.

Para se obter uma equacao de onda relativistica, considera-se a relagao
P'py = E* — pp=m?c, (2.19)

onde p* = (E,p) é o quadrivetor momento. Como foi feito para a obtengao da equagao

de Schrodinger, o quadrimomento p* agora torna-se um operador

P = ia% =i <%, —ﬁ) . (2.20)
o

Com isso é obtido a equacao de Klein-Gordon
Ppug(x) = m*¢(x). (2.21)
Usando a eq.(2.20) a equagao de Klein-Gordon (KG) é expressa por:
(0 +m?)p(x) = 0, (2.22)

onde [ = g—; — V2 ¢ o operador d‘Alembertiano.

A invariancia de Lorentz da equacao de KG é verificada automaticamente, uma vez



que pHp,, ¢ um invariante de Lorentz [5]. A equagao de KG descreve o movimento quantico

de particulas de spin-0. E o exemplo mais simples de uma teoria de campos relativistica.

Quantizacao do Campo de KG

Vamos agora tratar da quantizagdo de um campo escalar real, ¢(x), satisfazendo a
equagao de KG. Tal campo corresponde a particulas eletricamente neutras [6].

Sabe-se que a equagao de KG também pode ser derivada a partir da densidade de

lagrangiana
1
£ =5 [(0"6())(Oud(w)) —m*$(x)] (2.23)
onde o momento conjugado é:
oL .
m(r) = — = ¢(x). 2.24
(7) = 5 =) 224
A partir de (2.23) e com o uso da equacdo de Euler-Lagrange, 25 — 9, (Wg—f@)’ é
obtida a equagao de KG,
(0,0" +m*)¢(z) = 0. (2.25)

Realizar a quantizagao do campo é promover o campo ¢(z) a um operador hermitiano,

qBT = gg, satisfazendo as relagoes de comutacao,

2 t)] = id(F — &), (226
a,

$<f> t)? t)] = [ﬁ-(fv t)vﬁ-(:g;at)] =0.

—

A fim de se estabelecer uma relagao com as particulas, expande-se o campo ¢(z) em

um conjunto orto-normalizado das solugoes da equagao de KG:
o=0"+07, (2.27)

onde

. 1 \V? .
=% () e

k

17— 1 2 t ikx
b :Z(vak) af (k)e*?.

k

(2.28)

sendo os operadores a(k) e af(k) os operadores de aniquilacdo e criacio respectivamente,

ou seja, a(k) aniquila uma particula com momento k e af(k) cria uma particula de mo-



mento k. O momento k é definido por
kn,=—n , n={ng,ny,n.}t; n;=123..

onde foi obtido resolvendo a equacao de Klein-Gordon no interior de uma caixa ciibica
de aresta L, de modo que, ao confinar o campo, os momentos permitidos passam a serem
discretos.

Assim o operador de campo é escrito como

. vz .
b= zk: (2v1wk) la(B)e + gt (B)eite], (2.29)

1/2
onde k = (ko, k), x = (t, %) e <ﬁ> é a constante de normalizacdo para a solucao da
equacao de Klein-Gordon obtida em uma caixa cibica de volume V.

Utilizando (2.29) em (2.25) ¢ obtida a relagao de dispersao da energia
ko = wi = Vm? + k? (2.30)

Utilizando as relagdes de comutacdes (2.26) e escrevendo os operadores a(k) e af(k)

em termos do operador de campo e seu momento conjugado,

a(k) = m [ 7 e nota) + ida)

(2.31)
aT<k> \/m/dgxe zk:v wkgb( )_ Z(b( )]
sao obtidas as relagdes de comutagdes para os operadores a(k) e a'(k)
a(k), a’(K)] = S,
la(k), a"(K)] = O (2.32)

[a(k), a(k)] = [a' (k), a' (K')] = 0.

Pode-se ainda obter os operadores Hamiltoniano (H) e momento (P) em termos dos

operadores a(k) e a'(k) [6], temos que:
P’=H = /dgf [T ()00 (x) — L] = %/d?’f (6% + (V§)? +m2¢?),

Pi= / d3§:’7ra(a:)a(g(;(m) — / &7 V.
J

(2.33)

10



Assim, utilizando (2.29) ¢ obtido H e P como mostrado abaixo:

k)a(k) + 1/2),

a
. (2.34)
P

)
Ja(k) + 1/2).

D wilal(
Kk
Z k(af (k
Kk
O hamiltoniano H pode ser interpretado, sendo que em cada estado de momento ké
ocupado por particulas, onde o nimero de ocupacao pode ser determinado pelo operador
ntmero N = af(K)a(k). Cada uma contribui com um quanta de energia wy para a energia
total. Além disso, existe ainda um ponto-zero de energia, que é independente do nimero

de ocupagao [7]. Essa energia do ponto zero, denominada energia do vacuo, é dada por

(0| H0), assim temos,

1
By =3 ;wk, (2.35)

onde o vacuo é o estado onde a ocupagao de particula é nula, representado por |0), no
qual a(k) |0) =0

O campo quantico livre corresponde a um sistema de infinitos osciladores harménicos,
onde cada termo da expressao de H em (2.34) descreve um modo normal. Com isso
vemos que a energia do vacuo (2.35) é fortemente divergente. Do ponto de vista fisico,
esse infinito que surge pode ser facilmente contornado. Uma vez que observacoes fisicas
envolvem apenas diferencas de energias, e nao o valor absoluto da energia, pode-se remover

a constante do ponto-zero Fj redefinindo a hamiltoniana H

HR = H—Ey =) weal(k)a(k), (2.36)

obtendo assim, um valor finito.

2.5 Quebra da invariancia de Lorentz

A questao da quebra de simetria de Lorentz contraria frontalmente um dos pilares da
teoria mais bem sucedida da fisica atual, a Relatividade Restrita. Partindo do pressu-
posto de que a velocidade de propagacao de uma onda eletromagnética deve ser a mesma,
independente do sistema de referéncia que se adote, Einstein conseguiu dar uma interpre-
tacao revolucionéaria as transformacoes de Lorentz, provocando mudancas dos conceitos de
espaco e de tempo, recolocando-os sob um novo pano de fundo onde a fisica se desenvolve:
0 espaco-tempo.

Porém a invariancia da simetria de Lorentz tem sofrido alguns questionamentos nas
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ultimas décadas, tanto em termos tedricos quanto experimental. Em 1989 A. V. Koste-
lecky e S. Samuel [8] descobriram um mecanismo dentro da teoria de cordas que permite
a violacao da simetria de Lorentz na escala de energia de Planck?. Este mecanismo trata-
se de uma quebra espontanea da simetria de Lorentz, realizada através de tensores que
adquirem valores esperados no vacuo diferentes de zero, que causam uma anisotropia no
espago-tempo. Isto é chamado de "condensagao"dos tensores no vacuo. Tal quebra acon-
teceu na escala de energia de Planck em uma teoria mais fundamental, e os efeitos desta
quebra para outros niveis de energia, por exemplo o do Modelo-Padrao das Interagoes
Fundamentais, nao foram até o presente momento detectados, porque tais efeitos sao su-
primidos por poténcias da massa de Planck. Kostelecky e Samuel avaliaram também que
essa ideia da quebra da simetria de Lorentz devesse ser incorporada ao Modelo Padrao
(MP), dando origem assim ao Modelo Padrao Estendido (MPE). A proposta de quebra
de simetria de Lorentz, nao tem apenas questionamentos teéricos. Observacoes astrond-
micas no espectro de estrelas, mostram evidéncias de que a constante de estrutura fina
(a = %—i), que é uma medida da intensidade da interacao eletromagnética entre fétons e
elétrons, esteja lentamente variando [9].

Quebrar a simetria de Lorentz desta forma, espontaneamente, nao significa deixar de
usar a algebra de Lorentz. Quebrar a simetria de forma espontanea significa construir
uma agao que ¢ invariante frente a esta simetria, enquanto o vacuo da teoria nao o é.
Estudos posteriores indicaram outros mecanismos que também tém como efeito (direto ou
indireto) a quebra da simetria de Lorentz, dentre eles teoria de campos nao-comutativas
[10], variacdo das constantes de acoplamento [11] e também em teorias da gravitagao

quéntica [12].

2.6 Equacao de Klein-Gordon modificada

Como mencionado no fim da se¢ao anterior, uma teoria que também envolve quebra da
simetria de Lorentz sao teorias de gravitacao quantica. A anisotropia no espago-tempo que
serd tratada nessa Dissertacao se da devido uma dessas teoria, a teoria de Hofava-Lifshitz
(HL) [13].

A teoria de HL tem recebido bastante atencao, uma vez que esta teoria pode dar origem
a existéncia de uma formulagao renormalizavel da gravidade quéntica. A proposta de
Horava consiste em atribuir diferentes propriedades de escala para as coordenadas espaco
e tempo: x¢ — bx’, t — bSt, onde £ é um expoente critico que caracteriza o comportamento

ultravioleta da teoria®. Contagem de poténcia garante a renormalizabilidade da gravidade

4E a unidade de energia no sistema de unidades naturais, é da ordem de 10'°GeV.
5Normalmente na literatura, a notacdo utilizada para o expoente critico da teoria de HL é z, porém
para nao haver confusao com a variavel da componente ao longo do eixo ”z” adotamos a variavel &.
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quéantica em quatro dimensoes para £ = 3 [16].

Assumindo a teoria de HL. vamos investigar, no Capitulo 4, como a violagao da simetria
de Lorentz interfere na estrutura do viacuo de uma teoria de campo escalar. Para tal, vamos
analisar como fica um resultado j4 muito conhecido da literatura, o efeito Casimir®. Antes
disso, necessitamos primeiro ver como a teoria de HL modifica a equacao de Klein-Gordon.

Iremos trabalhar com uma teoria onde as coordenadas espacias e temporais ja nao
possuem o mesmo "peso", como no caso onde hé a simetria de Lorentz. Nesse cenério,
consideramos a teoria de um campo escalar real sem massa, que é o caso mais simples. A

acao associada a esse sistema toma a forma |14, 15]:
1
§=3 / dtd?z (0opdog — 1P V0;,04,...0,, 003, 0y, ...0; D) (2.37)

Com o intuito de obter a equacao de movimento para essa acao, fizemos trés casos
particulares, tomando os valores £ = 1, £ = 2 e £ = 3, para ver o comportamento dos
resultados e assim obter o caso geral (£ qualquer), ver Apéndice C. Em (3+1)D a equagao

de movimento obtida é:
05 + ?¢7(=1)%0,,...0;,0;,...0;, )¢ = . (2.38)

A equagao (2.38) ¢é a equagao de Klein-Gordon modificada no cenério onde é incor-
porada a teoria de HL, ela sera usada no Cap. 4, onde estudaremos a modificacao que a

quebra da simetria de Lorentz implica no efeito Casimir.

6E a forca que atua em duas placas paralelas, eletricamente neutras, causada pelas flutuacoes do
vacuo.
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CAPITULO 3

EFEITO CASIMIR

3.1 Introducao

Conceito de vacuo

Os conceitos primitivos do vacuo classico dividem-se basicamente em duas vertentes
antigas de pensamento: a primeira defendida por varios filésofos da antiguidade, dentre
os quais se encontravam: Democrito (460-370 a.C.), Lucrécio (94-55 a.C.), Epicuro (341-
270 a.C.) e Platao (428-347 a.C.), afirmava que o vacuo e 0 espago vazio eram sindnimos
e a segunda vertente defendida por: Parménides de Eléia (515-450 a.C.), Melissos de
Samos (350 a.C.), Zenon de Eléia (490a.C.) e por Aristoteles (384-322 a.C.) afirmava
que 0 VACUO Nao é 0 mesmo (ue O espago vazio, € mais, que O VACUO era uma espécie
de meio, um éter ou um "ar sutil". Opondo-se & interpretacao platénica, Aristoteles
atribui propriedades dindmicas ao vacuo, pois em sua visao, a velocidade de um corpo é
inversamente proporcional & densidade do meio em que o corpo se move. Se a densidade
do meio for nula (como no caso defendido por Platao), a velocidade do corpo é infinita, o
que é repudiado pela razao humana. As nocoes aristotélicas sobre o vacuo foram objeto
de discussodes e discordancias de muitos pensadores a partir de entao [17, 20].

Ja no século XVII, houve uma explosao de experimentos fisicos na tentativa de refutar
a doutrina aristotélica que afirmava ser a existéncia do vacuo (como sindénimo do nada),
uma impossibilidade fisica.

Em 1644, Evangelista Torricelli (1608-1647) inventou o bardémetro de mercurio. Tor-
ricelli preencheu com mercirio um tubo de vidro que tinha uma das suas extremidades
fechadas e depois, invertendo o tubo, mergulhou a extremidade aberta em um recipiente

que também continha mercturio. A coluna de mercirio desceu deixando um espaco entre a
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superficie do liquido e a extremidade fechada do tubo. Torricelli sugeriu que este espaco,
certamente destituido de matéria visivel, também estava livre da presenca de gases e que
portanto um véacuo havia sido criado. Por volta do ano de 1657, Otto Von Guericke (1602-
1686), natural e burgomestre (prefeito) de Magdeburgo (cidade alema), demonstrou ser
0 vacuo uma regiao sem matéria. Através de um experimento ele puxou, usando duas
parelhas de cavalos, dois hemisférios ocos de cobre, acoplados um ao outro. A auséncia de
ar no interior permitia que a pressao atmosférica externa mantivesse os hemisférios for-
temente unidos, a ponto das parelhas de cavalos nao conseguirem separa-los, concluindo
ele assim, a incoeréncia da concepgao medieval aristotélica sobre a definicao de vacuo.

No plano teérico viu-se nascer o conceito newtoniano de espacgo absoluto, que desvin-
cula a existéncia do espago da existéncia da matéria. O conceito de Newton (1643-1727)
do espacgo inclui a existéncia de uma aceleragao absoluta, em relacao ao préprio espago
isto é: mesmo na auséncia de matéria haveria o efeito de forgas inerciais ou "ficticias".
Ja para Einstein (1879-1955), com uma influéncia do pensamento de Ernest Mach (1838-
1916), espago e matéria estdo intimamente vinculados, com a distribuigdo de matéria
determinando a geometria do espago e a geometria determinando como a matéria deve se
mover. Por outro lado, para os fisicos do século XIX, a natureza ondulatoria da luz exigia
a existéncia de um meio sutil com propriedades elasticas fora do comum, que permitisse a
producao e propagagao de oscilagoes transversais. E deste modo vemos um renascimento
da antiga nog¢ao de um meio sutil pervadindo todo o universo. O famoso experimento de
Michelson-Morley mostrou que a hipotese de um tal meio sutil era, muito provavelmente,
desnecessaria para explicar a propagacao das ondas eletromagnéticas. Nesse elenco de
opinioes ao longo da histéria vemos alternarem-se as concepgoes do vacuo como mero
vazio e como um meio dotado de propriedades caracteristicas.

O conceito de vacuo sofreu uma radical mudanca a partir dos estudos de Max Planck
(1858-1947) sobre a radiagado de um corpo negro, um problema tedrico que desencadeou
os estudos sobre mecénica quantica. Com a mecénica quantica surgiu o conceito de
energia de ponto zero, uma energia decorrente das flutuagoes quanticas que nao podem ser
eliminadas por nenhum processo fisico. Esta ideia esta baseada no principio da incerteza
de Heisenberg, que diz que nao é possivel medir com precisao absoluta tempo e energia
simultaneamente. O limite de precisao é fornecido por:

AEAt > (3.1)

o | St

Assim, essa energia permanece mesmo em uma regiao do espago na qual nenhuma
forma de matéria ou radiagao pode ser observada. O Efeito Casimir ¢ uma consequéncia

do valor nao nulo dessa energia do ponto zero.
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O Efeito Casimir

Considerando duas placas quadradas com um centimetro de lado, metélicas, perfeita-
mente condutoras, eletricamente neutras (aterradas), paralelas entre si e separadas por
uma distancia da ordem de micrometros, onde a forga gravitacional é desprezivel; o con-
junto montado em uma camara selada na qual um vécuo foi estabelecido, havendo dis-
ponivel um medidor hipersensivel de forcas diminutas entre as placas. Nestas condicoes,
espera-se que o ponteiro do medidor de for¢as nao se mova, contudo, observa-se uma
forca atrativa entre as placas. Quando a separagao entre elas é de meio micrémetro a
forca equivale ao peso de uma massa de dois décimos de um miligrama.

Este é o Efeito Casimir [21], previsto teoricamente em 1948 pelo fisico holandés Hendrik
Brugt Gerhard Casimir e comprovado experimentalmente dez anos depois pelo, também
fisico holandés, Marcus Sparnaay [22]|. Mais recentemente, outros experimentos realizados
por Lamoureaux, Mohideen e Roy confirmaram o Efeito Casimir com um alto grau de
precisao [23].

A intrigante interrogagao é: como duas placas eletricamente neutras podem exercer
algum tipo de influéncia uma na outra?

Em meados de 1947, Casimir e seu colega Dirk Polder reconsideraram as chamadas
interacoes dispersivas de Van der Waals e chegaram a conclusao de que em virtude da
velocidade finita de propagacao do campo eletromagnético, a energia de interacao inte-
ratomica diminui com o inverso da sexta poténcia da distancia entre os atomos quando
estes estavam bem proximos (ordem de 107%) e com o inverso da sétima poténcia quando
estao a grandes distancias (ordem de 1077).

Ao conversar com Niels Bohr sobre suas ideias, Casimir recebeu a sugestao de con-
siderar a energia de ponto zero do vacuo. Assim, de posse dessa informacao, ele refez
os calculos recorrendo as flutuagoes quanticas do vacuo eletromagnético, onde obteve os
mesmos resultados encontrados com seu colega Dirk Polder, apresentando esse trabalho
em um coloquio na cidade de Paris em Abril de 1948. Um més depois, Casimir publicou
o artigo onde a forga encontrada era atrativa e de intensidade

2
Fo_alhe (3.2)
240a*
sendo “A” a area de cada placa, “a” a separagao entre elas, “A” a constante de Planck
dividida por 27 e “c¢” a velocidade da luz no vécuo.

O mais notavel no trabalho de Casimir, nao é o fato de ele ter obtido uma forca
atrativa entre dois objetos condutores e neutros, pois isso ja era conhecido entre os que
estudavam as forcas de Van der Waals dispersivas, mas o fato de ele atribuir essa atragao

as flutuacoes de vacuo quantico.
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3.2 Forca de Casimir para um campo escalar

Como ja mencionamos, no Cap. 4 sera tratado o efeito Casimir associado a um
campo escalar real sem massa, quando ocorre a quebra de simetria de Lorentz. Vejamos
entao, primeiramente, como fica a for¢a de Casimir para o caso de um campo escalar real
sem massa na teoria de Kaluza-Klein usual, i.e., a simetria de Lorentz é preservada. A

densidade de lagrangiana de um campo escalar real nao-massivo é dada por

1
L= 58“¢($)8u¢(:(;) (3.3)
de acordo com a eq.de Euler-Lagrange, essa lagrangiana leva a equagao de movimento
() = 0, (3.4

O efeito Casimir resulta na alteragdo do espectro de energia do campo ¢(z), devido a
imposicao de condi¢oes de contorno, por exemplo, pela presenca de fronteiras, tal como
de placas metélicas. Devido a existéncia da energia do ponto zero, prevista pela mecanica
quéantica, esta alteracao manifesta-se quando as condigoes de contorno sao impostas aos
campos quanticos. Assim, para determinar a energia de Casimir, devemos primeiramente
resolver a equagao (3.4) impondo condigoes de contorno matematicas sobre elas, poste-
riormente quantizar o campo ¢(z) e obter sua Hamiltoniana para assim tomar a energia
do vacuo Ey = (0| H |0). Com isso podemos obter a for¢a de Casimir.

Vamos resolver (3.4) no interior de duas placas de lado L, paralelas entre si e separadas
por uma distancia d << L (Fig. 3.1). Consideramos também as superficies das placas
perpendiculares ao eixo Z. Vamos primeiramente resolver a eq. impondo as condigoes de

Dirichlet, ou seja, a solugao de (3.4) deve satisfazer

o(t,2,y,0) = ¢(t,2,y,d) = 0. (3.5)

=

A
d/ L

L

Figura 3.1: Duas placas paralelas de area L? separadas por uma distancia d << L
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Usando o método de separacao de variaveis, e uma vez que ja estamos interessados
em solugoes do tipo de ondas planas e primeiro para solugoes de frequéncia positiva,

resolvemos (3.4) supondo uma solugdo que possa ser escrita como

$(x) = X(2)Y (y) Z(2)e™™". (3.6)
Assim a equagao (3.4) fica
O X @Y W)Z()e ) - VX @)Y () Z(2)e ] = 0. (3.7

Dividindo toda equagao por X (z)Y (y)Z(z)e”**, chegamos a

N 1 d*X(z)  1d°Y(y) 1d°Z(z)
YUY T de? Y dy? Z d2

Como w é uma constante, e cada um dos trés primeiros termos depende de uma variavel

(3.8)

independente, para que essa solucao seja valida para todo z, y e z, cada termo deve ser

uma constante. Assim, ficamos com trés equacoes diferenciais ordinarias independentes:

1 X (z) ,

X e ke (3.9)

1LY (y) 2

—_— = — -1

Y dy? ky (3.10)
e

1 d*Z(z)

= — k2 11

7 dz2 2 (3 )

com isso temos a relagao: w? = k2 + k. + k2.
A condigao de contorno (3.5) restringe apenas a solu¢ao da EDO referente a z. Assim,

as solugoes de X (z) e Y(y) sao dadas por,

X (z) = O e*=” (3.12)

Y (y) = Cype™. (3.13)

A condicao de contorno imposta na direcao z indica uma solucao periddica, assim
sendo, temos

Z(z) = Cyysen(k,z) + Co,cos(k,z2). (3.14)

Impondo a primeira condi¢cdo Z(0) = 0, vemos que o coeficiente Cy, é nulo, o que
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resulta em

Z(z) = C1,Sin(k.z). (3.15)

Usando agora a outra condigao Z(d) = 0, vemos que a constante k, tem uma restri¢ao,

nao podendo assumir qualquer valor, sendo dada por:

nm
k, =k, =—, 3.16
- (316)

onde n =1,2,3,..., de modo que a solugao de Z(z) é dada por:

Z(z) = C.sen <%z> : (3.17)

Assim a solugao da onda é dada por

o(t, o) = Csen (%z) e iwt—kez—kyy) (3.18)

onde as constantes C,, C, e C, foram agrupadas em uma tnica constante C'. A constante

C pode ser determinada impondo a condigao de normalizacao®
i / d*7 [¢™* 0y — 0y P = CpS(ky — k)5 (Ky — k), (3.19)

onde tomamos a normalizagao do tipo delta de Dirac para as variaveis continuas (k,,k,)
e delta de kronecker para variavel discreta, k,. De modo que a condi¢ao de normalizacao

resulta em uma constante dada por

-1 (3.20)
(27r)2wk,nd

Assim, a solugdo geral para a (3.4) considerando a parte de frequéncia positiva e

negativa, impondo as condigoes de Dirichlet é dada por

é(z) = / dk,dk Z \/Wsen(m )[e—“wkmt—m—km+ei<Wk»nt—kww—'fw>], (3.21)
k

onde wy ,, obedece a relacao de dispersao wy, = \/ k2 4+ k2 + (%)

Na condigao de normalizagao, as integrais sdo feitas na regido onde o campo ¢(z) esta confinado,
assim os limites de integragao sdo x:(—00,00), y:(—00,0) e 2:[0,d]
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Operador H

Uma vez que ja temos a solugao do campo de Klein-Gordon no interior das placas,
devemos agora promover o campo a um operador de campo e assim obter a hamiltoniana

associada a ele. Como ja vimos na segao 2.4, promovendo ¢(z) para um operador temos
nm . :

d2k sen( ) R 3.22

/ Z \/W [ M k,n ] ( )

onde o produto kx ¢ dado por kz = wy,t — k-Z sendo k - T = k,x + kyy e ax, e aLn
sao os operadores de aniquilagao e criagao, respectivamente, que obedecem as relagoes de

comutagao (2.32)

A Hamiltoniana associada a esse campo é dada por

H= % / 7 [¢* + (V)2 (3.23)

Substituindo (3.22) na expressao da Hamiltoniana acima e ap6s algumas manipulagoes

algébricas, obtemos a forma de H

1

H= 3 / d%k nZ:; wk,n[akmaLn + ach,nak,n]- (3.24)

Usando agora as relagao de comutagoes (2.32) temos que
Pl _ o] 52
ak,na/kVn + ak’nak’n 2ak7nak’n + (0) (325)

da definicao da funcio delta de Dirac 6%(k — k') = (27r > [ d*re ~i(h=F)7 temos que

6%(0) = # / dr. (3.26)

Uma vez que nosso espago de integragdo é no interior das placas, a integral [ d*F nos

dé a area das placas em questao. Assim sendo, temos

2

ak,naLn + a;nakm = 20,;[{’”(1,1{,” -+ W (327)
Assim, o operador H fica dado por:

) 2 - T L?

H = /d k;wk,n [ak’nak,n -+ m y (328)
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nm

onde wy, obedece a relacao de dispersao: wy ,, = k2 + k; + (%F)>.
Agora que ja temos o operador H, podemos calcular a energia do vacuo Fy. Lembrando

que o véicuo ¢ definido a partir dos operadores ay,, € ayi,, da seguinte forma:

e [0) = 0 (3.29)
(0 af,,, = 0.
Temos
Ey = (0] H |0)
_ / d?kgwk,n [<o| i 0) 4 5 (5;)2<0|o>] | (3:30)

Assim temos a expressao da energia do vacuo na presenca de duas placas paralelas,

dada por
L? - nmy 2]
Ey=—— [ d%k k2 + k2 — 31
0 2(27r)2/ ;{erer(d)} (3.31)

O resultado acima é divergente, como no caso onde temos auséncia das placas. Mas
como ja mencionamos no Cap. 2 podemos fazer uma renormaliza¢ao, conseguindo assim,
uma quantidade mensuravel. O processo de renormalizacao trata-se em subtrair uma
quantidade infinita de uma medida, através de uma regularizacao, podendo assim obter

uma quantidade mensuravel, onde o termo infinito nao possui um significado fisico.

Outras Cond. de Contorno

Podemos também impor outras condigdes de contorno que o campo ¢(x) deva satisfazer
na superficie das placas. Vamos aqui citar outras duas condigoes que podem ser impostas:

Neumann e Mista
e Cod. de Neumann

Nesse caso, a solugao de (3.4) deve satisfazer as condigoes

_ 0o _
=, =0 (3.32)

99 (x)
0z

Resolvendo igualmente feito no caso de Dirichlet por método de separacao de variaveis,

obtemos o operador campo dado por

2 = - nm —ikz ikx
o(t,T) = /koZCnCOS <7d> [arne”** + aLne ko) (3.33)

n=0
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onde

1
——525—3;———g SeTL::O,
)Wk n
C%f: 1
sen > 0.
(27) 2wy nd

O operador Hamiltoniana H para esse caso, fica sendo

2

L
2 2 T
L/nd k E C?aukn {aknakng+'§z§%5§}.

Assim a energia do vacuo é dada por

Ey = (0| H |0)
k> wien
n=0
onde:
o 7 1 o
> gn=0+3
n=0 n=1
e
_ k2 kQ nm
2+ ()
e Cond. Mista
Nesse caso temos duas formas:
Ip(x),

ou

i) 229,

— ¢(z=d) = 0.

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

Resolvendo a equagao (3.4) para esses casos, o operador campo obtido no caso i) é

/d2kz Wsen(

enquanto para o caso i) é,

il /dzkz \/WCOS<

22

n+ 1/2)%2) [y ne ™ + aLneikx],

n+ 1/2)%2) [y ne™ ™ + aLneikx].

(3.38)

(3.39)



Ambos os casos de condigao mista (i e ii), resultam no mesmo operador Hamiltoniano

N o L2
H(x) = /dzkzwk,n |:aLnak,n + W} . (3.40)
n=0

onde aqui o espectro de energia ¢ dado por: wi,, = k2 + k2 + [(n + 1/2)5]?

Assim a energia do vacuo nesses casos, é dada por

L? >
Ey=——— [ d%k A1

Como podemos ver, nos trés casos mencionados aqui, Dirichlet, Neumann e Mista, a
energia do vacuo é uma soma infinita. Podemos tratar essa soma de diferentes maneiras.

A maneira que serd adotada nessa Dissertacao é utilizando a féormula de Abel-Plana.

3.3 Fo6rmula de soma de Abel-Plana

Como ja vimos, somas discretas e integrais com respeito a variaveis continuas, tais
como aquelas em (3.31), (3.36) e (3.41), s@o frequentes nos calculos do efeito Casimir. Em
alguns casos, essas expressoes podem ser simplificadas com o uso da formula de Abel-Plana
[24, 25]:

< dt

nio;F(n) = %F(O) +/Ooo F(t)dt+i/0 S [F(it) = F(=it)]. (3.42)

Esta formula foi obtida, independentemente, pelo matematico noruegués Niels Henrik
Abel (1823) e também pelo astronomo e matematico italiano Giovanni Antonio Amedeo
Plana (1920). O primeiro a usar essa férmula para o efeito Casimir foi Mamayev em 1976.

Vamos agora aplicar a formula da soma de Abel-Plana para a energia do vacuo dos

trés casos obtidos na secao anterior.

Dirichilet

Nessa condi¢ao de contorno, vimos que a energia do vacuo obtida foi

L? o . 2 2 nmy2] "2
Bo= 55 / kY {kx + R+ (7) ] , (3.43)
-0 n=1

podemos trabalhar com as coordenadas polares no plano k,k,, assim teremos:
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L2 2 [e's) 00 ) Ny 2 1/2
Fy= —— nr 44
. 2(27)2/0 /0 kdkdeg[lﬂ +<d)1 , (3.44)

resolvendo a integral em 6 obtemos

EO_L_2 kde{kQ ( )}1/2. (3.45)

Vamos agora tratar dessa soma divergente em n. A partir da formula de Abel-Plana

(3.42) podemos escrever a soma iniciando em n = 1, pois como

D F(n)=F(0)+ Y _ F(n), (3.46)

teremos que

ZF = ——F(O) /OOO F(t)dt + i /OOO QZS—t_lw(it) — F(—it)]. (3.47)

Substituindo (3.47) em (3.45), ficamos com

By = i—ﬂ kdk{—%F(O)Jr /0 " R(t)dt 1 /0 00623—25_1[1?(%)—17(—%)]}, (3.48)

onde

Os dois primeiros termos de (3.48) representam a energia do vacuo na presenca de
apenas uma placa e a energia do vacuo livre, respectivamente, ver demostragao no (Apén-
dice A). Ao realizar o processo de renormalizagdo para e energia de Casimir, esses dois
termos sao desconsiderados, restando apenas o termo que contribui para energia do vacuo

na presenca de duas placas. Assim, a energia de Casimir é

12 [ 00 k2 it \211/2 _ k2 —itm\211/2
E(?:z‘—/ k:dk:/ dt[ it M+ )] : (3.49)
Ar Jo 0

627rt -1

fazendo uma mudanca de variavel: % =u—dt = %du, ficamos com
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2y 1/2 (12 4 [ \211/2
e = kdkz/ qu P G = 8+ (i) (3.50)

472 e2du _ 1

A integral em relagao a variavel u contida na tultima expressao deve ser analisada com
cuidado. Uma vez que temos os termos \/k? + (+iu)?, podemos ter uma raiz de um
nimero negativo, ou um numero positivo, isso dependera se u for maior ou menor que k.

Assim, vamos dividir a integral em duas partes:

L2d [ k k2 0 N\211/2 k2 1/2
ES = i< kdk[/ O ) el L
0

A2 620lu —1
- ‘ (3.51)
[l G i)
% e2du _ )
onde os termos contidos no integrando podem ser reescrito como:
e Para k > u:
Nesse caso teremos
[k2 + (iiu)2]1/2 = [1{52 — u2]1/2. (3.52)
e Para k < u:
Nesse caso teremos
[k’2 + (j:iu)2]1/2 — [k?2 + (eii%u)2]1/2 — [k?2 + 6:I:z'7ru2]1/2
= et [u? + e:Fi”kQ]l/Q (3.53)

= +i[u® — K}V2.

De (3.52) temos que a integral no intervalo u:|0,k| na eq. (3.51) se anula. Assim,
substituindo (3.53) ficamos com

C B Z_/ kdk/ du k‘2 1/2 _ (—i)[u2 _ ]{52]1/2

62du -1

L2d /{32 1/2
= W/ kdk/ qul —H1 T

Definindo uma nova variavel ¢, onde v = kt — du = kdt, o limite de integragao de t

(3.54)

fica t:|1,00). Assim podemos reescrever a energia de Casimir como
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2d [~ “
c_ =" 2 111/2 v
B =5 | -1 A b g (3.55)

A integral em dk pode ser obtida a partir do resultado da tabela [26], onde temos que

o] ]{33 7T4
A b = 70 i (3.56)
Assim ficamos com
L27r2 o) [t2 _ 1]1/2
Cc _
Ey = RTIYE /1 dtt—4. (3.57)

A integral em t é dada por

0o 21 1/2 1
com isso temos:
E§ w2
2 14408 (3.59)

A equagao (3.59) ¢é a energia de Casimir por area que atua entre as placas envolvidas
no efeito. A partir dela, podemos determinar qual a forca que cada placa sofre. Sabemos
que F' = —VE, assim obtemos

2
% = —ﬁ. (3.60)

Essa expressao nos fornece a forga de Casimir por unidade de area que atua em cada
placa. A condi¢ao de contorno imposta ao campo ¢(z) resulta em uma forga atrativa.
Isso pode variar de acordo com as condigoes impostas sobre o campo. Esse resultado nos
permite afirmar que a for¢a de Casimir é uma manifestacao macroscopica de propriedades

microscopicas do vacuo quantico.

Neumann

Nessa condicao de contorno a expressao obtida para a energia do vacuo foi

L2 00 ) > ) ) n 2 1/2
Bo = 55mp / kY {kx R (7) } . (3.61)
- n=0

Introduzindo as coordenadas polares no plano k,k,, teremos,
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L2 21 0o S ) Ny 2 1/2
Fo= — ) nn 62
) 2(27)2/0 /0 kdkde; [k +(d” (3.62)

e resolvendo a integral em 6 ficamos com

1/2

EO_L—2 kdkz [k;? ( )2] . (3.63)

Usando (3.42) e (3.47), temos que:

> rn) - Lro)+ > Fn - | Fae i [T S r G - ol o

Substituindo esta expressao na energia F teremos

Eo = f—; kdk { /0 T P)dt 4+ /0 N e%f—t_l[F(z't) - F(—it)]} . (3.65)

Assim como ja mencionamos no caso de Dirichlet, o primeiro termo de (3.65) refere-
se a energia do vacuo livre, sendo desprezada no processo de renormalizacao. Assim, a

energia de Casimir é dada por:

mr 1/2 _[}2 4 (=itm)2)1/2
EOC:@—/ kdk/ dt C2)) W+ CF)] : (3.66)

627rt —1

Essa expressao ¢ a mesma obtida para o caso de Dirichlet (3.49). Resolvendo da mesma
maneira como foi feito anteriormente, chega-se aos mesmos resultados, onde a energia de

Casimir é dada por:

ESJ 2

12 T 14408 (3:67)
e a forga de Casimir por unidade de &rea:

FC 7T2

Cond. Mista

Nessa condi¢ao, a expressao para energia do vicuo obtida foi:

1/2

L? m 2
E CEY (k2 + k2 + (n+1/2)5)7| .
0= 3 / Z{ + (n+1/2)- (3.69)
Mudando as coordenadas do plano (k,k,) para coordenadas polares, e resolvendo a
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parte em 6 ficamos com

Ey = L_2 k:dkrz {kz < n+ 1/2)%)2] 1/2. (3.70)

A soma divergente em n novamente é desenvolvida com a férmula de Abel-Plana,

porém agora temos que usar a expressao pra fungoes de niimeros semi-inteiros [24]

627rt + 1

S F(n+1/2) = /OOO F(#)dt — @/OOO Y pGy - R 371

Novamente, o primeiro termo da soma ¢ desconsiderado no processo de renormalizacao,

pois refere-se a energia do vacuo livre. Assim substituindo a soma em (3.70) ficamos com:

——z@/ kdk/ (' — [k + (i )]1/2, (3.72)

472 e2du 4 1

onde também foi realizado uma mudanca de variavel: %r =u—dt = %du. O numerador
do integrando em du é o mesmo que aparece no caso de Dirichlet e Neumann, o que difere

2du 1) temos (e?® + 1). No entanto a analise

aqui é o denominador, onde no lugar de (e
que deve ser feita para o intervalo da integral em u é o mesmo que nos casos anteriores,
egs. (3.52) e (3.53). Como ja foi mostrado, a integral no intervalo u : [0, k] se anula,
restando apenas a integral no intervalo u : [k, 00), assim a energia de Casimir é expressa

por:

L2 k’2 1/2
C _
E / kdk / dul” K17 T (3.73)

Essa integral é resolvida definindo uma nova variavel ¢t onde u = kt. Com isso podemos
usar o resultado (3.411-3) de [26] e obtemos

E§ 7 7

2 T 115208 (3.74)
assim usando F' = —V E, obtemos:

FC 7 71'2

L?  3840d' (3.75)

Essa ¢ a for¢a de Casimir por unidade de area que atua em cada placa. Como podemos
notar, a condi¢ao de contorno imposta nesse caso modificou nao apenas a magnitude da
forca, mas também alterou a direcdo em que ela atua. Nesse caso temos uma forca
repulsiva, que difere dos casos anteriores onde vimos que a for¢a de Casimir era uma
forca atrativa.

Analisamos esses trés casos distintos para podermos comprar os resultados quando
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empregamos uma quebra de simetria de Lorentz, que sera feito no proximo Capitulo.
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CAPITULO 4

EFEITO DA QUEBRA DA SIMETRIA DE
LORENTZ NO EFEITO CASIMIR

Nesse capitulo abordamos o principal tema dessa Dissertacao. Vamos analisar aqui
como a anisotropia no espago-tempo, gerada pela teoria de HL, modifica os resultados
do efeito Casimir para um campo escalar sem massa. O desenvolvimento tedrico nesse
capitulo é realizado como ja foi feito no Cap. 3, porém aqui a equacdo que o campo ¢(x)
deve satisfazer nao é mais (3.4) e sim a eq. (C.13), a equacdo de KG modificada.

Vamos analisar o efeito Casimir em dois casos distintos. No primeiro vamos analisar
esse efeito no interior de duas placas paralelas e no segundo vamos analisar no interior de
uma caixa retangular bidimensional. Em ambos os casos vamos tratar de trés tipos de

condigao de contorno:

4.1 Duas placas paralelas

Vamos considerar um campo escalar sem massa no interior de duas placas paralelas
(Fig 3.1). Como ja vimos na segao 2.6, a equacdo que um campo escalar real sem massa

deve satisfazer na teoria de HL é dada por:

05 + €D (=1)%0;,...0,,0;, ...0; ) p(z) = 0. (4.1)

Devemos primeiramente obter a solu¢ao do campo impondo as condi¢oes de contornos
desejadas, e assim obter o operador H, com isso podemos determinar a energia de Casimir
e consequentemente obter a for¢a de Casimir. Antes de resolver (4.1) para cada caso,

vamos determinar como fica a forma de 0;,...0;.0;,...0;, no caso de (3+1)D. Para isso,
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tomamos os valores £ = 1,2 e 3 e vimos como fica a forma da expressao (ver Apéndice

C), de modo que a forma geral em 3D (espaciais) é expressa por:

Oy-0: 05, ...0;, = (02 + 02 + 02)%, (4.2)

assim a equagao que devemos resolver para ¢(z) é:

(05 + PED(=1)5(92 + 92 + 02)%] ¢(x) = 0. (4.3)

Vamos em seguida resolver a eq. (4.3) impondo condigoes de contorno especificas aos

campos nas superficies das placas paralelas.

Cond. de Dirichilet

Resolvendo a (4.3) impondo as condigdes de contorno de Dirichlet, ou seja, a solucao

deve satisfazer

¢($)z:O = ¢($)z:d = 07 (44)

o conjunto completo de solucoes ortonormais que satisfaca essas condi¢oes é dada por:

0 1 ni )
B 2 i —ikx
o(z) = /d k E_l —[(27r)2dk0]1/zsen< p z) e, (4.5)
onde kx = koxo — kyx — kyy,

ko = 157 wi,, (4.6)

e wk,, obedece a relacao de dispersao:

2
Wi, =k + k. + (%) : (4.7)

Para obter o operador H devemos promover o campo, ¢(z), a um operador de campo.
Assim, tomando tanto a parte da solugao de frequéncias positivas e negativas, o operador

campo é dado por:

nm

. > 1 . .
¢(3§’) = /koZ WSGH (FZ> [akme_“m + CILn€lkI], (48)
n=1

onde os operadores a, € aLn sao operadores de aniquilacao e criagao, respectivamente,

que devem satisfazer as seguintes relagoes de comutacao:
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[y afy ] = Gn w6 (k — K), (49)
[ak,na ak’7n’] :[aLna aL,n’] =0.

Vamos agora, definir o operador H para esse campo. Da agao (2.37) temos que a

densidade lagrangiana para esse caso ¢ dada por:

£ = 3 [00(n)abole) — P10,0,,..0,,6(r)0, 0, 0,6(x)]. (4.10)

O operador H ¢ dado por:

H= /d3x’}—[, (4.11)
onde H = Wé — L, em= a¢> Com isso, obtemos o operador H dado por:
H= / d*x [d)? +12@—1)(@“3@-2..0%@2] . (4.12)

Substituindo (4.8) em (4.12), obtemos a expressio de H:

N [ >
H = 5 /dzk;win[ak,nal,n + aLnak,n], (4.13)

e usando as relagoes de comutagao (4.9), temos que

(ien @ , + Of ykn = 20f, a1 + 6@ (0),
(2m)*’

= QaL’nak,n +

onde usamos a expressao da delta 62(k — k') = [ dife= "=k - Assim o Hamiltoniano

(2r )2
¢é reescrito como

L et ) 12
H=— /d kaanaknakn—i— (%)2], (4.15)

e a energia do ponto zero é dada por:

R l{—lLQ e
Ey = (0| H|0) = /dzkzwgn. (4.16)
n=1

72

!Para o caso em que estamos tratando, a integral no plano (z,y) se estende apenas na area das placas.
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Para trabalhar com a soma em n usamos novamente a formula de Abel-Plana (3.42),
antes disso mudamos as coordenadas do plano k,k, para o plano polar, onde k, = kcost,

k, = ksenf e d*k = kdkdf, assim apos integrar sobre a varidvel 6 ficamos com:

B 5 1L2/ dka[k2 ( )]5/2. (4.17)

Substituindo a soma pela féormula de Abel-Plana, ficamos com:

By = lily /0 " dkk [—%F(O%L /O T P()dt 4+ /0 TR - F (_mdt], (4.18)

T e2mt — 1
onde e/
|2 nm\ 2
F(n) = {kz + ( d) ] . (4.19)

Como ja dito no Cap. 3, os dois primeiros termos da soma em Fj referem-se a energia
do vacuo na presenca de apenas uma placa, e a energia do vacuo livre. Assim a energia

de Casimir, que é a energia do vacuo na presenca de duas placas é dada por:

5—1L2 e 00 k2 itmN218/2 _ k2 itmw\21€/2
EC:¢Z4 / dk:k:/ a2 CEPTP — I+ (537 (4.20)
™ Jo

6271't -1

Realizando uma mudanca de variavel, onde %’ = u, ficamos com

_ KL / dkk/ () — [ + ()’ )

472 e2du _ 1

A integral sobre a variavel u deve ser analisada em dois intervalos, pois para k > u e

k < u. Assim o integrando assumem dois valores diferentes:
e Para k > w:
Nesse intervalo temos que
(k2 4 (iu) 2% = [k* — u?]¥/2, (4.22)
e Para k < w:
Nesse intervalo temos que

[k + (Liu)?)¢/? = k2 + (e i) }5/2 k2 + imu2]§/2
— eizgg[u + 6¢iwk2]§/2 (4'23)
= eiiﬁg[uz _ k2]5/2.
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Da eq. (4.22) temos que a integral em u no intervalo |0,k] na expressao de E¢ é nula,
assim substituindo (4.23) em FE¢ ficamos com:

15 1124 _k2£/2 o -
1 / dkk/ du ue2du (6155 — e_lfi)’
7T —_

lg 1L2 k’2 £/2
:—sen( > 52 / dkk}/ du T
Para resolver a integral em u introduzimos uma nova variavel ¢, onde u = kt — du =
kdt, assim

(4.24)

) L ey [
Eo=— 2 — 1)%2dt dk———. 4.2
C sen ( 92 27T2 . ( ) 0 eQdkt 1 ( 5)

Usando o resultado 3.411-1 de [26], onde:

o} v—1 1
| e = 5T,

onde I'(2) e ((z) referem-se as fungdes gamma (ou fatorial) e a funcado zeta de Riemann,
respectivamente. Desse modo ficamos com

Fe = —sen ( m¢ ) L2 T(E + 3)C(€ +3) /°° L2192
1

272 (2d)£+3 16+3 (4'26)
A integral em t é dada por:
00 2 _ 1)\&/2
/ gt (t*—1) _ 1 ‘
1 té+3 £+ 2
Assim E¢ é dado por:
&\ BEL2dT(E+3)¢C(E+3) 1
Ec=— —= . 4.2
c sen ( 5 ) 52 (2d)E+3 ) (4.27)

Usando a defini¢ao da func¢do gama, I'(n) = (n—1)!, temos que 2.5_:;3 =T'(£+2), logo
a energia de Casimir por unidade de area é expressa por:

Eoe _ . <7r_§ ) ET(E +2)CE+3)

2 2 ) T oEH e (4.28)
Com isso podemos obter a for¢a de Casimir, Fo = —‘%lc:
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F &\ BT+ 3)C(E+3
—C _ _gen _f (€ (€ ) (4.29)
L? 2 26+4 72((6+3)

Esse resultado tem dois pontos a se destacar. O primeiro é que como a forca de
Casimir, nesse caso, depende do termo sen(%s), temos que para £ par a mesma é nula. Ja
para £ impar a for¢ca de Casimir alterna o sinal, hora pode ser uma forga atrativa, hora
pode ser uma forga repulsiva. O resultado esta de acordo com [16], onde a forga de Casimir
possui a mesma caracteristica dependendo do parametro da quebra de simetria, com a
diferenga sendo que em [16] o resultado foi obtido em termos dos nimeros de Bernoulli.

Também para constar, podemos notar que para £=1, essa forca de Casimir de fato

reproduz o caso usual

F ézl w2

12 480d% (4.30)

que ¢ o mesmo resultado de (3.60)

Cond. de Neumann

Agora estamos interessado nas solugoes de (4.3) que satisfagam as condigao de Neu-

mann, ou seja, ¢(z) deve satisfazer

d¢(x)
0z

O conjunto completo de solucao ortonormais que satisfaz essa condicao é dada por:

_ 99(x)

2=0 0z

=0. 4.31
. (4.31)

é(z) = / d%i C,cos (%z) ek, (4.32)
n=0

onde
1
e Sen= 0,
———  sen >0,
(271')26”{30

e ko= 15_1w£,n. Aqui wy , obedece a mesma relagao de dispersao que no caso anterior

2
Wl =24+ (%) . (4.34)

Promovendo o campo ¢(z) a um operador de campo, a fim de obtermos H , temos que:
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~ s n . .
o(r) = /koZ C,cos <§z> [y ne ™™ + a;ne’kx]. (4.35)
n=0
Substituindo o operador campo na eq. (4.12), encontramos o Hamiltoniano correspon-

dente:

e w
"= 2 /dzk ; wf""[ak’naLn + aLnakm], (4.36)

onde

> F(n) = %F(O) +) F(n). (4.37)

n=0

Usando as relagdes de comutacgao (4.9) dos operadores ak, € a;rm, ficamos com

N 161 ) b - : 2

Assim a energia do ponto zero é dada por:

~ l§—1L2 0
Ey= (0| H|0) = /koZ’wﬁm : (4.39)
n=0

872

Mudando as coordenadas do plano (k,k,) para coordenadas polares e integrando sobre

a variavel angular, ficamos com:

g = /OO dkki’w5 . (4.40)
At )y — kn

Utilizando a férmula de Abel-Plana, temos que

S Fn) = / TPt / " g ) = Fl=i) (4.41)

27t
e 1
n=0

e substituindo essa soma em (4.40), ficamos com:

Ey = L /OOO dkk [/OOO F(t)dt+z’/ooo qp 00 = F(=it) : (4.42)

v e2mt 1

onde aqui
nmw., 2
F(n) =wy, = [k + (—) 7%~

?n a
Assim como nos casos anteriores, o termo que representa a energia de Casimir é apenas

o segundo termo do lado direito de (4.42), assim ficamos com
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&— 172 ’Lt7T £/2 k2 itmw\21€/2
Ec—zl / dk;k:/ dt C2)] W+ (=2F)) . (4.43)

62du -1

Essa expressao ¢ a obtida para o caso de Dirichlet (4.20). Resolvendo da mesma
maneira como foi feito anteriormente, chega-se aos mesmos resultados, onde a energia de

Casimir é dada por:

Ec mE\ T +2)¢ (€ +3)

7z o ( 9 ) 26+4 72(E+2) (444)
e a forga de Casimir por unidade de area é:

Fe mE\ T +3)¢(€ +3)

Assim como no caso anterior, a forga de Casimir é nula para & par e alterna entre uma

forca atrativa e repulsiva para & impar.

Cond. Mista

Temos dois tipos de condi¢oes mistas:

) oz=0)= 20— .
i) 20— gz =) =0

Resolvendo a eq. (4.3) impondo essas condigoes, os operadores de campo obtidos sao:

/koZ ————sen < n+ 1/2)EZ> axne™ ™ 4 af ™), (4.47)
/ 27T d ) ,n
e
e /koZ ————co0s ( n+ 1/2):2) ax e ™ 4 af 