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Resumo

Desenvolvemos um formalismo geral para os modelos descritos por um campo
escalar real, em duas dimensoes do espaco-tempo, perturbado por uma funcao que
molda o padrao da dinamica podendo também deformar o potencial. Consideramos
inicialmente modelos que possuam solugoes estaveis estatica. Nosso formalismo
torna possivel obter solucoes estéticas perturbada, a sua densidade de energia
e energia, e para examinar a estabilidade linear correspondente. Trabalhamos
com trés formas distintas de perturbacao: uma modificando a dindmica, outras
deformando o potencial, e outro como um produto atuando em ambos os meios.
Particularmente, se temos perturbacao apenas no potencial, vamos mostrar que
as solugoes perturbada estatica sao sempre estaveis. Caso contrario, podemos
estabilizar a solucao perturbada escolhendo o sinal do parametro «, de forma
adequada. Consideramos algumas formas especificas da funcao de perturbacao

ilustrando com vérios exemplos.
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Abstract

We developed a general formalism for models described by one real scalar filed,
in two dimensional space-time, perturbed by a function which modifies the stan-
dard dynamics also deforming the potential. We consider starting models which
has stable static solutions. Our formalism makes possible to obtain perturbed
static solutions, its energy density and energy, and to examine the corresponding
linear stability. We work with three distinct forms of perturbation: one modifying
the dynamics, other deforming the potential, and another as a product acting in
both ways. Particularly, if we have only the potential perturbation, we show that
the perturbed static solutions is always stable. Otherwise, we can stabilize the
perturbed solution choosing the sign of the parameter o, adequately. We consi-
der some specific forms of the perturbation function, and illustrated with several

examples.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

De todos os campos conhecidos como exemplo os espinorias, os tensoriais,
os vetoriais, os escalares, qual seria o motivo de trabalhar, em teoria de campos,
com o mais simples campo de todos, o campo escalar? E simples. Por néo ser
o mais sofisticado, nao quer dizer que seja o de menos importancia no mundo
da fisica, ou que sua matematica seja tao transparente, engano quem pensava
isso. Na verdade, o campo escalar possui uma gama de aplicagoes em diversos
contextos, uma delas esta no cenario cosmologico onde ha a quintesséncia, a qual,
trata-se como um combustivel para a aceleragao cosmica, ou seja, resultard na
dinamica dos campos associados ao universo. Outra aplicacdo estd na matéria
condensada com os defeitos [6], principalmente na formagao de padroes [7] e em
sistemas magnéticos [8]. Os defeitos aparecem naturalmente através da presenca
de transi¢oes de fase no inicio do universo [3|, e pode ser usado também para

descrever supergravidade [4] e no mundo das branas [5]. O tipo de defeito, bem



como suas propriedades dependem dos detalhes de cada quebra de simetria. Na
quimica temos polimeros, na presenca de defeitos para descrever uma estrutura
conformacional [13]. Na biologia, trata-se em estruturas de macromoléculas como
exemplo, o DNA [14]. Existem uma grande variedade de modelos com um ou mais
campos escalares, cada um com suas caracteristicas especificas. Este trabalho tem
como objetivo estudar a teoria de perturbacao em teoria de campos, desenvolvendo
um formalismo geral para a obtencao analitica das solucoes estaticas na teoria de
campos padrao. O trabalho se encontra da seguinte forma:

O segundo capitulo trata-se de consolidar o embasamento teodrico, analisando
a teoria de campos a partir da densidade lagrangeana, e com isso obter uma ela-
boracao do que se trata defeitos topologicos e nao-topologicos, dando énfase aos
defeitos do tipo kink e lump. Ha também um breve comentario passando ainda ha
um estudo do método BPS, Bogomol’'nyi, Prasad e Sommerfeld, como ferramentas
no trabalho. Na tlrima secao do capitulo 2, falaremos sobre estabilidade linear,
pois é nela que da o ponto de partida para o nosso trabalho.

No terceiro capitulo iremos dar um rigor matematico mais elaborado ao tra-
balho fazendo-o da nossa ferramenta principal, o qual trabalharemos com uma
densidade lagrangeana que dependa de um campo escalar ¢ e um termo cinético
X. Ainda neste capitulo abordaremos a estabilidade linear com esse formalismo
matematico.

No quarto capitulo trabalharemos com um modelo perturbativo levando em
conta que, este modelo, deve retornar ao modelo tradicional e com isso iremos obter
sua estabilidade linear, serd trabalhado com exemplos que satifazem caracteristicas
diferentes para o entendimento do contetido.

No quinto capitulo faremos um breve comentario, de modo geral, sobre a dis-

sertacao apresentando os principais resultados do mesmo.



Capitulo 2

Teoria de um Campo Escalar Real

2.1 Conceitos fundamentais

Quando se trata do estudo de algum objeto fisico, devemos a priori saber o seu
significado. O que quer dizer exatamente um CamposFEscalar? A fisica lida com
um amplo conjunto de grandezas. Dentro dessa gama enorme de grandezas existem
algumas, cuja caracterizagao completa requer tao somente um nimero seguido
de uma unidade de medida. Tais grandezas sao chamadas grandezas escalares.
Exemplos dessas grandezas sao distancia e a temperatura. Um campo escalar
¢ uma funcao ¢(Q) cujo valor em cada ponto () do espacgo-tempo se relaciona
com uma grandeza escalar. A principal propriedade do campo é a invariancia sob
transformagoes de Lorentz, isto é, ¢(Q') = ¢(Q). Se o ponto @) tem coordenadas
r = (2% z', 2%, %) em um sistema de referéncial inercial A e 2’ = (20, 2, 2%, 27?)

no sistema de referéncial inercial A’, temos

¢'(a') = ¢(x) (2.1)



Um exemplo a ser analisado é a determinacao da temperatura de qualquer
ponto da atmosfera terrestre, para isso, deveriamos primeiramente preencher to-
dos os pontos a partir das proximidades da superficie até as imediagoes da exosfera,
com termometros. Desta maneria, cada ponto se associa a uma grandeza escalar,
a temperatura. Chamamos de campo escalar a fungdo (ou objeto), no caso do
exemplo, o campo de temperatura sendo um escalar as coordenadas do espaco e
do tempo representados por uma notacao semelhante na relatividade dado pela
funcao real do quadrivetor x# = (2 = t,7), ou seja, campos escalares reais,

¢ = ¢(x#), sdo os campos mais simples encontrados na natureza.

2.2 Teoria Lagrangeana do Campo

Considerando que um campo ¢ em um ponto x* que interage consigo numa
vizinhanga infinitesimal desse ponto, de tal modo que a densidade lagrangeana £
dependa de ¢(z#) e 0,¢(2*) entdo sua acado a ser obtida em D + 1 dimensdes é da
forma

S = /dD“xﬁ((b,am) (2.2)
onde £ é uma funcgao generalizada sobre todos os graus de liberdade do sistema,
descrita na forma

L= 10,606~ V(0) (2.9
onde o primeiro termo da nossa densidade lagrangeana é o termo cinético e V(¢)
¢ a priori, uma funcao escalar qualquer do campo que é o termo de potencial, o
potencial do sistema, que especifica 0 modelo a ser estudado e diz como o campo

auto interage. Aplicando o principio variacional (minima acdo), isto é
68 =46 / AP e L(¢,0,¢) =0 (2.4)

4



encontramos a equacao de movimento

0,0"¢ + 82 0. (2.5)

Estamos interessados apenas em solucoes estacionarias, isto é, independentes

do tempo, portanto a equagao de movimento pode ser escrita na forma
oV
90

sendo o campo imerso em D dimensoes espaciais. No caso de um campo unidi-

V2 = (2.6)

mensional ¢ = ¢(x), teremos

2o OV
= 59 (2.7)

que é uma equacao diferencial ordinaria nao linear de segunda ordem, nao linear
devido o potencial nao ser linear. O tensor energia-momento, de modo geral, é

dado por

oL
T;w = W&/¢ - guuﬁ (28)

e nosso modelo temos que o tensor energia-momento é da forma
1
T,uu = u¢ay¢ — Guv (58;%258#925 - V(¢)> (29)

por simplicidade iremos admitir uma dimensao temporal e uma espacial de tal

forma que ¢ = ¢(x,t). Podemos entao escrever a densidade de energia p(z) = Ty

<a¢) + V(o) (2.10a)

e a pressao P(z) = T}; como segue
Ox

p(r) = @f)
p(m)=§(%)2 (gf) —V(9) (2.100)

em solucoes de campo estacionario, temos como densidade de energia e pressao

respectivamente da forma:

w0 =3 (5) +ve (2.110)
o =5 (2) v 2.110)



e, nas solucoes estacionarias, temos como energia total do sistema o valor

E— /: pdz — /_Z [% <%) + V(gb)] (2.12)

Quando o campo é homogéneo ¢ = 0, a energia serd entao simplificada, pois

% = 0. Portanto

o / T V(0)da (2.13)

—00

Neste trabalho n6s estamos interessados em casos com energia finita e portanto,

localizadas. Para isto, nosso campo deve satisfazer alguns requisitos:
e Nos extremos o campo deve ser finito.
e A derivada do campo nos extremos deve ser nula.

com um formalismo algébrico, nés temos

o lm §(z) = 6o ¢ lim_o(z) = 6,

T—00

Estas condicoes de contorno estao diretamente relacionadas a densidade de
energia, pois se o extremo do campo fosse infinito a densidade de energia explo-
diria. Apos estabelecidas as condig¢oes nos extremos, podemos definir a corrente
topologica

= %6‘“’8V¢. (2.14)

Essa corrente nao esta relacionada diretamente ao teorema de Noether que diz
que para cada transformacao infinitesimal, que nao altere a agao, esti associada
uma quantidade conservada, ou informalmente falando, para cada simetria corres-
ponde uma lei de conservagao, podemos demonstrar que esta corrente é conservada,

como segue abaixo
ot = 0,0,¢ = €"10,0,0 = —""0,0,¢ (2.15)

6



portando

0,5" =0 (2.16)

onde usamos a fato de que e = —€e"* e 0,0, = 0,0,. A partir disso podemos

encontrar nossa carga topologica conservada

Q= / = / dxd, () = st — s (2.17)

onde ¢, sao campos constantes. Essa carga topologica s6 depende do compor-
tamento assintotico dos campos, os quais podemos encontrar duas solucoes, uma
quando a carga for nula, chamada de solugoes nao-topologicas, a outra é quando
a carga for diferente de zero, conhecida como solucao topologica. de forma geral,
defeito topologico é uma solucao de um sistema de equacoes diferenciais parciais
mas também se trata de transigoes de fase de um estado a outro. Vale ressaltar
que Tais correntes e leis de conservagao sao chamadas topologicas, uma vez que a
sua conservacao decorre de propriedades topologicas das configuracoes do campo
e nao diretamente das simetrias da teoria. Vamos agora dar énfase a solugoes
topologicas e nao-topologicas analisando os defeitos mais conhecidos, os do tipo

kink e os do tipo lump, os quais iremos definir adiante.

2.3 Defeitos

Defeitos topologicos sao configuracoes da matéria baseada em transicoes de
fase. Estas configuracoes sao geralmente relacionadas a quebra de simetria do
sistema, o qual, cada defeito se torna tnico devido a suas propriedades de simetria
da matéria e da natureza da transicao de fase. Temos como defeitos topologicos
as paredes de dominio, cordas cosmicas, monopolos magnéticos, entre outros. E

importante estudar esse conteido? Com toda certeza, os defeitos nos fornecem



algo exclusivo para a fisica do inicio do universo, seu estudo é uma parte inevitavel

de qualquer tentativa séria de compreender o universo primordial.

2.3.1 Defeitos tipo Kink

Defeitos topologicos, como ja foi dito, estd relacionado a carga topologica
quando for diferente de zero, pois sendo zero diz que os minimos da solugao pos-
suem valores diferente, portanto a solucao podera crescer ou diminuir surgindo
entdo, um defeito entre eles. Para tal fato utilizaremos o modelo ¢* para descrever

o defeito. Considere entdo o potencial ¢* adimensional dado na forma

V(g)= 51 - &) (2.15)

Figura 2.1: Potencial ¢* adimensional referente a eq.(2.18)

quando referimos ao modelo ser adimensional, se deve ao fato de que a dimensao
foi imposta em constantes arbitrarias para o modelo, sendo que admitimos as cons-

tantes igual a um para uma simplificacao que nos dard. A equacao de movimento



é dada a partir de (2.7), isto &,

iy = —20(1 — ¢?) (2.19)

dx?

cuja solucao dessa equacao diferencial é dada por

¢(r) = £tanh(x) (2.20)

Figura 2.2: Solugbes do tipo kink e anti-kink dados pela eq.(2.20)

este resultado pode ser obtido de forma mais simples, usando o método da
quadratura em (2.7). Esse método é simplesmente baseado em diminuir uma
ordem de derivacao de uma equacao diferencial, ou seja

do o do dV(¢)

drda?  dr  do (221)

usando a regra da cadeia e integrando logo iremos ter

% — V()4 C (2.22)

da (2.14) vemos que para que a energia seja finita devemos impor que a constante
¢ seja nula, pois se levarmos em conta C' # 0 a energia tenderia ao infinito. da
eq.(2.2)B vemos que a densidade de energia do kink é p = sech?(x) portanto a

energia total para o nosso modelo é dado por



E = /_OO sech?(z) = 4 (2.23)

Figura 2.3: Densidade de energia referente ao modelo ¢* | eq.(2.23)

2.3.2 Defeitos do tipo Lump

Considerando agora um outro modelo ¢* invertido, dado por

1

V(o) = 36 - 50 (2.21)

o nome ¢* invertido estd relacionado por ele ser similar ao modelo phi4. sua

0,14

-0,1 4
-0,2
-0,3
-0,4
-0,5
-0,6 4
-0,7 4
-0,z

Figura 2.4: Potencial ¢* invertido, eq.(2.24)

10



equacao de movimento obtida por (2.7) ¢ dada na forma

o _ ¢ — 2¢° (2.25)

dx?

Existem 3 tipos de solugoes, uma é dada no minimo local, no caso, ¢ = 0, as
outras sao dadas por

¢(x) = £sech(x) (2.26)

Figura 2.5: Solugbes do lump e anti-lump dados pela eq.(2.26)

Essas solucoes sao conhecidas como lump, visto que no infinito tanto positivo
quanto negativo, a solu¢ao vai ao mesmo resultado, no caso, zero. Sua densidade

de energia segue na forma

p = sech?(z)tanh?(x) (2.27)

11



Figura 2.6: Densidade de energia referente ao modelo ¢* invertido, eq.(2.27)

integrando-a dar a sua energia total cujo valor é F = 2

w

2.4 Solucoes BPS

Uma outra forma de analisar defeitos topologicos ¢ usando o método bogomol’'nyi-
Prasad-Sommerfield, ou BPS. da (2.22) n6s podemos admitir que ndo hé potenciais
negativos, para tornar bem satisfatorio esta afirmagao vamos admitir que o poten-
cial seja quadratico, ou seja,

V(p) = %Wg (2.28)
onde W = W(¢) é conhecido como fungao superpotencial e o indice ¢ é uma deri-

vacao do superpotencial. Com esse método noés temos como equacao de movimento

dada por
d*¢
d7¢2 - W¢W¢¢ (229)
sendo que a equacao de movimento de primeira ordem é dada da forma
d¢
— ==£W, 2.30
. o (2.30)

mesmo sendo de primeira ordem, ela possui a mesma solugao da equacao de se-

gunda ordem. Admitindo o superpotencial, a (2.12) fica da forma

e[ [ (g)l;m] 231

12



e usando o completamento dos quadrados, nés obtemos

1 [ do 2
E:EB+§/_Ode <%iW¢> (2.32)

vemos que o segundo termo ¢ nada mais que a equagao de movimento de primeira

ordem, portanto se anula. Logo a energia de Bogomol’nyi é entao, dada por
E = [AW]| = [W(¢(o0)) = W(p(—00))| (2.33)

ou seja, simplesmente manipulando o superpotencial, obteriamos nao apenas o
valor da energia, mas o menor valor da energia e isso, analisando a solucao nos

seus limites assintoticos.

2.5 Estabilidade Linear

Para analisarmos a estabilidade linear, temos

¢z, t) = ¢(x) + n(z,1) (2.34)

onde n(z,t) é uma pequena perturbacio da solu¢do ¢(x). Substituindo na equacio
(2.5) porém, considerando apenas uma dimensao espacial, vemos que a equacao

fica
Py _do dn AV _

ot dx?  dx? * % N

o potencial tem uma dependéncia tanto em ¢ estatico quanto na perturbacao n

0 (2.35)

portanto expandindo nosso potencial em torno da flutuacao em série de taylor até

primeira ordem, obtemos

Py 0 2o AV BV
P vV 2
o2 " o2 d dg T Tagr (2.:36)

mas da equagao (2.6) encontramos

o?n  0*n  d*V
92 02 +T}d¢2 =0 (2.37)

13



considerando que no6s encontramos uma equacao diferencial parcial, podemos entao
utilizar o método de separagao de variaveis da forma n(z,t) = n(x)Y (t) para gerar

as equagoes

d?Y

W + w’Y =0 (2.38)
d2n
i nU(z) = —w?n (2.39)

onde U(z) = V35 é o potencial mecanico quantico. Vemos que Y = Y(t) ¢ uma

funcao oscilatoria, portanto podemos admitir uma solucao da forma

n(x,t) = n(zx)cos(wt) (2.40)
que segue
ou da forma de operador
d? 9
——4+U|n, = n 2.42
(-5 +0) m=ui (2.42)
definindo H = —% + U o qual se trata de um operador do tipo hamiltoniano, vale

ressaltar também que os autovalores da autofuncao n devem ser positivos pois,
valores negativos fariam com que o sistema desestabilizasse, ou seja, a autofuncao
teria um valor infinito, isto é, y(f) = cos(wt) se tornaria y(t) = cosh(wt) que

explodiria no infinito. Vemos que a hamiltoniana pode ser fatorado

(% + W¢> (—% + W¢> n=wn (2.43)
o qual chamaremos
St = —i £+ Wee (2.44)
dx
Sy = % + Wee (2.45)



sendo ST o adjunto de S. A hamiltoniana se torna
H=28"S (2.46)

onde H é auto-adjunto de H* ja que Ht = (§+8)" = S+(S+)" = (S*S5) = H,
mostrando entao, que as autofuncoes sao associadas a diferentes autovalores, sao

ortogonais e normalizaveis. Os autovalores das autofuncoes sao dados por

o (1l S 110 (1S = (2.47)

Em<77n|5|77m>* <77m‘A|77n> = Em’ <77n’A|77m> |2 >0

mostra-se que os autovalores sao positivos e que os campos descritos por potenciais
que possuem limites inferiores sao linearmente estaveis. Quando o autovalor é zero,

conhecido como zero da funcao 7y x ¢, n6s encontramos a autofuncao da forma

portanto

no = CetJ 4 Wos (2.49)

onde C' é uma constante de normalizacao que aparece na integragao, sendo o modo

zero o menor estado de energia do sitema.

2.5.1 Exemplos

Um exemplo importante ¢ o modelo ¢* (2.18) que gera o superpotencial W (¢) =

¢ — 3¢°. Pelo potencial mecanico quéantico

U(x) = Vg = 4 — 6sech’(z) (2.50)

15



teremos como equacao do tipo schroedinger da forma

d*n 2 2
o + (4 — 6sech®(z)) n = w’n. (2.51)

A solucao BPS que conecta os dois minimos em ¢ = £1 sdo ¢o(x) = ttanh(x),
que tem densidade de energia p(z) = sech®(z) e energia Ey = 3. O modo zero

pode ser obtido facilmente da forma

no(z) = \/gsech2(x). (2.52)

Outro exemplo relevante é o modelo seno-Gordon, cujo o potencial é dado por

V() = 5e0(9) (2.59)

que gera o superpotencial W(¢) = sen(¢) possuindo minimos equidistantes em
Gmin = (n + 1/2)1 e méximos em ¢4, = nm, onde n = 0,£+1,£2, ... a solucdo
BPS é

¢o = arcsen(tanh(x)) + km, k=0,%+1,£2, .. (2.54)

com a densidade de energia p(x) = sech?(x), e energia total Ey = 2. O potencial

mecanico quantico é dado por
U(x) = 1 — 2sech®(z) (2.55)

e 0 modo zero é 1y = \/gsech(x). Os potenciais (2.50) e (2.55) sdo conhecidas

como potenciais Poschl-Teller modificado, eles possuem uma forma geral do tipo
U(x) = A — Bsech®(z) (2.56)
onde A e B sao reais e positivos, os autovalores para tal potencial é dado por

E,=A-C? (2.57)
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onde

[ 1 1
2—\/B+-—n—< 2.
Cs t1 13 (2.58)
0< <,/B+1 ! (2.59)
n - == .
- 4 2

o potencial Pdschl-Teller modificado sendo proposto por Morse [69], em 1932, ele

sendo que

obteve os autovalores , no caso, a energia e as autofuncoes, sendo que o potencial
é caracterizado por um numero finito de estados ligados, cujo espectro depende

dos parametros A e B.
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Capitulo 3

Formalismo de Primeira Ordem

3.1 Formalismo Geral

O tratamento geral para um campo escalar real que possa preservar a simetria

de Lorentz é descrito pela acao

S = /dzxﬁ(gzﬁ,X) (3.1)

onde L(¢, X) representa a densidade lagrangeana. Vamos supor que a densidade
lagrangeana nao depende explicitamente das coordenadas no espago-tempo; por-
tanto, dado que o modelo gera uma simetria de Poincaré, ou seja, é invariante por
rotacao no espaco e por translagao no espaco tempo além de obedecer a simetria
de Lorentz. Entao a equacao de movimento ¢ dada por

o (55.5) ~ 55~ (32)

sabemos que £ = L(¢, X) e que X = % L, @O @, entao temos que nossa equacao de
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movimento com dependéncia em X é dada por
Ou(LxD"0) = L, (3.3)

sendo que os indices de £ dado por X e ¢ sao relacionados como as derivadas de £
em relacao aos indices mencionados. Se aplicarmos a derivada do lado esquerdo,

nossa equacao ficara
Lx 0" 90,0 + Lx x 0" 90" $0,,0,¢0 + LxUp = L, (3.4)
O tensor momento-energia T"" para esta lagrangeana tem a forma
T = Lx0"'¢pd" ¢ —n'" L (3.5)

portanto a densidade de energia T% = p e a densidade de pressao T'! = p em

(1,1) dimensao sdo respectivamente

p=Lx¢*— L (3.6)
p=Lxd?+ L (3.7)
onde o ponto significa derivada com respeito a dimensao temporal, se houvesse um
trago, seria uma derivada com respeito a dimensao espacial da forma gzﬁ Nos temos
que levar em conta que o modelo é geral, isso nos gera uma condicao de energia

nula, ou seja,

Tuwn'n” =0 (3.8)

sendo n* um vetor nulo que obedece a condigao g*'n,n, = 0, isto &, nosso modelo

fica restringido a
Twn'n” = (Lx0"¢0" ¢ — g™ L)n'n” = 0 (3.9)

Lx >0 (3.10)
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Considerando configuracoes estaticas ¢ = ¢(z) para o nosso modelo, entao a

equagao de movimento (3.4) fica
(2LxxX + L) =2LxeX — L, (3.11)

essa equacao se deve ao fato de que X = —%¢/2, multiplicando ambos os lados por

¢ (x) e integrando encontramos
L—-2LxX =C (3.12)

sendo C' uma constante de integracao. Um fato importante de se notar é que
C' esta se comportanto como se fosse a pressao, isso nao é conscidéncia uma vez
que a pressao nas solugoes estaticas é constante (ver apéndice). A energia total
do campo é dado pela integracao de todo espago na densidade de energia. Se o

campo for estitico, teremos a energia da seguinte forma

oy / " L6, X)ds (3.13)

3.1.1 Estabilidade Linear

A partir deste ponto, iremos abordar toda a estabilidade classica com a mate-

matica ja mencionada. Introduziremos flutuacoes em torno do campo escalar da

forma
o(z,t) = ¢(x) + n(z,t) (3.14)
a flutuagdo n(z, t) serd usada para encontrar a sua contribuigao quadratica na agao
1
5 =3 [ EolLxdmd + Lxx(0,00'0)" + Lo — O LoxdO)iP}  (315)

o indice da acdo S® é relacionado como o termo de segunda ordem da expansio

da acdo. A equagao de movimento para a flutuacdo n(z) é dado por
8#(£X8“7] + EXXQ“gb&,gzﬁa”n) = [£¢¢ - 8M(£¢X8”QZ5)]T] (316)
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admitindo o campo estatico, isto é, fazer andalise apenas da evolucao temporal da

flutuacao. Obtemos
Lxij = [2Lxx X + Lx)n] = (Log + (Loxd) ) (3.17)

o método de separacao de variaveis. Considerando o fato de que a separacao sera
dada na forma

n(x,t) = n(x)cos(wt) (3.18)
na qual obtemos
—[2Lxx X + L) = (Log + (Lox¢) +w L)y (3.19)

Para garantir a hiperbolicidade, impomos que

2 X
A% = 2LxxX + Lx >0 (3.20)
Lx
a eq.(3.19), também pode ser escrita na forma
= la(z)n']" = b(z)n (3.21)

apenas fazendo uma mudanca de variavel da forma

u

der=Adz e n= NI (3.22)
sendo que a(z) e b(x) sdo dados por (ver apéndice)
a(z) =2LxxX + Lx (3.23)
b(x) = Los + (Loxd') +w’Lx (3.24)
e com isso, encontramos uma equacao do tipo Schrodinger
—u,, + U(2)u = wu (3.25)

onde

o= e Lo (58] o



no qual U(z) é o potencial mecanico quantico, ou seja, se soubermos quem ¢ o
nosso potencial quantico, conseguiriamos encontrar seus autovalores e autovetores.
Algo que devemos atentar é que a estabilidade linear diz que os autovalores w?
deverao ser negativos, esta afirmacao estad inteiramente ligado a dependéncia do
potencial U(z). Um caso particular de interesse é quando o autovalor é zero e
por correspondéncia possui autoestados chamados de modo zero, nos quais sao os
mais simples de analisar. Um exemplo importante para abordar esta formulagao

é quando o L é da forma

L=X-V() (3.27)

onde nés obtemos os termos Lxy =1, Lxx =0, Lxs =0, Ly = =V e Loy = — V.
A partir das equagdes (3.11), (3.13) e (3.19) teremos

11

¢ =V, (3.28)

E = /dm (%M + V(¢)) (3.29)

observa-se que as equacoes de movimento e energia sao de um campo escalar
estatico e a equacao do tipo Schroedinger é a mesma para flutuagoes do modelo

padrao.
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Capitulo 4

Formalismo com Perturbacao

4.1 Novos Modelos

Ao aplicar o formalismo usado no capitulo anterior, vamos a partir de agora
enfocar um modelo perturbativo. Acrescentaremos a ac¢ao nao perturbada uma

contribuicao na qual possamos escrever uma nova acao dada por

S =5+ a/d% F(¢,X), (4.1)
onde Sy é a agdo nao perturbada dada pela Eq.(2.2) em (1, 1) dimensoes. F(¢, X)
é a principio uma funcao arbitraria de ¢ e X, e a é um parametro muito pequeno
cujo objetivo é controlar a ordem da expansao perturbativa, sendo ja trabalhado
em [44], mas aqui F(¢, X) também inclui dependéncia em X. O tensor energia-

momento para o novo modelo pode ser escrito da forma

T;w = T;w + (FX8M¢8V¢ - guuF(¢7 X)) ) (4‘2)
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onde T}, & dado por Eq (2.9). Para solucbes estaticas, a densidade de energia e

pressao podem ser escrito como

plo.¢) = p(¢,¢") — apa(d, ¢ (4.3a)
p(¢,¢") = p(¢,¢) + apa(e, ¢ (4.3b)

os quais p e p sdo dados pela Eq.(2.11), e a contribui¢do da densidade de energia

e pressao sao respectivamente:

po = F(¢,X) (4.4)
poa=F — 2FxX (4.5)

A equagao de movimento para esse novo modelo descrito por (4.1), encontrada do

modo geral, ¢ obtida a partir da equacao de Lagrange ficando na seguinte forma
0 + WWsy = a (Fy — Ou(Fx0"9)) (4.6)
para solucoes estaticas, pode ser escrito como
— 0"+ WyWys = a(Fy + (Fx¢')). (4.7)
considerando uma solucao perturbativa da forma,
¢(x) = do(x) + aga(), (4.8)

onde ¢o(z) ¢ a solugao estatica quando « for a zero. Expandindo a Eq. (4.7) em

termos de o até chegarmos a contribuicao de primeira ordem, obtemos
= G+ (WsWesg + Wiy oo = Fy + (Fx¢')' (4.9)

Temos ¢ = ¢y como solucao homogenea, ou seja, solucao constante quando « tende

a zero, no caso, esta solucao homogénea é entao dada por

Fy
¢=¢o+a : (4.10)
WWoso + Wos ) ..
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que mostra os limites assintoticos da solugao topolégica podem mudar somente
quando houver dependéncia de ¢ em F. A equacdo de movimento (4.7) pode ser
escrita da seguinte forma
/
= @+ (W Wags + Wiy)da = % (4.11)
e além disso, se for integrada encontraremos a densidade de pressao constante,

p = c. Fazendo ¢ = 0, para solugoes topoldgicas, encontramos a equacao de

¢’ = /W2 = 2apa, (4.12)

de uma substitui¢ao (4.8) e ao usar (2.29), obtemos

primeira ordem

; . a(¢07¢6)
que é resolvida por )
ulr) = —ay(o) [ 2 g (1.14)
0 é

onde uma constante de integracao pode ser descartada, uma vez que ela representa
uma translagao da solucao nao perturbada. Vamos tratar agora a contribuicoes
para a energia das solucOes estaticas perturbadas (4.8), que surge a partir da
perturbagdo de primeira ordem na densidade de energia, Eq.(4.14). Por meio de
uma integracao por partes e usando (2.7), nés podemos escrever a Eq.(4.3a) da

seguinte forma
p = ¢y — aF (o, dy) + aldydal (4.15)

A expansao da energia é representada da seguinte forma
E=Ey+aEY +o?E® 4 . (4.16)
sendo que a correcao de primeira ordem tem a forma

Em:—/®ﬂ%¢@+%%f%0 (4.17)

00 T——00
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um caso que podemos ressaltar é quando ha solugdes do tipo kink, isto &, ¢f — 0,
quando x — £00, portanto a correcao de primeira ordem da energia nao depende
da correcao de primeira ordem da solucao, resultando em

ED — _ /%(m) STEACALON (4.18)

do(~o0) W

que extende o resultado obtido na Ref. [44], onde F' é somente funcao de ¢. Pode-
mos também mostrar que a correcao de ordem n em « na solugao contribui para
a corre¢ao de ordem n + 1 da energia. Assim, a correcao de segunda ordem na

energia que depende de ¢,, ¢ dado por

$o(c0) 12
B0 — [ 2 (%4 (et
@

o(—o0) Wo \ 2
—Fyta + FxWod, ) (4.19)
onde
Uo(¢) = Wiy + WeWps - (4.20)

A carga topologica das solugoes estéticas (4.8) definido por (2.17), pode ser

escrita como
Q = QO + o [¢Q(OO) - ¢a(—00)] ) (421)

sendo Qp = ¢p(00) — Po(—00) a carga topologica da solu¢ao nao perturbada ¢g(z).
Focaremos a partir de agora na estabilidade linear. Para solucoes estaticas,

usando (2.34) seguimos o processo desenvolvido na Refs. [20,45] para obter

0,01 4+ Vygn = ao| — Fxij+ (Fx +2X Fxx)n')’

+Fyo + (o0,

(4.22)

onde o ponto significa derivada em relacdo ao tempo. Aqui, podemos tomar a
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perturbagao dada por n(x,t) = n(x) cos(wt), e substituindo em (4.22) encontramos

—1" + Voo — w’n = [ ((Fx +2Fxx X))
+ (Fxw? + Fyy+ (Fxd)') n]- (4.23)

Podemos modificar esta equacao (4.23), pondo na forma do tipo da equagao de

Schrédinger como
2
{—— + U(z)} i = &% (4.24)

para este fim, seguimos o processo da Ref. [20], por meio da mudanga de variaveis

de =1+ aFxxX)dz, (4.25a)

n= (1 - % (FxxX + FX)) m, (4.25b)

obtemos o potencial do tipo mecanico-quantico

U(z) =Up(z) + a Uy(2), (4.26)
onde Uy ¢ dado por (4.20), e

1
Ua<2’) = é(FX_FFXXX)ZZ_(FX¢W¢)Z_FXUO

1 dU;, F
—F¢¢+§d—; dz <X_2FX+2FXXX)7

(4.27)

fazendo ¢ = ¢y(z), obtemos o estado fundamental do potencial perturbado (4.26)

escrito da forma
. o)
Moz = () (1+F FxxX + F) )
+a ng/dz FxxX, (4.28)
onde 70(2) é o estado fundamental quando a desaparece.
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Para solugoes estaticas do potencial nao perturbado (2.28), o potencial mecanico-
quantico tem o modo zero: 1y x ¢, como o estado fundamental, que garante sua
estabilidade. Portanto, quando a corre¢ao do modo zero da energia nao perturbada
é dado por

o0
Awg = a/ dz ma(2) Ua(2), (4.29)

[e.e]

sendo-a ndo negativa. A solugdo estatica perturbada (4.8) é estével, também.
Isto sempre pode ser feito escolhendo o sinal de o como o mesmo de Aw. Al-
ternativamente, podemos examinar a estabilidade observando a comparacao entre
os potenciais quanticos nao perturbado e perturbado. A seguir, consideraremos

alguns exemplos de perturbacgoes.

4.2 Aplicacoes

4.2.1 Perturbacao na parte cinética do modelo

Neste ponto, consideraremos a dependéncia da perturbacao apenas em
X, isto é., F(¢,X) = F(X), onde, usando Eq. (2.28), temos X = —%Wq% Vamos
escolher uma funcao monoémia de X

2n71

n

F(X) x| x|t (4.30)

onde n é um parametro inteiro positivo. Usando Eq (4.10), Vemos que essa solugao
homogénea é a mesma do modelo nao perturbado. Tendo em vista a eq.(4.3b), a

contribuicao da perturbacao na densidade de pressao torna-se

2n — 1W2"

Pa(Wy) = ——W5", (4.31)
sendo que a perturbagao ¢, dada por Eq (4.14) é escrita na forma
2n — 1 v _
ba =~ o / dx ¢p*" 2, (4.32)
n 0
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que, usando (4.15), da a densidade de energia
~ 12 O yon / !
p=0do + 5 ¢ +aldgdal’, (4.33)

e, de (4.18), podemos calcular a corregao de primeira ordem da energia por meio

de

EW® = % / Z dx )" . (4.34)
por exemplo, para n = 1, obtemos
o = —% T ¢y, (4.35)
a densidade de energia
p= " — o xdydy, (4.36)
e a energia
E =E (1 + %a) , (4.37)
onde Ej é a energia da solugao estatica ndo perturbada e, para n = 2, eq. (4.32)
encontramos
b= =SV (60). (4.38)
que fornece a dennsidade de energia
p=h? = 5 (04" + 30ef W (60)) . (4.39)

e a corre¢ao de primeira ordem da energia, Eq.(4.34), escrita da forma

1 o0
EW = i / dx ¢t . (4.40)

A partir disso, n6s podemos examinar a estabilidade linear. A transformacao

dada pela equagao (4.25) torna-se-a
dr = (1+aln—1)Wi""?)dz (4.41)
_ AN -2 ~
N = (1 - SW ) i (4.42)
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A perturbarcao do potencial mecanico quantico, Eq. (4.27), é escrita da forma

Ua(z) = (2n(n—1)>—1) Wj”_2Wj¢

+(TL2 - n — 1)W§n_1W¢¢¢
(1 —4n + 2n?)
_|_
2n

+W£W¢¢¢¢> X/dZ aniz

<3W¢W¢¢W¢¢¢

(4.43)

onde ¢ = ¢o(z).

A seguir, ilustramos o caso geral, para qualquer inteiro n, com alguns exemplos.
Vamos tomar o modelo ¢* definido pelo potencial (2.18). de (4.32). Obtemos que
a correcao de primeira ordem da solugao nao perturbada ¢, escrito em termos da

funcao hipergeometrica da forma

2n —1
bo = — n2n tanh(z) sech?(z)
X 2F1 5, 3— 271, 57 tanh(a;) , (444)

que representa uma séries de polindémios de 4n — 5 graus em tanh(x). e, de (4.34),

a primeira correcao da energia é

1 1 T'(2n)ym
B = 2nT(2n +1/2) (4.45)

A perturbagdo do potencial mecanico quantico (4.27) pode ser calculada caso

a Caso.

Para n = 1, n6s obtemos a solucao
¢(z) = tanh(x) — %a x sech®(z) , (4.46)
a energia é dado por (4.37), onde Ey = 4/3, e a perturbacao
Uny(x) = —4 + 6 sech?(x) (1 — z tanh(z)) , (4.47)
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dando Awy = 0, no qual mostra que (4.46) é estavel, também. Na Fig. (4.1),

plotamos o potencial quantico perturbado por (4.47).

Figura 4.1: Potencial quantico do modelo ¢* (2.18) (linha solida vermelha), e
perturbado por (4.47), para a = 0.3 (linha tracejada azul) e @« = —0.3 (linha

pontilhada verde).
para n = 2, temos
¢(x) = tanh(x) (1 - ia sech®(z) (2 + sechz(x))) , (4.48)
a energia F = % (1 + %a) , € a perturbacao
Uu(z) = 2 sech?(2) + 11 sech?(z) — 15 sech®(2) (4.49)

encontramos Awg = 0, 0 que evidéncia que a solugao perturbada (4.48) é estavel.

Na Fig. (4.2), nés plotamos o potencial quantico perturbado (4.49).

31



Figura 4.2: Potencial quantico do modelo ¢* (2.18) (linha solida vermelha), e
perturbado por (4.49), para = 0.3 (linha tracejada azul) e @« = —0.3 (linha
pontilhada verde).

Vamos aplicar o mesmo procedimento ao modelo seno-Gordon definido por
(2.53). Para um valor qualquer n, a primeira ordem da solugdo perturbada (4.32)

é também dado pela funcao hipergeométrica da forma

2n —1
bo = — n2n tanh(x) sech(x)
1 3 5
X 2F1 5, 2 — n; 5, tanh(x) , (450)

e a primeira ordem de corregao da energia ¢

EOL — 1 T(n)ym

T 2mT(n+1/2)° (4.51)
Novamente, a perturbacao U, ¢é calculada caso a caso.
Para n =1, a correcao da solugao é
G = —%oz x sech(x) (4.52)

a energia é dado por (4.37), onde Ey = 2, e a perturbagao de potencial quantico é
Uny(z) = —1 4+ 2 sech®(z) (1 — z tanh(z)) , (4.53)

dando Awy = 0. Entdo, a solugdo estatica é estavel, também. Na Fig. (4.3), exi-

bimos o potencial quantico perturbado por (4.47).
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Figura 4.3: Potencial quantico do modelo seno-Gordon (2.53) (linha solida ver-
melha), e pelo potencial perturbado (4.53), para o = 0.3 (linha azul tracejada) e
a = —0.3 (linha verde pontilhada).

Para n = 2, nés temos

Oa(z) = —Z tanh(x) sech(z), (4.54)

a energia £ = 2(1+ %a),e a perturbacao
U,(2) = 4 sech?(z) — 5 sech®(2) , (4.55)
que da Awp = 0. sendo que, a solucdo (4.54) é estavel, também. Na Fig. (4.4),

no6s exibimos o potencial quantico perturbado por (4.49).

4.2.2 Perturbacao na parte potencial do modelo

Vamos investigar o caso onde F'(¢, X) = F(¢), com uma perturbacao adicio-
nando um termo extra no potencial. Entao, chamamos F(¢) = —V,(¢), que deixa

o potencial perturbado

V(p) = % <W¢ +a

V“(¢)>2 . (4.56)

W

Na faixa determinada pela solugao estatica nao perturbada, isto ¢, ¢o(—o0) <
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Figura 4.4: Potencial mecéanico quantico do modelo seno-Gordon (2.53) (linha s6-
lida vermelha), e o potencial perturbado (4.55), para o« = 0.3 (linha azul tracejada)

e @ = —0.3 (linha verde pontilhada).

¢ < ¢p(00), de (4.10), o minimo e o maximo, respectivamente, sdo dados por

Va
Dmin = o — (Wf) : (4.57a)
d)d) ¢:¢9nin
Vi
Dmaz = Dpaz — A (— ) : (4.57b)
WoWoso ) g=g...

onde ¢° . e ¢°  sd0 o minimo e méximo do potencial nao perturbado (2.28),

min max

respectivamente. Os valores maximos sao

Vmam = Vmax (1 + 204113[2) ) (458)
W¢
¢:¢9n,aa:
onde V4, € um maximo do potencial nao perturbado. Aqui p, = —V,(¢), e usado
em (4.14) temos
¢a(x) = g(¢0) , (4.59)
onde
* Val(o
ofo) =W, [ 2 do. (4.60
o Wy

A densidade de energia (4.15) toma a forma

p = po(l+ 2 gy(do)), (4.61)
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onde py = ¢})? é a densidade nao perturbada, que fornece as corre¢oes de primeira
ordem da energia

$o(o0)
EW = 2/ dp Wygs - (4.62)

0(—00)

se definirmos o superpotencial como

5 @
(o) = W) +a | d¢V;éf> | (4.63)
é facil mostrar que
E = Ey+ aEY = [W(¢p(00)) — W (¢o(—00))] . (4.64)

No caso da perturbacgao do potencial, a correcao do potencial mecanico quantico

(4.27) ¢é escrita da forma
Ua(r) = 3 WsWasgss + Wigsss (4.65)

onde ¢ = ¢o(z), e que a correcdo do modo zero ndo perturbado (4.29) sdo dados

por

$0(00)
AWO = Oz/ dgb W¢ Ua R (466)

¢0(—00)

e por uma integracdo por partes nos leva a

$0(00) X $0(00) )
/ do Wi gsse = — / dé 3 WiWes9es (4.67)
¢o(—00) ¢o(—00)

o que leva a Awy = 0. Portanto, as solucoes estatica perturbada sao estaveis,
também.

Vamos agora considerar algumas formas explicitas do potencial perturbado.

Note que, se escolhermos a perturbacao na forma V,, = —qu /2, n6s encontramos
um caso trivial, levando para ¢, = —% x¢y, como uma perturbacgao do caso ciné-
tico (4.35).
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Uma perturbagao interessante é
Valo) =Wy, (4.68)

que resulta em ¢, = ¢p¢,. O minimo e o maximo nao mudam, somente as alturas
do méximo que possuem um deslocamento dado por AV, = 20V, Wi (0%,00) 5

max

para ¢g(—o0) < ¢ < ¢p(00). de (4.61), a correcao para a densidade de energia é

Pa = 20‘((%3 + ¢0¢62W¢¢(¢0)) ) (4'69)

e de (4.62) a primeira ordem de corre¢ao da energia é

EW = / dx gl . (4.70)
Por exemplo, temos a perturbacao (4.68) no potential ¢* (2.18). Neste caso, ob-
temos o potencial perturbado

5 (1+20(1- %) (1 - 672, (471)

Vi(g) =
que foi investigado na Refs. [46,47]. Note que, o méaximo na origem é deslocado por
AView = . Para ¢? >> 1, o termo em « nao pode ser tratado em um caminho
perturbado, como mostrado na figura Fig. 4.5. Entretanto, queremos encontrar
correcoes das solucoes topologicas que obedecem a condicao ¢? < 1. Neste caso, a
solucao estatica é

¢(z) = tanh(z)(1 + asech?(x)), (4.72)

1) _ 16

a corregao da energia ¢ £ = 2,

e a perturbagdo do potencial quantico (4.65) é
Uy(z) = 36 sech®(z) — 42 sech?() . (4.73)

Tomando a perturbacgao (4.68) no potencial seno-Gordon (2.53), que leva ao

potencial perturbado
1

V = (cos(6) + acost(9))” (4.74)
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Figura 4.5: Potencial ¢? (2.18) (linha azul tracejada) e seu potencial perturbado
(4.71) para o = 0.1 (linha sélida vermelha), e para o = —0.1 (linha sélida verme-

lha).

Figura 4.6: Potencial seno-Gordon (2.53) (linha tracejada azul) e o potencial per-

turbado (4.74) por a = 0.1 (linha solida vermelha).

que é ilustrado na Fig. 4.6. Note que, o maximo em ¢ = nr sao deslocados por
AVipar = (—=1)"a. Assim, o potencial perturbado é um duplo potencial seno-

Gordon. As solugoes estaticas sao

o(z) = (1 4 asech(x)) ¢o(x), (4.75)

onde ¢o(z) é dado por (2.54), sua energia é &£ = 2 + Ja, e a perturbacdo do
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potencial quantico (4.65) ¢
Uus(z) = 6sech(z) — 9 sech(z)?

+ 4 tanh(z) sech(z)? arcsin(tanh(x)). (4.76)

Finalmente, consideramos um exemplo mais geral a aplicar a perturbacao V, =
cos(¢) cos(¢/s), parametrizada por um nimero real s, no modelo seno Gordon

(2.53), que d4 o potencial perturbado

V= <COS(¢) + arcos (?))2 | (4.77)

O minimo e o maximo (4.57) sao

2 1 2 1
b = ZIEDT o (Bnt DT (4.78a)
2 2s
—1)"
oo = nr— T (). (4.78b)
s s
onde n =0,%1,£2, ..., e de (4.58) as alturas dos maximos sao

- 1 nm
Vinao = 5 (1 +2(—1)"a cos (—)) . (4.79)

s

Assim, de (4.79), obtemos a multiplicidade do modelo seno Gordon, determinados
pelos niimeros das diferentes alturas. Em geral, nao existe uma féormula fechada
para a perturbagio das solugoes estéticas (4.59), que podem ser calculadas pelos
mesmo valores de s, como segue abaixo. Entretanto, o superpotencial (4.63) escrito

na forma

W =sin(¢) + a s sin (?) : (4.80)

S

e o minimo (4.78a), pode ser usado para calcular a energia das solugoes topologicas
estaticas. Note que, o paradmetro s introduz uma nova familia de modelos do
seno-Gordon definidos por (2.53), que inclui duplos e triplos modelos do seno

Gordon. Por exemplo, para s = 1 temos um potencial seno-Gordon com a altura
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Figura 4.7: Potencial seno-Gordon (2.53) (linha tracejada azul) e o potencial per-

turbado (4.77) por s = 1 and a = 0.1 (linha sélida vermelha).

de maxima Ve, = (1 4+ 2a)/2, como é mostrado na fig.(4.7). Neste caso, as

solucoes topologicas sao
(x) = ¢o(x) + ax sech(z) , (4.81)

onde ¢g(x) é dado por (2.54), a energia é E = 2 + 2a, e a perturbagao quéntica
(4.65) ¢
Un(7) = 2 — 4 sech(z)? (1 — = tanh(x)) . (4.82)

para s = 2, temos um triplo-Gordon com as alturas no méaximo em: V., =

(1—2a)/2, 1/2, e (14 2ar)/2, como ilustrado na fig.(4.9).

Figura 4.8: Potencial seno-Gordon (2.53) (linha tracejada azul) e o potencial per-

turbado (4.77) por s =2 e a = 0.1 (linha solida vermelha).

As solugoes sao estaticas

o(x) = go(x) + % (x(x) + sech(z)arctanh(x(x))) , (4.83)
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onde ¢o(x) é dado por (2.54) e x(z) = (1 — sech(z))'/?, a energia ¢ E =2+ 2a, e

a perturbacdo quantica (4.65) é

Uns(z) = fj_;—i((z (1 + Esech(x) —4 sechQ(x)>
+ 2v/2tanh(z) sech?(z) arctanh(x(z)) . (4.84)

Particularmente, quando ¢, = g(¢) é uma fung¢ao inversivel,um caminho alter-
nativo para implementar a perturbacao do potencial ¢ denotado pelo método de
deformagao 22|, empregando uma fung¢ao deformadora f(¢) = ¢ — ag(¢), como

feito em Ref. [48].

4.2.3 Perturbacao do Produto

Nesta se¢ao investigamos o caso onde F'(¢, X) = F(X) V,(¢). Portanto, temos
a densidade de pressao

Pa = (F = 2FxX) Vo(9), (4.85)

e para as solucOes estaticas e homogéneas dados por (4.10), e (4.8) com (4.14),
respectivamente, podemos definir um potencial efetivo

F(o, W¢))2'

W (4.86)

1
Veff:§(W¢>_a

Aqui, tomamos a perturbacao cinética dado por (4.30), onde n é inteiro posi-
tivo, e Vo, = a(m,n)W2™, onde a(m,n) = n(2m +2n —1)/(2n — 1)(n +m), e m
é um inteiro positivo ou um semi-inteiro. O potencial efetivo (4.86) é escrito da

forma

1 o 2
Verr =5 (qu + %Wj"“m‘l) : (4.87)
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que possui o mesmo minimo e maximo do potencial ndo perturbado, para ¢g(—o0) <

¢ < ¢p(00). As corregbes para as solugoes estaticas sao dados por Eq.(4.32), esco-

lhendo n — n + m. A corre¢do de primeira ordem da energia, Eq.(4.18), torna-se

EM = Eﬁgglfﬁ,j/ da 2+ (4.88)
n —0Q

e, a perturbagio do potencial mecanico quantico, Eq.(4.27), é escrito da forma

Un(2) = a(m,n) {A(m, n)I/qu(nﬂnfl)I/quq5

+B(m, n)Wj(ner)ilW(b(z;(b
N (1 —4n + 2n?)
2n

+W£W¢¢¢¢) X/dZW£(n+m_l)}

(3W¢W¢¢W¢>¢¢

(4.89)
onde
A(m,n) = 2(n—2)m*+ <4n2 —8n — % +4) m
+2n(n —1)* -1 (4.90a)
B(m,n) = <n—%—2)m+n2—n—1, (4.90b)
e ¢ = ¢o(z).

Vamos tomar, como exemplo, a perturbagao do produto no potencial ¢*, ver (2.18).
A correcao de primeira ordem das solugoes estaticas sao dadas por (4.44), tomando

n — n+m, e a correcao da energia fica na forma

) _ a(m,n) T(2n+2m)yT

B . 4.91
2n I'(2n+2m +1/2) (4.91)
Para n = m = 1, temos a solugao (4.48), com energia £ = % (1 + %a), e o
potencial efetivo (4.87) ilustrado em Fig. (4.9).
A perturbacao do potencial quéantico é
Uy(2) = —6 sech®(z) — 21 sech?(2) + 3 sech®(z), (4.92)
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Figura 4.9: Potencial ¢* (2.18) (linha tracejada azul)e o potencial efetivo (4.86)

(linha solida vermelha), param =n=1e a = 0.1, acima, e « = —0.1, abaixo do

potencial.

que, da eq.(4.29), da4 Awy = 96/35 «. Portanto, as solugdes estaticas perturbadas

sdo estaveis para a positivo, como podemos ver na Fig. (4.10).

-10 3 5

Figura 4.10: O potencial quantico do modelo ¢ (2.18) (linha s6lida vermelha), e o
potencial mecanico quéantico (4.89), paran =m =1 com « = 0.2 (linha tracejada

azul) e com o = —0.2 (linha pontilhada verde).

Levando em consideragao a perturbacao do produto no potencial seno-Gordon
(2.53). A correcao de primeira ordem das solugoes estaticas sao dadas por (4.50),
escolhendo n — n + m, e a correcao da energia ¢ dado por

g _ amn) Tln+m)yr
2n T(n+m+1/2)

(4.93)
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para n = m = 1, temos as solucoes (4.54), com energia £ = 2 (1 + %a), e o

potencial efetivo (4.87) ilustrado em Fig. (4.11).

Figura 4.11: O potencial seno-Gordon (2.53) (linha tracejada azul) e o potencial
efetivo (4.86) (linha solida vermelha), para m = n = 1 e o = 0.1 , levanta, e

a = —0.1, abaixa o potencial.
A perturbacao do potencial quantico é
2 27 4
Ua(z) = —9 sech”(z) + ) sech®(z), (4.94)

Portanto, da Eq.(4.29), encontramos Awy = 6/5 a. Novamente, a solucao estatica

perturbada é estével para a positivo, como pode ser vista na Fig. (4.12).

-10 8 5 4

Figura 4.12: Potencial mecéanico quantico do modelo seno-Gordon (2.53) (linha
solida vermelha), e o potencial quantico perturbado (4.89), paran = m = 1 e

a = 0.2 (linha tracejada azul), e @« = —0.2 (linha pontilhada verde).
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Capitulo 5

Conclusao

Nesta dissertacao estudamos os fundamentos basicos da teoria de campos es-
calares, apresentados no capitulo 2, de grande importancia no mundo cientifico
nos seus varios aspectos , como exemplo, defeitos topoldgicos, perturbacoes, entre
outros. No capitulo 3 mostramos que é possivel estabelecer um novo formalismo
em Teoria de Campos, com o intuito de obter novos tipos de ferramentas algébricas
sem alterar a teoria ja conhecida, o qual foi feito introduzindo uma lagrangeana
com dependéncia £ = L(¢, X), com a parte cinética da lagrangeana de uma forma
mais geral. Apoés isso, foi estudado a perturbacdo do campo, o qual se trata do
foco principal do trabalho. No capitulo 4 buscamos uma descricao do campo, mas
agora de forma perturbativa, sendo aplicado uma fun¢ao F' = F'(X, ¢) na a¢ao [68|
e fazendo uma perturbacao no campo, com isso analisa-lo, usando a teoria do ca-
pitulo 3, o seu formalismo e obter solucoes estéaticas e suas propriedades no campo
perturbado a partir do modelo nao perturbado que possui as solucoes estaticas
estaveis. Nesse novo formalismo apresentado verificamos que a perturbacao sobre
o potencial em solucoes estaticas também sao estaveis e nos outros casos pode-se

estabilizar a solucao perturbada fazendo o sinal do parametro o 0 mesmo de Awy.
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Apéndice A

A.1 Obtencao do Potencial Mecanico Quantico Per-

turbado

Para encontrar o potencial quantico perturbado devemos expressar a equacao
—[2Lxx X + Lx)1) = (Los + (Lox @) +w’Lx)n (A1)

da seguinte forma
— la(x)n']" = b(x)n, (A.2)

que toma forma de uma equacao do tipo Schréedinger. Considerando as mudangas

de variveis

u
dr = Ad = A3
reAd e M= Urg (A-3)
na equagao (A.2), obtemos
;o dn a |u.B— B.u
a(x)n’ = a(x)% =7 [ I } : (A.4)
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@ = |5 (%)} (4.5)

1 2a(x)B. 2a(z) B
- AQB |:UZ (CLZ - a(z) ) - % (% - asz - aBzz) + uzza:| .

Considerando agora todos os termos somados de u, zero, obtemos

2aB,
B

—0, (A.6)

A, —

e consequentemente

onde C' é uma constante arbitraria. Fazendo a escolha que C' = A, temos

B= \/E (A.8)

e aplicando o resultado em (A.2), finalmente obtemos

[an] = [ ( \/> —a éazu)]z (A.9)

1 1
— A2 (uzz\/a+ Za_iazu — Ea_éazzu) )

Da equagao (A.1) é facil ver que
b(w) = Ly + (Lyxd') +w?Lx. (A.10)
Nossa idéia é obter a equacao
—u,, + U(z) = wu, (A.11)
o que faz com que b(z) assuma a forma b(x) = w?Lx, portanto

b(x)n = w’Lxn = w2£X% = w’Lx (%>_§ u. (A.12)

Por consequéncia de (A.2), temos

. _1
— A au., + .. = w Ly (%) " u (A.13)
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onde os fatores multiplicativos de u,, e u, dados pela (A.1), s@o unitarios. Para
que ocorra isso, impomos que

A a = Ly (%)_% , (A.14)

onde obtemos

a=A2Lx. (A.15)

Aplicando a equacao que garante a hiperbolicidade, encontramos
G,ZQEX)(X—f—ﬁX, (A]_G)

e utilizando (A.15) em (A.9), obtemos

% Uz\/ AEX —

1

1

z
Como ja haviamos anulado o fator multiplicativo de u,, a forma simplificada da

equacao acima é entao dada por

u

VALY’

e, rearranjando os termos, obtemos nosso potencial mecanico quantico na forma

— a0} = (VALx)ee7 = by = [Los + (Loxd)'] (A.18)

A.2 Teorema de Derrick

O teorema de Derrick estd relacionado a analisar o comportamento de solucoes
e se elas sao estaveis, sendo baseado na teoria de campos escalares classicos para

D-dimensoes.
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Teorema: S6 haverd solucoes independentes do tempo de energia finita para
D =1 em uma teoria de campo escalar em D dimensoes espaciais, descrita pela

densidade Lagrangiana

L= 20,690~ V(0) (A.20)

a energia ¢ dada por

E = / (%(ng)z - V(gb)) d’z =1, + I, (A.21)

vamos admitir que cada uma das integrais serao chamadas por [; e I5 respectiva-
mente, onde eles possuem valores bem definidos. Considere agora ¢*(z) = ¢(\x),

fazendo esta mudanca de escala, verificasse que nossa energia fica da forma
1
Ey = / (éA‘D(/\ng)? + )\‘DV(ng))de = \ED AP, (A.22)

a energia E) volta a nossa energia conhecida quando A = 1 e como ¢ = ¢(x) é

uma solucao localizada de 6 £ = 0 portanto

OE (A
oxN ),

desprezando os vacuos da solucao observasse que a dimensao pode ser apenas

D =1, poderia ser D = 2 se, e somente se, I = 0 mas isso foge do fato de estarmos

desprezando o vacuo j4 que a nossa busca é em examinar solucoes diferentes do

vacuo. Para o nosso modelo considerando (A.22) e (A.23), da energia obtemos
OE(N) *

[e.9]

e considerando A = 1 encontramos

L—2\LxX =0 (A.25)
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