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RESUMO

Um sistema de coordenadas tem a funcao de localizar os eventos do espaco-tempo
com respeito a um sistema de referéncia. A construcao do sistema de coordenadas
depende crucialmente da nocao de simultaneidade associada ao referencial. No en-
tanto, nao existe uma maneira natural, ou privilegiada, de definir simultaneidade para
referenciais nao-inerciais, mesmo no espago-tempo de Minkowski. Cada procedimento
conduz a diferentes sistemas de coordenadas. Neste trabalho, discutimos alguns méto-
dos bem conhecidos da literatura especializada. Estudamos as coordenadas de Rindler,
de Fermi-Walker, as coordenadas de Radar e as coordenadas de Emissao (ou GPS).
O sistema de coordenadas de Rindler ¢ um dos sistemas de grande destaque porque
permite simular algumas propriedades da geometria do Buraco Negro mesmo em um
espaco-tempo plano. As coordenadas de Rindler estao associadas a uma familia de
observadores uniformemente acelerados que obedecem a relacao a = %, onde a é a
aceleracao propria do observador e p a sua posicao inicial com respeito a algum sis-
tema, de referéncia inercial. Neste trabalho, propomos um método para construcao
de sistemas de coordenadas adaptados a observadores cuja aceleracao depende de sua
posicao inicial da forma geral a = a (p), utilizando para isso o principio fisico da lo-
calidade. O sistema de coordenadas de Rindler surge como uma particularidade de
nossa generalizacao. Outros casos particulares nos permitem discutir a relagao entre a
geometria nao-Euclidiana das sec¢oes espaciais e referenciais acelerados, como origina-
riamente foi proposto por Einstein. Além disso, com a generalizacao podemos simular
o comportamento de observadores estaticos tanto nas proximidades do horizonte de
1

um Buraco Negro, que estao submetidos a um campo de acelerac¢ao do tipo a (p) = >

quanto em regices afastadas, para as quais, a(p) = p%. Nestes dois tltimos casos, p



corresponde a distancia do observador acelerado até o horizonte de eventos. Com a
intencao de analisarmos os efeitos da aceleracao instantanea sobre o ritmo de relogios
atomicos, consideramos uma particula livre massiva, dentro de uma caixa ou poAgo
de potencial infinito, que é arrastada por observadores de Rindler. Admitimos que a
particula obedece a equacao de Klein-Gordon e assim, encontramos as frequéncias dos
estados estacionarios deste sistema. As transi¢oes entre os estados estacionarios sao
usadas para definir uma frequéncia padrao para o nosso prototipo de relogio atdémico
acelerado. Comparando o espectro de energia do sistema acelerado com o espectro de
energia de um sistema idéntico em um referencial inercial, determinamos a influéncia

da aceleracao instantanea sobre o ritmo de relogios atomicos.



ABSTRACT

The main role of a coordinate system is to localize the events of spacetime with
respect to a frame of reference. The construction of a coordinate system depends
crucially on the notion of simultaneity associated to the frame of reference. However,
there is no natural manner of defining simultaneity adapted to non-inertial frames of
reference, even in the case of Minkowski spacetime. Each procedure leads to different
coordinate systems. In this work, we discuss some well-known methods found in
the literature. We study the Rindler coordinates, Fermi-Walker coordinates, Radar
coodinadates and Emission (or GPS) coordinates. The system of Rindler coordinates
has a great interest because it simulates in a flat spacetime some aspects of a Black
Hole’s geometry. We can say that Rindler coordinates are adapted to a family of
uniformly accelerated observers which obey the relation a = /—1), where a is the proper
acceleration and p is the initial position with respect to some inertial system. In this
work, we also propose a method in order to construct coordinate systems adapted to
observers whose accelerations depend on their initial position of general a = a(p),
making use of the principle of locality. The Rindler coordinate system appears as
a particular case of our generalization. Other special cases allow us to discuss the
connection between non-Euclidean geometry of the spatial sections and non-inertial
frames of reference, as it was originally suggested by Einstein. In addition, with this
generalization, we can also simulate the behavior of static observers in the vicinity of

a Black Hole’s Horizon, which are subject to a kind of acceleration field a (p) = %

and
also in distant regions, for which a (p) = p%. In the latter case, p is the distance to the
event horizon. With the intention of analyzing the effects of instantaneous acceleration

of the rate of atomic clocks, we consider a free massive particle in a box or infinite



potential well, which is dragged by observers Rindler. We assume that the particle
obeys the Klein-Gordon equation and so we found the frequencies of the stationary
states of the system. The transitions between the stationary states are employed to
set a standard frequency for our atomic clock toy. Comparing the energy spectrum of
the accelerated system with the energy spectrum of a identical system in an inertial
frame, we determined the influence of instantaneous acceleration of the rate of atomic

clocks.
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Capitulo 1

Introducao

Um sistema de coordenadas consiste em um conjunto de regras utilizadas para
atribuir coordenadas (temporais e espaciais) a eventos. Neste trabalho estudamos a
construcao de sistemas de coordenadas no espaco-tempo de Minkowski. Em trabalhos
recentes, muito se tem discutido sobre as formas encontradas de rotular eventos no
espago-tempo [1]-[31]. Nossa intencdo consiste em apresentar sistematicamente algu-
mas maneiras de construir sistemas de coordenadas e também propor novos métodos.

A Relatividade Especial constitui a teoria indispensavel para desenvolvimento deste
trabalho e por este motivo iniciamos o capitulo 2 definindo algumas grandezas fisicas
no espaco-tempo de Minkowski. Em seguida, dedicamos nosso estudo a sistemas de
coordenadas associados a observadores uniformemente acelerados e as dificuldades
inerentes a construcoes dos mesmos. E importante ressaltar que nosso estudo esta
restrito ao espaco-tempo plano (espago-tempo de Minkowski). Mesmo assim, a tarefa
de se construir sistemas de coordenadas adaptados a observadores acelerados nao é
trivial. Em geral, estas coordenadas sao vélidas apenas em um dominio restrito do
espaco-tempo. Esta limitacao esta bem ilustrada no classico exemplo de um observador
brevemente acelerado |31, 32|.

Um conhecido sistema de coordenadas baseado em referenciais nao-inerciais é o
sistema de coordenadas de Rindler |2|, que é construido utilizando uma familia de

observadores uniformemente acelerados no espago-tempo de Minkowski. Este sistema
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sempre atraiu grande atencao devido a suas caracteristicas de “ simular 7 alguns as-

pectos da geometria de buracos negros |2, 32|, como esta melhor discutido no capitulo
4.

As regras utilizadas para rotular os eventos no espago-tempo podem variar de
um referencial para outro. Na verdade, usando um tunico referencial, podemos até
mesmo atribuir diferentes coordenadas a um mesmo evento, por meio de diferentes
procedimentos. E com este argumento que vamos, ainda no capitulo 2, baseados nos
observadores de Rindler, atribuir novas coordenadas aos eventos, que diferem das coor-
denadas usuais de Rindler em um aspecto especifico [20]. Como veremos, a constru¢ao
das coordenadas de Rindler privilegia um membro da familia de observadores, pois a
coordenada temporal do evento é atribuida pelo reldgio de um tnico observador. Em
contrapartida, iremos seguir um procedimento que devera tratar todos os membros
da familia da mesma maneira. As novas coordenadas atribuidas por um referencial
nao-inercial possuem caracteristicas bem interessantes. As seccoes espaciais, isto é, o
conjunto de eventos que sao rotulados com a mesma coordenada temporal, sao curvas.
Em outras palavras, a geometria das secgoes espaciais sao nao-Euclidianas. Natu-
ralmente, a mudanca de referencial nao modifica a curvatura do espaco-tempo. O
espaco-tempo de Minkowski é plano e esta propriedade geométrica nao depende do
referencial que escolhemos para descrevé-lo. E importante enfatizar que neste tra-
balho nos estaremos interessados na geometria das sec¢oes espaciais que podem ser
nao-Euclidianas apesar do espaco-tempo ser plano.

Nos primeiros momentos da Teoria Geral da Relatividade, Einstein discutiu um
exemplo envolvendo referenciais nao-inerciais (um disco girante) para explicar a cone-
xao entre a aceleragao e geometria nao-Euclidiana. Esta ideia foi um importante passo
para estabelecer a relacao entre gravitacao e geometria, que constitui o conceito basico
da Teoria da Relatividade Geral. O passo complementar ¢ o principio da equivaléncia
que relaciona aceleracao e gravidade. Juntos, eles sugerem que gravitagao e geometria

podem estar conectados de alguma forma [33]. Neste contexto, o novo sistema de



coordenadas que definimos pode ser utilizado para ilustrar de forma simples a conexao
entre referenciais nao-inerciais e espaco curvo.
O capitulo 3 foi destinado a uma revisao bibliografica das formas mais conhecidas

de construir sistema de coordenadas. Entre os diferentes procedimentos destacamos:
Coordenadas de Fermi-Walker

De acordo com este procedimento, os rotulos dos eventos ocorridos no espaco-tempo
sao atribuidos a partir de um sistema de coordenadas co-movel ao observador, cujos
eixos coincidem com a direcao de uma tetrada que é carregada ao longo da linha de

universo do observador, segundo o transporte de Fermi-Walker [5]-[7].
Coordenadas de Radar

Outro método de construcao de sistemas de coordenadas de grande interesse con-
siste nas Coordenadas de Radar ou Coordenadas de Marzke-Wheeler. Estas coorde-
nadas sao construidas por meio de um observador que, percorrendo o espaco-tempo,
emite de forma continua pulsos luminosos [12]-[15]. Os pulsos sao recebidos pelo evento
a ser registrado e imediatamente emitidos de volta ao observador, que, ao receber no-
vamente seu sinal, atribui, como rotulo temporal, a média aritmética do tempo gasto
pelo sinal para ir e voltar, de acordo com seu ponto de vista. Ja o rotulo espacial
consiste na metade da distancia percorrida pelo sinal durante o movimento de ida e

volta.
Coordenadas de Emissao

A literatura possui muitos trabalhos sobre o procedimento que produzem as Coor-
denadas de Emissao ou Coordenadas de GPS [22]-[28|. Estas coordenadas sao geradas
a partir de quatro observadores que, movendo-se arbitrariamente no espaco-tempo,
propagam, através de pulsos luminosos, seus respectivos tempos proprios. Um evento
qualquer no espago-tempo recebe como rotulo os tempos proprios difundidos pelos

pulsos luminosos que interceptam-se naquele evento.



No capitulo 4, desenvolvemos uma formulacao geral para construir sistemas de
coordenadas adaptados a observadores nao-inerciais que se movem com aceleracao
propria “ a” | que mantém-se constante ao longo de suas linhas de universo, mas que
variam de um observador para outro de acordo com suas distancias iniciais p em rela-
¢ao a origem do referencial inercial. De acordo com nossa generalizacao, o sistema de
coordenadas de Rindler surge como um caso particular, pois é construido a partir de
observadores que experimentam aceleragao a = %. A razao para escolha desta acelera-
cao esta relacionado as propriedades geométricas das secgoes de simultaneidade deste
sistema de coordenadas. No entanto, do ponto de vista fisico, é mais sugestivo que
aquela dependéncia (a = %) esteja conectada pelo comportamento de observadores
estaticos na geometria de Schwarzschild, nas vizinhacas do horizonte de eventos. Pen-
sando deste modo, se p corresponde a distancia radial de um observador ao horizonte
de eventos, entao, a aceleracao propria a que o observador deve estar submetido, a fim
de permanecer um repouso em sua posi¢ao perto do horizonte de eventos é proporci-
onal a %. Portanto, observadores de Rindler e observadores de Schwarzchild estaticos
experimentam a mesma aceleracao a (p). Esta equivaléncia refor¢a a ligacao entre o
sistema de coordenadas de Rindler e o exterior de um buraco negro.

Entretanto, a lei do inverso da distancia é valida apenas na regiao onde p é pequeno

em comparacao com o raio de Schwarzschild do buraco negro. Observadores estaticos

L
p27

suficientemente afastados estao submetidos a acelera¢oes proporcionais a (isto &,
eles obedecem a lei do inverso quadrado da distancia da gravitagdo Newtoniana) e
em um dominio intermediario, a dependéncia de a em termo de p é descrita por uma
funcao muito mais complicada.

Podemos dizer que observadores estaticos na geometria de Schwarzschild sao ace-
lerados de acordo com a fun¢ao geral a (p) que se reduz a lei do inverso % apenas nas
regioes proximas ao horizonte de eventos. Estas consideragoes nos levaram a estudar

sistemas de coordenadas com campo de aceleragao a (p) coincidentes com o campo de

aceleracao dos observadores estaticos no espaco-tempo de Schwarzschild.



Claro que esta discussao nao esté limitada ao espaco-tempo de Schwarzschild, ela
pode ser estendida e englobar todo e qualquer espaco estatico. Motivados por esta
idéia, nos estudamos sistemas de coordenadas no espago-tempo de Minkowski que
obedecem a lei geral a (p). O ingrediente fundamental neste formalismo é a determi-
nacao das hipersuperficies de simultaneidade relativas a referenciais nao-inerciais, que
sao obtidas utilizando o principio fisico da localidade |29, 45].

No capitulo 5, investigamos como a aceleracao instantanea pode influenciar o ritmo
de um relogio atomico. A Teoria da Relatividade admite que o fluxo do tempo de-
pende do estado de movimento do observador. A comparacao entre as medidas de
tempo decorrido entre dois eventos, realizadas por observadores inerciais distintos é
feita utilizando as equagoes de transformacao de Lorentz. No entanto, os postulados
da Teoria da Relatividade nao sao suficientes para deduzir o ritmo temporal de um
relogio acelerado. Esse problema é analisado fazendo uso da suposi¢ao adicional co-

". De acordo com esta suposicao, o ritmo de um

nhecida como "hipotese do relogio
relogio nao é afetado por sua aceleracao instantanea. A hipdtese do relogio, admite
uma equivaléncia local entre um observador acelerado e um observador inercial co-
movel, de maneira que estes observadores terao instantaneamente a mesma nocao de
tempo. Este resultado vem sendo confirmado experimentalmente com precisao cada
vez maior [43, 44]. Entretanto, a hipotese do relogio conta com a defini¢ao de estado
fisico estabelecido pela mecanica classica e considerando que a natureza manifesta um
carater quantico, esta hipotese possui limitacoes conceituais. Deste modo, sugere-se
|45, 46, 47| que o ritmo de um relogio acelerado deve ser influenciado pela sua acele-
racao instantanea. Analisamos esse problema, investigando o comportamento de um
relogio atomico acelerado. Para simplificar nosso estudo, o relogio atomico esta des-
crito por um modelo prototipo que consiste de uma particula massiva livre em uma
caixa. Admitimos que o sistema obedece a equacao de Klein-Gordon e que as paredes

da caixa sao arrastadas por observadores de Rindler. Em seguida, resolvendo a equa-

¢ao de Klein-Gordon nas coordenadas de Rindler e utilizando as condi¢oes de contorno



adequadas, obtivemos a frequéncia dos estados estacionérios do sistema. Comparando
o espectro obtido no sistema de coordenadas acelerado e o espectro de um sistema
inercial idéntico, determinamos a relacao entre o ritmo do “ tique-taque ” do relogio
acelerado e o ritmo do “ tique-taque ” de um relégio atomico inercial. Através desta
relacao, concluimos que o ritmo de um relégio acelerado é afetado pela sua aceleragao
instantanea, mais do que isso, podemos identificar os parametros fisicos pertinentes e

portanto, fazer uma estimativa da ordem de magnitude desse efeito.



Capitulo 2

Observadores Uniformemente

Acelerados

A Relatividade Especial ou Restrita é compativel com a geometria Minkowskiana.
Esta geometria “ une ” o espaco e o tempo em um unico conjunto quadrimensional, que
passamos a chamar espaco-tempo. De acordo com o Principio da Relatividade, as leis
da Fisica sao as mesmas em todos os referenciais inerciais, ou seja, nao existe sistema
inercial preferencial. No entanto, em muitas situacoes fisicas, precisamos descrever
fendomenos em referenciais nao-inerciais.

Uma classe particular de referenciais nao-inerciais é formada por referenciais con-
truidos com base em observadores uniformemente acelerados no espaco-tempo. Esses
observadores desenvolvem aceleracao propria constante e suas linhas de universo sao
descritas por hipérboles no diagrama do espaco-tempo de Minkowski. Uma familia de
observadores acelerados muito conhecida na literatura ¢ constituida pelos observado-
res de Rindler, que, como estudaremos neste capitulo, apresentam caracteristicas bem
interessantes.

A construcao de sistemas de coordenadas baseados em observadores acelerados,
mesmo em um espaco-tempo plano, apresenta limitacoes. Uma delas é que geralmente
esses sistemas de coordenadas nao cobrem univocamente todo espago-tempo [31, 32|.

Convenientemente, ao longo deste capitulo vamos trabalhar em um sistema de
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medidas que a velocidade da luz possui valor unitario (¢ =1).

2.1 Algumas Grandezas Fisicas Definidas no Espaco-
Tempo de Minkowski.

Antes de iniciarmos de fato nosso estudo sobre observadores uniformemente ace-
lerados, vamos primeiro definir algumas grandezas fisicas referentes ao espaco-tempo

de Minkowski. Sao elas:

4-Vetor Deslocamento:

O 4-vetor deslocamento dz* no espago-tempo pode ser entendido como a separacao
entre dois eventos infinitesimalmente proximos. Escrito em coordenadas cartesianas,

temos:

dat = (dt,dzx, dy,dz) (2.1)

Seu modulo quadrado corresponde ao intervalo ds?, tal que:

ds* = dat'dx, = g,datde” = — (dt)? + (dz)* + (dy)* + (dz)? (2.2)
-1 0 0 0
0 100
onde g, = , nos fornece as componentes da métrica de Min-
0 010
0 001

kowski no referencial inercial.

4-Vetor Velocidade (v*):

Matematicamente definimos a 4-velocidade v* como sendo a razao do 4-deslocamento

dx* com o tempo proprio dr, ou seja, o tempo medido por um observador que acom-



panha o movimento do corpo [32|. Assim, temos:

daxt
= — 2.3
= (2.3)

A 4-velocidade possui médulo unitario, ou seja:
lv| = v, = —1 (2.4)

4-Vetor Aceleragao (at):

A 4-aceleragao a* é definida como a derivada da 4-velocidade v* com relagao ao

tempo proprio 7.
_dvt dPat
dr dr?

at

(2.5)

De sua propria definicao a 4-aceleracao é perpendicular a 4-velocidade. Matemati-
camente temos:
do?
—Uﬂz —

d
I E(U#U“) =0 (2.6)

1
atv, = 3

Relagio entre Tempo Proprio(t) e o Intervalo (ds?):

Considere agora um observador executando um movimento arbitrario no espacgo-
tempo, analisado do ponto de vista do referencial inercial K. Dado dois eventos
infinitesimalmente proximos ocorridos sobre a linha de universo do observador. Caso
adotemos apenas uma dimensao espacial, o intervalo de separacao entre esses dois

eventos sera:

ds* = —(dt)* + (dz)? (2.7)

Considere agora um segundo referencial inercial K’ instantaneamente co-movel a
particula (mesma posicao e velocidade), ou seja, um referencial em que a particula
encontra-se instantaneamente em repouso. Neste referencial K’, o intervalo é dado

por:



ds”? = —(dt')? (2.8)

De acordo com o principio fisico da localidade |29, 45| o tempo proprio dr, medido
pelo observador, é igual a dt’, pois ambos possuem instantaneamente o mesmo estado
fisico (posigao e velocidade) e portanto devem ser considerados equivalentes.

Sendo o intervalo invariante (ds* = ds'?), segue que:

ds® = —dr? (2.9)

Consequentemente:

dr = (1—v?)? dt (2.10)

Essa equagao é também conhecida como “ hipdtese do relogio ” . Voltaremos a analisa-
la no capitulo 5, onde estudaremos o efeito da aceleracgao instantanea no ritmo do

relogio.

2.2 Equacoes de Movimento para Observadores Uni-
formemente Acelerados

Vamos agora adimitir um observador arbitrario que percorre o espago-tempo de
Minkowski descrevendo determinada linha de universo que é registrada por um sistema
de coordenadas inercial K. Para simplificar, vamos estudar este movimento em (1 + 1)-

dimensoes, de modo que:
" = (t, ) vt = (v, v1) a* = (a°,al)

Dizemos que um observador estara realizando um movimento acelerado caso sua
linha de universo nao descreva uma reta no sistema K. Suponhamos agora que o ob-

servador acima descrito experimente uma aceleracao propria! uniforme de magnitude

! Aceleragao medida por um referencial inercial instantaneamente co-moével (mesma posigao e mo-
mento) ao observador.
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a”, tal que:

ata, = — (ao)2 + (a1)2 =a’ (2.11)

A partir das equagoes (2.4) e (2.6) temos para este movimento:

—(u)? 4+ (u')? = -1 (2.12)

—u%a” +u'at =0 (2.13)

Sendo a equagao (2.5) a equagao geral para o movimento de um observador com
respeito a um sistema inercial K, podemos resolvé-la utilizando as condigoes (2.11)-
(2.13). Admitindo que o observador inicia seu movimento do repouso, partindo da
posicao z(0) = a~!, obtemos as equagoes paramétricas que descrevem sua linha de

universo:

Hr) = ésinh(m') (2.14)
x (1) = %cosh(cm‘) (2.15)

E facil verificarmos que a linha de universo deste observador descreve uma hipérbole

no diagrama do espaco-tempo ja que as solucoes acima satisfazem a equagao:

R N (2.16)

Através das equagoes de movimento (2.14) e (2.15) podemos determinar, para um
dado instante 7, a velocidade relativa do observador uniformemente acelerado como

sendo:
B dx

YT

= tanh (a7) (2.17)



No limite de baixas velocidades (v << 1), temos, ar << 1. Expandindo as egs.

(2.14) e (2.15) até termos de segunda poténcia em 7, obtemos:

t(r)=r1 (2.18)
(1) = é + a% (2.19)

Aseqgs. (2.18) e (2.19) como era de se esperar, correspondem as equagoes de movimento

Newtoniano para um observador uniformemente acelerado.

2.3 Observadores Brevemente Acelerados

O sistema de coordenadas cartesiano pode rotular eventos em todo espago-tempo
de Minkowski sem ambiguidade, pois esta construido com base em observadores inerci-
ais. Entretanto, de maneira geral, sistemas de coordenadas adaptados a observadores
acelerados apresentam problemas que dificultam a sua construcao. O fato é que suas
linhas de universo e até mesmo suas linhas de simultaneidade podem se cruzar. Como
resultado, nao podemos atribuir de maneira univoca coordenadas a todos os eventos
ocorridos no espago-tempo. Sendo assim, deve-se restringir seu dominio de validade
as regioes do espaco-tempo onde nao hé interseccao entre linhas de universo e entre
linhas de simultaneidade |31, 32].

Consideremos dois sistemas de coordenadas inerciais K e K’ tal que o referencial
K’ move-se com velocidade relativa v, paralela e no sentido positivo de um eixo espacial
de K e que em ¢ = 0 seus relogios sejam coincidentes (x = 2/, t = t'). Tomemos agora
um observador que estando em repouso na origem do referencial K, experimenta uma

breve aceleracao de modulo constante “ a ”

, atingindo a velocidade v no instante em
que cruza a origem do referencial K’. A partir dai o observador mantém-se em repouso
com relacdo a K’, ou seja, mantém-se com velocidade v em relacao ao referencial K

(ver fig.2.1).

Vamos admitir que o observador carrega consigo réguas e relégios constituindo as-



Figura 2.1: Representagao geométrica da linha de universo de um observador que estando
em repouso com relacao ao referencial K, sofre uma breve aceleracao e mantém-se em repouso
com relagao ao referencial K’.

sim, um sistema de coordenadas em sua vizinhanca. Utilizando o principio fisico da
localidade? |29, 45|, ou seja, tomando emprestado a nogao de simultaneidade perten-
cente a um observador inercial co-movel, o observador brevemente acelerado mapeia
0 espaco-tempo antes e depois da aceleracao, obtendo como linhas de simultaneidade
retas paralelas ao eixo x (ver fig.2.1) antes da aceleracao e retas paralelas ao eixo x’
depois da aceleracao. Notemos que sobre o eixo espacial x, (de acordo com a fig.2.1)
para distancias maiores que L, ha um encontro de linhas de simultaneidade, resultando
em uma ambiguidade, pois eventos ocorridos em regioes afastadas da origem seriam
rotulados com duas coordenadas temporais. Devemos entao restringir a validade do
sistema de coordenadas para regices proximas a origem [31, 32|.

Seja F1 = (0,0) o evento que caracteriza o inicio da aceleracao, ja o evento FEs
constitui a saida do movimento uniformemente acelerado e F3 = (0, L) a posi¢ao
da primeira interseccao entre as linhas de simultaneidade. Pela nossa construcao, as

coordenadas do evento Es, de acordo com as equagoes (2.14) e (2.15), sao dadas por:

Ey = (a 'sinhar,a ! coshar —a™!)

2De acordo com o principio da localidade dois observadores que se encontram instantaneamente
na mesma posicao e velocidade possuem o mesmo estado fisico (fisica ndo-quéntica) e portanto devem
ser considerados equivalentes inclusive quanto & determinacao do que é simultaneo.



Sendo os sistemas de coordenadas K e K' inerciais, eles devem estar relaciona-
dos pelas equacoes de transformacao de Poincaré, que corresponde as equacoes de

transformacao de Lorentz (2.20)-(2.23), mas uma translacao.

= (t—v (7)) (2.20)
2 =z —v(r)1) (2.21)
y =y (2.22)
=2z (2.23)

1

Womrrl (1) corresponde a velocidade do observador no instante 7.
1—o(r

onde v =

A linha de simultaneidade (ou sec¢ao de simultaneidade) correspondente a K,
é constituida pelo conjunto de eventos que recebem a mesma coordenada temporal
t’. Vamos considerar o caso particular da linha de simultaneidade em que t'=0, que
coincide com o eixo espacial x’. Utilizando a equacao (2.20), podemos construir a
equacao que descreve esta linha de simultaneidade. Para isto, devemos observar que a
posicao inicial do referencial K’ coincide com as coordenadas do evento Ey e por este
motivo, devemos levar em consideracao a translacao da linha de simultaneidade t’=0.
Essa translagao pode ser obtida encontrando o instante (t) que a linha de simultanei-
dade possui coordenada x=0. Para a linha de simultaneidade t’=0, encontramos uma

translacao de (% tanh(a7),0). Assim, obtemos a equacdo que descreve esta linha de

simultaneidade como sendo:

= o(r)z+ 2 tanh (ar) (2.24)

A linha de simultaneidade que passa pelo evento Es cruza a linha de simultaneidade
t = 0, determinando a posicao L do evento E3 que delimita a regiao de validade do

sistema de coordenadas. Tomando ¢t = 0 na eq. (2.24) e utilizando a eq. (2.17) para



a velocidade do observador em Es , encontramos:
L=a"' (2.25)

Concluimos que hé inconsisténcia fisica para rotular, com este sistema de coorde-

nadas, eventos ocorridos em regioes mais afastadas que a1

Para adquirirmos uma
intuicao do grau desta restrigao, vamos considerar o caso de um observador que ex-
perimenta uma aceleracao igual ao valor da aceleracao da gravidade na superficie da
Terra. Fazendo uma analise dimensional para recuperarmos a unidade de distancia,
temos:
2
L=—2~9x10"m (2.26)
a

A restricao acima nao é muito severa, mas pode tornar-se apreciavel a medida que

a aceleragao aumenta.

2.4 Sistema de Coordenadas de Rindler

A linha de universo de um observador uniformemente acelerado descreve uma hi-
pérbole onde a concavidade depende da intensidade da aceleracao [2]. Consideremos

)

agora, uma “ familia ” ou conjunto de observadores uniformemente acelerados distri-
buidos continuamente ao longo de todo o eixo espacial de um referencial inercial K.
Definindo “ p” como a posigao inicial de um observador (z(0) = p) em relacao a origem

de K e “ a” como a aceleracao que este observador experimenta, vamos admitir que

estas grandezas estao relacionadas pela equagao:

gt (2.27)

Admitindo um continuo de observadores sobre o eixo espacial, vamos considerar
que cada observador da familia executa individualmente seu movimento com aceleragao

que obedece a equagao (2.27), construimos dessa forma a familia de observadores de



Rindler.

Figura 2.2: Familia de observadores de Rindler. Linha de universo de alguns observadores
uniformemente acelerados cujas acelera¢oes individualmente diminuem com suas respectivas
posicoes iniciais (0,p).

E importante ressaltar que cada observador executa individualmente um movi-
mento uniformemente acelerado, porém cada um estd submetido a uma aceleragao
diferente que depende do inverso de sua posicao inicial. Observadores proximos a ori-
gem estao fortemente acelerados, com linha de universo descrevendo uma hipérbole de
concavidade acentuada (ver fig. 2.2), ja observadores que partem de pontos afastados
da origem encontram-se suavemente acelerados.

Vamos agora construir as coordenadas de Rindler [1, 2|. Para isso, vamos admitir
um observador acelerado particular (que chamaremos de O). Para um dado instante
T existe um sistema inercial K’ co-movel ao observador escolhido O. Como a veloci-
dade do observador estd mudando no tempo, para cada instante 7 correspondera um
diferente sistema inercial co-moével K’. Para levarmos isto em conta vamos escrever
K'(1).

A construgao das coordenadas de Rindler esta baseada na hipotese da localidade
[29, 45|. Sendo assim, a sec¢ao espacial 3. relativa ao observador acelerado no ins-

tante 7 (isto é, o conjunto de eventos que ocorrem simultaneamente de acordo com o



_3,

Figura 2.3: A hipérbole representa a linha de universo do observador uniformemente acele-
rado que parte da posi¢do p = 1. As linhas retas correspondem a sec¢des de simultaneidade
relativas ao observador acelerado para diferentes valores do tempo (7 = 0.5 e 1 respectiva-
mente). Em 7 = 0 a secao de simultaneidade coincide com o eixo-x. As linhas tracejadas
representam parte do cone de luz.

observador O naquele instante) coincide com o eixo espacial x” do referencial K'(7).

A origem de K'(7) corresponde a posi¢ao do observador acelerado no instante 7,
que ¢ dado pelas equagoes (2.14) e (2.15) (lembrando que neste caso a = a(p)).

No diagrama do espaco-tempo, >, corresponde a uma linha reta que cruza a ori-
gem de K e tem coeficiente angular que depende da velocidade relativa do observador
naquele instante. Como a velocidade do observador estd aumentando no tempo, o
angulo da secao espacial X, com respeito ao eixo x do referencial K também aumenta.
Deste modo, concluimos que as secoes de simultaneidade relativas ao observador ace-
lerado sao linhas retas que convergem para a origem de K e assintoticamente tendem
a geratriz do cone de luz a medida que a velocidade do observador torna-se proxima
da velocidade da luz (fig.(2.3)).

Vamos agora considerar um evento E qualquer. Este evento estd situado sobre
alguma secao de simultaneidade Y. Serd o valor 7 que iremos considerar como coor-
denada temporal de Rindler para o evento E. J& a coordenada espacial desse evento,

que chamaremos de £ é definida usando o referencial K’(7) mais uma vez. O evento



E esta rotulado no referencial K’(7) com coordenadas (' = 0,z’). Consideramos x’
como a coordenada espacial do novo sistema. Assim, as coordenadas de Rindler para
o evento serao (7,& = '), por construcao.

Vamos descobrir a lei de transformagcao entre as coordenadas de Rindler e as coor-
denadas (t,x) do referencial K. Sendo os referenciais K e K'(7) inerciais, eles devem
estar relacionados pelas equacoes de transformagao de Poincare. Tomamos entao,
t'=0e 2 =& nas eqs. de transformacoes de Lorentz e sabendo que a posi¢ao inicial
do referencial K'(7) ¢ dado pelas eqs.(2.14) e (2.15), com velocidade relativa definida

na eq.(2.17), obtemos as relagoes entre coordenadas:

t= G + g) sinh (ar) (2.28)

T = G + g) cosh (ar) (2.29)

Estas equagoes de transformacao estao bem definidas para x > |L| [2]. No dia-
grama do espaco tempo, isto corresponde a regiao do lado direito do cone de luz (ver
fig.2.3). Assim, as coordenadas de Rindler cobrem um dominio restrito do espago-
tempo de Minkowski, a exemplo do observador brevemente acelerado. Neste sistema

de coordenadas a forma métrica 2-dimensional é dada por:
ds* = —a” (a™" + 5)2 dr? + d¢? (2.30)

Estudando as linhas coordenadas associadas a &, ou seja, tomando & = const. e
fazendo 7 variar de —oo a +00, obtemos hipérboles que cruzam o eixo espacial (¢ = 0)
em p = (a=!' +¢). Como vimos as hipérboles correspondem a linhas de universo de
observadores uniformemente acelerados. Sendo assim, podemos dizer que para cada
valor de £ (consequentemente para cada valor de p) corresponde uma linha de universo
de um observador acelerado, o qual denotaremos por O,. O conjunto dos observadores

formam uma familia, da qual nosso observador escolhido ¢ um mero membro que



se caracteriza por partir da posicao & = 0. Vamos denota-lo por O,-1. Notemos
que também podemos interpretar a coordenada de Rindler & como sendo a posi¢ao
inicial do observador O, que cruza o evento a ser registrado, medida com relacao ao
observador O,-1. O observador O,-1 tem um papel privilegiado no estabelecimento
das coordenadas de Rindler. Afinal, as coordenadas (7,§) sao definidos em funcgao
dele.

Na proxima secao, vamos construir um sistema de coordenadas utilizando a familia
de observadores de Rindler, mas que se utiliza de um procedimento diferente para

atribuir as coordenadas aos eventos.

2.5 Novo Sistema de Coordenadas Baseado na Fami-

lia de Observadores de Rindler

A construcao de sistemas de coordenadas no espaco-tempo pode ser realizada das
mais variadas maneiras |1] e, como é bem natural (mesmo para a geometria euclidiana),
um mesmo evento pode ser registrado com diferentes coordenadas de acordo com os
referenciais e regras utilizadas.

Empregando procedimentos fisicamente corretos, é possivel estabelecermos diferen-
tes sistemas de coordenadas a partir de um mesmo referencial. Pensando assim, vamos
utilizar a familia de observadores de Rindler, discutida na secao anterior, para definir
novas coordenadas aos eventos [20]. Nossa abordagem, ao contrario do procedimento
anterior, utilizard todos os observadores democraticamente sem privilegiar nenhum
membro da familia.

Considere um evento E arbitrario no espago-tempo. Certamente este evento esta
situado sobre a linha de universo de algum observador de Rindler O,. Como vimos
na secao anterior, Rindler considerou como coordenada temporal do evento o tempo
proprio 7 medido pelo observador O,-1, ou seja, que parte da posicao é

Nas novas coordenadas, vamos definir como coordenada temporal do evento E o



tempo proprio medido pelo observador cuja linha de universo cruza o evento E, ou seja,
a nova coordenada temporal serd o tempo proprio 7, medido pelo observador O,. Ja
como coordenada espacial para o evento, vamos modificar o rotulo £ (que consiste na
posicao inicial relativa ao observador O,-1), pela coordenada p, que refere-se a posicao
inicial, com relagao ao referencial K, do observador de Rindler que cruza o evento E.
Assim o evento E serd rotulado pelas coordenadas (7,, p)[20]. E importante enfatizar
que as novas coordenadas sao tao validas quanto as coordenadas usuais de Rindler,
pois sua definicao parte de procedimentos fisicamente validos.

Devemos agora descobrir como as novas coordenadas (7,, p) estao relacionadas com
as coordenadas (t,z). Primeiro, precisamos determinar a razao entre 7 e 7,, isto &, a
relagao entre os ritmos dos relogios dos observadores O,-1 e O,. Ao longo da linha
de universo de um observador de Rindler, p mantém-se constante, logo, utilizando a

métrica (2.30) e as novas coordenadas, podemos escrever:
dr, = apdr (2.31)

Admitindo que os reldgios estao inicialmente sincronizados, entao, por integracao di-

reta obtemos:

T, = apT (2.32)

Para nao confundir a notacao, vamos denotar 7, por 7. Assim, substituindo a

eq.(2.32) em (2.28) e (2.29), obtemos a lei de transformacao de coordenadas:

t = psinh (2.33)
p

x = pcosh 1 (2.34)
p

Nestas novas coordenadas a métrica de Minkowski é dada por:

2
ds* = —dn? + Q%dndp + (1 — %) dp? (2.35)



Analisando a métrica acima, podemos ver que as novas coordenadas nao estao
definidas em todo espaco-tempo, apenas para regioes onde p > 7. Fora do intervalo
0 < p < n, hd uma mudanga de carater fisico da coordenada p, isto é, ela torna-
se uma coordenada do tipo tempo. A equagao p = 1 delimita o dominio das novas
coordenadas. De acordo com as equagoes (2.33) e (2.34), p = n corresponde a equagao
t = x (tanh 1) no referencial de Lorentz K (ver fig.2.4 ).

As secgoes de simultaneidade X,, isto €, o conjunto de eventos rotulados com a
mesma coordenada temporal 7, é formado pelo conjunto de pontos onde os relogios dos
observadores registram o mesmo tempo proprio. Para conhecermos o comportamento
da seccao X, basta tomarmos 1 = const. e variarmos p de 0 & oo nas equagoes (2.33)
e (2.34).

Vamos chamar aten¢ao para o fato de que, como visto na fig.(2.4), as sec¢oes

espaciais neste novo referencial nao sao retas.

10 1

Figura 2.4: Sec¢oes de simultaneidade adaptadas ao novo referencial para diferentes valores
do tempo (n = 1,2 e 3, respectivamente). As novas coordenadas (7, p) sdo vélidas apenas no
lado direito da linha tracejada ¢ = x(tanh 1). Nesta regiao, as se¢oes de simultaneidade sao
tipo-espaco.



Podemos enriquecer a discussao introduzindo a segunda dimensao espacial [20]. O
espago-tempo agora é o espago-tempo de Minkowski com (14-2)-dimensoes. O proce-
dimento utilizado para definir as coordenadas é anélogo ao procedimento anterior.

Inicialmente, vamos admitir uma familia de observadores acelerados que desenvol-
vem movimento radial com aceleracao propria constante. A aceleracao depende do
inverso de sua posic¢ao inicial, justamente como os observadores de Rindler. A di-
ferenga agora é que os observadores estao uniformemente distribuidos no plano xOy
e experimentam um movimento radial. As linhas de universo dos observadores no

referencial de Lorentz K sao agora dadas por:

t = psinh (%) (2.36)

2 = pcos (0) cosh (g) (2.37)
y = psin () cosh (g) (2.38)

onde p e ¢ dao, em coordenadas polares, a posi¢ao inicial do observador (z (0),y (0)).
As linhas de universo dos observadores sao hipérboles no plano especificado por 6 =
const. A versao bidimensional anterior ¢ um caso particular quando 6 = 0.

Considerando a simetria de rotacao dos observadores, podemos concluir que as sec-
¢oes de simultaneidade sao superficies de revolucao geradas pela rotacao das linhas de
simultaneidade obtidas anteriormente, (fig.2.4), em torno do eixo-t. Agora, as secgoes
espaciais X, possuem duas dimensoes e assim, é possivel estudarmos sua estrutura
geométrica como uma superficie Rimaniana [38|.

No espaco-tempo de Minkowski tridimensional, a métrica nas novas coordenadas é

dada por:

2
ds® = —dn? + 2gdndp + (1 — %) dp® + p* cosh® (%) dy? (2.39)

Cada superficie de simultaneidade é caracterizada por um valor especifico de 7, isto



¢, sobre ¥, a coordenada 1 mantém-se constante. Assim, a métrica induzida sobre a

superficie de simultaneidade 3, pode ser obtida de (2.39) tomando dn = 0:

2
di? = (1 - %) dp? + p? cosh® (g) d6? (2.40)

O elemento de linha dI? contém todas as informacoes das propriedades geométricas
da seccao espacial X,. A superficie ¥, ¢ do tipo espaco, em outras palavras, ela
tém uma métrica definida positiva, para p > 7. Os observadores equipados com a
métrica (2.40) podem medir comprimentos e angulos sobre a superficie ¥, e também
determinar se existe curvatura.

Calculando o escalar de curvatura da secao espacial, encontramos:

(2 cosh(?) — sinh())

n
p
p(1— )2 cosh(2)

R = —27° (2.41)

Podemos observar imediatamente que R # 0 na regiao de interesse (p > 7).
Portanto, as seccoes espaciais possuem curvatura nao-nula. Em outras palavras as
seccoes espaciais relativas ao novo referencial acelerado apresentam uma geometria
nao-Euclidiana. Nao é dificil ver que a curvatura tende a zero para valores de p sufi-
cientemente grandes. Isto ja era esperado pois a aceleracao dos observadores tende a
zero assintoticamente.

Estudando em detalhes o escalar de curvatura, encontramos que R é positivo® na
regiao de validade (p > 7). Isto significa que ¥, é uma superficie hiperboélica de acordo
com o critério de classificagao de superficies [38].

Ha um teorema na geometria diferencial, pertencente a Gauss, que estabelece uma
conexao entre curvatura de superficies e a soma dos angulos internos de um triangulo
geodésico definido sobre a superficie [38]. No caso da geometria Euclidiana, como
conhecemos, a soma dos angulos internos de um triangulo corresponde a 180°, no caso

de uma superficie nao-Euclidiana a soma deve ser diferente, podendo ser maior ou
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menor que 180° dependendo do sinal do escalar de curvatura. Em nosso caso, que
trata de superficies hiperbodlicas, a soma é ser menor.

Sendo assim, os observadores de Rindler podem determinar a existéncia da cur-
vatura das seccoes espaciais medindo os angulos internos de um triangulo sobre a

superficie de simultaneidade.

2.6 Coordenadas Usuais de Rindler e o Novo Sistema
de Coordenadas.

Comparando o novo sistema de coordenadas e as coordenadas de Rindler, pode-
mos notar que a diferenca crucial entre eles esta no método utilizado para rotular as
coordenadas temporais e como os observadores definem a simultaneidade.

Como vimos no referencial de Rindler, sec¢oes de simultaneidade sao representadas
por >, que coincidem instantaneamente com o eixo espacial do referencial inercial
K' (1), ou seja, a nogao de simultaneidade é construida com base no principio fisico
da localidade.

Em contraste, no novo sistema de coordenadas a seccao de simultaneidade X, é
construida sem ter como base um procedimento fisico fundamental. Neste sistema, os
eventos sao considerados simultaneos quando apresentam a mesma coordenada tem-
poral, sem mais consideracoes.

Entretanto, a definicao do nosso novo sistema de coordenadas nao deve ser despre-
zada, pois esta construida por meio de um procedimento legitimo e como mencionamos,
¢ inspirada diretamente pelo método de construcao dos sistemas de coordenadas de
Lorentz, tratando os observadores da mesma maneira. Além disso, como vimos a su-
perficie ¥, é curva. Esta caracteristica é consequéncia dos relégios dos observadores
apresentarem ritmos diferentes, uma vez que eles desenvolvem aceleracoes diferentes.
Isto evidencia que a curvatura da seccao espacial X, surge de um efeito relativis-

tico. Deste modo, as novas coordenadas fornecem um referencial apropriado para



ilustrar a conexao entre geometria nao-Euclidiana das sec¢oes espaciais e referenciais

nao-inerciais, como sugerido por Einstein |33].



Capitulo 3

Alguns Métodos de Construcao de

Sistemas de Coordenadas

Existem intimeras maneiras de se rotular os eventos do espaco-tempo. Para o
desenvolvimento deste trabalho, torna-se vital realizarmos uma revisao da literatura
especializada sobre os principais métodos de construcao de sistemas de coordenadas e

as caracteristicas intrinsecas de cada método [1]-[31].

3.1 Transporte de Fermi-Walker

O primeiro método de construgao que estudaremos consiste em um referencial
construido a partir de um transporte de Fermi-Walker. Para iniciarmos nosso estudo,
vamos admitir um observador qualquer descrevendo determinada linha de universo no
espaco-tempo de Minkowski registrado pelo referencial inercial K. Vamos denotar por
K'(7) o referencial que é transportando ao longo da linha de universo do observador.

O transporte de Fermi-Walker oferece uma maneira de construir o referencial K'(7)
obedecendo a alguns procedimentos fisicos que devem regular o posicionamento e a
orientacao de seus eixos [32]. Cada eixo devera ser construido a partir de vetores bases
(eo, €1, e, €3) ortonormais em qualquer instante. Juntos estes vetores bases formam

o que chamamos de tetrada. Uma tetrada pode ser vista como uma versao infinitesimal
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de um sistema de coordenadas que, neste caso, encontra-se em movimento e desloca-se
junto ao observador. Estes vetores formam a base para as medidas de K'(7), pois a
orientacao de cada vetor da base coincide com cada um de seus eixos’.

Estando um observador hipotético inicialmente em repouso na origem do referencial
inercial K, ou seja, com linha de universo evoluindo de acordo com a 4-posicao T# =
(¢,0,0,0), sua 4-velocidade estara direcionada ao longo do eixo temporal ¢, pois sua
lnica componente nao nula encontra-se neste eixo. Analogamente, para um observador
em repouso na origem do referencial K'(7), sua 4-velocidade devera estar direcionada
no sentido do eixo temporal ¢’ (7), ou seja, no sentido do vetor base ef,. Sendo o
modulo da 4-velocidade unitario (eq.(2.4)) e sabendo que a tetrada constitui uma base

ortonormal, o vetor base e, deve ser idéntico a 4-velocidade:

ey = ut (3.1)

Como os vetores da tetrada estao construidos sobre o sistema de coordenadas
inercial K'(7), eles devem estar relacionados, em qualquer tempo proprio 7, com os

vetores e, (vetores da base do referencial K), através das transformacoes de Lorentz.

ew (1) =N, (T) ey (3.2)

Do mesmo modo, os vetores da base entre dois sucessivos instantes devem também
estar relacionados pelas transformagoes de Lorentz. O fato é que as transformacoes
de Lorentz, (como visto na se¢ao 2.1) além de boosts, também envolvem rotacoes no
espaco. No entanto, o transporte de Fermi-Walker exclui qualquer rotagao ordinaria
entre os trés vetores do tipo espago da base. Devemos ressaltar que a 4-velocidade u*
mesmo possuindo sempre magnitude unitaria, deve modificar sua dire¢ao no caso de

um movimento acelerado. A aceleracao provocara modificacoes na direcao do vetor

IDevemos ressaltar que o transporte de Fermi-Walker nao é o tnico procedimento possivel para
transportar uma tetrada ao longo da linha de universo de um observador. Um outro método possivel
é o transporte de Frenet-Serret, por exemplo [40].



da base do tipo tempo. Desta forma, para que os vetores da tetrada mantenham-se
ortonormais ¢ necessario que os vetores espaciais reorganizem suas dire¢oes para cada
instante 7, provocando uma inevitavel rotacao.

De acordo com a Fisica Cléssica, a rotacao de um vetor pode ser definida em termos
do vetor velocidade angular @. Considere na fig.(3.1) o eixo vertical como o eixo de
simetria da rotacdo. Sendo U (t) e U (t + dt) as velocidades do observador em dois

instantes infinitesimalmente proximos, temos:

YV (t+dt) =V (t)+dV (3.3)

Figura 3.1: Vetor velocidade de modulo constante, girando em torno de um eixo.

Sendo d ¥ o vetor variacao de velocidade para um determinado intervalo de tempo
dt e dv = |dV|, temos que:
dv = vsen (¢) df (3.4)



Dividindo ambos os lados da equacao acima por dt e definindo w = %, logo:
d
d_: = wusend (3.5)

O vetor aceleragao esta no plano perpendicular a velocidade angular W e a velo-

cidade . Sendo assim, a eq.(3.5) corresponde ao modulo do produto vetorial:

dv
= W xv (3.6)

Em termos das componentes podemos reescrever (3.6) como:

dv;
dtz = —Qikvk (37)
onde Qj; = —Q; = wi€ik (€5, —pseudo-tensor totalmente anti-simétrico).

Pela nossa construcao, 2, (tensor anti-simétrico), atua como um operador que
rotaciona o vetor velocidade ao longo de um eixo de simetria definido por .
Para o espago-tempo quadrimensional definiremos a rotagao como:
— = -0 3.8
dr Y (38)
com QM = —QVF,
A propriedade de anti-simetria é essencial para garantir que o moédulo do vetor nao

seja afetado pela rotagao. De fato, temos:

d dot
%(vuv“) = 211#(%) = —-20"v,v, =0 (3.9)

pois Q" é anti-simétrico e v,v, é simétrico.
O transporte de Fermi-Walker de um vetor v* prescreve que, como ja mencionado
anteriormente, o vetor sofra apenas a rotagao necessaria para se ajustar a nova direcao

do vetor ey. Para obedecer a esta condicao, a matriz de rotacao devera ser formada



pela combinacao de u* e a* , ou seja:

O = a(a*u”) + B(a”u") (3.10)

com « e (3 constantes. Sendo 2" antisimétrico, logo:

a=—p4.
De (3.8), fazendo v* = u*, temos:
at =M = —Qmry, = — [a(a"u”) + B(a"u)] u,
Assim, devemos ter « = 1 e § = —1, de modo que:
QY = (a'u”) — (a"ut) (3.11)

Deste modo, seja v* um vetor qualquer que obedece a relagao:

dot

o= (a"u" — a"u”) v, (3.12)

o que significa que este vetor sofreu um transporte de Fermi-Walker ao longo da li-
nha de universo do observador cuja 4-velocidade é u* [32]. Construimos entao, o
sistema de coordenadas associado ao observador acelerado, realizando o transporte de
Fermi-Walker dos vetores da tetrada (eq, €1/, €a, e3) ao longo da linha de universo do

observador.

3.2 Coordenadas de Fermi-Walker.

Agora que conhecemos como a tetrada é transportada (de acordo com o transporte
de Femi-Walker) ao longo da linha de universo do observador, podemos definir as

coordenadas de Fermi-Walker [6].
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Figura 3.2: Representacgao geométrica da construgao das coordenadas de Fermi-Walker.
Um observador que descreve linha de universo C, transporta uma tetrada de acordo com o
transporte de Fermi-Walker.

Vamos admitir o observador percorrendo o espaco-tempo quadrimensional exami-
nado pelo sistema de coordenada inercial K. Este referencial atribui a um dado evento
E as coordenadas x%,. Por sua vez, o mesmo evento é registrado com as coordenadas
de Fermi-Walker F'*. As coordenadas de Fermi-Walker F'* sao atribuidas a partir de
uma geodésica do tipo espago que parte do evento e cruza a linha de universo do
observador, perpendicularmente.

Vamos nomear o evento P sobre a linha de universo do observador como sendo o
ponto de interse¢ao com a geodésica tipo espaco (ver fig.(3.2)). A primeira coordenada
de Fermi-Walker (F) corresponde ao tempo proprio 7 medido pelo observador no

instante em que ocorre o evento P.



Seja n* um vetor unitario na dire¢ao da geodésica (consequentemente perpendicular
a quadrivelocidade u* do observador naquele ponto) e o2 o intervalo entre os eventos P
e E, consequentemente on* corresponde ao vetor que liga estes dois eventos no espaco-
tempo. As coordenadas espaciais (F’) correspondem, respectivamente, as projegoes

do vetor on* na direcao de cada vetor da tetrada e/’ carregada pelo observador.
F' = onel, = guon' (1) 7€’ (1) (3.13)

n;; correspondem as componentes espaciais da métrica de Minkowski.
Vamos a seguir realizar algumas aplicagoes particulares que podem mostrar-se bas-

tante instrutivas.

3.2.1 Sistema de Coordenadas Local de Um Observador Uni-

formemente Acelerado.

Uma aplicacao de interesse consiste em analisar um observador que executa um
movimento com aceleracao constante, de modulo “a” que, como estudamos no capitulo
anterior, realiza um movimento hiperbolico [32]. As equagoes (2.14) e (2.15) corres-
pondem as equacoes de movimento para o observador uniformemente acelerado no

plano do espago-tempo. Para este caso, observemos o seguinte conjunto de vetores :

(eg)" = (coshar,sinhart,0,0) (3.14)
(ep)" = (sinh ar, coshar, 0, 0) (3.15)
(e2)" = (0,0,1,0) (3.16)
(e3)" =(0,0,0,1) (3.17)

Podemos verificar que os vetores acima constituem uma base (tetrada), que obedece
arelagao (3.12), ou seja, formam uma base de vetores ortonormais, que foi transportada

ao longo da linha de universo do observador, por meio do transporte de Fermi-Walker.



Notemos que o vetor base (ey )"

definido acima é igual a 4-velocidade do observador.

Agora que conhecemos a tetrada transportada ao longo da linha de universo do ob-
servador em movimento uniformemente acelerado, podemos construir as coordenadas
de Fermi-Walker para esta aplicacgao.

Seja E um evento a ser registrado com as coordenadas de Fermi-Walker (F*). As
coordenadas que rotulam o evento sao construidas a partir de uma geodésica do tipo
espaco, que passa pelo evento e cruza a linha de universo do observador perpendicu-
larmente no ponto P. Sejam ', e x5, respectivamente, as coordenadas do evento E e P
registrados pelo referencial inercial K. Como trata-se do espago-tempo de Minkowski,
esta geodésica coincide com uma reta que conecta os eventos E e P. Assim, podemos

escrever:

nt = C (2hy — o) (3.18)

onde C é a constante de normalizacao, que faz de n* um vetor unitario.

A primeira coordenada de Fermi-Walker (F°) corresponde ao tempo proprio 7
medido pelo observador no instante em que ocorre o evento P. Sendo n* o vetor
unitario na direcao da geodésica, o mesmo deverd ser naquele instante, perpendicular a

4-velocidade u*|p. Assim, a coordenada temporal 7 sera obtida resolvendo a equagao:

nfu,lp = gunteq (1) =0 (3.19)

O conjunto de vetores unitarios n* perpendiculares a 4-velocidade u*|p pertencem
a um mesmo plano, em outras palavras, as superficies de simultaneidade construidas no
espaco-tempo de Minkowski, através do procedimento de Fermi-Walker, serao sempre
planas.

A partir da eq. (3.19), considerando apenas uma dimensao espacial, admitindo g,
como os coeficientes da métrica de Minkowski, n# dado por (3.18) e e, (1) dados por

(3.14) e (3.15), obtemos:



1%, = [tanh (a7)] 2}, (3.20)

As coordenadas espaciais (F") sao obtidas a partir da eq. (3.13). Admitimos
o? como o intervalo entre os eventos P e E, consequentemente on* corresponde ao
vetor que liga os dois eventos no espaco-tempo. As coordenadas espaciais, surgem
da projegao do vetor on* na direcio de cada vetor da tétrada e!, carregada pelo
observador. Considerando o movimento no espago-tempo (1+1)-dimensoes, obtemos:

Floce |t 1 (3.21)
cosh (at) a

No entanto, da condi¢ao de normalizagao:
guntn” =1 (3.22)

Concluimos que:

Co=1 (3.23)

Subtituindo (3.23) em (3.21) e isolando zk;, obtemos:

ol = (% + Fl) cosh (ar) (3.24)

Agora, substituindo (3.24) em (3.20), encontramos:

2% = G + Fl) sinh (ar) (3.25)

As equacoes (3.24) e (3.25) correspondem as equagdes de transformacao entre as
coordenadas de Fermi-Walker (F° = 7, F'') e as coordenadas inerciais (2%, zk), atri-
buidas pelo referencial K.

Como j4& afirmado anteriormente, a geodésica do tipo espago que liga os eventos é

uma reta, pois, estamos considerando o espago-tempo plano. Para a situagao descrita,



a projecao do vetor on* na dire¢ao do vetor da tétrada e carregada pelo observador,
ou seja, a coordenada de Fermi F'' coincide com a coordenada espacial ¢ atribuida
pelos observadores de Rindler.

Desta forma, o procedimento de Fermi-Walker, quando aplicado a um observador

de aceleracao constante, reproduz as coordenadas usuais de Rindler (2.28) e (2.29).

3.2.2 Coordenadas de Fermi para um Observador Movendo-se

em Circulo no Espaco de Minkowski.

Vamos agora admitir um observador com velocidade de magnitude constante no
espaco-tempo de Minkowski, descrevendo no plano espacial xOy um circulo de raio
constante “R”, centrado na origem de um dado sistema de coordenadas K [5, 12].

Analisando apenas o movimento espacial, as equacoes de movimento para este

observador serao:

x = Rcoswt (3.26)
y = Rsinwt (3.27)
z2=0 (3.28)

onde w é a velocidade angular. Para este movimento, a velocidade linear v é tal que:
v=wnR.

Estando o observador munido de réguas e relogios ideais, ele podera construir em
sua vizinhanca um sistema de coordenadas. Para este fim, vamos reexpressar suas
equagoes de movimento em fungao do tempo proprio 7. De acordo com a eq.(2.10),

estando os relégios inicialmente sincronizados, por integracao direta, temos que:

t =1 (3.29)

D=

onde v = (1 —v?)~



y

Figura 3.3: Representagdo geomeétrica de uma particula executando movimento circular e
uniforme no espaco-tempo de Minkowski.

Vamos considerar que a base do sistema de coordenadas constituido pelo observador
acelerado, ou seja, os quadrivetores ortonormais e’{o,), que juntos formam a tetrada, sao
carregados ao longo da sua linha de universo do observador, por meio do transporte
de Fermi-Walker.

Calculando a 4-velocidade u* e a 4-aceleracao a*, para este movimento, em funcao

do tempo proprio, encontramos respectivamente:

ut = v [1, — Rwsin(w~yT), Rw cos(wyT), 0] (3.30)

a" = —Ry*w? [0, cos(wyT), sin(wy7), 0] (3.31)

Pelo transporte de Fermi-Walker, em qualquer instante sobre a linha de universo

do observador, os vetores da base (tétrada) transportada satisfazem a relagao:

guue?a)el(jg) = TNap (332)

Seja Py um determinado ponto sobre a linha de universo da particula (ou obser-

vador) caracterizado por 7 = 0. De acordo com a eq.(3.1) para a tetrada, neste ponto



Py, temos:

eb (1 =0)=~(1,0,v,0) (3.33)

Determinando o vetor da base do tipo tempo em P(, podemos agora com um certo
grau de liberdade, definir os vetores da base relativos aos eixos espaciais. Um possivel

conjunto de vetores que obedecem a relacao (3.32) é:

' =(0,1,0,0) (3.34)
ey = (v7,0,7,0) (3.35)
¢! = (0,0,0,1) (3.36)

As equagoes (3.33)-(3.36) representam as componentes dos vetores da tétrada no
ponto Py. Consideremos agora, um ponto P arbitrario sobre a linha de universo do
observador. Precisamos encontrar a tetrada que foi transportada de Py a P, através do
transporte de Fermi-Walker, ou seja, uma tetrada que obedega a relagao (3.12). Como
sabemos, o vetor ef, devera coincidir com a 4-velocidade u”. Ja os demais vetores
da base, podem ser calculados resolvendo a eq.(3.12) e impondo a condigao inicial de

ortogonalidade. Notemos que os vetores abaixo satisfazem as seguintes condigoes.

ety = [v, —yvsin (wyT) ,yv cos (wyT), 0] (3.37)

el =[yvsin (v’wT), — cos (ywT) cos (y’wT) + 7 sin (wyT) sin (ywr), (3.38)

cos (Y’ wr) sin (ywt) — 7y cos (yw) sin (v°wr), 0]

el =[yv cos (v’wT), —7 cos (y*wT) sin (ywT)+ cos (wyT) sin (ywr), (3.39)

v cos (YwT) cos (ywr)+sin (ywr) sin (y2wr), 0]

el =10,0,0,1] (3.40)



Verificando que esses vetores satisfazem a eq.(3.12), podemos assegurar que os mesmos
foram transportados de Py a P, através do transporte de Fermi-Walker.

Agora que conhecemos a tetrada transportada ao longo da linha de universo do
observador em movimento circular, podemos definir regras para atribuir coordenadas
aos eventos ocorridos no espago-tempo |1, 5, 12].

Dado um evento E arbitrario, ocorrido no espago-tempo, as coordenadas de Fermi
(F*) que rotulam este evento sdo, como vimos, atribuidas a partir da geodésica do

tipo espago que passa pelo evento e cruza a linha de universo do observador perpen-

TR
E © Xp;

dicularmente. Chamemos de P este ponto de interseccao. Agora, sejam x
respectivamente as coordenadas do evento E e P registrados pelo referencial inercial
K. Como ja sabemos, a 4-velocidade u* é um 4-vetor tangente a linha de universo do
observador. Por sua vez, um vetor unitario n* na direcao da geodésica que liga os
eventos P e E deve ser normal a linha de universo do observador e consequentemente
perpendicular a sua 4-velocidade, obedecendo a eq.(3.19).

A solucao da eq.(3.19) nos revelard o instante 7, em que a 4-velocidade do obser-

vador é perpendicular a geodésica que liga os pontos P e E. A primeira coordenada de

Fermi (F°) correspondera ao tempo proprio 7 medido pelo observador, ou seja:

F'=r (3.41)

Como ja mencionamos, a situacao em estudo trata do espaco-tempo de Minkowski,
e por isso, a geodésica é uma linha reta que conecta os eventos E e P. Assim, o vetor
unitario n* pode ser determinado por (3.18).
0

Desenvolvendo a eq.(3.19) e usando (3.18) e (3.37), encontramos apos isolar z%; o

seguinte resultado:

1) =t =77 =y +v [(zp — ap) sin (ywr) — (23 — 2) cos (ywT)] (3.42)

com zh = Rcos (wyT) e 2% = Rsin (wyT) .



Resolvendo a eq.(3.42) para 7, encontramos a coordenada temporal do evento E,
no sistema de coordenadas de Fermi-Walker. Acontece que, a resolucao exata nao
é simples. No entanto, para limites de baixas velocidades, podemos estuda-la pelo
método das aproximacgoes.

Primeiro notemos que quando (v — 0), a eq.(3.42) pode ser aproximada a:
2 =2 =t=r1 (3.43)

Ou seja, na aproximacgao de primeira ordem, a coordenada temporal de Fermi (7) para

o evento E, coincide com o tempo coordenado t do referencial K (ver fig.(3.4)).

A Geodésica que conecta
os eventos P e E

Linha de universo de x
observador em repouso

Figura 3.4: Coordenada temporal de Fermi para um observador em repouso no espago-
tempo de Minkowski . A reta vertical representa a linha de universo do observador, ja a reta
horizontal representa a geodésica que conecta os eventos P e E.

Podemos prosseguir expandindo a eq.(3.42), em série de Taylor, obtendo, como

resposta para termos até segunda ordem, a seguinte expressao:

1
F =), + [vgsin(2fw) — 27, cos(afw)| v — ix%vz (3.44)

A equacao acima corresponde a coordenada temporal de Fermi para o evento E.
Resta-nos agora, determinar as coordenadas espaciais (F¥)). Sendo ¢? o intervalo

entre os eventos P e E, consequentemente on# corresponde ao vetor que liga os dois



eventos no espaco-tempo. Vamos entao, projetar este vetor na direcao de cada vetor da
tetrada carregada pelo observador. As coordenadas espaciais de Fermi corresponderao

respectivamente as projecoes encontradas. Assim, temos:
F' = onel, = guon' (1) 7€’ (1) (3.45)

Desenvolvendo a eq.(3.45) para o movimento em estudo e substituido 7 pelo valor

da coordenada temporal de Fermi obtido em (3.44), obtemos:

1

F' =2} — Rcos (:E%w) + 1 [:E}E — T} COS (2:6%0)) — 2%, sin (Qx%w)} v? (3.46)
F? = 2}, — Rsin (2%w) + i (27, + a7, cos (22%w) — 23 sin (22%w) ] v° (3.47)
F? =23, (3.48)

De maneira inversa, podemos expressar as equagoes de transformacgao de coordenadas,

como:
2% = F'+ [F?cos (wF) — F'sin (wF°)] + %Fov2 (3.49)
zy = F' + Rcos (WF°) + i [F' — F'cos (2wF°) — F?sin (2wF")] v*  (3.50)
vy, = F? + Rsin (wF°) + % [F? — F?cos (2wF"°) — F'sin (2wF")] v (3.51)
rE = F? (3.52)

Estas equagoes correspondem as coordenadas espaciais de Fermi medidas pelo obser-
vador que executa o movimento circular. Neste sistema de coordenadas, a métrica sera
dada por:

ds® = — (1 +A)* (dF°)* + (dFY)" + (dF?)" + (dF®)° (3.53)

onde A = —% [F! cos (wF°) + F?sin (wF?)] v?

=l



3.3 Coordenadas de Radar.

Um outro método conhecido para rotular eventos no espaco-tempo consiste nas
coordenadas de Marzke-Wheeler, comumente conhecidas como coordenadas de Radar.
Este método consiste em uma extensao da convencao de sincronizacao de Einstein.

De acordo com Einstein, uma forma de sincronizacao consiste em equipar um dos
observadores com um equipamento que emita luz. Por exemplo, o observador A equi-
pado com uma lanterna, que é acionada no instante t em direcao ao observador B. Ao
receber o feixe luminoso, B acertara seu reldgio para o instante t + %, pois B devera
levar em conta o avanco do relogio de A durante a propagacao do sinal.

Para construirmos a coordenadas de Radar [12]-|15], imaginemos um observador
arbitrario que percorre o espago-tempo construindo determinada linha de universo,
que denotaremos por P (7). Seja E um evento qualquer ocorrido no espago-tempo.
As coordenadas Radar que localizam este evento sao atribuidas da seguinte forma: ao
longo de toda sua linha de universo, o observador emite pulsos luminosos. O evento
E recebe determinado pulso luminoso e instantaneamente o emite de volta em direcao
ao observador.

Sejam 71 e To os instantes de emissdo e recepgao dos sinais pelo observador (ver
fig.(3.5)), convencionalmente rotulamos como coordenada temporal e distancia espacial

do evento E respectivamente:

(11 4+ 72) (3.54)

(g —71) (3.55)

Podemos acrescentar mais duas coordenadas angulares que especificam a direcao
de E com respeito a P (7). O pulso luminoso emitido pelo observador na posigao
P (71) delimita a regiao de eventos que podem ser influenciadas por P (71). Analoga-
mente o pulso reenviado pelo evento E e que é recebido pelo observador na posicao

P (13) delimita o que chamamos de passado causal para o evento P (7). O evento E



Figura 3.5: Procedimento geral para determinagao das coordenadas de Marzke-Wheeler ou
coordenadas Radar.

encontra-se no ponto de intersecao dos cones que delimitam o passado e o futuro causal
de P (72) e P (m), respectivamente. De acordo as coordenadas Radar, todos os even-
tos nesta interseccao recebem a mesma coordenada temporal e portanto, devem ser
considerados simultaneos ao evento P (7). Devemos enfatizar que este procedimento
torna-se natural se analisado do ponto de vista do observador que emite e recebe o
sinal luminoso, pois, como sabemos, a luz apresenta a mesma velocidade independente
do referencial, de modo que ele registrara o mesmo intervalo de tempo para a luz ir e
retornar, sendo para ele normal considerar a coordenada temporal a média aritmética
entre o tempo de emissao e recepgao do sinal. Ja a coordenada espacial corresponde,
do seu ponto de vista, a metade da distancia percorrida pela luz para ir ao evento e
retornar ao observador.

E de nosso interesse determinar as superficies de simultaneidade Y= geradas a partir
deste procedimento. Para que Y- expresse os eventos que ocorrem simultaneamente,

¢ fundamental que esta superficie seja do tipo espaco®.

2Dado dois eventos ocorridos sobre uma superficie do tipo espaco ndo é possivel fisicamente que



Para provarmos que este método garante superficies de simultaneidade do tipo

espaco [30], considere a fig.(3.6). Suponhamos que o observador em estudo emite

Figura 3.6: Procedimento de Mérzk-Wheeler. As superficies de simultaneidade sdo tipo-
espago.

em intervalos de tempo infinitesimalmente proximos (P(7) e P(m + 071)) dois pulsos
luminosos que sao, respectivamente, recebidos e imediatamente emitidos na posicao dos
eventos £ e E', retornando ao observador nas posi¢oes P(73) e P(7o+073). Os vetores
rl e rdt e ryt representam deslocamentos do pulso luminoso, consequentemente sao

vetores nulos (ou do tipo luz). Da fig.(3.6) podemos observar que:
rot = rf' + dat — Sput

Calculando o modulo quadrado para os vetores acima, e desprezando os termos de

segunda ordem, temos:

/|2 2
‘7’2”} = |ry" 4+ ozt — dmut|” =0

2ry" (0z, — dmou,) =0 (3.56)

eles mantenham conexao causal.



lembrando que r#r, = 0. No entanto, a equacao acima pode ser reescrita como:

T50T, = 0Tory Uy, (3.57)

Dividindo (3.57) por dz*, obtemos no limite de ¢ infinitesimalmente pequeno:

87'2 m

= 3.58
ort  ry'u, (12) (3.58)
Analogamente, para r}", temos: 7" = r/* + éx# — dryu”. Consequentemente;
8’7‘1 Tip
= 3.59
ozt rfu, (1) (3.59)
Pela nossa construcao, gc—i consiste em um vetor normal a superficie de simulta-
neidade. Da eq.(3.54) podemos escrever:
or 1 /or or. 1 r r
R (- Rl ey (L — (3.60)
Oxt 2 \ Ozt  Ox 2 \rf'u, (11) 19wy (72)
Portanto:
o |? 5
AN [ Y (3.61)
Ot | (r{'uy (1)) (ry'wy (72))

Observando a fig.(3.6), podemos perceber que o vetor A* = (r{" — ry"), ou seja, o

vetor que conecta os eventos P(71) e P(73) deve ser do tipo-tempo, ja que estes eventos

estao conectados causalmente. Deste modo, pela nossa construgao:
ArA,L <0
Sendo 7" e rg" vetores nulos, da equagao acima tiramos que:

iy, > 0 (3.62)

Como sabemos u, consiste em um 4-vetor, tal que u*u, = —1. Vamos escolher um

. L . /
sistema de coordenadas co-movel ao observador, no instante 71, de modo que: u* = —1



e u' =u? =u* = 0. Sendo assim, para o espaco-tempo de Minkowski, temos:

i

! !
i Uy () = _7“10 Uy = 7’10

/
Como o vetor 7" aponta na diregdo futura do cone de luz, pela nossa convengao
/ . .
podemos assegurar que r,” > 0. Sendo o produto interno entre vetores uma quantidade

invariante, podemos concluir que:
r*uy, (1) >0 (3.63)

em qualquer referencial.
Analogamente, escolhendo um sistema de coordenadas co-movel ao observador no
i
instante 73, e observando que o vetor v aponta na diregao negativa do eixo temporal,

podemos assegurar que r20’ < 0, de modo que:

!

Ty Uy (T2) = ry <0 (3.64)

Analisando as eqs.(3.62)-(3.64), podemos facilmente observar que o modulo do
vetor normal a uma dada superficie de simultaneidade representado na eq. (3.61) é
sempre negativo, ou seja, do tipo tempo. Este critério nos garante que a superficie é
do tipo espaco.

A construcao de sistemas de coordenadas no espaco-tempo de Minkowski, a partir
do método de Fermi-Walker, como vimos, resulta em superficies (ou hipersuperficies)
de simultaneidades planas (ou hiperplanos), ja que a geodésica do tipo espagco utilizada
nesse procedimento, para registrar as coordenadas, sao retas no espago-tempo plano.

Entretanto, o sistema de coordenadas de Radar produz superficies de simulta-
neidade cuja geometria depende do tipo de movimento do observador. Deste modo,
suas superficies de simultaneidade podem apresentar curvatura, mesmo tratando-se do
espaco-tempo plano. E o caso das coordenadas de Radar aplicadas a um observador

em movimento circular e uniforme, como veremos a seguir em uma das aplicagoes.



3.3.1 Coordenadas de Radar Aplicada a um Observador Iner-
cial

Consideremos outra vez nosso sistema de coordenadas K, que registra o movi-
mento de um observador também inercial no espacgo-tempo de Minkowski em (1+1)-
dimensoes. Este observador carrega consigo uma lanterna e emite continuamente feixes
luminosos. Seja F = (tp,rr) um evento arbitrario o qual queremos determinar seu
rotulo de acordo com as coordenadas de Radar [12, 30].

Sendo v a velocidade do observador, suas coordenadas, vistas pelo referencial K,
obedecem a equagao:

x=ut (3.65)

No entanto, como vimos no capitulo 2, podemos escrever as coordenadas x e t em
termos do tempo proprio 7. Estando os eventos P(71) e P(73) sobre a linha de universo

do observador inercial, as coordenadas x(7) e t(7) destes eventos serao dadas por:

t (1) = =2 ta (12) = 2
P(r) = (n) =7 P(r) = PI=EEE e e
11 (1) = A5 T2 (T2) = A2

Os eventos P(7) e E estao conectados por uma reta de 45° de inclinagao, que

corresponde a linha de universo do pulso luminoso, consequentemente
tE—tl (7’1) = Tgp — I (’7‘1) (366)
Analogamente, para os eventos P(73) e E, temos:

ta (1) —tp = — [22(72) — zg] (3.67)

Substituindo as coordenadas dos eventos P(71) e P(73) nas equagOes acima, obte-

mos como tempo de emissao e recepcao dos pulsos luminosos, respectivamente:

1+v

n = (tp — vp) \/ﬁ (3.68)



1—w

To = (tg + ) —F/—— 3.69
De acordo com as eq.(3.54) e (3.55), as coordenadas do evento E serao:
_ tp —vTg (3 70)
T=—— :
V1—1?
— ot
o= LB _YE (3.71)

Notemos que as equacoes acima coincidem com as equacoes de transformagao de
Lorentz (2.20) e (2.21), o que ja deviamos esperar, pois, as coordenadas de referenciais

inerciais estao relacionadas pelas transformacoes de Lorentz.

3.3.2 Coordenadas de Radar Aplicadas a um Observador de

Rindler

Como ja conhecemos, um observador de Rindler é um observador uniformemente
acelerado cuja linha de universo descreve o arco de uma hipérbole no diagrama do
espago-tempo de Minkowski, com equagoes de movimento dadas por (2.14) e (2.15).
Vamos trabalhar de maneira semelhante ao realizado com o observador inercial. No
sistema K, os eventos P(7;) e P(7) possuem coordenadas ¢(7) e x(7), que, de acordo
com (2.14) e (2.15), sao:

1 (1) = L sinh(an 5 (19) = Lsinh(am
poy | e =tsmeny [ ) = s

x1(m) = %cosh(aﬁ) T (1) = écosh(cm‘g)

As coordenadas dos eventos P(71) e E devem satisfazer a eq.(3.66). Deste modo,
determinamos o tempo proprio no instante de emissao do pulso luminoso que atinge
E:

1
= In[(zg —tg)q (3.72)



Ja os eventos P(my) e E devem satisfazer a eq.(3.67). Segue que o tempo proprio

do instante de recepcao do pulso luminoso refletido em E, é:
1

De acordo com as eq.(3.54) e (3.55), as coordenadas do evento E para este obser-

vador serao a partir do procedimento de coordenadas de radar:

_ 1 TE +tE
=—1 3.74
T 2a t [ZL’E - tE:| ( )
1
o= In [a® (23 — t3)] (3.75)

De maneira inversa, temos:

1

t= ae“" sinh (aT) (3.76)
1

xr = ae‘“’ cosh (aT) (3.77)

As coordenadas de Méarzke-Wheeler acima apresentam grandes semelhancgas com
as coordenadas usuais de Rindler (egs.(2.28) e (2.29)). Comparando os resultados

obtidos, observamos que

T=T (3.78)
Ja a coordenada espacial, obedece a relacao:
o=In(1+af) (3.79)

3.3.3 Coordenadas de Radar Aplicada a um Observador em

Movimento Circular e Uniforme:

Para estudarmos um observador que executa um movimento circular e uniforme

(M.C.U) no espago-tempo de Minkowski, necessitamos agora de, no minimo, (1+42)-



dimensoes. Em coordenadas polares, as equacoes de movimento para este observador,

visto pelo referencial padrao K = K(t,r, ¢), serao:

t=n~7 (3.80)
r=2=R (3.81)
6 =Qr (3.82)

comy = [l — szz]_l/2. Nesta notagao w corresponde a velocidade angular vista pelo
referencial K, €) corresponde a velocidade angular propria e R é o raio da trajetoria.

Em termos da velocidade angular propria €2, podemos escrever ~ como:
v =[1+Q*R})"/? (3.83)

Estamos interessados em atribuir coordenadas de Radar para os eventos [12, 30].
Vamos nos preocupar inicialmente, com os eventos ocorridos sobre a superficie de
simultaneidade >~—y. Com este objetivo, vamos determinar todos os eventos que, sobre
esta superficie, recebem o mesmo rotulo espacial 0. De acordo com o procedimento
descrito (eq.(3.54) e (3.55)), os eventos que obedecem a estas especificagoes devem fazer
parte simultaneamente do cone de luz futuro a P(7 = —0o) e do cone de luz passado a
P(1 = 0), ou seja, encontram-se na intersec¢ao dos cones luminosos. Variando o valor
o, construimos a superficie de simultaneidade >~_.

Em coordenadas cartesianas, as equacoes de movimento para o observador serao:

t=[1+Q2R*)V?r (3.84)
2t = Rcos Qr (3.85)
2 = Rsin Qr (3.86)
=0 (3.87)

Sejam S (o) as curvas na superficie de simultaneidade ¥-_; a uma distancia o



Figura 3.7: Intersec¢ao do cone de luz futuro a P(o) com o cone de luz passado a P(-0)
definindo uma elipse

do observador (eq.(3.55)). Estando os eventos P (—o) e E conectados pelo cone de
luz (ds? = 0), consequentemente o moédulo da separacio espacial entre estes eventos

devera coincidir com o moédulo da separacao temporal, ou seja:

|2y — 2! [P(—0)]| = ti — t [P(~0)] = At (—0) (3.88)

2

coml=1,2e {xlE —al [P(—U)H = zé{xZE — 2 [P(_U)]}2

Analogamente, para os eventos £ e P (o), temos:
|2t; — 2! [P(0)]| = —tg +t [P(0)] = At (o) (3.89)
Somando (3.88) e (3.89), encontramos:
|2y — 2! [P(=0)]| + |2l — 2! [P(0)]| = t[P(0)] — t[P(—0)] = 21 + Q*R20  (3.90)

A €q.(3.90) nos lembra a equagao de uma elipse, pois, a soma das distancias de



qualquer dos seus pontos aos focos, corresponde a duas vezes o tamanho do semi-eixo

mailor:

E'P(o)+ E'P(—0) = 2A (o) = const. (3.91)

onde E’ corresponde a projegao do evento E no plano 2'Oz?, sendo A (o) o semi-eixo
maior da elipse. A partir desta definicao, podemos facilmente observar, que fixado um
valor o, a eq.(3.90) descreve uma elipse, que tem P(o) e P(—o) como seus focos e cujo

semi-eixo maior é:

A(o) =V1+ R*Q% (3.92)

xzn
P(c)

A(s) L’

C(o)

(—o)
B(c)

Figura 3.8: A circunferéncia representa o traco da linha de universo do observador projetado
no plano xOy. A elipse ¢ formada pela projecio (no plano z'Oz?) da curva S (o) ,que se
encontra na superficie de simultaneidade >=_j.

Nossa proxima tarefa consiste em localizar os focos P(0) e P(—o). Como os focos
da elipse formada pertencem a linha de universo do observador, podemos determina-

los a partir das equagoes horarias (3.85) e (3.86). Fazendo 7 = 0 e 7 = —0, obtemos



respectivamente:

)
x' = Rcos Qo
P(o) = (3.93)

22 = Rsin Qo
\
p

x' = Rcos Qo
P(—0) = (3.94)
2 = —Rsin Qo

\

A partir das eqgs.(3.93) e (3.94), e sabendo que o eixo maior da elipse corta os focos
P(0) e P(—0), concluimos que este eixo é paralelo ao eixo espacial x? do referencial
K. (ver fig.(3.8)).
O centro da elipse é equidistante dos focos e sera, entao, dada por (z = Rcos (Q0) ,y =0).
Definimos # como o angulo formado entre o eixo horizontal e um segmento de reta
tracado do evento E’ ao centro da elipse. Assim, podemos parametrizar os pontos da

elipse, como:

x = B (0)cosf + RcosQo (3.95)

y = A(o)sinf (3.96)

onde B (o) é o semi-eixo menor.
Definindo C' (o) como a metade da distancia entre os focos, ou seja, o modulo da

distancia do centro da elipse a um dos focos, temos:

C (o) = RsinQo (3.97)

Da construcao da elipse, sabemos que:

B(o) = VA (0) — C2(0) = /(1 + R02) % — R?sin’ Qo (3.98)

Podemos usar o e # como as novas coordenadas espaciais, adaptadas ao observador,

que identifica os eventos sobre a superficie de simultaneidade ¥-_y. A coordenada o



corresponde a distancia do ponto ao observador e € da a direcao. Pensando desta
forma, as equacgoes (3.95) e (3.96) podem ser entendidas como a lei de transformacao
entre as coordenadas espaciais (,6) e as coordenadas (x,y) do sistema inercial K.
Resta-nos estudarmos a coordenada temporal.

Isolando tg nas equacoes (3.88) e (3.89), encontramos respectivamente que:

tp =t[P(—0)] + At (—0) (3.99)
tp =t[P(0)] — At (o) (3.100)
Calculando a coordenada temporal para os focos (P(1 = ¢) e P(t = —0)), a partir

da equacao de movimento (3.84), encontramos:
t[P (o)) = —t[P(—0)] = [1 + Q*R} %0 (3.101)

Somando (3.99) e (3.100) e substituindo a primeira igualdade da equagao (3.101),

obtemos:

by = % At (—0) — At ()] (3.102)

Agora, escrevendo At (—o) e At (o) em termos das coordenadas espaciais, como se

encontra nas eq.(3.88) e (3.89), podemos escrever:

At (o) = |2y — 2" [P(0)]| (3.103)

At (—o) = ’:EIE — ! [P(—U)H (3.104)

Substituindo (3.103) e (3.104) em (3.102), encontramos:
o= L at— ! (PCo)| - L oy~ P 3105
o= lob — ! [P(-0)] - 5|k~ 2'[P(0) (3.105)

Desenvolvendo a equagao acima e substituindo os respectivos valores das coordenadas

espaciais, obtemos:



tg =C(0)sinf (3.106)

As equagoes (3.95), (3.96) e (3.106) sao as equagOes paramétricas da superficie
Y=—0, que pode ser visualizada na fig.(3.9).

Para encontrarmos a transformacao de coordenadas completa, isto é, valida para
qualquer instante 7, podemos aplicar o seguinte raciocinio. Devido a simetria do mo-
vimento de rotacao, podemos deduzir o comportamento das seccoes de simultaneidade
em um instante arbitrario 7. No instante 7, de acordo com a equacao horaria, o obser-
vador se encontra no ponto |(1+ QQRQ)% 7, Rcos (1), Rsin (1) ,0] . Portanto, com
relacao a sua posicao no instante 7 = (0, houve uma translacao na direcao do eixo ¢
da quantidade (1 + Q2R2)% T e uma rotagao em torno do eixo z pelo angulo Q7. Apli-
cando esta transformacao a cada ponto da superficie Y~_g, encontramos a superficie de

simultaneidade ¥~. Segue entao, que a completa transformagao entre as coordenadas

Figura 3.9: Representacao geométrica da superficie de simultaneidade >=—g.

do referencial inercial K e as coordenadas de Radar seré:

t=C(0)sinf+ V1+ R2Q27 (3.107)
x cosQr —sinQr 0 B (o) cos + RcosQr
y | = | sinQr cosQr 0 |- A(o)sinf (3.108)
z 0 0 1 0



3.4 Coordenadas de Emissao.

Um sistema de coordenadas de grande destaque nos ultimos anos consiste nas
coordenadas de emissao [22|-[28]. Estas coordenadas sao construidas a partir de um
sistema de posicionamento relativistico, semelhante ao sistema de posicionamento glo-
bal (GPS?).

O GPS permite a um usuario situado na superficie da Terra ou em suas proximi-
dades, dispor, a qualquer instante, de pelo menos quatro satélites, a partir dos quais
pode se localizar com consideravel precisao. A localizacao é feita a partir da distan-
cia percorrida pelo sinal eletromagnético, entre o usuério e os satélites, levando-se em
conta efeitos relativisticos devido a nao sincronizagao entre os relogios. Conhecendo
previamente as coordenadas dos satélites em um sistema de coordenadas apropriado,
podemos encontrar as coordenadas do usuério neste mesmo sistema e a localizagao se
reduz a solucao de um sistema de equacoes, como veremos mais adiante.

As coordenadas de emissao, como explicado com detalhes na Ref.[26], no espago-
tempo (1+3)-dimensoes, sdo igualmente construidas a partir de quatro emissores?
que se movem com linhas de universo arbitrarias no espaco-tempo, carregando indi-
vidualmente relogios ideais. Cada emissor envia continuamente sinais luminosos que
difundem ao longo das geodésicas nulas o tempo proprio 7, do emissor, no instante
da emissao. Todos os eventos ocorridos sobre a linha de universo do sinal luminoso
devem ser registrados com a mesma coordenada 7,,.

Como trata-se de quatro emissores que enviam continuamente sinais luminosos,
um ponto P do espago-tempo, devera ser cortado por quatro geodésicas nulas e con-
sequentemente rotulado com quatro numeros (71, 7o, 73, 74), que correspondem res-
pectivamente, aos tempos proprios dos emissores no instante da emissao. Os quatro
nameros (71, T2, T3, 74) correspondem as coordenadas de emissao para o evento P.

No caso do espago-tempo (1+1)-dimensoes, as coordenadas de emissao sdo cons-

3Global Positioning System
4Na, préatica, os emissores podem ser entendidos como satélites distribuidos ao redor da Terra e o
usuario como um individuo a ser localizada sobre a superficie da Terra.



truidas utilizando apenas dois emissores, cujas linhas de universo denotaremos por 7,
e 72. Estes observadores difundem no espaco-tempo, através de sinais luminosos, seus
respectivos tempos proprios 7 e 7y, que sao usados como coordenadas para localizar
a posicao do usuario.

Seja F; o instante de emissao da coordenada 77, pelo emissor v;. O emissor 7,
atribui ao evento E; a coordenada 7Ty (ver fig.(3.11)). O sinal luminoso emitido pelo
observador v, difunde os valores 7, e T5. Analogamente, sendo F5 o instante de emis-
sao da coordenada 75 pelo observador s, o observador ~; atribuira ao evento FE, a
coordenada 7. O sinal luminoso emitido pelo observador ~, difunde os valores 7, e 7.

Assim, para cada valor de 7; temos um respectivo 7o (¢ (71) = T2) e do mesmo
modo, cada valor de 7 temos um respectivo 71 (¢ (72) = 71). Com estas informagoes,
podemos recuperar as equacoes das trajetorias dos emissores em termos das coorde-
nadas de emissao.

Do mesmo modo como os outros sistemas de coordenadas que apresentamos, as
coordenadas de emissao nao cobrem todo o espago-tempo |22, 23|. Como apresentamos
acima, as coordenadas de emissao sao atribuidas a partir da intersecao de geodésicas
nulas. Consideremos o caso particular de dois observadores no espago-tempo plano de
(1+1)-dimensoes. Analisando a fig.(3.10), podemos verificar que, na regiao do espago-
tempo entre as linha de universo dos emissores, os eventos podem ser distinguidos
pelas coordenadas (71,72). Entretanto, para as demais regides, os sinais luminosos
percorrem trajetorias que podem coincidir com a trajetoria de um outro sinal, havendo
ambiguidade na atribui¢ao de coordenadas. Assim, a validade dessas coordenadas esté
restrita a um dominio local €2 ,que corresponde a regiao entre as linhas de universo

dos emissores.



Figura 3.10: (a)Linha de universo dos emissores e dos sinais luminosos que propagam os
respectivos tempos proprios. (b) O dominio de validade das coordenadas restringe-se a regiao
entre os observadores.

3.4.1 Coordenadas de Emissao para Observadores Inerciais no

Espaco-Tempo de Minkowski.

Uma das situacoes mais simples para construimos coordenadas de emissao con-
siste em trabalharmos com emissores inerciais no espago-tempo plano |22, 27|. Vamos
admitir dois emissores inerciais, de linhas de universo v; e 7v,, que se movimentam
no espago-tempo de (1+1)-dimensdes, com velocidades constantes vy e vy, respectiva-
mente.

Num determinado ponto E; =(t;,x;) sobre a linha de universo vy, visto pelo refe-
rencial /', o primeiro emissor envia um sinal luminoso, que propaga seu tempo proprio.
Este sinal cruza o evento P e o marca com a coordenada 7, (ver.fig.(3.11)). Analoga-
mente, no ponto By =(t2, x3), sobre a linha de universo 72, o observador inercial emite
um sinal luminoso, que propaga seu tempo proprio e cruza o evento P, e o registra
com a coordenada 7. Desta maneira, o evento P de coordenadas (¢, x) no referencial
K é registrado, em coordenadas de emissao, com o rotulo (7, 7).

As linhas de universo dos emissores sao descritas no referencial K pelas seguintes

equacoes:

= (3.109)



/g Ig:

Ei(t;,x ) Ex(t,,% )

Ei(t,x;) E)t,,% )
Figura 3.11: Dois observadores inerciais no espago-tempo plano emitem respectivamente
nos pontos E; e E5 sinais luminosos que progagam seus tempos proprios e registram o evento
P com coordenadas (71,72). Os eventos E; e F9 correspondem aos pontos de emissdo dos

sinais luminosos que cruzam a linha de universo do observador oposto respectivamente em
E2 e El.

ty =t
= (3.110)

) :U2t+02

Nestas coordenadas, ¢; e ¢y sao constantes que definem as posicoes espaciais dos
emissores em t = (0. Podemos relacionar os tempos proprios dos emissores com o

tempo (t), medido pelo referencial inercial K. Através da eq.(2.10), temos:

R — (3.111)

1— (v1)’
p— 2 (3.112)
1= (v)?

Estamos utilizando a condicao de que no instante ¢ = 0, os relégios dos observadores

registram 7, = 75 = 0. Podemos, entdo, escrever as equagoes de movimento (3.109) e



(3.110) dos observadores em termos dos tempos 71 € 7y :

"= =()? (3.113)

ty = ——2—
Yo = L)’ (3.114)
Ty = 7%2}2)2 + ¢
De acordo com a construgao das coordenadas de emissao em (1-+1)-dimensdes, os
eventos Fy =(t1,x1) e P (t, ) estdo conectados por uma reta que fisicamente representa

a linha de universo do pulso luminoso, e portanto de equagao:
Substituindo (3.113) na equagao acima, obtemos:

T—t=—L4¢ (3.116)

onde \; = [ﬂ} ’ .

1—vy

Do mesmo modo, os eventos Fy =(t3, x2) e P (t,x) também devem estar conectados

por uma reta, mas agora definida por:

T —x9=—(t—t2) (3.117)
Substituindo (3.114) na equacdo acima, obtemos:

T+t= AT+ C (3.118)

1
onde \y = [ﬂ} ‘.

1—vo

A partir de (3.116) e (3.118), obtemos a lei de transformacao entre as coordenadas



do referencial K e as coordenadas de emissao:

[—;—1 + Do + @,} (3.119)
1

t =

N~ N =

e (3120)
A

onde cs =c1+coecy =cy —cy.

Neste sistema de coordenadas a métrica bidimensional é dada por:

ds* = —%dﬁdTg (3.121)
1

Podemos também expressar a linha de universo dos emissores 7y; e 2 nas coordena-
das de emissao. Este processo é analogo ao utilizado para a determinacao da equacao
de transformacao de coordenadas. Sendo 7; o tempo proprio registrado pelo emissor
71, no instante de emissao do sinal luminoso em E; (fl,fl) . O sinal atinge a linha
de universo do observador v, no ponto Fj (ta, xs), ou seja, no instante 7, para este

observador. Os eventos E; e Fs estdo conectados pela reta:
To —T] = tg — %1 (3122)

Substituindo as equagdes de movimento (3.113) e (3.114) para os referidos tempos

proprios, obtemos, para a reta acima, a equagao:
T1= T2+ To1 (3.123)

onde Tolr — )\1 (Cl — CQ).
Do mesmo modo, sendo 72 o tempo proprio registrado pelo observador v, no ins-

tante de emissao do sinal luminoso em FE, (fg,fg) . O sinal atinge a linha de universo



do observador 1 no ponto Fi (t1,z1). Os eventos E, e E; estao conectados pela reta:
Ty — Ty = — (tl — fg) (3124)

Consequentemente, obtemos:

A
Ty = T + Tog (3.125)
A

onde Tyy = /\iz (c1 — ).

Assim, as linhas de universo dos observadores sao representadas em coordenadas

de emissao, por:

T = T1
"= (3.126)
=¢1(n) = i—;ﬁ + To2
\
4
_ _ A1
T = P2(T2) = T2+ To1
Yy = () =% (3.127)
To = T3

\

3.4.2 Coordenadas de Emissao para Observadores de Rindler

no Espaco-Tempo de Minkowski.

Vamos agora construir as coordenadas de emissao, a partir de dois observadores
de Rindler |23, 27|, que se movimentam no espago-tempo de (1+41)-dimensoes, com
linhas de universo ; e 79, que sao descritas no referencial K de acordo com a eqs.(2.14)

e (2.15), da seguintes forma:

t1 = p1 sinh ( )

"= P (3.128)
\ x1 = pp cosh (p1>
ty = posinh < )

Vo = P (3.129)
X9 = py cosh <p—2>

onde 71 e 7 correspondem as coordenadas de emissao. Ja p; e py correspondem

as posigoes iniciais (tf = 0) dos observadores, que no caso de Rindler, obedecem a



eq.(2.27).

P(t,x)

E2
Eq

P P X

Figura 3.12: Dois observadores de Rindler no espago-tempo plano, que partem das posigoes
p1 € p2, emitem respectivamente nos pontos E; e Es sinais luminosos que propagam seus
tempos proprios e registram o evento P com coordenadas (71, 72) .

Vamos trabalhar de maneira analoga ao caso inercial, a diferenca esta apenas nas
equagoes de movimento dos observadores. Considerando E; um ponto sobre a linha de
universo v, da qual, é emitido o sinal eletromagnético que registra um evento P(¢,x)
com a coordenada 7y, e Fy o ponto sobre a linha de universo 7, em que ¢ emitido o
sinal eletromagnético que registra um evento P(t,z), com a coordenada To.

Pela constru¢ao das coordenadas de emissao, os eventos Ey =(t1,21) e P (t,x) estao
conectados pela reta:

t— tl =T — T (3130)

Substituindo x; e ¢; de (3.128) obtemos, para a reta acima, a equagao:

t—x=m {sinh (E) — cosh (E)] (3.131)
P1 P1

Do mesmo modo, os eventos FEy =(t9,x2) e P (t,x) também devem estar conectados



por uma reta, mas agora definida por:
T — X9 = — (t — tg) (3132)

Substituindo xs e ty de (3.129) na equagao acima, obtemos:

t+2=ps |:SiIlh (E) — cosh (E)} (3.133)
P2 P2

As retas definidas em (3.131) e (3.133) exibem a relagdo entre as coordenadas
registradas pelo referencial K e as coordenadas de emissao. Resolvendo essas equagoes,

obtemos:

- 2
t= (—ple P1 —|—p2eﬂz) (3.134)

Tr =

N — N -

_ 1 T2
e r € P2 .
(p ¥ ) (3.135)

As eqs.(3.134) e (3.135) correspondem as equagoes de transformacoes, entre as
coordenadas cartesianas (¢,z) e as coordenadas de emissao (71, 72), para emissores de
Rindler.

Neste novo sistema de coordenadas a métrica bidimensional é dada por:

T2

ds®> = —e rerdridr (3.136)

Vamos agora, expressar a linha de universo dos observadores ; e v, nas coorde-
nadas de emissao 71 e 7. De maneira andloga ao caso inercial, o evento E, (fl,fl)
(ponto de emissao sobre a linha de universo 7, da coordenada 71) esta conectado com
o evento B (ty, 15) através de uma reta. O evento Es (fg,fg) (ponto de emissao so-
bre a linha de universo 7, da coordenada 7o) também esta conectado com o evento
E5 (tg, x9) através de uma reta.

Substituindo nessas retas as equacoes de movimento (3.128) e (3.129) para os



referidos tempos proprios, obtemos:

7=, (3.137)
P2

=24 To2 (3.138)
1

onde 75, = —p1 In <%> e Too = p2In <%> :



Capitulo 4

Sistemas de Coordenadas Adaptados
a Observadores Uniformemente

Acelerados.

O capitulo anterior foi dedicado integralmente ao estudo de sistemas de coordena-
das construidos a partir de observadores uniformemente acelerados no espago-tempo
de Minkowski. O sistema de coordenadas de Rindler, por exemplo, estd adaptado a
uma familia de observadores cuja aceleragao propria a de cada observador permanece
constante ao longo de sua linha de universo, mas esta aceleracao varia de um obser-
vador para outro da familia, obedecendo a equacao a = %[2], onde p corresponde a
distancia inicial do observador com respeito a origem de um referencial inercial.

Neste capitulo, vamos estudar a construcao de sistemas de coordenadas baseados
em observadores acelerados cujas aceleracoes dependem arbitrariamente da posicao
inicial do observador, isto ¢, a = a(p) |1, 21]. Nesse contexto mais geral, o sistema
de coordenadas de Rindler surge como um caso particular. Nossa motivagao fisica
encontra-se no fato de que esta generalizagao pode simular a aceleracao sofrida por
observadores estaticos tanto nas proximidades de um buraco negro quanto para regioes

afastadas [1, 21].

78



4.1 Equacoes de Movimento Generalizada para Ob-

servadores Uniformemente Acelerados.

No capitulo 2, estudando a linha de universo de um observador uniformemente
acelerado (aceleracao propria constante “ a ”), determinamos as equagoes (2.14) e
(2.15) como sendo equagoes que descrevem este tipo de movimento no espago-tempo
bidimensional [32].

Vamos agora, admitir um observador uniformemente acelerado, também no espago-
tempo de Minkowski bidimensional, mapeado pelas coordenadas (¢, z) em um referen-
cial inercial K. Este observador esté sujeito a uma acelera¢ao propria constante a(p),
onde p corresponde a distancia inicial (z (0) = p) do observador com respeito a origem
de um referencial inercial K.

Verificando que o observador inicia seu movimento do repouso, partindo da posi-
¢ao p, sua linha de universo, que definiremos aqui como O,, pode ser descrita pelas

equacoes paramétricas':

.
t(1p) = () sinh (a (p) 7,) (4.1)
1
z(7,) = () cosh (a (p) 7,) — a(p) +p (4.2)

onde 7, é o tempo proprio medido por este observador.
Note que a linha de universo O, do observador acelerado descreve o arco de uma

hipérbole com equagcao:

x4+ b(p)) —t2 = 4.3
(- b(p))* — = s (1.3)
onde ﬁ ¢ a distancia entre o vértice da hipérbole ao seu centro b(p), tal que:
1
b(p)=p— —— 4.4
W) =r= 0y (14)

! Ao longo deste capitulo vamos considerar por conveniéncia c¢—1.



estd situado sobre o eixo x.

Vamos agora, considerar uma familia de observadores acelerados, com cada membro
da familia descrevendo seu movimento de acordo com as equagoes (4.1) e (4.2), onde
para cada valor de p corresponde um observador diferente. A coordenada p pode ser
entendida como uma parametro que identifica cada membro da familia. E importante
enfatizar que cada observador experimenta uma aceleracao uniforme ao longo de sua
linha de universo. No entanto, observadores distintos sao submetidos a diferentes
aceleragoes de acordo com a regra geral a (p) [1, 21].

Queremos agora construir um sistema de coordenadas adaptados a este referencial
nao-inercial. Como vimos no capitulo anterior, é crucial definirmos a nogao de simulta-
neidade associada ao referencial e para isto, nao existe uma tnica forma estabelecida,
mas uma grande variedade de opgoes pode ser encontrado na literatura. Cada forma
possivel leva a um diferente tipo de sistema de coordenadas [1]-[31].

Para este sistema de coordenadas vamos utilizar novamento o método do principio
fisico da localidade. Como vimos, segundo o principio da localidade, o observador ace-
lerado e um observador inercial co-movel, encontram-se instantaneamente na mesma
posicao e velocidade (mesmo estado fisico) sao considerados fisicamente equivalentes
naquele instante.

Se admitirmos esta hipotese como sendo vélida, entao, o conjunto de eventos con-
siderados simultaneos para o observador acelerado coincide com o conjunto de eventos
considerados simultaneos pelo observador inercial co-movel.

No espago-tempo de Minkowski, este conjunto pode ser identificado da seguinte
maneira. Considere K’ (p, ) o referencial relativo ao observador inercial co-movel O,
em um certo instante de tempo 7. Pela nossa construgao, o observador acelerado deveréa
ser encontrado em O’, a origem de K’ (p,7), com velocidade nula instantaneamente.
Agora, com respeito ao referencial inercial K, definimos R* como sendo as componentes
do vetor posigdo de um evento genérico E e Rf o vetor que localiza a origem de

K’ (p, ), que corresponde também a posicao no espaco-tempo de O,, no instante 7.



Deveremos considerar o evento F simultaneo a O, no referencial inercial K’ (p, 1), se
a posigao relativa de E (que é dada por AR* = R* — R{)) nao tiver componente tipo
tempo quando decomposta nas coordenadas da base associadas a K’, uma vez que,
neste caso, nao havera separacao tipo-tempo entre os eventos £ e O' quando vistos a
partir do referencial K’ [21].

Consideremos que a direcao do eixo tipo-tempo do referencial K’ coincide com
a direcao do vetor v* (velocidade propria de O,). Entdo, podemos entender que a
condicao de simultaneidade ¢ equivalente a condig¢ao de ortogonalidade entre a posi¢ao

relativa e v* na métrica de Minkowski.

v, (R —Rj) =0 (4.5)

No caso bidimensional, a solucao da equacao acima corresponde exatamente ao
eixo ' de K'.

Baseados no principio da localidade, devemos estar cientes que a validade da equa-
¢ao (4.5) é local, uma vez que v* muda no tempo (o observador esta acelerado) e
no que diz respeito ao espacgo (diferentes observadores sao submetidos a diferentes
aceleragoes) [1, 21]. Assim, a equagao que define os eventos simulténeos relativo aos

referenciais acelerados ¢ uma versao infinitesimal da equagao (4.5), ou seja:

v, dR" =0 (4.6)

Isto significa que a velocidade propria de cada observador deve ser ortogonal a
qualquer deslocamento infinitesimal na secao de simultaneidade, dR*, em cada ponto
da hypersuperficie. Em outras palavras, a velocidade propria é o vetor normal as
seccoes de simultaneidade.

Vamos admitir que a seccoes de simultaneidade podem ser descritas por uma fungao
¢ definida no espaco-tempo de Minkowski. Mais precisamente, vamos admitir que
cada equacao = const. define uma hipersuperficie no espago-tempo que corresponde

a uma seccao de simultaneidade adaptada ao observador acelerado. Definindo desta



maneira, o vetor normal & hipersuperficie é proporcional ao gradiente da fungao ¢, ou

seja:

1 0Oy

Y 4.
Vo 9ar U (4.7)

onde |Vy| é o modulo do gradiente na métrica de Minkowski.
Utilizaremos agora as coordenadas p e T para localizar os eventos?. Admitindo que
temos a fungao ¢ (p, 7), a equacao (4.7) pode ser escrita, utilizando relagoes envolvendo

derivadas parciais como segue:

i i
_ (9 gp 4.
dy (ap)po+<aT)pdT (4.8)

Sobre uma superficie de simultaneidade, ¢ = const., temos dyp = 0. Assim, pode-

(). (3, (5

Consequentemente, obtemos:

mos escrever:

_ <@) _ (g_i)r _ % (4.10)

Por outro lado, usando as equacoes (4.1) e (4.2) como equacoes de transformacao,
v, ¢ v, podem ser determinados a partir das componentes da velocidade propria v, =

— cosh (at) e v, = sinh (a7). Desse modo, encontramos:

ot ox
Vr = <E)pvt + (E)pvx =-1 (4].].)
da

ot ox a'r a )
v, = (a_p)Tvt + <a—p)Tvm = + <¥ + 1) sinh (aT) (4.12)
onde @' = %

=4

A partir de agora vamos escrever T no lugar de 7, para tornar mais simples a notagao.



Portanto, a equacao da hipersuperficie de simultaneidade assume a forma:

or a'rt a ,
(8_p) — + (? + 1) sinh (aT) (4.13)

©
A fim de resolver esta equacao é conveniente introduzirmos uma nova coordenada:
n=a(p)T (4.14)
em termos da qual a equagao (4.13) se reduz a:

(), -4

Esta equacao pode ser diretamente integrada e a solugao é:

1
T=-
a

(4.16)

. (1—|—f(<p)aexp (fadp))

1— f(p)aexp ([ adp)

onde f(y) é uma funcao arbitraria de ¢. Para cada valor especificado ¢ = const, a
equacao (4.16) nos fornece as coordenadas (7, p) dos eventos simultaneos relativos ao
referencial nao-inercial |21].

A hipersuperficie de simultaneidade também pode ser descrita pelas equagoes pa-
ramétricas no sistema de coordenadas do referencial inercial K. De fato, usando as

equagoes (4.1), (4.2) e (4.16), encontramos:

2 f(p)aexp (f adp) ]
_F () =2 . 4.17
=g L— (7 (Praesp (] ad) o
2 (fle)aexp (fadp))® ]
v=G,(p) == . 118
(p) a[l—(f(go)aexp(fadp)) +p (4.18)

Como temos mencionado, a coordenada ¢ pode ser usada para rotular as hipersu-
perficie de simultaneidade. Cada valor ¢ = const corresponde a uma hipersuperficie de

simultaneidade. Também podemos conectar ¢ com o tempo proprio que é medido pelo



observador. Escolhendo um certo observador particular para tomar como referéncia,

digamos pyp, entdo, a partir da equagao (4.16), obtemos a seguinte relacao:

tanh (@)
= e (/™ adp)

Assim, a secao de simultaneidade pode ser rotulada, de forma equivalente, pelo

(4.19)

tempo proprio 7y do observador py.
As equagoes (4.17) e (4.18) sdo generalizagdes e podem ser aplicadas a qualquer

funcao a (p). Vamos a seguir, analizarmos alguns casos simples de interesse fisico.

4.2 Casos Particulares do Sistema de Coordenadas

(Generalizado.

4.2.1 Sistema de Coordenadas de Observadores que Possuem

a Mesma Aceleracao (a = 1).

Uma particularidade de nossa generalizagao é o caso em que a = 1. Para este
caso todos os observadores sofrem a mesma aceleracao, de maneira que suas linhas
de universo descrevem no espaco-tempo hipérboles de mesma concavidade. De acordo
com as eqs. (4.1) e (4.2) que descrevem as linhas de universo destes observadores no

espaco-tempo de Minkowski, temos:

t = sinh (1) (4.20)

x=cosh(t)—1+p (4.21)

Neste caso, a linha de simultaneidade definida para o primeiro observador, utili-
zando o principio da localidade, cruza a linha de universo de um segundo observador

que se encontra a uma velocidade maior que o primeiro. Considerando este raciocinio



para um continuo de observadores desta mesma familia, observaremos que suas linhas
de simultaneidade inclinam-se cada vez mais (com relagdo ao eixo espacial), ao nos

afastarmos da origem (ver fig.(4.1)).

Figura 4.1: Sistema de coordenadas nao-inercial associado a uma familia de observadores
sumetidos a mesma aceleragao a=1. As linhas pontilhadas sdo hipérboles que representam
as linhas de universo de alguns observadores. A linhas cheias sdo hipersuperficies de simul-
taneidade adaptadas a um referencial nao-inercial, correspondentes a diferentes instantes de
tempo (f (¢) = 0.1 e f(p) = 0.3, respectivamente.)

Fazendo @ = 1 em (4.17) e (4.18), obtemos as equagoes que relacionam as coor-
denadas atribuidas aos eventos pelo referencial inercial padrao (t,x) e as coordenadas

atribuidas por este novo referencial como sendo:

_ 2/ (p)exp(p) (4.22)
L= (f (p) exp(p))*
2(f () exple)” (4.23)

IS (F () e()

4.2.2 Sistema de Coordenadas de Observadores com Acelera-

cao a(p) = %. (Sistema de Coordenadas de Rindler).

Este ¢ sem duvida um caso de grande interesse. Quando a aceleracao propria

1

de cada observador cai com o inverso de sua distancia inicial & origem a (p) = o

nossa formulagao permite recuperar o sistema de coordenadas usuais de Rindler. As



equacoes de transformacao de coordenadas se reduzem a:

x = pcosh (1) (4.24)

t = psinh (1) (4.25)

onde consideramos a posicao inicial do observador de referéncia como sendo py = 1 na
equagao (4.19).

As eqs.(4.24) e (4.25) correspondem exatamente as equagoes de transformagoes
entre as coordenadas (t,x) e as coordenadas de Rindler (p,7) em (2.28) e (2.29),
adaptadas ao observador com aceleracao a = 1.

E facil vermos que as linhas de simultaneidade (7 = const.) sdo retas e seus coe-
ficientes angulares sao numericamente iguais a velocidade instantanea do observador

que parte da posicao p = 1.
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Figura 4.2: Sistema de coordenadas nao-inercial associado a familia de observadores de Rin-
dler, ou seja, que satisfazem a lei do inverso da distancia (a = %) As linhas pontilhadas sao

hipérboles que representam as linhas de universo de alguns observadores. A linhas cheias sao
hipersuperficies de simultaneidade adaptadas a um referencial nao-inercial, correspondentes
a diferentes instantes de tempo (f (¢) = 0.1 e f (¢) = 0.2, respectivamente.)

E curioso observarmos que neste caso, a linha de simultaneidade definida por um
dado observador (com base no principio fisico da localidade), cruza a linha de universo
dos demais observadores da familia, no exato instante, em que todos possuem a mesma

velocidade.



4.2.3 Sistema de Coordenadas de Observadores com Acelera-

cao a(p) = .

No caso em que os observadores sofrem uma aceleragao que cai com o quadrado
da distancia inicial, suas linhas de universo também descrevem hipérboles no espaco-
tempo, no entanto, com concavidades mais acentuadas para observadores mais proxi-
mos da origem. As equacoes que descrevem as linhas de universo destes observadores

no espaco-tempo de Minkowski serao:

p

x = p*cosh (%) — PP+ (4.27)
p

t = p?sinh (lz) (4.26)

Neste caso, a linha de simultaneidade definida para um dado observador acelerado,
cruza a linha de universo de um segundo observador a sua direita que se encontra a uma
velocidade menor. Considerando este raciocinio para varios observadores desta mesma
familia, podemos esperar que as linhas de simultaneidade apresentem inclinagoes cada

vez menores com rela¢do ao eixo espacial (ver fig. 4.3).

Figura 4.3: Sistema de coordenadas nao-inercial associado a familia de observadores que
obedecem a lei do inverso quadrado (a = p%) As linhas pontilhadas sao hipérboles que

representam as linhas de universo de alguns observadores. A linhas cheias sao hipersuperfi-
cies de simultaneidade adaptadas a um referencial nao-inercial, correspondentes a diferentes
instantes de tempo (f (p) = 0.5 e f(p) = 1, respectivamente.)



As equacoes que relacionam as coordenadas atribuidas aos eventos pelo referencial

inercial padrao (t,x) e as coordenada atribuidas por este novo referencial sao:

20 () e °7)
pt— (f () el

t =

(4.28)

=

S~—

\—/
[v)

+p (4.29)

Como discutido no capitulo 2, sistemas de coordenadas associados a observado-
res acelerados apresentam validade local. Os sistemas de coordenadas aqui descritos
nao sao diferentes. Eles nao cobrem todos os eventos do espaco-tempo. Neste caso
particular apresentado <a = p%), encontramos observadores cujas linhas de universo
se interceptam, provocando ambiguidade na atribuicao das coordenadas espaciais dos
eventos. Vamos entao analizar esta restricao.

Dado um observador que em 7 = 0 encontra-se localizado na posicao p, devemos
descobrir a posicao p' do observador que o intercepta. No ponto de intersecdo, as

linhas de universo devem apresentar as mesmas coordenadas (z, t):

(z+p° — ,0)2 -2 = pt (4.30)

(z+p2—p)" =12 =p (4.31)

Eliminando t das equacoes, encontramos trés condicoes:

11 1
o =p,p = —opt Tt E V—12p% 4+ 8px +4p + 422 — 122 + 1 (4.32)

A primeira condicao é trivial. Vamos, assim, nos concentrar nas outras duas.
Observe que, se a expressao no interior da raiz quadrada for negativa, nao havera

solucao real para as equacgoes. Isto significa que os observadores O, e O, nao se



cruzam. Sendo assim, a condi¢ao:
—12p% 4+ 8px +4p+4a* — 122 +1 <0 (4.33)

fornece a regiao do espago-tempo onde nao ocorre intersecao entre linhas de universo

dos observadores acelerados. Matematicamente ela pode ser expressa por:

3 3
—p—|—§—\/4p2—4p+2<x<—p—l—§+\/4p2—4,0—|—2 (4.34)

4.3 Geometria das Hipersuperficies de Simultanei-

dade

Uma generalizacao para (3+1)-dimensoes pode ser obtida assim que estabele-
cermos a simetria da distribuicao espacial dos observadores. Isto estda diretamente
conectado com a interpretagao de p como uma coordenada espacial. Por exemplo, se
a simetria esférica é admitida, entao, estamos implicitamente assumindo que os obser-
vadores estao realizando um movimento radial e consequentemente p desempenha o
papel de coordenada radial. Segue-se entao, que as hipersuperficies de simultaneidade

sao descritas pelas equacoes:

t=F, (o) (435)
r =G, (p)sinfcos ¢ (4.36)
y =G, (p)sinfsin ¢ (4.37)

z =Gy (p)cosb (4.38)



Entretanto, no caso de simetria cilindrica, temos:

t=F,(p) (4.39)
=G, (p)coso (4.40)
v =G, (p)sing (4.41)
i= 2 (4.42)

t=F,(p) (4.43)
z =Gy (p) (4.44)
y=y (4.45)
z=2 (4.46)

Agora, uma vez que conhecemos as equagoes que descrevem as hipersuperficies de
simultaneidade, podemos estudar a geometria induzida nestas hipersuperficies. Com
este proposito, vamos primeiro considerar alguns elementos do formalismo de imersao
[21]. Seja ¢ : ¥ — S um mapa de imersao de uma hipersuperficie > em uma variedade
S. Dado um sistema de coordenadas {¢'} em ¥ e {2} em S, podemos escrever a fungao

de imersao explicitamente como:

2% =97 (¢1,€%,6%) (4.47)

A diferencial di, que é injetiva por definicao, mapeia vetores do espaco tangente
de X em vetores do espaco tangente de S. Em particular, podemos escrever os vetores

bases como:

(4.48)



onde
o O
a 86(1

e (4.49)

Se a variedade S estd equipada com a métrica g,s, entao, a imersao induz uma

meétrica hy, na hipersuperficie, que em termos da base de coordenadas é dado por:
hap = egefgag (4.50)

O vetor normal da hipersuperficie ¥ em relacao a S é neste caso, um vetor do

3
dea

tipo tempo v®. A condica de ortogonalidade com respeito ao vetor tangente como

e“v, = 0.

(6%
a

Neste formalismo um conceito importante ¢ o de tensor de projecao Il,z, que
mapeia vetores do espago tangente de S no espacgo tangente da hipersuperficie ¥. Em

termos de suas componentes podemos definir este tensor como:
Hag = Jap T VaVs (4.51)

E claro que, para qualquer vetor V¢, a projecio HgVﬁ pode ser considerada como
um vetor do espaco tangente de X. Por isso, podemos escrever o tensor de projecao em
termos da base {8%1} . Em particular, a projecao de 9, pode ser escrita como e2d,,

para alguma ‘tétrada’ e?. Assim, temos:

0 0
II’Y _ a
*0xY eaaga

(4.52)

Considerando esta relagdo e tomando o produto com vetores da base {Jz}, é pos-

sivel mostrarmos que e estd relacionado com e de acordo com a seguinte equagao:
€% = gagh®el (4.53)
a = Jap b '

A imersao também induz a derivada covariante em Y. Se V é a derivada covariante



definida em S, compativel com g,3, entao, usando o tensor de projecao, podemos

definir a derivada covariante em ¥ da seguinte forma:
Vo = el Vpo? (4.54)

onde v4 é algum vetor que pertence ao espago tangente de ¥ (mais precisamente, uma
extensao do vetor). Podemos verificarmos que a derivada covariante induzida também
¢ compativel com a métrica induzida hg, [39).

Outro importante conceito no contexto do formalismo de imersao é o de curvatura
extrinsica K,,. Grosseiramente falando, podemos dizer que ela mede a variacao do
vetor normal U, ao longo da direcao tangente da hipersuperficie 3. Em termos destas

componentes, temos a seguinte defini¢ao:

Ko = e%e) VU, (4.55)

A partir da derivada covariante induzida, o tensor intrinsico de Riemann R..q da
hipersuperficie 3 pode ser naturalmente construido. Da equagao (4.54), o tensor Rupeq
esta relacionado com as componentes do tensor de Riemnan R,s,; definido em S, de

acordo com a equagao de Gauss [39]:

Rapea = eg‘ebﬁe'gez}%amg + (Kadec — Kachd) (4.56)

Também temos a equacao de Codazzi que mede a variacao da curvatura intrinseca

sobre a hipersuperficie X |39

VeKa — VKo = Uele) el Ruasy (4.57)

Para o caso em estudo, o espago ambiente é o espaco de Minkowski, de maneira



que estas equagoes se reduzem a:

Rabcd = Kadec_Kachd (458)

chab = vaac (459)

Agora que fizemos uma rapida revisao sobre os conceitos do formalismo de imersao,
vamos voltar nossa atencao a um mapa de imersao particular, a fim de estudar a
geometria induzida em X». Utilizando as fungoes de imersao dadas pelo conjunto de
equagoes (4.35)-(4.38), (4.39)-(4.42) e (4.43)-(4.46), e identificando explicitamente as
coordenadas intrisicas a cada mapa de imersao, podemos calcular diretamente e e
K.

Primeiro vamos considerar o caso de simetria esférica. Neste caso, as coordenadas
intrisicas da hipersuperficie de simultaneidade sao: &' = p, €2 = 0, €3 = ¢. Neste
sistema de coordenadas, a métrica induzida em ¥, de acordo com a equacao (4.50), é

dada por:
2 , a’ ’ 2 2 2 2 2
dli* = [— — (1 + ?) cosh (77)} dp”+ G, (p) [d6” + sin® 0d¢?) (4.60)
onde n = ar, e 7 & dado pela equagao (4.16).
Podemos verificar que a curvatura extrinsica é diagonal e suas componentes nao

nulas sao as seguintes:

a/ a/ a/

K, = (— + a) [; - (1 + ?) cosh (’r])} sinh (n) (4.61)
1

Ko = [E (cosh (n) — 1) + p} sinh (n) (4.62)

Ky = sin®(0) Kgp (4.63)

Como é bem conhecido, no espaco tridimensional, o tensor de Riemann tem apenas

6 componentes algebricamente independentes. Em nosso caso, todas as componentes



nao nulas de R podem ser determinadas pelo conjunto de componentes:

Rpgpg = —Kpngg (464)
RP¢>P¢> = —Kpngg SiIl2 (‘9) (465)
R9¢9¢) = _K€20 Sil’l2 (9) (466)

E interessante notar que a componente Ros04 € nao nula apenas quando o observa-
dor nao esta acelerado (a = 0). Isto significa que a hipersuperficie de simultaneidade
adaptada ao observador acelerado sao curvas, independentemente da forma da funcao

a(p).

Considerando a simetria cilindrica, a métrica induzida é dada por:

’ 2
di?> = [i — (1 + %) cosh (n)} dp?® + Gi (p) do® + dz* (4.67)

e a curvatura extrinsica tem as seguintes componentes nao nulas.

G = (Lo [ (10 D) omn]simey o

a
1 .
Koy = {5 (cosh (n) — 1) + ,0] sinh (n) (4.69)
Neste caso, a inica componente nao nula do tensor de Riemann é R0 = —K,,Kyg

e as componentes algebricamente equivalentes. Note que, além do caso de aceleragao
nula, R 9,9 € zero para o caso em que a aceleracao é a = %. Isto significa que o sistema
de coordenadas de Rindler é o dnico referencial nao-inercial cujas hipersuperficies de
simultaneidade nao tem curvatura.

Para a simetria plana, temos:

! ! 2
dl? = {ﬂ — (1 + 2 ) cosh ('r;)] dp® + dy® + dz* (4.70)

a?

Neste caso as hipersuperficies nao tem curvatura para qualquer fungao a (p) .



4.4 Observador Estatico nas Proximidades do Buraco

Negro de Schwarzschild.

Intuitivamente esperamos que, com respeito a um observador estatico, corpos em
queda livre sejam vistos como estando acelerados. Do ponto de vista da mecanica New-
toniana, esta aceleragao pode ser interpretada como o efeito do campo gravitacional
local |41, 42|. Desta forma, motivados pelo Principio da Equivaléncia, vamos estudar
observadores acelerados no espago-tempo de Minkowski com a mesma aceleracao pro-
pria de observadores estaticos, a fim de simular aspectos do campo gravitacional em seu
referencial nao-inercial |1, 21]. Isto estabelece uma conexao entre observadores estati-
cos no espaco curvo e observadores acelerados no espaco-tempo de Minkowski. Vamos
analisar essa conexao considerando o caso particular do espaco-tempo de Schwarzs-
child. Note que esta descricao ¢ valida para todos os espagos-tempos estaticos.

A geometria do espaco-tempo produzida por um Buraco Negro é descrita pela

métrica de Schwarzschild, que em coordenadas “ esféricas ” (¢,7,6, ¢) é dada por:
GM GM\ !
ds? = — (1 - 2—) dt* + (1 - 2—) dr? +r2do* + r?sin® (0) d¢*  (4.71)
r r

onde M é massa do buraco negro e G é a constante de gravitagao universal.
Sejam 2’ as coordenadas do observador estético no ponto P do espago-tempo, tal
que: zp = (t,7,0, ). Neste sistema de coordenadas, observadores estaticos possuem

linhas de universo caracterizadas por coordenadas espaciais que nao mudam, ou seja:
t=t(r) r=const. 0=const. ¢ = const.

Fazendo r, 6 e ¢ constantes em (4.71) e substituindo (2.9), obtemos:

(4.72)



Seja u’p a 4-velocidade do corpo estatico, entao:

dz" dt M)

No espago-tempo curvo, um observador estatico nao segue geodésicas. Sua acelera-

¢ao se opoe a ‘atracao gravitacional” a fim de manter sua posicao espacial inalterada.
A quadri-aceleragao a» que o corpo experimenta com relacdo ao referencial em

queda livre pode ser calculada por meio da derivada covariante:

I
ap = u” (Vyut) = uf o p +IE u® (4.74)
P v P oxY av P

onde I't , = %g“ﬁ (Gapw + Gupa — Joup) °-

Analisando cada componente da quadri-aceleracao separadamente, obtemos:
GM
ap = (O, — 0, 0) (4.75)
r

Portanto, calculando o modulo da quadri-aceleracao a , verificamos que a aceleracao
do observador estatico depende de sua posicao com relacao ao buraco negro de acordo

com a equagao:

_1
a= (1 — QGTM) 2 Cjﬂ—é\/[ (4.76)

A equacao acima fornece uma relacao explicita entre a aceleracao a e a coordenada
r. Para fazermos a comparacao com o sistema de coordenadas de Rindler, é interes-
sante obtermos a relagdo entre a e a coordenada p (distancia da posi¢ao do observador
estatico ao horizonte de eventos localizado no raio de Schwarzschild (Rs; = 2GM)).

Com este objetivo, integrando o elemento de linha na direcao radial de R, para r,

temos:

p r -3
/ dp = / [1 - QG—M] dr (4.77)
0 Rs=2GM r

- EPR
*Notagao: gap,y = Hor




Resolvendo a integral acima, obtemos:

1/2
p:r(l—ﬁ) —l—leln
r 2

2r 2r Rs 1/2
E_1+E<1_T> ] (4.78)

E mais conveniente escrevermos r em fungao de p. No entanto, a funcao inversa
nao pode ser obtida de forma exata. Entretanto, aplicando o método pertubativo, a
expressao pode ser obtida de forma aproximada. Suponha que o observador se encontra

proximo do raio de Schwarzschild (R = 2GM). Podemos entao, escrever:

0% (p)

= R,
T + R.

(4.79)

onde ¢ (p) é alguma funcao de p muito pequena comparada a R,. Substituindo a

equagao (4.79) em (4.78) e admitindo termos até 6° (p), encontramos:

p=25(p) + —6°(p) (4.80)

S

Vamos agora, expandir a fungao 0 (p) em série de poténcias:

§(p) =ag+aip + azp® + azp® + ..+ (4.81)

onde ag, aj, as, as... sao constantes. Substituindo a equacdo (4.81) em (4.80) e

considerando termos até p®, encontramos:

as = 0; az =

N[

apg = 0; ay = _—48R§

Segue, entao, que:
1 1

d(p) = L ASR?

0’ (4.82)

Substituindo (4.79) e (4.82) em (4.76) obtemos, em segunda aproximacao, o modulo

da 4-aceleracao necessaria para um observador manter-se estatico nas proximidades do



Buraco Negro de Schwarzschild, em termos de p:
1
alp—0)=-—-—=p (4.83)
P

Este resultado mostra que, em primeira aproximagao, observadores estaticos na
vizinhangas do Buraco Negro de Schwarzschild estao submetidos a mesma aceleracao
sofrida pelos observadores de Rindler no espago-tempo de Minkowski <a = %)

Por outro lado, para r > Rj, ou seja, para regioes suficientemente afastadas do
Buraco Negro, a equagao (4.78) nos fornece em aproximacao de primeira ordem p = r

e a equacao (4.76) se reduz a

0= (4.84)

que, como seria de se esperar, coincide com a previsao da Teoria Gravitacional New-
toniana.

A equagao (4.76) nos fornece a aceleragao propria a que um observador estatico no
espaco-tempo de Schwarzschild deve estar submetido. No contexto de nossa discus-
sao, vamos agora considerar um sistema de coordenadas construido no espaco-tempo de
Minkowski seguindo o modelo de nossa generalizagao, para o caso em que os observado-
res experimentam uma aceleragao a (p) que obedece a equagao (4.76). O procedimento
geral j& foi desenvolvido e discutido nas seccoes anteriores. Basta entao substituirmos
a equagao (4.76) em (4.17) e (4.18) para obtemos as equagoes que relacionam as coor-
denadas atribuidas aos eventos pelo referencial inercial padrao (t,x) e as coordenadas

atribuidas por este novo referencial. Desta forma, obtemos:

f(e) 2] (4.85)
)
)

2r 2r Rs 1/2
§—1+E<1—T) ]} (4.86)



Na fig.(4.4), mostramos as secgoes de simultaneidade relativas a esta familia de

observadores acelerados.

Figura 4.4: Sistema de coordenadas nao-inercial associado a familia de observadores cuja
as aceleragoes coincidem com a aceleracao de observadores estaticos no espaco-tempo de

Schwarzschild (a = Ci]gw (1 — @) _%) As linhas pontilhadas sao hipérboles que representam
as linhas de universo de alguns observadores. Admitimos GM = 1. A linhas cheias sao
hipersuperficies de simultaneidade adaptadas ao referencial nao-inercial, correspondentes a
diferentes instantes de tempo (f (¢) = 1 e f (¢) = 2,5, respectivamente.). Note a equivaléncia
com o sistema de coordenadas de Rindler para p pequeno. J4 para grandes distancias,

o comportamento das hipersuperficies de simultaneidade assemelham-se as definidas pelo

sistema de coordenadas que obedecem a lei do inverso quadrado da distancia (a = piz) .

A partir da figura (4.4) é possivel observamos que proximo a origem do sistema de
coordenadas, o comportamento das sec¢oes de simultaneidade é semelhante ao descrito
na figura (4.2) para o referencial de Rindler, enquanto que assintoticamente a lei do
inverso quadrado é recuperada (ver fig.(4.3)). Assim esta proposta de generalizacao
para sistema de coordenadas construidos a partir de observadores que experimentam
aceleracao uniforme, permite simular o comportamento de observadores tanto nas

1 1

proximidades de um buraco negro (a = ;), quanto para regioes afastadas (a = p—2>.



Capitulo 5

Efeitos da Aceleracao sobre Relbgios

Atomicos

De acordo com a Teoria da Relatividade, o fluxo do tempo depende do estado de
movimento do observador. Utilizando as equacoes de transformacoes de Lorentz po-
demos comparar as medidas de tempo decorrido entre eventos, quando sao realizados
por observadores inerciais. A dilatacao de tempo tem sido confirmada experimental-
mente em diferentes contextos - efeito Doppler produzido por feixes atomicos, tempo
de vida de particulas atdémicas e ritmo de relogios atomicos. Estas medidas vem sendo
realizadas com precisoes cada vez maiores |43, 44|. Entretanto, ndo podemos deduzir
o ritmo temporal de um relégio acelerado a partir dos dois postulados da Teoria da
Relatividade. Para analisarmos este problema, fazemos uso de uma suposicao adici-
onal, chamada de "hipdtese do relogio”. De acordo com esta suposicao, o ritmo de
um relogio nao é afetado por sua aceleracao instantanea "a” ou derivadas da veloci-
dade de ordem superior. Embora a hipotese do relogio seja amplamente aceita (para
uma abordagem critica ver |48]), ha especulagdes sobre as implicagdes empiricas de
hipoteses alternativas [49, 50].

A base fisica da hipotese do relogio é o principio da localidade, que como vimos

nos capitulos anteriores, estabelece a equivaléncia local entre um observador acele-
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rado e um observador inercial co-movel [51]| de forma que estes observadores terdo
instantaneamente a mesma nocao de tempo. Matematicamente isto implica que o
tempo proprio (d7) medido pelo observador acelerado e o tempo (dt) medido em um
referencial inercial estdo relacionados pela equacao (2.10).

Até os dias atuais a hipotese do relogio tem sido confirmada experimentalmente.
Medidas do tempo de vida de particulas instaveis, movendo-se em oOrbita circular ou
mesmo quando elas sao submetidas a aceleragao longitudinal estao de acordo com a
hipotese do relogio [52, 53]. Dentro da precisao dos instrumentos de medidas, esses
testes nao evidenciam a influéncia da aceleracao na taxa de decaimento, apesar destas
particulas terem sido submetidas a uma aceleragao muito alta: 10'8¢ (para a aceleracao
centripeta [52]) e 10'%g (para uma aceleragiao média longitudinal, com picos de 10*2g
[53]), onde g é a aceleragao gravitacional da Terra.

Por outro lado, é importante mencionar que o principio da localidade conta com
a definicao de estado fisico estabelecido pela mecanica classica. No entanto, conside-
rando que a natureza manisfesta um carater quantico, o principio da localidade possui
limitagoes conceituais [49, 54, 55]. Por causa disto, tem sido sugerido que o ritmo
de qualquer reldgio deveria ser influenciado pela sua aceleragao instantanea ou até
mesmo ser afetado por sua linha de universo passada [46, 49, 54|. Assim, a relacao
entre dr1 e dt deve ser modificada quando o comportamento ondulatério do sistema for
levado em conta. Por exemplo, baseado no estudo do tempo de vida de uma parti-
cula artificial muoénica em movimento circular [47], foi proposto que, com respeito ao
tempo proprio do muon, a nova relacao deveria ser: dr = (1 +2/3 ()i/ﬁ)z) dt/~, onde
A é o comprimento de onda de Compton para o mion e £ = % a escala de compri-
mento caracteristico onde o estado da particula muda significativamente [47]. Sob as
condigbes que o experimento do muon foi realizado [52|, a corre¢ao é muito pequena
(?\/E)2 ~ 1072 e nao pode ser detectada com a precisao desse experimento. Entao,
esses efeitos da aceleracgao nao podem ser descartados e a questao continua em aberto.

Neste capitulo, pretendemos estudar este problema, investigando o comportamento



de um relogio atomico acelerado |46]. Na verdade, por uma questao de simplicidade,
nosso relogio atomico esta descrito por um modelo de brinquedo (toy model) que con-
siste de uma particula em uma caixa que obedece a equagao de Klein-Gordon. De
acordo com nosso modelo, vamos admitir que as paredes da caixa sao arrastadas por
observadores de Rindler, que como vimos no capitulo 2, sao observadores uniforme-
mente acelerados. Resolvendo a equagao de Klein-Gordon nas coordenadas de Rindler
e impondo as condi¢oes de contorno apropriadas, determinamos a frequéncia dos esta-
dos estacionarios do sistema. Comparando este espectro com o espectro de um sistema
idéntico em um sistema inercial, podemos determinar a relagao entre o ritmo do tique-
taque do relogio acelerado e o ritmo de um relégio atomico inercial, podendo desta
forma verificar os efeitos da aceleragao sobre o relégio atomico.

Ao longo deste capitulo, vamos recuperar as unidades de medida convencionais

para a velocidade da luz (c).

5.1 Relbdgio Atomico Acelerado

Como vimos, o sistema de coordenadas de Rindler é construido utilizando o prin-
cipio fisico da localidade [2]. As equagbes que relacionam as coordenadas inerciais
(t,x) e as coordenadas de Rindler (7,¢) estao descritas nas equagoes (2.28) e (2.29).
Recuperando as unidades de medida convencionais para a velocidade da luz nestas

equagoes, podemos reescrevé-las como:

ot = (%2 + g) sinh (%) (5.1)

= (%2 + g) cosh (%) (5.2)

A métrica de Minkowski escrita nas coordenadas de Rindler assume a forma:

£\2
ds* = —c? (1 + —) dr? + d¢? (5.3)

Q
c2



Consideremos agora, uma particula com massa de repouso (m) confinada em uma
caixa que ¢ arrastada por observadores de Rindler. Isto significa que a caixa encontra-
se em repouso com respeito ao sistema de referéncia de Rindler. Vamos admitir que
as paredes da caixa estdo localizadas nas posi¢oes & e & + ¢ (onde £ é o comprimento
proprio da caixa quando medida no referencial de Rindler), em torno do observador
de Rindler central (isto é, o observador de Rindler situado em £ = 0) [46]. Dentro
da caixa a particula estd livre da acao de qualquer potencial. Vamos admitir que o

sistema é governado pela equacao de Klein-Gordon:

[D - (%)2} 6 =0 (5.4)

onde ¢ é a funcao de onda da particula e [J é o operador D’Alembertiano. Descrito nas

. ) 2 , )
coodenadas de Minkowski, temos: [0 = V¢ — c%%, onde V? é o operador Laplaciano.

_ ¢

= 5.2- Por sua vez, o D’Alembertiano em
d

Em uma dimensao espacial (z), temos: V2¢

ﬁ@:{:—“ [\/—_gg“” 32u

a inversa da matriz formada pelos coeficientes do tensor métrico e g é o determinante

coordenadas curvilineas é da forma: [ = }, onde g"” corresponde
desta matriz. Escrevendo a equacao de Klein-Gordon nas coordenadas de Rindler,
obtemos a seguinte equacao:

1 9% N 1 K
(1 +ag/c2)?0r? "~ (1+af/c?) 0§

{(1 +ag/c?) g_?] _ (%)% =0 (55)

E importante salientarmos que a interpretacao de ¢ como uma funcao de onda tem
algumas limitacoes, porém, isto nao afeta o proposito desta discussao, uma vez que
estamos lidando com um modelo de brinquedo e estamos basicamente preocupados
com o problema matematico de encontrar estados estacionarios da equacao de Klein-
Gordon e suas respectivas frequéncias.

Podemos admitir a solugio da equagao (5.5) como sendo do tipo ¢ = e~“71), onde



1 é independente de 7 e satisfaz a equacao de Bessel modificada:

d>  dy w2c?
2 wo_ (e _ 5.6
Ry (p az)@/) (5.6)

onde p = mc/h(c*/a+ &) . Vejamos que é possivel identificar trés escalas de compri-
mento: o comprimento de onda de Compton reduzido para a particula X = h/mec, o
comprimento ¢ da caixa e o comprimento de aceleragao £ = ¢?/a. A solugao geral da
equagao (5.6) é uma combinacao linear da fun¢ao de Bessel modificada de primeiro
tipo I, (p) e de segundo tipo K, (p), com ordem puramente imaginaria v = i (wc/a),
ou seja,

¢ (p) = Al, (p) + BK, (p) (57)

com A e B constantes.
Os estados estacionarios em uma caixa e suas frequéncias correspondentes sao
determinados utilizando as condigoes de contorno. Impondo que ¢ = 0 em & e em

& + ¢ na equacao (5.6), obtemos:

Kuse (/3 +€1/) Lige (£/X+ (614 0)/N) = Kiss (/3 + €+ 0) /) Lss (£/5+ &1/3)
(5.8)
onde L, () = [, (z) + I_, ()] /2 corresponde a parte real de [, () quando = > 0
[57].
Em um regime de pequenas aceleragoes, podemos considerar a expansao assintotica

para a funcao de Bessel modificada |56, 57]. Tomando os primeiros termos, temos [57]:

™ 2K (o) ~ [cos <a9 (x) + %) II; + sin (a@ (x) + E) Hg] (5.9)

1
V2 4
1
_2\/§7T

™

4

™

e 2L, (o) ~ ) II5 4 sin <a9 (x) + 4) Hl} (5.10)

[— cos <a9 (x) +

onde o = wefa, 0 (z) = vV1—22 —In[(1++v1—22) /2] e a expressdo para II1 and



112 sao:

T e Va(i[L — 2?7
11 2\[@[1 217N —

s=0

0o . . -1/2
m 97 —1/4 iVosp1(i[1 — $2] )
112 ~ _2\/5 [1 - } Z 25+1

s=0

Além disso:

q

Vol(q) =1,V (q) = %qz (+1) V! (q)+ %/0 Vi (t) (L+5¢%) dt

para s = 0,1,2,... [56, 57|. Utilizando estas aproximagoes na equagao (5.8), conside-

rando a aceleracao pequena, obtemos a equacao transcedental:

ch [4(E,)* m? + ¢'m?] ta?

tan (0 (x2) — 0 (21)) = — 5/2
8 [(En)2 — c4m2} /

(5.11)

onde:
0(x1)=1/1— (:)31)2 —1In {(1 +14/1— (a71)2) /:)31]
9(.]72) =1/ 1— (l’g)z —In |:(1 + \/ 1-— (I2)2) /1’2:|
me2 m(cQ-l—aZ) - .
com rp = G- e ¥y = —f . Por sua vez, E,, = hw sao os autovalores de energia do
sistema.

Na equagao (5.11), escrevemos a energia dos estados estacionarios (E,) da forma:
E, = EP(1 +6), onde BEY) = [m2c* + (n2n2h2c?) /¢2]'* corresponde a energia do
nivel quantico “ n 7 de um sistema (a massa m em uma caixa de comprimento proprio
/) em repouso no referencial inercial e § corresponde a corre¢ao na energia do sistema
devido a aceleragao da caixa. Em seguida, expandimos o lado direito da equagao (5.11)

até termos de segunda ordem em a e d, o que resulta apenas no primeiro termo da



expansao. Assim temos:
2
ch [4 <E,(10)> m? + c4m4] la?

5 5/2
8 [(E,(qo)> — c4m2}

Realizando o mesmo procedimento para o lado esquerdo da equagao (5.12), ou

0 (z3) — 0 (z1) = arctan +nm (5.12)

seja, expandindo até termos de segunda ordem em a e d, podemos isolar 6 na equacao

resultante, obtendo o espectro de energia positiva dado por:

4 51 1 1 1 / 2
_ RO ey [ 1 .
E,=FE, {1 + <2£ + £) + { 12 + 8n272 (1 +7’L27T2X2/€2):| (ﬁ) (513)
s Ly ey
8 ’n,47r4 3n27T2 ﬁ)\

Note que o termo linear relativo a aceleracao a depende da posi¢ao da caixa com

respeito ao observador de Rindler central. Em nossa analogia com o atomo real, vamos
admitir que o caminho deste observador (em £ = 0) corresponde a trajetoria do nicleo
atomico. Desta forma, a configuragao simétrica das paredes ao redor do nicleo (que
aparenta ser a escolha mais natural, caso contrario o atomo teria um dipdlo elétrico
espontaneo) corresponde a & = —{£/2. Neste caso, o termo linear (%) desaparece, e o
termo predominante da corregao é quadratico (%)2. Se escrevermos o comprimento /¢

da caixa, o comprimento de onda X e a acelera¢ao a em termos do raio de Bohr (rg),

a massa do elétron (m.) e gravidade terrestre g, encontramos a seguinte estimativa:

co () ()
2100 (M) (g) (5.15)

Para a = 10'%¢, o termo quadratico (%)2 produz uma correcao da ordem de 107!8 (f/ro)2 .

A expansao das funcoes L;, (ax) e K;, (ax) dadas pelas equacoes (5.9) e (5.10) sao

validas quando o argumento ar é menor que a ordem «, isto é, para x < 1. |56, 57|.



Para usarmos estas expansoes, devemos fazer ax = L/X + & /X ou ax = L/X +
(&1 4 0) /X, onde &; corresponde a posigao da primeira parede da caixa. Tomando & =
‘

—5 (configuragao de simetria da caixa) e considerando que a = wc/a, encontramos

que o maximo valor de x é (¢/A + fa/2Ac) /w. Assim a condi¢do = < 1, implica que:

1
hw > me® + imaﬁ (5.16)

Como w corresponde a frequéncia de um estado estacionario, entao, hw é a energia

correspondente. Como vimos, em um sistema nao-pertubado, a energia é dada por
0 0 1/2 o

ES ), tal que, EY = [m?ct + (n?m%h%c?) /02 2 Em primeira ordem em a, obtemos a

condigao para a equagao (5.13) dada por:

3
2> izi— (5.17)

TN L

Esta condigdo pode ser interpretada de duas formas diferentes. Se o sistema (uma
particula de massa m confinada em uma caixa de tamanho ¢) estd movendo-se com
uma acelera¢do propria conhecida a, entdo a inequagao (5.17) estabelece quais niveis
quanticos podem ser usados para definir a frequéncia padrao do relégio atomico. Por
outro lado, se os niveis quanticos sao escolhidos previamente, a inequagao (5.17) fornece
a maxima aceleracao que é consistente com nosso esquema de aproximacao. Para
tomarmos uma estimativa, vamos considerar que ¢ ~ 0.5 x 107%n (raio de Bohr) e
que m é a massa do elétron, o que corresponde a A = 2.4x107?m. Assim, £ > 1077 /n?.

Portanto, para um dado nivel n = 1, o vinculo sobre a aceleracao, (a < 10*g), nao é

rigorosa.



5.2 Relacao Entre o Ritmo do Rel6gio Atomico Ace-

lerado e o Relégio Atdémico Inercial

Em anologia com processos atomicos reais, vamos assumir que, em uma transi¢ao
entre dois estados estacionérios de nosso sistema, um quantum de energia de algum
campo é emitido com uma frequéncia bem definida. Algum dispositivo capaz de contar
os ciclos da frequéncia padrao emitida constitui nosso relogio [46].

Vamos agora, considerar uma transicao de um certo nivel quantico ¢ para um estado
f. O quantum de energia emitido possui uma frequéncia wy; que serd adotada como a
frequéncia padrao do relogio acelerado. Quando medido em termos do parametro 7, a
frequéncia wy; = (Ey — E;) /h pode ser determinada a partir da equacao (5.13). Por
sua vez, para uma sistema idéntico em repouso no referencial inercial K, a frequéncia
do quantum de energia emitido na transicao do estado ¢ para o estado f é dada por
w}; = (EY — EY) /h. Notemos que w}; € medido em termos das coordenadas de tempo
do referencial K. Tendo isto em mente, consideramos agora dois eventos proximos que
ocorrem sobre a linha de universo do observador acelerado central (£ = 0), rotulados
com coordenadas temporais 7 e Ty, respectivamente. Se AT é o nimero de oscilacoes
da onda padrao com frequéncia wy; executados no intervalo de tempo decorrido entre

0s eventos, entao:

AT = (19 — 1) wyi/2m (5.18)

Por outro lado, do ponto de vista de K, durante o intervalo A7 = 75 — 77, 0 nimero

de ciclos do relégio atomico inercial funcionando na frequéncia wjoci é:
At = (c/a) [sinh (a7y/c) — sinh (CL’Tl/C)]CUS)cZ-/QTF (5.19)

O resultado acima pode ser obtido a partir da equacdo (5.1). No limite A7 — 0, a



CAt

Figura 5.1: Linha de universo de um observador de Rindler que parte da posicao (¢ = 0).
Eventos préoximos que ocorrem nos instantes 71 e 7 de acordo com o observador acelerado,
sao registrados pelo referencial inercial K com coordenadas ct; e cty, respectivamente.

razao instantanea entre os ritmos dos tique-taques dos relogios é:

dT’ AFEy;
—:\/1—1)2/02( fz) (5.20)
dt AEY,

O fator de correcao depende da frequéncia dos reldgios atomicos, isto ¢, em uma
transigdo particular (f — i) que é escolhida para definir a frequéncia padrao. No
entanto, em transigoes com altos niimeros quanticos (n — oo) de acordo com a equagao

(5.13), a relac@o reduz-se a:
I npjai- L (L 2 (5.21)
dt 12\ L '

Este resultado é analogo aos obtidos nas referéncias [47, 55|, que consideram uma

A

£)2 para o tempo de vida dos mtions. No entanto, é importante

correcao da ordem de (
salientarmos, que em comparagao com o estudo do tempo proprio dos miions [47],
nosso resultado difere em alguns aspectos. Na referéncia [47] , a razao de decaimento
dos miuons foi determinada a partir da influéncia de um campo magnético. Este
campo magnético é responsavel por manter os mions em movimento circular e sua
influéncia pode ser escrita em termos da aceleracdo centripeta [55]. Em nosso trabalho,

estudamos a influéncia da aceleracao longitudinal sobre os niveis de energia do atomo.

Portanto, os sistemas sao fisicamente distintos e sao acelerados de maneiras diferentes.



Além disso, os resultados obtidos também sao diferentes. A referéncia [47| segue o
procedimento de aproximacgao por segunda quantizagao, que é o formalismo adequado
para lidar com as correcoes da ordem do comprimento de onda de Compton. Por
outro lado, nosso método é baseado na aproximacao de primeira quantizacao. NoOs
obtivemos uma corre¢ao que nao depende do comprimento de onda de Compton da
particula, e sim, do tamanho ¢ do atomo. Assim, os resultados da referéncia [47, 55]
sao independentes dos nossos resultados. Podemos conciderar estas duas abordagens
como complementares, ja que contemplam diferentes aspectos do problema.

O efeito da aceleracao sobre o ritmo do reloégio atomico pode ser muito maior que

o efeito sobre o tempo de vida do mton, desde que, consideremos valores realisticos, a

£
C

2, . . 2 e
) é muito maior que (A) . De fato, se o tamanho da caixa é

correcao dependendo de ( ve

da ordem do raio de Bohr (= 10''m), entao (%)2 ¢ ligeiramente maior que 10718 quando
a = 10'8g. Assim, o efeito da aceleracio sobre o tempo proprio de um relogio atomico
devera ser de pelo menos 10° vezes maior que o previsto para o mion circulando com
uma aceleracdo de mesmo modulo [47, 58]. Além disso, o fato dos sistemas serem
acelerados de formas diferentes, pode ter implicagoes experimentais. Em estudos de
particulas aceleradas longitudinalmente, a aceleragiao atinge picos de 10*2¢ [53]. Nesta
ordem de magnitude, o efeito da aceleragao devera ser aproximadamente (%)2 = 10719,
que fica perto da precisao atual (~ 107%) para testes empiricos da dilatagio do tempo
[44].

Apesar de mostramos que o ritmo de um relogio é afetado pela sua aceleracao
instantanea, este resultado nao deve ser visto como uma violagao da hipotese do relégio
[46]. Na realidade, o proprio sistema de coordenadas de Rindler é construido com a
ajuda desta hipotese, até mesmo a forma usual que a equacao de Klein-Gordon assume
em um referencial acelerado é de alguma forma baseado no principio da localidade.

A influéncia da aceleracao instantanea sobre o ritmo de um reldgio atomico é apenas

a expressao do fato de que a dinamica interna de um sistema de tamanho finito é

afetada pela aceleracao. Isso é verdade mesmo no contexto da mecanica classica,



como se pode verificar através do calculo do periodo de um péndulo acelerado ou o
periodo de oscilagoes de um feixe de luz entre espelhos acelerados [59]. Em vista
disso, a melhor interpretagao para nosso resultado ¢ que o ritmo de um relogio real
acelerado se desvia do ritmo de um relogio ideal |60|. Neste sentido, podemos dizer
que a equagao (5.21), na verdade é compativel com a hipotese do relogio, uma vez
que, de acordo com ela, o ritmo de um relogio atomico nao depende da aceleragao
instantanea no limite em que £ — 0 e X — 0. No entanto, como ¢ e A sao nao nulos
para um sistema fisico realistico, a aceleracao instantanea produz alguns efeitos sobre
os ritmos do tique-taques dos relogios acelerados. Como vimos, estes efeitos sao muito
pequenos, entretanto, como os experimentos estao ficando mais precisos, é importante

leva-los em conta a fim de se obter uma interpretacao correta dos dados empiricos.

5.3 Efeito Doppler Relativistico para Observadores

Acelerados

Como a aceleracao instantanea influencia no ritmo do tique-taque do relogio,
também podemos analisar o efeito Doppler |46]. Em uma certa transi¢ao (f — 1)
com altos nimeros quanticos (n — 00), a frequéncia do quantum de energia emitida
pela fonte acelerada w'; pode ser obtido a partir da equagao (5.13), como sendo w}, =
W% (1 — ¢*/12L£%), onde W% ¢ a frequéncia da mesma transigdo que acontece em um
sistema inercial.

Vamos inicialmente admitir que a fonte acelerada emite sinais para a frente. Entao
a frequéncia quando medida por um receptor inercial w% pode ser obtida da seguinte
maneira: Consideremos um observador acelerado (observador de Rindler) que descreve
uma linha de universo registrada pelo sistema de coordenadas inercial K. Sejam
T1 e To tempos proprios medidos pelo observador acelerado nos instantes de emissao
do primeiro e segundo pulsos eletromagnéticos, respectivamente. As coordenadas de

emissao, podem ser determinadas a partir das equagoes (5.1) e (5.2). O sinal viaja na



velocidade da luz e chega a um observador inercial fixo em z = 0, nos instantes ¢; e

t9, respectivamente. Assim, podemos escrever

h—t(n) = % (z(r) —0), (5.22)
by — () = % (2 (m) = 0). (5.23)

Segue que:
bt =)~ t(n) + - () — 2 (n)) (5.24)

Se escrevermos 7, = 71 + A7 e usando as equagoes (5.1) e (5.2), encontramos:
At = gexp (a1 /c) [exp (aAT/c) — 1] | (5.25)
onde At =ty — t;. Expandindo a equacao acima até a segunda ordem de a, obtemos:
At =exp (amy /c) |1+ % (cAT/L) + é (eAT/L)*| AT (5.26)

Se At é o periodo da onda medido pelo observador acelerado, entao, At é o periodo
da onda medido pelo observador inercial. Sendo assim, a relacao entre as frequéncias
é:

W = exp (—am /c) |1 — % (cAT/L) + 11—2 (cAT/L)?| why. (5.27)

Como tinhamos mencionado, a frequéncia emitida é w}, = w% (1 — ¢2/12£?). Portanto,
recordando que A7 = 27 /w}, podemos escrever (cA7/L) até termos de segunda or-
dem em a como (\g/L), onde \g = 27c/wY% seria o comprimento de onda do sinal, se
o mesmo tivesse sido emitido de um referencial inercial. Partindo do fato que a velo-
cidade relativa instantanea é v = ctanh (a7 /c) podemos escrever exp (—ar/c) como
v (1 = (v/c)). Deste modo, segue que:

S=r(1-9) [1 _ % (o/L) + 11—2 (o/L)? — 1—12 LRt (528)



Para 7 > 0, a velocidade é positiva e o observador acelerado esta se afastando do
receptor inercial localizado em x = 0. Se considerarmos a fonte acelerada emitindo
sinais para a frente e para tras, utilizando o mesmo procedimento anterior, podemos

obter a forma mais geral para a equacao (5.28) que é:

X1/ 10N,

os sinais + e — correspondem a observadores se aproximando ou se afastando da fonte,

wh=7(1%2)

respectivamente. A aceleracao modifica a equacao do efeito Doppler de duas formas:
o0 termo Ag/L esté associado com a variacao da velocidade da fonte durante um ciclo
completo, enquanto (¢/ £)2 ¢ uma nova contribuicao que aparece devido a mudanca no
ritmo do tique-taque do relégio devido a aceleracao. Note que fazendo a — 0 na eq.
(5.29) recuperamos a ja conhecida equagao do efeito Doppler relativistico para uma

fonte emissora inercial.



Capitulo 6

Comentarios e Conclusoes

Nesse trabalho estudamos sobre os métodos de construcao de sistemas de coor-
denadas no espaco-tempo de Minkowski e as dificuldades inerentes a cada método.
Vimos que a tarefa de localizar eventos no espaco-tempo consiste, em atribuir quatro
nimeros ou rétulos, que constituem as coordenadas do evento. Estes ntimeros sao pro-
venientes de regras e critérios que podem variar de um sistema de coordenadas para
outro.

Nossos sistemas de coordenadas foram construidos no espago-tempo de Minkowski.
Ainda assim, quando os sistemas de coordenadas sao construidos a partir de observa-
dores acelerados, os sistemas possuem limitacoes. Em geral, estes sistemas apresentam
validade local, como buscamos evidenciar nos diferentes sistemas de coordenadas que
apresentamos.

A literatura apresenta diversas maneiras de construir sistemas de coordenadas.
Em nosso trabalho nos preocupamos em sistematizar as formas mais conhecidas de
construir sistemas de coordenadas, além de propormos novos métodos. Da literatura,
estudamos as coordenadas usuais de Rindler. Vimos que a familia de observadores de
Rindler é composta de observadores acelerados, com aceleracoes inversamente propor-
cionais as suas respectivas posigoes iniciais (p). Para este referencial, as coordenadas
sao atribuidas a partir de um observaodor privilegiado da familia, que parte da posicao

p= %, onde a é a aceleracao propria do observador.
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A partir da familia de observadores de Rindler, construimos um novo sistema de
coordenadas, adotando uma nova regra para rotular os eventos. Neste novo sistema,
a coordenada temporal para o evento corresponde ao tempo proprio 7, medido pelo
observador que cruza o evento. Esta modificacao resultou em superficies de simulta-
neidade com curvatura. Deste modo, este referencial pode ser utilizado para mostrar
a conexao entre geometria nao-Euclidiana das secgoes espaciais e referenciais nao-
inerciais.

Outro método de construcao de sistemas de coordenadas de grande destaque que
estudamos foi o método de Fermi-Walker. As coordenadas de Fermi-Walker ou coorde-
nadas de Fermi, sao, como vimos, construidas através de uma tetrada que experimenta
um transporte de Fermi-Walker ao longo da linha de universo do observador. Dado
um evento arbitrario, deve existir uma geodésica do tipo espago que passa pelo evento
e cruza a linha de universo do observador perpendicularmente em um certo ponto P. A
coordenada temporal de Fermi equivale ao tempo proprio 7 medido pelo observador no
ponto P. J& as coordenadas espaciais correpondem, respectivamente, as projecoes de
um vetor que liga P ao evento, na direcao de cada eixo espacial da tetrada carregada
pelo observador. Aplicando este método a observadores uniformente acelerados, como
vimos, recaimos nas coordenadas usuais de Rindler. Aplicamos também o mesmo
procedimento para um observador em movimento circular.

As coordenadas de Marzke-Wheeler, ou coordenadas de Radar, baseiam-se em
uma extensao do procedimento de sincronizacao de Einstein. Estas coordenadas sao
construidas a partir de um observador que emite pulsos eletromagnéticos que sao
recebidos e imediatamente reenviados pelo evento a ser registrado. De acordo com
as coordenadas de radar, este observador atribui como coordenada temporal, a média
aritmética do tempo gasto pelo sinal para ir e voltar, medido por seu relogio. Ja a
coordenada espacial corresponde a metade da distancia percorrida pelo sinal durante
o movimento de ida e volta, estimada pelo observador.

Ao contrario do procedimento das coordenadas de Fermi-Walker que, no espaco-



tempo de Minkowski, gera superficies de simultaneidade planas, o procedimento das
coordenadas de radar gera superficies de simultaneidade que podem apresentar cur-
vatura dependendo do movimento do observador. Construimos as coordenadas Radar
para um observador inercial e vimos que, para este caso, as equacoes de transformagcoes
entre essas coordenadas e as coordenadas cartesianas (¢, x), medidas por um referen-
cial inercial, coincidem com as equacoes de transformacoes de Lorentz. Aplicamos
igualmente este procedimento para um observador de Rindler e um observador em
movimento circular e analisamos as suas respectivas superficies de simultaneidade.

Estudamos também as coordenadas de emissao ou coordenadas de GPS, que rece-
bem este nome pelo fato de serem construidas de modo semelhante ao famoso Sistema
de Posicionamento Global. Assim como o GPS, estas coordenadas sao construidas uti-
lizando quatro emissores, que na pratica podem ser entendidos como satélites. Dado
um usuario que deseja se localizar, cada satélite emite um sinal eletromagnético que
percorre o espaco-tempo propagando o tempo proprio do emissor, correspondente ao
instante da emissao. O usuario, que pode ser pensado como um observador na super-
ficie da Terra, recebe consequentemente quatro sinais com a informacao (71, 7o, 73, 74),
que correspondem as coordenadas que localizam o usuario. No espago-tempo bidi-
mensional, construimos as coordenadas de emissao para emissores inerciais utilizando
apenas dois satélites. O mesmo fizemos para emissores pertencentes a familia de ob-
servadores de Rindler.

Em seguida, vimos uma generalizagao para sistemas de coordenadas construidos a

partir de observadores uniformemente acelerados, os quais experimentam aceleracoes

[ ”

a ” que depende da posi¢ao inicial do observador “ p 7 segundo uma funcao geral
a = a(p). Nestes sistemas, as coordenadas temporais sao construidas com base no
principio fisico da localidade. Porém, ao contrario das coordenadas de Rindler usuais,
que sao atribuidas utilizando um observador privilegiado, para essas coordenadas, cada

observador tem o direito de definir o que é simultaneo nas proximidades de sua linha

de universo. As linhas de simultaneidades surgem da ligagao, no limite do continuo,



entre segmentos das linhas de simultaneidade individuais. As coordenadas espaciais
correspondem a posicao inicial do observador que cruza o evento.

Para estas novas coordenadas, encontramos as equagoes de transformacoes com
respeito as coordenadas (t,z) de um referencial inercial. No caso particular em que
a = 1, vimos que todos os observadores apresentam a mesma aceleragao. Neste caso, a
linha de simultaneidade inclina cada vez mais com relagao ao eixo espacial para x — oo.
Uma das propriedades interessantes desse sistema de coordenadas é que admitindo
uma distribuicao espacial dos observadores com simetria esférica ou cilindrica, sobre
a superficie de simultaneidade, o escalar de curvatura R nao é nulo, significando que
as secgoes espaciais possuem curvatura.

No caso em que a(p) = %, a generalizacao recupera as coordenadas usuais de Rin-
dler. O curioso é que as coordenadas de Rindler sao atribuidas originariamente por
um unico observador, ja nossas coordenadas sao atribuidas por toda familia de obser-
vadores. No entanto, para a(p) = %, todos os observadores concordam com a nocao
de simultaneidade construida a partir do principio da localidade, reconduzindo, deste
modo, as coordenadas Rindler. No caso de a (p) = p%, os observadores possuem linhas
de universo com concavidade mais acentuadas para observadores proximos da origem.
Para esta situagao a linha de simultaneidade inclina cada vez menos, tornado-se pa-
rela ao eixo espacial para longas distancias. Como ilustramos geometricamente, para
a(p) = p%, as linhas de universo dos observadores podem se cruzar, gerando ambigui-
dade na hora rotular os eventos. Devemos restringir a validade destas coordenadas
para um dominio local.

Como verificamos, esta generalizacao ¢ 1til para mostrar que as seccoes espaciais
de referenciais nao-inerciais podem ter uma geometria nao-Euclidiana. Além disso, a
generalizagao nos permite simular o comportamento de observadores estaticos, tanto
nas proximidades do Buraco Negro de Schwarzschild (caso a (p) = %), quanto para

1

regioes suficientemente afastadas (caso a (p) = z).

Estudando o ritmo de relogios atomicos, vimos que a aceleragao instantanea afeta



o ritmo dos relogios acelerados. Para obtermos este resultado, admitimos um relé-
gio atomico descrito por um modelo de brinquedo que consiste de uma particula em
uma caixa de paredes infinitas, que obedece a equacao de Klein-Gordon. As pare-
des desta caixa, sao arratadas por observadores de Rindler. Resolvendo a equacao de
Klein-Gordon com as condicoes de contorno adequadas, determinamos a frequéncia
dos estados estacionarios do sistema. Este resultado foi comparado ao espectro de um
sistema idéntico inercial e assim obtivemos a relacao entre os ritmos dos relogios ato-
micos (acelerado e inercial). Nosso resultado, evidencia o fato que a dinamica interna
de um sistema de tamanho finito é afetado pela aceleracao, uma vez que no limite que
¢ — 0eX— 0, oritmo do relogio acelerado nao depende da aceleragao instantanea.
Todavia, considerando que ¢ e X sao nao nulos para sistemas fisicos reais, a aceleracao
instantanea produz efeitos que apesar de pequenos, nao podem ser desconsiderados.
Recentemente o experimento de Ives-Stiwell testou o fator de dilatagao do tempo com
precisao de 1077 [44]. Se fosse possivel utilizar este experimentos envolvendo acele-
racoes de ordem maiores que 10%%g, entdo, os efeitos da aceleracao sobre o ritmo de
um relogio acelerado seria detectavel. Como ja mencionamos, em experimentos ja
realizados envolvendo aceleragoes longitudinais [53|, a acelera¢ao apresenta picos de
10%g.

Talvez o resultado mais importante do nosso estudo é o fato de que, com a ajuda
deste modelo de brinquedo simples, podemos identificar quais sao os parametros re-
levantes que contribuem para os estes efeitos e estimar a ordem de grandeza deles
usando a equacao (5.21).

Nosso modelo de brinquedo é um sistema muito simplificado. Para lidar com um
atomo real, primeiro temos que construir um mecanismo de aceleracao. No caso de
um atomo neutro, podemos utilizar um campo elétrico nao-uniforme para produzir
uma aceleracao longitudinal. Assim, em um modelo relativistico, devemos considerar
a interacao do campo externo com as particulas atdmicas, cujo comportamento é

governado pela equacdo de Dirac em (3+1) dimensoes. Este problema é, naturalmente



mais complicado. Os efeitos da aceleracao em relagao aos niveis de energia devem
aparecer indiretamente, como consequéncia da interacao entre o campo externo e o
atomo. No entanto, se o campo externo nao for tao forte, em comparacao com a forga
de interagao interna, o a&tomo permanecera como um sistema ligado, com um centro
de massa acelerado. Entao, neste sentido, uma particula em uma caixa acelerada pode
ser considerado como um modelo de brinquedo para um atomo real acelerado. No
entanto, devemos ter em mente que esse estudo ¢ um trabalho preliminar, e que os
resultados precisam ser melhorados a luz dos modelos mais realistas.

A continuidade deste trabalho pode ser realizada utilizando ao invés de observa-
dores de Rindler, particulas executando um movimento circular ou um movimento
harmonico simples, sobre o qual ¢ possivel estudarmos os efeitos da aceleracao sobre

atomos da rede.
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