
UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAÍBA

CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS E DA NATUREZA

DEPARTAMENTO DE FÍSICA

PATRICIO JOSÉ FELIX DA SILVA

UM ESTUDO SOBRE REFERENCIAIS N�O-INERCIAIS

NO ESPAÇO-TEMPO DE MINKOWSKI E OS EFEITOS DA

ACELERAÇ�O EM RELÓGIOS ATÔMICOS

TESE DE DOUTORADO

João Pessoa

- Agosto/ 2015 -



UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAÍBA

CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS E DA NATUREZA

DEPARTAMENTO DE FÍSICA

PATRICIO JOSÉ FELIX DA SILVA

UM ESTUDO SOBRE REFERENCIAIS N�O-INERCIAIS

NO ESPAÇO-TEMPO DE MINKOWSKI E OS EFEITOS DA

ACELERAÇ�O EM RELÓGIOS ATÔMICOS

TESE DE DOUTORADO

Tese apresentada ao Programa de Pós-

graduação em Físi
a do Centro de Ciên-


ias Exatas da Universidade Federal da Pa-

raíba, 
omo requisito par
ial para obtenção

do título de Doutor em Físi
a.

Orientador: Prof. Dr. Fábio Leal de Melo Dahia

João Pessoa

- Agosto/2015 -



S586u Silva, Patricio José Felix da.
Um estudo sobre referências não-inerciais no espaço-tempo

de Minkowski e os efeitos da aceleração em relógios atômicos/
Patricio José Felix da Silva.- João Pessoa, 2015.

122f. : il.
Orientador: Fábio Leal de Melo Dahia
Tese (Doutorado) - UFPB/CCEN
1. Física. 2. Relatividade especial ou restrita. 3. Espaço-

tempo de Minkowski. 4. Referenciais não-inerciais. 5. Princípio
físico da localidade. 6. Relógios atômicos acelerados.

UFPB/BC CDU: 53(043)





�Estamos na situação de uma 
rian
inha

que entra em uma imensa bibliote
a, repleta

de livros em muitas línguas. A 
riança sabe

que alguém deve ter es
rito aqueles livros,

mas não sabe 
omo. Não 
ompreende as

línguas em que foram es
ritos. Tem uma

pálida suspeita de que a disposição dos li-

vros obede
e a uma ordem misteriosa, mas

não sabe qual ela é�. (Albert Einstein)



AGRADECIMENTOS

Agradeço a
ima de tudo a Deus que, presente em 
ada momento da minha vida,


riou 
om perfeição a Natureza, estabele
endo 
ada lei físi
a, possibilitando-me a 
on-


luir este trabalho.

Ao Prof. Fábio Leal de Melo Dahia, não só pela orientação e 
ompetên
ia inques-

tionável, mas também pela pa
iên
ia, in
entivo e amizade, ingredientes essen
iais no

desenvolvimento deste trabalho.

Ao Prof. Carlos Romero, pela orientação e disponibilidade que sempre demonstrou.

Em espe
ial a minha esposa (Eliane dos Santos Felix) e a meu �lho (Ryan Felix

da Silva) por 
ompreenderem minha ausên
ia e meus momentos de preo
upação e

ansiedade.

Ao meu pai (Pedro Trajano da Silva), a minha mãe (Marlu
e Felix da Silva) e meus

irmãos (Petr�nio Felix da Silva e Petrú
io José Felix da Silva) pelo apoio, 
on�ança e

in
entivo.

Ao meu 
olega de pós-graduação e de trabalho Alex de Albuquerque Silva e ao meu

ex-aluno de Físi
a e atualmente 
olega de pós-graduação Adiel da Silva Lêmos.

A José Orlando Rodrigues pela 
olaboração na edição dos grá�
os e �guras.

A todos que fazem a Pós-Graduação e o Departamento de Físi
a da UFPB - João

Pessoa.

A todos que fazem o CDSA/UFCG em espe
ial a Unidade A
adêmi
a de Te
nologia

do Desenvolvimento (UATEC).

A CAPES/CNPQ pelo suporte �nan
eiro.



RESUMO

Um sistema de 
oordenadas tem a função de lo
alizar os eventos do espaço-tempo


om respeito a um sistema de referên
ia. A 
onstrução do sistema de 
oordenadas

depende 
ru
ialmente da noção de simultaneidade asso
iada ao referen
ial. No en-

tanto, não existe uma maneira natural, ou privilegiada, de de�nir simultaneidade para

referen
iais não-iner
iais, mesmo no espaço-tempo de Minkowski. Cada pro
edimento


onduz a diferentes sistemas de 
oordenadas. Neste trabalho, dis
utimos alguns méto-

dos bem 
onhe
idos da literatura espe
ializada. Estudamos as 
oordenadas de Rindler,

de Fermi-Walker, as 
oordenadas de Radar e as 
oordenadas de Emissão (ou GPS).

O sistema de 
oordenadas de Rindler é um dos sistemas de grande destaque porque

permite simular algumas propriedades da geometria do Bura
o Negro mesmo em um

espaço-tempo plano. As 
oordenadas de Rindler estão asso
iadas a uma família de

observadores uniformemente a
elerados que obede
em à relação a = 1
ρ
, onde a é a

a
eleração própria do observador e ρ a sua posição ini
ial 
om respeito a algum sis-

tema de referên
ia iner
ial. Neste trabalho, propomos um método para 
onstrução

de sistemas de 
oordenadas adaptados a observadores 
uja a
eleração depende de sua

posição ini
ial da forma geral a = a (ρ), utilizando para isso o prin
ípio físi
o da lo-


alidade. O sistema de 
oordenadas de Rindler surge 
omo uma parti
ularidade de

nossa generalização. Outros 
asos parti
ulares nos permitem dis
utir a relação entre a

geometria não-Eu
lidiana das se
ções espa
iais e referen
iais a
elerados, 
omo origina-

riamente foi proposto por Einstein. Além disso, 
om a generalização podemos simular

o 
omportamento de observadores estáti
os tanto nas proximidades do horizonte de

um Bura
o Negro, que estão submetidos a um 
ampo de a
eleração do tipo a (ρ) = 1
ρ
,

quanto em regiões afastadas, para as quais, a (ρ) = 1
ρ2
. Nestes dois últimos 
asos, ρ




orresponde à distân
ia do observador a
elerado até o horizonte de eventos. Com a

intenção de analisarmos os efeitos da a
eleração instantânea sobre o ritmo de relógios

at�mi
os, 
onsideramos uma partí
ula livre massiva, dentro de uma 
aixa ou po�§o

de poten
ial in�nito, que é arrastada por observadores de Rindler. Admitimos que a

partí
ula obede
e a equação de Klein-Gordon e assim, en
ontramos as frequên
ias dos

estados esta
ionários deste sistema. As transições entre os estados esta
ionários são

usadas para de�nir uma frequên
ia padrão para o nosso protótipo de relógio at�mi
o

a
elerado. Comparando o espe
tro de energia do sistema a
elerado 
om o espe
tro de

energia de um sistema idênti
o em um referen
ial iner
ial, determinamos a in�uên
ia

da a
eleração instantânea sobre o ritmo de relógios at�mi
os.



ABSTRACT

The main role of a 
oordinate system is to lo
alize the events of spa
etime with

respe
t to a frame of referen
e. The 
onstru
tion of a 
oordinate system depends


ru
ially on the notion of simultaneity asso
iated to the frame of referen
e. However,

there is no natural manner of de�ning simultaneity adapted to non-inertial frames of

referen
e, even in the 
ase of Minkowski spa
etime. Ea
h pro
edure leads to di�erent


oordinate systems. In this work, we dis
uss some well-known methods found in

the literature. We study the Rindler 
oordinates, Fermi-Walker 
oordinates, Radar


oodinadates and Emission (or GPS) 
oordinates. The system of Rindler 
oordinates

has a great interest be
ause it simulates in a �at spa
etime some aspe
ts of a Bla
k

Hole's geometry. We 
an say that Rindler 
oordinates are adapted to a family of

uniformly a

elerated observers whi
h obey the relation a = 1
ρ
, where a is the proper

a

eleration and ρ is the initial position with respe
t to some inertial system. In this

work, we also propose a method in order to 
onstru
t 
oordinate systems adapted to

observers whose a

elerations depend on their initial position of general a = a (ρ),

making use of the prin
iple of lo
ality. The Rindler 
oordinate system appears as

a parti
ular 
ase of our generalization. Other spe
ial 
ases allow us to dis
uss the


onne
tion between non-Eu
lidean geometry of the spatial se
tions and non-inertial

frames of referen
e, as it was originally suggested by Einstein. In addition, with this

generalization, we 
an also simulate the behavior of stati
 observers in the vi
inity of

a Bla
k Hole's Horizon, whi
h are subje
t to a kind of a

eleration �eld a (ρ) = 1
ρ
and

also in distant regions, for whi
h a (ρ) = 1
ρ2
. In the latter 
ase, ρ is the distan
e to the

event horizon. With the intention of analyzing the e�e
ts of instantaneous a

eleration

of the rate of atomi
 
lo
ks, we 
onsider a free massive parti
le in a box or in�nite



potential well, whi
h is dragged by observers Rindler. We assume that the parti
le

obeys the Klein-Gordon equation and so we found the frequen
ies of the stationary

states of the system. The transitions between the stationary states are employed to

set a standard frequen
y for our atomi
 
lo
k toy. Comparing the energy spe
trum of

the a

elerated system with the energy spe
trum of a identi
al system in an inertial

frame, we determined the in�uen
e of instantaneous a

eleration of the rate of atomi



lo
ks.
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Capítulo 1

Introdução

Um sistema de 
oordenadas 
onsiste em um 
onjunto de regras utilizadas para

atribuir 
oordenadas (temporais e espa
iais) a eventos. Neste trabalho estudamos a


onstrução de sistemas de 
oordenadas no espaço-tempo de Minkowski. Em trabalhos

re
entes, muito se tem dis
utido sobre as formas en
ontradas de rotular eventos no

espaço-tempo [1℄-[31℄. Nossa intenção 
onsiste em apresentar sistemati
amente algu-

mas maneiras de 
onstruir sistemas de 
oordenadas e também propor novos métodos.

A Relatividade Espe
ial 
onstitui a teoria indispensável para desenvolvimento deste

trabalho e por este motivo ini
iamos o 
apítulo 2 de�nindo algumas grandezas físi
as

no espaço-tempo de Minkowski. Em seguida, dedi
amos nosso estudo a sistemas de


oordenadas asso
iados a observadores uniformemente a
elerados e as di�
uldades

inerentes à 
onstruções dos mesmos. É importante ressaltar que nosso estudo está

restrito ao espaço-tempo plano (espaço-tempo de Minkowski). Mesmo assim, a tarefa

de se 
onstruir sistemas de 
oordenadas adaptados a observadores a
elerados não é

trivial. Em geral, estas 
oordenadas são válidas apenas em um domínio restrito do

espaço-tempo. Esta limitação está bem ilustrada no 
lássi
o exemplo de um observador

brevemente a
elerado [31, 32℄.

Um 
onhe
ido sistema de 
oordenadas baseado em referen
iais não-iner
iais é o

sistema de 
oordenadas de Rindler [2℄, que é 
onstruído utilizando uma família de

observadores uniformemente a
elerados no espaço-tempo de Minkowski. Este sistema

14



sempre atraiu grande atenção devido a suas 
ara
terísti
as de � simular � alguns as-

pe
tos da geometria de bura
os negros [2, 32℄, 
omo está melhor dis
utido no 
apítulo

4.

As regras utilizadas para rotular os eventos no espaço-tempo podem variar de

um referen
ial para outro. Na verdade, usando um úni
o referen
ial, podemos até

mesmo atribuir diferentes 
oordenadas a um mesmo evento, por meio de diferentes

pro
edimentos. É 
om este argumento que vamos, ainda no 
apítulo 2, baseados nos

observadores de Rindler, atribuir novas 
oordenadas aos eventos, que diferem das 
oor-

denadas usuais de Rindler em um aspe
to espe
í�
o [20℄. Como veremos, a 
onstrução

das 
oordenadas de Rindler privilegia um membro da família de observadores, pois a


oordenada temporal do evento é atribuída pelo relógio de um úni
o observador. Em


ontrapartida, iremos seguir um pro
edimento que deverá tratar todos os membros

da família da mesma maneira. As novas 
oordenadas atribuídas por um referen
ial

não-iner
ial possuem 
ara
terísti
as bem interessantes. As se
ções espa
iais, isto é, o


onjunto de eventos que são rotulados 
om a mesma 
oordenada temporal, são 
urvas.

Em outras palavras, a geometria das se
ções espa
iais são não-Eu
lidianas. Natu-

ralmente, a mudança de referen
ial não modi�
a a 
urvatura do espaço-tempo. O

espaço-tempo de Minkowski é plano e esta propriedade geométri
a não depende do

referen
ial que es
olhemos para des
revê-lo. É importante enfatizar que neste tra-

balho nós estaremos interessados na geometria das se
ções espa
iais que podem ser

não-Eu
lidianas apesar do espaço-tempo ser plano.

Nos primeiros momentos da Teoria Geral da Relatividade, Einstein dis
utiu um

exemplo envolvendo referen
iais não-iner
iais (um dis
o girante) para expli
ar a 
one-

xão entre a a
eleração e geometria não-Eu
lidiana. Esta ideia foi um importante passo

para estabele
er a relação entre gravitação e geometria, que 
onstitui o 
on
eito bási
o

da Teoria da Relatividade Geral. O passo 
omplementar é o prin
ípio da equivalên
ia

que rela
iona a
eleração e gravidade. Juntos, eles sugerem que gravitação e geometria

podem estar 
one
tados de alguma forma [33℄. Neste 
ontexto, o novo sistema de




oordenadas que de�nimos pode ser utilizado para ilustrar de forma simples a 
onexão

entre referen
iais não-iner
iais e espaço 
urvo.

O 
apítulo 3 foi destinado a uma revisão bibliográ�
a das formas mais 
onhe
idas

de 
onstruir sistema de 
oordenadas. Entre os diferentes pro
edimentos desta
amos:

Coordenadas de Fermi-Walker

De a
ordo 
om este pro
edimento, os rótulos dos eventos o
orridos no espaço-tempo

são atribuídos a partir de um sistema de 
oordenadas 
o-móvel ao observador, 
ujos

eixos 
oin
idem 
om a direção de uma tetrada que é 
arregada ao longo da linha de

universo do observador, segundo o transporte de Fermi-Walker [5℄-[7℄.

Coordenadas de Radar

Outro método de 
onstrução de sistemas de 
oordenadas de grande interesse 
on-

siste nas Coordenadas de Radar ou Coordenadas de Märzke-Wheeler. Estas 
oorde-

nadas são 
onstruídas por meio de um observador que, per
orrendo o espaço-tempo,

emite de forma 
ontinua pulsos luminosos [12℄-[15℄. Os pulsos são re
ebidos pelo evento

a ser registrado e imediatamente emitidos de volta ao observador, que, ao re
eber no-

vamente seu sinal, atribui, 
omo rótulo temporal, a média aritméti
a do tempo gasto

pelo sinal para ir e voltar, de a
ordo 
om seu ponto de vista. Já o rótulo espa
ial


onsiste na metade da distân
ia per
orrida pelo sinal durante o movimento de ida e

volta.

Coordenadas de Emissão

A literatura possui muitos trabalhos sobre o pro
edimento que produzem as Coor-

denadas de Emissão ou Coordenadas de GPS [22℄-[28℄. Estas 
oordenadas são geradas

a partir de quatro observadores que, movendo-se arbitrariamente no espaço-tempo,

propagam, através de pulsos luminosos, seus respe
tivos tempos próprios. Um evento

qualquer no espaço-tempo re
ebe 
omo rótulo os tempos próprios difundidos pelos

pulsos luminosos que inter
eptam-se naquele evento.



No 
apítulo 4, desenvolvemos uma formulação geral para 
onstruir sistemas de


oordenadas adaptados a observadores não-iner
iais que se movem 
om a
eleração

própria � a � , que mantêm-se 
onstante ao longo de suas linhas de universo, mas que

variam de um observador para outro de a
ordo 
om suas distân
ias ini
iais ρ em rela-

ção à origem do referen
ial iner
ial. De a
ordo 
om nossa generalização, o sistema de


oordenadas de Rindler surge 
omo um 
aso parti
ular, pois é 
onstruído a partir de

observadores que experimentam a
eleração a = 1
ρ
. A razão para es
olha desta a
elera-

ção está rela
ionado às propriedades geométri
as das se
ções de simultaneidade deste

sistema de 
oordenadas. No entanto, do ponto de vista físi
o, é mais sugestivo que

aquela dependên
ia

(

a = 1
ρ

)

esteja 
one
tada pelo 
omportamento de observadores

estáti
os na geometria de S
hwarzs
hild, nas vizinhaças do horizonte de eventos. Pen-

sando deste modo, se ρ 
orresponde a distân
ia radial de um observador ao horizonte

de eventos, então, a a
eleração própria a que o observador deve estar submetido, a �m

de permane
er um repouso em sua posição perto do horizonte de eventos é propor
i-

onal a

1
ρ
. Portanto, observadores de Rindler e observadores de S
hwarz
hild estáti
os

experimentam a mesma a
eleração a (ρ). Esta equivalên
ia reforça a ligação entre o

sistema de 
oordenadas de Rindler e o exterior de um bura
o negro.

Entretanto, a lei do inverso da distân
ia é válida apenas na região onde ρ é pequeno

em 
omparação 
om o raio de S
hwarzs
hild do bura
o negro. Observadores estáti
os

su�
ientemente afastados estão submetidos a a
elerações propor
ionais a

1
ρ2
, (isto é,

eles obede
em a lei do inverso quadrado da distân
ia da gravitação Newtoniana) e

em um domínio intermediário, a dependên
ia de a em termo de ρ é des
rita por uma

função muito mais 
ompli
ada.

Podemos dizer que observadores estáti
os na geometria de S
hwarzs
hild são a
e-

lerados de a
ordo 
om a função geral a (ρ) que se reduz a lei do inverso

1
ρ
apenas nas

regiões próximas ao horizonte de eventos. Estas 
onsiderações nos levaram a estudar

sistemas de 
oordenadas 
om 
ampo de a
eleração a (ρ) 
oin
identes 
om o 
ampo de

a
eleração dos observadores estáti
os no espaço-tempo de S
hwarzs
hild.



Claro que esta dis
ussão não está limitada ao espaço-tempo de S
hwarzs
hild, ela

pode ser estendida e englobar todo e qualquer espaço estáti
o. Motivados por esta

idéia, nós estudamos sistemas de 
oordenadas no espaço-tempo de Minkowski que

obede
em a lei geral a (ρ). O ingrediente fundamental neste formalismo é a determi-

nação das hipersuperfí
ies de simultaneidade relativas a referen
iais não-iner
iais, que

são obtidas utilizando o prin
ípio físi
o da lo
alidade [29, 45℄.

No 
apítulo 5, investigamos 
omo a a
eleração instantânea pode in�uen
iar o ritmo

de um relógio at�mi
o. A Teoria da Relatividade admite que o �uxo do tempo de-

pende do estado de movimento do observador. A 
omparação entre as medidas de

tempo de
orrido entre dois eventos, realizadas por observadores iner
iais distintos é

feita utilizando as equações de transformação de Lorentz. No entanto, os postulados

da Teoria da Relatividade não são su�
ientes para deduzir o ritmo temporal de um

relógio a
elerado. Esse problema é analisado fazendo uso da suposição adi
ional 
o-

nhe
ida 
omo "hipótese do relógio ". De a
ordo 
om esta suposição, o ritmo de um

relógio não é afetado por sua a
eleração instantânea. A hipótese do relógio, admite

uma equivalên
ia lo
al entre um observador a
elerado e um observador iner
ial 
o-

móvel, de maneira que estes observadores terão instantaneamente a mesma noção de

tempo. Este resultado vem sendo 
on�rmado experimentalmente 
om pre
isão 
ada

vez maior [43, 44℄. Entretanto, a hipótese do relógio 
onta 
om a de�nição de estado

físi
o estabele
ido pela me
âni
a 
lássi
a e 
onsiderando que a natureza manifesta um


aráter quânti
o, esta hipótese possui limitações 
on
eituais. Deste modo, sugere-se

[45, 46, 47℄ que o ritmo de um relógio a
elerado deve ser in�uen
iado pela sua a
ele-

ração instantânea. Analisamos esse problema, investigando o 
omportamento de um

relógio at�mi
o a
elerado. Para simpli�
ar nosso estudo, o relógio at�mi
o está des-


rito por um modelo protótipo que 
onsiste de uma partí
ula massiva livre em uma


aixa. Admitimos que o sistema obede
e a equação de Klein-Gordon e que as paredes

da 
aixa são arrastadas por observadores de Rindler. Em seguida, resolvendo a equa-

ção de Klein-Gordon nas 
oordenadas de Rindler e utilizando as 
ondições de 
ontorno



adequadas, obtivemos a frequên
ia dos estados esta
ionários do sistema. Comparando

o espe
tro obtido no sistema de 
oordenadas a
elerado e o espe
tro de um sistema

iner
ial idênti
o, determinamos a relação entre o ritmo do � tique-taque � do relógio

a
elerado e o ritmo do � tique-taque � de um relógio at�mi
o iner
ial. Através desta

relação, 
on
luímos que o ritmo de um relógio a
elerado é afetado pela sua a
eleração

instantânea, mais do que isso, podemos identi�
ar os parâmetros físi
os pertinentes e

portanto, fazer uma estimativa da ordem de magnitude desse efeito.



Capítulo 2

Observadores Uniformemente

A
elerados

A Relatividade Espe
ial ou Restrita é 
ompatível 
om a geometria Minkowskiana.

Esta geometria � une � o espaço e o tempo em um úni
o 
onjunto quadrimensional, que

passamos a 
hamar espaço-tempo. De a
ordo 
om o Prin
ípio da Relatividade, as leis

da Físi
a são as mesmas em todos os referen
iais iner
iais, ou seja, não existe sistema

iner
ial preferen
ial. No entanto, em muitas situações físi
as, pre
isamos des
rever

fen�menos em referen
iais não-iner
iais.

Uma 
lasse parti
ular de referen
iais não-iner
iais é formada por referen
iais 
on-

truídos 
om base em observadores uniformemente a
elerados no espaço-tempo. Esses

observadores desenvolvem a
eleração própria 
onstante e suas linhas de universo são

des
ritas por hipérboles no diagrama do espaço-tempo de Minkowski. Uma família de

observadores a
elerados muito 
onhe
ida na literatura é 
onstituída pelos observado-

res de Rindler, que, 
omo estudaremos neste 
apítulo, apresentam 
ara
terísti
as bem

interessantes.

A 
onstrução de sistemas de 
oordenadas baseados em observadores a
elerados,

mesmo em um espaço-tempo plano, apresenta limitações. Uma delas é que geralmente

esses sistemas de 
oordenadas não 
obrem univo
amente todo espaço-tempo [31, 32℄.

Convenientemente, ao longo deste 
apítulo vamos trabalhar em um sistema de
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medidas que a velo
idade da luz possui valor unitário (c = 1) .

2.1 Algumas Grandezas Físi
as De�nidas no Espaço-

Tempo de Minkowski.

Antes de ini
iarmos de fato nosso estudo sobre observadores uniformemente a
e-

lerados, vamos primeiro de�nir algumas grandezas físi
as referentes ao espaço-tempo

de Minkowski. São elas:

4-Vetor Deslo
amento:

O 4-vetor deslo
amento dxµ no espaço-tempo pode ser entendido 
omo a separação

entre dois eventos in�nitesimalmente próximos. Es
rito em 
oordenadas 
artesianas,

temos:

dxµ = (dt, dx, dy, dz) (2.1)

Seu módulo quadrado 
orresponde ao intervalo ds2, tal que:

ds2 = dxµdxµ = gµνdx
µdxν = − (dt)2 + (dx)2 + (dy)2 + (dz)2 (2.2)

onde gµν =



















−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



















, nos forne
e as 
omponentes da métri
a de Min-

kowski no referen
ial iner
ial.

4-Vetor Velo
idade (vµ):

Matemati
amente de�nimos a 4-velo
idade vµ 
omo sendo a razão do 4-deslo
amento

dxµ 
om o tempo próprio dτ , ou seja, o tempo medido por um observador que a
om-



panha o movimento do 
orpo [32℄. Assim, temos:

vµ =
dxµ

dτ
(2.3)

A 4-velo
idade possui módulo unitário, ou seja:

|v| = vµvµ = −1 (2.4)

4-Vetor A
eleração (aµ):

A 4-a
eleração aµ é de�nida 
omo a derivada da 4-velo
idade vµ 
om relação ao

tempo próprio τ.

aµ =
dvµ

dτ
=
d2xµ

dτ 2
(2.5)

De sua própria de�nição a 4-a
eleração é perpendi
ular a 4-velo
idade. Matemati-


amente temos:

aµvµ =
dvµ

dτ
vµ =

1

2

d

dτ
(vµvµ) = 0 (2.6)

Relação entre Tempo Próprio(τ) e o Intervalo (ds2):

Considere agora um observador exe
utando um movimento arbitrário no espaço-

tempo, analisado do ponto de vista do referen
ial iner
ial K. Dado dois eventos

in�nitesimalmente próximos o
orridos sobre a linha de universo do observador. Caso

adotemos apenas uma dimensão espa
ial, o intervalo de separação entre esses dois

eventos será:

ds2 = −(dt)2 + (dx)2 (2.7)

Considere agora um segundo referen
ial iner
ial K ′
instantaneamente 
o-móvel a

partí
ula (mesma posição e velo
idade), ou seja, um referen
ial em que a partí
ula

en
ontra-se instantaneamente em repouso. Neste referen
ial K', o intervalo é dado

por:



ds′2 = −(dt′)2 (2.8)

De a
ordo 
om o prin
ípio físi
o da lo
alidade [29, 45℄ o tempo próprio dτ , medido

pelo observador, é igual a dt′, pois ambos possuem instantaneamente o mesmo estado

físi
o (posição e velo
idade) e portanto devem ser 
onsiderados equivalentes.

Sendo o intervalo invariante (ds2 = ds′2), segue que:

ds2 = −dτ 2 (2.9)

Consequentemente:

dτ =
(

1− v2
) 1

2 dt (2.10)

Essa equação é também 
onhe
ida 
omo � hipótese do relógio � . Voltaremos a analisá-

la no 
apítulo 5, onde estudaremos o efeito da a
eleração instantânea no ritmo do

relógio.

2.2 Equações de Movimento para Observadores Uni-

formemente A
elerados

Vamos agora adimitir um observador arbitrário que per
orre o espaço-tempo de

Minkowski des
revendo determinada linha de universo que é registrada por um sistema

de 
oordenadas iner
ialK. Para simpli�
ar, vamos estudar este movimento em (1 + 1)-

dimensões, de modo que:

xµ = (t, x) vµ = (v0, v1) aµ = (a0, a1)

Dizemos que um observador estará realizando um movimento a
elerado 
aso sua

linha de universo não des
reva uma reta no sistema K. Suponhamos agora que o ob-

servador a
ima des
rito experimente uma a
eleração própria

1

uniforme de magnitude

1

A
eleração medida por um referen
ial iner
ial instantaneamente 
o-móvel (mesma posição e mo-

mento) ao observador.



� a �, tal que:

aµaµ = −
(

a0
)2

+
(

a1
)2

= a2 (2.11)

A partir das equações (2.4) e (2.6) temos para este movimento:

−(u0)2 + (u1)2 = −1 (2.12)

−u0a0 + u1a1 = 0 (2.13)

Sendo a equação (2.5) a equação geral para o movimento de um observador 
om

respeito a um sistema iner
ial K, podemos resolvê-la utilizando as 
ondições (2.11)-

(2.13). Admitindo que o observador ini
ia seu movimento do repouso, partindo da

posição x(0) = a−1
, obtemos as equações paramétri
as que des
revem sua linha de

universo:

t (τ) =
1

a
sinh(aτ) (2.14)

x (τ) =
1

a
cosh(aτ) (2.15)

É fá
il veri�
armos que a linha de universo deste observador des
reve uma hipérbole

no diagrama do espaço-tempo já que as soluções a
ima satisfazem à equação:

x2 − t2 = a−2
(2.16)

Através das equações de movimento (2.14) e (2.15) podemos determinar, para um

dado instante τ, a velo
idade relativa do observador uniformemente a
elerado 
omo

sendo:

v =
dx

dt
= tanh (aτ) (2.17)



No limite de baixas velo
idades (v << 1), temos, aτ << 1. Expandindo as eqs.

(2.14) e (2.15) até termos de segunda potên
ia em τ , obtemos:

t (τ) = τ (2.18)

x (τ) =
1

a
+ a

τ 2

2
(2.19)

As eqs. (2.18) e (2.19) 
omo era de se esperar, 
orrespondem as equações de movimento

Newtoniano para um observador uniformemente a
elerado.

2.3 Observadores Brevemente A
elerados

O sistema de 
oordenadas 
artesiano pode rotular eventos em todo espaço-tempo

de Minkowski sem ambiguidade, pois está 
onstruído 
om base em observadores iner
i-

ais. Entretanto, de maneira geral, sistemas de 
oordenadas adaptados a observadores

a
elerados apresentam problemas que di�
ultam a sua 
onstrução. O fato é que suas

linhas de universo e até mesmo suas linhas de simultaneidade podem se 
ruzar. Como

resultado, não podemos atribuir de maneira unívo
a 
oordenadas a todos os eventos

o
orridos no espaço-tempo. Sendo assim, deve-se restringir seu domínio de validade

às regiões do espaço-tempo onde não há interse
ção entre linhas de universo e entre

linhas de simultaneidade [31, 32℄.

Consideremos dois sistemas de 
oordenadas iner
iais K e K' tal que o referen
ial

K' move-se 
om velo
idade relativa v, paralela e no sentido positivo de um eixo espa
ial

de K e que em t = 0 seus relógios sejam 
oin
identes (x = x′, t = t′). Tomemos agora

um observador que estando em repouso na origem do referen
ial K, experimenta uma

breve a
eleração de módulo 
onstante � a �, atingindo a velo
idade v no instante em

que 
ruza a origem do referen
ial K'. A partir daí o observador mantém-se em repouso


om relação a K ′
, ou seja, mantém-se 
om velo
idade v em relação ao referen
ial K

(ver �g.2.1).

Vamos admitir que o observador 
arrega 
onsigo réguas e relógios 
onstituindo as-



xE1

E2

E3

t
t’

x’

L

Figura 2.1: Representação geométri
a da linha de universo de um observador que estando

em repouso 
om relação ao referen
ial K, sofre uma breve a
eleração e mantêm-se em repouso


om relação ao referen
ial K'.

sim, um sistema de 
oordenadas em sua vizinhança. Utilizando o prin
ípio físi
o da

lo
alidade

2

[29, 45℄, ou seja, tomando emprestado a noção de simultaneidade perten-


ente a um observador iner
ial 
o-móvel, o observador brevemente a
elerado mapeia

o espaço-tempo antes e depois da a
eleração, obtendo 
omo linhas de simultaneidade

retas paralelas ao eixo x (ver �g.2.1) antes da a
eleração e retas paralelas ao eixo x'

depois da a
eleração. Notemos que sobre o eixo espa
ial x, (de a
ordo 
om a �g.2.1)

para distân
ias maiores que L, há um en
ontro de linhas de simultaneidade, resultando

em uma ambiguidade, pois eventos o
orridos em regiões afastadas da origem seriam

rotulados 
om duas 
oordenadas temporais. Devemos então restringir a validade do

sistema de 
oordenadas para regiões próximas à origem [31, 32℄.

Seja E1 = (0, 0) o evento que 
ara
teriza o iní
io da a
eleração, já o evento E2


onstitui a saída do movimento uniformemente a
elerado e E3 = (0, L) a posição

da primeira interse
ção entre as linhas de simultaneidade. Pela nossa 
onstrução, as


oordenadas do evento E2, de a
ordo 
om as equações (2.14) e (2.15), são dadas por:

E2 = (a−1 sinh aτ, a−1 cosh aτ − a−1)

2

De a
ordo 
om o prin
ípio da lo
alidade dois observadores que se en
ontram instantaneamente

na mesma posição e velo
idade possuem o mesmo estado físi
o (físi
a não-quânti
a) e portanto devem

ser 
onsiderados equivalentes in
lusive quanto à determinação do que é simultâneo.



Sendo os sistemas de 
oordenadas K e K ′
iner
iais, eles devem estar rela
iona-

dos pelas equações de transformação de Poin
arè, que 
orresponde as equações de

transformação de Lorentz (2.20)-(2.23), mas uma translação.

t′ = γ (t− v (τ) x) (2.20)

x′ = γ (x− v (τ) t) (2.21)

y′ = y (2.22)

z‘ = z (2.23)

onde γ = 1√
1−v(τ)2

e v (τ) 
orresponde a velo
idade do observador no instante τ .

A linha de simultaneidade (ou se
ção de simultaneidade) 
orrespondente a K ′
,

é 
onstituída pelo 
onjunto de eventos que re
ebem a mesma 
oordenada temporal

t'. Vamos 
onsiderar o 
aso parti
ular da linha de simultaneidade em que t'=0, que


oin
ide 
om o eixo espa
ial x'. Utilizando a equação (2.20), podemos 
onstruir a

equação que des
reve esta linha de simultaneidade. Para isto, devemos observar que a

posição ini
ial do referen
ial K ′

oin
ide 
om as 
oordenadas do evento E2 e por este

motivo, devemos levar em 
onsideração a translação da linha de simultaneidade t'=0.

Essa translação pode ser obtida en
ontrando o instante (t) que a linha de simultanei-

dade possui 
oordenada x=0. Para a linha de simultaneidade t'=0, en
ontramos uma

translação de (

1
a
tanh(aτ), 0). Assim, obtemos a equação que des
reve esta linha de

simultaneidade 
omo sendo:

t = v(τ)x+
1

a
tanh (aτ) (2.24)

A linha de simultaneidade que passa pelo evento E2 
ruza a linha de simultaneidade

t = 0, determinando a posição L do evento E3 que delimita a região de validade do

sistema de 
oordenadas. Tomando t = 0 na eq. (2.24) e utilizando a eq. (2.17) para



a velo
idade do observador em E2 , en
ontramos:

L = a−1
(2.25)

Con
luímos que há in
onsistên
ia físi
a para rotular, 
om este sistema de 
oorde-

nadas, eventos o
orridos em regiões mais afastadas que a−1
. Para adquirirmos uma

intuição do grau desta restrição, vamos 
onsiderar o 
aso de um observador que ex-

perimenta uma a
eleração igual ao valor da a
eleração da gravidade na superfí
ie da

Terra. Fazendo uma análise dimensional para re
uperarmos a unidade de distân
ia,

temos:

L =
c2

a
∼= 9× 1015m (2.26)

A restrição a
ima não é muito severa, mas pode tornar-se apre
iável à medida que

a a
eleração aumenta.

2.4 Sistema de Coordenadas de Rindler

A linha de universo de um observador uniformemente a
elerado des
reve uma hi-

pérbole onde a 
on
avidade depende da intensidade da a
eleração [2℄. Consideremos

agora, uma � família � ou 
onjunto de observadores uniformemente a
elerados distri-

buídos 
ontinuamente ao longo de todo o eixo espa
ial de um referen
ial iner
ial K.

De�nindo � ρ � 
omo a posição ini
ial de um observador (x(0) = ρ) em relação a origem

de K e � a � 
omo a a
eleração que este observador experimenta, vamos admitir que

estas grandezas estão rela
ionadas pela equação:

a =
1

ρ
(2.27)

Admitindo um 
ontínuo de observadores sobre o eixo espa
ial, vamos 
onsiderar

que 
ada observador da família exe
uta individualmente seu movimento 
om a
eleração

que obede
e a equação (2.27), 
onstruímos dessa forma a família de observadores de



Rindler.

Figura 2.2: Família de observadores de Rindler. Linha de universo de alguns observadores

uniformemente a
elerados 
ujas a
elerações individualmente diminuem 
om suas respe
tivas

posições ini
iais (0,ρ).

É importante ressaltar que 
ada observador exe
uta individualmente um movi-

mento uniformemente a
elerado, porém 
ada um está submetido a uma a
eleração

diferente que depende do inverso de sua posição ini
ial. Observadores próximos a ori-

gem estão fortemente a
elerados, 
om linha de universo des
revendo uma hipérbole de


on
avidade a
entuada (ver �g. 2.2), já observadores que partem de pontos afastados

da origem en
ontram-se suavemente a
elerados.

Vamos agora 
onstruir as 
oordenadas de Rindler [1, 2℄. Para isso, vamos admitir

um observador a
elerado parti
ular (que 
hamaremos de O). Para um dado instante

τ existe um sistema iner
ial K ′

o-móvel ao observador es
olhido O. Como a velo
i-

dade do observador está mudando no tempo, para 
ada instante τ 
orresponderá um

diferente sistema iner
ial 
o-móvel K ′
. Para levarmos isto em 
onta vamos es
rever

K ′(τ).

A 
onstrução das 
oordenadas de Rindler está baseada na hipótese da lo
alidade

[29, 45℄. Sendo assim, a se
ção espa
ial Στ relativa ao observador a
elerado no ins-

tante τ (isto é, o 
onjunto de eventos que o
orrem simultaneamente de a
ordo 
om o



Figura 2.3: A hipérbole representa a linha de universo do observador uniformemente a
ele-

rado que parte da posição ρ = 1. As linhas retas 
orrespondem a se
ções de simultaneidade

relativas ao observador a
elerado para diferentes valores do tempo (τ = 0.5 e 1 respe
tiva-

mente). Em τ = 0 a seção de simultaneidade 
oin
ide 
om o eixo-x. As linhas tra
ejadas

representam parte do 
one de luz.

observador O naquele instante) 
oin
ide 
om o eixo espa
ial x' do referen
ial K ′(τ).

A origem de K ′(τ) 
orresponde a posição do observador a
elerado no instante τ ,

que é dado pelas equações (2.14) e (2.15) (lembrando que neste 
aso a = a(ρ)).

No diagrama do espaço-tempo, Στ 
orresponde a uma linha reta que 
ruza a ori-

gem de K e tem 
oe�
iente angular que depende da velo
idade relativa do observador

naquele instante. Como a velo
idade do observador está aumentando no tempo, o

ângulo da seção espa
ial Στ 
om respeito ao eixo x do referen
ial K também aumenta.

Deste modo, 
on
luímos que as seções de simultaneidade relativas ao observador a
e-

lerado são linhas retas que 
onvergem para a origem de K e assintoti
amente tendem

à geratriz do 
one de luz à medida que a velo
idade do observador torna-se próxima

da velo
idade da luz (�g.(2.3)).

Vamos agora 
onsiderar um evento E qualquer. Este evento está situado sobre

alguma seção de simultaneidade Στ . Será o valor τ que iremos 
onsiderar 
omo 
oor-

denada temporal de Rindler para o evento E. Já a 
oordenada espa
ial desse evento,

que 
hamaremos de ξ é de�nida usando o referen
ial K ′(τ) mais uma vez. O evento



E está rotulado no referen
ial K ′(τ) 
om 
oordenadas (t′ = 0, x′). Consideramos x'


omo a 
oordenada espa
ial do novo sistema. Assim, as 
oordenadas de Rindler para

o evento serão (τ, ξ = x′), por 
onstrução.

Vamos des
obrir a lei de transformação entre as 
oordenadas de Rindler e as 
oor-

denadas (t,x) do referen
ial K. Sendo os referen
iais K e K ′(τ) iner
iais, eles devem

estar rela
ionados pelas equações de transformação de Poin
arè. Tomamos então,

t′ = 0 e x′ = ξ nas eqs. de transformações de Lorentz e sabendo que a posição ini
ial

do referen
ial K ′(τ) é dado pelas eqs.(2.14) e (2.15), 
om velo
idade relativa de�nida

na eq.(2.17), obtemos as relações entre 
oordenadas:

t =

(

1

a
+ ξ

)

sinh (aτ) (2.28)

x =

(

1

a
+ ξ

)

cosh (aτ) (2.29)

Estas equações de transformação estão bem de�nidas para x > |L| [2℄. No dia-

grama do espaço tempo, isto 
orresponde a região do lado direito do 
one de luz (ver

�g.2.3). Assim, as 
oordenadas de Rindler 
obrem um domínio restrito do espaço-

tempo de Minkowski, a exemplo do observador brevemente a
elerado. Neste sistema

de 
oordenadas a forma métri
a 2-dimensional é dada por:

ds2 = −a2
(

a−1 + ξ
)2
dτ 2 + dξ2 (2.30)

Estudando as linhas 
oordenadas asso
iadas a ξ, ou seja, tomando ξ = const. e

fazendo τ variar de −∞ a +∞, obtemos hipérboles que 
ruzam o eixo espa
ial (t = 0)

em ρ = (a−1 + ξ). Como vimos as hipérboles 
orrespondem a linhas de universo de

observadores uniformemente a
elerados. Sendo assim, podemos dizer que para 
ada

valor de ξ (
onsequentemente para 
ada valor de ρ) 
orresponde uma linha de universo

de um observador a
elerado, o qual denotaremos por Oρ. O 
onjunto dos observadores

formam uma família, da qual nosso observador es
olhido é um mero membro que



se 
ara
teriza por partir da posição ξ = 0. Vamos denotá-lo por Oa−1 . Notemos

que também podemos interpretar a 
oordenada de Rindler ξ 
omo sendo a posição

ini
ial do observador Oρ que 
ruza o evento a ser registrado, medida 
om relação ao

observador Oa−1
. O observador Oa−1

tem um papel privilegiado no estabele
imento

das 
oordenadas de Rindler. A�nal, as 
oordenadas (τ, ξ) são de�nidos em função

dele.

Na próxima seção, vamos 
onstruir um sistema de 
oordenadas utilizando a família

de observadores de Rindler, mas que se utiliza de um pro
edimento diferente para

atribuir as 
oordenadas aos eventos.

2.5 Novo Sistema de Coordenadas Baseado na Famí-

lia de Observadores de Rindler

A 
onstrução de sistemas de 
oordenadas no espaço-tempo pode ser realizada das

mais variadas maneiras [1℄ e, 
omo é bem natural (mesmo para a geometria eu
lidiana),

um mesmo evento pode ser registrado 
om diferentes 
oordenadas de a
ordo 
om os

referen
iais e regras utilizadas.

Empregando pro
edimentos �si
amente 
orretos, é possível estabele
ermos diferen-

tes sistemas de 
oordenadas a partir de um mesmo referen
ial. Pensando assim, vamos

utilizar a família de observadores de Rindler, dis
utida na seção anterior, para de�nir

novas 
oordenadas aos eventos [20℄. Nossa abordagem, ao 
ontrário do pro
edimento

anterior, utilizará todos os observadores demo
rati
amente sem privilegiar nenhum

membro da família.

Considere um evento E arbitrário no espaço-tempo. Certamente este evento está

situado sobre a linha de universo de algum observador de Rindler Oρ. Como vimos

na seção anterior, Rindler 
onsiderou 
omo 
oordenada temporal do evento o tempo

próprio τ medido pelo observador Oa−1
, ou seja, que parte da posição

1
a
.

Nas novas 
oordenadas, vamos de�nir 
omo 
oordenada temporal do evento E o



tempo próprio medido pelo observador 
uja linha de universo 
ruza o evento E, ou seja,

a nova 
oordenada temporal será o tempo próprio τρ medido pelo observador Oρ. Já


omo 
oordenada espa
ial para o evento, vamos modi�
ar o rótulo ξ (que 
onsiste na

posição ini
ial relativa ao observador Oa−1
), pela 
oordenada ρ, que refere-se à posição

ini
ial, 
om relação ao referen
ial K, do observador de Rindler que 
ruza o evento E.

Assim o evento E será rotulado pelas 
oordenadas (τρ, ρ)[20]. É importante enfatizar

que as novas 
oordenadas são tão válidas quanto as 
oordenadas usuais de Rindler,

pois sua de�nição parte de pro
edimentos �si
amente válidos.

Devemos agora des
obrir 
omo as novas 
oordenadas (τρ, ρ) estão rela
ionadas 
om

as 
oordenadas (t, x). Primeiro, pre
isamos determinar a razão entre τ e τρ, isto é, a

relação entre os ritmos dos relógios dos observadores Oa−1
e Oρ. Ao longo da linha

de universo de um observador de Rindler, ρ mantém-se 
onstante, logo, utilizando a

métri
a (2.30) e as novas 
oordenadas, podemos es
rever:

dτρ = aρdτ (2.31)

Admitindo que os relógios estão ini
ialmente sin
ronizados, então, por integração di-

reta obtemos:

τρ = aρτ (2.32)

Para não 
onfundir a notação, vamos denotar τρ por η. Assim, substituindo a

eq.(2.32) em (2.28) e (2.29), obtemos a lei de transformação de 
oordenadas:

t = ρ sinh
η

ρ
(2.33)

x = ρ cosh
η

ρ
(2.34)

Nestas novas 
oordenadas a métri
a de Minkowski é dada por:

ds2 = −dη2 + 2
η

ρ
dηdρ+

(

1− η2

ρ2

)

dρ2 (2.35)



Analisando a métri
a a
ima, podemos ver que as novas 
oordenadas não estão

de�nidas em todo espaço-tempo, apenas para regiões onde ρ > η. Fora do intervalo

0 < ρ < η, há uma mudança de 
aráter físi
o da 
oordenada ρ, isto é, ela torna-

se uma 
oordenada do tipo tempo. A equação ρ = η delimita o domínio das novas


oordenadas. De a
ordo 
om as equações (2.33) e (2.34), ρ = η 
orresponde a equação

t = x (tanh 1) no referen
ial de Lorentz K (ver �g.2.4 ).

As se
ções de simultaneidade Ση, isto é, o 
onjunto de eventos rotulados 
om a

mesma 
oordenada temporal η, é formado pelo 
onjunto de pontos onde os relógios dos

observadores registram o mesmo tempo próprio. Para 
onhe
ermos o 
omportamento

da se
ção Ση basta tomarmos η = const. e variarmos ρ de 0 à ∞ nas equações (2.33)

e (2.34).

Vamos 
hamar atenção para o fato de que, 
omo visto na �g.(2.4), as seções

espa
iais neste novo referen
ial não são retas.

Figura 2.4: Seções de simultaneidade adaptadas ao novo referen
ial para diferentes valores

do tempo (η = 1, 2 e 3, respe
tivamente). As novas 
oordenadas (η, ρ) são válidas apenas no

lado direito da linha tra
ejada t = x(tanh 1). Nesta região, as seções de simultaneidade são

tipo-espaço.



Podemos enrique
er a dis
ussão introduzindo a segunda dimensão espa
ial [20℄. O

espaço-tempo agora é o espaço-tempo de Minkowski 
om (1+2)-dimensões. O pro
e-

dimento utilizado para de�nir as 
oordenadas é análogo ao pro
edimento anterior.

Ini
ialmente, vamos admitir uma família de observadores a
elerados que desenvol-

vem movimento radial 
om a
eleração própria 
onstante. A a
eleração depende do

inverso de sua posição ini
ial, justamente 
omo os observadores de Rindler. A di-

ferença agora é que os observadores estão uniformemente distribuídos no plano xOy

e experimentam um movimento radial. As linhas de universo dos observadores no

referen
ial de Lorentz K são agora dadas por:

t = ρ sinh

(

η

ρ

)

(2.36)

x = ρ cos (θ) cosh

(

η

ρ

)

(2.37)

y = ρ sin (θ) cosh

(

η

ρ

)

(2.38)

onde ρ e θ dão, em 
oordenadas polares, a posição ini
ial do observador (x (0) , y (0)).

As linhas de universo dos observadores são hipérboles no plano espe
i�
ado por θ =

const. A versão bidimensional anterior é um 
aso parti
ular quando θ = 0.

Considerando a simetria de rotação dos observadores, podemos 
on
luir que as se
-

ções de simultaneidade são superfí
ies de revolução geradas pela rotação das linhas de

simultaneidade obtidas anteriormente, (�g.2.4), em torno do eixo-t. Agora, as se
ções

espa
iais Ση possuem duas dimensões e assim, é possível estudarmos sua estrutura

geométri
a 
omo uma superfí
ie Rimaniana [38℄.

No espaço-tempo de Minkowski tridimensional, a métri
a nas novas 
oordenadas é

dada por:

ds2 = −dη2 + 2
η

ρ
dηdρ+

(

1− η2

ρ2

)

dρ2 + ρ2 cosh2

(

η

ρ

)

dθ2 (2.39)

Cada superfí
ie de simultaneidade é 
ara
terizada por um valor espe
í�
o de η, isto



é, sobre Ση a 
oordenada η mantém-se 
onstante. Assim, a métri
a induzida sobre a

superfí
ie de simultaneidade Ση pode ser obtida de (2.39) tomando dη = 0:

dl2 =

(

1− η2

ρ2

)

dρ2 + ρ2 cosh2

(

η

ρ

)

dθ2 (2.40)

O elemento de linha dl2 
ontém todas as informações das propriedades geométri
as

da se
ção espa
ial Ση. A superfí
ie Ση é do tipo espaço, em outras palavras, ela

têm uma métri
a de�nida positiva, para ρ > η. Os observadores equipados 
om a

métri
a (2.40) podem medir 
omprimentos e ângulos sobre a superfí
ie Ση e também

determinar se existe 
urvatura.

Cal
ulando o es
alar de 
urvatura da seção espa
ial, en
ontramos:

R = −2η3
(η
ρ
cosh(η

ρ
)− sinh(η

ρ
))

ρ5(1− η2

ρ2
)2 cosh(η

ρ
)

(2.41)

Podemos observar imediatamente que R 6= 0 na região de interesse (ρ > η).

Portanto, as se
ções espa
iais possuem 
urvatura não-nula. Em outras palavras as

se
ções espa
iais relativas ao novo referen
ial a
elerado apresentam uma geometria

não-Eu
lidiana. Não é difí
il ver que a 
urvatura tende a zero para valores de ρ su�-


ientemente grandes. Isto já era esperado pois a a
eleração dos observadores tende a

zero assintoti
amente.

Estudando em detalhes o es
alar de 
urvatura, en
ontramos que R é positivo

3

na

região de validade (ρ > η). Isto signi�
a que Ση é uma superfí
ie hiperbóli
a de a
ordo


om o 
ritério de 
lassi�
ação de superfí
ies [38℄.

Há um teorema na geometria diferen
ial, perten
ente a Gauss, que estabele
e uma


onexão entre 
urvatura de superfí
ies e a soma dos ângulos internos de um triângulo

geodési
o de�nido sobre a superfí
ie [38℄. No 
aso da geometria Eu
lidiana, 
omo


onhe
emos, a soma dos ângulos internos de um triângulo 
orresponde a 180

0
, no 
aso

de uma superfí
ie não-Eu
lidiana a soma deve ser diferente, podendo ser maior ou

3
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menor que 180

0
dependendo do sinal do es
alar de 
urvatura. Em nosso 
aso, que

trata de superfí
ies hiperbóli
as, a soma é ser menor.

Sendo assim, os observadores de Rindler podem determinar a existên
ia da 
ur-

vatura das se
ções espa
iais medindo os ângulos internos de um triângulo sobre a

superfí
ie de simultaneidade.

2.6 Coordenadas Usuais de Rindler e o Novo Sistema

de Coordenadas.

Comparando o novo sistema de 
oordenadas e as 
oordenadas de Rindler, pode-

mos notar que a diferença 
ru
ial entre eles está no método utilizado para rotular as


oordenadas temporais e 
omo os observadores de�nem a simultaneidade.

Como vimos no referen
ial de Rindler, se
ções de simultaneidade são representadas

por Στ que 
oin
idem instantaneamente 
om o eixo espa
ial do referen
ial iner
ial

K ′ (τ) , ou seja, a noção de simultaneidade é 
onstruída 
om base no prin
ípio físi
o

da lo
alidade.

Em 
ontraste, no novo sistema de 
oordenadas a se
ção de simultaneidade Ση é


onstruída sem ter 
omo base um pro
edimento físi
o fundamental. Neste sistema, os

eventos são 
onsiderados simultâneos quando apresentam a mesma 
oordenada tem-

poral, sem mais 
onsiderações.

Entretanto, a de�nição do nosso novo sistema de 
oordenadas não deve ser despre-

zada, pois está 
onstruída por meio de um pro
edimento legítimo e 
omo men
ionamos,

é inspirada diretamente pelo método de 
onstrução dos sistemas de 
oordenadas de

Lorentz, tratando os observadores da mesma maneira. Além disso, 
omo vimos a su-

perfí
ie Ση é 
urva. Esta 
ara
terísti
a é 
onsequên
ia dos relógios dos observadores

apresentarem ritmos diferentes, uma vez que eles desenvolvem a
elerações diferentes.

Isto eviden
ia que a 
urvatura da se
ção espa
ial Ση surge de um efeito relativís-

ti
o. Deste modo, as novas 
oordenadas forne
em um referen
ial apropriado para



ilustrar a 
onexão entre geometria não-Eu
lidiana das se
ções espa
iais e referen
iais

não-iner
iais, 
omo sugerido por Einstein [33℄.



Capítulo 3

Alguns Métodos de Construção de

Sistemas de Coordenadas

Existem inúmeras maneiras de se rotular os eventos do espaço-tempo. Para o

desenvolvimento deste trabalho, torna-se vital realizarmos uma revisão da literatura

espe
ializada sobre os prin
ipais métodos de 
onstrução de sistemas de 
oordenadas e

as 
ara
terísti
as intrínse
as de 
ada método [1℄-[31℄.

3.1 Transporte de Fermi-Walker

O primeiro método de 
onstrução que estudaremos 
onsiste em um referen
ial


onstruído a partir de um transporte de Fermi-Walker. Para ini
iarmos nosso estudo,

vamos admitir um observador qualquer des
revendo determinada linha de universo no

espaço-tempo de Minkowski registrado pelo referen
ial iner
ial K. Vamos denotar por

K ′(τ) o referen
ial que é transportando ao longo da linha de universo do observador.

O transporte de Fermi-Walker ofere
e uma maneira de 
onstruir o referen
ialK ′(τ)

obede
endo a alguns pro
edimentos físi
os que devem regular o posi
ionamento e a

orientação de seus eixos [32℄. Cada eixo deverá ser 
onstruído a partir de vetores bases

(e0′ , e1′ , e2′ , e3′) ortonormais em qualquer instante. Juntos estes vetores bases formam

o que 
hamamos de tetrada. Uma tetrada pode ser vista 
omo uma versão in�nitesimal
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de um sistema de 
oordenadas que, neste 
aso, en
ontra-se em movimento e deslo
a-se

junto ao observador. Estes vetores formam a base para as medidas de K ′(τ), pois a

orientação de 
ada vetor da base 
oin
ide 
om 
ada um de seus eixos

1

.

Estando um observador hipotéti
o ini
ialmente em repouso na origem do referen
ial

iner
ial K, ou seja, 
om linha de universo evoluindo de a
ordo 
om a 4-posição xµ =

(t, 0, 0, 0), sua 4-velo
idade estará dire
ionada ao longo do eixo temporal t, pois sua

úni
a 
omponente não nula en
ontra-se neste eixo. Analogamente, para um observador

em repouso na origem do referen
ial K ′(τ), sua 4-velo
idade deverá estar dire
ionada

no sentido do eixo temporal t′ (τ), ou seja, no sentido do vetor base eµ0′ . Sendo o

módulo da 4-velo
idade unitário (eq.(2.4)) e sabendo que a tetrada 
onstituí uma base

ortonormal, o vetor base eµ0′ deve ser idênti
o a 4-velo
idade:

eµ0′ = uµ (3.1)

Como os vetores da tetrada estão 
onstruídos sobre o sistema de 
oordenadas

iner
ial K ′(τ), eles devem estar rela
ionados, em qualquer tempo próprio τ , 
om os

vetores eµ (vetores da base do referen
ial K), através das transformações de Lorentz.

eµ′ (τ) = Λν
µ′ (τ) eν (3.2)

Do mesmo modo, os vetores da base entre dois su
essivos instantes devem também

estar rela
ionados pelas transformações de Lorentz. O fato é que as transformações

de Lorentz, (
omo visto na seção 2.1) além de boosts, também envolvem rotações no

espaço. No entanto, o transporte de Fermi-Walker ex
lui qualquer rotação ordinária

entre os três vetores do tipo espaço da base. Devemos ressaltar que a 4-velo
idade uµ

mesmo possuindo sempre magnitude unitária, deve modi�
ar sua direção no 
aso de

um movimento a
elerado. A a
eleração provo
ará modi�
ações na direção do vetor

1

Devemos ressaltar que o transporte de Fermi-Walker não é o úni
o pro
edimento possível para

transportar uma tetrada ao longo da linha de universo de um observador. Um outro método possível

é o transporte de Frenet-Serret, por exemplo [40℄.



da base do tipo tempo. Desta forma, para que os vetores da tetrada mantenham-se

ortonormais é ne
essário que os vetores espa
iais reorganizem suas direções para 
ada

instante τ , provo
ando uma inevitável rotação.

De a
ordo 
om a Físi
a Clássi
a, a rotação de um vetor pode ser de�nida em termos

do vetor velo
idade ângular

−→ω . Considere na �g.(3.1) o eixo verti
al 
omo o eixo de

simetria da rotação. Sendo

−→v (t) e −→v (t+ dt) as velo
idades do observador em dois

instantes in�nitesimalmente próximos, temos:

−→v (t + dt) = −→v (t) + d−→v (3.3)

v + dv

dv

dq

f

v

w

Figura 3.1: Vetor velo
idade de módulo 
onstante, girando em torno de um eixo.

Sendo d−→v o vetor variação de velo
idade para um determinado intervalo de tempo

dt e dv = |d−→v |, temos que:

dv = vsen (φ) dθ (3.4)



Dividindo ambos os lados da equação a
ima por dt e de�nindo ω = dθ
dt
, logo:

dv

dt
= ωvsenθ (3.5)

O vetor a
eleração está no plano perpendi
ular a velo
idade angular

−→ω e a velo-


idade

−→v . Sendo assim, a eq.(3.5) 
orresponde ao módulo do produto vetorial:

d−→v
dt

= −→ω ×−→v (3.6)

Em termos das 
omponentes podemos rees
rever (3.6) 
omo:

dvi
dt

= −Ωikvk (3.7)

onde Ωjk = −Ωkj = ωiǫijk (ǫijk →pseudo-tensor totalmente anti-simétri
o).

Pela nossa 
onstrução, Ωik (tensor anti-simétri
o), atua 
omo um operador que

rota
iona o vetor velo
idade ao longo de um eixo de simetria de�nido por

−→ω .

Para o espaço-tempo quadrimensional de�niremos a rotação 
omo:

dvµ

dτ
= −Ωµνvν (3.8)


om Ωµν = −Ωνµ.

A propriedade de anti-simetria é essen
ial para garantir que o módulo do vetor não

seja afetado pela rotação. De fato, temos:

d

dτ
(vµv

µ) = 2vµ(
dvµ

dτ
) = −2Ωµνvµvν = 0 (3.9)

pois Ωµν
é anti-simétri
o e vµvν é simétri
o.

O transporte de Fermi-Walker de um vetor vµ pres
reve que, 
omo já men
ionado

anteriormente, o vetor sofra apenas a rotação ne
essária para se ajustar à nova direção

do vetor e0′ . Para obede
er a esta 
ondição, a matriz de rotação deverá ser formada



pela 
ombinação de uµ e aµ , ou seja:

Ωµν = α(aµuν) + β(aνuµ) (3.10)


om α e β 
onstantes. Sendo Ωµν
antisimétri
o, logo:

α = −β.

De (3.8), fazendo vµ = uµ, temos:

aµ ≡ duµ

dτ
= −Ωµνuν = − [α(aµuν) + β(aνuµ)]uν

Assim, devemos ter α = 1 e β = −1, de modo que:

Ωµν = (aµuν)− (aνuµ) (3.11)

Deste modo, seja vµ um vetor qualquer que obede
e à relação:

dvµ

dτ
= (aνuµ − aµuν) vν (3.12)

o que signi�
a que este vetor sofreu um transporte de Fermi-Walker ao longo da li-

nha de universo do observador 
uja 4-velo
idade é uµ [32℄. Construímos então, o

sistema de 
oordenadas asso
iado ao observador a
elerado, realizando o transporte de

Fermi-Walker dos vetores da tetrada (e0′ , e1′ , e2′ , e3′) ao longo da linha de universo do

observador.

3.2 Coordenadas de Fermi-Walker.

Agora que 
onhe
emos 
omo a tetrada é transportada (de a
ordo 
om o transporte

de Femi-Walker) ao longo da linha de universo do observador, podemos de�nir as


oordenadas de Fermi-Walker [6℄.
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Figura 3.2: Representação geométri
a da 
onstrução das 
oordenadas de Fermi-Walker.

Um observador que des
reve linha de universo C, transporta uma tetrada de a
ordo 
om o

transporte de Fermi-Walker.

Vamos admitir o observador per
orrendo o espaço-tempo quadrimensional exami-

nado pelo sistema de 
oordenada iner
ial K. Este referen
ial atribui a um dado evento

E as 
oordenadas x

µ
E . Por sua vez, o mesmo evento é registrado 
om as 
oordenadas

de Fermi-Walker F µ. As 
oordenadas de Fermi-Walker F µ
são atribuídas a partir de

uma geodési
a do tipo espaço que parte do evento e 
ruza a linha de universo do

observador, perpendi
ularmente.

Vamos nomear o evento P sobre a linha de universo do observador 
omo sendo o

ponto de interseção 
om a geodési
a tipo espaço (ver �g.(3.2)). A primeira 
oordenada

de Fermi-Walker (F 0
) 
orresponde ao tempo próprio τ medido pelo observador no

instante em que o
orre o evento P.



Seja nµ
um vetor unitário na direção da geodési
a (
onsequentemente perpendi
ular

a quadrivelo
idade uµ do observador naquele ponto) e σ2
o intervalo entre os eventos P

e E, 
onsequentemente σnµ

orresponde ao vetor que liga estes dois eventos no espaço-

tempo. As 
oordenadas espa
iais (F i
) 
orrespondem, respe
tivamente, às projeções

do vetor σnµ
na direção de 
ada vetor da tetrada eµi 
arregada pelo observador.

F i = σnαeiα = gµνσn
µ (τ) ηijeνj (τ) (3.13)

ηij 
orrespondem as 
omponentes espa
iais da métri
a de Minkowski.

Vamos a seguir realizar algumas apli
ações parti
ulares que podem mostrar-se bas-

tante instrutivas.

3.2.1 Sistema de Coordenadas Lo
al de Um Observador Uni-

formemente A
elerado.

Uma apli
ação de interesse 
onsiste em analisar um observador que exe
uta um

movimento 
om a
eleração 
onstante, de módulo �a� que, 
omo estudamos no 
apítulo

anterior, realiza um movimento hiperbóli
o [32℄. As equações (2.14) e (2.15) 
orres-

pondem as equações de movimento para o observador uniformemente a
elerado no

plano do espaço-tempo. Para este 
aso, observemos o seguinte 
onjunto de vetores :

(e0′)
µ = (cosh aτ, sinh aτ, 0, 0) (3.14)

(e1′)
µ = (sinh aτ, cosh aτ, 0, 0) (3.15)

(e2′)
µ = (0, 0, 1, 0) (3.16)

(e3′)
µ = (0, 0, 0, 1) (3.17)

Podemos veri�
ar que os vetores a
ima 
onstituem uma base (tetrada), que obede
e

a relação (3.12), ou seja, formam uma base de vetores ortonormais, que foi transportada

ao longo da linha de universo do observador, por meio do transporte de Fermi-Walker.



Notemos que o vetor base (e0′)
µ

de�nido a
ima é igual a 4-velo
idade do observador.

Agora que 
onhe
emos a tetrada transportada ao longo da linha de universo do ob-

servador em movimento uniformemente a
elerado, podemos 
onstruir as 
oordenadas

de Fermi-Walker para esta apli
ação.

Seja E um evento a ser registrado 
om as 
oordenadas de Fermi-Walker (F µ). As


oordenadas que rotulam o evento são 
onstruídas a partir de uma geodési
a do tipo

espaço, que passa pelo evento e 
ruza a linha de universo do observador perpendi
u-

larmente no ponto P. Sejam xµE e xµP respe
tivamente, as 
oordenadas do evento E e P

registrados pelo referen
ial iner
ial K. Como trata-se do espaço-tempo de Minkowski,

esta geodési
a 
oin
ide 
om uma reta que 
one
ta os eventos E e P . Assim, podemos

es
rever:

nµ = C (xµE − xµP ) (3.18)

onde C é a 
onstante de normalização, que faz de nµ
um vetor unitário.

A primeira 
oordenada de Fermi-Walker (F 0
) 
orresponde ao tempo próprio τ

medido pelo observador no instante em que o
orre o evento P. Sendo nµ
o vetor

unitário na direção da geodési
a, o mesmo deverá ser naquele instante, perpendi
ular a

4-velo
idade uµ|P . Assim, a 
oordenada temporal τ será obtida resolvendo a equação:

nµuµ|P = gµνn
µeν0′ (τ) = 0 (3.19)

O 
onjunto de vetores unitários nµ
perpendi
ulares à 4-velo
idade uµ|P perten
em

a um mesmo plano, em outras palavras, as superfí
ies de simultaneidade 
onstruídas no

espaço-tempo de Minkowski, através do pro
edimento de Fermi-Walker, serão sempre

planas.

A partir da eq. (3.19), 
onsiderando apenas uma dimensão espa
ial, admitindo gµν


omo os 
oe�
ientes da métri
a de Minkowski, nµ
dado por (3.18) e eν0′ (τ) dados por

(3.14) e (3.15), obtemos:



x0E = [tanh (aτ)]x1E (3.20)

As 
oordenadas espa
iais (F i
) são obtidas a partir da eq. (3.13). Admitimos

σ2

omo o intervalo entre os eventos P e E, 
onsequentemente σnµ


orresponde ao

vetor que liga os dois eventos no espaço-tempo. As 
oordenadas espa
iais, surgem

da projeção do vetor σnµ
na direção de 
ada vetor da tétrada eµi , 
arregada pelo

observador. Considerando o movimento no espaço-tempo (1+1)-dimensões, obtemos:

F 1 = Cσ

[

x1E
cosh (aτ)

− 1

a

]

(3.21)

No entanto, da 
ondição de normalização:

gµνn
µnν = 1 (3.22)

Con
luímos que:

Cσ = 1 (3.23)

Subtituindo (3.23) em (3.21) e isolando x1E , obtemos:

x1E =

(

1

a
+ F 1

)

cosh (aτ) (3.24)

Agora, substituindo (3.24) em (3.20), en
ontramos:

x0E =

(

1

a
+ F 1

)

sinh (aτ) (3.25)

As equações (3.24) e (3.25) 
orrespondem as equações de transformação entre as


oordenadas de Fermi-Walker (F 0 = τ, F 1) e as 
oordenadas iner
iais (x0E , x
1
E), atri-

buídas pelo referen
ial K.

Como já a�rmado anteriormente, a geodési
a do tipo espaço que liga os eventos é

uma reta, pois, estamos 
onsiderando o espaço-tempo plano. Para a situação des
rita,



a projeção do vetor σnµ
na direção do vetor da tétrada eµ1 
arregada pelo observador,

ou seja, a 
oordenada de Fermi F 1

oin
ide 
om a 
oordenada espa
ial ξ atribuída

pelos observadores de Rindler.

Desta forma, o pro
edimento de Fermi-Walker, quando apli
ado a um observador

de a
eleração 
onstante, reproduz as 
oordenadas usuais de Rindler (2.28) e (2.29).

3.2.2 Coordenadas de Fermi para um Observador Movendo-se

em Cír
ulo no Espaço de Minkowski.

Vamos agora admitir um observador 
om velo
idade de magnitude 
onstante no

espaço-tempo de Minkowski, des
revendo no plano espa
ial xOy um 
ír
ulo de raio


onstante �R�, 
entrado na origem de um dado sistema de 
oordenadas K [5, 12℄.

Analisando apenas o movimento espa
ial, as equações de movimento para este

observador serão:

x = R cosωt (3.26)

y = R sinωt (3.27)

z = 0 (3.28)

onde ω é a velo
idade angular. Para este movimento, a velo
idade linear v é tal que:

v = wR.

Estando o observador munido de réguas e relógios ideais, ele poderá 
onstruir em

sua vizinhança um sistema de 
oordenadas. Para este �m, vamos reexpressar suas

equações de movimento em função do tempo próprio τ . De a
ordo 
om a eq.(2.10),

estando os relógios ini
ialmente sin
ronizados, por integração direta, temos que:

t = γτ (3.29)

onde γ = (1− v2)
− 1

2 .



x

Figura 3.3: Representação geométri
a de uma partí
ula exe
utando movimento 
ir
ular e

uniforme no espaço-tempo de Minkowski.

Vamos 
onsiderar que a base do sistema de 
oordenadas 
onstituído pelo observador

a
elerado, ou seja, os quadrivetores ortonormais eµ(σ′), que juntos formam a tetrada, são


arregados ao longo da sua linha de universo do observador, por meio do transporte

de Fermi-Walker.

Cal
ulando a 4-velo
idade uµ e a 4-a
eleração aµ, para este movimento, em função

do tempo próprio, en
ontramos respe
tivamente:

uµ = γ [1,−Rω sin(ωγτ), Rω cos(ωγτ), 0] (3.30)

aµ = −Rγ2ω2 [0, cos(ωγτ), sin(ωγτ), 0] (3.31)

Pelo transporte de Fermi-Walker, em qualquer instante sobre a linha de universo

do observador, os vetores da base (tétrada) transportada satisfazem à relação:

gµνe
µ
(α)e

ν
(β) = ηαβ (3.32)

Seja P0 um determinado ponto sobre a linha de universo da partí
ula (ou obser-

vador) 
ara
terizado por τ = 0. De a
ordo 
om a eq.(3.1) para a tetrada, neste ponto



P0, temos:

eµ0 (τ = 0) = γ(1, 0, v, 0) (3.33)

Determinando o vetor da base do tipo tempo em P0, podemos agora 
om um 
erto

grau de liberdade, de�nir os vetores da base relativos aos eixos espa
iais. Um possível


onjunto de vetores que obede
em à relação (3.32) é:

eµ1 = (0, 1, 0, 0) (3.34)

eµ2 = (vγ, 0, γ, 0) (3.35)

eµ3 = (0, 0, 0, 1) (3.36)

As equações (3.33)-(3.36) representam as 
omponentes dos vetores da tétrada no

ponto P0. Consideremos agora, um ponto P arbitrário sobre a linha de universo do

observador. Pre
isamos en
ontrar a tetrada que foi transportada de P0 a P, através do

transporte de Fermi-Walker, ou seja, uma tetrada que obedeça à relação (3.12). Como

sabemos, o vetor eµ0′ deverá 
oin
idir 
om a 4-velo
idade uµ. Já os demais vetores

da base, podem ser 
al
ulados resolvendo a eq.(3.12) e impondo a 
ondição ini
ial de

ortogonalidade. Notemos que os vetores abaixo satisfazem às seguintes 
ondições.

eµ0′ = [γ,−γv sin (ωγτ) , γv cos (ωγτ) , 0] (3.37)

eµ1′=[γv sin (γ2ωτ),−γ cos (γωτ) cos (γ2ωτ) + γ sin (ωγτ) sin (γ2ωτ), (3.38)

cos (γ2ωτ) sin (γωτ)− γ cos (γωτ) sin (γ2ωτ), 0]

eµ2′=[γv cos (γ2ωτ),−γ cos (γ2ωτ) sin (γωτ)+ cos (ωγτ) sin (γ2ωτ), (3.39)

γ cos (γωτ) cos (γ2ωτ)+ sin (γωτ) sin (γ2ωτ), 0]

eµ3′ = [0, 0, 0, 1] (3.40)



Veri�
ando que esses vetores satisfazem à eq.(3.12), podemos assegurar que os mesmos

foram transportados de P0 à P, através do transporte de Fermi-Walker.

Agora que 
onhe
emos a tetrada transportada ao longo da linha de universo do

observador em movimento 
ir
ular, podemos de�nir regras para atribuir 
oordenadas

aos eventos o
orridos no espaço-tempo [1, 5, 12℄.

Dado um evento E arbitrário, o
orrido no espaço-tempo, as 
oordenadas de Fermi

(F µ) que rotulam este evento são, 
omo vimos, atribuídas a partir da geodési
a do

tipo espaço que passa pelo evento e 
ruza a linha de universo do observador perpen-

di
ularmente. Chamemos de P este ponto de interse
ção. Agora, sejam x

µ
E e x

µ
P ,

respe
tivamente as 
oordenadas do evento E e P registrados pelo referen
ial iner
ial

K. Como já sabemos, a 4-velo
idade uµ é um 4-vetor tangente à linha de universo do

observador. Por sua vez, um vetor unitário nµ
na direção da geodési
a que liga os

eventos P e E deve ser normal à linha de universo do observador e 
onsequentemente

perpendi
ular à sua 4-velo
idade, obede
endo à eq.(3.19).

A solução da eq.(3.19) nos revelará o instante τ, em que a 4-velo
idade do obser-

vador é perpendi
ular à geodési
a que liga os pontos P e E. A primeira 
oordenada de

Fermi (F 0) 
orresponderá ao tempo próprio τ medido pelo observador, ou seja:

F 0 = τ (3.41)

Como já men
ionamos, a situação em estudo trata do espaço-tempo de Minkowski,

e por isso, a geodési
a é uma linha reta que 
one
ta os eventos E e P. Assim, o vetor

unitário nµ
pode ser determinado por (3.18).

Desenvolvendo a eq.(3.19) e usando (3.18) e (3.37), en
ontramos após isolar x0P ; o

seguinte resultado:

x0P = t = γτ = x0E + v
[(

x1E − x1P
)

sin (γωτ)−
(

x2E − x2P
)

cos (γωτ)
]

(3.42)


om x1P = R cos (ωγτ) e x2P = R sin (ωγτ) .



Resolvendo a eq.(3.42) para τ , en
ontramos a 
oordenada temporal do evento E,

no sistema de 
oordenadas de Fermi-Walker. A
onte
e que, a resolução exata não

é simples. No entanto, para limites de baixas velo
idades, podemos estudá-la pelo

método das aproximações.

Primeiro notemos que quando (v −→ 0), a eq.(3.42) pode ser aproximada a:

x0P = x0E = t = τ (3.43)

Ou seja, na aproximação de primeira ordem, a 
oordenada temporal de Fermi (τ) para

o evento E, 
oin
ide 
om o tempo 
oordenado t do referen
ial K (ver �g.(3.4)).

t
E

x0

E

t
Geodésica que conecta

os eventos P e E

xLinha de universo  de

observador em repouso

x0

P

P

Figura 3.4: Coordenada temporal de Fermi para um observador em repouso no espaço-

tempo de Minkowski . A reta verti
al representa a linha de universo do observador, já a reta

horizontal representa a geodési
a que 
one
ta os eventos P e E.

Podemos prosseguir expandindo a eq.(3.42), em série de Taylor, obtendo, 
omo

resposta para termos até segunda ordem, a seguinte expressão:

F 0 = x0E +
[

x1E sin(x0Eω)− x2E cos(x0Eω)
]

v − 1

2
x0Ev

2
(3.44)

A equação a
ima 
orresponde a 
oordenada temporal de Fermi para o evento E.

Resta-nos agora, determinar as 
oordenadas espa
iais (F (i)
). Sendo σ2

o intervalo

entre os eventos P e E, 
onsequentemente σnµ

orresponde ao vetor que liga os dois



eventos no espaço-tempo. Vamos então, projetar este vetor na direção de 
ada vetor da

tetrada 
arregada pelo observador. As 
oordenadas espa
iais de Fermi 
orresponderão

respe
tivamente as projeções en
ontradas. Assim, temos:

F i = σnαeiα = gµνσn
µ (τ) ηijeνj (τ) (3.45)

Desenvolvendo a eq.(3.45) para o movimento em estudo e substituído τ pelo valor

da 
oordenada temporal de Fermi obtido em (3.44), obtemos:

F 1 = x1E −R cos
(

x0Eω
)

+
1

4

[

x1E − x1E cos
(

2x0Eω
)

− x2E sin
(

2x0Eω
)]

v2 (3.46)

F 2 = x2E −R sin
(

x0Eω
)

+
1

4

[

x2E + x2E cos
(

2x0Eω
)

− x2E sin
(

2x0Eω
)]

v2 (3.47)

F 3 = x3E (3.48)

De maneira inversa, podemos expressar as equações de transformação de 
oordenadas,


omo:

x0E = F 0 +
[

F 2 cos
(

ωF 0
)

− F 1 sin
(

ωF 0
)]

+
1

2
F 0v2 (3.49)

x1E = F 1 +R cos
(

ωF 0
)

+
1

4

[

F 1 − F 1 cos
(

2ωF 0
)

− F 2 sin
(

2ωF 0
)]

v2 (3.50)

x2E = F 2 +R sin
(

ωF 0
)

+
1

4

[

F 2 − F 2 cos
(

2ωF 0
)

− F 1 sin
(

2ωF 0
)]

v2 (3.51)

x2E = F 3
(3.52)

Estas equações 
orrespondem às 
oordenadas espa
iais de Fermi medidas pelo obser-

vador que exe
uta o movimento 
ir
ular. Neste sistema de 
oordenadas, a métri
a será

dada por:

ds2 = − (1 + λ)2
(

dF 0
)2

+
(

dF 1
)2

+
(

dF 2
)2

+
(

dF 3
)2

(3.53)

onde λ = − 1
R
[F 1 cos (ωF 0) + F 2 sin (ωF 0)] v2



3.3 Coordenadas de Radar.

Um outro método 
onhe
ido para rotular eventos no espaço-tempo 
onsiste nas


oordenadas de Märzke-Wheeler, 
omumente 
onhe
idas 
omo 
oordenadas de Radar.

Este método 
onsiste em uma extensão da 
onvenção de sin
ronização de Einstein.

De a
ordo 
om Einstein, uma forma de sin
ronização 
onsiste em equipar um dos

observadores 
om um equipamento que emita luz. Por exemplo, o observador A equi-

pado 
om uma lanterna, que é a
ionada no instante t em direção ao observador B. Ao

re
eber o feixe luminoso, B a
ertará seu relógio para o instante t + L
c
, pois B deverá

levar em 
onta o avanço do relógio de A durante a propagação do sinal.

Para 
onstruirmos a 
oordenadas de Radar [12℄-[15℄, imaginemos um observador

arbitrário que per
orre o espaço-tempo 
onstruindo determinada linha de universo,

que denotaremos por P (τ) . Seja E um evento qualquer o
orrido no espaço-tempo.

As 
oordenadas Radar que lo
alizam este evento são atribuídas da seguinte forma: ao

longo de toda sua linha de universo, o observador emite pulsos luminosos. O evento

E re
ebe determinado pulso luminoso e instantaneamente o emite de volta em direção

ao observador.

Sejam τ1 e τ2 os instantes de emissão e re
epção dos sinais pelo observador (ver

�g.(3.5)), 
onven
ionalmente rotulamos 
omo 
oordenada temporal e distân
ia espa
ial

do evento E respe
tivamente:

τ =
1

2
(τ1 + τ2) (3.54)

σ =
1

2
(τ2 − τ1) (3.55)

Podemos a
res
entar mais duas 
oordenadas angulares que espe
i�
am a direção

de E 
om respeito a P (τ). O pulso luminoso emitido pelo observador na posição

P (τ1) delimita a região de eventos que podem ser in�uen
iadas por P (τ1). Analoga-

mente o pulso reenviado pelo evento E e que é re
ebido pelo observador na posição

P (τ2) delimita o que 
hamamos de passado 
ausal para o evento P (τ2). O evento E



E

( )tP 2

( )tP

( )tP 1

Figura 3.5: Pro
edimento geral para determinação das 
oordenadas de Märzke-Wheeler ou


oordenadas Radar.

en
ontra-se no ponto de interseção dos 
ones que delimitam o passado e o futuro 
ausal

de P (τ2) e P (τ1), respe
tivamente. De a
ordo as 
oordenadas Radar, todos os even-

tos nesta interse
ção re
ebem a mesma 
oordenada temporal e portanto, devem ser


onsiderados simultâneos ao evento P (τ). Devemos enfatizar que este pro
edimento

torna-se natural se analisado do ponto de vista do observador que emite e re
ebe o

sinal luminoso, pois, 
omo sabemos, a luz apresenta a mesma velo
idade independente

do referen
ial, de modo que ele registrará o mesmo intervalo de tempo para a luz ir e

retornar, sendo para ele normal 
onsiderar a 
oordenada temporal a média aritméti
a

entre o tempo de emissão e re
epção do sinal. Já a 
oordenada espa
ial 
orresponde,

do seu ponto de vista, a metade da distân
ia per
orrida pela luz para ir ao evento e

retornar ao observador.

É de nosso interesse determinar as superfí
ies de simultaneidade Στ geradas a partir

deste pro
edimento. Para que Στ expresse os eventos que o
orrem simultaneamente,

é fundamental que esta superfí
ie seja do tipo espaço

2

.

2

Dado dois eventos o
orridos sobre uma superfí
ie do tipo espaço não é possível �si
amente que



Para provarmos que este método garante superfí
ies de simultaneidade do tipo

espaço [30℄, 
onsidere a �g.(3.6). Suponhamos que o observador em estudo emite

E

( + )t dtP 2

( )tP

( )tP 1

2

E’

( + )t dtP 1 1

r m
1

r’ m
1

r m
2

r’ m
2

dxm

dt u
m

2

dt u
m

1

2

Figura 3.6: Pro
edimento de Märzk-Wheeler. As superfí
ies de simultaneidade são tipo-

espaço.

em intervalos de tempo in�nitesimalmente próximos (P (τ1) e P (τ1 + δτ1)) dois pulsos

luminosos que são, respe
tivamente, re
ebidos e imediatamente emitidos na posição dos

eventos E e E ′
, retornando ao observador nas posições P (τ2) e P (τ2+ δτ2). Os vetores

r µ
1 , r

′ µ
1 , r µ

2 e r′ µ2 representam deslo
amentos do pulso luminoso, 
onsequentemente são

vetores nulos (ou do tipo luz). Da �g.(3.6) podemos observar que:

r′ µ2 = r µ
2 + δxµ − δτ2u

µ

Cal
ulando o módulo quadrado para os vetores a
ima, e desprezando os termos de

segunda ordem, temos:

∣

∣r′ µ2
∣

∣

2
= |r µ

2 + δxµ − δτ2u
µ|2 = 0

2r µ
2 (δxµ − δτ2uµ) = 0 (3.56)

eles mantenham 
onexão 
ausal.



lembrando que rµrµ = 0. No entanto, a equação a
ima pode ser rees
rita 
omo:

rν2δxν = δτ2r
ν
2uν (3.57)

Dividindo (3.57) por δxµ, obtemos no limite de δ in�nitesimalmente pequeno:

∂τ2
∂xµ

=
r2µ

r µ
2 uν (τ2)

(3.58)

Analogamente, para r′ µ1 , temos: r′ µ1 = r µ
1 + δxµ − δτ1u

µ. Consequentemente;

∂τ1
∂xµ

=
r1µ

r µ
1 uν (τ1)

(3.59)

Pela nossa 
onstrução,

∂τ
∂xµ 
onsiste em um vetor normal à superfí
ie de simulta-

neidade. Da eq.(3.54) podemos es
rever:

∂τ

∂xµ
=

1

2

(

∂τ1
∂xµ

+
∂τ2
∂xµ

)

=
1

2

(

r1µ
r µ
1 uν (τ1)

+
r2µ

r µ
2 uν (τ2)

)

(3.60)

Portanto:

∣

∣

∣

∣

∂τ

∂xµ

∣

∣

∣

∣

2

=
r µ
1 r2µ

(r ν
1 uν (τ1)) (r

ν
2 uν (τ2))

(3.61)

Observando a �g.(3.6), podemos per
eber que o vetor Aµ = (r µ
1 − r µ

2 ), ou seja, o

vetor que 
one
ta os eventos P (τ1) e P (τ2) deve ser do tipo-tempo, já que estes eventos

estão 
one
tados 
ausalmente. Deste modo, pela nossa 
onstrução:

AµAµ < 0

Sendo r µ
1 e r µ

2 vetores nulos, da equação a
ima tiramos que:

r µ
1 r2µ > 0 (3.62)

Como sabemos uν 
onsiste em um 4-vetor, tal que uµuµ = −1. Vamos es
olher um

sistema de 
oordenadas 
o-móvel ao observador, no instante τ1, de modo que: u0
′

= −1



e u1
′

= u2
′

= u3
′

= 0. Sendo assim, para o espaço-tempo de Minkowski, temos:

r µ′

1 uµ′ (τ1) = −r 0′

1 u0′ = r 0′

1

Como o vetor r µ′

1 aponta na direção futura do 
one de luz, pela nossa 
onvenção

podemos assegurar que r 0′

1 > 0. Sendo o produto interno entre vetores uma quantidade

invariante, podemos 
on
luir que:

r µ
1 uµ (τ1) > 0 (3.63)

em qualquer referen
ial.

Analogamente, es
olhendo um sistema de 
oordenadas 
o-móvel ao observador no

instante τ2, e observando que o vetor r
µ′

2 aponta na direção negativa do eixo temporal,

podemos assegurar que r 0′

2 < 0, de modo que:

r µ′

2 uµ′ (τ2) = r 0′

2 < 0 (3.64)

Analisando as eqs.(3.62)-(3.64), podemos fa
ilmente observar que o módulo do

vetor normal a uma dada superfí
ie de simultaneidade representado na eq. (3.61) é

sempre negativo, ou seja, do tipo tempo. Este 
ritério nos garante que a superfí
ie é

do tipo espaço.

A 
onstrução de sistemas de 
oordenadas no espaço-tempo de Minkowski, a partir

do método de Fermi-Walker, 
omo vimos, resulta em superfí
ies (ou hipersuperfí
ies)

de simultaneidades planas (ou hiperplanos), já que a geodési
a do tipo espaço utilizada

nesse pro
edimento, para registrar as 
oordenadas, são retas no espaço-tempo plano.

Entretanto, o sistema de 
oordenadas de Radar produz superfí
ies de simulta-

neidade 
uja geometria depende do tipo de movimento do observador. Deste modo,

suas superfí
ies de simultaneidade podem apresentar 
urvatura, mesmo tratando-se do

espaço-tempo plano. É o 
aso das 
oordenadas de Radar apli
adas a um observador

em movimento 
ir
ular e uniforme, 
omo veremos a seguir em uma das apli
ações.



3.3.1 Coordenadas de Radar Apli
ada a um Observador Iner-


ial

Consideremos outra vez nosso sistema de 
oordenadas K, que registra o movi-

mento de um observador também iner
ial no espaço-tempo de Minkowski em (1+1)-

dimensões. Este observador 
arrega 
onsigo uma lanterna e emite 
ontinuamente feixes

luminosos. Seja E = (tE , xE) um evento arbitrário o qual queremos determinar seu

rótulo de a
ordo 
om as 
oordenadas de Radar [12, 30℄.

Sendo v a velo
idade do observador, suas 
oordenadas, vistas pelo referen
ial K,

obede
em à equação:

x = vt (3.65)

No entanto, 
omo vimos no 
apítulo 2, podemos es
rever as 
oordenadas x e t em

termos do tempo próprio τ. Estando os eventos P (τ1) e P (τ2) sobre a linha de universo

do observador iner
ial, as 
oordenadas x(τ) e t(τ) destes eventos serão dadas por:

P (τ1) =











t1 (τ1) =
τ1√
1−v2

x1 (τ1) =
vτ1√
1−v2

P (τ2) =











t2 (τ2) =
τ2√
1−v2

x2 (τ2) =
vτ2√
1−v2

onde 
=1

Os eventos P (τ1) e E estão 
one
tados por uma reta de 45

◦
de in
linação, que


orresponde a linha de universo do pulso luminoso, 
onsequentemente

tE − t1 (τ1) = xE − x1 (τ1) (3.66)

Analogamente, para os eventos P (τ2) e E, temos:

t2 (τ2)− tE = − [x2 (τ2)− xE ] (3.67)

Substituindo as 
oordenadas dos eventos P (τ1) e P (τ2) nas equações a
ima, obte-

mos 
omo tempo de emissão e re
epção dos pulsos luminosos, respe
tivamente:

τ1 = (tE − xE)
1 + v√
1− v2

(3.68)



τ2 = (tE + xE)
1− v√
1− v2

(3.69)

De a
ordo 
om as eq.(3.54) e (3.55), as 
oordenadas do evento E serão:

τ =
tE − vxE√

1− v2
(3.70)

σ =
xE − vtE√

1− v2
(3.71)

Notemos que as equações a
ima 
oin
idem 
om as equações de transformação de

Lorentz (2.20) e (2.21), o que já devíamos esperar, pois, as 
oordenadas de referen
iais

iner
iais estão rela
ionadas pelas transformações de Lorentz.

3.3.2 Coordenadas de Radar Apli
adas a um Observador de

Rindler

Como já 
onhe
emos, um observador de Rindler é um observador uniformemente

a
elerado 
uja linha de universo des
reve o ar
o de uma hipérbole no diagrama do

espaço-tempo de Minkowski, 
om equações de movimento dadas por (2.14) e (2.15).

Vamos trabalhar de maneira semelhante ao realizado 
om o observador iner
ial. No

sistema K, os eventos P (τ1) e P (τ2) possuem 
oordenadas t(τ) e x(τ), que, de a
ordo


om (2.14) e (2.15), são:

P (τ1) =











t1 (τ1) =
1
a
sinh(aτ1)

x1 (τ1) =
1
a
cosh(aτ1)

P (τ2) =











t2 (τ2) =
1
a
sinh(aτ2)

x2 (τ2) =
1
a
cosh(aτ2)

As 
oordenadas dos eventos P (τ1) e E devem satisfazer à eq.(3.66). Deste modo,

determinamos o tempo próprio no instante de emissão do pulso luminoso que atinge

E:

τ1 = −1

a
ln [(xE − tE) a] (3.72)



Já os eventos P (τ2) e E devem satisfazer à eq.(3.67). Segue que o tempo próprio

do instante de re
epção do pulso luminoso re�etido em E, é:

τ2 =
1

a
ln [(xE + tE) a] (3.73)

De a
ordo 
om as eq.(3.54) e (3.55), as 
oordenadas do evento E para este obser-

vador serão a partir do pro
edimento de 
oordenadas de radar:

τ =
1

2a
ln

[

xE + tE
xE − tE

]

(3.74)

σ =
1

2a
ln
[

a2
(

x2E − t2E
)]

(3.75)

De maneira inversa, temos:

t =
1

a
eaσ sinh (aτ) (3.76)

x =
1

a
eaσ cosh (aτ) (3.77)

As 
oordenadas de Märzke-Wheeler a
ima apresentam grandes semelhanças 
om

as 
oordenadas usuais de Rindler (eqs.(2.28) e (2.29)). Comparando os resultados

obtidos, observamos que

τ = τ (3.78)

Já a 
oordenada espa
ial, obede
e a relação:

σ = ln (1 + aξ) (3.79)

3.3.3 Coordenadas de Radar Apli
ada a um Observador em

Movimento Cir
ular e Uniforme:

Para estudarmos um observador que exe
uta um movimento 
ir
ular e uniforme

(M.C.U) no espaço-tempo de Minkowski, ne
essitamos agora de, no mínimo, (1+2)-



dimensões. Em 
oordenadas polares, as equações de movimento para este observador,

visto pelo referen
ial padrão K = K(t, r, φ), serão:

t = γτ (3.80)

r = R (3.81)

φ = Ωτ (3.82)


om γ = [1− ω2R2]
−1/2

. Nesta notação ω 
orresponde a velo
idade angular vista pelo

referen
ial K, Ω 
orresponde a velo
idade angular própria e R é o raio da trajetória.

Em termos da velo
idade angular própria Ω, podemos es
rever γ 
omo:

γ = [1 + Ω2R2]1/2 (3.83)

Estamos interessados em atribuir 
oordenadas de Radar para os eventos [12, 30℄.

Vamos nos preo
upar ini
ialmente, 
om os eventos o
orridos sobre a superfí
ie de

simultaneidade Στ=0. Com este objetivo, vamos determinar todos os eventos que, sobre

esta superfí
ie, re
ebem o mesmo rótulo espa
ial σ. De a
ordo 
om o pro
edimento

des
rito (eq.(3.54) e (3.55)), os eventos que obede
em a estas espe
i�
ações devem fazer

parte simultaneamente do 
one de luz futuro a P (τ = −σ) e do 
one de luz passado a

P (τ = σ), ou seja, en
ontram-se na interse
ção dos 
ones luminosos. Variando o valor

σ, 
onstruímos a superfí
ie de simultaneidade Στ=0.

Em 
oordenadas 
artesianas, as equações de movimento para o observador serão:

t = [1 + Ω2R2]1/2τ (3.84)

x1 = R cos Ωτ (3.85)

x2 = R sin Ωτ (3.86)

x3 = 0 (3.87)

Sejam S (σ) as 
urvas na superfí
ie de simultaneidade Στ=0 a uma distân
ia σ



Figura 3.7: Interse
ção do 
one de luz futuro a P(σ) 
om o 
one de luz passado a P(-σ)

de�nindo uma elipse

do observador (eq.(3.55)). Estando os eventos P (−σ) e E 
one
tados pelo 
one de

luz (ds2 = 0), 
onsequentemente o módulo da separação espa
ial entre estes eventos

deverá 
oin
idir 
om o módulo da separação temporal, ou seja:

∣

∣xlE − xl [P (−σ)]
∣

∣ = tE − t [P (−σ)] ≡ ∆t (−σ) (3.88)


om l = 1, 2 e

∣

∣xlE − xl [P (−σ)]
∣

∣ =

[

3
∑

i=1

{xiE − xi [P (−σ)]}2
]

1

2

.

Analogamente, para os eventos E e P (σ), temos:

∣

∣xlE − xl [P (σ)]
∣

∣ = −tE + t [P (σ)] ≡ ∆t (σ) (3.89)

Somando (3.88) e (3.89), en
ontramos:

∣

∣xlE − xl [P (−σ)]
∣

∣+
∣

∣xlE − xl [P (σ)]
∣

∣ = t [P (σ)]− t [P (−σ)] = 2
√
1 + Ω2R2σ (3.90)

A eq.(3.90) nos lembra a equação de uma elipse, pois, a soma das distân
ias de



qualquer dos seus pontos aos fo
os, 
orresponde a duas vezes o tamanho do semi-eixo

maior:

E ′P (σ) + E ′P (−σ) = 2A (σ) = const. (3.91)

onde E ′

orresponde à projeção do evento E no plano x1Ox2, sendo A (σ) o semi-eixo

maior da elipse. A partir desta de�nição, podemos fa
ilmente observar, que �xado um

valor σ, a eq.(3.90) des
reve uma elipse, que tem P (σ) e P (−σ) 
omo seus fo
os e 
ujo

semi-eixo maior é:

A (σ) =
√
1 +R2Ω2σ (3.92)

A( )s

C( )s

P( )s

P( )0

B( )s

P( )-s

E’

x1

x

q

2

Figura 3.8: A 
ir
unferên
ia representa o traço da linha de universo do observador projetado

no plano xOy. A elipse é formada pela projeção (no plano x1Ox2) da 
urva S (σ) ,que se

en
ontra na superfí
ie de simultaneidade Στ=0.

Nossa próxima tarefa 
onsiste em lo
alizar os fo
os P (σ) e P (−σ). Como os fo
os

da elipse formada perten
em a linha de universo do observador, podemos determiná-

los a partir das equações horárias (3.85) e (3.86). Fazendo τ = σ e τ = −σ, obtemos



respe
tivamente:

P (σ) ≡











x1 = R cosΩσ

x2 = R sinΩσ
(3.93)

P (−σ) ≡











x1 = R cosΩσ

x2 = −R sinΩσ
(3.94)

A partir das eqs.(3.93) e (3.94), e sabendo que o eixo maior da elipse 
orta os fo
os

P (σ) e P (−σ), 
on
luímos que este eixo é paralelo ao eixo espa
ial x

2
do referen
ial

K. (ver �g.(3.8)).

O 
entro da elipse é equidistante dos fo
os e será, então, dada por (x = R cos (Ωσ) , y = 0) .

De�nimos θ 
omo o ângulo formado entre o eixo horizontal e um segmento de reta

traçado do evento E ′
ao 
entro da elipse. Assim, podemos parametrizar os pontos da

elipse, 
omo:

x = B (σ) cos θ +R cos Ωσ (3.95)

y = A (σ) sinθ (3.96)

onde B (σ) é o semi-eixo menor.

De�nindo C (σ) 
omo a metade da distân
ia entre os fo
os, ou seja, o módulo da

distân
ia do 
entro da elipse a um dos fo
os, temos:

C (σ) = RsinΩσ (3.97)

Da 
onstrução da elipse, sabemos que:

B (σ) =
√

A2 (σ)− C2 (σ) =
√

(1 +R2Ω2) σ2 − R2 sin2Ωσ (3.98)

Podemos usar σ e θ 
omo as novas 
oordenadas espa
iais, adaptadas ao observador,

que identi�
a os eventos sobre a superfí
ie de simultaneidade Στ=0. A 
oordenada σ




orresponde a distân
ia do ponto ao observador e θ dá a direção. Pensando desta

forma, as equações (3.95) e (3.96) podem ser entendidas 
omo a lei de transformação

entre as 
oordenadas espa
iais (σ, θ) e as 
oordenadas (x, y) do sistema iner
ial K.

Resta-nos estudarmos a 
oordenada temporal.

Isolando tE nas equações (3.88) e (3.89), en
ontramos respe
tivamente que:

tE = t [P (−σ)] + ∆t (−σ) (3.99)

tE = t [P (σ)]−∆t (σ) (3.100)

Cal
ulando a 
oordenada temporal para os fo
os (P (τ = σ) e P (τ = −σ)), a partir

da equação de movimento (3.84), en
ontramos:

t [P (σ)] = −t [P (−σ)] = [1 + Ω2R2]1/2σ (3.101)

Somando (3.99) e (3.100) e substituindo a primeira igualdade da equação (3.101),

obtemos:

tE =
1

2
[∆t (−σ)−∆t (σ)] (3.102)

Agora, es
revendo ∆t (−σ) e ∆t (σ) em termos das 
oordenadas espa
iais, 
omo se

en
ontra nas eq.(3.88) e (3.89), podemos es
rever:

∆t (σ) =
∣

∣xlE − xl [P (σ)]
∣

∣

(3.103)

∆t (−σ) =
∣

∣xlE − xl [P (−σ)]
∣

∣

(3.104)

Substituindo (3.103) e (3.104) em (3.102), en
ontramos:

tE =
1

2

∣

∣xlE − xl [P (−σ)]
∣

∣− 1

2

∣

∣xlE − xl [P (σ)]
∣

∣

(3.105)

Desenvolvendo a equação a
ima e substituíndo os respe
tivos valores das 
oordenadas

espa
iais, obtemos:



tE = C (σ) sin θ (3.106)

As equações (3.95), (3.96) e (3.106) são as equações paramétri
as da superfí
ie

Στ=0, que pode ser visualizada na �g.(3.9).

Para en
ontrarmos a transformação de 
oordenadas 
ompleta, isto é, válida para

qualquer instante τ , podemos apli
ar o seguinte ra
io
ínio. Devido a simetria do mo-

vimento de rotação, podemos deduzir o 
omportamento das se
ções de simultaneidade

em um instante arbitrário τ . No instante τ , de a
ordo 
om a equação horária, o obser-

vador se en
ontra no ponto

[

(1 + Ω2R2)
1

2 τ, R cos (Ωτ) , R sin (Ωτ) , 0
]

. Portanto, 
om

relação à sua posição no instante τ = 0, houve uma translação na direção do eixo t

da quantidade (1 + Ω2R2)
1

2 τ e uma rotação em torno do eixo z pelo ângulo Ωτ. Apli-


ando esta transformação a 
ada ponto da superfí
ie Στ=0, en
ontramos a superfí
ie de

simultaneidade Στ . Segue então, que a 
ompleta transformação entre as 
oordenadas

Figura 3.9: Representação geométri
a da superfí
ie de simultaneidade Στ=0.

do referen
ial iner
ial K e as 
oordenadas de Radar será:

t = C (σ) sin θ +
√
1 +R2Ω2τ (3.107)













x

y

z













=













cos Ωτ − sinΩτ 0

sinΩτ cosΩτ 0

0 0 1













.













B (σ) cos θ +R cosΩτ

A (σ) sin θ

0













(3.108)



3.4 Coordenadas de Emissão.

Um sistema de 
oordenadas de grande destaque nos últimos anos 
onsiste nas


oordenadas de emissão [22℄-[28℄. Estas 
oordenadas são 
onstruídas a partir de um

sistema de posi
ionamento relativísti
o, semelhante ao sistema de posi
ionamento glo-

bal (GPS

3

).

O GPS permite a um usuário situado na superfí
ie da Terra ou em suas proximi-

dades, dispor, a qualquer instante, de pelo menos quatro satélites, a partir dos quais

pode se lo
alizar 
om 
onsiderável pre
isão. A lo
alização é feita a partir da distân-


ia per
orrida pelo sinal eletromagnéti
o, entre o usuário e os satélites, levando-se em


onta efeitos relativísti
os devido a não sin
ronização entre os relógios. Conhe
endo

previamente as 
oordenadas dos satélites em um sistema de 
oordenadas apropriado,

podemos en
ontrar as 
oordenadas do usuário neste mesmo sistema e a lo
alização se

reduz a solução de um sistema de equações, 
omo veremos mais adiante.

As 
oordenadas de emissão, 
omo expli
ado 
om detalhes na Ref.[26℄, no espaço-

tempo (1+3)-dimensões, são igualmente 
onstruídas a partir de quatro emissores

4

que se movem 
om linhas de universo arbitrárias no espaço-tempo, 
arregando indi-

vidualmente relógios ideais. Cada emissor envia 
ontinuamente sinais luminosos que

difundem ao longo das geodési
as nulas o tempo próprio τµ do emissor, no instante

da emissão. Todos os eventos o
orridos sobre a linha de universo do sinal luminoso

devem ser registrados 
om a mesma 
oordenada τµ.

Como trata-se de quatro emissores que enviam 
ontinuamente sinais luminosos,

um ponto P do espaço-tempo, deverá ser 
ortado por quatro geodési
as nulas e 
on-

sequentemente rotulado 
om quatro números (τ1, τ2, τ3, τ4), que 
orrespondem res-

pe
tivamente, aos tempos próprios dos emissores no instante da emissão. Os quatro

números (τ1, τ2, τ3, τ4) 
orrespondem as 
oordenadas de emissão para o evento P.

No 
aso do espaço-tempo (1+1)-dimensões, as 
oordenadas de emissão são 
ons-

3

Global Positioning System

4

Na práti
a, os emissores podem ser entendidos 
omo satélites distribuídos ao redor da Terra e o

usuário 
omo um indivíduo a ser lo
alizada sobre a superfí
ie da Terra.



truídas utilizando apenas dois emissores, 
ujas linhas de universo denotaremos por γ1

e γ2. Estes observadores difundem no espaço-tempo, através de sinais luminosos, seus

respe
tivos tempos próprios τ1 e τ2, que são usados 
omo 
oordenadas para lo
alizar

a posição do usuário.

Seja E1 o instante de emissão da 
oordenada τ1, pelo emissor γ1. O emissor γ2

atribui ao evento E1 a 
oordenada τ 2 (ver �g.(3.11)). O sinal luminoso emitido pelo

observador γ1 difunde os valores τ1 e τ 2. Analogamente, sendo E2 o instante de emis-

são da 
oordenada τ2 pelo observador γ2, o observador γ1 atribuirá ao evento E2 a


oordenada τ 1. O sinal luminoso emitido pelo observador γ2 difunde os valores τ2 e τ 1.

Assim, para 
ada valor de τ1 temos um respe
tivo τ 2 (ϕ (τ1) = τ 2) e do mesmo

modo, 
ada valor de τ2 temos um respe
tivo τ 1 (ϕ (τ2) = τ 1). Com estas informações,

podemos re
uperar as equações das trajetórias dos emissores em termos das 
oorde-

nadas de emissão.

Do mesmo modo 
omo os outros sistemas de 
oordenadas que apresentamos, as


oordenadas de emissão não 
obrem todo o espaço-tempo [22, 23℄. Como apresentamos

a
ima, as 
oordenadas de emissão são atribuídas a partir da interseção de geodési
as

nulas. Consideremos o 
aso parti
ular de dois observadores no espaço-tempo plano de

(1+1)-dimensões. Analisando a �g.(3.10), podemos veri�
ar que, na região do espaço-

tempo entre as linha de universo dos emissores, os eventos podem ser distinguidos

pelas 
oordenadas (τ1,τ2). Entretanto, para as demais regiões, os sinais luminosos

per
orrem trajetórias que podem 
oin
idir 
om a trajetória de um outro sinal, havendo

ambiguidade na atribuição de 
oordenadas. Assim, a validade dessas 
oordenadas está

restrita a um domínio lo
al Ω ,que 
orresponde a região entre as linhas de universo

dos emissores.
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a
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Figura 3.10: (a)Linha de universo dos emissores e dos sinais luminosos que propagam os

respe
tivos tempos próprios. (b) O domínio de validade das 
oordenadas restringe-se à região

entre os observadores.

3.4.1 Coordenadas de Emissão para Observadores Iner
iais no

Espaço-Tempo de Minkowski.

Uma das situações mais simples para 
onstruímos 
oordenadas de emissão 
on-

siste em trabalharmos 
om emissores iner
iais no espaço-tempo plano [22, 27℄. Vamos

admitir dois emissores iner
iais, de linhas de universo γ1 e γ2, que se movimentam

no espaço-tempo de (1+1)-dimensões, 
om velo
idades 
onstantes v1 e v2, respe
tiva-

mente.

Num determinado ponto E1 =(t1, x1) sobre a linha de universo γ1, visto pelo refe-

ren
ialK, o primeiro emissor envia um sinal luminoso, que propaga seu tempo próprio.

Este sinal 
ruza o evento P e o mar
a 
om a 
oordenada τ1 (ver.�g.(3.11)). Analoga-

mente, no ponto E2 =(t2, x2), sobre a linha de universo γ2, o observador iner
ial emite

um sinal luminoso, que propaga seu tempo próprio e 
ruza o evento P, e o registra


om a 
oordenada τ2. Desta maneira, o evento P de 
oordenadas (t, x) no referen
ial

K é registrado, em 
oordenadas de emissão, 
om o rótulo (τ1, τ2).

As linhas de universo dos emissores são des
ritas no referen
ial K pelas seguintes

equações:

γ1 ≡











t1 = t

x1 = v1t+ c1

(3.109)
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Figura 3.11: Dois observadores iner
iais no espaço-tempo plano emitem respe
tivamente

nos pontos E1 e E2 sinais luminosos que progagam seus tempos próprios e registram o evento

P 
om 
oordenadas (τ1, τ2). Os eventos E1 e E2 
orrespondem aos pontos de emissão dos

sinais luminosos que 
ruzam a linha de universo do observador oposto respe
tivamente em

E2 e E1.

γ2 ≡











t2 = t

x2 = v2t+ c2

(3.110)

Nestas 
oordenadas, c1 e c2 são 
onstantes que de�nem as posições espa
iais dos

emissores em t = 0. Podemos rela
ionar os tempos próprios dos emissores 
om o

tempo (t), medido pelo referen
ial iner
ial K. Através da eq.(2.10), temos:

t =
τ1

√

1− (v1)
2

(3.111)

t =
τ2

√

1− (v2)
2

(3.112)

Estamos utilizando a 
ondição de que no instante t = 0, os relógios dos observadores

registram τ1 = τ2 = 0. Podemos, então, es
rever as equações de movimento (3.109) e



(3.110) dos observadores em termos dos tempos τ1 e τ2 :

γ1 ≡











t1 =
τ1√

1−(v1)
2

x1 =
v1τ1√
1−(v1)

2
+ c1

(3.113)

γ2 ≡











t2 =
τ2√

1−(v2)
2

x2 =
v2τ2√
1−(v2)

2
+ c2

(3.114)

De a
ordo 
om a 
onstrução das 
oordenadas de emissão em (1+1)-dimensões, os

eventos E1 =(t1, x1) e P (t, x) estão 
one
tados por uma reta que �si
amente representa

a linha de universo do pulso luminoso, e portanto de equação:

x− x1 = t− t1 (3.115)

Substituindo (3.113) na equação a
ima, obtemos:

x− t = − τ1
λ1

+ c1 (3.116)

onde λ1 =
[

1+v1
1−v1

]
1

2

.

Do mesmo modo, os eventos E2 =(t2, x2) e P (t, x) também devem estar 
one
tados

por uma reta, mas agora de�nida por:

x− x2 = − (t− t2) (3.117)

Substituíndo (3.114) na equação a
ima, obtemos:

x+ t = λ2τ2 + c2 (3.118)

onde λ2 =
[

1+v2
1−v2

]
1

2

.

A partir de (3.116) e (3.118), obtemos a lei de transformação entre as 
oordenadas



do referen
ial K e as 
oordenadas de emissão:

x =
1

2

[

− τ1
λ1

+ λ2τ2 + c3

]

(3.119)

t =
1

2

[

τ1
λ1

+ λ2τ2 + c4

]

(3.120)

onde c3 = c1 + c2 e c4 = c2 − c1.

Neste sistema de 
oordenadas a métri
a bidimensional é dada por:

ds2 = −λ2
λ1
dτ1dτ2 (3.121)

Podemos também expressar a linha de universo dos emissores γ1 e γ2 nas 
oordena-

das de emissão. Este pro
esso é análogo ao utilizado para a determinação da equação

de transformação de 
oordenadas. Sendo τ 1 o tempo próprio registrado pelo emissor

γ1, no instante de emissão do sinal luminoso em E1

(

t1, x1
)

. O sinal atinge a linha

de universo do observador γ2 no ponto E2 (t2, x2), ou seja, no instante τ2 para este

observador. Os eventos E1 e E2 estão 
one
tados pela reta:

x2 − x1 = t2 − t1 (3.122)

Substituindo as equações de movimento (3.113) e (3.114) para os referidos tempos

próprios, obtemos, para a reta a
ima, a equação:

τ 1 =
λ1
λ2
τ2 + τ01 (3.123)

onde τ01 = λ1 (c1 − c2).

Do mesmo modo, sendo τ 2 o tempo próprio registrado pelo observador γ2 no ins-

tante de emissão do sinal luminoso em E2

(

t2, x2
)

. O sinal atinge a linha de universo



do observador γ1 no ponto E1 (t1, x1). Os eventos E2 e E1 estão 
one
tados pela reta:

x1 − x2 = −
(

t1 − t2
)

(3.124)

Consequentemente, obtemos:

τ 2 =
λ1
λ2
τ1 + τ02 (3.125)

onde τ02 =
1
λ2

(c1 − c2) .

Assim, as linhas de universo dos observadores são representadas em 
oordenadas

de emissão, por:

γ1 ≡











τ1 = τ1

τ2 = ϕ1 (τ1) =
λ1

λ2

τ1 + τ02

(3.126)

γ2 ≡











τ1 = ϕ2 (τ2) =
λ1

λ2
τ2 + τ01

τ2 = τ2

(3.127)

3.4.2 Coordenadas de Emissão para Observadores de Rindler

no Espaço-Tempo de Minkowski.

Vamos agora 
onstruir as 
oordenadas de emissão, a partir de dois observadores

de Rindler [23, 27℄, que se movimentam no espaço-tempo de (1+1)-dimensões, 
om

linhas de universo γ1 e γ2, que são des
ritas no referen
ial K de a
ordo 
om a eqs.(2.14)

e (2.15), da seguintes forma:

γ1 ≡











t1 = ρ1 sinh
(

τ1
ρ1

)

x1 = ρ1 cosh
(

τ1
ρ1

) (3.128)

γ2 ≡











t2 = ρ2 sinh
(

τ2
ρ2

)

x2 = ρ2 cosh
(

τ2
ρ2

) (3.129)

onde τ1 e τ2 
orrespondem as 
oordenadas de emissão. Já ρ1 e ρ2 
orrespondem

às posições ini
iais (t = 0) dos observadores, que no 
aso de Rindler, obede
em à



eq.(2.27).

K

P(t,x)

xr1 r2

E

E

1

2

t

Figura 3.12: Dois observadores de Rindler no espaço-tempo plano, que partem das posições

ρ1 e ρ2, emitem respe
tivamente nos pontos E1 e E2 sinais luminosos que propagam seus

tempos próprios e registram o evento P 
om 
oordenadas (τ1, τ2) .

Vamos trabalhar de maneira análoga ao 
aso iner
ial, a diferença está apenas nas

equações de movimento dos observadores. Considerando E1 um ponto sobre a linha de

universo γ1, da qual, é emitido o sinal eletromagnéti
o que registra um evento P (t, x)


om a 
oordenada τ1, e E2 o ponto sobre a linha de universo γ2, em que é emitido o

sinal eletromagnéti
o que registra um evento P (t, x), 
om a 
oordenada τ2.

Pela 
onstrução das 
oordenadas de emissão, os eventos E1 =(t1, x1) e P (t, x) estão


one
tados pela reta:

t− t1 = x− x1 (3.130)

Substituindo x1 e t1 de (3.128) obtemos, para a reta a
ima, a equação:

t− x = ρ1

[

sinh

(

τ1
ρ1

)

− cosh

(

τ1
ρ1

)]

(3.131)

Do mesmo modo, os eventos E2 =(t2, x2) e P (t, x) também devem estar 
one
tados



por uma reta, mas agora de�nida por:

x− x2 = − (t− t2) (3.132)

Substituindo x2 e t2 de (3.129) na equação a
ima, obtemos:

t + x = ρ2

[

sinh

(

τ2
ρ2

)

− cosh

(

τ2
ρ2

)]

(3.133)

As retas de�nidas em (3.131) e (3.133) exibem a relação entre as 
oordenadas

registradas pelo referen
ial K e as 
oordenadas de emissão. Resolvendo essas equações,

obtemos:

t =
1

2

(

−ρ1e−
τ1
ρ1 + ρ2e

τ2
ρ2

)

(3.134)

x =
1

2

(

ρ1e
− τ1

ρ1 + ρ2e
τ2
ρ2

)

(3.135)

As eqs.(3.134) e (3.135) 
orrespondem as equações de transformações, entre as


oordenadas 
artesianas (t, x) e as 
oordenadas de emissão (τ1, τ2), para emissores de

Rindler.

Neste novo sistema de 
oordenadas a métri
a bidimensional é dada por:

ds2 = −e−
τ1
ρ1 e

τ2
ρ2 dτ1dτ2 (3.136)

Vamos agora, expressar a linha de universo dos observadores γ1 e γ2 nas 
oorde-

nadas de emissão τ1 e τ2. De maneira análoga ao 
aso iner
ial, o evento E1

(

t1, x1
)

(ponto de emissão sobre a linha de universo γ1 da 
oordenada τ 1) está 
one
tado 
om

o evento E2 (t2, x2) através de uma reta. O evento E2

(

t2, x2
)

(ponto de emissão so-

bre a linha de universo γ2 da 
oordenada τ 2) também está 
one
tado 
om o evento

E2 (t2, x2) através de uma reta.

Substituindo nessas retas as equações de movimento (3.128) e (3.129) para os



referidos tempos próprios, obtemos:

τ 1 =
ρ1
ρ2
τ2 + τ ′01 (3.137)

τ 2 =
ρ2
ρ1
τ1 + τ ′02 (3.138)

onde τ ′01 = −ρ1 ln
(

ρ2
ρ1

)

e τ ′02 = ρ2 ln
(

ρ1
ρ2

)

.



Capítulo 4

Sistemas de Coordenadas Adaptados

a Observadores Uniformemente

A
elerados.

O 
apítulo anterior foi dedi
ado integralmente ao estudo de sistemas de 
oordena-

das 
onstruídos a partir de observadores uniformemente a
elerados no espaço-tempo

de Minkowski. O sistema de 
oordenadas de Rindler, por exemplo, está adaptado a

uma família de observadores 
uja a
eleração própria a de 
ada observador permane
e


onstante ao longo de sua linha de universo, mas esta a
eleração varia de um obser-

vador para outro da família, obede
endo a equação a = 1
ρ
[2℄, onde ρ 
orresponde a

distân
ia ini
ial do observador 
om respeito a origem de um referen
ial iner
ial.

Neste 
apítulo, vamos estudar a 
onstrução de sistemas de 
oordenadas baseados

em observadores a
elerados 
ujas a
elerações dependem arbitrariamente da posição

ini
ial do observador, isto é, a = a(ρ) [1, 21℄. Nesse 
ontexto mais geral, o sistema

de 
oordenadas de Rindler surge 
omo um 
aso parti
ular. Nossa motivação físi
a

en
ontra-se no fato de que esta generalização pode simular a a
eleração sofrida por

observadores estáti
os tanto nas proximidades de um bura
o negro quanto para regiões

afastadas [1, 21℄.
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4.1 Equações de Movimento Generalizada para Ob-

servadores Uniformemente A
elerados.

No 
apítulo 2, estudando a linha de universo de um observador uniformemente

a
elerado (a
eleração própria 
onstante � a �), determinamos as equações (2.14) e

(2.15) 
omo sendo equações que des
revem este tipo de movimento no espaço-tempo

bidimensional [32℄.

Vamos agora, admitir um observador uniformemente a
elerado, também no espaço-

tempo de Minkowski bidimensional, mapeado pelas 
oordenadas (t, x) em um referen-


ial iner
ial K. Este observador está sujeito a uma a
eleração própria 
onstante a(ρ),

onde ρ 
orresponde à distân
ia ini
ial (x (0) = ρ) do observador 
om respeito a origem

de um referen
ial iner
ial K.

Veri�
ando que o observador ini
ia seu movimento do repouso, partindo da posi-

ção ρ, sua linha de universo, que de�niremos aqui 
omo Oρ, pode ser des
rita pelas

equações paramétri
as

1

:

t (τρ) =
1

a (ρ)
sinh (a (ρ) τρ) (4.1)

x (τρ) =
1

a (ρ)
cosh (a (ρ) τρ)−

1

a (ρ)
+ ρ (4.2)

onde τρ é o tempo próprio medido por este observador.

Note que a linha de universo Oρ do observador a
elerado des
reve o ar
o de uma

hipérbole 
om equação:

(x+ b(ρ))2 − t2 =
1

a (ρ)
(4.3)

onde

1
a(ρ)

é a distân
ia entre o vérti
e da hipérbole ao seu 
entro b(ρ), tal que:

b (ρ) = ρ− 1

a (ρ)
(4.4)

1

Ao longo deste 
apítulo vamos 
onsiderar por 
onveniên
ia 
=1.



está situado sobre o eixo x.

Vamos agora, 
onsiderar uma família de observadores a
elerados, 
om 
ada membro

da família des
revendo seu movimento de a
ordo 
om as equações (4.1) e (4.2), onde

para 
ada valor de ρ 
orresponde um observador diferente. A 
oordenada ρ pode ser

entendida 
omo uma parâmetro que identi�
a 
ada membro da família. É importante

enfatizar que 
ada observador experimenta uma a
eleração uniforme ao longo de sua

linha de universo. No entanto, observadores distintos são submetidos a diferentes

a
elerações de a
ordo 
om a regra geral a (ρ) [1, 21℄.

Queremos agora 
onstruir um sistema de 
oordenadas adaptados a este referen
ial

não-iner
ial. Como vimos no 
apítulo anterior, é 
ru
ial de�nirmos a noção de simulta-

neidade asso
iada ao referen
ial e para isto, não existe uma úni
a forma estabele
ida,

mas uma grande variedade de opções pode ser en
ontrado na literatura. Cada forma

possível leva a um diferente tipo de sistema de 
oordenadas [1℄-[31℄.

Para este sistema de 
oordenadas vamos utilizar novamento o método do prin
ípio

físi
o da lo
alidade. Como vimos, segundo o prin
ípio da lo
alidade, o observador a
e-

lerado e um observador iner
ial 
o-móvel, en
ontram-se instantaneamente na mesma

posição e velo
idade (mesmo estado físi
o) são 
onsiderados �si
amente equivalentes

naquele instante.

Se admitirmos esta hipótese 
omo sendo válida, então, o 
onjunto de eventos 
on-

siderados simultaneos para o observador a
elerado 
oin
ide 
om o 
onjunto de eventos


onsiderados simultâneos pelo observador iner
ial 
o-móvel.

No espaço-tempo de Minkowski, este 
onjunto pode ser identi�
ado da seguinte

maneira. Considere K ′ (ρ, τ) o referen
ial relativo ao observador iner
ial 
o-móvel Oρ

em um 
erto instante de tempo τ . Pela nossa 
onstrução, o observador a
elerado deverá

ser en
ontrado em O′
, a origem de K ′ (ρ, τ), 
om velo
idade nula instantaneamente.

Agora, 
om respeito ao referen
ial iner
ial K, de�nimos Rµ

omo sendo as 
omponentes

do vetor posição de um evento genéri
o E e Rµ
0 o vetor que lo
aliza a origem de

K ′ (ρ, τ), que 
orresponde também a posição no espaço-tempo de Oρ, no instante τ .



Deveremos 
onsiderar o evento E simultâneo a O′
, no referen
ial iner
ial K ′ (ρ, τ), se

a posição relativa de E (que é dada por ∆Rµ = Rµ − Rµ
0 ) não tiver 
omponente tipo

tempo quando de
omposta nas 
oordenadas da base asso
iadas a K ′
, uma vez que,

neste 
aso, não haverá separação tipo-tempo entre os eventos E e O′
quando vistos a

partir do referen
ial K ′
[21℄.

Consideremos que a direção do eixo tipo-tempo do referen
ial K ′

oin
ide 
om

a direção do vetor vµ (velo
idade própria de Oρ). Então, podemos entender que a


ondição de simultaneidade é equivalente a 
ondição de ortogonalidade entre a posição

relativa e vµ na métri
a de Minkowski.

vµ (R
µ −Rµ

0 ) = 0 (4.5)

No 
aso bidimensional, a solução da equação a
ima 
orresponde exatamente ao

eixo x′ de K ′
.

Baseados no prin
ípio da lo
alidade, devemos estar 
ientes que a validade da equa-

ção (4.5) é lo
al, uma vez que vµ muda no tempo (o observador está a
elerado) e

no que diz respeito ao espaço (diferentes observadores são submetidos a diferentes

a
elerações) [1, 21℄. Assim, a equação que de�ne os eventos simultâneos relativo aos

referen
iais a
elerados é uma versão in�nitesimal da equação (4.5), ou seja:

vµdR
µ = 0 (4.6)

Isto signi�
a que a velo
idade própria de 
ada observador deve ser ortogonal a

qualquer deslo
amento in�nitesimal na seção de simultaneidade, dRµ
, em 
ada ponto

da hypersuperfí
ie. Em outras palavras, a velo
idade própria é o vetor normal às

se
ções de simultaneidade.

Vamos admitir que a se
ções de simultaneidade podem ser des
ritas por uma função

ϕ de�nida no espaço-tempo de Minkowski. Mais pre
isamente, vamos admitir que


ada equação ϕ = const. de�ne uma hipersuperfí
ie no espaço-tempo que 
orresponde

a uma se
ção de simultaneidade adaptada ao observador a
elerado. De�nindo desta



maneira, o vetor normal à hipersuperfí
ie é propor
ional ao gradiente da função ϕ, ou

seja:

1

|∇ϕ|
∂ϕ

∂xµ
= vµ (4.7)

onde |∇ϕ| é o módulo do gradiente na métri
a de Minkowski.

Utilizaremos agora as 
oordenadas ρ e τ para lo
alizar os eventos

2

. Admitindo que

temos a função ϕ (ρ, τ), a equação (4.7) pode ser es
rita, utilizando relações envolvendo

derivadas par
iais 
omo segue:

dϕ =

(

∂ϕ

∂ρ

)

τ

dρ+

(

∂ϕ

∂τ

)

ρ

dτ (4.8)

Sobre uma superfí
ie de simultaneidade, ϕ = const., temos dϕ = 0. Assim, pode-

mos es
rever:

(

∂ϕ

∂ρ

)

τ

+

(

∂ϕ

∂τ

)

ρ

(

∂τ

∂ρ

)

ϕ

= 0 (4.9)

Consequentemente, obtemos:

−
(

∂τ

∂ρ

)

ϕ

=

(

∂ϕ
∂ρ

)

τ
(

∂ϕ
∂τ

)

ρ

=
vρ
vτ

(4.10)

Por outro lado, usando as equações (4.1) e (4.2) 
omo equações de transformação,

vρ e vτ podem ser determinados a partir das 
omponentes da velo
idade própria vt =

− cosh (aτ) e vx = sinh (aτ). Desse modo, en
ontramos:

vτ =

(

∂t

∂τ

)

ρ

vt +

(

∂x

∂τ

)

ρ

vx = −1 (4.11)

vρ =

(

∂t

∂ρ

)

τ

vt +

(

∂x

∂ρ

)

τ

vx = −a
′τ

a
+

(

a′

a2
+ 1

)

sinh (aτ) (4.12)

onde a′ = da
dρ
.

2

A partir de agora vamos es
rever τ no lugar de τρ para tornar mais simples a notação.



Portanto, a equação da hipersuperfí
ie de simultaneidade assume a forma:

(

∂τ

∂ρ

)

ϕ

= −a
′τ

a
+

(

a′

a2
+ 1

)

sinh (aτ) (4.13)

A �m de resolver esta equação é 
onveniente introduzirmos uma nova 
oordenada:

η = a (ρ) τ (4.14)

em termos da qual a equação (4.13) se reduz a:

(

∂η

∂ρ

)

ϕ

=

(

a′

a
+ a

)

sinh (η) (4.15)

Esta equação pode ser diretamente integrada e a solução é:

τ =
1

a
ln

(

1 + f (ϕ) a exp
(∫

adρ
)

1− f (ϕ) a exp
(∫

adρ
)

)

(4.16)

onde f (ϕ) é uma função arbitrária de ϕ. Para 
ada valor espe
i�
ado ϕ = const, a

equação (4.16) nos forne
e as 
oordenadas (τ, ρ) dos eventos simultâneos relativos ao

referen
ial não-iner
ial [21℄.

A hipersuperfí
ie de simultaneidade também pode ser des
rita pelas equações pa-

ramétri
as no sistema de 
oordenadas do referen
ial iner
ial K. De fato, usando as

equações (4.1), (4.2) e (4.16), en
ontramos:

t = Fϕ (ρ) ≡
2

a

[

f (ϕ) a exp
(∫

adρ
)

1−
(

f (ϕ) a exp
(∫

adρ
))2

]

(4.17)

x = Gϕ (ρ) ≡
2

a

[

(

f (ϕ) a exp
(∫

adρ
))2

1−
(

f (ϕ) a exp
(∫

adρ
))2

]

+ ρ (4.18)

Como temos men
ionado, a 
oordenada ϕ pode ser usada para rotular as hipersu-

perfí
ie de simultaneidade. Cada valor ϕ = const 
orresponde a uma hipersuperfí
ie de

simultaneidade. Também podemos 
one
tar ϕ 
om o tempo próprio que é medido pelo



observador. Es
olhendo um 
erto observador parti
ular para tomar 
omo referên
ia,

digamos ρ0, então, a partir da equação (4.16), obtemos a seguinte relação:

f (ϕ) =
tanh

(

a(ρ0)τ0
2

)

a (ρ0) exp
(∫ ρ0 adρ

)
(4.19)

Assim, a seção de simultaneidade pode ser rotulada, de forma equivalente, pelo

tempo próprio τ0 do observador ρ0.

As equações (4.17) e (4.18) são generalizações e podem ser apli
adas a qualquer

função a (ρ). Vamos a seguir, analizarmos alguns 
asos simples de interesse físi
o.

4.2 Casos Parti
ulares do Sistema de Coordenadas

Generalizado.

4.2.1 Sistema de Coordenadas de Observadores que Possuem

a Mesma A
eleração (a = 1).

Uma parti
ularidade de nossa generalização é o 
aso em que a = 1. Para este


aso todos os observadores sofrem a mesma a
eleração, de maneira que suas linhas

de universo des
revem no espaço-tempo hipérboles de mesma 
on
avidade. De a
ordo


om as eqs. (4.1) e (4.2) que des
revem as linhas de universo destes observadores no

espaço-tempo de Minkowski, temos:

t = sinh (τ) (4.20)

x = cosh (τ)− 1 + ρ (4.21)

Neste 
aso, a linha de simultaneidade de�nida para o primeiro observador, utili-

zando o prin
ípio da lo
alidade, 
ruza a linha de universo de um segundo observador

que se en
ontra a uma velo
idade maior que o primeiro. Considerando este ra
io
ínio



para um 
ontínuo de observadores desta mesma família, observaremos que suas linhas

de simultaneidade in
linam-se 
ada vez mais (
om relação ao eixo espa
ial), ao nos

afastarmos da origem (ver �g.(4.1)).

Figura 4.1: Sistema de 
oordenadas não-iner
ial asso
iado a uma família de observadores

sumetidos a mesma a
eleração a=1. As linhas pontilhadas são hipérboles que representam

as linhas de universo de alguns observadores. A linhas 
heias são hipersuperfí
ies de simul-

taneidade adaptadas a um referen
ial não-iner
ial, 
orrespondentes a diferentes instantes de

tempo (f (ϕ) = 0.1 e f (ϕ) = 0.3, respe
tivamente.)

Fazendo a = 1 em (4.17) e (4.18), obtemos as equações que rela
ionam as 
oor-

denadas atribuídas aos eventos pelo referen
ial iner
ial padrão (t,x) e as 
oordenadas

atribuídas por este novo referen
ial 
omo sendo:

t =
2f (ϕ) exp(ρ)

1− (f (ϕ) exp(ρ))2
(4.22)

x =
2 (f (ϕ) exp(ρ))2

1− (f (ϕ) exp(ρ))2
+ ρ (4.23)

4.2.2 Sistema de Coordenadas de Observadores 
om A
elera-

ção a (ρ) = 1
ρ
. (Sistema de Coordenadas de Rindler).

Este é sem dúvida um 
aso de grande interesse. Quando a a
eleração própria

de 
ada observador 
ai 
om o inverso de sua distân
ia ini
ial à origem a (ρ) = 1
ρ
,

nossa formulação permite re
uperar o sistema de 
oordenadas usuais de Rindler. As



equações de transformação de 
oordenadas se reduzem a:

x = ρ cosh (τ) (4.24)

t = ρ sinh (τ) (4.25)

onde 
onsideramos a posição ini
ial do observador de referên
ia 
omo sendo ρ0 = 1 na

equação (4.19).

As eqs.(4.24) e (4.25) 
orrespondem exatamente as equações de transformações

entre as 
oordenadas (t, x) e as 
oordenadas de Rindler (ρ, τ) em (2.28) e (2.29),

adaptadas ao observador 
om a
eleração a = 1.

É fá
il vermos que as linhas de simultaneidade (τ = const.) são retas e seus 
oe-

�
ientes angulares são numeri
amente iguais a velo
idade instantânea do observador

que parte da posição ρ = 1.

Figura 4.2: Sistema de 
oordenadas não-iner
ial asso
iado a família de observadores de Rin-

dler, ou seja, que satisfazem a lei do inverso da distân
ia

(

a = 1
ρ

)

. As linhas pontilhadas são

hipérboles que representam as linhas de universo de alguns observadores. A linhas 
heias são

hipersuperfí
ies de simultaneidade adaptadas a um referen
ial não-iner
ial, 
orrespondentes

a diferentes instantes de tempo (f (ϕ) = 0.1 e f (ϕ) = 0.2, respe
tivamente.)

É 
urioso observarmos que neste 
aso, a linha de simultaneidade de�nida por um

dado observador (
om base no prin
ípio físi
o da lo
alidade), 
ruza a linha de universo

dos demais observadores da família, no exato instante, em que todos possuem a mesma

velo
idade.



4.2.3 Sistema de Coordenadas de Observadores 
om A
elera-

ção a (ρ) = 1
ρ2
.

No 
aso em que os observadores sofrem uma a
eleração que 
ai 
om o quadrado

da distân
ia ini
ial, suas linhas de universo também des
revem hipérboles no espaço-

tempo, no entanto, 
om 
on
avidades mais a
entuadas para observadores mais próxi-

mos da origem. As equações que des
revem as linhas de universo destes observadores

no espaço-tempo de Minkowski serão:

t = ρ2 sinh

(

τ

ρ2

)

(4.26)

x = ρ2 cosh

(

τ

ρ2

)

− ρ2 + ρ (4.27)

Neste 
aso, a linha de simultaneidade de�nida para um dado observador a
elerado,


ruza a linha de universo de um segundo observador a sua direita que se en
ontra a uma

velo
idade menor. Considerando este ra
io
ínio para vários observadores desta mesma

família, podemos esperar que as linhas de simultaneidade apresentem in
linações 
ada

vez menores 
om relação ao eixo espa
ial (ver �g. 4.3).

Figura 4.3: Sistema de 
oordenadas não-iner
ial asso
iado a família de observadores que

obede
em a lei do inverso quadrado

(

a = 1
ρ2

)

. As linhas pontilhadas são hipérboles que

representam as linhas de universo de alguns observadores. A linhas 
heias são hipersuperfí-


ies de simultaneidade adaptadas a um referen
ial não-iner
ial, 
orrespondentes a diferentes

instantes de tempo (f (ϕ) = 0.5 e f (ϕ) = 1, respe
tivamente.)



As equações que rela
ionam as 
oordenadas atribuídas aos eventos pelo referen
ial

iner
ial padrão (t,x) e as 
oordenada atribuídas por este novo referen
ial são:

t =
2ρ4f (ϕ) e(−

1

ρ)

ρ4 −
(

f (ϕ) e(−
1

ρ)
)2 (4.28)

x =
2
(

f (ϕ) e(−
1

ρ)
)2

ρ2






1−

(

f(ϕ)e(−
1
ρ)
)

2

ρ4







+ ρ (4.29)

Como dis
utido no 
apítulo 2, sistemas de 
oordenadas asso
iados a observado-

res a
elerados apresentam validade lo
al. Os sistemas de 
oordenadas aqui des
ritos

não são diferentes. Eles não 
obrem todos os eventos do espaço-tempo. Neste 
aso

parti
ular apresentado

(

a = 1
ρ2

)

, en
ontramos observadores 
ujas linhas de universo

se inter
eptam, provo
ando ambiguidade na atribuição das 
oordenadas espa
iais dos

eventos. Vamos então analizar esta restrição.

Dado um observador que em τ = 0 en
ontra-se lo
alizado na posição ρ, devemos

des
obrir a posição ρ′ do observador que o inter
epta. No ponto de interseção, as

linhas de universo devem apresentar as mesmas 
oordenadas (x, t):

(

x+ ρ2 − ρ
)2 − t2 = ρ4 (4.30)

(

x+ ρ′2 − ρ′
)2 − t2 = ρ′4 (4.31)

Eliminando t das equações, en
ontramos três 
ondições:

ρ′ = ρ, ρ′ = −1

2
ρ+

1

2
x+

1

4
±
√

−12ρ2 + 8ρx+ 4ρ+ 4x2 − 12x+ 1 (4.32)

A primeira 
ondição é trivial. Vamos, assim, nos 
on
entrar nas outras duas.

Observe que, se a expressão no interior da raiz quadrada for negativa, não haverá

solução real para as equações. Isto signi�
a que os observadores Oρ e Oρ′ não se




ruzam. Sendo assim, a 
ondição:

−12ρ2 + 8ρx+ 4ρ+ 4x2 − 12x+ 1 < 0 (4.33)

forne
e a região do espaço-tempo onde não o
orre interseção entre linhas de universo

dos observadores a
elerados. Matemati
amente ela pode ser expressa por:

−ρ+ 3

2
−
√

4ρ2 − 4ρ+ 2 < x < −ρ+ 3

2
+
√

4ρ2 − 4ρ+ 2 (4.34)

4.3 Geometria das Hipersuperfí
ies de Simultanei-

dade

Uma generalização para (3+1)-dimensões pode ser obtida assim que estabele-


ermos a simetria da distribuição espa
ial dos observadores. Isto está diretamente


one
tado 
om a interpretação de ρ 
omo uma 
oordenada espa
ial. Por exemplo, se

a simetria esféri
a é admitida, então, estamos impli
itamente assumindo que os obser-

vadores estão realizando um movimento radial e 
onsequentemente ρ desempenha o

papel de 
oordenada radial. Segue-se então, que as hipersuperfí
ies de simultaneidade

são des
ritas pelas equações:

t = Fϕ (ρ) (4.35)

x = Gϕ (ρ) sin θ cosφ (4.36)

y = Gϕ (ρ) sin θ sinφ (4.37)

z = Gϕ (ρ) cos θ (4.38)



Entretanto, no 
aso de simetria 
ilíndri
a, temos:

t = Fϕ (ρ) (4.39)

x = Gϕ (ρ) cos φ (4.40)

y = Gϕ (ρ) sin φ (4.41)

z = z′ (4.42)

Enquanto para simetria plana, temos:

t = Fϕ (ρ) (4.43)

x = Gϕ (ρ) (4.44)

y = y′ (4.45)

z = z′ (4.46)

Agora, uma vez que 
onhe
emos as equações que des
revem as hipersuperfí
ies de

simultaneidade, podemos estudar a geometria induzida nestas hipersuperfí
ies. Com

este propósito, vamos primeiro 
onsiderar alguns elementos do formalismo de imersão

[21℄. Seja ψ : Σ → S um mapa de imersão de uma hipersuperfí
ie Σ em uma variedade

S. Dado um sistema de 
oordenadas {ξi} em Σ e {xα} em S, podemos es
rever a função

de imersão expli
itamente 
omo:

xα = ψα
(

ξ1, ξ2, ξ3
)

(4.47)

A diferen
ial dψ, que é injetiva por de�nição, mapeia vetores do espaço tangente

de Σ em vetores do espaço tangente de S. Em parti
ular, podemos es
rever os vetores

bases 
omo:

∂

∂ξa
= eαa

∂

∂xα
(4.48)



onde

eαa =
∂ψα

∂ξa
(4.49)

Se a variedade S está equipada 
om a métri
a gαβ , então, a imersão induz uma

métri
a hab na hipersuperfí
ie, que em termos da base de 
oordenadas é dado por:

hab = eαae
β
b gαβ (4.50)

O vetor normal da hipersuperfí
ie Σ em relação a S é neste 
aso, um vetor do

tipo tempo vα. A 
ondiçã de ortogonalidade 
om respeito ao vetor tangente

∂
∂ξa


omo

eαavα = 0.

Neste formalismo um 
on
eito importante é o de tensor de projeção Παβ , que

mapeia vetores do espaço tangente de S no espaço tangente da hipersuperfí
ie Σ. Em

termos de suas 
omponentes podemos de�nir este tensor 
omo:

Παβ = gαβ + vαvβ (4.51)

É 
laro que, para qualquer vetor V α
, a projeção Πα

βV
β
pode ser 
onsiderada 
omo

um vetor do espaço tangente de Σ. Por isso, podemos es
rever o tensor de projeção em

termos da base

{

∂
∂ξa

}

. Em parti
ular, a projeção de ∂α pode ser es
rita 
omo eaα∂a,

para alguma `tétrada' eaα. Assim, temos:

Πγ
α

∂

∂xγ
= eaα

∂

∂ξa
(4.52)

Considerando esta relação e tomando o produto 
om vetores da base {∂β}, é pos-

sível mostrarmos que eaα está rela
ionado 
om eαa de a
ordo 
om a seguinte equação:

eaα = gαβh
abeβb (4.53)

A imersão também induz a derivada 
ovariante em Σ. Se ∇ é a derivada 
ovariante



de�nida em S, 
ompatível 
om gαβ, então, usando o tensor de projeção, podemos

de�nir a derivada 
ovariante em Σ da seguinte forma:

∇βυ
α = eαAe

B
β∇Bυ

A
(4.54)

onde υA é algum vetor que perten
e ao espaço tangente de Σ (mais pre
isamente, uma

extensão do vetor). Podemos veri�
armos que a derivada 
ovariante induzida também

é 
ompatível 
om a métri
a induzida hab [39℄.

Outro importante 
on
eito no 
ontexto do formalismo de imersão é o de 
urvatura

extrínsi
a Kab. Grosseiramente falando, podemos dizer que ela mede a variação do

vetor normal Uα ao longo da direção tangente da hipersuperfí
ie Σ. Em termos destas


omponentes, temos a seguinte de�nição:

Kab = eαae
β
b∇βUα (4.55)

A partir da derivada 
ovariante induzida, o tensor intrínsi
o de Riemann Rabcd da

hipersuperfí
ie Σ pode ser naturalmente 
onstruído. Da equação (4.54), o tensor Rabcd

está rela
ionado 
om as 
omponentes do tensor de Riemnan Rαβγδ de�nido em S, de

a
ordo 
om a equação de Gauss [39℄:

Rabcd = eαae
β
b e

γ
c e

δ
dRαβγδ + (KadKbc −KacKbd) (4.56)

Também temos a equação de Codazzi que mede a variação da 
urvatura intrínse
a

sobre a hipersuperfí
ie Σ [39℄:

∇cKab −∇bKac = Uµeαae
β
b e

γ
cRµαβγ (4.57)

Para o 
aso em estudo, o espaço ambiente é o espaço de Minkowski, de maneira



que estas equações se reduzem a:

Rabcd = KadKbc −KacKbd (4.58)

∇cKab = ∇bKac (4.59)

Agora que �zemos uma rápida revisão sobre os 
on
eitos do formalismo de imersão,

vamos voltar nossa atenção a um mapa de imersão parti
ular, a �m de estudar a

geometria induzida em Σ. Utilizando as funções de imersão dadas pelo 
onjunto de

equações (4.35)-(4.38), (4.39)-(4.42) e (4.43)-(4.46), e identi�
ando expli
itamente as


oordenadas intrísi
as a 
ada mapa de imersão, podemos 
al
ular diretamente eαa e

Kab.

Primeiro vamos 
onsiderar o 
aso de simetria esféri
a. Neste 
aso, as 
oordenadas

intrísi
as da hipersuperfí
ie de simultaneidade são: ξ1 = ρ, ξ2 = θ, ξ3 = φ. Neste

sistema de 
oordenadas, a métri
a induzida em Σ, de a
ordo 
om a equação (4.50), é

dada por:

dl2 =

[

a′

a2
−
(

1 +
a′

a2

)

cosh (η)

]2

dρ2 +G2
ϕ (ρ)

[

dθ2 + sin2 θdφ2
]

(4.60)

onde η = aτ , e τ é dado pela equação (4.16).

Podemos veri�
ar que a 
urvatura extrínsi
a é diagonal e suas 
omponentes não

nulas são as seguintes:

Kρρ =

(

a′

a
+ a

)[

a′

a
−
(

1 +
a′

a2

)

cosh (η)

]

sinh (η) (4.61)

Kθθ =

[

1

a
(cosh (η)− 1) + ρ

]

sinh (η) (4.62)

Kφφ = sin2 (θ)Kθθ (4.63)

Como é bem 
onhe
ido, no espaço tridimensional, o tensor de Riemann tem apenas

6 
omponentes algebri
amente independentes. Em nosso 
aso, todas as 
omponentes



não nulas de Rabcd podem ser determinadas pelo 
onjunto de 
omponentes:

Rρθρθ = −KρρKθθ (4.64)

Rρφρφ = −KρρKθθ sin
2 (θ) (4.65)

Rθφθφ = −K2
θθ sin

2 (θ) (4.66)

É interessante notar que a 
omponente Rθφθφ é não nula apenas quando o observa-

dor não está a
elerado (a = 0). Isto signi�
a que a hipersuperfí
ie de simultaneidade

adaptada ao observador a
elerado são 
urvas, independentemente da forma da função

a (ρ).

Considerando a simetria 
ilíndri
a, a métri
a induzida é dada por:

dl2 =

[

a′

a2
−
(

1 +
a′

a2

)

cosh (η)

]2

dρ2 +G2
ϕ (ρ) dφ

2 + dz2 (4.67)

e a 
urvatura extrínsi
a tem as seguintes 
omponentes não nulas.

Kρρ =

(

a′

a
+ a

)[

a′

a
−
(

1 +
a′

a2

)

cosh (η)

]

sinh (η) (4.68)

Kθθ =

[

1

a
(cosh (η)− 1) + ρ

]

sinh (η) (4.69)

Neste 
aso, a úni
a 
omponente não nula do tensor de Riemann é Rρθρθ = −KρρKφφ

e as 
omponentes algebri
amente equivalentes. Note que, além do 
aso de a
eleração

nula, Rρθρθ é zero para o 
aso em que a a
eleração é a = 1
ρ
. Isto signi�
a que o sistema

de 
oordenadas de Rindler é o úni
o referen
ial não-iner
ial 
ujas hipersuperfí
ies de

simultaneidade não tem 
urvatura.

Para a simetria plana, temos:

dl2 =

[

a′

a2
−
(

1 +
a′

a2

)

cosh (η)

]2

dρ2 + dy2 + dz2 (4.70)

Neste 
aso as hipersuperfí
ies não tem 
urvatura para qualquer função a (ρ) .



4.4 Observador Estáti
o nas Proximidades do Bura
o

Negro de S
hwarzs
hild.

Intuitivamente esperamos que, 
om respeito a um observador estáti
o, 
orpos em

queda livre sejam vistos 
omo estando a
elerados. Do ponto de vista da me
âni
a New-

toniana, esta a
eleração pode ser interpretada 
omo o efeito do 
ampo gravita
ional

lo
al [41, 42℄. Desta forma, motivados pelo Prin
ípio da Equivalên
ia, vamos estudar

observadores a
elerados no espaço-tempo de Minkowski 
om a mesma a
eleração pró-

pria de observadores estáti
os, a �m de simular aspe
tos do 
ampo gravita
ional em seu

referen
ial não-iner
ial [1, 21℄. Isto estabele
e uma 
onexão entre observadores estáti-


os no espaço 
urvo e observadores a
elerados no espaço-tempo de Minkowski. Vamos

analisar essa 
onexão 
onsiderando o 
aso parti
ular do espaço-tempo de S
hwarzs-


hild. Note que esta des
rição é válida para todos os espaços-tempos estáti
os.

A geometria do espaço-tempo produzida por um Bura
o Negro é des
rita pela

métri
a de S
hwarzs
hild, que em 
oordenadas � esféri
as � (t, r, θ, φ) é dada por:

ds2 = −
(

1− 2
GM

r

)

dt2 +

(

1− 2
GM

r

)−1

dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 (θ) dφ2
(4.71)

onde M é massa do bura
o negro e G é a 
onstante de gravitação universal.

Sejam xµP as 
oordenadas do observador estáti
o no ponto P do espaço-tempo, tal

que: xµP = (t, r, θ, φ). Neste sistema de 
oordenadas, observadores estáti
os possuem

linhas de universo 
ara
terizadas por 
oordenadas espa
iais que não mudam, ou seja:

t = t (τ) r = const. θ = const. φ = const.

Fazendo r, θ e φ 
onstantes em (4.71) e substituíndo (2.9), obtemos:

dt

dτ
=

[

1− 2
GM

r

]− 1

2

(4.72)



Seja uµP a 4-velo
idade do 
orpo estáti
o, então:

uµP =
dxµ P

dτ
=

(

dt

dτ
, 0, 0, 0

)

=

(

[

1− 2
GM

r

]− 1

2

, 0, 0, 0

)

(4.73)

No espaço-tempo 
urvo, um observador estáti
o não segue geodési
as. Sua a
elera-

ção se opõe a `atração gravita
ional' a �m de manter sua posição espa
ial inalterada.

A quadri-a
eleração aµP que o 
orpo experimenta 
om relação ao referen
ial em

queda livre pode ser 
al
ulada por meio da derivada 
ovariante:

aµP = uν (∇νu
µ) = uνP

(

∂uµ P

∂xν
+ Γµ

ανu
α

P

)

(4.74)

onde Γµ
αν = 1

2
gµβ (gαβ,ν + gνβ,α − gαν,β)

3.

Analisando 
ada 
omponente da quadri-a
eleração separadamente, obtemos:

aµP =

(

0,
GM

r2
, 0, 0

)

(4.75)

Portanto, 
al
ulando o módulo da quadri-a
eleração a , veri�
amos que a a
eleração

do observador estáti
o depende de sua posição 
om relação ao bura
o negro de a
ordo


om a equação:

a =

(

1− 2
GM

r

)− 1

2 GM

r2
(4.76)

A equação a
ima forne
e uma relação expli
ita entre a a
eleração a e a 
oordenada

r. Para fazermos a 
omparação 
om o sistema de 
oordenadas de Rindler, é interes-

sante obtermos a relação entre a e a 
oordenada ρ (distân
ia da posição do observador

estáti
o ao horizonte de eventos lo
alizado no raio de S
hwarzs
hild (Rs = 2GM)).

Com este objetivo, integrando o elemento de linha na direção radial de Rs para r,

temos:

∫ ρ

0

dρ =

∫ r

Rs=2GM

[

1− 2
GM

r

]− 1

2

dr (4.77)

3

Notação: gαβ,ν =
∂gαβ

∂xν



Resolvendo a integral a
ima, obtemos:

ρ = r

(

1− Rs

r

)1/2

+
1

2
Rs ln

[

2r

Rs
− 1 +

2r

Rs

(

1− Rs

r

)1/2
]

(4.78)

É mais 
onveniente es
revermos r em função de ρ. No entanto, a função inversa

não pode ser obtida de forma exata. Entretanto, apli
ando o método pertubativo, a

expressão pode ser obtida de forma aproximada. Suponha que o observador se en
ontra

próximo do raio de S
hwarzs
hild (Rs = 2GM). Podemos então, es
rever:

r = Rs +
δ2 (ρ)

Rs

(4.79)

onde δ (ρ) é alguma função de ρ muito pequena 
omparada a Rs. Substituindo a

equação (4.79) em (4.78) e admitindo termos até δ3 (ρ) , en
ontramos:

ρ = 2δ (ρ) +
1

3R2
s

δ3 (ρ) (4.80)

Vamos agora, expandir a função δ (ρ) em série de potên
ias:

δ (ρ) = a0 + a1ρ+ a2ρ
2 + a3ρ

3 + ...+ (4.81)

onde a0, a1, a2, a3... são 
onstantes. Substituindo a equação (4.81) em (4.80) e


onsiderando termos até ρ3, en
ontramos:

a0 = 0; a1 =
1
2
; a2 = 0; a3 = − 1

48R2
s

Segue, então, que:

δ (ρ) =
1

2
ρ− 1

48R2
s

ρ3 (4.82)

Substituindo (4.79) e (4.82) em (4.76) obtemos, em segunda aproximação, o módulo

da 4-a
eleração ne
essária para um observador manter-se estáti
o nas proximidades do



Bura
o Negro de S
hwarzs
hild, em termos de ρ:

a (ρ→ 0) =
1

ρ
− 1

3R2
s

ρ3 (4.83)

Este resultado mostra que, em primeira aproximação, observadores estáti
os na

vizinhanças do Bura
o Negro de S
hwarzs
hild estão submetidos a mesma a
eleração

sofrida pelos observadores de Rindler no espaço-tempo de Minkowski

(

a = 1
ρ

)

.

Por outro lado, para r ≫ Rs, ou seja, para regiões su�
ientemente afastadas do

Bura
o Negro, a equação (4.78) nos forne
e em aproximação de primeira ordem ρ = r

e a equação (4.76) se reduz a

a =
GM

ρ2
. (4.84)

que, 
omo seria de se esperar, 
oin
ide 
om a previsão da Teoria Gravita
ional New-

toniana.

A equação (4.76) nos forne
e a a
eleração própria a que um observador estáti
o no

espaço-tempo de S
hwarzs
hild deve estar submetido. No 
ontexto de nossa dis
us-

são, vamos agora 
onsiderar um sistema de 
oordenadas 
onstruído no espaço-tempo de

Minkowski seguindo o modelo de nossa generalização, para o 
aso em que os observado-

res experimentam uma a
eleração a (ρ) que obede
e à equação (4.76). O pro
edimento

geral já foi desenvolvido e dis
utido nas se
ções anteriores. Basta então substituírmos

a equação (4.76) em (4.17) e (4.18) para obtemos as equações que rela
ionam as 
oor-

denadas atribuídas aos eventos pelo referen
ial iner
ial padrão (t,x) e as 
oordenadas

atribuídas por este novo referen
ial. Desta forma, obtemos:

Fϕ (r) = 2

(

1− Rs

r

)1/2
[

f (ϕ)

1−
(

f (ϕ) 1
2
Rs

r2

)2

]

(4.85)

Gϕ (r) =

{

(

1− Rs

r

)1/2
Rs

r2

[

f 2 (ϕ)

1−
(

f (ϕ) 1
2
Rs

r2

)2

]

+ r

(

1− Rs

r

)1/2

+
1

2
Rs ln

[

2r

Rs
− 1 +

2r

Rs

(

1− Rs

r

)1/2
]}

(4.86)



Na �g.(4.4), mostramos as se
ções de simultaneidade relativas a esta família de

observadores a
elerados.

Figura 4.4: Sistema de 
oordenadas não-iner
ial asso
iado a família de observadores 
uja

as a
elerações 
oin
idem 
om a a
eleração de observadores estáti
os no espaço-tempo de

S
hwarzs
hild (a = GM
r2

(

1− 2GM
r

)− 1

2
). As linhas pontilhadas são hipérboles que representam

as linhas de universo de alguns observadores. Admitimos GM = 1. A linhas 
heias são

hipersuperfí
ies de simultaneidade adaptadas ao referen
ial não-iner
ial, 
orrespondentes a

diferentes instantes de tempo (f (ϕ) = 1 e f (ϕ) = 2, 5, respe
tivamente.). Note a equivalên
ia


om o sistema de 
oordenadas de Rindler para ρ pequeno. Já para grandes distân
ias,

o 
omportamento das hipersuperfí
ies de simultaneidade assemelham-se as de�nidas pelo

sistema de 
oordenadas que obede
em a lei do inverso quadrado da distân
ia

(

a = 1
ρ2

)

.

A partir da �gura (4.4) é possível observamos que próximo a origem do sistema de


oordenadas, o 
omportamento das se
ções de simultaneidade é semelhante ao des
rito

na �gura (4.2) para o referen
ial de Rindler, enquanto que assintoti
amente a lei do

inverso quadrado é re
uperada (ver �g.(4.3)). Assim esta proposta de generalização

para sistema de 
oordenadas 
onstruídos a partir de observadores que experimentam

a
eleração uniforme, permite simular o 
omportamento de observadores tanto nas

proximidades de um bura
o negro

(

a = 1
ρ

)

, quanto para regiões afastadas

(

a = 1
ρ2

)

.



Capítulo 5

Efeitos da A
eleração sobre Relógios

At�mi
os

De a
ordo 
om a Teoria da Relatividade, o �uxo do tempo depende do estado de

movimento do observador. Utilizando as equações de transformações de Lorentz po-

demos 
omparar as medidas de tempo de
orrido entre eventos, quando são realizados

por observadores iner
iais. A dilatação de tempo tem sido 
on�rmada experimental-

mente em diferentes 
ontextos - efeito Doppler produzido por feixes at�mi
os, tempo

de vida de partí
ulas at�mi
as e ritmo de relógios at�mi
os. Estas medidas vem sendo

realizadas 
om pre
isões 
ada vez maiores [43, 44℄. Entretanto, não podemos deduzir

o ritmo temporal de um relógio a
elerado a partir dos dois postulados da Teoria da

Relatividade. Para analisarmos este problema, fazemos uso de uma suposição adi
i-

onal, 
hamada de "hipótese do relógio". De a
ordo 
om esta suposição, o ritmo de

um relógio não é afetado por sua a
eleração instantânea "a" ou derivadas da velo
i-

dade de ordem superior. Embora a hipótese do relógio seja amplamente a
eita (para

uma abordagem 
ríti
a ver [48℄), há espe
ulações sobre as impli
ações empíri
as de

hipóteses alternativas [49, 50℄.

A base físi
a da hipótese do relógio é o prin
ípio da lo
alidade, que 
omo vimos

nos 
apítulos anteriores, estabele
e a equivalên
ia lo
al entre um observador a
ele-
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rado e um observador iner
ial 
o-móvel [51℄ de forma que estes observadores terão

instantaneamente a mesma noção de tempo. Matemati
amente isto impli
a que o

tempo próprio (dτ) medido pelo observador a
elerado e o tempo (dt) medido em um

referen
ial iner
ial estão rela
ionados pela equação (2.10).

Até os dias atuais a hipótese do relógio tem sido 
on�rmada experimentalmente.

Medidas do tempo de vida de partí
ulas instáveis, movendo-se em órbita 
ir
ular ou

mesmo quando elas são submetidas a a
eleração longitudinal estão de a
ordo 
om a

hipótese do relógio [52, 53℄. Dentro da pre
isão dos instrumentos de medidas, esses

testes não eviden
iam a in�uên
ia da a
eleração na taxa de de
aimento, apesar destas

partí
ulas terem sido submetidas a uma a
eleração muito alta: 1018g (para a a
eleração


entrípeta [52℄) e 1015g (para uma a
eleração média longitudinal, 
om pi
os de 1022g

[53℄), onde g é a a
eleração gravita
ional da Terra.

Por outro lado, é importante men
ionar que o prin
ípio da lo
alidade 
onta 
om

a de�nição de estado físi
o estabele
ido pela me
âni
a 
lássi
a. No entanto, 
onside-

rando que a natureza manisfesta um 
aráter quânti
o, o prin
ípio da lo
alidade possui

limitações 
on
eituais [49, 54, 55℄. Por 
ausa disto, tem sido sugerido que o ritmo

de qualquer relógio deveria ser in�uen
iado pela sua a
eleração instantânea ou até

mesmo ser afetado por sua linha de universo passada [46, 49, 54℄. Assim, a relação

entre dτ e dt deve ser modi�
ada quando o 
omportamento ondulatório do sistema for

levado em 
onta. Por exemplo, baseado no estudo do tempo de vida de uma partí-


ula arti�
ial mu�ni
a em movimento 
ir
ular [47℄, foi proposto que, 
om respeito ao

tempo próprio do múon, a nova relação deveria ser: dτ =
(

1 + 2/3 (λ̄/L)2
)

dt/γ, onde

λ é o 
omprimento de onda de Compton para o múon e L = c2

a
a es
ala de 
ompri-

mento 
ara
terísti
o onde o estado da partí
ula muda signi�
ativamente [47℄. Sob as


ondições que o experimento do múon foi realizado [52℄, a 
orreção é muito pequena

(λ̄/L)2 ∼ 10−25
e não pode ser dete
tada 
om a pre
isão desse experimento. Então,

esses efeitos da a
eleração não podem ser des
artados e a questão 
ontinua em aberto.

Neste 
apítulo, pretendemos estudar este problema, investigando o 
omportamento



de um relógio at�mi
o a
elerado [46℄. Na verdade, por uma questão de simpli
idade,

nosso relógio at�mi
o está des
rito por um modelo de brinquedo (toy model) que 
on-

siste de uma partí
ula em uma 
aixa que obede
e à equação de Klein-Gordon. De

a
ordo 
om nosso modelo, vamos admitir que as paredes da 
aixa são arrastadas por

observadores de Rindler, que 
omo vimos no 
apítulo 2, são observadores uniforme-

mente a
elerados. Resolvendo a equação de Klein-Gordon nas 
oordenadas de Rindler

e impondo as 
ondições de 
ontorno apropriadas, determinamos a frequên
ia dos esta-

dos esta
ionários do sistema. Comparando este espe
tro 
om o espe
tro de um sistema

idênti
o em um sistema iner
ial, podemos determinar a relação entre o ritmo do tique-

taque do relógio a
elerado e o ritmo de um relógio at�mi
o iner
ial, podendo desta

forma veri�
ar os efeitos da a
eleração sobre o relógio at�mi
o.

Ao longo deste 
apítulo, vamos re
uperar as unidades de medida 
onven
ionais

para a velo
idade da luz (c).

5.1 Relógio At�mi
o A
elerado

Como vimos, o sistema de 
oordenadas de Rindler é 
onstruído utilizando o prin-


ípio físi
o da lo
alidade [2℄. As equações que rela
ionam as 
oordenadas iner
iais

(t, x) e as 
oordenadas de Rindler (τ, ξ) estão des
ritas nas equações (2.28) e (2.29).

Re
uperando as unidades de medida 
onven
ionais para a velo
idade da luz nestas

equações, podemos rees
revê-las 
omo:

ct =

(

c2

a
+ ξ

)

sinh
(aτ

c

)

(5.1)

x =

(

c2

a
+ ξ

)

cosh
(aτ

c

)

(5.2)

A métri
a de Minkowski es
rita nas 
oordenadas de Rindler assume a forma:

ds2 = −c2
(

1 +
aξ

c2

)2

dτ 2 + dξ2 (5.3)



Consideremos agora, uma partí
ula 
om massa de repouso (m) 
on�nada em uma


aixa que é arrastada por observadores de Rindler. Isto signi�
a que a 
aixa en
ontra-

se em repouso 
om respeito ao sistema de referên
ia de Rindler. Vamos admitir que

as paredes da 
aixa estão lo
alizadas nas posições ξ1 e ξ1 + ℓ (onde ℓ é o 
omprimento

próprio da 
aixa quando medida no referen
ial de Rindler), em torno do observador

de Rindler 
entral (isto é, o observador de Rindler situado em ξ = 0) [46℄. Dentro

da 
aixa a partí
ula está livre da ação de qualquer poten
ial. Vamos admitir que o

sistema é governado pela equação de Klein-Gordon:

[

�−
(mc

~

)2
]

φ = 0 (5.4)

onde φ é a função de onda da partí
ula e � é o operador D'Alembertiano. Des
rito nas


oodenadas de Minkowski, temos: � = ∇2φ− 1
c2

∂2φ
∂t2

, onde ∇2
é o operador Lapla
iano.

Em uma dimensão espa
ial (x), temos: ∇2φ = ∂2φ
∂x2 . Por sua vez, o D'Alembertiano em


oordenadas 
urvilíneas é da forma: � = 1√
−g

∂
∂xµ

[√−ggµν ∂
∂xν

]

, onde gµν 
orresponde

a inversa da matriz formada pelos 
oe�
ientes do tensor métri
o e g é o determinante

desta matriz. Es
revendo a equação de Klein-Gordon nas 
oordenadas de Rindler,

obtemos a seguinte equação:

− 1

c2 (1 + aξ/c2)2
∂2φ

∂τ 2
+

1

(1 + aξ/c2)

∂

∂ξ

[

(

1 + aξ/c2
) ∂φ

∂ξ

]

−
(mc

~

)2

φ = 0 (5.5)

É importante salientarmos que a interpretação de φ 
omo uma função de onda tem

algumas limitações, porém, isto não afeta o propósito desta dis
ussão, uma vez que

estamos lidando 
om um modelo de brinquedo e estamos basi
amente preo
upados


om o problema matemáti
o de en
ontrar estados esta
ionários da equação de Klein-

Gordon e suas respe
tivas frequên
ias.

Podemos admitir a solução da equação (5.5) 
omo sendo do tipo φ = e−iωτψ, onde



ψ é independente de τ e satisfaz a equação de Bessel modi�
ada:

ρ2
d2ψ

dρ2
+ ρ

dψ

dρ
−
(

ρ2 − ω2c2

a2

)

ψ = 0 (5.6)

onde ρ = mc/~ (c2/a+ ξ) . Vejamos que é possível identi�
ar três es
alas de 
ompri-

mento: o 
omprimento de onda de Compton reduzido para a partí
ula λ̄ = ~/mc, o


omprimento ℓ da 
aixa e o 
omprimento de a
eleração L = c2/a. A solução geral da

equação (5.6) é uma 
ombinação linear da função de Bessel modi�
ada de primeiro

tipo Iν (ρ) e de segundo tipo Kν (ρ), 
om ordem puramente imaginária ν = i (ωc/a),

ou seja,

φ (ρ) = AIν (ρ) +BKυ (ρ) (5.7)


om A e B 
onstantes.

Os estados esta
ionários em uma 
aixa e suas frequên
ias 
orrespondentes são

determinados utilizando as 
ondições de 
ontorno. Impondo que φ = 0 em ξ1 e em

ξ1 + ℓ na equação (5.6), obtemos:

K iωc
a
(L/λ̄+ ξ1/λ̄)L iωc

a
(L/λ̄+ (ξ1 + ℓ) /λ̄) = K iωc

a
(L/λ̄+ (ξ1 + ℓ) /λ̄)L iωc

a
(L/λ̄+ ξ1/λ̄)

(5.8)

onde Lν (x) = [Iν (x) + I−ν (x)] /2 
orresponde a parte real de Iν (x) quando x > 0

[57℄.

Em um regime de pequenas a
elerações, podemos 
onsiderar a expansão assintóti
a

para a função de Bessel modi�
ada [56, 57℄. Tomando os primeiros termos, temos [57℄:

eαπ/2Kiα (αx) ≃
1√
2

[

cos
(

αθ (x) +
π

4

)

Π1 + sin
(

αθ (x) +
π

4

)

Π2

]

(5.9)

e−απ/2Liα (αx) ≃ − 1

2
√
2π

[

− cos
(

αθ (x) +
π

4

)

Π2 + sin
(

αθ (x) +
π

4

)

Π1

]

(5.10)

onde α = ωc/a, θ (x) =
√
1− x2 − ln

[(

1 +
√
1− x2

)

/x
]

e a expressão para Π1 and



Π2 são:

Π1 ∼ 2

√

π

α

[

1− x2
]−1/4

∞
∑

s=0

V2s(i [1− x2]
−1/2

)

α2s

Π2 ∼ −2

√

π

α

[

1− x2
]−1/4

∞
∑

s=0

iV2s+1(i [1− x2]
−1/2

)

α2s+1

Além disso:

V0 (q) = 1, Vs+1 (q) =
1

2
q2
(

q2 + 1
)

V ′
s (q) +

1

8

∫ q

0

Vs (t)
(

1 + 5t2
)

dt

para s = 0, 1, 2, ... [56, 57℄. Utilizando estas aproximações na equação (5.8), 
onside-

rando a a
eleração pequena, obtemos a equação trans
edental:

tan (θ (x2)− θ (x1)) = −c~
[

4 (En)
2m2 + c4m4

]

ℓa2

8
[

(En)
2 − c4m2

]5/2
(5.11)

onde:

θ (x1) =

√

1− (x1)
2 − ln

[(

1 +

√

1− (x1)
2

)

/x1

]

θ (x2) =

√

1− (x2)
2 − ln

[(

1 +

√

1− (x2)
2

)

/x2

]


om x1 =
mc2

En
e x2 =

m(c2+aℓ)
En

. Por sua vez, En = ~ω são os autovalores de energia do

sistema.

Na equação (5.11), es
revemos a energia dos estados esta
ionários (En) da forma:

En = E
(0)
n (1 + δ), onde E

(0)
n = [m2c4 + (n2π2

~
2c2) /ℓ2]

1/2

orresponde a energia do

nível quânti
o � n � de um sistema (a massa m em uma 
aixa de 
omprimento próprio

ℓ) em repouso no referen
ial iner
ial e δ 
orresponde a 
orreção na energia do sistema

devido a a
eleração da 
aixa. Em seguida, expandimos o lado direito da equação (5.11)

até termos de segunda ordem em a e δ, o que resulta apenas no primeiro termo da



expansão. Assim temos:

θ (x2)− θ (x1) = arctan











−
c~

[

4
(

E
(0)
n

)2

m2 + c4m4

]

ℓa2

8

[

(

E
(0)
n

)2

− c4m2

]5/2











+ nπ (5.12)

Realizando o mesmo pro
edimento para o lado esquerdo da equação (5.12), ou

seja, expandindo até termos de segunda ordem em a e δ, podemos isolar δ na equação

resultante, obtendo o espe
tro de energia positiva dado por:

En = E(0)
n

{

1 +

(

ℓ

2L +
ξ1
L

)

+

[

− 1

12
+

1

8n2π2

(

1

1 + n2π2λ̄2/ℓ2

)](

ℓ

L

)2

(5.13)

+
1

8

(

− 5

n4π4
+

1

3n2π2

)(

ℓ2

Lλ̄

)2
}

Note que o termo linear relativo a a
eleração a depende da posição da 
aixa 
om

respeito ao observador de Rindler 
entral. Em nossa analogia 
om o átomo real, vamos

admitir que o 
aminho deste observador (em ξ = 0) 
orresponde a trajetória do nú
leo

at�mi
o. Desta forma, a 
on�guração simétri
a das paredes ao redor do nú
leo (que

aparenta ser a es
olha mais natural, 
aso 
ontrário o átomo teria um dipólo elétri
o

espontâneo) 
orresponde a ξ1 = −ℓ/2. Neste 
aso, o termo linear

(

ℓ
L
)

desapare
e, e o

termo predominante da 
orreção é quadráti
o

(

ℓ
L
)2
. Se es
revermos o 
omprimento ℓ

da 
aixa, o 
omprimento de onda λ̄ e a a
eleração a em termos do raio de Bohr (r0),

a massa do elétron (me) e gravidade terrestre g, en
ontramos a seguinte estimativa:

ℓ

L ∼ 10−27

(

ℓ

r0

)(

a

g

)

(5.14)

λ̄

L ∼ 10−29
(me

m

)

(

a

g

)

(5.15)

Para a = 1018g, o termo quadráti
o

(

ℓ
L
)2

produz uma 
orreção da ordem de 10−18 (ℓ/ro)
2 .

A expansão das fun
ões Liα (αx) e Kiα (αx) dadas pelas equações (5.9) e (5.10) são

válidas quando o argumento αx é menor que a ordem α, isto é, para x < 1. [56, 57℄.



Para usarmos estas expansões, devemos fazer αx = L/λ̄ + ξ1/λ̄ ou αx = L/λ̄ +

(ξ1 + ℓ) /λ̄, onde ξ1 
orresponde a posição da primeira parede da 
aixa. Tomando ξ1 =

− ℓ
2
(
on�guração de simetria da 
aixa) e 
onsiderando que α = ωc/a, en
ontramos

que o máximo valor de x é (c/λ̄+ ℓa/2λ̄c) /ω. Assim a 
ondição x < 1, impli
a que:

~ω > mc2 +
1

2
maℓ (5.16)

Como ω 
orresponde a frequên
ia de um estado esta
ionário, então, ~ω é a energia


orrespondente. Como vimos, em um sistema não-pertubado, a energia é dada por

E
(0)
n , tal que, E

(0)
n = [m2c4 + (n2π2

~
2c2) /ℓ2]

1/2
. Em primeira ordem em a, obtemos a


ondição para a equação (5.13) dada por:

n2 >
1

π2

ℓ3

λ̄2L
(5.17)

Esta 
ondição pode ser interpretada de duas formas diferentes. Se o sistema (uma

partí
ula de massa m 
on�nada em uma 
aixa de tamanho ℓ) está movendo-se 
om

uma a
eleração própria 
onhe
ida a, então a inequação (5.17) estabele
e quais níveis

quânti
os podem ser usados para de�nir a frequên
ia padrão do relógio at�mi
o. Por

outro lado, se os níveis quânti
os são es
olhidos previamente, a inequação (5.17) forne
e

a máxima a
eleração que é 
onsistente 
om nosso esquema de aproximação. Para

tomarmos uma estimativa, vamos 
onsiderar que ℓ ≃ 0.5 × 10−10m (raio de Bohr) e

quem é a massa do elétron, o que 
orresponde a λ = 2.4×10−12m. Assim, L > 10−7/n2
.

Portanto, para um dado nível n = 1, o vín
ulo sobre a a
eleração, (a < 1022g), não é

rigorosa.



5.2 Relação Entre o Ritmo do Relógio At�mi
o A
e-

lerado e o Relógio At�mi
o Iner
ial

Em anologia 
om pro
essos at�mi
os reais, vamos assumir que, em uma transição

entre dois estados esta
ionários de nosso sistema, um quantum de energia de algum


ampo é emitido 
om uma frequên
ia bem de�nida. Algum dispositivo 
apaz de 
ontar

os 
i
los da frequên
ia padrão emitida 
onstitui nosso relógio [46℄.

Vamos agora, 
onsiderar uma transição de um 
erto nível quânti
o i para um estado

f . O quantum de energia emitido possui uma frequên
ia ωfi que será adotada 
omo a

frequên
ia padrão do relógio a
elerado. Quando medido em termos do parâmetro τ , a

frequên
ia ωfi = (Ef − Ei) /~ pode ser determinada a partir da equação (5.13). Por

sua vez, para uma sistema idênti
o em repouso no referen
ial iner
ial K, a frequên
ia

do quantum de energia emitido na transição do estado i para o estado f é dada por

ω0
fi =

(

E0
f −E0

i

)

/~. Notemos que ω0
fi é medido em termos das 
oordenadas de tempo

do referen
ial K. Tendo isto em mente, 
onsideramos agora dois eventos próximos que

o
orrem sobre a linha de universo do observador a
elerado 
entral (ξ = 0), rotulados


om 
oordenadas temporais τ1 e τ2, respe
tivamente. Se ∆T é o número de os
ilações

da onda padrão 
om frequên
ia ωfi exe
utados no intervalo de tempo de
orrido entre

os eventos, então:

∆T = (τ2 − τ1)ωfi/2π (5.18)

Por outro lado, do ponto de vista de K, durante o intervalo ∆τ = τ2−τ1, o número

de 
i
los do relógio at�mi
o iner
ial fun
ionando na frequên
ia ω0
fi é:

∆t = (c/a) [sinh (aτ2/c)− sinh (aτ1/c)]ω
0
fi/2π (5.19)

O resultado a
ima pode ser obtido a partir da equação (5.1). No limite ∆τ → 0, a
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Figura 5.1: Linha de universo de um observador de Rindler que parte da posição (ξ = 0).
Eventos próximos que o
orrem nos instantes τ1 e τ2 de a
ordo 
om o observador a
elerado,

são registrados pelo referen
ial iner
ial K 
om 
oordenadas ct1 e ct2, respe
tivamente.

razão instantânea entre os ritmos dos tique-taques dos relógios é:

dT

dt
=
√

1− v2/c2

(

∆Efi

∆E0
fi

)

(5.20)

O fator de 
orreção depende da frequên
ia dos relógios at�mi
os, isto é, em uma

transição parti
ular (f → i) que é es
olhida para de�nir a frequên
ia padrão. No

entanto, em transições 
om altos números quânti
os (n→ ∞) de a
ordo 
om a equação

(5.13), a relação reduz-se a:

dT

dt
=
√

1− v2/c2

[

1− 1

12

(

ℓ

L

)2
]

(5.21)

Este resultado é análogo aos obtidos nas referên
ias [47, 55℄, que 
onsideram uma


orreção da ordem de

(

λ
L
)2

para o tempo de vida dos múons. No entanto, é importante

salientarmos, que em 
omparação 
om o estudo do tempo próprio dos múons [47℄,

nosso resultado difere em alguns aspe
tos. Na referên
ia [47℄ , a razão de de
aimento

dos múons foi determinada a partir da in�uên
ia de um 
ampo magnéti
o. Este


ampo magnéti
o é responsável por manter os múons em movimento 
ir
ular e sua

in�uên
ia pode ser es
rita em termos da a
eleração 
entrípeta [55℄. Em nosso trabalho,

estudamos a in�uên
ia da a
eleração longitudinal sobre os níveis de energia do átomo.

Portanto, os sistemas são �si
amente distintos e são a
elerados de maneiras diferentes.



Além disso, os resultados obtidos também são diferentes. A referên
ia [47℄ segue o

pro
edimento de aproximação por segunda quantização, que é o formalismo adequado

para lidar 
om as 
orreções da ordem do 
omprimento de onda de Compton. Por

outro lado, nosso método é baseado na aproximação de primeira quantização. Nós

obtivemos uma 
orreção que não depende do 
omprimento de onda de Compton da

partí
ula, e sim, do tamanho ℓ do átomo. Assim, os resultados da referên
ia [47, 55℄

são independentes dos nossos resultados. Podemos 
on
iderar estas duas abordagens


omo 
omplementares, já que 
ontemplam diferentes aspe
tos do problema.

O efeito da a
eleração sobre o ritmo do relógio at�mi
o pode ser muito maior que

o efeito sobre o tempo de vida do múon, desde que, 
onsideremos valores realísti
os, a


orreção dependendo de

(

ℓ
L
)2

é muito maior que

(

λ
L
)2
. De fato, se o tamanho da 
aixa é

da ordem do raio de Bohr (& 1011m), então
(

ℓ
L
)2

é ligeiramente maior que 10−18
quando

a = 1018g. Assim, o efeito da a
eleração sobre o tempo próprio de um relógio at�mi
o

deverá ser de pelo menos 106 vezes maior que o previsto para o múon 
ir
ulando 
om

uma a
eleração de mesmo módulo [47, 58℄. Além disso, o fato dos sistemas serem

a
elerados de formas diferentes, pode ter impli
ações experimentais. Em estudos de

partí
ulas a
eleradas longitudinalmente, a a
eleração atinge pi
os de 1022g [53℄. Nesta

ordem de magnitude, o efeito da a
eleração deverá ser aproximadamente

(

ℓ
L
)2

= 10−10
,

que �
a perto da pre
isão atual (∼ 10−9) para testes empíri
os da dilatação do tempo

[44℄.

Apesar de mostramos que o ritmo de um relógio é afetado pela sua a
eleração

instantânea, este resultado não deve ser visto 
omo uma violação da hipótese do relógio

[46℄. Na realidade, o próprio sistema de 
oordenadas de Rindler é 
onstruído 
om a

ajuda desta hipótese, até mesmo a forma usual que a equação de Klein-Gordon assume

em um referen
ial a
elerado é de alguma forma baseado no prin
ípio da lo
alidade.

A in�uên
ia da a
eleração instantânea sobre o ritmo de um relógio at�mi
o é apenas

a expressão do fato de que a dinâmi
a interna de um sistema de tamanho �nito é

afetada pela a
eleração. Isso é verdade mesmo no 
ontexto da me
âni
a 
lássi
a,




omo se pode veri�
ar através do 
ál
ulo do período de um pêndulo a
elerado ou o

período de os
ilações de um feixe de luz entre espelhos a
elerados [59℄. Em vista

disso, a melhor interpretação para nosso resultado é que o ritmo de um relógio real

a
elerado se desvia do ritmo de um relógio ideal [60℄. Neste sentido, podemos dizer

que a equação (5.21), na verdade é 
ompatível 
om a hipótese do relógio, uma vez

que, de a
ordo 
om ela, o ritmo de um relógio at�mi
o não depende da a
eleração

instantânea no limite em que ℓ → 0 e λ̄ → 0. No entanto, 
omo ℓ e λ̄ são não nulos

para um sistema físi
o realísti
o, a a
eleração instantânea produz alguns efeitos sobre

os ritmos do tique-taques dos relógios a
elerados. Como vimos, estes efeitos são muito

pequenos, entretanto, 
omo os experimentos estão �
ando mais pre
isos, é importante

levá-los em 
onta a �m de se obter uma interpretação 
orreta dos dados empíri
os.

5.3 Efeito Doppler Relativísti
o para Observadores

A
elerados

Como a a
eleração instantânea in�uen
ia no ritmo do tique-taque do relógio,

também podemos analisar o efeito Doppler [46℄. Em uma 
erta transição (f → i)


om altos números quânti
os (n→ ∞), a frequên
ia do quantum de energia emitida

pela fonte a
elerada ω′
E pode ser obtido a partir da equação (5.13), 
omo sendo ω′

E =

ω0
E (1− ℓ2/12L2), onde ω0

E é a frequên
ia da mesma transição que a
onte
e em um

sistema iner
ial.

Vamos ini
ialmente admitir que a fonte a
elerada emite sinais para a frente. Então

a frequên
ia quando medida por um re
eptor iner
ial ω0
R pode ser obtida da seguinte

maneira: Consideremos um observador a
elerado (observador de Rindler) que des
reve

uma linha de universo registrada pelo sistema de 
oordenadas iner
ial K. Sejam

τ1 e τ2 tempos próprios medidos pelo observador a
elerado nos instantes de emissão

do primeiro e segundo pulsos eletromagnéti
os, respe
tivamente. As 
oordenadas de

emissão, podem ser determinadas a partir das equações (5.1) e (5.2). O sinal viaja na



velo
idade da luz e 
hega a um observador iner
ial �xo em x = 0, nos instantes t1 e

t2, respe
tivamente. Assim, podemos es
rever

t1 − t (τ1) =
1

c
(x (τ1)− 0) , (5.22)

t2 − t (τ2) =
1

c
(x (τ2)− 0) . (5.23)

Segue que:

t2 − t1 = t (τ2)− t (τ1) +
1

c
(x (τ2)− x (τ1)) (5.24)

Se es
revermos τ2 = τ1 +∆τ e usando as equações (5.1) e (5.2), en
ontramos:

∆t =
c

a
exp (aτ1/c) [exp (a∆τ/c)− 1] , (5.25)

onde ∆t = t2 − t1. Expandindo a equação a
ima até a segunda ordem de a, obtemos:

∆t = exp (aτ1/c)

[

1 +
1

2
(c∆τ/L) + 1

6
(c∆τ/L)2

]

∆τ (5.26)

Se ∆τ é o período da onda medido pelo observador a
elerado, então, ∆t é o período

da onda medido pelo observador iner
ial. Sendo assim, a relação entre as frequên
ias

é:

ω0
R = exp (−aτ1/c)

[

1− 1

2
(c∆τ/L) + 1

12
(c∆τ/L)2

]

ω′
E. (5.27)

Como tinhamos men
ionado, a frequên
ia emitida é ω′
E = ω0

E (1− ℓ2/12L2). Portanto,

re
ordando que ∆τ = 2π/ω′
E, podemos es
rever (c∆τ/L) até termos de segunda or-

dem em a 
omo (λ0/L), onde λ0 = 2πc/ω0
E seria o 
omprimento de onda do sinal, se

o mesmo tivesse sido emitido de um referen
ial iner
ial. Partindo do fato que a velo-


idade relativa instantânea é v = c tanh (aτ1/c) podemos es
rever exp (−aτ1/c) 
omo

γ (1− (v/c)). Deste modo, segue que:

ω0
R = γ

(

1− v

c

)

[

1− 1

2
(λ0/L) +

1

12
(λ0/L)2 −

1

12
(ℓ/L)2

]

ω0
E (5.28)



Para τ1 > 0, a velo
idade é positiva e o observador a
elerado está se afastando do

re
eptor iner
ial lo
alizado em x = 0. Se 
onsiderarmos a fonte a
elerada emitindo

sinais para a frente e para trás, utilizando o mesmo pro
edimento anterior, podemos

obter a forma mais geral para a equação (5.28) que é:

ω0
R = γ

(

1± v

c

)

[

1± λ0
2L +

1

12

(

λ0
L

)2

− 1

12

(

ℓ

L

)2
]

ω0
E (5.29)

os sinais + e − 
orrespondem a observadores se aproximando ou se afastando da fonte,

respe
tivamente. A a
eleração modi�
a a equação do efeito Doppler de duas formas:

o termo λ0/L está asso
iado 
om a variação da velo
idade da fonte durante um 
i
lo


ompleto, enquanto (ℓ/L)2 é uma nova 
ontribuição que apare
e devido a mudança no

rítmo do tique-taque do relógio devido a a
eleração. Note que fazendo a → 0 na eq.

(5.29) re
uperamos a já 
onhe
ida equação do efeito Doppler relativísti
o para uma

fonte emissora iner
ial.



Capítulo 6

Comentários e Con
lusões

Nesse trabalho estudamos sobre os métodos de 
onstrução de sistemas de 
oor-

denadas no espaço-tempo de Minkowski e as di�
uldades inerentes a 
ada método.

Vimos que a tarefa de lo
alizar eventos no espaço-tempo 
onsiste, em atribuir quatro

números ou rótulos, que 
onstituem as 
oordenadas do evento. Estes números são pro-

venientes de regras e 
ritérios que podem variar de um sistema de 
oordenadas para

outro.

Nossos sistemas de 
oordenadas foram 
onstruídos no espaço-tempo de Minkowski.

Ainda assim, quando os sistemas de 
oordenadas são 
onstruídos a partir de observa-

dores a
elerados, os sistemas possuem limitações. Em geral, estes sistemas apresentam

validade lo
al, 
omo bus
amos eviden
iar nos diferentes sistemas de 
oordenadas que

apresentamos.

A literatura apresenta diversas maneiras de 
onstruir sistemas de 
oordenadas.

Em nosso trabalho nos preo
upamos em sistematizar as formas mais 
onhe
idas de


onstruir sistemas de 
oordenadas, além de propormos novos métodos. Da literatura,

estudamos as 
oordenadas usuais de Rindler. Vimos que a família de observadores de

Rindler é 
omposta de observadores a
elerados, 
om a
elerações inversamente propor-


ionais as suas respe
tivas posições ini
iais (ρ). Para este referen
ial, as 
oordenadas

são atribuídas a partir de um observaodor privilegiado da família, que parte da posição

ρ = 1
a
, onde a é a a
eleração própria do observador.
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A partir da família de observadores de Rindler, 
onstruímos um novo sistema de


oordenadas, adotando uma nova regra para rotular os eventos. Neste novo sistema,

a 
oordenada temporal para o evento 
orresponde ao tempo próprio τ , medido pelo

observador que 
ruza o evento. Esta modi�
ação resultou em superfí
ies de simulta-

neidade 
om 
urvatura. Deste modo, este referen
ial pode ser utilizado para mostrar

a 
onexão entre geometria não-Eu
lidiana das se
ções espa
iais e referen
iais não-

iner
iais.

Outro método de 
onstrução de sistemas de 
oordenadas de grande destaque que

estudamos foi o método de Fermi-Walker. As 
oordenadas de Fermi-Walker ou 
oorde-

nadas de Fermi, são, 
omo vimos, 
onstruídas através de uma tetrada que experimenta

um transporte de Fermi-Walker ao longo da linha de universo do observador. Dado

um evento arbitrário, deve existir uma geodési
a do tipo espaço que passa pelo evento

e 
ruza a linha de universo do observador perpendi
ularmente em um 
erto ponto P. A


oordenada temporal de Fermi equivale ao tempo próprio τ medido pelo observador no

ponto P. Já as 
oordenadas espa
iais 
orrepondem, respe
tivamente, as projeções de

um vetor que liga P ao evento, na direção de 
ada eixo espa
ial da tetrada 
arregada

pelo observador. Apli
ando este método a observadores uniformente a
elerados, 
omo

vimos, re
aímos nas 
oordenadas usuais de Rindler. Apli
amos também o mesmo

pro
edimento para um observador em movimento 
ir
ular.

As 
oordenadas de Marzke-Wheeler, ou 
oordenadas de Radar, baseiam-se em

uma extensão do pro
edimento de sin
ronização de Einstein. Estas 
oordenadas são


onstruídas a partir de um observador que emite pulsos eletromagnéti
os que são

re
ebidos e imediatamente reenviados pelo evento a ser registrado. De a
ordo 
om

as 
oordenadas de radar, este observador atribui 
omo 
oordenada temporal, a média

aritméti
a do tempo gasto pelo sinal para ir e voltar, medido por seu relógio. Já a


oordenada espa
ial 
orresponde a metade da distân
ia per
orrida pelo sinal durante

o movimento de ida e volta, estimada pelo observador.

Ao 
ontrário do pro
edimento das 
oordenadas de Fermi-Walker que, no espaço-



tempo de Minkowski, gera superfí
ies de simultaneidade planas, o pro
edimento das


oordenadas de radar gera superfí
ies de simultaneidade que podem apresentar 
ur-

vatura dependendo do movimento do observador. Construímos as 
oordenadas Radar

para um observador iner
ial e vimos que, para este 
aso, as equações de transformações

entre essas 
oordenadas e as 
oordenadas 
artesianas (t, x), medidas por um referen-


ial iner
ial, 
oin
idem 
om as equações de transformações de Lorentz. Apli
amos

igualmente este pro
edimento para um observador de Rindler e um observador em

movimento 
ir
ular e analisamos as suas respe
tivas superfí
ies de simultaneidade.

Estudamos também as 
oordenadas de emissão ou 
oordenadas de GPS, que re
e-

bem este nome pelo fato de serem 
onstruídas de modo semelhante ao famoso Sistema

de Posi
ionamento Global. Assim 
omo o GPS, estas 
oordenadas são 
onstruídas uti-

lizando quatro emissores, que na práti
a podem ser entendidos 
omo satélites. Dado

um usuário que deseja se lo
alizar, 
ada satélite emite um sinal eletromagnéti
o que

per
orre o espaço-tempo propagando o tempo próprio do emissor, 
orrespondente ao

instante da emissão. O usuário, que pode ser pensado 
omo um observador na super-

fí
ie da Terra, re
ebe 
onsequentemente quatro sinais 
om a informação (τ1, τ2, τ3, τ4),

que 
orrespondem às 
oordenadas que lo
alizam o usuário. No espaço-tempo bidi-

mensional, 
onstruímos as 
oordenadas de emissão para emissores iner
iais utilizando

apenas dois satélites. O mesmo �zemos para emissores perten
entes a família de ob-

servadores de Rindler.

Em seguida, vimos uma generalização para sistemas de 
oordenadas 
onstruídos a

partir de observadores uniformemente a
elerados, os quais experimentam a
elerações

� a � que depende da posição ini
ial do observador � ρ � segundo uma função geral

a = a (ρ) . Nestes sistemas, as 
oordenadas temporais são 
onstruídas 
om base no

prin
ípio físi
o da lo
alidade. Porém, ao 
ontrário das 
oordenadas de Rindler usuais,

que são atribuídas utilizando um observador privilegiado, para essas 
oordenadas, 
ada

observador tem o direito de de�nir o que é simultâneo nas proximidades de sua linha

de universo. As linhas de simultaneidades surgem da ligação, no limite do 
ontínuo,



entre segmentos das linhas de simultaneidade individuais. As 
oordenadas espa
iais


orrespondem a posição ini
ial do observador que 
ruza o evento.

Para estas novas 
oordenadas, en
ontramos as equações de transformações 
om

respeito às 
oordenadas (t, x) de um referen
ial iner
ial. No 
aso parti
ular em que

a = 1, vimos que todos os observadores apresentam a mesma a
eleração. Neste 
aso, a

linha de simultaneidade in
lina 
ada vez mais 
om relação ao eixo espa
ial para x→ ∞.

Uma das propriedades interessantes desse sistema de 
oordenadas é que admitindo

uma distribuição espa
ial dos observadores 
om simetria esféri
a ou 
ilindri
a, sobre

a superfí
ie de simultaneidade, o es
alar de 
urvatura R não é nulo, signi�
ando que

as se
ções espa
iais possuem 
urvatura.

No 
aso em que a (ρ) = 1
ρ
, a generalização re
upera as 
oordenadas usuais de Rin-

dler. O 
urioso é que as 
oordenadas de Rindler são atribuídas originariamente por

um úni
o observador, já nossas 
oordenadas são atribuídas por toda família de obser-

vadores. No entanto, para a (ρ) = 1
ρ
, todos os observadores 
on
ordam 
om a noção

de simultaneidade 
onstruída a partir do prin
ípio da lo
alidade, re
onduzindo, deste

modo, às 
oordenadas Rindler. No 
aso de a (ρ) = 1
ρ2
, os observadores possuem linhas

de universo 
om 
on
avidade mais a
entuadas para observadores próximos da origem.

Para esta situação a linha de simultaneidade in
lina 
ada vez menos, tornado-se pa-

rela ao eixo espa
ial para longas distân
ias. Como ilustramos geometri
amente, para

a (ρ) = 1
ρ2
, as linhas de universo dos observadores podem se 
ruzar, gerando ambigui-

dade na hora rotular os eventos. Devemos restringir a validade destas 
oordenadas

para um domínio lo
al.

Como veri�
amos, esta generalização é útil para mostrar que as se
ções espa
iais

de referen
iais não-iner
iais podem ter uma geometria não-Eu
lidiana. Além disso, a

generalização nos permite simular o 
omportamento de observadores estáti
os, tanto

nas proximidades do Bura
o Negro de S
hwarzs
hild (
aso a (ρ) = 1
ρ
), quanto para

regiões su�
ientemente afastadas (
aso a (ρ) = 1
ρ2
).

Estudando o ritmo de relógios at�mi
os, vimos que a a
eleração instantânea afeta



o ritmo dos relógios a
elerados. Para obtermos este resultado, admitimos um reló-

gio at�mi
o des
rito por um modelo de brinquedo que 
onsiste de uma partí
ula em

uma 
aixa de paredes in�nitas, que obede
e a equação de Klein-Gordon. As pare-

des desta 
aixa, são arratadas por observadores de Rindler. Resolvendo a equação de

Klein-Gordon 
om as 
ondições de 
ontorno adequadas, determinamos a frequên
ia

dos estados esta
ionários do sistema. Este resultado foi 
omparado ao espe
tro de um

sistema idênti
o iner
ial e assim obtivemos a relação entre os ritmos dos relógios at�-

mi
os (a
elerado e iner
ial). Nosso resultado, eviden
ia o fato que a dinâmi
a interna

de um sistema de tamanho �nito é afetado pela a
eleração, uma vez que no limite que

ℓ → 0 e λ̄ → 0, o ritmo do relógio a
elerado não depende da a
eleração instantânea.

Todavia, 
onsiderando que ℓ e λ̄ são não nulos para sistemas físi
os reais, a a
eleração

instantânea produz efeitos que apesar de pequenos, não podem ser des
onsiderados.

Re
entemente o experimento de Ives-Stiwell testou o fator de dilatação do tempo 
om

pre
isão de 10−9
[44℄. Se fosse possível utilizar este experimentos envolvendo a
ele-

rações de ordem maiores que 1023g, então, os efeitos da a
eleração sobre o ritmo de

um relógio a
elerado seria dete
tável. Como já men
ionamos, em experimentos já

realizados envolvendo a
elerações longitudinais [53℄, a a
eleração apresenta pi
os de

1022g.

Talvez o resultado mais importante do nosso estudo é o fato de que, 
om a ajuda

deste modelo de brinquedo simples, podemos identi�
ar quais são os parâmetros re-

levantes que 
ontribuem para os estes efeitos e estimar a ordem de grandeza deles

usando a equação (5.21).

Nosso modelo de brinquedo é um sistema muito simpli�
ado. Para lidar 
om um

átomo real, primeiro temos que 
onstruir um me
anismo de a
eleração. No 
aso de

um átomo neutro, podemos utilizar um 
ampo elétri
o não-uniforme para produzir

uma a
eleração longitudinal. Assim, em um modelo relativísti
o, devemos 
onsiderar

a interação do 
ampo externo 
om as partí
ulas at�mi
as, 
ujo 
omportamento é

governado pela equação de Dira
 em (3+1) dimensões. Este problema é, naturalmente



mais 
ompli
ado. Os efeitos da a
eleração em relação aos níveis de energia devem

apare
er indiretamente, 
omo 
onsequên
ia da interação entre o 
ampo externo e o

átomo. No entanto, se o 
ampo externo não for tão forte, em 
omparação 
om a força

de interação interna, o átomo permane
erá 
omo um sistema ligado, 
om um 
entro

de massa a
elerado. Então, neste sentido, uma partí
ula em uma 
aixa a
elerada pode

ser 
onsiderado 
omo um modelo de brinquedo para um átomo real a
elerado. No

entanto, devemos ter em mente que esse estudo é um trabalho preliminar, e que os

resultados pre
isam ser melhorados à luz dos modelos mais realistas.

A 
ontinuidade deste trabalho pode ser realizada utilizando ao invés de observa-

dores de Rindler, partí
ulas exe
utando um movimento 
ir
ular ou um movimento

harm�ni
o simples, sobre o qual é possível estudarmos os efeitos da a
eleração sobre

átomos da rede.
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