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Resumo

Neste trabalho, investigamos pela primeira vez na literatura o impacto de efeitos nao-
inerciais associados com a rotacdo do sistema de referéncia de particulas carregadas
e neutras confinadas por um anel quantico, descrito pelo potencial de Tan-Inkson. A
contribuicao da rotacao é introduzida através de seu acoplamento com o momento angular
do sistema. Mostramos que a rotacdo entra como uma espécie de acoplamento minimo na
parte cinética do Hamiltoniano que descreve a dindmica quantica dos sitemas em questao.
Com isso, mostramos que a rotacao induz efeitos tipicos de campos magnéticos sobre as
propriedades quénticas das particulas. Também investigamos os efeitos da contribuicao de
uma deslocacao tipo-hélice sobre as propriedades fisicas das particulas. O defeito topologico
contribui como uma fonte de fluxo de tor¢ao, tendo um comportamento similar ao do fluxo
Aharonov-Bohm. Além de particulas carregadas (elétrons e buracos), estudamos os efeitos
da rotacao sobre particulas neutras em trés cenarios diferentes: uma particula neutra com
momento de dipolo magnético permanente acoplado pela interagdo proposta por Aharanov-
Casher; uma particula neutra com momento de dipolo elétrico permanente acoplada pela
interacao proposta por He-McKellar-Wilkens e uma particula neutra como momento de
dipolo elétrico induzido pela interacao proposta por Wei-Han-Wei. Em todos os trés casos
mostramos que existe uma estreita analogia entre particulas neutras e carregadas. A
metodologia utilizada consiste em analizar a dindAmica quantica nao-relativistica dessas
particulas via resolugao da equacao de Schrodinger. Além do espectro de energia e das
funcoes de onda, calculamos as correntes persistentes e a magnetizagao para os quatro
sistemas aqui estudados, e também analizamos, a partir da expressao para a corrente

persistes para anéis quanticos, o caso limte para pontos quanticos.

Palavras-chaves: Rotagao, Anéis Quanticos, Defeitos Topoldgicos, Corrente Persistente,

Magnetizagao.






Abstract

In this thesis, we investigate by the first time the impact of non-inertial effects associated
with the rotation of the reference system on charged and neutral particles confined by a
quantum ring, which is described by the potential of Tan-Inkson. The contribution of the
rotation is introduced by its coupling with angular momentum of the system. We show
that the rotation is introduced via a non-minimum coupling to the kinetic part of the
Hamiltonian describing the quantum dynamics of systems studied here. Thus, we show that
non-inertial effects of the rotation induce on the quantum properties of the particles similar
effects generated by a magnetic field. We also investigated the contribution of a screw
dislocation on the physical properties of the particles. The topological defect contributes
as a torsion source, presenting a contribution similar to the Aharonov-Bohm flux. Besides
charged particles (electrons and holes), we also study the effects of rotation on neutral
particles in three different scenarios: a neutral particle with a permanent magnetic dipole
moment coupled by the Aharanov-Casher interaction; a neutral particle with a permanent
electric dipole moment coupled by the interaction proposed by He-McKellar-Wilkens and a
neutral particle with an electric dipole moment induced by the field configuration proposed
by Wei-Han-Wei. In all three cases it is shown the similarity between the neutral and
charged particles. We analyze the non-relativistic quantum dynamics of these particles by
solving the Schrodinger equation. In addition to the energy spectrum and wave functions,
we calculate the persistent current and the magnetization for the four systems studied
here, and we also analyzed, from the expression for the persistent current for quantum

rings, the limit case for quantum dots.

Key-words:Rotation, Quantum Rings, Topological Defects, Persistent Currentes, Magne-

tization.
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Introducao

Quando atomos sao resfriados a temperaturas préximas do zero absoluto, uma série
de efeitos quanticos comega a aparecer. Um desses efeitos é a condensagao de Bose-Einstein,
que descreve a formagao de uma nova fase quantica da matéria. Ao se resfriar um gas de
bésons (particulas de spin inteiro), a partir de uma dada temperatura critica muito préxima
do zero absoluto, o sistema passa por uma transicao de fase; uma fracao consideravel
dos atomos que constituem o gas evolui para o estado quantico de mais baixa energia.
Dizemos, portanto, que esses atomos se condensaram no estado fundamental. Nesse ponto,
efeitos quanticos macroscépicos, como, por exemplo, superfluidez e supercondutividade, se
tornam aparentes. Esse novo estado da matéria foi predito teoricamente entre os anos de
1924 e 1925 por Satyendra Nath Bose e Albert Einstein.

Uma caracteristica fundamental dos condensados Bose-Einstein é sua resposta a
rotagdo [4, 5, 6]. Parte da técnica de resfriamento de dtomos consiste em confind-los em
armadilhas e depois resfria-los através da aplicacdo de um campo magnético efetivo obtido

por rotacao rapida da armadilha ou pela aplicacao de um laser.

Essa relagao entre condensados de Bose-Einstein e rotagao chamou nossa atengao
e nos levou a investigar como efeitos nao-inerciais associados a rotacao do sistema de
referéncia influenciam a dindmica quantica de pariculas neutras confinadas em anéis
quanticos. Como nao haviam resultados prévios na literatura, também estendemos os

estudos de efeitos nao-inerciais sobre particulas carregadas.

Desse modo, propomos analisar a dinamica quantica nao-relativistica de particulas
carregadas e neutras, via resolu¢ao da equagao de Schrodinger. Além do espectro de energia
e das fungoes de onda, calcularemos as corrente persistente e a magnetizacao para todos os
sistemas aqui apresentados, e também analisaremos, a partir da expressao para a corrente

persistente para anéis quanticos, o caso limite para pontos quanticos.

O capitulo (1) é destinado ao estudo de particulas carregadas, enquanto nos capitulos
(2), (3) e (4) serao estudados efeitos andlogos para o dipolo magnético permanente, dipolo
elétrico permanente e para o dipolo elétrico induzido, respectivamente. Ao final, no capitulo
Conclusoes, sera apresentado um sumario dos resultados obtidos, ressaltando o papel de
destaque que efeitos nao-inerciais associados a rotagao do sistema de referéncia trazem

para os quatro sistema aqui estudados.

Ainda neste capitulo, apresentamos uma breve revisao sobre anéis quanticos,
incluindo a descri¢ao do potencial de Tan-Inkson. Em seguida, apresentamos o Hamiltoniano
que descreve a dinamica quantica de particulas sob rotacdo. Na secao seguinte, sera

apresentada uma breve revisao sobre defeitos topoldgicos, com foco especial na deslocagao
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tipo-hélice. Ao final, apresentamos uma lista de trabalhos publicados ou a publicar que

foram frutos desta Tese.

Anéis quanticos

Em esséncia, anéis quanticos sao nanoestruturas geralmente construidas em mate-
riais semicondutores que, através de confinamento quéntico, restringem o movimento de

particulas a uma regiao bidimensional com geometria anelar. A figura (1) nos dd uma boa

Source

Figura 1 — Imagem de um anel quantico produzida com auxilio de um microscopio de forca
atomica, retirada da referénca [1].

ideia do que vem a ser um anel quantico. A figura da esquerda é uma imagem retirada
com um auxilio de um microscépio de forca atomica e na figura da direta, é apresentado

um layout dando as dimensoes tipicas do sistema.

Nos tltimos anos, o estudo de particulas carregadas confinadas em anéis quéanticos
tem chamado muita atencao devido a possibilidade de diversas aplicagoes em varias areas
da Fisica [7]. Anéis com dimensoes mesoscépicas sdo considerados como étimos laboratérios
para investigacao de efeitos de interferéncia quantica; quando colocados na presenca de
campos externos, apresentam uma série de fenémenos fisicos muito interessantes, como,
por exemplo, o efeito Aharonov-Bohm [8, 9], o efeito Hall quantico [10], a interacao

spin-6rbita [11], correntes persistentes [12, 13, 14] e a fase quantica de Berry [15, 16].

Desde meados de 1980, o desenvolvimento experimental com relagdo a produgao de
anéis quanticos bidimensionais cada vez menores tomou patamares expressivos, permitindo

a realizacao de experimentos cada vez mais proximo do limite quéntico real.

Um dos métodos de fabricagdo consiste em utilizar técnicas de litografia que
permitem construir anéis individuais na superficie de materiais semicondutores [17, 18, 1].
Outra técnica consiste em obter anéis a partir de pontos quanticos. Essa técnica é baseada
no método de Stranski-Krastanov que permite crescer epitaxialmente pontos quanticos.

Depois do processo de crescimento, o material do centro do ponto quéantico ¢ ejetado,
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criando-se um padrao semelhante a cratera de um vulcao. Mais detalhes podem ser

encontrados na seguinte referéncia [19].

Em 2004, Viefers et al. [20] publicaram um 6timo artigo de revisao sobre anéis quan-
ticos. Em 2012, em complemento ao trabalho de Vieferes, Mannine et al. [21] apresentam

consideragoes sobre bésons e férmions em anéis quénticos.

Com o grande nimero de resultados experimentais sobre anéis quanticos, modelos
tedricos capazes de explicar esses resultados se faziam necessarios. Muitas propriedades
conseguiam ser explicadas com um modelo simples de anéis unidimensionais com apenas
um elétron. Em contrapartida, esse modelo negligenciava os efeitos importantes associados

com a espessura da regiao de conducao.

Em 1996, Tan e Inkson [22] propuseram um modelo tedrico que descreve analitica-
mente o confinamento de elétrons e buracos anéis quanticos bidimensionais. Além de anéis
quanticos, o modelo de Tan-Inkson também serve para descrever outras nanoestruturas,
tais como o ponto e o anti-ponto quanticos, anéis quanticos unidimensionais e fios quanticos

bidimensionais.

O modelo de Tan-Inkson consiste no seguinte potencial de confinamento radial:
a
wm=§+@ﬁ—%7 (1)

onde a; e as sao dois parametros constantes e
‘/0 = 2\/a1a2 . (2)

Muitas caracteristicas do anel estao associadas com os parametros a; e as. O raio

médio do anel, por exemplo, é definido assim:

ro = (‘“)1/4 | (3)

a2

Nas proximidades de 79, e equagao (1) se resume a um potencial de confinamento

parabdlico centrado em 7

1,
Vip) = Smet (p = ro)” @
onde .
a2
= 5)
Wo m (5)

é a frequéncia caracteristica que da a intensidade do confinamento do anel quéntico sobre

um particula de massa efetiva m*.

Para uma dada energia de Fermi £y, os raios externo r e interno r_ do anel sao

1/2
Vo + &+ /28 Vo + E2
VR T (6)

2(11

dados por:

ry =
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No limite de baixas energias (£ < Vj), a espessura do anel é dada por:

ar= (5 )1/2 | (7)

m*wy

Como podemos perceber, os pardmetros sao a; e as sdo cruciais na definicdo das
propriedades que definem o anel quantico (minimo de energia Vj, raio médio ry, frequéncia
de confinamento wy e espessura Ar). Isso faz do potencial de Tan-Inkson um 6timo modelo
para a descricao de anéis quanticos: todas as propriedades que caracterizam o anel sao

obtidas através da manipulacao adequada de apenas dois parametros.

A partir de dados experimentais retirados da seguinte referéncia [23], considerando
um anel quantico cujo o raio médio é ry = 800 nm, construido em uma estrutura de
GaAs, onde a massa efetiva dos portadores de carga é m* = 0,067 m. (onde m, representa
a massa do elétron), e que, no fundo do potencial de confinamento, hwy = 0,449 meV

obtém-se que a; = 9,1022-10° meV nm? e ay = 2,222-107% meV nm 2. Para esses valores

Figura 3 — Visao do vale central do Poten-

cial de Tan-Inkson que permite

Figura 2 — Visdo lateral do Potencial de visualizar a regido de confina-
Tan-Inkson. mento anelar.

de ay e ag, obtemos o gréfico para o potencial de Tan-Inkson apresentado na figura (2). A
figura (3) representa o mesmo grafico que na figura (2), s6 que de outro ponto de vista
que permite ver claramente que, para uma dada energia de Fermi, a particula fica restrita
a se mover em uma regiao anelar (regiao em vermelho). Na figura (4), apresentamos um
corte do gréafico (2) referente ao plano z — p, para p > 0. Como podemos perceber, para
uma energia de Fermi abaixo de 2 eV, o confinamento ao qual a particula esta sujeita é,
com boa aproximacao, parabdlico e o minimo do potencial encontra-se sobre ro = 800 nm,

o que define o raio médio do anel.
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Figura 4 — Corte do Potencial de Tan-Inkson que descreve um anel quantico com rg = 800 nm.

Dinamica de Particulas sob Efeitos Nao-Inerciais

Vamos agora, partindo da descricao classica, obter o Hamiltoniano que descreve a
dinamica quantica de particulas em referéncias nao-inerciais que giram com uma velocidade

de rotagao €.

A Lagrangiana que descreve o movimento de uma particula carrregada sob a
influéncia de um campo magnético, em um referencial que gira com velocidade de rotacao

Q com relagao a um referencial inercial fixo é dada por [24, 25]:

1 1
L:§m1)2+ev-A+mV-Q><r+§m(ﬂ><r)2. (8)

Através de uma transformacao de Legendre, o Hamiltonino classico associado a
equagao (8) é:
1

Ho —
@ 2m*

1
(p—eA—m*er)2—§m*(Q><r)2, 9)

1
onde o termo gm (€2 x r)2 é conhecido como energia potencial centrifuga.

Embora a equagao (9) tenha sido obtida classicamente, ela também ¢ vélida
no dominio quantico: é s6 considerar que as seguintes quantidades classicas p, r e L

representam operadores que atuam em elementos do espaco de Hilbert.

Outra forma de se obter o Hamiltoniano (9) é considerar que a contribuigdo nao-
inercial sobre energia da particula vem do acoplamento entre a rotacao {2 e o momento
angular do sistema L, isto ¢,

Ho=H-Q-L, (10)

onde L é o momento angular da particula.

Se na equacgao (10) H representa o Hamiltoniano para uma particula carregada em
uma regiao permeada por um campo magnético, entao segue que

1
om*

Hgq (p—eA)P’-Q- L. (11)
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Lembrando que L = r X p e tendo em mente que, para o nosso caso, o vetor r serve

para localizar um ponto fixo sobre o anel, segue que

Ho = 5 (p—cAf~Q-(rxp)
= 2;*(p—eA)2—p-(Q><r). (12)

E necessdrio agora calcularmos o seguinte comutador:
p@xn)f = p(@xx)7)-(@x)(ps)
(@ 1) (pf) + (p- (@x1) )7 = (@ 1) (pf)
~ (pr@xn)s
— (V- (@xx) ). (13)

Ao

Figura 5 — Sistema nao-inercial fixo no P girando com velocidade de rotacgio §2 em torno do
eixo Z.

Se a rotacao do sistema de referéncia nao-inercial é constante e esse sistema de
referéncia gira em torno do eixo z, isto é, 2 = Q2 e r = (pg,0,0) é um vetor que localiza

um ponto fixo P (ver figura (5)) segue que
(@x1) =, (14)

o que nos permite concluir que' o comutador entre o operador momento p e o termo
Q x r é nulo. Com essa informagao, completando quadrados na equagao (12), obtemos o

Hamiltoniano (9) através de um simples .

Defeitos Topoldgicos - Deslocacao Tipo-Hélice

Do ponto de vista microscopico, a grande maioria dos sélidos se organiza em uma

estrutura cristalina que apresenta um alto grau de organizacao de longo alcance. No

1 aqui, utilizamos o divergente em coordenadas cilindricas.
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entanto, é comum a formacao de defeitos na estrutura desses solidos que, de certa forma,
quebram essa simetria de longo alcance. Esses defeitos, por sua vez, influenciam diversas

propriedades fisicas dos sélidos cristalinos.

Existem essencialmente dois tipos de defeitos topologicos: deslocagoes e desclinagoes.

Um terceiro tipo de defeito, as despiragoes, surge da combinagao dos dois primeiros.

A classificacao desses defeitos esta relacionada com determinada simetria da rede
cristalina. Deslocagoes estao relacionadas com a simetria de translacao da rede, enquanto
desclinacoes estao associadas a simetria de rotacao. Outra caracteristica de deslocagoes
e desclinagoes e que elas introduzem respectivamente tor¢ao e curvatura na estrutura

cristalina do sélido que as contém.

Neste trabalho, analisaremos algumas propriedades fisicas de particulas carregadas
e neutras confinadas por anéis quanticos sob a influéncia de apenas um tipo de defeito: a

deslocagao tipo-hélice. Uma representacao esquematica desse tipo de defeito é apresentada

Figura 6 — Representagao esqueméatica de uma deslocacao tipo-hélice e do vetor de Burgers b.

na figura (6). O vetor b indicado na figura ¢ conhecido como vetor de Burgers, que
quantifica a intensidade da deslocacao. No nosso caso, o vetor de Burgers é paralelo ao

eixo z, indicando que a deslocagao aponta nessa diregao.

Uma forma de descrever como defeitos alteram certas propriedades fisicas é através
da Teoria Geométrica de Defeitos [26], onde deformacoes eldsticas causadas por um defeito
topolégico em um meio continuo sao descritas com o auxilio de uma métrica. Desse modo,
a métrica que descreve, em coordenadas cilindricas, uma deslocacao tipo-hélice é dada
por:

ds? = dp? + (dz + Bdp)* + p*d¢? (15)

onde p>0,0< ¢ <2me —00 <z < oo. Namétrica (15), a inica componente nao nula
do vetor de Burges é a componente na direcao Z, isto é, b* = 2w 3. O parametro [ esta

associado com a intensidade da deslocagao.

A Teoria Geométrica de Defeitos é andloga a teoria da gravitagdo de Einstein em

trés dimensoes, onde um soélido cristalino é visto como um meio elastico continuo. Esse
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meio continuo, por sua vez, é descrito por uma variedade de Riemann-Cartan, onde tor¢ao
e curvatura sao respectivamente associadas as deslocacoes e desclinagoes presentes no

solido cristalino.

Um grande nimero de autores tem se dedicado a estudar como a presenca de
defeitos topoldgicos influencia diversas propriedades fisicas. Apresentamos a seguir um
breve apanhado de trabalhos que tratam de nanoestruuras como pontos e anéis quanticos

na presenca de defeitos.

A influéncia de defeitos topologicos sobre a dindmica quantica de particulas car-
regadas (elétrons ou buracos) em um cristal tem sido discutida em varias situagoes
fisicas [27, 28, 29]. O efeito Aharonov-Bohm, por exemplo, foi investigado em meios
com desclinacao [30, 31] e em meios com deslocagoes [29, 32, 33], sob a abordagem de
Katanaev-Volovich. Kawamura [34] e Baush, Schmitz e Turski [35, 36, 37, 38] investigaram,
utilizando abordagens diferentes, o espalhamento de uma tnica particula em um meio
deslocado e demonstraram que a equacao que descreve o espalhamento da particula pela

deslocacao tipo-hélice tem a forma tipo Aharonov-Bohm.

O impacto da curvatura sobre propriedades magnéticas, espectrais e de transporte
em materiais nano-estruturados tem sido recentemente estudado por varios autores [39, 40,
41, 42]. Bulaev et al. [43], com auxilio do modelo de Tan-Inkson [22], estudaram o impacto
da curvatura sobre a corrente persistente e a magnetizacao em anéis quanticos, sobre
uma superficie de curvatura negativa. Na referéncia [44] Aurell investigou a influéncia de
uma deslocacao sobre as propriedades de pontos quanticos. Recentemente, o estudo da
influéncia de defeitos topoldgicos em sistemas mesoscopicos foi realizado na ref. [45] para
um ponto quantico na presenga de uma desclinagao e em [46] para um anel quintico sobre

a influéncia de uma densidade de deslocagoes.
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1 Efeitos Nao-Inerciais em Particulas Carre-

gadas

Neste capitulo, iremos estudar como efeitos nao-inerciais causados pela presenca
de rotacao do sistema de referéncia influenciam a dindmica quantica de uma particula
dotada de carga elétrica (elétron ou buraco) confinada por um anel quantico. Além da
rotacao, também investigaremos como a presenga de um defeito topoldgico pode alterar
as propriedades fisicas do nosso sistema. Os resultados apresentados neste capitulo sao

inéditos e foram publicados como se pode conferir na seguinte referéncia [47].

1.1 Introducao

Na mecanica classica, o movimento das particulas é descrito pela acdo de forgas. A
segunda lei de Newton nos diz como particulas se movem pelo espago sob a influéncia de
uma forca resultante. Se a particula é carregada, sua interagao com campos elétricos e

magnéticos é dada pela forca de Lorentz.

Campos elétricos e magnéticos, por sua vez, sao descritos pelas equacoes de Maxwell.
A descricao de fenémenos eletromagnéticos pode ser simplificada pela introducao de
potenciais eletromagnéticos (o potencial escalar ¢ e o potencial vetor A.), pois sido
necessarias apenas quatro componentes (uma do potencial escalar e trés do potencial

vetor), em vez de seis (trés para o campo elétrico e trés para o campo magnético).

Por muito tempo, pensou-se que os potenciais eletromagnéticos fossem apenas
meros artificios matematicos com o tnico propésito de facilitar os calculos envolvidos
na obtencao dos campos eletromagnéticos. Com o advento da mecanica quantica, esse
paradigma mudou. A equacao de Schrodinger ndo contém campos, apenas potenciais. Isso
levantou a problemaética de qual descri¢ao da interagao eletromagnética (através de campos

ou potenciais) seria mais fundamental.

Em 1959, Aharonov e Bohm [8] propuseram dois experimentos (um envolvendo o
potencial escalar e outro envolvendo o potencial vetor) para resolver esse paradigma. A ideia
consiste em analisar a dindmica quantica de uma particula em uma regiao livre da influéncia
de campos eletromagnéticos — apenas a contribuicao dos potencias eletromagnéticos é

diferente de zero.

O efeito Aharonov-Bohm magnético (o mais conhecido dos dois) descreve como
uma particula carregada ¢ afetada pelo potencial vetor associado a um solenoide muito

longo: a particula adquire uma fase quantica em sua fun¢do de onda que é proporcional
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ao fluxo magnético dentro do solenoide. Com isso, podemos concluir que, no dominio da
mecanica quantica, potenciais eletromagnéticos tém um significado fisico nao usual e mais
fundamental do que os préprios campos — particulas carregadas sao afetadas por esses

potenciais, mesmo estando em regioes livres de campos elétricos e magnéticos classicos.

Figura 7 — Tlustragdo do campo magnético e potencial vetor para o solenéide. Figura extraida
da referéncia [2].

Na figura (7) temos uma representacao esquematica do campo magnético (azul) e

do potencial vetor (circulos verdes). Como podemos notar, a grande maioria das linhas de

elétrons
. |
£ A
e Y - oy
trajetéria 1r" \Itrajetorla 2

r \“K |*.

. {1(:ampo magnetlco

confinado a regiao
\ f em azul

intetferéncia

regiao de observacao

Figura 8 — Representagido esquemética para observacao do efeito Aharonov-Bohm.

campo magnético estao confinadas dentro do solendide, apenas uma pequena parcela atinge
a regidao onde a particula passa (trajetéria descrita pelas setas em azul). No caso limite de
um solendide infinito, obtém-se a condic¢ao ideal de que todas as linhas de campo magnétco
encontram-se confinadas dentro do solendide, garantindo que a particula descreva seu
movimento em uma regiao livre de campos. Em contrapartida, percebe-se claramente que o
potencial vetor é diferente de zero nessa regiao. Na figura (8) temos um esquema de como
se observar o efeito Aharonov-Bohm. Um feixe de elétrons coerentes é divido nas trajetorias
1 e 2, passam nas proximidades do campo magnético confinado a regiao azul. Em seguida,

os dois feixes sao recombinados na regiao de observacao a fim de se observar se houve
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uma mudanca de fase. O que se observa experimentalmente é uma figura apresentando

franjas de interferéncia [ver figura (9)]. A medida que se varia o fluxo magnético dentro

Figura 9 — Padrao de interferéncia observado no experimento realizado por Tonomura [3]. Figura
extraida da referéncia [2].

do solendide, observa-se o deslocamento vertical das franjas de interferéncia formadas na

regiao de observagao.

A primeira constatacao experimental do efeito Aharonov-Bohm ¢é atribuida a um
trabalho de 1960, publicado por Chambers [51]. No entanto, os resultados apresentados
por Chambers foram posteriormente questionados porque havia a possibilidade de que
os elétrons nao estivessem completamente protegidos da acao dos campos magnéticos —
principal exigéncia do que foi proposto por Aharonov e Bohm. Com um aparato experi-
mental completamente diferente, Tonomura et al. [3] demonstram a existéncia do efeito
Aharanov-Bohm utilizando um ima toroidal revestido com um filme supercondutor que
garante que os elétrons estaram blindados da agdo do campo magnético. Na figura (9)

podemos observar o padrao de interferéncia obtido por Tonomura.

A equacao de Schrodinger para uma particula carregada na presenca de campos

elétricos e magnéticos é dada por

1 2
— (p— €A U =Ev 1.1
(0 cA) + ()] ¥ = £V, (1)
onde

U =)y (1.2)

é a solucao da equagao (1.1),

e T

glp) =5 | Alp)-de (1.3)

é um fator de fase e ¥’ é a solugao para a equagao de Schrodinger na auséncia do potencial
vetor A.

A diferenca de fase acumulada na fun¢ao de onda da particula é calculada levando

em conta as trajetérias 1 e 2 na figura (8) assim:

Dg=gi=g =5 ([ A -dp— [ Alp)-de) =T f AG-ae. (1)

Cs
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Usando o teorema de Stokes e lembrando que
B=V xA (1.5)

temos que
e e e
Ag=2 [(VxA)-as== [B-ds=_a,, 1.6
9=1 /. ) 5 s : (1.6)
onde ®,, é o fluxo magnético dentro confinado dentro do solendide. Entao, se houver
alguma mudanca no campo magnético dentro do solendide, é observado uma mudanca de

fase entre os dois feixes, refletindo na mudanca do padrao de interféncia.

Outro efeito muito importante que envolve a dindmica quantica de uma particula
carregada em uma regiao permeada por um campo magnético é a quantizacao de Landau,
que nos permite explicar como certas propriedades de sistemas eletronicos oscilam em
fungao do campo magnético aplicado. A principal caracteristica da quantizagao de Landau
é que os niveis de energia fundem-se em um espectro de energia discreto, semelhante ao de
uma particula confinada em um oscilador harmonico, com cada nivel sendo infinitamente
degenerado. Conforme mostrado nas referéncias [52] e [53], os niveis de energia de uma

particula em um campo magnético uniforme sao dados pela seguinte expressao:

1 h2k?
.m = — h(,«_}c e ].
Eume = (n+ 5 ) Fove + o (1.7)
onde B
e
. = 1.
=P (1.8)

é a frequéncia ciclotron caracterisca do movimento da particula no campo magnético

uniforme.

O primeiro termo da equacao anterior dé os valores discretos de energia correspon-
dente ao movimento da particula num plano perpendicular ao campo, enquanto o segundo
termo estd associado com o movimento da particula na direcdo 2. O conjuntos dos niveis
de energia rotulados pelo niimero quantico n define o que chamamos de niveis de Landau.
Cada nivel de Landau é dito infinitamente degenerado, pois o espectro de energia (1.7) nao
depende do nimero quantico azimutal m e como a 1nica condi¢ao imposta sobre m é que
ele seja um numero inteiro, entdo para cada valor de n havera infinitos estados possives

(infinitas possibilidades para m) com a mesma energia.

1.2 Particulas Carregadas em Anéis Quanticos sob Rotacao
Nesta secao, estudaremos a dindmica quantica de uma particula carregada confinada
pelo potencial de um anel quantico girante.

O Hamiltoniano que descreve a dindmica quantica de um elétron ou buraco, com

carga e massa respectivamente iguais a e e m*, que interage com um campo magnético
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externo e esta confinado pelo potencial de um anel quéantico é dado por

H= ' (p—eA) +V(p), (1.9)

2m

onde V(p) é o potencial de confinamento de um anel quéntico, conhecido como potencial

de Tan-Inkson, que é dado por
aq 2
Vip) = 2 T wp -V, (1.10)

onde a; e as sao parametros constantes e Vo = 2,/a1as.

A configuracdo do campo magnético externo que utilizaremos é composta por
duas contribuigoes: um campo magnético uniforme paralelo ao eixo 2 e um fluxo tipo
Aharonov-Bohm confinado ao centro do anel, também paralelo ao eixo Z. Tal configuracao

¢ descrita por

B = [B+®%(p)| £ (1.11)

onde 6%(p) é a funcio delta de dirac em duas dimensoes e ® = £ ®, (o = h/e) é o fluxo de
campo magnético confinado no centro do anel e £ é um nimero intero. Essa configuracao

de campo magnético é gerada pelo seguinte potencial vetor

B 1)\ ~

Vamos agora introduzir a contribuicao da rotacao para a dindmica quantica da
particula. O Hamiltoniano H dado na equagcao (1.9) é definido em um sistema de referéncia
inercial. Definiremos agora um Hamiltoniano Hg em um sistema de referéncia que gira
com velocidade angular constante {2 em torno de um eixo fixo. Esses dois Hamiltonianos

se relacionam da seguinte forma [25]:
Ho=H-Q-L, (1.13)

onde L é o momento angular da particula.
Substituindo a equagao (1.9) na equacao (1.13), temos que

1

Ho =
@ 2m*

(P—eA)’ —Q-L+V(p). (1.14)

Lembrando que L = r X p e tendo em mente que, para o nosso caso, o vetor r serve

para localizar um ponto fixo sobre o anel, segue que

Ho = 5 (p—cA)P—Q:(rxp)+V(p)
— L (p—eA —p-(@x1)+ V(o). (1.15)

2m*



32 Capitulo 1. Efeitos Nao-Inerciais em Particulas Carregadas

Pelo fato de considerarmos uma rotagao €2 constante, podemos reescrever a equagao

anterior de uma forma mais conveniente:

1

Ho —
@ 2m*

(p—eA—m"Q ><r)2—;m* (Qxr)’+V(p). (1.16)

Como podemos notar, o termo cinético do Hamiltoniano (1.16) possui, além do
acoplamento minimo com o potencial vetor usual, um termo extra associado com a rotacao
do sistema de referéncia. Essa termo extra sugere que a forga de Coriolis presente no sistema
de referéncia nao-inercial faz um papel analogo ao da forca de Lorentz que atua sobre uma
particula carregada em um campo magnético uniforme. Com isso em mente, é valido pensar
que o termo 2 X r dentro do termo cinético se comporta como um acoplamento minimo e
pode ser entendido como um potencial vetor efetivo associado ao efeito nao-inercial de
rotacao, isto é,

Ag=Qxr. (1.17)

Considerando um ponto fixo sobre o anel localizado pelo vetor r = (p,0,0) e que
esse ponto descreve uma rotacao €2 = 2 2 em torno do eixo Z, o potencial vetor efetivo

A, associado ao efeito nao-inercial de rotacao fica assim:

Ag=0¢. (1.18)

A equagao (1.16) é, portanto, o Hamiltoniano que descreve a dindmica quantica de
uma particula carregada, confinada em um anel quéntico girante. Iremos agora proceder
com a resolucao da equacao de Schrodinger associada a esse Hamiltoniano em duas
situagoes distintas: primeiramente, obteremos os autovalores de energia e as autofungoes
considerando um espago-tempo plano e logo em seguida, a equagao de Schréodinger sera

resolvida no background de uma deslocacao tipo-hélice.

1.2.1 Anel Quéantico sob Rotacdo em um Espaco Plano

Nesta secao, estudaremos, via resolucao da equagao de Schrodinger, a dindmica
quantica nao-relativistica de uma particula carregada confinada por um anel quantico

girante, considerando um espago-tempo plano.

Pelo fato de A e Aq apresentarem uma contribuicdo nao nula apenas na dire¢ao
azimutal, segue que o Hamiltoniano (1.16) escrito em coordenadas cilindricas, num espaco-

tempo plano fica assim:

10/ 0 1/9 ie im* 2 9
2= 2= o4 - (0 -
pIp <p8p> ! LO <8¢> pilem T r)‘z’] Rz

- ;m (Qxr)’+V(p). (1.19)

h2

Com*

Hog =
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Agora, iremos proceder com a resolucao da equacao de Schrodinger associada ao
Hamiltoniano (1.19). Substituindo as contribuigdes do campo magnético (1.12), da rotagao
(1.18) e do potencial de Tan-Inkson (1.10) na equagao (1.19), tal Hamiltoniano assume a

seguinte forma

H. — _h2 lg g + 1 ﬁ_ﬁg _w<B+2m*Q) 2_'_872 _
©T oy pOp pap p\O0p h2rm 2h e P 0z?

1 a
— 5m*§22p2 + p—; + asp® — V. (1.20)

A equagao de Schrodinger independente do tempo associada ao Hamiltoniano (1.20)

¢ dada por
(1o [ o) 1[0 ied\ e\ 4m*B
— 2= === (= B2 Q) 2 _
2m* {p dp <p8p> * p? <(’9¢ h 27r> (2h> < * e P

ie 2m* 0 ie O 0?
- (5B Q)(aqrm)wﬁ]“

+ [Z;Wp?_vo] U=EV. (1.21)

Depois de algumas manipulacdes matematicas, temos que

10 < (9) 1 (3 e @)2 2m*a,
pop \"dp) p

l6232 4m*QeB +2m*a21 9

% B hor b2 4R2 + AR2 72 P —
ie 2m* o e ® 92 2m*
-(7) (4= Q)(ms‘m)*azﬁm(%%)]ﬂ’—()- (1.22)

Lembrando que ® = ¢ h/e a equagao anterior fica assim:

1o oy, 1[(0 N | [@B 4m'QeB  2mia]
pOp p@p P2 0¢ t B2 4h2 AR2 2 P
ie 2m” 0 . 9% 2m*
_<h>(B+ e Q) (agf)_w>+w+m(%+8)qu—0. (1.23)

Devido a simetria do problema, utilizamos o seguinte anzats
U = AR(p) ™ e'*= (1.24)

onde A é a constante de normalizacao. Depois de algumas transformacoes, obtemos a

seguinte equacao radial

1 1 9 2m*aq e2B?>  4m*QeB  2m*as
R//—|—pR’_p2[(m—€) + 7 ]R_[Zlh?_'_ 172 + 72

] >R+

+[(5) (B+20) -0 -8+ 25 (o + &) R=0. (1.25)
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Introduzindo as seguintes defini¢oes

B 2
i-(2)
mx*

8a
2 _ 9%2,
wO—m*,
w® = w2 + 40w, + w;

2m*aq

L2:(m—€)2+ 72 ;

J+HE miwr 9
Y = o (= ) —
W' =w. + 20, (1.26)

a equagao radial (1.25) assume uma forma bem conhecida:

1 m*2w? L2
R'+-R + |— 24 - |R=0. 1.27
AL = a e (1.27)

E importante notar que a frequéncia ciclotron w,. fard o papel da frequéncia de
Landau w caso a particula esteja livre do confinamento do anel e na auséncia de rotacao,

isto é, sempre que as condigoes a; — 0, a; — 0 e 2 — 0 forem satisfeitas.

Procedendo com a seguinte mudanca de variaveis

="y (1.28)
podemos reescrever a equacao (1.27) assim:
.. ¢ 12
§R+R+l—4+7—4€]}%:0, (1.29)
onde h W+E€ miw* 9
1= {Zm* = ) —k} . (1.30)

Analizando o comportamento da equacao (1.29) nos limites assintéticos, isto é, para
¢ — 0 and para £ — oo [conf. (A.1)], podemos escrever uma solu¢ao para a equagao

(1.54) na seguinte forma:
R(€) = e™2¢M2¢(¢). (1.31)
Substituindo entdo a equacao (1.31) na equacao (1.29), verifica-se facilmente que a

fungao ((€) obedece a seguinte equagao diferencial:

L +1
2

¢+uu+1—®¢—[ ﬂc:o, (1.32)

onde (1.32) é a equagdo hipergeométrica, cuja solucao é a fungao hipergeométrica confluente:

q©=r |- (-l 15 (133
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A quantizacao da energia vem do fato de que a funcao hipergeométrica deve
obedecer a uma condic¢ao de convergéncia, condi¢ao esta que é satisfeita quando o primeiro

pardmetro da fungao hipergeométrica (1.33) for igual a um nimero inteiro negativo, isto

LI+1
_<7_H2+> —n. n=0,1,2 ... (1.34)

Substituindo a equagao (1.30) na equacao (1.34), segue que

_< h [2m*‘/°+g+m“ (m—e)—kﬂ—‘”“>:—n. (1.35)

2m*w h? h 2

A partir dai, facilmente obtemos o seguinte espectro de energia:

Ll 1 1 * n2k?
8n,m,k—<n+||+>hw—(m—f)hw*—mwgr§+2 :
m*

1.
2 2 2 4 (1.36)

Os ntmeros quanticos n, m e k caracterizam respectivamente o movimento da
particula na direcao radial, o momento angular e o movimento da particula na diregao z.
Devido a condicao de quantizacao imposta pela funcao hipergeométrica, o niimero quantico
n deve ser um numero inteiro maior ou igual a zero. Como a funcao de onda apresenta
condicao de contorno peridédica na dire¢do azimutal, o nimero quantico m pode assumir
qualquer valor inteiro. Por fim, o nimero quantico k pode assumir qualquer valor de —oo

a +00, pelo fato de o movimento da particula ndo ser quantizado nessa direcao.

Vemos claramente na equacao (1.36) que a tnica contribui¢do do fluxo Aharonov-
Bohm sobre os autovalores de energia é de alterar o nimero quantico m para (m — £).
Além disso, os niveis de energia sao caracterizados por trés frequéncias: w, w* e wy. A
primeira ¢é a frequéncia de Landau w que depende do campo magnético, do coeficiente
as do potencial de Tan-Inkson e também da velocidade angular 2. A segunda frequéncia
w* depende tanto da frequéncia ciclotron w,. quanto da rotacao (). Finalmente, a terceira
frequéncia wy ¢ a frequéncia caracteristica do potencial de confinamento de Tan-Inkson

que, por sua vez, depende apenas do parametro as.

Se considerarmos o limite no qual o sistema de referéncia nao gira (2 = 0) e o
confinamento proveniente do potencial de Tan é desconsiderado (a; = as = 0), a equagao
(1.36) assume uma forma mais simples:

h2k?

1
v = <n n 2) hoet oy (m20), (1.37)

isto é, recuperamos os niveis de Landau usuais (1.7).

Porém, se todas as condigoes necessarias para a obtencao da equagao (1.36) forem
satisfeitas, o comportamenteo da degenerescéncia muda: diferente dos niveis de Landau, o

nosso sistema sé é degenerado com respeito ao nimero quantico m quando a; = as = 0.
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Vamos agora obter as autofungoes de energia. Substituindo a equagao (1.33) na

(1.31) e voltando para a variavel p, temos que

1\Y2/ p\IH P’ P’
R(p) = (— r _ P VP e 41 2 1.
(v) <2|L|) (Ao> eXp( 4A%> [ milH ’M%l (1.38)

Reunindo agora as equagoes (1.24) e (1.38), a fun¢ao de onda nao normalizada

para o nosso problema fica assim:

1NY2 o\ 2 2
_ L imeo _ikz o . .
Uymk(p, @, 2) = A (2L|> ()\0) e™M?e"™* exp < 5e Fl—n;|L|+ 1, | (1.39)

Da equagao (22) temos que

_ 1 (n+ [¢))! 1/2
o [271! T + 1)712] ) (1.40)

o que, finalmente, nos leva as seguintes autofungoes normalizadas:

/2

1 Cn+[Lj+1) ]

\Ijnm Py 2) = .
k(0 D, 2) NEF [2|Ll+1n! [D(IL|+ D)7

imé ikz |L| P’ P’

onde
h

m*w

Ao = (1.42)

é o comprimento magnético renormalizado pelo confinamento do anel quéantico e pelo
efeito ndo-inercial. O comprimento magnético A\g representa a amplitude de oscilacao e

também serve como um fator de escala, dando as dimensoes tipicas do sistema.

1.2.2  Anel Quantico sob Rotacdo no Espaco de uma Deslocacdo Tipo-Hélice

Nesta secao, estudaremos a dindmica quantica de uma particula carregada confinada
por um anel quantico girante. Além da rotacdo do sistema de referéncia, a particula

encontra-se na presenca de uma deslocacao tipo-hélice.

Precisamos agora introduzir a contribuicao da geometria, escrevendo a equacao
(1.16) no background de uma deslocagao tipo-hélice. A forma como distancias sdo me-
didas em um espago com uma deslocacao tipo-hélice ao considerar a seguinte métrica

tridimensional:

ds? = dp® + (dz + Bd¢)” + p*d¢? (1.43)

onde p>0,0< ¢ <2re—0c0 < z< oco. Namétrica (1.43), a tinica componente nao

nula do vetor de Burges é a componente na direcao 2, isto é, b* = 2n 3.
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Para inverstigarmos quais sdo as contribuicoes desse defeito nas as propriedades de
uma particula carregada confinada em um anel quantico sob rotagao, precisamos escrever o
Hamiltoniano (1.16) no background da métrica (1.43). Pelo fato de A e €2 X r apresentarem

uma contribuicao nao nula apenas na dire¢cao azimutal, segue que

(1o ( 0 1(0 o\ e im* L
i = =g a5 o) + 5 (5 P) ~ 7o = @]+ 5] -
- ;m*(ﬂxr)z—i—V(p). (1.44)

Agora iremos proceder com a resolucao da equacao de Schrodinger associada ao
Hamiltoniano (1.44). Substituindo as contribuigdes do campo magnético (1.12), da rotagao
(1.18) e do potencial de Tan-Inkson (1.10) na equagao (1.44), tal Hamiltoniano assume a

seguinte forma

1o o 1[0 o e d\ e 2m* SIS
Hy = —— |-=— | p= e ) - S (B2 =
° 2m* [p@p <p8p> + [p <8¢ B@z h 27T> 2h < * e >'O] * 072

2

A equacao de Schrodinger independente do tempo associada ao Hamiltoniano (1.45)

¢é dada por
|10 ([ 8 1/ o ie®\ /eN2/. ., 4m'B_\ ,
- w[pap<Pap)+pz<a¢‘5az‘m> ~(ar) (B 70) 0 -

e 2m* 0 0 ie O 0?
- (5B Q)(aqs—ﬁaz‘m)%za]“

+ l2§+a2p2—v0] U=EV. (1.46)

Depois de algumas manipulacdes matematicas, temos que

12 e T =

ie om* 0 0 e ® 0% 2m*
_(h)<B+ c Q) (&b_ﬁ&z_h%>+822+ [ (%+8)1W—0

16<6>+1 (6_58_w@)2_m
pop\"op) " 2

(1.47)

Lembrando que & = {h/e a equagao anterior fica assim:

19/ 0 1 (/0 o \° 2m*a
[pap 3s) + 35 (53 —) %5

1€ 2m* 0 0 ] 82 om*
_<h>(B+ e Q)(;;vgb_ﬁaz—lf)Jrangrm(Vo+8)]\lf:o. (1.48)

e’B?  4m*QeB  2m*ay| ,
4h? 4h? h?

le2B2 4m*QeB n 2m*as

1 % aq
— —mrPpr o + agp® — V. (1.45)

|

p*—
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Devido a simetria do problema, utilizamos o seguinte anzats
U = AR(p) e™? k= (1.49)

onde A é a constante de normalizacao. Depois de algumas transformacoes, obtemos a
seguinte equacao radial

1

1 2m*a, e2B?  4m*QeB  2m*as
R R’—{ — Bk — 1) ]R— 2R
il iy = e P ap T |t
e 2m* 2m*
4 [(h) <B+ i Q)(m—ﬁk—@—k2+ = (v0+5)]R:o. (1.50)
Introduzindo as seguintes defini¢oes
-y
c m* )
8
wi= =2
w? = w2 + 4Quw, + w3;
2 *
L2 = (m— Bk — 02+ ”;2“1;
Ww+¢€ *w*
v =2m* 0h2 + mhw (m — Bk —0) — k%
W' =w.+ 290, (1.51)
a equagao radial (1.50) assume uma forma bem conhecida:
1 m*w? L?
R'+-R + |- +49 - =|R=0. 1.52
+2 +l TR pzl (1.52)
Procedendo com a seguinte mudanca de variaveis
m*w
e=" 20 (1.53)
podemos reescrever a equacao (1.52) assim:
ER+ R+ —§+7—Lj R=0 (1.54)
4 4 ’
onde 5 VeLg
V=5 [2m °h2 +— (m — Bk —{) — K?| . (1.55)

Analizando o comportamento da equacao (1.54) nos limites assintéticos, isto é, para
¢ — 0 and para £ — oo [conf. (A.1)], podemos escrever uma solu¢do para a equagao

(1.54) na seguinte forma:

R(€) = e */%M2¢(¢), (1.56)

Substituindo entao a equagao (1.56) na equacao (1.54), verifica-se facilmente que a

fungao ((€) obedece a seguinte equagao diferencial:

e+ (o4 1-¢ - [ -] e o, (157
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onde (1.57) é a equagao hipergeométrica, cuja solugao é a funcao hipergeométrica confluente:

q©=r |- (v- )i e (1.58)

A quantizacdo da energia vem do fato de que a funcao hipergeométrica deve
obedecer a uma condicao de convergéncia, condicao esta que é satisfeita quando o primeiro

parametro da fungao hipergeométrica (1.58) for igual a um ndimero inteiro negativo, isto

L +1

é:

Substituindo a equacao (1.55) na equacao (1.59), segue que

h? h 2

( h { Jo+ € miwr
— 2m +
2m*w

(m—ﬂk—@—kﬂ—|”+1>=—n (1.60)

A partir dai, facilmente obtemos o seguinte espectro de energia:

Ll 1 1 m* h2k?
Enmk = <n + |2| + 2> Tw — B (m — Bk — ) hw* — ngrg + Syl (1.61)
Os ntimeros quanticos n, m e k caracterizam respectivamente o movimento da
particula na direcao radial, o momento angular e o movimento da particula na direcao z.
Devido a condicao de quantizagdo imposta pela fun¢ao hipergeométrica, o niimero quantico
n deve ser um numero inteiro maior ou igual a zero. Como a func¢ao de onda apresenta
condi¢ao de contorno periédica na direcao azimutal, o nimero quantico m pode assumir
qualquer valor inteiro. Por fim, o niimero quantico k pode assumir qualquer valor de —oo

a +00, pelo fato de o movimento da particula nio ser quantizado nessa direcao.

Comparando as equagoes (1.36) e (1.61), vemos claramente que a unica contribuigao
da presenca do defeito topologico sobre os autovalores de energia é de, assim como o fluxo
Aharonov-Bohm, alterar o nimero quantico m para (m — Sk — £). E facil perceber que
podemos obter o espectro de energia para o caso do espago-tempo plano (1.36) a partir do
espectro de energia obtido no background da deslocacao tipo-hélice (1.61). Basta tomar
f = 0. Além disso, os niveis de energia dados na equacao (1.61) para a particula carregada
confinada em um anel quantico girante, na presenca de uma deslocacgao tipo-hélice sao
caracterizados pelas mesmas trés frequéncias w, w* e wy que caracterizam o caso sem

defeito descrito na equagcao (1.36).

Considerando o limite para o qual ndo temos o campo magnético, isto é, B =0, a

equagao (1.61) fica assim:

L 1
&mk:<n+||+>mm—0n—5k—@h9—

* 21.2
m* 5, Ik

TWOTO + % . (162)

2 2
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Podemos ver na expressao (1.62) que os autovalores de energia, mesmo na auséncia
de campo magnético, apresentam a mesma forma da expressao obtida por Tan e Inkson
em [22] para um anel quintico. Note que a velocidade angular Q faz o papel da frequéncia
ciclotron. Dessa forma, fica evidente que o efeito nao-inercial causado pela rotagao do
sistema de referéncia induz na dinamica quantica das particulas efeitos tipicos de campos
magnéticos. Em resumo, podemos entender que a rotacao se comporta como um campo

magnético efetivo.

Vamos agora obter as autofungoes de energia. Substituindo a equagao (1.58) na

(1.56) e voltando para a variavel p, temos que

1\Y2 /7 py\I 0 2
_ P S o SV D P 1.
’o = (5m) (£) exp( %) [ mi L] + ,W)] (1.63)

Reunindo agora as equagdes (1.49) e (1.63), a fun¢ao de onda nao normalizada

para o nosso problema fica assim:

1 \1/2 P\ , p? 0
_ L imeo _ikz . . .
\I[n,m,k(pa (bwz) =A (2L|> <)\0> € € " exp ( 4/\%>F [ n; ’L’ + 17 2)\% : (164)

Da equagao (22) temos que

_ 6 (n+lept 17
X [277,! D(|¢] + 1)7@2] ’ (1.65)

o que, finalmente, nos leva as seguintes autofunc¢oes normalizadas:

1 Pn+|L[+1) 1"

\Dnm 9, 2) = '
k(0 D, 2) A lQlLHln! [T(|L| + 1) 7

2

_eim¢eikzp|L| exp (_ P

2

P
-— |F —n;|L|+1;] ) (1.66)
4/\3> [

onde
h

m*w

)\0:

(1.67)

¢ o comprimento magnético renormalizado pelo confinamento do anel quantico e pelo
efeito nao-inercial. O comprimento magnético A\ representa a amplitude de oscilagao e

também serve como um fator de escala, dando as dimensoes tipicas do sistema.

1.2.3 Corrente Persistente

De acordo com a lei de Ohm, para que uma corrente elétrica percorra dois pontos
de um dado condutor, é necessaria a existéncia de uma diferenga de potencial entre esses
dois pontos. Em contrapartida, em certos sistemas quanticos é possivel se observar uma
corrente elétrica constante que nao ¢ impulsionada por nenhuma fonte de energia externa.

Isso é o que chamamos de corrente persistente.
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Uma maneira de se obter a corrente carregada por um dado estado eletronico

U, mi € através da seguinte equacao:

Loi = / dz / do / dr (T, 6, 2) (1.68)

onde j, mx(r, ¢, 2) é a densidade de corrente para esse estado quantico.

No entanto, ja que conhecemos a expressao analitica para o espectro de energia, é

mais conveniente calcular I, ,, ; usando a relacdo Byers-Yang [54]:

o a(c/,n,m,k

]n m,k —
ok 0P 4p

4
] _ —— L)
n,m,k Cbo BY ;

(1.69)

lembrando que ¢y = h/e e £ é um numero inteiro que conta quantos quanta de fluxo

magnético estao confinados no centro do anel.

A corrente persistente total é, portanto, a soma das correntes carregadas por todos

estados eletronicos ocupados:

I=5 Lok (1.70)

n,m,k

onde devemos ter em mente que a soma em k na verdade é uma integral, pelo simples fato

de k poder assumir valores continuos.

Substituindo a equagao (1.61) na equagao (1.69), segue que a corrente persistente

para o nosso sistema é dada por:

ew [(|lm—pk—4 w*
47 L w
Note que a corrente persistente é uma funcao do fluxo Aharonov-Bohm e do vetor
de Burgers. Deve-se também observar a dependéncia da corrente persistente com relacao a

velocidade de rotagao (2.

O campo magnético desempenha um papel muito importante sobre as propriedades
fisicas dos anéis quanticos. Em contrapartida, para um regime de altas rotagoes (2 > w,)
ou para campos magnéticos fracos (B ~ 0) o efeito da rotac¢ao se torna mais importante
do que a contribuicdo do campo magnético. Nesse limite, segue que w — wy e w* — 2Q, o

que nos leva a seguinte expressao para a corrente persistente:

ewo (|m—pk—1L] 2Q
Limp=—|—""77"———]. 1.72
™ ( L wWo (172)
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1.2.3.1 Limite para o ponto quantico

Pelo fato do potencial de Tan-Inkson (1.10) ser um modelo muito versatil, podemos
utiliza-lo para descrever diversas estruturas quéanticas. Um ponto quantico é modelado por

um confinamento parabdlico. Sendo assim, fazendo a; = 0 na equagao (1.10) obtemos que

V(p) = asp?, (1.73)

isto é, a equacao (1.73) descreve o potencial de confinamento para um ponto quéntico.

Vamos agora obter uma expressao para a corrente persistente de um ponto quantico.
Fazendo agora a; = 0 na equagao (1.71), chegamos a seguinte expressao para a corrente

persistente de um ponto quantico:

e(w' —w)  elw.—w) €20
- = . bam m— Bk —€>0,
[n,m,k =
PN * . 2Q)
(m—Bk)—€£0 ewrw) | elwetw) e . para m—fk—(<0.
4m dm A

(1.74)

A expressao (1.74) s6 é vélida para estados em que m — Sk — £ # 0. Isso se deve
ao fato de que a fungdo de onda dos estados com m — Bk — ¢ = 0 pode assumir um valor
nao nulo para p = 0. Nessas condigoes, a relacao de Byers-Yang utilizada para obter a

expressao (1.71) ndo pode mais ser utilizada.

No entanto, uma vez que a equagao (1.71) se aplica a todos os estados com a; # 0,
a corrente transportada em um ponto quantico por um estado com m — Sk — ¢ = 0 pode

ser obtida tomando o limite:

: : ew (Im—pk—1 w*
I ke = lim lim == 7 -t =
Y a1—0t | (m—Bk)—¢ 47 L w
(m—Bk)—£=0
B ew*
N 47
ew,  e2€)
= — . —— 1.75
47 47 ( )

Note que se desconsiderarmos na equacao (1.75) as contribui¢oes provenientes da
rotagao e do defeito topoldgico, isto é, fazendo f — 0 e 2 — 0, recuperamos o mesmo
resultado obtido em [14] por Avishai e Kohmoto para pontos quinticos na presenga de um

campo magnético intenso.

Vamos agora analizar o comportamento do anel e do ponto quantico no regime de
campo magnético nulo. Fazendo B = 0 nas equagoes (1.71), (1.74) e (1.75), obtemos para

o anel quantico que

_@“’()(’m—ﬁ’f—“_m) _ (1.76)

[nm -
R L Wy
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Ja para o ponto quantico, segue que

2€)
%—Z—, para m— fk—{>0,
s s
]n,m,k’ = (177)
e Bk)— 22
(m—Bk)—£20 —%—Z—, para m — fk—{¢ <0
s s
e que
e2€)
[n,m,k = - A . (178)
(m—pBk)—€=0

As equagdes (1.76), (1.77) e (1.78) nos mostram alguns resultados muito interes-
santes. Essas trés equagoes nos mostram que a existéncia de correntes persistente em anéis
e pontos quanticos é possivel, mesmo na auséncia de campos magnéticos — o confinamento
do potencial de Tan-Inkson e a presenca de rotacao sao suficientes para induzirem esse
efeito. Também podemos observar que o sentido dessas correntes é sempre oposto ao

sentido da rotacao.

1.2.4 Magnetizacao

Vamos agora obter uma expressao para a magnetizacdo de quasiparticulas car-
regadas confinadas em um anel quantico girante e analizar sua relacdo com a corrente

persistente.

A magnetizacao de um sistema contendo um ntimero fixo de elétrons a temperatura

nula é dada pela seguinte relagdo termodinamica

ou
= —— 1.
M 55| (1.79)
N
onde B ¢ o modulo do campoo magnético aplicado ao sistema e
U= Y Eumk (1.80)
n,m,k

é a energia total do sistema. A soma deve ser realizada sobre todos os estados ocupados.

Desconsiderando o conjunto de valores medidos a campo magnético nulo, onde a
magnetizacdo é descontinua, podemos reescrever a equagao (1.79) assim:
M=> Mumr, (1.81)
n,m,k
onde M,, ;. ¢ 0 momento magnético do (n,m, k)-ésimo estado. Vemos facilmente das

equagoes que

. agn,m,k

0B ’
N

M = (1.82)



44 Capitulo 1. Efeitos Nao-Inerciais em Particulas Carregadas

onde &, é 0 autovalor de energia do estado (n,m, k).

De acordo com a equagao (1.81), a magnetizagao do sistema é igual a soma momentos
magnéticos de todos estados ocupados. Por mera forca de expressao, em algumas situagoes

utilizaremos momento magnético e magnetizagao como sinénimos.

Substituindo o espectro de energia (1.61) na equagao (1.82), segue que o momento

magnético para o nosso sistema é dado por:

_eh

_ Zf 1 Nwe L o
Mok = p— l<n+ 5 T3 1+2wc » 2(m Bk —1)| . (1.83)

Como podemos perceber, a magneizacao para o nosso sistema de particulas carre-

gadas é da ordem do magneton de Bohr

eh

om*

KB = (1.84)

Vale a pena notar que podemos representar a magnetizacao em termos da corrente

persistente. Para tanto, definindo o raio efetivo em termos do comprimento magnético \g
Prani = (20)"% Xo. (1.85)

ficamos aptos a relacionar a o momento magnético e a corrente através da seguinte equacao:

m* w

h N (we O

Podemos ainda expressar a magnetizacao (1.86) da seguinte forma:

Mg = Mg+ M5 e+ MO (1.87)
onde
Mgfnk =m T?z,m,k Ik (1.88)

é a contribuicao semelhante a de um momento de dipolo de uma espira circular [55] de
raio 7y, % percorrida por uma corrente I, ;. I nesse termo que vemos a dependéncia da
magnetizacao com relacdo ao defeito, uma vez que a corrente persistente (1.71) depende

explicitamente do parametro 3.

O termo
1\ w.

w
é o termo de shift diamagnético associado com o campo magnético. Esse termo também

depende explicitamente da rotagao, mas sua forma funcional é semelhante ao resultado

obtido por Tan e Inkson [12]. Finalmente, a terceira contribuigao, dada por

Mo = —ps <n + ) e (1.90)
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representa uma espécie de deslocamento diamagnético, s6 que sua origem nao é magnética,

mas sim puramente nao-inercial.

Como podemos perceber, para um regime onde a frequéncia ciclotron w,. é da ordem
da frequéncia de rotacao do sistema de referéncia € (w. = 2), a contribui¢do diamagnética

(1.89) é mais apreciavel do que a contribuigao referente a rotagao (1.90).

Também devemos salientar que no limite de campo magnético fraco, maior é a

importancia da contribuicao dos efeitos ndo-inerciais sobre a equagao (1.86).

Além disso, quando fazemos () e [ iguais a zero, recuperamos a expressao do
momento magnético para um anel quantico em um sistema de referéncia inercial e em

uma geometria euclidiana [12], como era de se esperar.

1.3 Consideracoes Finais

Neste capitulo, nés estudamos os efeitos da rotacao em um anel quantico bidi-
mensional. A dinamica quéantica de uma particula carregada foi analisada via resolugao
da equacao de Schrodinger levando-se em conta o confinamento de um anel quantico
girante. Obtivemos o espectro de energia para o nosso sistema tanto no caso de um
espago plano (1.36), assim como em um espago com torgao introduzida pela presenca de
uma deslocacao tipo-hélice (1.61). A contribuigao do defeito topolégico sobre os niveis de
energia é semelhante a contribuicao do fluxo de Aharanov-Bohm — essas duas contribui¢oes
apenas introduzem uma mudancga no nimero quantico m. Ficou evidenciado que a rotacao
desempenha um papel muito importante sobre a dinamica da particula. Vemos claramente
na equacao (1.62) que a rotagdo desempenha sobre a dindmica das particulas um papel

analogo ao de um campo magnético.

De posse do espectro de energia, obtivemos a corrente persistente e a magnetizagao
para um anel quantico e mostramos que existe uma relagao muito préxima entre essas
duas grandezas. Mais uma vez, a equagao (1.72) nos mostra claramente como a rotagao
influencia as propriedades fisicas de particulas confinadas em anéis quanticos. Por fim,
mostramos que a magnetizacao pode ser expressa como sendo a soma de trés contribuigoes

e que essas trés contribuicao sao direta ou indiretamente influenciadas pela rotagao.

Em suma, todos resultados aqui apresentados sao inéditos e mostram claramente
que efeitos nao-inerciais desempenham um papel muito importante sobre as propriedades

fisicas de particulas quanticas confinadas em anéis e pontos quanticos.
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?2 Efeitos Nao-lnerciais sobre a Dinamica

Quantica de um Dipolo Magnético

Neste capitulo, apresentamos pela primeira vez como efeitos nao-inerciais influ-
enciam a dindmica quantica de uma particula neutra, dotada de momento de dipolo
magnético permanente, confinada em um anel quantico. Além da rotacgao, também investi-
garemos como a presenc¢a de um defeito topologico pode alterar as propriedades fisicas do
nosso sistema. Os resultados apresentados neste capitulo estao sob fase de submissao e

serdo publicados em breve, conforme a referéncia [48].

2.1 Introducao

Sabe-se que do ponto de vista classico uma particula neutra nao interage com
campos elétricos e magnéticos. Em contrapartida, se essa particula neutra apresentar, por
exemplo, um momento de dipolo elétrico efetivo e for colocada na presenca de um campo
elétrico uniforme, observa-se que seu momento de dipolo tende a se alinhar as linhas de
campo elétrico. Agora se esse dipolo for colocado na presenca de um campo magnético,
nao se observa nenhuma interacao. Para um dipolo de natureza magnética temos um
comportamento semelhante: ele tende a se alinhar com as linhas de campo magnético, e
nada acontece quando interage com campos elétricos. Classicamente, dipolos elétricos sao
apenas afetados por campos elétricos, enquanto dipolos magnéticos sao apenas afetados

por campos magnéticos.

Em 1984 esse paradigma comegou a mudar. Aharonov-Casher [56] mostraram que
uma particula neutra dotada de momento de dipolo magnético pode sim interagir com
um campo elétrico. A func¢ao de onda da particula neutra adquire um fator de fase ao
interagir com o campo elétrico. Como esse efeito é puramente quantico e sua verificacao
envolve experimentos de interferéncia quantica, sua constatacao no regime cldssico nao

seria possivel.

O efeito Aharonov-Casher prevé que se uma particula neutra com momento de
dipolo magnético permanente descrever um caminho fechado em torno de uma linha de
cargas elétricas, a sua fungao de onda ird adquirir uma fase geométrica [ver figura (10)]. A
interacao entre o dipolo magnético e o campo elétrico gerado pela linha de cargas elétricas

é descrita pelo potencial vetor de Aharonov-Casher, definido assim:

AAC:[,LXE, (21)
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Figura 10 — Tlustracao do efeito Aharonov-Casher. Particula neutra com momento de dipolo mag-
nético permanente p interagindo com o campo elétrico criado por uma distribuigao
linear de cargas elétricas.

onde p ¢ o momento de dipolo magético da particula neutra e

5 () 22

é o campo elétrico gerado pela linha de carga, cuja densidade linear de carga é A\.. Alinhando

o momento de dipolo ao longo do eixo z, o potencial vetor de Aharonov-Casher é dado

Anc= (526 23)

por:

Como vimos na (1.4), a diferenga de fase que a particula adquire envolve a integral do
potencial vetor em torno de um circuito fechado. Sendo assim, a fase de Aharonov-Casher

é dada por

Ag:?{CAAC.dE:fC (g?p) (pdd) = e . (2.4)

Como podemos perceber, o incremento na fase da funcdo de onda da particula
neutra no caso do efeito Aharonov-Casher é proporcional ao seu momento de dipolo
magnético e a densidade linear de cargas elétricas. Um aspecto interessante desse efeito é
que, diferente da fase associada ao efeito Aharonov-Bohm, a fase que a particula adquire é
uma fase geométrica. Uma boa discussao sobre a natureza das fases de origem quéantica foi

feita por Dowling et al. [57].

Além da fase quéntica para o dipolo magnético associada ao efeito Aharonov-
Casher, também existe uma quantizacao analoga a de Landau para a particula neutra.
Num primeiro momento, Ericsson e Sjoqvist [58] propuseram condigdes para as quais um
atomo neutro venha a apresentar um espectro de energia semelhente ao de uma particula
carregada em um campo magnético uniforme. Baseados no efeito Aharonov-Casher, eles

demonstram quais as condi¢Oes entre o campo magnético. Suscintamente, as condi¢oes
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impostas por Ericsson e Sjoqvist impdem que o momento de dipolo magnético deve ter seu
movimento restrito ao plano x — y, sua orientagao deve ser ao longo do eixo z e o campo
elétrico também deve estar restrito ao plano = — y. Seguindo as orientagdes de Ericsson e

Sjoqvist, Ribeiro [59] chegaram ao seguinte espectro de energia para o dipolo magnético:

m| o 1
Enim = ———=(m-1)+ = , 2.5
, <”+ 5 ~ g m=1)+5 Jwac (2.5)
onde o = *1 representa o sentido de revolucao do dipolo e

A

m*

wWac = (26)

é a frequéncia Aharonov-Casher.

2.2 Particula Neutra com Momento de Dipolo Magnético Confi-

nada em um Anel Quantico sob Rotacao

Nesta se¢ao, estudaremos a dindmica quantica de uma particula neutra confinada

pelo potencial de um anel quantico girante.

No limite nao-relativistico, o Hamiltoniano' que descreve a dindmica quantica de
um atomo neutro (de massa m* e momento de dipolo magnético ) que interage com um

campo elétrico E é dado por [58]:

1
om*

1

H
2m*

V- E, (2.7)

(p— AAC)2 +

onde A 4o é o potencial vetor de Aharonov-Cahser que, por sua vez, é dado por
AAC:,UHXE, (28)

onde i e n sdo respectivamente o modulo e a direcao do momento de dipolo magnético.

Considerando que o momento de dipolo esteja orientado na dire¢ao z e adotanto a

seguinte configuracao para o campo elétrico:

onde \. representa uma densidade linear de carga, segue que o potencial vetor de Aharonov-

Casher fica assim:

N)‘e N
Ayc = ( 5 P9 (2.10)
2772
L Como estamos restringindo nossa analise ao limite ndo-relativistico, a contribuicio do termo o2
m*c

presente na descrigdo de Anandan [60, 61] é muito pequena e, por isso, serd negligenciada.
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Associado ao potencial vetor (2.10), temos o seguinte campo magnético efetivo
Bac = (nhe) 2, (2.11)

conhecido como o campo magnético de Aharonov-Casher. Esse termo é quem garante que
a particula neutra tenha uma quantizacao de energia andloga a quantizacao de Landau

para um particula carregada [52].

Além da quantizacdo de Landau, estamos interessados em investigar efeitos de
correntes de spin para particulas neutras. Para tanto, devemos ter um campo magnético
efetivo com a mesma forma funcional para particulas carregadas [conf. equagao (1.11)],
isto é,

B = [BAC + ®4c 52(P)] z, (2.12)
onde 6%(p) ¢ a fungao delta de Dirac em duas dimensoes e ® 4o = £ ¢ ¢ é o fluxo Aharonov-
Casher associado com a fase geométrica de Aharonov-Casher ¢a¢ [62]e ¢ é um nimero

intero. O potencial vetor que nos fornece o campo magnético efetivo (2.12) é dado por

Ae  Ducl) -
Ag,. = <u2 p+ —2/;(’ p) o, (2.13)

onde vemos claramente que o primeiro termo é exatamente o acoplamento de Aharonov-

Casher, enquanto o segundo é responsavel pela criagao fluxo Aharonov-Casher.

Desse modo, o Hamiltoniano que nos possibilita estudar tanto efeitos de quantizagao

de Landau, assim como de correntes de spin para particulas neutras é dado por:

(p—Ag,)? + -V -E. (2.14)

2m

H =
2m*

Introduzindo agora a contribuigdo de um anel quantico, a equacao (2.14) fica assim:

1 2 K
H = —A —V - E 2.1

onde V(p) é o potencial de confinamento de um anel quéntico, conhecido como potencial

de Tan-Inkson, que é dado por
aq 2
Vip) = 2 +azp” = Vo, (2.16)

onde a; e as sao parametros constantes e Vy = 2,/a as.

Vamos agora introduzir a contribuicao da rotacao para a dindmica quantica da
particula. O Hamiltoniano H dado na equacao (2.15) é definido em um sistema de referéncia
inercial. Definiremos agora um Hamiltoniano Hg em um sistema de referéncia que gira
com velocidade angular constante €2 em torno de um eixo fixo. Esses dois Hamiltonianos

se relacionam da seguinte forma:

Hy=H-Q-L, (2.17)
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onde L é o momento angular da particula.
Substituindo a equagao (2.15) na equacao (2.17), temos que

1 2 o
Hq = — A —V-E-Q-L ) 2.1
Q 2+ (p <I>Ac) + Qm*v + V(p) ( 8)

e lembrando que L = r X p e tendo em mente que, para o nosso caso, o vetor r serve para

localizar um ponto fixo sobre o anel, segue que

1 R _
Ho = Gy (p—Ag,.) + Qm*v E—-Q-(rxp)+Vi(p)
1 R _
= 5= (p—Ag,.) + 2m*V E-p- (Qxr)+V(p). (2.19)

Pelo fato de considerarmos uma rotagao €2 constante, podemos reescrever a equagao

anterior de uma forma mais conveniente:

1 * 1 *
Hq =5 (p—Ag,. —m (er))2—§m (er)2
1
-E ) 2.2
+2m*V + Vi(p) (2.20)

Como podemos notar, o termo cinético do Hamiltoniano (2.20) possui, além do
acoplamento minimo com o potencial vetor de Aharonov-Casher, um termo extra associado
com a rotagao do sistema de referéncia. Essa termo extra sugere que a forga de Coriolis
presente no sistema de referéncia nao-inercial faz um papel analogo ao da for¢a de Lorentz
que atua sobre uma particula carregada em um campo magnético uniforme. Com isso em
mente, é valido pensar que o termo 2 X r dentro do termo cinético se comporta como um
acoplamento minimo e pode ser entendido como um potencial vetor efetivo associado ao

efeito nao-inercial de rotacao, isto é,

Ag=Qxr. (2.21)

Considerando um ponto fixo sobre o anel localizado pelo vetor r = (p,0,0) e que
esse ponto descreve uma rotacao €2 = €2 2 em torno do eixo Z, o potencial vetor efetivo

Aq, associado ao efeito nao-inercial de rotacao fica assim:

Ag=Qp9. (2.22)

A equacao (2.20) é, portanto, o Hamiltoniano que descreve a dindmica quantica de
uma particula neutra (com momento de dipolo magnético nao-nulo), confinada em um
anel quantico girante. Iremos agora proceder com a resolugdo da equagao de Schrodinger
associada a esse Hamiltoniano em duas situacoes distintas: primeiramente, obteremos
os autovalores de energia e as autofunc¢oes considerando um espago-tempo plano e logo
em seguida, a equacao de Schrodinger sera resolvida no background de uma deslocagao

tipo-hélice.
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2.2.1 Anel Quantico sob Rotacdo em um Espaco Plano

Nesta se¢do, resolveremos a equacao de Schrodinger a fim de estudarmos a dinamica
quantica de um dipolo magnético confinado pelo potencial de um anel quantico girante,

considerando o espago-tempo plano.

Pelo fato de A e Aq apresentarem uma contribuicdo nao nula apenas na dire¢ao
azimutal, segue que o Hamiltoniano (2.20) escrito em coordenadas cilindricas, num espago-

tempo plano fica assim:

1 [1a/ o 1/0) . . L
=g s (o) [ (35) e =i (a0) ]|+ 5 -
1 * 2 H .
—5m (2 xr) +72m*V E+V(p). (2.23)

Agora, iremos proceder com a resolucao da equacao de Schrodinger associada ao
Hamiltoniano (2.23). Substituindo as contribuigdes do campo elétrico (2.9), do potencial
vetor de Aharonov-Casher modificado (2.13), da rotagdo (2.22) e do potencial de Tan-

Inkson (2.16) na equacao (2.23), tal Hamiltoniano assume a seguinte forma

1 [10( o 10  ®ac\ im* [ phe 22
Ho=—— |- Z(pZ)+ |2 £ - - 20 7 |-
“ 2m* | pdp <p8p> - [p <8¢ "on ) 2 <m* * Pl T 022
L 622, MAe a1 2
_§me +2m*+?—|—a2p — W. (2.24)

A equagao de Schrodinger independente do tempo associada ao Hamiltoniano (2.24)

¢é dada por
1 [10( 0\ 1[0 @i\ [m\’
L) (-t -y
om* | pap \Pop) T 2\ on 2
2
. ((/‘L/\e> —|—4Q (;u)\e>>p2_zm* <M>\e+29> . (a_@%)_
m* m* m* 3(,75 27

Nany 0? ap )

Depois de algumas manipulagbes matematicas, temos que

1o (oY, 1[(o 2\ , . _<m*)2.
pOp p@p p? |\ 0¢ 2m ! 2
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Lembrando que ® 4o = £ ¢ a¢, a equagao anterior fica assim:
1 8 8 1 8 . ¢AC 2 <m*)2
—— | p=— — = —-il==] —2m" — .
pOp <pap> * p? [(8(/5 ®or ma 2
2
. ((“Ae> + 40 (“Ae> + 8a2) P2 — im* (“Ae +2S2> .
m* m* m* m*

d . dac 0? HAe
2 A 1 29mF — U=0. (2.2
<a¢ it 2ﬂ>+822+ m (Vo+€— £ 0. (2.27)

| ——|

Devido a simetria do problema, utilizamos o seguinte anzats
U = AR(p)e™? e (2.28)

onde A é a constante de normalizagao. Depois de algumas transformacoes, obtemos a

n- ()

A
p*R + lm (” + 29) (m - £%> — B+
m* 2m

seguinte equacao radial

2
(m 4 chc) +2m*ay
2

1 1

/! /

R'+-R ——
PP

2
(e vt
m m m

Ae
+2m*<V0+5—'u )]R:O. (2.29)
2m*

Introduzindo as seguintes defini¢oes

2
2 N (MA6> !
Wac = m* )
8
B= 2

m*’
2 2 2
w* = wic +4Qwac + wg;

2
L? = (m — KQMC) +2m*aq;

2m
Ae
v =2m* VO—I—S—'u +mrw* m—fqu%C — k2
2m* 27
W' =wac + 20, (2.30)
a equagao radial (2.29) assume uma forma bem conhecida:
1 *2 2 2
R”+R’+[—m ~ p2+7’—2]R:0. (2.31)
p 4 p

E importante notar que a frequéncia e Aharonov-Casher wsc fard o papel da
frequéncia de Landau w caso a particula esteja livre do confinamento do anel e na auséncia

de rotacgao, isto é, sempre que as condigoes a; — 0, ap — 0 e €2 — 0 forem satisfeitas.
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Procedendo com a seguinte mudanca de variaveis

m*w
{=—r (2.32)

podemos reescrever a equagao (2.31) assim:

e die [ € Pl
§R+R+l 4+7 T R=0, (2.33)
onde 5
o * . wac * ok o ﬂ 1.2
Ll ey [Qm (Vo +& 5 ) +miw (m 14 o ) k ] . (2.34)

Analizando o comportamento da equacao (2.33) nos limites assint6ticos, isto é, para
¢ — 0 and para £ — oo [conf. (A.1)], podemos escrever uma solu¢ao para a equagao

(2.33) na seguinte forma:
R(§) = e *%¢M2¢(¢), (2.35)
Substituindo entao a equagao (2.36) na equagao (2.33), verifica-se facilmente que a
fungao ((£) obedece a seguinte equagao diferencial:

L|+1
2

aé+uu+1—@¢—[ ﬂ<=o, (2.36)

onde (2.36) é a equagao hipergeométrica, cuja solugao é a funcao hipergeométrica confluente:

(@ = |- (7= )] (257

A quantizacao da energia vem do fato de que a fungao hipergeométrica deve obedecer a
uma condi¢ao de convergéncia, condicao esta que é satisfeita quando o primeiro pardmetro
da fungao hipergeométrica (2.37) for igual a um nimero inteiro negativo, isto é:

LI+1
—(fy—‘ |2+ )z—n, n=0,1,2,.... (2.38)

Substituindo a equagao (2.34) na equacao (2.38), segue que
@ﬁ(%+8—““)+

2
*, % ¢AC 2 ’L’ + 1 _
+m*w (m 14 o k 5 =-—n (2.39)

B <2m*w

A partir dai, facilmente obtemos o seguinte espectro de energia:

L1 1 oy L m* K’
Enmk = <n+ 5 T3 (m—0")w" + Qwac = ngrg + syl (2.40)

onde

Ay (2.41)
27
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foi introduzido para simplificar a notagao.

Os ntmeros quanticos n, m e k caracterizam respectivamente o movimento da
particula na direcao radial, o momento angular e o movimento da particula na diregao z.
Devido a condicao de quantizacao imposta pela funcao hipergeométrica, o niimero quantico
n deve ser um nimero inteiro maior ou igual a zero. Como a fung¢ao de onda apresenta
condicao de contorno periédica na direcao azimutal, o nimero quantico m pode assumir
qualquer valor inteiro. Por fim, o nimero quantico k& pode assumir qualquer valor de —co

a +00, pelo fato de o movimento da particula nao ser quantizado nessa diregao.

Vemos claramente na equacao (2.40) que a unica contribui¢ao do fluxo Aharonov-
Bohm sobre os autovalores de energia é de alterar o nimero quantico m para (m — £).
Além disso, os niveis de energia sdo caracterizados por trés frequéncias: w, w* e wy. A
primeira é a frequéncia de Landau w que depende da frequéncia de Aharonov-Casher, do
coeficiente as do potencial de Tan-Inkson e também da velocidade angular §2. A segunda
frequéncia w* depende tanto da frequéncia de Aharonov-Casher wsc quanto da rotacao
Q). Finalmente, a terceira frequéncia wy é a frequéncia caracteristica do potencial de
confinamento de Tan-Inkson que, por sua vez, depende apenas do parametro as. A equagao
(2.66) apresenta tragos de um andlogo a quantizacdo de Landau, em contrapartida as
relacoes de degenerescéncia aqui sao diferentes: o nosso sistem so é degenerado com respeito

ao numero quantico m quando a; = as = 0.

Considerando o limite para o qual o sistema de referéncia nao gira (2 = 0), nao
existe nenhum fluxo Aharonov-Casher atravessando o centro do anel (¢p4c = 0) e o

confinamento é desconsiderado (a; = ay = 0), a equacio (2.40) assume a seguinte forma:

lm| 1 1 k2
- M m—1)+ = A > (), 9.49
mk <n+2 2(m )+2 wac+ 5 (m > 1) (2.42)
isto é, recuperamos o resultado obtido por [59], apresentado na equagao (2.5).

Vamos agora obter as autofungoes de energia. Substituindo a equagao (2.63) na

(2.36) e voltando para a variavel p, temos que

R METAY N E | —nsj + 12 2.4
D= (ga) () oo (- L) |miendy] . e

Reunindo agora as equagoes (2.28) e (2.43), a funcdo de onda nao normalizada
para o nosso problema fica assim:
2

1NY2/p\IH 2 P
_ imeo ikz o e .
Uymi(p,,2) = A (QIL) <)\0> e"™M?e"™* exp < r3e F|—n;|L| +1, | (2.44)

Da equagao (22) temos que

Aot [ (n+\LD!)]QW]1/Q | (2.45)
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o que, finalmente, nos leva as seguintes autofunc¢oes normalizadas:

1 T+ |Ll+1) 1"
\Ilnm 1, 2) = |
k(0 0, 2) NP [QIL‘H n! [T(L|+ 1)

2

2
ime ikz |L P : P
- emoeik plll exp (—4)\3>F [—m |L| + 1; 2/\(2)] , (2.46)

onde
1
m*w

)\0:

(2.47)

é o comprimento magnético renormalizado pela interacdo de Aharonov-Casher, pelo
confinamento do anel e pelo efeito nao-inercial. O comprimento magnético A\ representa
a amplitude de oscilagao e também serve como um fator de escala, dando as dimensoes

tipicas do sistema.

2.2.2  Anel Quantico sob Rotacdo no Espaco de uma Deslocacao Tipo-Hélice

Agora iremos resolver a equacao de Schrodinger para o dipolo magnético em um

anel quantico girante, em um espaco distorcido pela presenca de uma deslocagao tipo-hélice.

Precisamos introduzir a contribuigdo da geometria, escrevendo a equagao (2.20) no
background de uma deslocagao tipo-hélice. A forma como distancias sao medidas em um

espago com uma deslocacao tipo-hélice ao considerar a seguinte métrica tridimensional:
ds? = dp? + (dz + Bdp)” + p*de? (2.48)
onde p>0,0< ¢ <2re—0c0 <z < oo. Namétrica (2.48), a tinica componente nao

nula do vetor de Burges é a componente na direcao Z, isto é, b* = 2n (3.

Para inverstigarmos quais sao as contribuicoes desse defeito sobre as propriedades
da particula neutra confinada em um anel quantico sob rotagao, precisamos escrever o

Hamiltoniano (2.20) no background da métrica (2.48).

Pelo fato de A, e Aq apresentarem uma contribuicao nao nula apenas na direcao

azimutal, segue que

1 (18 ( o 1/ o\ . . 2
Ho=—5% pOp (pa,o>+[p (&b_ az>_l(’4‘1’f‘°‘>¢_zm <AQ)¢] oz T
1. 2, My
5 (2 xr) +2m*v E+V(p). (2.49)

Agora, iremos proceder com a resolugdo da equagao de Schrodinger associada ao
Hamiltoniano (2.49). Substituindo as contribui¢ées do campo elétrico (2.9), do potencial

vetor de Aharonov-Casher modificado (2.13), da rotagao (2.22) e do potencial de Tan-
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Inkson (2.16) na equagao (2.49), tal Hamiltoniano assume a seguinte forma

1 [10/ o 1/0 0 %ac Dy 22
Ho=— —— | p=— — — = — — 2Q) —
“ 2m* | pdp <p8p> + [ <8gb 92 " on ) 2 <m + + 0z?
ro2.2 , HAe | m 2
—5m m*Qp +2 —l—?jtagp - V. (2.50)
A equacao de Schrodinger independente do tempo associada ao Hamiltoniano (2.50)
é dada por

L0 (0), 100 40 i) o
2m* | pdp p@p p? \ 0¢ 0z 2

(27 n(e)e -l om)

2
—9m* (M)\5> _{_a‘| \I]+ [Z;+a2p2—%1 U =EU, (251)

0 Dac
5 5 zﬂ>‘

Depois de algumas manipulacdes matematicas, temos que
10 (o) 1[0 Dac 2 <m*>2
2, — A o _ .

[p@p <p8p> T [( 0¢ B “or ) e 2
.(<,u)\> —|—4Q<M )—l— az)pz—zm*<’u )
m* m* m* m*

0 P uc 0? PAe _
<¢_68_ >+822+2m <VO+5—2m* U=0. (2.52)

Lembrando que ® 4o = £ ¢ 2¢c a equacgao anterior fica assim:
10 0 1 QbAC (m*)z
—— | p=— —|l=—-0F=——-il=—] —2m~ — (= -
[pap <p8p> + [( [3J0) 682 27 ) " a1] 2
: ((”)‘f> +4Q (“)‘f> + 8(12) 0 —im* (”)‘f +2Q> :
m m m m

0 0? Ae
(252 %) e Zovom (e 25| we0. s

Devido a simetria do problema, utilizamos o seguinte anzats
U = AR(p) ™ etk (2.54)

onde A é a constante de normalizagdo. Depois de algumas transformacoes, obtemos a
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seguinte equacao radial

2 *\ 2
1 1
A\ by
: (”*) %—M)(M*>—k&?p%?+[nf<
m m m m
—|—2m*<Vo—|—€—

Introduzindo as seguintes definigoes

2
2 N ( ILL)\e > '
Wac = m* )

8@2
w2 = )

o

m*’
2 2 2
w® = wyeo +4Qwac + wy;

2
L? = (m—ﬁk—f(mc> + 2m*ay;
27

UA
2m

e

*

Ae +2Q> <m—ﬁk—€¢’w> — k2
* 27

)| r=0. e

Ae
7 =2m* (Vo—l—é'— a >+m*w* <m—6k—€¢21w> — k%
T

2m*
w* = wac + 2€) y (256)
a equagao radial (2.55) assume uma forma bem conhecida:
1 *2, 2 2
R”+R’+l—m wp2+7'—2]R:0. (2.57)
p 4 p
Procedendo com a seguinte mudanca de variaveis
mrw
{=—r (2.58)
podemos reescrever a equacao (2.57) assim:
ER+ R+ £y Elr_o (2.59)
FIEARTS R '
onde
1 . wac . bac 5
v = 2m* (Vo + €& —— ) +m'w* |m—Bk—0— | — k7| . (2.60)
2m*w 2 27

Analizando o comportamento da equacao (2.59) nos limites assintéticos, isto é, para

¢ — 0 and para £ — oo [conf. (A.1)], podemos escrever uma solu¢ao para a equagao

(2.59) na seguinte forma:

R(&) = e M2 (g,

(2.61)
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Substituindo entao a equagao (2.61) na equagao (2.59), verifica-se facilmente que a

fungao (&) obedece a seguinte equagao diferencial:

IL|+1
2

£é+<w+1—£><‘—[ V]CZO, (2.62)

onde (2.62) é a equagao hipergeométrica, cuja solucao é a fungao hipergeométrica confluente:

() = F [— (7 S 1) L]+ 1;5] . (2.63)

A quantizacao da energia vem do fato de que a funcao hipergeométrica deve obedecer a
uma condi¢ao de convergéncia, condicao esta que é satisfeita quando o primeiro pardmetro

da fungao hipergeométrica (2.63) for igual a um nimero inteiro negativo, isto é:

< IL|+1
_— fy_

5 )z—n, n=0,1,2,.... (2.64)

Substituindo a equacao (2.60) na equacao (2.64), segue que

o (16 5)-

+m*w* <m—5k—£¢“> —k:Z] _ 1 H) = —n (2.65)

B <2m*w

2 2

A partir dai, facilmente obtemos o seguinte espectro de energia:

L] |1 1 | m* k?
gn,m,k:<n+2+2 W—E(m—ﬁk—f)w +EWAC_TWST8+TTFL*7 (266)
onde 5
F = 2AC 2.67
o (2.67)

foi introduzido para simplificar a notacao.

Os ntimeros quanticos n, m e k caracterizam respectivamente o movimento da
particula na direcao radial, o momento angular e o movimento da particula na direcao z.
Devido a condicao de quantizagdo imposta pela fun¢ao hipergeométrica, o niimero quantico
n deve ser um numero inteiro maior ou igual a zero. Como a funcao de onda apresenta
condicao de contorno periédica na dire¢do azimutal, o nimero quantico m pode assumir
qualquer valor inteiro. Por fim, o nimero quantico k£ pode assumir qualquer valor de —oo

a +00, pelo fato de o movimento da particula nao ser quantizado nessa diregao.

Comparando as equagoes (2.40) e (2.66), vemos claramente que a tinica contribuigao
da presenca do defeito topoldgico sobre os autovalores de energia é de, assim como o
fluxo Aharonov-Bohm, alterar o niimero quantico m para (m — gk — /). E facil perceber
que podemos obter o espectro de energia para o caso do espago plano (2.40) a partir do

espectro de energia obtido no background da deslocagao tipo-hélice (2.66); basta tomar
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8 = 0. A presenca do defeito s6 tem efeito sobre o niimero quantico m — as trés frequéncias
(w,w* e wp) que caracterizam o movimento da particula para o caso sem defeito também
sao validas aqui.

Considerando o limite para o qual a contribuigdo de Aharonov-Casher (2.8) é

desconsiderada, isto é, fazendo wac — 0 na equagao (2.66), segue que:

* 2

_ L] 1 . m* o, ., k
Sn,m,k—<n+ 5 T3 wo — (m — Bk — ) Q — 0T T g (2.68)

Como podemos perceber na equagao (2.68), o confinamento proveniente do potencial
de Tan-Inkson e o efeito ndo-inercial associado com a rotacao do sistema de referéncia sao

suficientes para que a particula ainda apresente uma quantizacao analoga a de Landau.

Vamos agora obter as autofungoes de energia. Substituindo a equagao (2.63) na

(2.61) e voltando para a variavel p, temos que

1\2 / p\IH 0 2
(Y7 (~ A ol T A R T 2
Rle) <2|LI) ()\0> eXp( 4Ag> [ m 1L+ ’2/\31 (2.69)

Reunindo agora as equagdes (2.54) e (2.69), a funcao de onda nao normalizada

para o nosso problema fica assim:
1NY2 o pNIEL 0 0
o L imeo _ikz . . .
Vil 0.2 = A (57) (5) o™ eXp( e )F |t + 1| @70)

Da equagao (22) temos que

[ gz ]
o [Qn! [T(|L] + 1)]%] ’ (2.71)

o que, finalmente, nos leva as seguintes autofungoes normalizadas:

/2
1 I(n+|L|+1) r
\IInm, s 72 = .
mk(p, d,2) >\|0L|+1 [2|L+1 n! [D(|L|+ 1)) =
2

2
- emoeib plLl exp (—4/\%>F [—n, |L| + 1, 2/\%] , (2.72)

onde
1

m*w

Ao = (2.73)

é o comprimento magnético renormalizado pela interacdo de Aharonov-Casher, pelo
confinamento do anel e pelo efeito nao-inercial. O comprimento magnético A\ representa
a amplitude de oscilagao e também serve como um fator de escala, dando as dimensoes

tipicas do sistema.
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2.2.3 Corrente Persistente

Vamos agora obter uma expressao analoga para a corrente persistente associada com
uma particula neutra com momento de dipolo magnético confinada por um anel quantico
girante. Varios artigos reportam efeitos de correntes persistentes de spin associadas ao

efeito Aharonov-Casher [63, 64, 65, 66] em sistemas mesoscopicos.

Uma maneira de se obter a corrente carregada por um dado estado eletronico

U, mk € através da seguinte equacao:

i = / dz / d / dr (T, ,2), (2.74)

onde j,mx(r, ¢, 2) ¢ a densidade de corrente para esse estado quantico.

No entanto, ja que conhecemos a expressao analitica para o espectro de energia, é
mais conveniente calcular I, ,,, usando a relagdo Byers-Yang [54]:
I o aEn,m,k
nom,k — T

4
1 OE,mp

I = — 2.
n,m,k QbAC ag ) ( 75)

lembrando que ¢4¢ é a fase de Aharonov-Casher.

A corrente persistente total é, portanto, a soma das correntes carregadas por todos

estados eletronicos ocupados:
1= Z Ly ks (2.76)
n,m,k
onde devemos ter em mente que a soma em k na verdade é uma integral, pelo simples fato

de k poder assumir valores continuos.

Substituindo a equacao (2.66) na equagao (2.75), segue que a corrente persistente

para o nosso sistema ¢é dada por:

w (Im—=Bk -l W
In,m,k - E (L w) y (277)

lembrando que * = ¢ (¢pac/27).

Note que a corrente de spin é uma fun¢ao do fluxo Aharonov-Casher ( através do
winding number ¢*) e do pardmetro [ associado ao vetor de Burgers. Deve-se também

observar a dependéncia da corrente persistente com relagao a velocidade de rotacao 2.

2.2.3.1 Limite para o ponto quantico

Pelo fato de o potencial de Tan-Inkson (2.16) ser um modelo muito versétil, podemos

utiliza-lo para descrever diversas estruturas quanticas. Um ponto quantico é modelado por
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um confinamento parabélico. Sendo assim, fazendo a; = 0 na equagao (2.16) obtemos que
V(p) = asp®, (2.78)
isto é, a equacao (2.78) descreve o potencial de confinamento para um ponto quéantico.

Vamos agora obter uma expressao para a corrente persistente de um ponto quantico.
Fazendo agora a; = 0 na equacao (2.77), chegamos & seguinte expressao para a corrente

persistente em um ponto quantico:

(w* — w) (wac —w) 20
= 7 Ay ) — Bk —0*
- = L+ para m 64 >0,
In,m,k =
m—Bk)—* * 2€)
moph-trz0 | (W) | (wactw) K sk <0,
47 Am Am

A expressao (2.79) s6 é valida para estados em que m — Sk — * # 0. Isso se deve
ao fato de que a func¢ao de onda dos estados com m — Sk — ¢* = 0 pode assumir um valor
nao nulo para p = 0. Nessas condigoes, a relagao de Byers-Yang utilizada para obter a

expressao (2.77) nao pode mais ser utilizada.

No entanto, uma vez que a equagao (2.77) se aplica a todos os estados com a; # 0,
a corrente transportada em um ponto quantico por um estado com m — Sk — £* = 0 pode

ser obtida tomando o limite:

, ) w (|m—pk—0] w*
Lok = lim lim Bl
e a1—0+ | (m—pBk)—ex 41 L w
(m—Bk)—£*=0
_ W
N 47
wac 202
_ _ = 2.80
47 4 ( )

Vamos agora analizar o comportamento da corrente de spin para o anel e para
o ponto quéntico sem a contribuicdo do potencial vetor de Aharonov-Casher. Fazendo

wac — 0 nas equagoes (2.77), (2.79) e (2.80), obtemos para o anel quantico que

wo (|m—pk—0]  2Q
Limpr=—|—7———7——1|. 2.81
mk 471' ( L Wy ( )
J& para o ponto quantico, segue que
2Q)
+ﬂ——, para m — fk—{* >0,
4 A4Ar
Lo mk = (2.82)
m— Bk — 2Q)
(m—Bk)~£7#0 —ﬂ——, para m — Sk —{* < 0.
4 A4Arx
e que
2Q)
L, = —. 2.
(m—Bk)—£*=0
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As equagoes (2.81), (2.82) e (2.83) nos mostram que a rotagao do sistema é suficiente
para induzir uma corrente de spin nessas estruturas quanticas estudadas. Também podemos
observar que o sentido dessas correntes ¢ sempre oposto ao sentido da rotacao. Esses
resultados também podem ser obtidos se considerarmos um regime de altas rotagoes
(2> wac).

2.2.4 Magnetizacao

Vamos agora obter uma expressao analoga para a magnetizacao de particulas
neutras confinadas em um anel quantico girante e analizar sua relagao com a corrente

persistente de spin (2.77).

Para o nosso sistema, obtemos a magnetizagao tomando a derivada do espectro
de energia para o dipolo magnético (2.66) com relacdo ao campo magnético efetivo de
Aharonov-Casher (2.11):
9nmik

Mn,m,k = - aBAC .

, (2.84)

onde &, ¢ 0 autovalor de energia do estado (n,m, k).

Como o campo magnético B,c e a frequéncia wsc de Aharonov-Casher esta

interrelacionadas, a magnetizacao para o estado (n,m.k) é obtida assim:

Mymp = ———F""- 2.85
A magnetizacao total é obtida através da soma
M= Myms, (2.86)

n,m,k
sobre todos os estados ocupados. Por mera for¢a de expressao, em algumas situagoes

utilizaremos momento magnético e magnetizagao como sinénimos.

Substituindo o espectro de energia (2.66) na equagao (2.85), segue que o0 momento

magnético para o nosso sistema ¢é dado por:

1 L 1 Q 1 1

2 2 wWAC w

Vale a pena notar que podemos representar a magnetizagao em termos da corrente
persistente (2.77). Para tanto, definindo o raio efetivo em termos do comprimento magnético
Ao

Pnm = (20)" o, (2.89)

ficamos aptos a relacionar a o momento magnético e a corrente através da seguinte equacao:

1 1N\ (w Q\ 1
T A ( ) “AC L o) 4 | 2.89
My 7k ﬂ-rn,m,k‘ »»k' m* [ n+2 + +2 ( )

w w
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Podemos ainda expressar a magnetizacao (3.89) da seguinte forma:

Mo = MSE 4+ MP> + MPSE (2.90)
onde
My k= T i Lnmk (2.91)

¢ a contribui¢ao semelhante a de um momento de dipolo de uma espira circular [55] de
raio 7, percorrida por uma corrente Iy, ., ;. E nesse termo que vemos a dependéncia da
magnetizagdo com relagao ao defeito, uma vez que a corrente persistente (2.77) depende

explicitamente do parametro .

O termo

1 1 WwaAC 1
MPS = — ( > == 2.92
nm.k m* ne 2) w 2m* ( )

é o termo de shift diamagnético associado com a frequéncia de Aharonov-Casher e com a
frequéncia w caracteristica desse sistema. Vale ressaltar que a equagao (2.92) apresenta a
mesma forma funcional da (1.89), mostrando o estreito paralelo entre as propriedades de
particulas neutras e carregadas. Finalmente, a terceira contribuicao, dada por

1 1\ Q
MPSE — 9 — (n + ) —, (2.93)

n,m,k 2/ w

representa uma espécie de deslocamento diamagnético, s6 que sua origem nao é magnética,

mas sim puramente nao-inercial.

Mais uma vez, é notério que o efeito nao-inercial da rotacao do sistema de refe-
réncia desempenha um papel muito importante sobre as propriedades fisicas do sistema
quéntico aqui adota. Como o termo (2.93) depende diretamente da rotagdo, mesmo que as
outras contribuigoes fossem desconsideradas, efeitos tinicos associados com a rotacao sao

observados.

2.3 Consideracoes Finais

Neste capitulo, nés estudamos como efeitos nao-inerciais afetam a dindmica quantica

de um dipolo magnético confinado pelo potencial de um anel quantico bidimensional.

Também investigamos quais as contribui¢des que a torg¢ao associada com uma
deslocacao tipo-hélice traz para propriedades fisicas do sistema. A equacao de Schrodinger
foi resolvida no espaco distorcido pela deslocacao e também num espaco plano. Comparando
os dois resultados, constatamos que a contribuicao do defeito entra como um fluxo de

torcao.

Ao resolvermos a equagao de Schrodinger, obtivemos o espectro de energia para o
dipolo magnético que apresenta uma quantizacao analoga a de Landau. Mostramos que a

presenca do defeito topologico e da rotagdo influenciam o niveis de energia. Podemos dizer
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que a contribui¢cdo mais importante é da rotacao, pois ela introduz na dindmica quantica

da particula efeitos antes associados a campos magnéticos.

De posse do espectro de energia, obtivemos expressoes andlogas para a corrente
persistente e para a magnetizacao. Essas propriedades também sao fortemente influenciadas

pela rotacao.
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3 Efeitos Nao-lnerciais sobre a Dinamica
Quantica de um Dipolo Elétrico Perma-

nente

Neste capitulo, apresentamos um estudo inédito sobre a dindmica quantica de uma
particula neutra, com momento de dipolo elétrico permanente, confinada em um anel
quantico girante. Serd mostrado que os efeitos nao-inerciais associados com a rotacao do
anel girante desempenham um papel muito importante sobre a dinamica da particula.
Além da rotagao, também investigaremos como a presenca de um defeito topoldgico pode
alterar as propriedades fisicas desse sistema. Os resultados apresentados neste capitulo

estao sob fase de submissao e serdo publicados em breve, conforme a referéncia [49].

3.1 Introducao

As analogias entre particulas neutras e carregadas nao pararam com o trabalho
proposto por Aharonov e Casher [56]. Dois trabalhos contemporaneos, publicados na
década de 90, propuseram a existéncia de uma fase topolégica para um dipolo elétrico
que interage com um campo magnético gerado por uma linha de monopolos magnéticos.
O primeiro trabalho foi pulicado em 1993 por He e McKeller [67]. Além de obterem a
fase para a o dipolo magnético, He McKeller sugerem que essa fase é dual a fase de
Aharonov-Casher [56]. No ano seguinte, Wilkens [68] mostrou que essa nova fase surge da
interacao de Rotinger que acopla o dipolo elétrico com o campo magnético. Ele também

sugere que essa fase pode ser obervada em um interferémetro atémico ou molecular.

O acoplamento entre o dipolo e o campo é dado pelo potencial vetor de He-McKellar-
Wilkens:
AHMW = —dXB, (31)

onde d e B sao respectivamente o momento de dipolo elétrico da particula neutra e o

campo magnético.

Assim como no caso para o dipolo magnético, deve haver um arranjo especifico
entre a particula neutra e o campo magnético a fim de que o efeito He-McKellar-Wilkens

seja observado.

Uma possivel configuragao ¢ considerar o momento de dipolo elétrico da particula

neutra orientado ao longo do eixo z e um campo magnético

B = (Qﬁ;) ; (32)
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gerado por uma linha de monopolos magnéticos [ver figura (11)]. Wilkens mostra em seu

—
7

|
\d )
|

4

Figura 11 — Tlustracao do efeito He-McKellar-Wilkens. Particula neutra com momento de dipolo
elétrico permanente d interagindo com o campo elétrico criado por uma distribuicao
linear monopolos magnéticos.

trabalho que essa configuracao garante que a particula neutra esteja livre da acao de forgas.

Sendo assim, o potencial vetor de He-McKellar-Wilkens fica assim:

A = - (22 ) 6 33)

A fase associada ao efeito He-McKellar-Wilkens é, portanto, dada por:
d A
Ag:%AHMW-dEZ—% A (pdd) = —d . (3.4)
c c \ 2mp

Como podemos perceber, o incremento na fase da funcdo de onda da particula
neutra no caso do efeito He-McKellar-Wilkens é proporcional ao seu momento de dipolo

elétrico e a densidade linear de cargas elétricas.

Também nao podemos esquecer da quantizacao analoga a de Landau para o dipolo
elétrico. Ribeiro et al. [59] estenderam as ideias de Ericsson e Sjoqvist para o dipolo elétrico
interagindo com uma configuracao nao trivial de campo magnético e obtiveram o seguinte
espectro de energia:

m o 1

onde o = *1 representa o sentido de revolucao do dipolo e

d A,

*

é a frequéncia de He-McKellar-Wilkens.
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3.2 Particula Neutra com Momento de Dipolo Elétrico Permanente

Confinada em um Anel Quantico sob Rotacao

Nesta secao, estudaremos a dindmica quantica de uma particula neutra com
momento de dipolo elétrico permanente confinada pelo potencial de um anel quantico

girante. Também investigaremos analogos para corrente persistente e magnetizacao.

No limite ndo-relativistico, o Hamiltoniano!' que descreve a dindmica quantica de
um atomo neutro (de massa m* e momento de dipolo elétrico permanente d) que interage

com um campo magnético B é dado por [58]:

d V-B

5 —V-B, (3.7)

1 2
H= —Agvw) —
2m* (p )

onde A pgyw € o potencial vetor de He-McKellar-Winkens que, por sua vez, é dado por
AHMW = —dn X ]37 (38)

onde d e n sao respectivamente o modulo e a diregdo do momento de dipolo elétrico.

Considerando que o momento de dipolo esteja orientado na direcao z e adotanto a

seguinte configuragdo para o campo magnético:

A

B =500, (3.9)

onde )\, representa uma densidade linear de cargas magnéticas, segue entao que o potencial
vetor de He-McKellar-Wilkens fica assim:

Apgyw = — <d)2\mp> é (3-10)

Associado ao potencial vetor (3.10), temos o seguinte campo magnético efetivo

Bruw = —(dAn) 2, (3.11)

conhecido como o campo magnético de He-McKellar-Wilkens. Esse termo é quem garante
que a particula neutra tenha uma quantizacao de energia andloga a quantizacao de Landau

para um particula carregada [52].

Além da quantizacdo de Landau, estamos interessados em investigar efeitos de
correntes de spin para particulas neutras. Para tanto, devemos ter um campo magnético
efetivo com a mesma forma funcional para particulas carregadas [conf. equagao (1.11)],
isto é,

B.; = [Buaw + ®raw 0*(p)] 2, (3.12)

2 2

L Como estamos restringindo nossa analise ao limite ndo-relativistico, a contribuicio do termo

2m*c?
presente na descrigdo de Anandan [60, 61] é muito pequena e, por isso, serd negligenciada.
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onde §2(p) ¢ a fungao delta de Dirac em duas dimensoes e @ 4c = £ ¢ 4c é o fluxo Aharonov-
Casher associado com a fase geométrica de Aharonov-Casher [62] e ¢ é um nimero intero.

O potencial vetor que nos fornece o campo magnético efetivo (3.12) é dado por

(3.13)

dA 0] HMW 1 ~
A(I)HMW = |~ mp + -] ¢,
2 2t p
onde vemos claramente que o primeiro termo é exatamente o acoplamento de Aharonov-

Casher, enquanto o segundo é responsavel pela criagao fluxo Aharonov-Casher.

Desse modo, o Hamiltoniano que nos possibilita estudar tanto efeitos de quantizagao

de Landau, assim como de correntes de spin para particulas neutras é dado por:

1 , d

H = 2 (p - A(I)H]WW) -

V-B. (3.14)

2m*
Introduzindo agora a contribui¢ao de um anel quantico, a equagao (3.14) fica assim:

1

2
H = 2 (p - A‘I)HJWW) -

onde V(p) é o potencial de confinamento de um anel quéntico, conhecido como potencial

1. B+V(p), (3.15)

2m*

de Tan-Inkson, que é dado por
aq 2
Vip) = 2 Hwp - Vo, (3.16)

onde a; e as sao parametros constantes e Vo = 2,/a1as.

Vamos agora introduzir a contribuicao da rotagao para a dinamica quantica da
particula. O Hamiltoniano H dado na equagao (3.15) é definido em um sistema de referéncia
inercial. Definiremos agora um Hamiltoniano Hy em um sistema de referéncia que gira
com velocidade angular constante €2 em torno de um eixo fixo. Esses dois Hamiltonianos

se relacionam da seguinte forma:
Ho,=H-Q-L, (3.17)

onde L é o momento angular da particula.
Substituindo a equacao (3.15) na equacao (3.17), temos que

1

Hq = o (p - A<I>HI\4W)2

d
2m*

V-B-Q - L+V(p). (3.18)

e lembrando que L = r X p e tendo em mente que, para o nosso caso, o vetor r serve para

localizar um ponto fixo sobre o anel, segue que

1 d
HQ - 2m* (p - ‘ACDHMW)2 + TWL*V -B-Q- (I‘ X p) +V(p)
1 d
= 2Im* (p_A‘I’HMW)2+ Zm*V'B_p'<Q ><r)+V(p). (319)
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Pelo fato de considerarmos uma rotagao {2 constante, podemos reescrever a equagao

anterior de uma forma mais conveniente:

1 . L,
Hq = I (p - A‘I’HMW -m (Q X I‘))2 - im (Q X I‘)2 -
d
— -B . 2
VB4 V() (3.20)

Como podemos notar, o termo cinético do Hamiltoniano (3.20) possui, além do
acoplamento minimo com o potencial vetor de He-McKellar-Wilkens, um termo extra
associado com a rotagao do sistema de referéncia. Essa termo extra sugere que a forca de
Coriolis presente no sistema de referéncia nao-inercial faz um papel analogo ao da forga de
Lorentz que atua sobre uma particula carregada em um campo magnético uniforme. Com
isso em mente, é valido pensar que o termo €2 X r dentro do termo cinético se comporta
como um acoplamento minimo e pode ser entendido como um potencial vetor efetivo

associado ao efeito nao-inercial de rotagao, isto €,

Ag=Qxr. (3.21)

Considerando um ponto fixo sobre o anel localizado pelo vetor r = (p,0,0) e que
esse ponto descreve uma rotacao €2 = €2 2 em torno do eixo Z, o potencial vetor efetivo

Aq, associado ao efeito nao-inercial de rotacao fica assim:

Ao =Qpo. (3.22)

A equagdo (3.20) é, portanto, o Hamiltoniano que descreve a dindmica quintica
de uma particula neutra, confinada em um anel quantico girante. Iremos agora proceder
com a resolucdo da equacgao de Schrodinger associada a esse Hamiltoniano em duas
situagoes distintas: primeiramente, obteremos os autovalores de energia e as autofungoes
considerando um espaco plano e logo em seguida, a equagao de Schrodinger sera resolvida

no background de uma deslocacao tipo-hélice.

3.2.1 Anel Quantico sob Rotacdo em um Espaco Plano

Vamos agora resolver a equacao de Schrodinger para o sistema descrito pelo

hamiltoniano (3.20) para um espago euclidiano.

Pelo fato de A e Aq apresentarem uma contribuicao nao nula apenas na direcao
azimutal, segue que o Hamiltoniano (3.20) escrito em coordenadas cilindricas, num espago

plano fica assim:

1
2m*

1o ( o\ 1[0\ - L2
535 (35) * |5 (36) ~ asma) —im(0) | + 35
1

‘ 2__d
—5m (2 xr) 2m*V B+ Vi(p). (3.23)

Hg = —
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Agora, iremos proceder com a resolucao da equacao de Schrodinger associada ao
Hamiltoniano (3.23). Substituindo as contribuigdes do campo elétrico (3.9), do potencial
vetor de Aharonov-Casher modificado (3.13), da rotagao (3.22) e do potencial de Tan-

Inkson (3.16) na equacao (3.23), tal Hamiltoniano assume a seguinte forma

pap(’)aﬁ*lp(aw 2 )‘ 2 (2“‘ mM To| T

d X,

1
HQ:—i*

1
— —m*?p* — Vo. (3.24)

A equagao de Schrodinger independente do tempo associada ao Hamiltoniano (3.24)

¢é dada por
1 (10 2+1 a_Z@HMWQ_(m*)?
pOp 8p p? \ 0¢ 2 2
d M\, 0 )
. . 2k . . 7_.HMW i
(( ) oo () ) (- ) (")

d A 0?
—2m” ( ) + ] U+ [a; + agp® — VO] U =c¥. (3.25)
P
Depois de algumas manipula¢gbes matematicas, temos que

022
0 () 1[0 tmm) o]
pOp p(?p p? |\ 0¢ 27 ! 2
2
((d/\;“> — 49 (d/\ff)—i—&m)p —im” <2Q—d/\1”>.
m m m* m

* - o 2 - W__ . .2
( 1 5 >+ 2+ m* <V0—|—€+ " )] 0. (3.26)

Lembrando que ® gy = £ ogymw, a equacao anterior fica assim:
19 ( 8 1[0 & 2 m*\ 2
1o ( o0 R N R 671 P _()
[pap <p8p> * p? [(8@5 Y on ) " a1] 2
((dAl”> — 40 (d/\ >—|—8a2)p —am” <2Q—d/\:”>.
m m* m* m

<8_ g¢HMW>+82+2m <V0+S+d)\>]‘l/:0. (3.27)

0o 2T 022
Devido a simetria do problema, utilizamos o seguinte anzats

U = AR(p) e™? e | (3.28)
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onde A é a constante de normalizacao. Depois de algumas transformagoes, obtemos a

seguinte equagao radial

ne ()

PR+ lm* (29 — dA;”) (m —/L (m;MW) — k>

m ™

P 7r

2
(d)\m> 0 (d)\m> | 8as
m* m* m*

2
1 1
R'+~-R — E [(m —/ ¢I;MW> +2m*ay

d My
Introduzindo as seguintes defini¢oes

) dAm\’
Wamw = ;

m*

8(1,2 )

m*’
_ 2 40 2,
W™ = Wyyw — Adwrmw + wo;

2
L? = <m —/ ¢I;MW> +2m*aq;

2 __
Wy =
2

s
d A
~ = 2m* <V0 +&+ ) + m*w* (m -0 ¢HMW> — k2
m* 2
w' =20 — WHMW , (330)
a equacao radial (3.29) assume uma forma bem conhecida:
1 *2, 2 L2
R”+R’+[—m ~ p2+7’—2]R=0. (3.31)
p 4 p
Procedendo com a seguinte mudanca de variaveis
e="2p (3.32)
2
podemos reescrever a equacao (3.31) assim:
ER+ R+ 4 L R=0 (3.33)
4 T T g | T '
onde
* WHMW % % GaMW 2
v = 2m* (W + & + +miw* [m—4{ — k| . (3.34)
2m*w 2 27

Analizando o comportamento da equacao (3.33) nos limites assinté6ticos, isto é, para
¢ — 0 and para £ — oo [conf. (A.1)], podemos escrever uma solu¢ao para a equagao

(3.33) na seguinte forma:

R(€) = e */2lH2¢ (¢, (3.35)
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Substituindo entao a equagao (3.35) na equagao (3.33), verifica-se facilmente que a

funcao (&) obedece a seguinte equagao diferencial:

LI +1
2

55+<|L|+1—f><‘—[ ﬂc:o, (3.36)

onde (3.36) é a equagao hipergeométrica, cuja solucao é a fungao hipergeométrica confluente:

2

A quantizacao da energia vem do fato de que a funcao hipergeométrica deve obedecer a

() = F [— (7— '”“) ;|L!+1;§] | (3.37)

uma condi¢ao de convergéncia, condicao esta que é satisfeita quando o primeiro pardmetro

da fungao hipergeométrica (3.37) for igual a um nimero inteiro negativo, isto é:

( L] +1
— ’Y_

5 )z—n, n=0,1,2,.... (3.38)

Substituindo a equacao (3.34) na equacao (3.38), segue que

[2m* (Vo L E+ WH;V’W> n

+mw* <m—€¢E;MW> - l{:Q] L+ 1) = —n (3.39)

B (2m*w

T 2

A partir dai, facilmente obtemos o seguinte espectro de energia:

L 1 1 L1 m* k2
Enymk = <n+’2’+2> w— E(m—é Jw* — QWHMW — Tw§r§+2—m*, (3.40)

onde
27

(3.41)
foi introduzido para simplificar a notacao.

Os ntimeros quanticos n, m e k caracterizam respectivamente o movimento da
particula na direcao radial, o momento angular e o movimento da particula na direcao z.
Devido a condicao de quantizagdo imposta pela fun¢ao hipergeométrica, o niimero quantico
n deve ser um numero inteiro maior ou igual a zero. Como a funcao de onda apresenta
condi¢ao de contorno periddica na dire¢ao azimutal, o nimero quantico m pode assumir
qualquer valor inteiro. Por fim, o nimero quantico £ pode assumir qualquer valor de —oo

a +oo, pelo fato de o movimento da particula nao ser quantizado nessa direcao.

Vemos claramente na equacao (3.40) que a tnica contribui¢ao do fluxo Aharonov-
Bohm de alterar o ntimero quantico m para (m — ¢). Assim como nos casos anteriores,
os niveis de energia sao caracterizados por trés frequéncias: w, w* e wy. A primeira delas
depende do da fregéncia de He-McKellar-Wilkens, da do pardmetro as que define a

frequéncia do potencial de Tan-Inkson e também da velocidade angular 2. A segunda
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frequéncia w* depende tanto da frequéncia de He-McKellar-Wilkens wg i quanto da
rotacao €). Finalmente, a terceira frequéncia wqy é a frequéncia caracteristica do potencial

de confinamento de Tan-Inkson que, por sua vez, depende apenas do parametro as.

Considerando o limite para o qual o sistema de referéncia nao gira (2 = 0), nao
existe nenhum fluxo He-McKellar-Wilkens atravessando o centro do anel (¢pgpmw =0) e o

confinamento é desconsiderado (a; = ay = 0), a equagao (3.40) assume a seguinte forma:

lm| 1 1 k2

isto é, recuperamos o resultado obtido por [59], apresentado na equagao (4.6).

Vamos agora obter as autofungdes de energia. Substituindo a equagao (3.63) na

(3.35) e voltando para a varidvel p, temos que

L\2 7 p M P p?
ro) = (5) (L) (g )F|-mltiende] . ey

Reunindo agora as equagoes (3.28) e (3.43), a funcao de onda nao normalizada

para o nosso problema fica assim:
1NV2 oI Pz Pz
_ - P imae _ikz e . P
\Iln,m,k(pu ¢7Z) =A (2|L) (/\0> € € exXp ( 4)\% F 1 |L| + 17 2)\3 . (344>

Da equagao (22) temos que

1 gz ]
X [27@! T(|L| + 1)]27r] ’ (3.45)

o que, finalmente, nos leva as seguintes autofung¢oées normalizadas:

1 Tn+|L[+1) ]
‘Ilnm ’ 72 = |
mk(ps b, 2) N [2|L|+1 nl [D(L]+ D) m

im¢ ikz |L| P2 P2
onde
1
Ao = (3.47)
m*w

é o comprimento magnético renormalizado pela interacao de He-McKellar-Wilkens, pelo
confinamento do anel e pelo efeito nao-inercial. O comprimento magnético A\ representa
a amplitude de oscilagao e também serve como um fator de escala, dando as dimensoes

tipicas do sistema.
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3.2.2 Anel Quantico sob Rotacdo no Espaco de uma Deslocacdo Tipo-Hélice

Nesta secao, estudaremos a dinamica quantica de uma particula neutra dotada
de um momento de dipolo elétrico e confinada por um anel quantico girante. Além da
rotacao do sistema de referéncia, a particula encontra-se na presenca de uma deslocacao

tipo-hélice.
A métrica que descreve um espaco distorcido pela presenca de uma deslocacao
tipo-hélice é dada por:
ds? = dp? + (dz + Bdp)” + p*de? (3.48)
onde p>0,0< ¢ <2me—00 < z< oco. Namétrica (3.48), a tinica componente nao
nula do vetor de Burges é a componente na direcao 2, isto é, b* = 2n 3.

Pelo fato de Ag ., e Ag apresentarem uma contribuigao nao nula apenas na direcao

azimutal, segue que o Hamiltoniano (3.20) escrito no background da métrica (3.48) fica

assim:
1 (1o o 1/0 o\ . . 2o
o=~ 5oz s () + 5 (35 =952~ tamn) = im(30) | + 55 -
1, . d

Agora, iremos proceder com a resolucao da equacao de Schrodinger associada ao
Hamiltoniano (3.49). Substituindo as contribui¢ées do campo elétrico (3.9), do potencial
vetor de He-McKellar-Wilkens modificado (3.13), da rotacao (3.22) e do potencial de

Tan-Inkson (3.16) na equagao (3.49), tal Hamiltoniano assume a seguinte forma

1 {19 [ 0 1[0 8 Duyw) im d\ 17 &
Ho=— —— | p=— - = —-B=— — 200 — —| =
“ 2m* [ pdp <p8p> * lp <8¢ 582 “or 2 m )P * 022
1 d M,
— —m*QPp* — + Ay asp® — Vo. (3.50)
2 m* pZ
A equagao de Schrodinger independente do tempo associada ao Hamiltoniano (3.50)
¢ dada por

1 1o 6+1a_f%ﬁ@mw2_@@?
2m* | pdp p@p p? \ 0¢ 0z 2m 2
A\’ A\ o dh\ (0,0  Quuw

((m*) —4Q<m*>)p—zm (29— m*>-<a¢_ﬁaz—z o _

d\ 2

m* 022
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Depois de algumas manipula¢bes matematicas, temos que
10 ( 9 1 ([0 0 Puaw ) . m\ 2
[pap (f’ap) T [<a¢ 95 = o ) o] = ()
| ((dA:L> 0 (d)\ ) . Saf) 7 i <QQ - d/\:n> |
m m* m m
<8 _52 _Pauw dAm

0? .
96 P i o )—i— +2m (%—i—ﬁ—i—)]\lf—o. (3.52)

072 m*

Lembrando que ®gyw = £ ognmw, a equagao anterior fica assim:

10 0 1 ¢HMW ’ * me\?
[p@p(pa/)—i_[(gb_ﬁ_ 2m ) —2ma1]—<2> .
.((“j) —4Q<d/\ln)—b—8a2>p —im* <2(2—d/\;“>.
m m m* m
¢HMW d? * d Am, —
<¢—B— . )+822+2m (VO+S+>]\P—O- (3.53)

Devido a simetria do problema, utilizamos o seguinte anzats
U = AR(p) e™? ek (3.54)

onde A é a constante de normalizagao. Depois de algumas transformacoes, obtemos a

m* 2
R_(2>'
2R+l (Q—d)\><m—6k;—€¢HMW>—k2+
m* 2

+2m* (Vo +E+ CM)] R=0. (3.55)
m*

seguinte equacgao radial

2
1 1
R R Km — Bkt gb*;fjW) omtay

<d)\;n> 0 <d)\ ) 8as
m m* m*

Introduzindo as seguintes defini¢oes

, dm\?
Wpmw = oo ;

8(12 .

2
Wy = m* ;
2

W = WHMW 40w W + wm

2m

7’:2m*<%+5+d)\>+mw<m Bk — €¢IgMW)—k2
T

w* =20 — WHMW , (356)
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a equagao radial (3.55) assume uma forma bem conhecida:

*2, 2 LQ
- Py = 5| R=0. (3.57)

1
R// + *R/ +
p
Procedendo com a seguinte mudanca de variaveis

§=——p (3.58)

podemos reescrever a equacao (3.57) assim:

. ¢ 1.2 B
§R+R+l 4+7 I R=0, (3.59)
onde
Y= [Qm* <VO I “’HMW) +mrw <m Bk —t ¢HMW> - k:Z] . (3.60)
2m*w 2 2

Analizando o comportamento da equacao (3.59) nos limites assintéticos, isto é, para
¢ — 0 and para £ — oo [conf. (A.1)], podemos escrever uma solu¢do para a equagao

(3.59) na seguinte forma:
R(&) = e ¥2¢M2¢(g), (3.61)
Substituindo entao a equagao (3.61) na equacao (3.59), verifica-se facilmente que a

fungao ((€) obedece a seguinte equagao diferencial:

IL|+1
2

si+uu+1—aé—[ ﬂg:o, (3.62)

onde (3.62) é a equagao hipergeométrica, cuja solugao é a funcao hipergeométrica confluente:

€@ = |- (7= )] (363

A quantizacao da energia vem do fato de que a funcao hipergeométrica deve obedecer a
uma condi¢ao de convergéncia, condicao esta que é satisfeita quando o primeiro pardmetro

da fungao hipergeométrica (3.63) for igual a um ndimero inteiro negativo, isto é:

I|+1
_<7_| |2+ ):—n, n=012,.... (3.64)

Substituindo a equagdo (3.60) na equagao (3.64), segue que

[Qm* (VO LE+ ng”) n

+mw* <m — Bk —¢ ¢’g‘;w> - k?] - |L|2+ 1) = —n (3.65)

B <2m*w
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A partir dai, facilmente obtemos o seguinte espectro de energia:

L] |1 1 o w1 m* k?
gn,m,k:<n+2+2 w—ﬁ(m—ﬁk—ﬁ)w —inMW—TCU(Q)Tg—FTm*, (366)

onde

dac
F — p PAC .
A (3.67)

foi introduzido para simplificar a notacao.

Os numeros quanticos n, m e k caracterizam respectivamente o movimento da
particula na direcao radial, o momento angular e o movimento da particula na direcao z.
Devido a condicao de quantizagdo imposta pela fun¢ao hipergeométrica, o niimero quantico
n deve ser um numero inteiro maior ou igual a zero. Como a funcao de onda apresenta
condicao de contorno periédica na dire¢do azimutal, o nimero quantico m pode assumir
qualquer valor inteiro. Por fim, o niimero quantico k£ pode assumir qualquer valor de —oo

a 400, pelo fato de o movimento da particula nao ser quantizado nessa direcao.

Comparando as equagoes (3.40) e (3.66), vemos claramente que a tinica contribuigao
da presenca do defeito topoldgico sobre os autovalores de energia é de, assim como o
fluxo Aharonov-Bohm, alterar o ntimero quantico m para (m — gk — /). E facil perceber
que podemos obter o espectro de energia para o caso do espago plano (3.40) a partir do
espectro de energia obtido no background da deslocagao tipo-hélice (3.66); basta tomar
B = 0. O defeito ndo exerce nenhuma influéncia sobre as trés frequéncias que caracterizam
o espectro de energia (3.66). Sendo assim, as frequéncias w, w* e wy a0 as mesmas que

caracaterizam o movimento do dipolo elétrico no caso do espagco euclidiano (3.40).

Como vimos nos capitulos anteriores, a rotacao do sistema de referéncia é, por
si 86, responsavel por efeitos muito interessantes. Desconsiderando as contribuigoes da
interacao de He-McKellar-Wilkens (wgyw — 0 ), segue que:

* 2

_ L] |1 . m* o, ., ok
Enmk = (TH- 5 T g wo (m—pk—107)Q Wrot g (3.68)

Como podemos perceber na equagao (3.68), o confinamento proveniente do potencial
de Tan-Inkson e o efeito nao-inercial associado com a rotacao do sistema de referéncia sao
suficientes para que a particula ainda apresente uma quantizacao analoga a de Landau.
Note que se fizermos 2 — 0 na equagao (3.68), percebemos que o confinamento proveniente

do potencial de Tan-Inkson ainda nos garante uma quantizacao analoga a de Landau.

Vamos agora obter as autofungbes de energia. Substituindo a equagao (3.63) na

(3.61) e voltando para a varidvel p, temos que

1\2 7 p\ I 2 g
R =(— — ———— |F |—n:|L 1. —| . 3.69
w=(3m)" (£) exp( %) [n,\ I+ ,ZA%] (3.69)
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Reunindo agora as equagdes (3.54) e (3.69), a fun¢ao de onda nao normalizada
para o nosso problema fica assim:
2

LNY2/pIE 2 0
_ imo ikz . .
Umi(p, @, 2) = A (2L|> <A0> e"m?e™* exp <_4>\8>F l—n, |L| + 1; 2)\%] . (3.70)

Da equagao (22) temos que

RN
=% [Qn! [F(|L|+1)]27r] ’ (3.71)

o que, finalmente, nos leva as seguintes autofunc¢oes normalizadas:

1 I(n+|L|+1) v
\Dnm » = |
mk(p; 9 2) AEH [2|L+1 nl (L] + 1) n

im¢ _ikz _|L| /92 /12
- imd itz — L VF =L+ 1, 55 72
gy (£ )P |-msltl +1: ) - (372
onde
1
A = .
0= 1= (3.73)

¢ o comprimento magnético renormalizado pela interacao de He-McKellar-Wilkens, pelo
confinamento do anel e pelo efeito nao-inercial. O comprimento magnético A\ representa
a amplitude de oscilagao e também serve como um fator de escala, dando as dimensoes

tipicas do sistema.

3.2.3 Corrente Persistente

Vamos agora obter uma expressao andloga para a corrente persistente associada
com uma particula neutra com momento de dipolo elétrico confinada por um anel quantico

girante.

Uma maneira de se obter a corrente carregada por um dado estado eletronico

U, mk € através da seguinte equagao:

L = [ dz [ 6 [ dr jmir.6,2)., (3.74)
onde Jnmi(r, ¢, 2) é a densidade de corrente para esse estado quantico.

No entanto, ja que conhecemos a expressao analitica para o espectro de energia, é

mais conveniente calcular I, ,,; usando a relacdo Byers-Yang [54]:

_ aEjn,m,k
PR 0®
U
1 O0FE,.
Ly = ok (3.75)

bpuw 00
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lembrando que ¢gyw € a fase de He-McKellar-Wilkens.

A corrente persistente total é, portanto, a soma das correntes carregadas por todos

estados eletrénicos ocupados:

1= Z Iy ks (3.76)
n,m,k
onde devemos ter em mente que a soma em k na verdade é uma integral, pelo simples fato

de k poder assumir valores continuos.

Substituindo a equacao (3.66) na equagao (3.75), segue que a corrente persistente

para o nosso sistema ¢ dada por:

L w [(m—=Bk -] W
In,m,k - Ar < I - w y (377)

lembrando que ¢* = ¢ (¢pgyw/2m).

Note que a corrente persistente é uma funcao do fluxo He-McKellar-Wilkens e
do vetor de Burgers. Deve-se também observar a dependéncia da corrente persistente
com relacao a velocidade de rotagao €2 através das frequéncias w e w*, que dependem

implicidamente da rotacao.

3.2.3.1 Limite para o ponto quantico

Pelo fato de o potencial de Tan-Inkson (3.16) ser um modelo muito versatil, podemos
utiliza-lo para descrever diversas estruturas quanticas. Um ponto quéantico é modelado por

um confinamento parabélico. Sendo assim, fazendo a; = 0 na equagao (3.16) obtemos que
V(p) = azp*, (3.78)

isto é, a equacgao (3.78) descreve o potencial de confinamento para um ponto quantico.

Vamos agora obter uma expressao para a corrente persistente de um ponto quantico.
Fazendo agora a; = 0 na equacao (3.77), chegamos & seguinte expressao para a corrente
persistente de um ponto quantico:

(W* — w) (Wapuw — w)

20 .
_Tf_T—i—E, para m — Bk —{* >0,

[n,m,k -

Bk — 0+ * 2Q)
(m—pBk)—+#0 _(W"’W):_(C‘”L*”‘”‘/—i_u))_|_47 para m — Bk —(* < 0.
T

A7 47
(3.79)

A expressao (3.79) s6 é valida para estados em que m — Sk — % # 0. Isso se deve
ao fato de que a funcao de onda dos estados com m — Sk — ¢* = 0 pode assumir um valor
nao nulo para p = 0. Nessas condicgoes, a relacao de Byers-Yang utilizada para obter a

expressao (3.77) ndo pode mais ser utilizada.
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No entanto, uma vez que a equagao (3.77) se aplica a todos os estados com a; # 0,
a corrente transportada em um ponto quantico por um estado com m — Bk — £* = 0 pode

ser obtida tomando o limite:

Ly — lim [ lim W(“?%—BM_WN

()0 a1—0t | (m—Bk)—e* 47 L w
_ Y
- 47
wamw 28
= - e +E' (3.80)

Note que se desconsiderarmos na equacao (3.80) as contribui¢oes provenientes da
rotacao e do defeito topologico, isto é, fazendo  — 0 e €2 — 0, recuperamos um resultado
com a mesma forma funcionado ao resultado obtido em [14] por Avishai e Kohmoto para

pontos quanticos na presenca de um campo magnético intenso.

Vamos agora analizar o comportamento do anel e do ponto quantico na auséncia
da interacdo de He-McKellar-Wilkens. Fazendo wyyw — 0 nas equagdes (3.77), (3.79) e

(3.80), obtemos para o anel quantico que

wo |m—pk—0| 2Q
Limp=—|—"7"—"+—1. 3.81
= (=L 2 (3.81)
Ja para o ponto quantico, segue que
2Q)
—i—ﬂ%——, para m — Sk —{* >0,
4 4w
In,m,k = (382)
e Bk)— £ 2Q)
(m=ph) =6 £0 —ﬂ+—, para m — Sk —{* < 0.
4 Arw
e que
2Q)
Lk = —. (3.83)
) ) 47_‘_
(m—Bk)—£*=0

As equagoes (3.81), (3.82) e (3.83) nos mostram que a rotagao do sistema ¢ suficiente
para induzir um efeito analogo de corrente persistente para o dipolo elétrico. Também
deve-se observar que, em alguns casos, o sentido dessas correntes é oposto ao sentido da

rotagao.

3.2.4 Magnetizacao

Vamos agora obter uma expressao andloga para a magnetizacdo de particulas
neutras confinadas em um anel quantico girante e analizar sua relagao com a corrente

persistente de spin (3.77).
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Para o nosso sistema, obtemos a magnetizacao tomando a derivada do espectro
de energia para o dipolo elétrico (3.66) com relacdo ao campo magnético efetivo de

He-McKellar-Wilkens (3.11):

agn,m,k
aBHMW N

Mn,m,k: = s (384)

onde &,k ¢ 0 autovalor de energia do estado (n,m, k).

Como o campo magnético By yw e a frequéncia wy g de He-McKellar-Wilkens

estam interrelacionados, a magnetizagao para o estado (n, m.k) é obtida assim:

1 0&m
Mo = —— 7k (3.85)
m* Owmy pw
N
A magnetizacao total é obtida através da soma
M= My, (3.86)

n,m,k

sobre todos os estados ocupados. Por mera for¢a de expressao, em algumas situagoes

utilizaremos momento magnético e magnetizagao como sinénimos.

Substituindo o espectro de energia (3.66) na equagao (3.85), segue que o momento

magnético para o nosso sistema ¢é dado por:

1 L 1 Q 1 1

m* 2 2 WHMW w
(3.87)

Vale a pena notar que podemos representar a magnetizacao em termos da corrente
persistente (3.77). Para tanto, definindo o raio efetivo em termos do comprimento magnético
Ao

Pnmk = (20) o, (3.89)

ficamos aptos a relacionar a o momento magnético e a corrente através da seguinte equacao:

1 1 WHMW Q 1
Mn,m,k = Wri,m,k [n,m,k - m* [(n‘F 2) ( + 2) — 2] . (389)

w w

Podemos ainda expressar a magnetizagao (3.89) da seguinte forma:

Mopmp = Mf;j,f%k + qu;?%k + MPSE (3.90)

n,m,k>

onde

Mk = Tk Tngne (3.91)

¢ a contribuicao semelhante a de um momento de dipolo de uma espira circular [55] de

raio 7, % percorrida por uma corrente I, , ;. I nesse termo que vemos a dependéncia da
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magnetizagao com relagao ao defeito, uma vez que a corrente persistente (3.77) depende

explicitamente do parametro (.

O termo

1 1 WHMW 1
MPS— ( ) 3.92
nm.k m* ne 2 w + 2m* ( )

é o termo de shift diamagnético associado com a frequéncia de He-McKellar-Wilkens e com
a frequéncia w caracteristica desse sistema. Vale ressaltar que a equagao (3.92) apresenta
a mesma forma funcional da (1.89), mostrando o estreito paralelo entre as propriedades
de particulas neutras e carregadas. Finalmente, a terceira contribuicao, dada por
1 1\
MPSE = 9 — <n > -, 3.93
representa uma espécie de deslocamento diamagnético, s6 que sua origem nao é magnética,

mas sim puramente nao-inercial.

Mais uma vez, é notério que o efeito ndo-inercial da rotacao do sistema de referéncia
desempenha um papel muito importante sobre as propriedades fisicas do sistema quantico
aqui adotado. Como o termo (3.93) depende diretamente da rotagdo, mesmo que as
outras contribuigoes fossem desconsideradas, efeitos tinicos associados com a rotacao sao

observados.

3.3 Consideracoes Finais

Neste capitulo, nds estudamos como efeitos nao-inerciais afetam a dindmica quéantica
de uma particula neutra dotada de dipolo elétrico permanete confinada pelo potencial de

um anel quantico bidimensional.

Também investigamos quais as contribui¢des que a torc¢ao associada com uma
deslocagao tipo-hélice traz para propriedades fisicas do sistema. A equagao de Schrodinger
foi resolvida no espaco distorcido pela deslocacao e também num espaco plano. Comparando
os dois resultados, constatamos que a contribuicao do defeito entra como um fluxo de

torcgao.

Ao resolvermos a equagao de Schrodinger, obtivemos o espectro de energia para o
dipolo magnético que apresenta uma quantizacao analoga a de Landau. Mostramos que a
presenca do defeito topologico e da rotacao influenciam o niveis de energia. Podemos dizer
que a contribuicao mais importante é da rotagao, pois ela introduz na dinamica quantica

da particula efeitos antes associados a campos magnéticos.

De posse do espectro de energia, obtivemos expressoes analogas para a corrente
persistente e para a magnetizacao. Essas propriedades também sao fortemente influenciadas

pela rotacao.
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4 |nfluéncia da Rotacao na Dinamica Quan-
tica de uma Particula Neutra com Mo-
mento de Dipolo Elétrico Induzido Confi-

nada em um Anel

Neste capitulo, investigamos como a dinamica quantica de uma particula neutra
com momento de dipolo elétrico induzido é afetada pela presenca de efeitos nao-inerciais
introduzidos pelo confinamento de um anel quantico girante. Além da rotagao, também
investigaremos qual a contribuicao da torcao introduzida pela presenca de uma deslocagao
tipo-hélice. Os resultados apresentados neste capitulo estao sob fase de submissao e serao

publicados em breve, conforme a referéncia [50].

4.1 Introducao

Vimos no capitulo anterior que He, McKellar e Wilkens [67, 68] propuseram um
analogo ao efeito Aharonov-Casher, mostrando que uma particula neutra com dipolo elétrico
permanente adquire uma fase quantica geométrica ao descrever um circuito fechado em
torno de uma distribuic¢ao linear de monopolos magnéticos. Embora a contribuicao tedrica
desses dois trabalho seja valida por sugerir que dipolos elétricos e magnéticos apresentam
um comportamento dual quando interagem respectivamente com campos manéticos e
elétricos, a verificagdo experimental desse efeito fica inviabilizada, pois em ambas propostas
se faz necessario a utilizacao de um campo magnético gerado por uma linha de monopolos

magnéticos, os quais (até hoje) nao foram verificados experimentalmente.

Uma 6tima solugao para esse impasse foi proposta por Wei, Han e Wei [69] em 1995.
Nesse artigo eles sugerem que uma particula neutra (que nao apresenta um momento de
dipolo elétrico permanente) se movendo em uma regiao permeada por um campo elétrico
nao uniforme e por um campo magnético uniforme adquire uma fase quéantica. Essa fase
pode ser atribuida a um efeito Aharonov-Bohm resultante associado com as cargas que

constituem a particula neutra.

A configuragdo de campos proposta por Wei et al. consiste em submter a particula

neutra a um campo elétrico radial gerado por uma ditribuicao linear de cargas,

E=-" ) 4.1
ol (4.1)
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e por um campo magnético uniforme
B =Bz (4.2)

perpendicular ao plano de movimento da particula.

Esses dois campos definem o seguinte potencial vetor

Substituindo a as equagdes (4.1) e (4.2) na equagdo anterior, segue que:

Awiy = (2 (4.4

A fase associada ao efeito Wei-Han-Wei é, portanto, dada por:

AB
c c\ 2mp

Como podemos notar na (4.5), a polarizabilidade «, o médulo do campo magnético

B e a densidade linear de carga A\ contribuem definem a fase geométrica que a particula

neutra adquire quando acoplada pela interagdo de Wei-Han-Wei.

Também existe um analogo a quantizacao de Landau para uma particula neutra
sob a interacao de Wei-Han-Wei. O seguinte espectro de energia para esse caso foi obtido
por Ribeiro et al. [70]:

1
Sn,m = (n + M + > 5WWHW — TUJWH[/V, (46)
2 2 2
onde .
m
60=1-— 4.7
T (4.7)
¢ \B
«

*

é a frequéncia de Wei-Han-Wei.

4.2 Particula Neutra com Momento de Dipolo Elétrico Induzido

Confinada em um Anel Quantico sob Rotacao
Nesta secao, estudaremos a dindmica quéantica de uma particula neutra confinada
pelo potencial de um anel quantico girante e sujeita ao acoplamento de Wei-Han-Wei.

No limite nao-relativistico, o Hamiltoniano que descreve a dindmica quantica de um

atomo neutro (de massa m* e que nao apresenta momento de dipolo elétrico permanente)
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que interage com o arranjo de campos elétrico e magnético proposto por Ribeiro et al. [70],

com base na ideia de Wei-Han-Wei [69], é dado por:

1
oM

1
(p — AWHW)2 — *CYEQ y (49)

H
2

onde
M =m* +aB? (4.10)

¢ a uma espécie de massa efetiva proveniente da interacao de Wei-Han-Wei e Ay gw é o

potencial vetor de Wei-Han-Wei, por sua vez, é dado por
AWHW: —O{EXB, (411)

onde a mede a capacidade de polarizagao da particula neutra quando sujeita a um campo

elétrico.

Considerando um campo magnético uniforme orientado na dire¢do z, B= B Z e

adotanto a seguinte configuragio para o campo elétrico adotada por Ribeiro et al. [70]:

Ae .
E="0p, (4.12)

onde A, representa uma densidade linear de carga, segue que o potencial vetor de Wei-

Awnw = (aA;BP> P. (4.13)

Han-Wei fica assim:

Associado ao potencial vetor (4.13), temos o seguinte campo magnético efetivo
Bwuw = (a) B) 2, (4.14)

conhecido como o campo magnético de Wei-Han-Wei. Esse termo é quem garante que a
particula neutra tenha uma quantizacao de energia andloga a quantizacao de Landau para

um particula carregada [52].

Além da quantizacao de Landau, estamos interessados em investigar efeitos analogos
de correntes persistentes para particulas neutras. Para tanto, devemos ter um campo
magnético efetivo com a mesma forma funcional para particulas carregadas [conf. equagao
(1.11)], isto é,

B.; = [Bwnw + ®waw 6*(p)] 2, (4.15)
onde §%(p) é a funcao delta de Dirac em duas dimensdes e Py pw = £ dwaw ¢ o fluxo

Wei-Han-Wei associado com a fase geométrica de Wei-Han-Wei [69] e £ é um nimero intero.

O potencial vetor que nos fornece o campo magnético efetivo (4.15) é dado por

AB @ 1\ -
a 4 WHW) é. (4.16)

A =
Sw W ( 9 P o  p
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onde vemos claramente que o primeiro termo é exatamente o acoplamento de Wei-Han-Wei,

enquanto o segundo é responsavel pela criacdo do fluxo Wei-Han-Wei.

Para sistema reais, conforme discussao apresentada nas referéncias [69], [71] e
[72], a contribuicao dos termos aB? e aE? é muito pequena. Mesmo considerando uma
particula alta polarizabilidade (a ~ 1073% F'm?) interagindo com um campo magnético
intenso (B ~ 10T, o termo de massa aB? < 10737 kg corresponde a 107*° da massa de um
nucleon, o que é evidentemente desprezivel. O mesmo acontece com o termo que envolve
o campo elétrico: para um campo elétrico da ordem de 107 V/m, a energia associada ao
termo oE? ¢ da ordem de 1072%J, que é muito pequena quando comparada com a energia
cinética dos atomos. Sendo assim, sem perda de generalidade, os termos aB? e aE? podem
ser desprezados na equacao (4.9). Desse modo, o Hamiltoniano que nos possibilita estudar
tanto efeitos de quantizacao de Landau, assim como de correntes de spin para particulas

neutras é dado por:

1
H= o (p - A<I>VVHW)2 : (4'17)

Introduzindo agora a contribui¢ao de um anel quantico, a equagao (4.17) fica assim:

1
H = Im* (p - ACPWHW)2 + V(ﬂ) s (418)

onde V(p) é o potencial de confinamento de um anel quéntico, conhecido como potencial

de Tan-Inkson, que é dado por
a
V(p) = ; +azp” = Vo, (4.19)

onde a; e ay sao parametros constantes e Vo = 2,/a as.

Vamos agora introduzir a contribuicao da rotacao para a dindmica quantica da
particula. O Hamiltoniano H dado na equacao (4.18) é definido em um sistema de referéncia
inercial. Definiremos agora um Hamiltoniano H, em um sistema de referéncia que gira
com velocidade angular constante €2 em torno de um eixo fixo. Esses dois Hamiltonianos

se relacionam da seguinte forma:
Hqo=H-Q-L, (4.20)
onde L é o momento angular da particula.

Substituindo a equagao (4.18) na equacao (4.20), temos que
1
2m*

e lembrando que L = r X p e tendo em mente que, para o nosso caso, o vetor r serve para

Hq = (p_A<1>WHW)2 _QL+V(p) (421)

localizar um ponto fixo sobre o anel, segue que

Ho = 5 (b~ Awy )~ 9 (rxp)+ V()
B 2711* (p - ACI’WHW)z —Pp- (Q X I‘) + V(ﬂ) . (4'22)
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Pelo fato de considerarmos uma rotagao {2 constante, podemos reescrever a equagao

anterior de uma forma mais conveniente:

1

Ho =
@ 2m*

(p— Ay, —m* (2 x 1)) — ;m* @xr?4V(p).  (4.23)

Como podemos notar, o termo cinético do Hamiltoniano (4.23) possui, além do
acoplamento minimo com o potencial vetor de Wei-Han-Wei, um termo extra associado
com a rotagao do sistema de referéncia. Essa termo extra sugere que a forca de Coriolis
presente no sistema de referéncia nao-inercial faz um papel andlogo ao da for¢a de Lorentz
que atua sobre uma particula carregada em um campo magnético uniforme. Com isso em
mente, é valido pensar que o termo {2 X r dentro do termo cinético se comporta como um
acoplamento minimo e pode ser entendido como um potencial vetor efetivo associado ao

efeito nao-inercial de rotacao, isto é,

Considerando um ponto fixo sobre o anel localizado pelo vetor r = (p,0,0) e que
esse ponto descreve uma rotacao €2 = €2 2 em torno do eixo Z, o potencial vetor efetivo

Aq associado ao efeito nao-inercial de rotacao fica assim:

Ao =Qpé. (4.25)

A equagao (4.23) é, portanto, o Hamiltoniano que descreve a dindmica quantica de
uma particula carregada, confinada em um anel quantico girante. Iremos agora proceder
com a resolucao da equacao de Schrodinger associada a esse Hamiltoniano em duas
situagoes distintas: primeiramente, obteremos os autovalores de energia e as autofungoes
considerando um espaco plano e logo em seguida, a equacao de Schrodinger serd resolvida

no background de uma deslocacao tipo-hélice.

4.2.1 Anel Quantico sob Rotacdo em um Espaco Plano

Vamos agora resolver a equacao de Schrodinger em um espaco euclidiano para o

sistema descrito pelo Hamiltoniano (4.23).

Pelo fato de A e Aq apresentarem uma contribuicao nao nula apenas na direcao
azimutal, segue que o Hamiltoniano (4.23) escrito em coordenadas cilindricas, num espago

plano fica assim:

1
2m*

1 a a 1 8 . .k 2 82
535 (30) [ (35) (o), = ()| + 5
1

—imwaxrf+va (4.26)

Hqo =
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Agora, iremos proceder com a resolucao da equacao de Schrodinger associada ao
Hamiltoniano (4.26). Substituindo as contribui¢oes do campo elétrico (4.12), do potencial
vetor de Wei-Han-Wei modificado (4.16), da rotagao (4.25) e do potencial de Tan-Inkson

(4.19) na equacao (4.26), tal Hamiltoniano assume a seguinte forma

. 1 10 0 1 0 .q)WHW mm* O{/\eB 2
=gy () + s (= 5 5 (S )]+

82
o2

1
] ~3 m*Q%p? + +a2p —Vo. (4.27)
p?

A equagao de Schrodinger independente do tempo associada ao Hamiltoniano (4.27)

é dada por
o Lf1a oy 1 8_4%ww2_(m32
2m* | pdp pap p? \ 0 2m 2
2
{(a)\eB) +4Q<oz>\eB> pQ_Z_m*<aAeB+QQ)_
m* m* m*

8 (I)WHW 82 ai

Depois de algumas manipulagbes matematicas, temos que
208)-:
pop \"op

2
. B Ae B 8 ,
.[(Q . ) +4Q<a - >+ af] p2—zm*<
m m m

0  Pwpw 0?
(%_z%)+&ﬁ%uwwﬂ —0. (429)

4—29)

Lembrando que ®wgyw = £ dwrw, a equagdo anterior fica assim:
10 ( 0 1|/o ¢ 2 m\ 2
Lo/ d O owEw | < > ‘
[p dp <p8p> T <8¢ 2 ) " a1] 2
B B
'K“@* ) i (022) o 2] o (222 20),
m m m

0 ¢WHW 82
<8¢_ 4 o >+@2+2m (VO+8)1 =0. (4.30)

Devido a simetria do problema, utilizamos o seguinte anzats

U = AR(p) e™? k= (4.31)
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onde A é a constante de normalizacao. Depois de algumas transformagoes, obtemos a

seguinte equagao radial

m* 2
= ( 2 ) '
2
.[(O"\E*B> +40 <M5*B>+8af pQR—i—[m*(
m m m

-<m—£¢V;HW> — k% +2m* (VO+5— “AENRZO. (4.32)

T 2m*

2
1 1
ol t [(m o) v,

al B

m*

+QQ>-

Introduzindo as seguintes defini¢coes

2

9 al B
WwHW — ;

m*

2_ 8012‘
WO—

m*’
2 2 2

2
I? = (m — Bk —¢ (bWHW) +2m*aq;
27

v =2m* (Vo + &) + mw* <m — Bk —1 ¢V;HW> — k%
7r

w* = wwaw + 24, (4.33)

a equacao radial (4.32) assume uma forma bem conhecida:

m*2w2 L2
[— 7 PP+ — pQ] R=0. (4.34)

1
R+ -R +
p

Procedendo com a seguinte mudanca de variaveis

£=——p (4.35)

podemos reescrever a equacao (4.34) assim:

.. ¢ 1.2
onde
_ * * ok - ¢WHW 1.2
V= [277@ V+&) +mw (m 14 o > k ] . (4.37)

Analizando o comportamento da equacao (4.36) nos limites assint6ticos, isto é, para
¢ — 0 and para £ — oo [conf. (A.1)], podemos escrever uma solu¢ao para a equagao

(4.36) na seguinte forma:

R(§) = e *2¢M2¢(¢) (4.38)
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Substituindo entao a equagao (4.38) na equagao (4.36), verifica-se facilmente que a

funcao (&) obedece a seguinte equagao diferencial:

L +1
2

5&+<|L|+1—5>c‘—[ ﬂc:o, (4.30)

onde (4.39) é a equagao hipergeométrica, cuja solugao é a funcao hipergeométrica confluente:

q© = |- (v iz 1eg] (1.40)

A quantizacao da energia vem do fato de que a fungdo hipergeométrica deve obedecer a
uma condi¢ao de convergéncia, condicao esta que ¢é satisfeita quando o primeiro pardmetro

da fungdo hipergeométrica (4.40) for igual a um nimero inteiro negativo, isto é:

L|+1
—<y—| |2+ )z—n, n=20,1,2,.... (4.41)

Substituindo a equacao (4.37) na equacao (4.41), segue que

<2m*w [Zm Vo+&)+m'w <m l o ) k:] 5 = —n (442)

A partir dai, facilmente obtemos o seguinte espectro de energia:

‘L‘ 1 1 * * m’* 2.2 kQ
= s lw—S(m— - - 4.4
Enmk <n+ 5 + 3 (m—0)w 4 woTo + vl (4.43)
onde 5
¢ = ¢ W 4.44
o (4.44)

foi introduzido para simplificar a notacao.

Os ntmeros quanticos n, m e k caracterizam respectivamente o movimento da
particula na direcao radial, o momento angular e o movimento da particula na diregao z.
Devido a condicao de quantizacao imposta pela fun¢ao hipergeométrica, o nimero quantico
n deve ser um numero inteiro maior ou igual a zero. Como a funcao de onda apresenta
condi¢ao de contorno periddica na dire¢ao azimutal, o nimero quantico m pode assumir
qualquer valor inteiro. Por fim, o nimero quantico k£ pode assumir qualquer valor de —oo

a 400, pelo fato de o movimento da particula nao ser quantizado nessa direcao.

Mais uma vez, vemos claramente na equagao (4.43) que a tnica contribui¢do do
fluxo Wei-Han-Wei é de alterar o nimero quintico m para (m — Sk — £). De maneira
semelhante aos casos anteriores, os niveis de energia sao caracterizados por trés frequéncias:
w, w* e wy. A primeira delas depende da frequéncia de Wei-Han-Wei wy gy, do coeficiente
as do potencial de Tan-Inkson e também da velocidade angular (2. A segunda frequéncia w*

é definida pela soma da frequéncia de Wei-Han-Wei wy gy com a rotacao 2. Finalmente,



4.2. Particula Neutra com Momento de Dipolo Elétrico Induzido Confinada em um Anel Qudantico sob
Rotagao 93

a terceira frequéncia wy é a frequéncia caracteristica do potencial de confinamento de

Tan-Inkson que, por sua vez, depende apenas do parametro as.
Analisando o limite em que o sistema nao gira, isto é, considerando 2 = 0, segue

da equagao (4.43) que:

|L| 1 1 . m* k2
gn,m,k = (n + 7 + 5 WWHW — 5 (TTL —/ )WWHW — TMST?’ -+ % , (445)

que é o mesmo resultado apresentado em [73] para um dipolo elétrico induzido confinado
pelo potencial de um anel quantico. E se em seguida fizermos a; = as = 0 na equacgao

anterior, recuperamos o mesmo espectro obtido por [70].

Vamos agora obter as autofungdes de energia. Substituindo a equagao (4.40) na

(4.38) e voltando para a varidvel p, temos que

1 \Y2 7 p\ 12 2 2
R(p)—(w) (Ao) eXp(-MQ))Fl—n,\L\—Fl,ZA%]. (4.46)

Reunindo agora as equagoes (4.31) e (4.46), a funcao de onda nao normalizada

para o nosso problema fica assim:
LNYZ NI 0 Pz
_ imae _ikz . . .
Uomi(p, 0,2) = A (2|L) (/\0> e"?e"* exp ( —4)\% F|—n;|L| + 1, —2)\3 . (4.47)

Da equagao (22) temos que

1 gz ]
X [27@! T(|L| + 1)]27r] ’ (4.48)

o que, finalmente, nos leva as seguintes autofung¢oées normalizadas:

1 Tn+|L[+1) ]
‘Ilnm ’ 72 = |
mk(ps b, 2) N [2|L|+1 nl [D(L]+ D) m

2 2

- em9eikz plLl exp (—4)\(2)>F l—n, |L| + 1; 2)\(2)] , (4.49)
onde
h
Mo =1/ — (4.50)
mrw

é o comprimento magnético renormalizado pela interagdo de Wei-Han-Wei, pelo confi-
namento do anel e pelo efeito nao-inercial. O comprimento magnético Ay representa a
amplitude de oscilagao e também serve como um fator de escala, dando as dimensoes

tipicas do sistema.
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4.2.2 Anel Quantico sob Rotacdo no Espaco de uma Deslocacdo Tipo-Hélice

Vamos agora resolver a equacao de Schrodinger para uma particula neutra que
adquire um momento de dipolo elétrico induzido pela interacao de Wei-Han-Wei, confinada

pelo potencial de um anel quantico girante, na presenca de uma deslocacao tipo-hélice.
A métrica que descreve um espaco distorcido pela presenca de uma deslocacao
tipo-hélice é dada por:
ds? = dp? + (dz + Bdp)” + p*de? (4.51)
onde p>0,0< ¢ <2re—00 < z< oco. Namétrica (4.51), a tinica componente nao
nula do vetor de Burges é a componente na direcao 2, isto é, b* = 2n 3.

Para inverstigarmos quais sao as contribui¢des desse defeito nas as propriedades de

uma particula carregada confinada em um anel quantico sob rotagao, precisamos escrever .

Pelo fato de Ag ., e Aq apresentarem uma contribuigao nao nula apenas na direcao

azimutal, o Hamiltoniano (4.23) escrito no background da métrica (4.51) fica assim:

10 0 1[0 o ' o .
;aip <p8p> + [p <8¢ - 82) - Z(A@WHW)¢ —m (AQ)¢1 + @
1

1
—5m (% r)? — §aE2 +Vi(p). (4.52)

1

Hq = —

Agora, iremos proceder com a resolugdo da equagao de Schrodinger associada ao
Hamiltoniano (4.52). Substituindo as contribui¢bes do campo elétrico (4.12), do potencial
vetor de Wei-Han-Wei modificado (4.16), da rotagao (4.25) e do potencial de Tan-Inkson

(4.19) na equacao (4.52), tal Hamiltoniano assume a seguinte forma

B 1 10 0 1 0 0 (I)WHW m* a)\eB 2
Hq = Gy [p8p<p8p>+[p<8¢ 5 o ) 5 ( . +29>,01 +

1
—1—1 3 *Q2p2—|—p +asp* = V. (4.53)

A equacao de Schrodinger independente do tempo associada ao Hamiltoniano (4.53)

é dada por
L[10(,0) 1(0 0 )ty
2m* | pdp p@p p? \ 0¢ 0z 2 2

2
{(meB) +4Q<a)\eB> 2 ime ( al B )
m* m*
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Depois de algumas manipula¢bes matematicas, temos que
10 < %) ) N 1
—_—— pi J—
pop\"dp) p*

X B\’ A.B) 8
[(a : > +4Q<a : )+ aQ] p2—im*<
m m m
0 0?

0 Oy pw
(&é—ﬁﬁz_z o >+82+2m (VEH—S)] =0. (4.55)

+m>

Lembrando que ®wgrw = £ dowaw, a equacao anterior fica assim:

10 0 1 ¢WHW ’ * m*\?
Lap@ap)* (577 e 5 ‘2’”‘“]‘(2)'
~[<MZB> +4Q<a>\e*B>+8a2] 2 i ( )
m m m*
d 0?
<a¢_5_ €¢W;W) _|_W—|—2m (VO+8)] =0. (4.56)

Devido a simetria do problema, utilizamos o seguinte anzats
U = AR(p) e™? etk (4.57)

onde A é a constante de normalizagao. Depois de algumas transformacoes, obtemos a

ne ()

2R+[ (O”\ B+29)

seguinte equacgao radial

2
1 1
R" + ;R’ - Km — Bk —t( ¢V;jw> +2mta

2
‘ [<m63> +4Q<a)\58> 8as
m* m* m*

.<m—ﬁk—e¢WHW> — K+ 2m* (vo+5— mﬂ R=0. (4.58)
27 2m*

m*

Introduzindo as seguintes defini¢oes

) aX B\’
WwHEW = ;

m*

8(1,2 .

W2 —
Wo = m*’
2

w? = Wiy gw + 4Qww gw —I—wm

2m

v =2m* (Vo + &) + m*w* <m — Pk —1¢ ¢v;71jw> — k%

w* = wwHaWw + 20 s (459)
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a equagao radial (4.58) assume uma forma bem conhecida:

*2, 2 2

L
p+7—? R=0. (4.60)

Procedendo com a seguinte mudanca de variaveis

m*w
==+ (4.61)

podemos reescrever a equacao (4.60) assim:

2
§R+R+l—i+y—i£]1%:0, (4.62)
onde
V= o l2m* (Vo + &) +m™w* <m — Bk —¢ ¢V;:W> - k:Z] . (4.63)

Analizando o comportamento da equacao (4.62) nos limites assinté6ticos, isto é, para
¢ — 0 and para £ — oo [conf. (A.1)], podemos escrever uma solu¢ao para a equagao

(4.62) na seguinte forma:
R(§) = =2 M2¢(¢), (4.64)
Substituindo entdo a equacao (4.64) na equacao (4.62), verifica-se facilmente que a
fungao ((£) obedece a seguinte equagao diferencial:

IL|+1
2

5&+<|L|+1—5>c'—[ W]QZO, (4.65)

onde (4.65) é a equagao hipergeométrica, cuja solugao é a funcao hipergeométrica confluente:

2

A quantizacao da energia vem do fato de que a fungao hipergeométrica deve obedecer a

€@ = |- (5= )] (1.66)

uma condi¢ao de convergéncia, condigao esta que é satisfeita quando o primeiro parametro

da fungao hipergeométrica (4.66) for igual a um nimero inteiro negativo, isto é:

Ll +1
—(’y—‘ |2+ )z—n, n=0,1,2,.... (4.67)

Substituindo a equagao (4.63) na equacao (4.67), segue que

2m*w 2

_< ! lzm*(vo+5)+m*w* (m—ﬂk—ﬁgﬁg:W)—kz]—W):—n (4.68)

A partir dai, facilmente obtemos o seguinte espectro de energia:

L] 1 1 o . om k2
gn,m,k:<n+2+2 w—i(m—ﬁk—é)w —ngrfﬁ-izm*, (469)
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onde

dwHwW
r=0— 4.
o (4.70)

foi introduzido para simplificar a notacao.

Os numeros quanticos n, m e k caracterizam respectivamente o movimento da
particula na direcao radial, o momento angular e o movimento da particula na direcao z.
Devido a condicao de quantizagdo imposta pela fun¢ao hipergeométrica, o niimero quantico
n deve ser um nuimero inteiro maior ou igual a zero. Como a funcao de onda apresenta
condicao de contorno periédica na dire¢do azimutal, o nimero quantico m pode assumir
qualquer valor inteiro. Por fim, o nimero quantico k£ pode assumir qualquer valor de —oo

a +00, pelo fato de o movimento da particula nao ser quantizado nessa diregao.

Comparando as equagoes (4.43) e (4.69), vemos claramente que a tinica contribuigao
da presenca do defeito topoldgico sobre os autovalores de energia é de, assim como o
fluxo Wei-Han-Wei, alterar o nimero quantico m para (m — Sk — £). Se fizermos = 0 na
equagao (4.69), vemos facilmente que a equagao (4.43) é recuperada. Como acabamos de
mostrar, a contribuicdo do defeito topoldgico sobre o espectro de energia é apenas sobre o
numero quantico m, as frequéncias que caracterizam nao sao afetadas pelo parametro .
Sendo assim, as frequéncias w, w* e wy que aparecem na equagao (4.69) sdo as mesmas

que descrevem o movimento da particual na equagdo (4.43).

Na equagdo (4.45) analizamos o comportamento dos niveis de energia para a
particula na auséncia de rotagao. Vamos agora analisar outros limites. Fazendo wy gw — 0
na equagao (4.69), segue que:

* 2

_ L] 1 * mtoy ok
Sn,m,k—<n+ 5 +2 wo — (m — Pk —£)Q — 4w0r0+2m*, (4.71)

0 que nos mostra que, mesmo na auséncia da interacao de Wei-Han-Wei, a rotacao do
sistema de referéncia desempenha um papel muito importante sobre os autovalores de

energia da particula.

Vamos agora obter as autofungoes de energia. Substituindo a equacao (4.66) na

(4.64) e voltando para a varidvel p, temos que

1\Y2 7 pyl P2 2
=== — ——— |F |- |L|+1;,—| . 4.72
ro) = (1) (£)" oo (-5 )P | -milel+ 1 5] (172)

Reunindo agora as equagoes (4.57) e (4.72), a funcdo de onda nao normalizada

para o nosso problema fica assim:
1N\Y2/pN\IE p? p*
- L imae ikz . P .
Basloe 02 = A (1) (1) emeer e (- Lo |=msltl v 155 - 0

Da equagao (22) temos que

4L [ (n+ \LD!)]QW]I/Q | .
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o que, finalmente, nos leva as seguintes autofunc¢oes normalizadas:

/2
1 T(n+|L|+1) 11
\I}n,m, P, Qb, Z) = [ '
«l )AHJ%mmwma+m%
2

2
im¢ ikz |L P . . p
- emoeikz plll exp (—4/\%>F [—n, |L| + 1, 2/\31 , (4.75)

onde

h

m*w

)\0:

(4.76)

¢ o comprimento magnético renormalizado pela interagao de Wei-Han-Wei, pelo confi-
namento do anel e pelo efeito nao-inercial. O comprimento magnético Ay representa a
amplitude de oscilagao e também serve como um fator de escala, dando as dimensoes

tipicas do sistema.

4.2.3 Corrente Persistente

Vamos agora obter uma expressao analoga para a corrente persistente associada
com uma particula neutra que adquire um momento de dipolo elétrico ao interagir com o

acoplamento de Wei-Han-Wei, sob o confinamento de um anel quantico girante.

Uma maneira de se obter a corrente carregada por um dado estado eletronico

U, mi € através da seguinte equagao:

Jmmz/@/w/mhwm¢@, (4.77)

onde j,mx(r, ¢, 2) ¢ a densidade de corrente para esse estado quantico.

No entanto, ja que conhecemos a expressao analitica para o espectro de energia, é

mais conveniente calcular I, ,,, , usando a relagdo Byers-Yang [54]:

a‘S'n,m,k:

In m -
ok OCw w

I
1 a(S‘nm’b,k:

Inm - - )
ek ¢waw Ol

lembrando que ¢wgw é a fase de Wei-Han-Wei.

(4.78)

A corrente persistente total é, portanto, a soma das correntes carregadas por todos

estados eletrénicos ocupados:

[=% Lk (4.79)

n,m,k

onde devemos ter em mente que a soma em k na verdade é uma integral, pelo simples fato

de k poder assumir valores continuos.
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Substituindo a equacao (4.69) na equagao (4.78), segue que a corrente persistente

para o nosso sistema ¢é dada por:

(4.80)

[n,m,k -

4 L W

w<|m—ﬁkz—€*| w*)
lembrando que ¢* = ¢ (¢pwpw/27).

Note que a corrente persistente é uma func¢ao do fluxo Wei-Han-Wei e do vetor de
Burgers. Deve-se também observar a dependéncia da corrente persistente com relacao a

velocidade de rotagao €2 através das frequéncias w e w*.

4.2.3.1 Limite para o ponto quantico

Pelo fato de o potencial de Tan-Inkson (4.19) ser um modelo muito versétil, podemos
utiliza-lo para descrever diversas estruturas quanticas. Um ponto quéantico é modelado por

um confinamento parabdlico. Sendo assim, fazendo a; = 0 na equagao (4.19) obtemos que

V(p) = azp*, (4.81)

isto é, a equacgao (4.81) descreve o potencial de confinamento para um ponto quantico.

Vamos agora obter uma expressao para a corrente persistente de um ponto quantico.
Fazendo agora a; = 0 na equacao (4.80), chegamos & seguinte expressao para a corrente

persistente de um ponto quantico:

‘P —w) 20
Wmw) | waw mw) 20 Bk >0,
41 47 47
In,m,k =
)t : 20)
g0 (W Aw) | (wwnw tw) 20 e,
47 4 47

(4.82)

A expressao (4.82) s6 é valida para estados em que m — Sk — £* # 0. Isso se deve
ao fato de que a funcao de onda dos estados com m — Sk — £* = 0 pode assumir um valor
nao nulo para p = 0. Nessas condigoes, a relagao de Byers-Yang utilizada para obter a

expressao (4.80) nao pode mais ser utilizada.

No entanto, uma vez que a equagao (4.80) se aplica a todos os estados com a; # 0,
a corrente transportada em um ponto quantico por um estado com m — Sk — £* = 0 pode

ser obtida tomando o limite:

) ) w (|m—pk—0] w*
Ik = lim lim == ~t_=
n a1—0t | (m—Bk)—e* 41 L w
(m—pk)—£*=0
_ v
N 47

WWwW HW 2)
= - - —. 4.83
47 47 ( )
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Vamos agora analizar o comportamento do anel e do ponto quantico na auséncia
da interagao de Wei-Han-Wei. Fazendo wyyw — 0 nas equagoes (4.80), (4.82) e (4.83),

obtemos para o anel quantico que

wo [|m — Bk —0] 29
Limpy=—|—"7"7"7"7"7-——]. 4.84
] (484
J& para o ponto quantico, segue que
22
—|—ﬂ——, para m — fk—(* >0,
At 4w
In,m,k - (485)
m— —p* 2Q
(m—Bk)—€7#0 —@——, para m — Sk —(*<0.
Adm 4w
e que
2Q)
I = ——. :
n,m.k 47'[' (4 86)
(m—Bk)—£*=0

As equagoes (4.84), (4.85) e (4.86) nos mostram que a rotacdo do sistema de
referéncia é suficiente para induzir um efeito analogo de corrente persistente para o dipolo
elétrico induzido. Também deve-se observar que, em alguns casos, o sentido dessas correntes

é oposto ao sentido da rotacao.

4.2.4 Magnetizacao

Vamos agora obter uma expressao analoga ao caso de particulas carregadas para a
magnetizagdo de uma particula neutra com momento de dipolo elétrico induzido, confinada

em um anel quantico girante e analizar sua relagao com a corrente persistente.

Para o dipolo elétrico induzido, obtemos a magnetizacao analoga tomando a
derivada do espectro (4.69) com rela¢ao ao campo magnético efetivo de Wei-Han-Wei
(4.14):
0nm

N IBwuw N

Mn,m,k - y (487)

onde &, k ¢ 0 autovalor de energia do estado (n,m, k).

Como o campo magnético By gw e a frequéncia wy gy de Wei-Han-Wei estao

interrelacionadas, a magnetiza¢ao para o estado (n,m.k) é obtida assim:

1 0&m
Mn,m,k = - ok (488)
m* Oww gw
N
A magnetizacao total é obtida através da soma
M= Myms, (4.89)

n,m,k
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sobre todos os estados ocupados. Por mera for¢ca de expressao, em algumas situagoes

utilizaremos momento magnético e magnetizacao como sinénimos.

Substituindo o espectro de energia (4.69) na equagao (4.88), segue que o momento

magnético para o nosso sistema é dado por:

M"’mv’“:_n}b Kn+w+1> <1+2 L )“’WHW—l(m—@k—z*) . (4.90)

* 2 2 WWwWHW w 2

Vale a pena notar que podemos representar a magnetizacao em termos da corrente

persistente (4.80). Para tanto, definindo o raio efetivo em termos do comprimento magnético
Ao
Fnmk = (20)% X, (4.91)

ficamos aptos a relacionar a 0 momento magnético e a corrente através da seguinte equagao:
1 N (w Q
2 WHW
Mn,m,k = 7T7amm7k In,m,k - % [(n + 2> (w + 20})] . (492)

Podemos ainda expressar a magnetizagao (4.92) da seguinte forma:

Mok = Mg#k + Mr?vik + Mfgﬁw (4.93)
onde
Mgfnk = W75 i Inm (4.94)

é a contribuigao semelhante a de um momento de dipolo de uma espira circular [55] de
raio 7, percorrida por uma corrente I, ,, 5. E nesse termo que vemos a dependéncia da
magnetizacao com relacao ao defeito, uma vez que a corrente persistente (4.80) depende

explicitamente do parametro 3.

O termo

mps L (n + 1) WHW (4.95)

mm,k m* 2 w

é o termo de shift diamagnético associado com a frequéncia de Wei-Han-Wei e com a
frequéncia w caracteristica desse sistema. Vale ressaltar que a equagao (4.95) apresenta a
mesma forma funcional da (1.89), mostrando o estreito paralelo entre as propriedades de

particulas neutras e carregadas. Finalmente, a terceira contribuicao, dada por

MPSE o (n + 1) S (4.96)

n,m,k m* 2
representa uma espécie de deslocamento diamagnético, s6 que sua origem nao ¢ magnética,

mas sim puramente nao-inercial.

Mais uma vez, é notério que o efeito nao-inercial da rotagao do sistema de refe-
réncia desempenha um papel muito importante sobre as propriedades fisicas do sistema
quéantico aqui adota. Como o termo (4.96) depende diretamente da rotagao, mesmo que as
outras contribuigoes fossem desconsideradas, efeitos tinicos associados com a rotacgao sao

observados.
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4.3 Consideracoes Finais

Neste capitulo, nds estudamos como efeitos nao-inerciais afetam a dindmica quéantica
de uma particula neutra que adquire um momento de dipolo elétrico induzido ao interagir
com uma configuracao cruzada de campos elétrico e magnético que resultam no acoplamento

de Wei-Han-Wei, confinada pelo potencial de um anel quantico bidimensional.

Também investigamos quais as contribui¢coes que a torcao associada com uma
deslocacao tipo-hélice traz para propriedades fisicas do sistema. A equacao de Schrodinger
foi resolvida no espaco distorcido pela deslocacao e também num espaco plano. Comparando
os dois resultados, constatamos que a contribuicao do defeito entra como um fluxo de

torcao.

Ao resolvermos a equacao de Schrodinger, obtivemos o espectro de energia para o
dipolo magnético que apresenta uma quantizacao analoga a de Landau. Mostramos que a
presenca do defeito topologico e da rotacao influenciam o niveis de energia. Podemos dizer
que a contribuicao mais importante é da rotagao, pois ela introduz na dinamica quantica

da particula efeitos antes associados a campos magnéticos.

De posse do espectro de energia, obtivemos expressoes analogas para a corrente
persistente e para a magnetizacao. Essas propriedades também sao fortemente influenciadas

pela rotacao.
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Conclusoes

Neste trabalho, mostramos como a dindmica quantica nao-relativistica de particulas
neutras e carregadas confinadas por um anel quantico bidimensional é modificada pela
presenca de efeitos nao-inerciais associados a rotagao do sistema de referéncia e também

pela presenca de torcao introduzida por uma deslocagao tipo-hélice.

O capitulo (1) foi dedicado ao estudo do comportamento de particulas carregadas
confinadas por um anel quantico girante, sob a acao de um campo magnético uniforme e
de um fluxo Aharonov-Bohm [8] confinado ao centro do anel. A equagao de Schrodinger foi
resolvida tanto no background de uma deslocagao tipo-hélice quanto num espago euclidiano.

Para o caso da deslocagdo tipo-hélice, encontramos o seguinte espectro de energia (1.61):

- L] 1 1 . mt o, ., hK?
Enmik = (n—l— 5 + 5 fuw 5 (m — Bk —0) hw 1 wyry + Sy - (1)

A contribuicao dos ¢ quanta do fluxo Aharonov-Bohm que atravessam o centro
do anel e da deslocagao tipo-hélice, cuja intensidade é medida pelo parametro /3, sobre o
espectro de energia (1) é de apenas introduzir um shift no nimero quantico azimultal m,
que ¢ modificado para m — Sk — £. Entretanto, essas duas contribui¢oes sao importantes
na observagao de efeitos de interferéncia quantica, uma vez que as funcoes de onda (1.66)

dependem implicitamente do fluxo Aharonov-Bohm e da deslocacao através do parametro

2 *
L2 = (m— Bk — ) + ”;Zal . (2)

Vale notar que se desconsiderarmos a contribuicao da deslocacao tipo-hélice, isto
é, fazendo B = 0 na equagao (1), recuperamos o espectro de energia de uma particula
carregada confinada em um anel quantico girante, em um espaco plano, resultado este que

foi obtido e pode-se verificar na equagao (1.36).

O espectro de energia (1) é caracterizado por trés frequéncias: a frequéncia ciclotron
we, a frequéncia de rotacao €2 e a frequéncia wy caracteristica do confinamento do potencial
de Tan-Inkson. Essas trés contribuigoes se combinam para definir a frequéncia andloga a de
Landau: w? = w? +4Qw, + w?. A frequéncia w*, por sua vez, reune apenas as contribuigoes
da frequéncia ciclotron e da rotacao da seguinte forma: w* = w. + 2€2. Como se pode
notar, tanto w quanto w* apresentam uma dependéncia direta com a velocidade de rotacgao
2, 0 que é um indicio do grau de importancia dos efeitos nao-inerciais sobre a dindmica
quantica da particula. Essa importéancia fica claramente evidenciada na equagao (1.62),
onde podemos perceber que, mesmo na auséncia de campos magnéticos, a rotagao €2 e a
contribuicao do confinamento do potencial de Tan-Inkson wy sao suficientes para definir

um espectro de energia quantizado.
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Um teste da validade do nosso resultado é que se considerarmos que a particula
encontra-se livre do confinamento de Tan-Inkson (wy = 0) e na auséncia de rotagao (2 = 0),

recuperamos exatamente os niveis de Landau (1.7).

Logo apods a obtencao dos autovalores de energia, calculamos, com o auxilio da
relagdo de Byers-Yang, a corrente persistente associada a particulas carregadas confinadas

em anéis quanticos girantes (1.71):

ew<|m—ﬁk—€] w*) ' 3)

) 7k = -
i 41 L w
Observa-se também que a corrente persistente do estado (n, m, k) é caracterizada

pelas frequéncias w e w*.

Analizamos também a corrente persistente para uma particula carregada, confinada
pelo potencial harménico de um ponto quantico. Para estados que satisfazem m — gk — (¢ #
0, a corrente persistente é dada pela equacao (1.74), e para estados que satisfazem
m— Bk —{ =0, vale equacao (1.75). Fazendo 5 — 0 e 2 — 0 no caso descrito pela equacao
(1.75), recuperamos o mesmo resultado obtido em [14] por Avishai e Kohmoto para pontos

quanticos na presenca de um campo magnético intenso.

Mais uma vez, ressaltamos que, mesmo na auséncia de campo magnético, a contri-
bui¢ao do confinamento de Tan-Inkson wy e da rotagao €2 sobre a corrente persistente de
anéis e pontos quanticos sao muito importantes, conforme podemos conferir nas equacoes

(1.76), (1.77) e (1.78).

Também calculamos a magnetizacao para uma particula carregada, confinada em
um anel quantico girante (1.83). Através de uma anélise cuidadosa da equacao (1.83),

escrevemos a magnetizagao de uma forma mais conveniente:

— CL DS DSR
M’n,m,k — Mn,m,k’ + Mn,m,k + Mn,m,k’ (4)
onde
cL __ 2
Mn,m,k =7 Tn,m,k In,m,k (5)

é uma contribuicao semelhante a do momento de dipolo de uma espira circular [55] de

raio 7, percorrida por uma corrente I, ., .,

1\ we

é o termo de shift diamagnético associado com o campo magnético e

MESE =~ (n+5) = ™)

representa uma espécie de deslocamento diamagnético, s6 que sua origem nao ¢ magnética,

mas sim puramente nao-inercial.
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A magnetizagdo para esse sistema (1.83) é da ordem do magneton de Bohr (1.84).
De acordo com a equagao (6), a contribui¢ao do shift diamagnético é mais apreciavel do
que a contribuigdo puramente nao-inercial descrita na equagao (7). No entanto, na auséncia

de campo magnético (w. = 0), MP

wmk — 0 e a contribuicdo da rotagao nos termos (5) e

(7) se torna consideravel.

No capitulo (2), nos dedicamos ao estudo da dindmica quantica de uma particula
neutra confinada pelo potencial de um anel quantico girante, na presenca de um defeito
topoldgico. Essa particula apresenta momento de dipolo magnético permanente e interage
com duas distribuicoes de cargas elétricas: a primeira consiste em uma linha de cargas
colocada no centro do anel a fim de introduzir um fluxo Aharonov-Casher [56]; ja a
segunda distribuicao ¢é responsavel por gerar um campo elétrico nao usual responsavel
pela quantizagao andloga a de Landau para particulas neutras [59]. A interacdo dessa
particula com a configuracao de campo é descrita pelo potencial vetor efetivo apresentado

na equagao (2.13).

Ao resolvermos a equacgao de Schrodinger independente do tempo associada ao

Hamiltoniano (2.50), obtivemos o seguinte espectro de energia (2.66):

L 1 1 L1 m* k2

onde

« _ g Pac
r=0 (9)

foi introduzido para simplificar a notacgao.

Comparando as equagoes (1) e (8), observa-se uma analogia perfeita entre particulas
carregadas e neutras, uma vez que existe uma semelhanca muito estreita na forma funcional
dessas duas equacoes. No entanto, aparece uma contribuicao a mais (;w AC) na equacao
(8). Essa contribuigao é caracteristica da interacao de particulas neutras e é proveniente do
termo %V - E do Hamiltoniano (2.14). As frequéncia que caracterizam o espectro para
o dipolo magnético (8) sao trés: a frequéncia de Aharanov-Casher wac, a frequéncia de
rotacao do sistema de referéncia nao-inercial ) e a frequéncia caracteristica do confinamento
do anel quintico wy. Essas frequéncias se combinam para definir w? = w?, + 4Qwac + W
e w* =wac + 202 A contribuicao do fluxo de Aharanov-Casher (associado ao pardmetro
0*) e da deslocagao tipo-hélice (associada ao pardmetro [3) é de alterar o niimero quintico
m para m — Sk — £*. Vale a pena verificar que para =0, wy = 0 e 2 = 0, recuperamos

os resultados obtidos por Ribeiro et. al [59].

Continuando com os paralelos entre o dipolo magnético e a particula carregada,
calculamos a corrente persistente (2.77) e a magnetizagao (2.87) a partir do espectro de
energia (8). Esses resultados ndo sao meras analogias. A corrente persistente nesse caso

é entendida como uma corrente de spin [63, 64, 65, 66] e a magnetizacao resulta de um
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efeito coletivo associado ao alinhamento dos momentos de dipolo das particulas neutras.
Enfatizamos que essas grandezas sao também fortemente influenciadas pela presenca de

efeitos nao-inerciais.

No capitulo (3), continuando o estudo de analogias entre particulas carregadas e
neutras, investigamos os efeitos da rotagao sobre a dinamica quéantica de uma particula
neutra com momento de dipolo elétrico permanente nao nulo que interage com duas
distribuicoes de cargas magnéticas: a primeira consiste em uma linha de monopolos
magnéticos colocada no centro do anel a fim de introduzir um fluxo He-McKellar-Wilkens
[67, 68], ja4 a segunda distribuigao é responsavel por gerar um campo magnético ndo usual

responsavel pela quantizacao analoga a de Landau para o dipolo elétrico [59].

Como pode-se observar, os niveis de energia para o dipolo elétrico permanente

I 1 1 L1 m* k2
gn,m,k:<n+|2|+2>w_2(m_ﬁk_£)w —§WHMW—TW§T§+TW7 (10)

onde

= Pac (11)
2T

foi introduzido para simplificar a nota¢ao, apresentam a mesma forma funcional que os

niveis de energia para o dipolo magnético (8), s6 que as frequéncias que caracterizam a

dindmica do dipolo elétrico sao: a frequéncia de He-McKellar-Wilkens wg -, a frequéncia

de rotagao 2 e a frequéncia do potencial de Tan-Inkson. Essas trés frequéncias se combinam

2 = wiyw — 42+ wd. J a frequéncia w* = 2Q —wpyw. O fluxo

para definir a frequéncia w
He-McKellar-Wilkens, junto com a deslocagao, contribuem apenas em alterar o niimero

quantico m.

Também obtivemos expressoes andlogas para a corrente persistente (3.77) e para a
magnetizagao (3.87) para o dipolo elétrico permanente e, mais uma vez, mostramos que
essas propriedades sofrem influéncias da rotacao. A titulo de comparacao, as equagoes
(2.92) e (3.92) apresentam a mesma forma funcional do shift diamagnético (1.89), com
apenas dois termos adicionais que sao caracteristicos da interacao de dipolos magnéticos e

elétricos.

Por fim, estudamos no capitulo (4) os efeitos ndo-inerciais sobre a dindmica quéntica
de uma particula neutra com momento de dipolo elétrico induzido com base na interacao
proposta por Wei-Han-Wei [69]. Como o sistema estudado no capitulo (3) prevé a utilizacao
de monopolos magnéticos, a sua verificacdo experimental fica invidvel. Sendo assim,
investigamos as propriedades de uma particula neutra com momento de dipolo elétrico
induzido pelo acoplamento de Wei-Han-Wei [69]. Diferente do que foi feito na literatura
[70] e [73], utilizamos Hamiltoniano Wei-Han-Wei modificado [69, 71, 72], que permite

evitar problemas de convergéncia na resolugao da equacao de Schrodinger.
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O espectro de energia para o dipolo elétrico induzido é (4.69):

L] 1 1 . omt o, kP
_ WY Y~ gk — _m v 12
Enmk (n—l— 5 T3]Y3 (m — Bk — ") w oo + Syl (12)

onde

* ¢WHW
= (13)

foi introduzido para simplificar a notagio e w? = W, gy +4Qww gw +ws e w* = Wiy gw +292.

Da mesma forma que nos casos anteriores, a dinamica quantica da particula é caracterizada
por tréz frequéncias: a frequéncia de Wei-Han-Wei wy gw, a frequéncia de rotagao do

sistema de referéncia () e a frequéncia que caracteriza o confinamento do anel quantico wy.

Um resultado muito interessante se obtém quando se desconsidera a contribuicao
de Wei-Han-Wei (wygw — 0):

gn,m,k: (n—i—@—i—i)wo—(m—ﬁk—ﬁ*)ﬁ—

* k,?

m
—wyrg + —
2m

: (14)

A tnica diferenca entre esse resultado e o resultado para particulas carregadas
(1.62) esta na contribuicao dos fluxos Aharonov-Bohm (associado com o pardmetro ) e
Wei-Han-Wei (associado com o parametro £*). Se desconsiderarmos essas duas contribuigoes
nas equagoes (1.62) e (14), concluimos que nao ha distin¢do entre particulas carregas e
neutras - quantizacao em niveis discretos de energia é garantida pelo confinamento de
Tan-Inkson e pela presenca da rotagao do anel quantico. Essa analise também ¢é vélida

para o dipolo magnético (2.68) e para o dipolo elétrico permanente (4.71).

Assim como nos capitulos anteriores, determinamos, para o dipolo elétrico induzido,

as expressoes para a corrente persistente (4.80)

w (Im—= Bkl W
Lompe = I (L w) ; (15)

e para a da magnetizagao (4.90)

ok = — o) (142 ——(m=-Bk—=0]. (@
Mok — Kn—l— 5 + 2) ( + WWHW> - 5 (m — Bk — (%) (16)

Nao diferente dos casos anteriores, a rotacao desempenha um papel muito impor-
tante sobre a corrente persistente e a magnetizacao, tendo em mente que a rotacao esta

presente nas frequéncias w e w*

Em suma, quando certas circunstancias sao atendidas, particulas neutras e carrega-
das se comportam de maneira equivalente do ponto de vista quantico quer seja sobre a
influéncia de efeitos nao-inerciais ou sobre a influéncia de defeitos topoldgicos. Analisamos
neste trabalho, a dinAmica quantica de particulas carregadas e neutras, confinadas em

um anel quantico girante. Mostramos que os efeitos nao-inerciais associados a rotagao
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desempenham um papel muito importante sobre propriedades fisicas como o espectro
de energia, corrente persistente e magnetizacao. Além de anéis quanticos, analisamos o
comportamento da corrente persistente em pontos quanticos, para os quatro sistemas aqui

estudados.

Desta tese, os resultados apresentados no capitulo (1) foram publicados na seguinte
referéncia [47] e os resultados dos demais capitulos estao sob fase de submissao e em breve
serdo publicados [48, 49, 50]. Nossas perspectivas sao de estender esses resultados para
sistemas mais realisticos, uma vez que os resultados aqui obtidos se aplicam para sistemas
de apenas uma particula. A ideia consiste em fazer um tratamento analogo ao feito por
Tan e Inkson [12] para investigar numericamente oscilagbes na corrente persistente e na

magnetizag¢ao em funcao da rotacao.
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APENDICE A — Limites Assintdticos para a
Equacao Radial

A.1 Limites Assintoticos para a Equacao Radial

Considere a seguinte equagao:

L ¢ 2
R+R+|—= ——|R=0. 1
ER+ R+ [ TP : (1)
Para encontrarmos uma candidata para solucao da equagao (1) precisamos fazer o
estudo dos limites assintoticos. Para tanto, vamos escrevé-la da seguinte forma:
. R 1 8 7
R+ — ——+—-——|R=0. 2
+ ¢ + l i £ 1 52] (2)

Quando & — 0, os termos dominates sao:

. R 2

Uma possivel solugdo para a equagado (3) tem a seguinte forma:

Substituindo a (4) na (3) segue que:

ﬁ55—2:0 = @:ié (5)

(5° =) + 862 — 5

Para nao termos problemas de convergéncia na origem, devemos desconsiderar a

solugao para 3 = —5 Sendo assim, a solu¢ao da equagao (3) é dada por:
R(¢) ~ €172, (6)
Para & — oo, segue que:
. 1
R—-R=0, (7)

Uma possivel solugao para a equagao (7) tem a seguinte forma:

R(¢) = €. (8)
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Substituindo a (8) na (7) segue que:

o 1 _ _ 1
6—1—0 = 6—12. (9)

Para nao termos problemas de convergéncia no infinito, devemos desconsiderar a

solucao para 3 = +§. Sendo assim, a solugao da equacao (7) é dada por:

cuja solucao é:
R(€) ~ e™¢/2. (10)

Finalmente, a solucao deve ter a seguinte forma:
R(§) = C e 2¢12¢(¢) (11)

onde C' é uma constante de normalizacao e ((£) é uma fungao a determinar.
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APENDICE B - Funcdo Hipergeométrica

Confluente

B.1 Funcao Hipergeométrica Confluente
A seguinte equacao diferencial
i+ (c—2z)y—ay =20 (1)
é a equacao hipergeométrica confluente. Ela tem como solugdo a func¢ao hipergeométrica

confluente [74, 75], que é definida pela série

ar a(a+1)z?
(a;c;2) +cl!+c(c+1) TR 2)

podendo ser escrita em uma forma mais compacta:

(@)
()

onde (a), e (¢), sao os simbolos de Pochhammer, os quais definimos assim:

n

3
&

nl’

Fla;cim) =)
n=0

3

(a+mn—1)!
(@ = =)

(a)g = 1. (4)

F (a; ¢;x) converge para todo x finito; o parametro a é arbitrario, enquanto o
parametro ¢ deve ser diferente de zero ou de um inteiro negativo. Se a for um inteiro

negativo (ou zero), a série se reduz a um polinémio de grau |a/.

B.2 Integral Envolvendo a Funcao Hipergeométrica Confluente
A seguinte integral
Jp = /OO e kgt F (—a;¢;2))*de, a€eN. (5)
0

nos vai ser muito 1til na normalizacao da parte radial das fun¢des de onda dos problemas

aqui abordados. Ela estd calculada no livro do Landau [75] e é dada por:

Jb

r'al (c—1)! “Ta(a—1)...(a—s)-(c—=b—s—1)(c—b—35)...(c—b+5s)
_kb(c—l—a—l)!'[l—i_sgo (s + 1) ]*clc+1)...(c+s)

(6)
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L'(b)a! (¢ —1)!
kK (c+a—1)"

a—1 o
+y ala
s=0

Jp =

)...(a=s)-(c=b—s—=1)(c=b—35)...(c—=b+s)

3 (7)
[(s+ D! clc+1)...(c+s)

B.3 Normalizacao

Vamos agora proceder com a normalizacao das partes angular e radial da fungao

de onda. O anzats da funcdo de onda para o nosso problema é dado por:
U(p,¢,2) = Ae™ ™ R(p) (8)
onde A é uma constante de normalizacdo e a condi¢do de normalizacao impoe que

/\I/*\I/rdrdgbzl. 9)

E conveniente normalizar as partes angular e radial separadamente. Sendo assim,

temos que:
2w . X o]
<BQ/ e_w‘z’ewd’d(ﬁ) <02/ R*(T)R(T)T‘dT> =1, (10)
0 0
onde B e C' sao respectivamente as constantes de normalizacao das partes angular e radial.

Sendo assim, a constante de normalizagdo A da fungao de onda (8) se relaciona com as

constanstes B e (' assim:
A=B-C (11)

Da condicao da parte angular segue que

2
B? dp=1. (12)
0

Vemos facilmente que essa constante de normalizagao é, portanto, igual a
1 1/2
o (L), 1
o (13)
Agora, para a parte radial temos que:

/0 TR R()rdr = 1. (14)

Introduzindo a seguinte mudanca de varaveis

mw

E= =T (15)

e lembrando da definicdo do comprimento magnético

1
)‘0 =\ — (16)

mw
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a equacao (14) fica assim:

X[ R©REdE =1, a7
Substituindo a equagao (11) na equagao (17), temos que:
© el ) 1 /1\'/?
e [T Pl P A =1 = o=+ (7). ()
0 )\0 1
onde
1= [ e F (=i 6]+ 1:6)) de. (19)

A integral anterior é facilmente obtida utilizando a equacao (6). Fazendo as seguintes

identificacoes k =1; b=c=|{|+1; a =n e x = &, temos que

~ ol [D(e + D)
T= "G (20)
0 que nos leva a: )
L[ (e 7
¢= Ao [n! [T(|¢| + 1)]2] ‘ (21)

Finalmente, substituindo as equagoes (13) e (21) na (11) temos que a constante de

normalizacao da fun¢do de onda é dada por:

L[ (g Y
X [Qn! [T(J¢] + 1)7r]2] ' (22)




	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Sumário
	Introdução
	Anéis quânticos
	Dinâmica de Partículas sob Efeitos Não-Inerciais
	Defeitos Topológicos - Deslocação Tipo-Hélice
	Lista de Publicações

	Efeitos Não-Inerciais em Partículas Carregadas
	Introdução
	Partículas Carregadas em Anéis Quânticos sob Rotação
	Anel Quântico sob Rotação em um Espaço Plano
	Anel Quântico sob Rotação no Espaço de uma Deslocação Tipo-Hélice
	Corrente Persistente
	Limite para o ponto quântico

	Magnetização

	Considerações Finais

	Efeitos Não-Inerciais sobre a Dinâmica Quântica de um Dipolo Magnético
	Introdução
	Partícula Neutra com Momento de Dipolo Magnético Confinada em um Anel Quântico sob Rotação
	Anel Quântico sob Rotação em um Espaço Plano
	Anel Quântico sob Rotação no Espaço de uma Deslocação Tipo-Hélice
	Corrente Persistente
	Limite para o ponto quântico

	Magnetização

	Considerações Finais

	Efeitos Não-Inerciais sobre a Dinâmica Quântica de um Dipolo Elétrico Permanente
	Introdução
	Partícula Neutra com Momento de Dipolo Elétrico Permanente Confinada em um Anel Quântico sob Rotação
	Anel Quântico sob Rotação em um Espaço Plano
	Anel Quântico sob Rotação no Espaço de uma Deslocação Tipo-Hélice
	Corrente Persistente
	Limite para o ponto quântico

	Magnetização

	Considerações Finais

	Influência da Rotação na Dinâmica Quântica de uma Partícula Neutra com Momento de Dipolo Elétrico Induzido Confinada em um Anel
	Introdução
	Partícula Neutra com Momento de Dipolo Elétrico Induzido Confinada em um Anel Quântico sob Rotação
	Anel Quântico sob Rotação em um Espaço Plano
	Anel Quântico sob Rotação no Espaço de uma Deslocação Tipo-Hélice
	Corrente Persistente
	Limite para o ponto quântico

	Magnetização

	Considerações Finais

	Conclusões
	Referências
	Apêndices
	Limites Assintóticos para a Equação Radial
	Limites Assintóticos para a Equação Radial

	Função Hipergeométrica Confluente
	Função Hipergeométrica Confluente
	Integral Envolvendo a Função Hipergeométrica Confluente
	Normalização



