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Resumo

Neste trabalho, apés introduzirmos alguns conceitos de Algebra Comutativa, como
dimensao, nimero minimo de geradores, e multiplicidade, provamos a existéncia de uma
classe de modulos bastante especial sobre anéis Cohen-Macaulay, os chamados mddulos de
Ulrich. T sabido que, se M é um A-modulo Cohen-Macaulay maximal sobre um tal anel,
entao u(M) < e(M). O objetivo do nosso estudo ¢ demonstrar os principais casos em que
vale (M) = e(M).

Palavras - chave: Modulo de Ulrich, Moédulo Cohen-Macaulay maximal, Ntumero
minimo de geradores, Multiplicidade.
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Abstract

In this work, after the introduction of some concepts of Commutative Algebra, for instance
dimension, minimal number of generators, and multiplicity, we prove the existence of a very
special class of modules over Cohen-Macaulay rings, the so-called Ulrich modules. 1t is known
that, if M is a maximal Cohen-Macaulay module over such ring, then (M) < e(M). Our
goal in this study is to prove the main cases where the equality u(M) < e(M) holds.

Keywords: Ulrich module, Maximal Cohen-Macaulay module, Minimal number of

generators, Multiplicity.
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Introducao

Em 1984, Ulrich publica Gorenstein rings and modules with high numbers of generators

[31], onde, ao mostrar a desigualdade
p (M) < e(M)

faz a seguinte pergunta:

Se A ¢ um anel local Cohen-Macaulay de dimensao positiva e corpo de classes residuais
infinito, entdao sempre existira um A-mddulo Cohen-Macaulay M de posto positivo tal que
1 (M) = (M) ?

Aqui, pu(—), e(—) e rk(—) denotam, respectivamente, nimero minimo de geradores,
multiplicidade e posto.

Observamos que, se M é um modulo finitamente gerado sobre um anel local Noetheriano
A, e além disso, possui um posto positivo, entdo vale e(M) = e(A)rk(M).

Em 1987, Brennan, Herzog e Ulrich publicam Mazimally generated Cohen-Macaulay
modules [7], onde tratam da existéncia e propriedades de tais A-modulos maximais Cohen-
Macaulay maximalmente gerados. Mais tarde, em Mazimal Cohen-Macaulay modules over
Gorenstein rings and Bourbaki sequences 16|, Herzog e Kiihl passam a chaméa-los Mddulos
de Ulrich. Outras nomenclaturas também sao encontradas na literatura, como mddulos
mazximais Cohen-Macaulay lineares e Modulos Top-Heavy.

A pergunta de Ulrich, aqui tratada, foi respondida de forma afirmativa nos seguintes

Casos:

1. dim(A) <1, em [7];

2. A tem multiplicidade minimal, em [7];



Introducao

3. A é dominio homogéneo 2-dimensional Cohen-Macaulay com corpo de classes residuais

infinito, em [7];
4. A é uma intersecgao completa estrita, em [5].

O objetivo do nosso estudo serd demonstrar os quatro casos citados acima.

Iniciamos com um capitulo de pré-requisitos, onde constam as principais nogoes e
resultados aqui usados. Alguns deles podem ser encontrados em um curso basico de Algebra
Comutativa; outros requerem um pouco mais de experiéncia por parte do leitor. Muitos
resultados nesse capitulo preliminar serao admitidos sem maiores discussoes, visto que suas
demonstragoes tornariam o presente trabalho excessivamente extenso.

No segundo capitulo, tratamos da existéncia de moédulos de Ulrich sobre as quatro classes
de anéis listadas acima. Para tal, recorremos a resultados do capitulo anterior, a outros que
se encontram no apéndice e a varios outros que desenvolvemos neste mesmo capitulo.

Incluimos ainda um apéndice onde apresentamos os elementos basicos da teoria de
fatoragao matricial e moédulos de Clifford, que foram utilizados em parte do segundo capitulo.

Mencionamos, en passant, a importancia da teoria dos moédulos de Ulrich também em
Geometria Algébrica, através dos chamados fibrados de Ulrich, investigados recentemente
por R. Hartshorne e outros autores (vide, por exemplo, [9] e [10]).

Esperamos proporcionar ao leitor um material suficientemente interessante, e que seja

capaz de estimula-lo a buscar mais sobre este assunto que tanto nos cativou.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, definiremos alguns dos conceitos que serao necessarios ao longo deste
trabalho. Para maiores detalhes sugerimos ao leitor consultar os livros [§] e [22].
Convencgao: Neste trabalho, a menos de mencao explicita em contrario, todos os anéis serao

comutativos e com 1.

1.1 Geradores e posto de um moédulos

Defini¢ao 1.1 Seja A um anel. Um A-moédulo M é dito finitamente gerado (sobre A)

se existir um subconjunto finito {my,...,m,} C M, chamado um conjunto de geradores

.
de M, tal que M = ZAmi, ou seja, cada m € M se expressa como combinacio A-
i=1
linear m = aymy; + ... + a,m,, a; € A. Tal conjunto de geradores serd dito minimal
se m; ¢ ZAmi,‘v’j = 1,...,7. Se, além disso, o conjunto {my,...,m,} for linearmente
i#]
T
independente sobre A, isto é, se m = Z am; =0« a; =0 Vi, dizemos que {my,...,m,}
i=1
¢ uma base para M, e neste caso M serd chamado um A-moédulo livre.

Teorema 1.2 Sejam (A,m) um anel local, k = % seu corpo residual e M um A-mddulo

finitamente gerado. Sejam my,...,m, € M tais que {my,...,m,} é uma base do k-espaco

vetorial 2=, Entdo, {my,...,m,} é um conjunto minimal de geradores de M.
mM ’ 1o

Prova:. Defina N = Z Am; C M. Considere o diagrama,

i=1
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M
SN
f:ﬂ'Oi M
L - M
T T
Assim, dadon € N = n = Zaimi para ay, ...,a, € A. Logo, f(n) = a;m;.
i=1 i=1
Note que f é sobrejetor pois os m.s geram mﬂM como ﬁ—espago vetorial.
T T

Seja agora n = Zaimi € ker(f) C N = f(n) :Zaimi =0=a=0=q€EmVi=
i—1 i—1
L.or=nemMNN=ker(f)=mMNN.

Pelo teorema do isomorfismo,

N ~ M

mMNN = mM

mM+N ~ M
= mM T mM

=mM+N=M

Assim, por Nakayama, M = N, e portanto {m,...,m,} gera M, e além disso é um
conjunto minimal de geradores. De fato, supondo o contrario, terfamos,

T T T
m; € Z Am;, para algum j = 1,...,r = m; = 7( Z a;m;) = m; = Z a;m;.
i=1,i#j i=1,i#j i=1,i#j

Contradi¢do, pois os mis sdo linearmente independentes. Logo, {mi,...,m,} é um

conjunto minimal de geradores.

Defini¢ao 1.3 Seja (A,m) um anel local. A cardinalidade de um conjunto minimal de
geradores de um A-modulo finitamente gerado M (tal nimero esta bem definido devido ao

teorema , serd o nidmero minimo de geradores de M, denotado por pa(M), e dado por

Um caso especial a ser considerado é quando o modulo finitamente gerado é o proprio m;

neste caso, pia(m) = dimy (3 ), que serd chamada dimensao de imersao de A, denotado por

edim(A).

12
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Proposicao 1.4 Seja M finitamente gerado sobre A. Entao M € livre se, e somente se,

M= A"

Prova:. Se M é livre, entdo M possui uma base {m,...,m,} C M. Assim defina,
¢2AT—>M, (b(ZCLl@Z) :Zazmz
i=1 i=1

T
Note que ¢ é sobrejetiva pois os m;s geram M, e além disso ¢ ¢é injetiva ja que ¢ (Z aiei> =
T T =
0 Zaimi =0saq=0Vi=1,..,r<s Zaiei =0.
=1 =1
Logo, ¢ & um isomorfismo.

Reciprocamente, suponha que existe um isomorfismo
¢: A" — M.

Assim, dado qualquer m € M temos, pela sobrejetividade de ¢, que m = ¢(x) para

algum ¢ = Y0 a4, € A" = m = ¢ (Z aiei>, e por linearidade, m = Zaiqﬁ(ei)
i=1 1=1
de modo que ¢(e1),...,0(e,) geram M. Finalmente como ¢ é injetiva podemos escrever:
m=0<%< ¢ ZaieZ) =0 > a6, =0&a;=0,Vi=1,..,r, e assim ¢(e1), ..., ¢(e,)
i=1

sao linearmente independentes, o que implica que {¢ (e1),...,¢ (e,)} é uma base para M.

Defini¢ao 1.5 Dizemos que um A-modulo M tem posto(genérico, constante) r se, para todo
P € Ass(A), os Ap-modulos Mp e A}, forem isomorfos. Notagao: rk(M) = r. Em particular,
se M = A" (isto é, M é livre) entao rk(M) = r.

1.2 Dimensao de Krull e sistemas de parametros

Se A é um anel denotaremos por Spec(A), como de costume, o conjunto dos ideais primos

de A (como sabemos Spec(A) é um espago topologico munido da topologia de Zariski).

Definicao 1.6 Seja P € Spec(A). A altura de P é o supremo dos comprimentos t de cadeias

estritas,

13
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PhbCcPC...CP =P,

de ideais primos. Tal namero é denotado por ht(P).

Para um ideal arbitrario I, temos
ht(7) = inf {ht(P) | P € Spec(A), P D I}.

Teorema 1.7 (Teorema do ideal primo de Krull) Sejam A um anel Noetheriano e I =
(21, .., Tp) um ideal proprio. Entdo ht(P) < n para todo ideal primo P que é minimo entre

0s tdeais primos contendo 1.

Como consequéncia, temos que todo ideal préoprio de um anel Noetheriano tem altura

finita.

Teorema 1.8 Sejam A um anel Noetheriano e I um ideal proprio com altura n. FEntao

existem 1, Ta, ..., x, € I, tais que ht(xq,...,x;) =1 parai=1,2,....n.

Definicao 1.9 A dimensdo de Krull de um anel A é o supremo das alturas de seus ideais

primos,
dim(A) = sup {ht(P) | P € Spec(A)}.

Exemplo 1.10 No anel local (Ap, Pp) temos que dim(Ap) = ht(P), pois existe uma

correspondéncia entre Spec(Ap) e o conjunto formado pelos @) € Spec(A) tais que Q C P.
Veja ainda que para todo ideal proprio I C A vale a desigualdade
ht(1) + dim (4) < dim(A).

De fato, se dim(A) = oo nada hé a discutir. Caso contrario, se dim(A4) = n < oo, seja
P € Spec(A) tal que ht(I) = ht(P) = k, assim existe Py C P, C ... C P, = P. Assim, em 2,

podemos considerar uma cadeia de primos ? = % C % C..C %, onde cada @; € Spec(A)
contém [ e [ é a dimensao de %.

Logo, b C P, C...C P,=P=QyC Q@ C..C Q¢ uma cadeia de primos em A e,
portando, k + 1 <n = ht(I) + dim (£) < dim(A4).

Em particular, segue que

14
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dim(4) < dim(A)..

Defini¢ao 1.11 Seja M um A-modulo. Entdo dim(M) é o supremo dos comprimentos de

cadeias estritas,
Py C P, C..C P, com P, € Supp(M),
onde Supp(M) = {P € Spec(A) | Mp # 0}.
Nosso caso de interesse é quando M é finitamente gerado sobre A. Nesta situacao vale
Supp(M) = {P € Spec(A) | P> 0: M},
consequentemente,

dim(M) = dim (54;).

0:M
Em particular, dim(M) < dim(A).
Definigao 1.12 Sejam (A,m) um anel local Noetheriano e M um A-mo6dulo finitamente

gerado. Uma sequéncia x = 1, X9, ...,x; € A é um sistema de pardmetros de M, se t é o

menor inteiro tal que

dim(—2-—) =0

(J?17...,CCt)M

ou equivalentemente

Supp(—(xle\it)M) =m.

Em particular, (z1,...,2;)M é um submdédulo m-primario. O inteiro ¢, que denotaremos
por s(M), é um invariante do modulo M.

Se Supp(M) = m, entdo s(M) = 0.

Teorema 1.13 (Chevalley-Krull-Samuel) Se A é um anel local Noetheriano e M um

A-mddulo finitamente gerado, entao
s(M) = dim(M).
Para esta demonstracao veja [30].

15
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1.3 Sequéncias regulares e médulos Cohen-Macaulay

Definicao 1.14 Seja M um mo6dulo sobre um anel A. Um elemento z € A é dito M -regular,

se x é nao divisor-de-zero de M, ou seja, se xz = 0 para z € M, entao z = 0.
Notagao. Z(M) = {divisores-de-zero de M }.

Definicao 1.15 Uma sequéncia x = x1, 29, ..., T,, com z; € A é dita uma sequéncia M-

reqular ou uma M -sequéncia se satisfaz as seguintes condicgoes:

L 2L 0.

M

1o Ti—1

2. x; € um elemento @ )M—regular, para i =1,...n.

Uma sequéncia que satisfaz apenas [2| ¢ chamada uma M -sequéncia fraca.

Note que no caso em que A é um anel local, e M # 0 um A-moédulo finitamente gerado,

entao o lema de Nakayama garante que a condicao [l serd sempre satisfeita.

Exemplo 1.16 A sequéncia z, ..., z, das indeterminadas em um anel de polinomios A =

K[z1,...z,], onde K é um corpo, é uma A-sequéncia.

Observacoes 1.17 1. Em geral, se uma sequéncia x = x1,...,x, ¢ uma sequéncia M-
regular, uma permutacio de seus elementos pode nao ser. No entanto, se (A,m) é
um anel local Notheriano, e M é um A-modulo finitamente gerado, entdo qualquer

permutacao de uma M-sequéncia em m ainda serd uma M -sequéncia.

2. Se (A,m) é um anel local, entao toda sequéncia M-regular serd parte de um sistema

de parametros.

Definigao 1.18 Sejam I um ideal de um anel Noetheriano A e M um A-mddulo finitamente
gerado com IM # M. Uma M-sequéncia marimal em [ é uma M-sequéncia x =

{z1,29,...,2,} C I, tal que {x1,...,z,, 2} ndo é M-sequéncia para qualquer z € I.

Quando A é um anel Noetheriano, toda M-sequéncia pode ser estendida a uma M-

sequéncia maximal.

16
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Lema 1.19 Sejam A um anel, e M, N A-médulos. Tome I =0 : N.
1. Se I contém um elemento M -regular, entao Homa(N, M) = 0.

2. Inversamente, se A é Noetheriano e M, N sao finitamente gerados, com Hom (N, M) =

0, entao I contém um elemento M -reqular.
Prova:.

1. Sejaa € I = 0 : N M-regular. Se existe f € Homu(N, M), ndo nulo, entdo
existe n € N tal que f(n) # 0. Agora sabemos que an = 0, Vn € N, logo
flan) = 0 = af(n) = 0 = a € Z(M), o que contradiz a hipotese de que a é M-
regular.

2. Facamos por contra-positiva.

Suponhamos que I € Z(M). Sendo A Noetheriano, temos que Z(M) = Upcagan L ©;
pelo lema da esquiva, I C P para algum P € Ass(M), isto é, P =0 : (m) para algum

m # 0 € M. Assim a aplicagao
¢ : 4 — M dada por p(a+ P) = am

estd bem definida e ainda ¢ um homomorfismo injetivo.

Como N é um A-médulo finitamente gerado, entao, dado n € N, existem aq,...,a, € A
T

eny,....,n. €N tal que n = g a;n;, induzindo o seguinte homomorfismo,
i=1

¥:N = g, w(zaini)=a1+P,
i=1

que é sobrejetivo.

Portanto, ¢ = ¢ oy € Hom(N, M) e ¢ # 0. O que termina a demonstragao.

Lema 1.20 Sejam A um anel, M, N A-mddulos, e X = x4, ..., x,, uma M-sequéncia fraca em

0: N. Entao

17
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Homy (N, 2) = Exty (N, M).
Prova:. Facamos por indugao sobre n.

1. n=20

Sabemos, da construcdo do funtor Ext, que Hom (N, M) = Ext% (N, M).

2.n>1

Como X' = x1, x9, ..., T,_1 é uma sequéncia M-regular fraca, por hipotese de inducao,

Hom, (N, 24) = Ext’y (N, M).

Agora, como x, ¢ Z (%) ex, €0:N,entao Homy (N, %) =0= Ext’7 (N, M) =
0.

Considere a sequéncia exata,

0— M5 M— 2 — 0

Pela sequéncia exata longa do Ext temos

0 = Exty '(N, M) — Ext’; (N, 224) - Exty (N, M) %5 Ext’y (N, M) —

Ext’} (N, %) — ..

Assim, sendo ¢ induzida pela multiplicacao por z; € 0 : N temos que ¢ = 0, logo,

Ext (N, -2 = Ext/} (N, M) via A.

Y1 M

Como wx9,...,x, ¢ M-regular fraca, a hipotese de inducao Extﬁ’l(]\f7 $11\4M) =

Hom, (N, L) garante que Ext’y (N, M) = Homy (N, 2.

Teorema 1.21 (Rees) Seja A um anel Noetheriano, M um A-mddulo finitamente gerado,
e I um ideal de A tal que IM # M. Entao toda M-sequéncia mazimal em I tem o mesmo

comprimento,
n =min {i | Ext) (4, M) # 0}.

18
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Prova:. Seja x = x4, ..., x,, uma M-sequéncia maximal em /. Como [ contém um elemento

(1 ...];/[,_I)M-I’egular, 1=1,...,n, temos
i—1 (A ~ A M
Exty" (4, M) = Homa (%, i) =0
Logo,
Ext/) (4, M) =0V¥j <n—1.
E mais,

Ext; (4, M) = Homy (4, 2) #0.

Provando o teorema.

Este resultado nos permite introduzir a seguinte definicao.

Definigao 1.22 Seja A um anel Noetheriano, M um A-moédulo finitamente gerado, e I um
ideal de A tal que IM # M. Entao, o comprimento comum das M-sequéncias maximais em

I sera chamado grade de I em M,
grade(I, M).
No caso especial em que M = A escreveremos grade([) ao invés de grade(1, A).

Definigao 1.23 Seja (A, m, k) um anel Noetheriano local, e M um A-moédulo finitmente

gerado. A profundidade de M é o ntiimero
prof (M) = grade(m, M).

Definicao 1.24 Seja A um anel local Noetheriano. Um A-moédulo finitamente gerado M # 0
¢ um modulo Cohen-Macaulay se prof(M) = dim(M). Se A for Cohen-Macaulay visto como

modulo sobre ele proprio, é dito um anel Cohen-Macaulay.

Definicao 1.25 Um mddulo Cohen-Macaulay Maximal ¢ um modulo Cohen-Macaulay M
tal que dim(M) = dim(A).

19
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Finalizamos esta se¢ao com mais algumas nocoes extremamente importantes.

Definicao 1.26 Um anel local Noetheriano (A, m) é regular se m pode ser gerado por uma

A-sequéncia, chamada sistema regular de parametros.

Exemplo 1.27 Um anel local regular (A, m) é um anel Cohen-Macaulay. De fato, um

sistema regular de parametros serd uma sequéncia regular maximal em m.

Definicao 1.28 Um anel local Noetheriano B, serd um anel intersecao completa se B = é,

onde A é um anel local regular e I C A é um ideal gerado por uma A-sequéncia.

Defini¢ao 1.29 Um anel quociente B = A/I de um anel regular local (A, m) é chamado uma

interseccao completa estrita se o anel graduado associado gr?(B) ¢ uma intersecao completa.

grnA
(5, fi)’

. Ay - A
fiy .y fn € uma A-sequéncia, e B = Frd)

Mais precisamente, se grm (B) = onde ff, ..., f* & uma gr,, (A)-sequéncia. Neste caso,

1.4 Resolucao livre e dimensao homolégica

Seja A um anel local Noetheriano. Dado M um A-moédulo finitamente gerado por

mq, ..., m,, existe uma sequéncia exata natural,
0 — Ker(pg) — A" 25 M — 0,

onde a aplicagdo A-linear ¢ é dada por yg(ay, ..., a,) = aymy + ... + a,my,.

A sequéncia exata curta acima é chamada apresentacao livre de M, e o modulo
ker(po) = {(a1,...,a,) € A" | aymy + ... + a,m,, = 0} é dito o primeiro mddulo de sizigias
de M, denotado por Syz(M).

Note que, sendo A Noetheriano, temos que Syz(M) é finitamente gerado, digamos, gerado

por = ny. Assim é possivel encontrar um apresentacao livre de Syz(M ),
0 — Syz(Syz(M)) = Syzy(M) — A™ — Syz(M) — 0,
onde por composi¢ao ganhamos,
Am L An 2 M = 0.
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Esse processo pode ser continuado, induzindo uma sequéncia
Pi )
T ANy s A L A PO N,

Veja que ker(y;) = Im(p;v1), e portanto, a sequéncia acima serd uma sequéncia exata
longa de moédulos livres, ou ainda, uma resolucao livre de M. Eventualmente ela pode ser

infinita e podemos truncéa-la em qualquer etapa,
0 — Syz, (M) = ker(pn_1) — A% — . — AM 2 An 20 M0,

deixando de ser uma resolugao livre a menos que Syz,, (M) seja um moédulo livre.

Tomando n = p(M) e n; = u(Syz;(M)), para cada i > 1, tal resolucao livre é minimal.
Neste caso o niimero minimo de geradores n; = u(Syz;(M)) é chamado o i-ésimo nimero de
Betti de M, denotado por f;(M). Além disso, Syz,(M) é tinico a menos de isomorfismo, e tal
resolucao livre minimal é determinada por M a menos de isomorfismos de complexos. Com

isto podemos definir:

Definicao 1.30 O comprimento de uma resolugao livre minimal de M sobre o anel local A é
a dimensao homoldgica de M. Tal nimero é denotado por hd 4 (M), ou simplesmente hd(M)

quando nao houver risco de ambiguidade.

Definicao 1.31 Seja A um anel local Noetheriano. Um A-moédulo finitamente gerado M # 0

é dito perfeito se
hd(M) = grade(0 : M).

Um ideal I C A serd perfeito se 4 for um médulo perfeito, ou seja, hd(4) = grade(I).

1.5 Modulos candnicos e anéis Gorenstein
Seja (A, m, k) um anel local Noetheriano.
Definicao 1.32 A dimensao do k-espaco vetorial

Ext"(k, M) # 0, onde n = prof (M),
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serd o tipo de M, ou seja,
tipo(M) = dimy, (Ext”(k, M)).
Definicao 1.33 Um anel local Noetheriano (A, m) é dito Gorenstein se
Sup {i | Ext'(k, A) # 0} < o0,

onde Sup {i | Ext’(k, A) # 0} é a dimensdo injetiva de A (injdim(A)). Um anel Noetheriano

A é Gorenstein, se para todo ideal maximal m C A, a localizacao A, é um anel Gorenstein.
Note que prof(M) < injdim(A).

Definigao 1.34 Um ideal I C A, onde A é um anel local local regular (ou um anel de

polinémios sobre um corpo k), serd um ideal Gorenstein se I é perfeito e Exti‘(é, A) = é,

onde g = grade([).

Definicao 1.35 Seja M um A-mo6dulo finitamente gerado sobre um anel local (A, m). Entao,
Soc(M) = (0 :py m) = Hom(k, M).

é o socle de M.

Proposicao 1.36 Sejam um anel local (A, m), M finitamente gerado sobre A e X = x1, ..., T

uma M-sequéncia mazimal em m. Entdo tipo(M) = dimjSoc (2L).

Teorema 1.37 A € Gorenstein se, e somente se, A é Cohen-Macaulay de tipo 1.

Defini¢ao 1.38 Seja (A, m) um anel local Cohen-Macaulay. Um modulo Cohen-Macaulay
maximal M, de tipo 1 e de dimensao injetiva finita, é chamado mddulo candnico, e sera

denotado por wy.
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1.6 Multiplicidade

Defini¢ao 1.39 Um anel A # 0 é dito graduado (N-graduado), se existe uma familia

{Ay},,cn de subgrupos aditivos A, C A, satisfazendo:
1. A= @nZO An;
2. AzAJ - Ai+j,\V/’i,j e N.

A, é dita uma componente homogénea de grau n de A. Cada elemento de A, é um

elemento homogéneo de grau n.
Seguem-se as seguintes observagoes:
1. 0 € A,,Vn € N, pois A, é subgrupo aditivo, logo 0 tem todos os graus.

2. Todo elemento de A é uma soma finita de elementos homogéneos.

3. Ag é subanel de A, logo A, é Ag-modulo Vn € N.

Definicao 1.40 Dizemos que um A-médulo M é graduado, se existe uma familia de

subgrupos aditivos {M,}, . , tal que:

1. M = ®n20 M,;

Um elemento x € M é dito homogéneo se x € M, para algum n. Cada M, é um Ag-mddulo,

e todo elemento de M serd uma soma finita de elementos homogéneos.

Definicao 1.41 Dizemos que um A-moédulo M # 0 é um modulo simples, se seus tnicos

A-submodulos sao 0 e o proprio M.
Definicao 1.42 Se M é A-moédulo, uma cadeia

O:M()CMlC...CMT:M
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M;
M1

de submoédulos de M é chamada uma série de composi¢cao de M quando é simples,
Vi=1,..,r.

Se uma série de composicao de M existe, entao o seu comprimento é um invariante de M
(independe da escolha da série de composigao) chamado o comprimento de M, denotado por

1(M).

Assumiremos agora que Ay é um anel local Artiniano e que A seré finitamente gerado

como Ay—modulo.

Definicao 1.43 Seja A como acima e M um A-médulo graduado finitamente gerado.

Definimos:
H(M,—-):N— N, HM,n) =1(M,),
como sendo a funcdao de Hilbert de M.

Note que cada componente homogénea de M, M,, serd um Ay—moddulo finito e assim
terd comprimento finito.
A partir de agora assumiremos que A é gerado, sobre Ay, por elementos de grau 1, isto é

A = Ap[A]. Admitiremos o seguinte resultado:

Teorema 1.44 Seja M um A-mddulo graduado finitamente gerado de dimensao d. Entao
H(M,—) ¢ de tipo polinomial de grau d — 1, isto é, H(M,n) é uma fun¢ao polinomial para
n > 0.

Para esta demonstracao vide [§]

Definigao 1.45 O polinoémio p(z) = py(x) € Q[z] tal que H(M,n) = p(n) paran > 0 é

chamado polinomio de Hilbert,

onde e; € Z.

24



Capitulo 1 Preliminares

Definigao 1.46 Seja M um A-moédulo graduado finitamente gerado. A multiplicidade de
M, denotada por e, (M), sera definida por

eo , se dim(M) >0
(M) , se dim(M)=0.

Observacao 1.47 Quando nao houver risco de ambiguidade denotaremos a multiplicidade

apenas por e(M).

Note que definimos multiplicidade para anéis e modulos graduados, mas precisamos

expandir tal conceito para o caso nao-graduado.

Definicao 1.48 Seja A um anel. Uma filtracao F sobre A é uma cadeia descendente
A=1yD> 1 DIy D .. deideais tal que I;/; C I;;; para todo i e j. Um anel filtrado &
um par (A, F) onde A é um anel e F é uma filtracao.

A filtracao dada pelas poténcias de um ideal I é chamada filtracao I-ddica.

Seja A um anel filtrado com a filtracdo F = (I;);>0. Nos

definimos o anel graduado associado a A com respeito a F por

grr(A) = B, IIH

Podemos agora adaptar a definicdo acima para A-moédulos. Dado o A-médulo M e uma

filtracido F, temos que gr-(M) = @2, Ilijle serd um grr(A)-modulo. Caso F seja uma
filtragdo [-adica, nossa notacao sera substituida por gr;(M).

Agora considere o anel local graduado associado a A com respeito a F, onde F é a
filtracdo m-adica. Entdo, gr,(A) serd um anel graduado e ainda gr, (M) serd um gr,(A)-
modulo graduado.

Finalmente estamos aptos a definir multiplicidade quando M é um A-moédulo finitamente

gerado no contexto local.

Defini¢ao 1.49 Seja (A, m) um anel Noetheriano local e M # 0 um A-moédulo finitamente

gerado. Definimos a multiplicidade de M por
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Mais geralmente, podemos considerar um ideal de defini¢cao de M, ou seja, I C m tal que
m"M C IM, bem como seu respectivo anel graduado associado gr;(A), (que ¢ uma algebra
homogénea) e o gr;(A)-modulo graduado gr;(M). Neste contexto a multiplicidade de M com

respeito a I ¢ definida por e(l, M) = e(gr;(M)).
Definicao 1.50 A funcao dada por

Xhr(n) = Halgry (M), m) = Xy Hlgr, (M), ) = Yo L (7545 ) = 1 (757)
serd chamada funcao de Hilbert-Samuel de M relativamente ao ideal I.
Proposicao 1.51 Seja (A,m) um anel Noetheriano local com dim(A) = d, M # 0 um
A-mddulo finitamente gerado, e I um ideal de definicao de M. Entao
(a) a fungio de Hilbert-Samuel x%;(n) é de tipo polinomial de grau d;
— Ty M
Desta proposicao seguem imediatamente as seguinte observacoes:

Observacoes 1.52
1. Se d =0 entao e(I, M) =1(M);
2. e(I,M)>0sedimM =d,ee(l,M)=0sedimM < d;
3. e(I",M) = e(I, M)r¢;
4. Se I e I' sdo ideais de defini¢do de M tais que I D I" entdo e(I, M) < e(l’, M).

Definigao 1.53 Definimos e([) := e(I, A) como sendo a multiplicidade de I, e escrevemos

e(A) para indicar a multiplicidade de m.

Lema 1.54 (Artin-Rees) Sejam A um anel Noetheriano, M um A-mddulo finitamente
gerado, N C M submddulo, e I um ideal de A. FEntao existe um inteiro positivo ¢ tal que

para todo n > c, temos
"M AN = ["¢(I°M O N).
Agora seja (A, m) um anel local Noetheriano.
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Teorema 1.55 Seja 0 — M’ — M — M" — 0 uma sequéncia exata de A-mddulos

finitamente gerados. Entao, dado um I ideal de definicao de M,
e(I,M)=-e(l,M")+e(l,M").

Em particular, e(M) = e(M') 4+ e(M")

Prova:. Pela injetividade da aplicacao, podemos ver M’ como submoédulo de M. Entao,

) = U (em) + U (s
e I"M' C M'NI"M. Por outro lado, pelo Lemma de Artin-Rees, existe ¢ > 0 tal que
M NI"M C I" <M’ para todo n > c.
Assim,

H757) <! (o) <1 (757)

Im—cM’ M'NI™M I M/’

Agora da proposicao teremos que

e(I, M) —e(I,M") = lim %] (22— =e(I,M).

oo M'NI"M

Definicao 1.56 Sejam (A, m) um anel Noetheriano local, e I um ideal de defini¢ao de A,
isto é, um ideal m—priméario. Fixado um inteiro ¢, para todo A-modulo finito M de dimensao

menor ou igual a ¢, definimos

e(I, M) , se dim(M)

eq(I, M) = -
0 , se dim(M) < q.

Lema 1.57 (Férmula de Associatividade) Sejam (A, m) um anel Noetheriano local, 1
um ideal de definicao de A, e M um A-mddulo finitamente gerado tal que dim(M) < q.
Entao

cd1.30) = 310, (1.5,

p

onde p percorre todos os ideais primos com dim(%) =q.
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Prova:. Veja o Corolério 4.7.8 de [§]. u

Teorema 1.58 Sejam (A,m) um anel local Noetheriano, M um A-mddulo finitamente

gerado de posto positivo, e I um ideal m-primdrio de A. Entao
e(l, M) =e(I, A)rk(M).
Em particular, e(M) = e(A)rk(M).

Prova:. Seja r = rk(M). Temos que, para todo p tal que dim(f) =d = dim(A), M, é um
Ay-modulo livre de posto r, assim, M, = AJ. Em particular M tem dimensiao maximal e

assim, e(I, M) = eq4(I, M). Logo pelo lema anterior,

e(I,M) = ;Z(Mp)e (1, ?) = ;r 1(Ay)e (1, g) = e(I, A)rk(M).

O que conclui a demonstragao. [ ]

28



Capitulo 2

Mobdulos de Ulrich

A teoria dos chamados mddulos de Ulrich vem ganhando destaque na Algebra Comutativa
moderna, desde 1984 quando a questdo foi levantada por B.Ulrich em [3I]. Introduziremos
este conceito na defini¢ao

A titulo de informacao, salientamos que tal teoria tem recebido notavel tratamento
geométrico através dos chamados fibrados de Ulrich ("Ulrich bundles"), como tem sido
estudado, recentemente, por R. Hartshorne e outros autores (veja, por exemplo, [9] e [10]).

Vejamos algumas motivagoes importantes para nosso estudo sobre esta classe de

modulos(vide a introdugao de [5]):

1. Uma classe de anéis muito fundamental em Algebra Comutativa é a dos anéis Gorenstein
e sabemos que uma maneira de testar tal propriedade é a seguinte:
A € um anel Gorenstein se, e somente se, Exty(M,A) = 0, para i = 1,...,dim(A) e
para todo A-mdodulo mazimal Cohen-Macaulay.
Usando moédulos de Ulrich obtemos um teste mais simples:
A ¢ um anel Gorenstein se existe um mddulo de Ulrich M tal que Ext’ (M, A) = 0,
parai=1,..,dim(A)

2. Mais adiante neste trabalho falaremos sobre a relacao entre a propriedade de um A-
modulo M ser de Ulrich e a existéncia de uma resolucao linear apropriada associada a
M. Dos resultados obtidos nesta se¢ao seguird que prof (M) = prof(gr,,(M)), e assim

teremos como consequéncia que o modulo graduado gr,, (M) associado a um modulo
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de Ulrich M também serda um modulo de Ulrich; porém, a reciproca é, em geral, falsa.

Além disso, a existéncia de um modulo de Ulrich nos leva ao seguinte critério:

Se um anel homogéneo A é o anel graduado associado de um anel local
Cohen-Macaulay, entao A tem, necessariamente, um modulo Cohen-Macaulay

maximal graduado finitamente gerado.

3. A existéncia de um modulo de Ulrich sobre um anel de uma hipersuperficie garante,
ainda, que para todo polinémio homogéneo f € B = k[X7, ..., X,,] existe uma poténcia
adequada f™ que pode ser escrita como determinante de uma matriz cujas as entradas

sao formas lineares em B.

Assim, nosso objetivo, neste capitulo, sera estudar algumas classes importantes de anéis
Cohen-Macaulay sobre os quais existe de modulos de Ulrich.

De agora em diante, todos os anéis serao admitidos locais Noetherianos Cohen-Macaulay.
O ideal maximal de um anel local A sera denotado m4 = m e o seu corpo residual k = % que

suporemos infinito.

2.1 O problema proposto por B. Ulrich

O resultado geral a seguir é basico:
Proposicao 2.1 Se M é um A-mddulo Cohen-Macaulay mazimal, entdo p(M) < e(M).

Prova:. Apods uma extensao transcendente pura do corpo residual de A podemos assumir
que m possui uma redug¢do minimal gerada por uma M-sequéncia méaxima x (para uma
prova desta afirmacao vide [25]). Entdo, como M é Cohen-Macaulay maximal temos que

e(M) = I(2L) (veja [14]). Assim,
p(M) = dimi (L) = I(2L) < (A1) = e(M)

— xM

Observacao 2.2 Se M tem posto bem definido, entdo e(M) = e(A)rk(M). Isto segue do
Teorema
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Questao(B. Ulrich): Existe A-modulo Cohen-Macaulay maximal M tal que u(M) = e(M)?
A intrigante questdao acima originou a importante teoria dos chamados Mddulos de Ulrich,

o que constitui o nosso principal tema de estudo.

Definicao 2.3 Um A-moédulo maximal Cohen-Macaulay M é dito um mddulo de Ulrich se

p(M) = e(M).

2.2 O caso 0-dimensional e alguns resultados gerais
Comegaremos com o caso Artiniano:

Proposicao 2.4 Seja A zero-dimensional, entao M ¢ um mddulo de Ulrich sobre A se, e

somente se, M = @"™ k.

Prova:. (=) Se M ¢ um mddulo de Ulrich, entdo

dimy () = (M) = e(M).
Como dim(A) = 0, temos que e(M) = [(M). Logo,

dimy (24) = 1(24) = 10M)

=0:M=m
Afirmagio: 0: M =m = M = @"M k.
Defina ¢: M — @“(M) k de forma que, denotando por zi,...x, geradores de M, temos
o(x1) = (1,0,...,0), p(z3) = (0,1,...,0), ..., 0(x,) = (0,...,0,1). E facil ver que ¢ estd bem
definida, é linear e sobrejatora por construcao. Mostremos sua injetividade:
ker(y) = {m eEM | p(m)= OEB,L(M)k} =

{Z a;xr; € M | @(Zalxz) = (071,072, ...,CL_H) = ((), ,6) = aq em= 0: M,VZ c
=1 i=1
{1,..,n} = az;, =0,Vie{l,...n} =m=0

Assim, M =~ @"™ k.

(<) Se M ¢ um A-moédulo com A zero-dimensional e tal que M = @*) L, entio
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logo, M é um modulo de Ulrich.
|
Assim temos que, dado o anel A com dim(A) =0, o A-mdédulo @“(M) k serd um modulo
de Ulrich; mais ainda, sera o tinico médulo de Ulrich sobre o anel A, a menos de isomorfismo.
Em Algebra Comutativa, é sempre importante discutir o comportamento de certas
propriedades com respeito a sequéncias exatas curtas. Assim, nosso proximo objetivo é
mostrar que a propriedade ser de Ulrich é preservada, em certo sentido, ao longo de sequéncias

exatas. Mas, antes, precisaremos do seguinte lema:

Lema 2.5 Seja M um A-mddulo finitamente gerado tal que dim(M) = dim(A) (por exzemplo,
se M possui posto bem definido sobre A), entao, M é um mddulo de Ulrich se, e somente se,

existe uma M-sequéncia x C A tal que xM = mM.

Prova:. Sabemos que M ¢é de Ulrich se, e somente se, dimk(%)

= p(M) = e(M).
Analogamente a prova de usamos que se M é Cohen-Macaulay maximo se, e somente

se, existe uma M-sequéncia, x, tal que e(M) = l(%) Finalmente note que ,
WAL = 1(20) & xM =mM.
]

Proposigao 2.6 Sejam M um A-mddulo de Ulrich e M" um A-mddulo Cohen-Macaulay

mazximal, em uma sequéncia exata curta
O0—->M —-M-—>M —0.

Entao M' e M" sao mddulos de Ulrich.

Prova:. Estendo k, se necessario, podemos selecionar uma M-sequéncia maximal tal que
xM = mM, e mais ainda, x ainda é uma sequéncia regular em M’ e M”. Assim, tensorizando

a dada sequéncia exata curta, por é, obtemos

0= M@s2 M2 M @442 —0.

Onde, M ®Aé = % = % == @M(M) k, e, portanto, M’ ®Aé = @N(M')k e
M" ® 4 é = @“(MN) k. Pela proposicao M'" e M" sao moédulos de Ulrich. [ ]
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2.3 Resolucoes lineares e o caso 1-dimensional

Mostraresmos aqui algumas propriedades importantes que relacionam resolugoes lineares

a existéncia de Moédulos de Ulrich. Para tal, comecemos com a nocao de resolugao linear.

Defini¢ao 2.7 Sejam (A, m) um anel local e (B,n) uma anel local regular, com uma
sobrejecao local B — A. Entao um A-moédulo M tem uma B-resolucao linear, se para

uma B-resolu¢ao livre minimal de M construida como na sec¢ao [1.4]
2@ M B 2 @M B 2 M0,
o complexo
e gr (@Bl(M) B) griey gr (@EO(M) B) greg) gr (M) —0
é exato. Onde, @B"(M) B ¢ filtrado por,

@ﬁi(M)B para j < i
nj—z'(@ﬁi(M)B) para j > Z'.

F; (@Bi(l\/j) B) —
Definicao 2.8 ([7]) Uma sequéncia de elementos xy, ..., x, de um anel A é uma d-sequéncia
com respeito a um A-modulo M se, para cada i:
1. Z; ¢ (ZEl, vy Li—1y Lijt1, ...,$n>;
2. ((C(Zl, .oy ZL’Z)M ‘M xz‘—i—l) N (ZL‘l, ceey l’n)M = (ZL’l, ceey JIZ)M

Observacao 2.9 No caso M = A, a condicao 2 da definicao acima é equivalente a: dada
qualquer permutagao de wy,...,T,, Vi > 1 e Vk > ¢+ 1, vale ((z1,...,2;) a4 TiTr) =

((x1, ..., ;) 4 Tg), que foi a defini¢do inicialmente proposta por Huneke em [19].

Proposicao 2.10 Seja (B,n) — (A,m) uma sobrejecio local, com (B,n) um anel local

reqular. Se M ¢ um A-mddulo Cohen-Macaulay mazimal, sao equivalentes:
1. M ¢ um A-mddulo de Ulrich;
2. O ideal n € gerado por uma d-sequéncia sobre M ;
3. M tem uma resolucao B-linear.
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Prova:. 1. = 2. Como M é um A-moédulo de Ulrich, existe uma M-sequéncia maximal em A,
x = {1, ..., 74} tal que XM = mM (pelo lema[2.5). Seja x; uma pré-imagem pela sobrejegao
de Z; em B. Estendemos o conjunto {xy,...,24} para um conjunto minimal de geradores de

n, {zy,...,x,}. Assim, se i < d, entdo

(1, ey @) M iy gy OOM = (Zq, ..Z)) M iy Ty DM = (24, ...2) M = (21, ..., 2;) M.
Se 7 > d, entao
(1, ey x) M pp iy OUM = (Zq, ..2) M :pp Ty NmM = mM = (zq,..2;) M = (21, ...,x;) M.

Logo, {z1,...,x,} é uma d-sequéncia sobre M.
2. = 3. Foi provada Herzog, Simis e Vasconcelos em [I§], Corolario 13.4.

3. = 1. Como M admite uma resolu¢ao B-linear, existe uma resolucao,
0— @™ gr (B)(=p) = ... > @M gr,(B)(—1) = @™ gr,(B) = gry(M) — 0.
Aplicando o resultado provado em [15], pg.1632,

e(M) = elgra(M)) = (M) {20, (Tl 5 ) - ()} = mlera(an) (IT21 55) =
plgra (M) = p(M)

Portanto, M é um A-mo6dulo de Ulrich.
[ ]

Da propriedade acima vem a terminologia Mddulos Cohen-Macaulay Mazimais Lineares.

Corolario 2.11 Se M é um A-mddulo de Ulrich, entao gr, (M) é um gr,,(A)-mddulo Cohen-
Macaulay mazimal com o mesmo numero minimo de geradores de M. FE mais, assumindo
que gr, (M) tem posto, entao rk(M) = rk(gr,,(M)), e se gr,,(A) é Cohen-Macaulay, entao
gro (M) € um mddulo de Ulrich.

?. Entao os nameros de Betti de M como

Prova:. Seja (B,n) um anel regular com A =
B-moédulo sao os mesmos de gr,, (M) como gr,(B)-médulo. Portanto, gr, (M) é um modulo
Cohen-Macaulay maximal com o mesmo nimero de geradores de M. Se gr (M) tem posto

bem definido, entao
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Como queriamos. [

Tratemos agora do caso em que A é 1-dimensional.
Lema 2.12 Se A € um anel 1-dimensional, entdo m®D=1 ¢ um A-mddulo de Ulrich.

Prova:. Como dim(A) = 1 temos que e(A) = dimk(%) (veja pg.36 de [27]), e assim,

e(me1) = ¢(A) = dimy (") = p(me@ 1),

2.4 Anéis com multiplicidade minimal

Nosso objetivo agora é mostrar que quando A é um anel com multiplicidade minimal,
entao ele admite um modulo de Ulrich. Mais ainda, tal resultado nao sera so existencial, mas

garantira que Syz,(k) é um A-mo6dulo de Ulrich, para todo ¢ > d, onde d ¢ a dimensao de A.
Lema 2.13 A ¢ um A-mddulo de Ulrich se, e somente se, A é reqular.

Prova:. Sabemos que A serd um A-modulo de Ulrich se, e somente se, e(A) = p(A) = 1,

mas como A é Cohen-Macaulay, a sua multiplicidade serd 1 se, e somente se, A é regular. =
Proposigao 2.14 ([1f) Tem-se: e(A) > edim(A) — dim(A) + 1.

Prova:. Podemos tomar um ideal I m-primario, gerado por um sistema de parametros com
dim(A) = n elementos, e tal que e(I) = e(A) (veja [29], Teorema 22, pg.294).

Entao

Agora,

l(4z) = dimk(%) = edim(A) e Z(I;glg) — dimk(IJrn{Z)7
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como [ é gerado por n elementos, temos que dlmk(”m ) < dim(A) e sendo A Cohen-Macaulay

e I gerado por um sistema de parametros, tem-se [(4) = e(I) de acordo com [29], Teorema

3, pg.400. Dai segue o resultado. ]

Defini¢ao 2.15 No caso da igualdade e(A) = edim(A) — dim(A) + 1, dizemos que A tem

multiplicidade minimal.

Exemplo 2.16 Seja k um corpo e f um polindmio homogéneo de grau 2 em k[xq,...,2,],

entao (%)( : é um anel de multiplicidade minimal.
T1,..,Tn

Lema 2.17 Sejam M um A-médulo e x € A um elemento M -reqular. Seja M = 4. Entdo

existe uma sequéncia exata
0 — Syz, (M) — Syzn(M) — Syz,,_1(M) — 0,
para todo n > 0.

Esbogo. Considere F uma A-resolucao livre minimal de M. A aplicacao p, : F — F

dada pela multiplicacao por z nos dard a seguinte sequéncia exata curta de complexos
0—F — C(uz) — F[-1] — 0,

com C(u,) o "mapping cone"da aplicacio p,, que é uma resolucdo minimal de M como
A-modulo. Truncando a sequéncia em cada n > 1 obtemos o resultado. No cason =1 é

claro. |
Proposicao 2.18 Seja d = dim(A) > 0. As seguintes condigdes sao equivalentes:

1. Syz;(k) é um A-mddulo de Ulrich, para algum i > 0;

2. FEziste um A-mddulo de Ulrich N tal que Syz,(N) é um A-mddulo de Ulrich;

3. A tem multiplicidade minimal;

4. Syz;(k) € um A-mddulo de Ulrich, para todo i > d.

Prova:. 1 = 2) Considere M = Syz,;(k) um A-moédulo de Ulrich. Seja {:cl,.. T4} uma

sequéncia M-regular maximal e considere, M = M ®4 % e M = M@y —2— D . Pelo

X1,..5Xd—
lema temos,
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0 — Syz;(M) — Syz,(M) — Syz, (M) — 0.

Agora, sendo M um A-moédulo de Ulrich, M = @"™ k = Syz, M = @™ (Syz,(k)).
Portanto Syzi]\:% ¢ um modulo de Ulrich e além disso, ¢ > d, porque M é Cohen-Macaulay.

Assim, Syz; (M) é um médulo Cohen-Macaulay maximal e, pela proposi¢ao , Syz;(M)
e Syz;_,(M) sao modulos de Ulrich. Finalmente, tome N = Syz, ,(M).
2 = 3) Considere uma apresentagao livre de NV,
0 — Syz,(N) — @"™M A — N = 0.
Tomemos uma N-sequéncia maximal x. Tensorizando obtemos
0= Syz(N)@ad — @'NMA0,2 — Nwos2d -0,
E assim a sequéncia

0— Syzy(N) @4 A — @'V A —P'ME 0

¢ exata, e vale dim(A) = 0.

Assim,
Syzi(N) © A2 @V m; =@M mea L.

Por outro lado, Syz,(/N) é médulo de Ulrich, logo m 7 anula Syz, (V) ® A, e portanto, m% = 0.

E entao,
e(A) = e(A) = edim(A) + 1 = edim(A) —d + 1.

Portanto A tem multiplicidade minimal.

3 = 4) Sabemos por [27] que em um anel de multiplicidade minimal,
d
Z[e(A) — 17 (9) para i > d

[e(A) = 1) () para i < d

Logo,
p(Syz;(k)) = Bi(k) = [e(A) — 1]~ e(A)?, para i > d
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Temos,
e(Syz;41 (k) = e(A)B;(k) — e(Syz,(k)).

Se Syz(k) ¢ um médulo de Ulrich, entdo,

e(Syz;41 (k) = [e(A) 1] e(A)T! —[e(A)—1]"e(A)? = [e(A)—1]""e(A)? = u(Syz, (k).

Portanto, Syz;,,(k) ¢ um modulo de Ulrich. Como 84(k) = e(A)?, devemos mostrar que

e(Syzy(k)) = e(A ) Veja que,

e(Syzq(k)) = | ' (—1)’ @(k)e(A)‘ =D (=1e(A) ) [e(A) =117 (4)
d—1]:0d—1 = =
= AT A ( (=1)"e(4) - ”l) (§) le(A) = 1]
= e (2 (1Y [e(4) - 1P~ (=1)e(A) = 1]} (§) [e(A) — 1)
d—1 7= d—1

S (@) + (DY () lefa) - U

= 1(Syzq(k))
4 = 1) Nao ha o que provar. [ ]

| o

- |f:+ (e(A)? —1)| = e(A) 3

Observe que a hipotese do anel ter dimensao positiva nao pode ser enfraquecida, conforme

mostra o exemplo a seguir.

Kla]
(z™)"
0— K—A— A— K — 0 & exata, assim Syz,(K) ¢ um modulo de Ulrich, enquanto, A

Exemplo 2.19 Seja K um corpo, n > 2 um inteiro e seja A = Entao a sequéncia

tem multiplicidade minimal se, e somente se, n = 2.

Proposicao 2.20 Se o anel local A é Gorenstein, zero-dimensional e Syz;(k) é um mddulo

de Ulrich para algum i > 0, entao A € um anel de uma hipersuperficie.

Prova:. Considere o complexo minimal
0 — Syz;(k) - ---A—k—0.

Como A ¢ zero-dimensional, denotando por N := pu(Syz,(k)), a proposigao implica,
Syz;(k) = @N k. Dualizando este complexo, com respeito a A, como A é auto-injetivo,

obtemos
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0—=k—oA— P A= PV k-0,

e assim N = 1. Os nameros de Betti de k estao, assim, limitados e a conclusao segue de [11].

2.5 Dominios homogéneos Cohen-Macaulay
2-dimensionais

Para a prova do préximo resultado, comecaremos mostrando que o anel quociente

associado ao menor maximal de uma matriz apropriada admite um modulo de Ulrich.

Proposicao 2.21 Sejam r, s inteiros nao-negativos, com s > r. Seja B = k[X3,..., X,] e
seja C uma rxs-matriz cujas entradas sao formas lineares em B, com I = I,.(C) o ideal de
B gerado pelo menor mazimal de C, tendo grade (s —r + 1). Entdo o anel A = B/I admite

um modulo de Ulrich M. Se I é um ideal primo, entao M pode ser tomado de posto um.

Prova:. Se I é primo, seja ) a matriz obtida a partir da matriz C retirando uma linha.

Entdo I,_1(Y) 2 I, assim
ht(l,—1(Y)) > ht(I)+1=s—(r—1)+1.
Por outro lado, temos ht(I,_;(Y)) < s — (r — 1) + 1, logo
ht(I,-1(Y)) =s—(r—1)+1=ht(I)+ 1.

Portanto, ja que I,_1()) é um ideal Cohen-Macaulay, I,_1())/I é um ideal de Cohen-
Macaulay de altura 1 e, assim, [,_1())/I é um A-mddulo Cohen-Macaulay Maximal com

posto 1 (veja [17], 4.13). Além disso,

pIraV)/T) = w121 (V) = (21) = e(A) = e (L1 (V)/1) - 1k (L1 (P)/T) = e (L1 (V) /T)

(veja [20], Exemplo 1.9, pg.1153). Assim A admite um mo6dulo de Ulrich de posto um.
Caso contrario, seja X uma r X s-matriz genérica e S = B[X]/[.(X). Entao A =

S/ (Y1, .-, Yrs), onde Yy, ..., yps € uma sequéncia regular que consiste de formas lineares. Entao,
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e(A) = e(S). Pelo que acabamos de ver, S admite um modulo de Ulrich M. O modulo M ®@gA

é um A-modulo de Ulrich.

Este resultado pode ser generalizado:

Proposicao 2.22 Sejam B = k[ X1, ..., X,,], [ um ideal homogéneo Cohen-Macaulay de grade
g admitindo uma resolucao linear com geradores de grau d, e seja J um ideal homogéneo
Cohen-Macaulay de grade g+ 1 com resolucao linear, que contém I e tem geradores de grau

doud—1. Entao % possui um modulo de Ulrich de posto um.

Para % ter um modulo de Ulrich de posto um nao é suficiente que I tenha uma resolugao

linear.

Exemplo 2.23 Sejam n > 2 um inteiro positivo, X uma n X n-matriz simétrica genérica,
B =k[X], I = I,_1(X) e considere A = £. O ideal I tem uma resolu¢io linear (Vide [21], §3,
pg.599) e e(A) = (”;1) (veja [20], Exemplo 1.10, pg.1153), enquanto que o grupo de classes
de A ¢ ciclico de ordem 2 com elemento nao trivial dado por um ideal com n geradores (|[13]).

Entao, A nao tem um modulo de Ulrich de posto um.

Prosseguindo rumo ao nosso objetivo, vamos construir ideais Gorenstein com elevado
niamero de geradores. Suporemos que A = @,., A; ¢ um dominio homogéneo e Ay = K ¢é

um corpo infinito.

Definigao 2.24 Seja A uma matriz quadrada cujas entradas sdao formas lineares em
K[Xy, ..., X,,]. Dizemos que A nao tem zeros generalizados se nenhuma combinagao K-linear

nao-trivial das linhas e colunas de A possui uma entrada nula.

Teorema 2.25 Seja A uma n X n-matriz de formas lineares em K[X, ..., X,,] sem zeros
generalizados, e sejam zy,..,z,_1 formas lineares em KI[Xq,...,X,]. FEntao detA ¢

(21, -, Zn_1). Em particular, det A # 0.

Prova:. Veja [12]. u

Vamos agora construir uma matriz A sem zeros generalizados.
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Seja U um subespaco de A; e V um subespago de A; com dimgU = dimgV e considere
{ug, ..., u} € {v1,...,v,} bases de U e V, respectivamente, e {cy, ..., ¢;, } uma base para A;;.

Entao,
wiv; =y 0 yi;cr, para algum gyt € K,
e como yfj # 0 para algum t = 1, ..., m. Considere
Qij = oy yijt € K[X1,..., Xnl,
assim, temos uma matriz n x n, A, cujas entradas serao dadas por a;;.
Lema 2.26 A matriz A nao tem zeros generalizados.

Prova:. Realizar combinagoes K-lineares entre linhas e colunas da matriz A é equivalente a
selecionarmos bases diferentes para os K-subespacos U e V. Como A é dominio, o produto
de elementos nao nulos em U por elementos nao nulos em V serd diferente de zero. Portanto,

pela forma que construimos A, temos que .4 nao tem zeros generalizados. [

Proposicao 2.27 Seja s um inteiro nao negativo e sejam U; e V; subespacos de A;, para
i =0,...,s tais que dimgU; < dimgV,_;. Entdao, existe W # () um subconjunto aberto de
A* = Homg (A, K) tal que para todo ¢ € W, todoi =0, ..., s e todo u € U; nao nulo, tem-se
o(u.Vi_;) # 0 (ou seja, existe um v € Vi_; tal que p(uv) # 0).

Prova:. Veja que é suficiente provar o caso em que dimgU; = dimgV,_; Vi =0, ..., s. Para
isto, fixemos ¢ e sejam {uy, ..., u, } uma base de U;, {vy,...,v,} uma base de V;_; e {c1,...,cm}
_Nm it : : ~
uma base de A;. Com w,v; = > "0 vy, seja A;(r) a matriz n x n onde suas entradas serao
as formas lineares dadas por a,; = > )",y Xy, com ¢ = (X1, ..., X;n,). Seja ¢f € Af tal que

ci(¢;) = 0. Entao {cj, ..., ¢}, } formam uma base de A%. Para cada i, seja
Wi={pe€ A po=>"1" zc, detA;(3) # 0,2z € K}, onde 3 = (21, ..., Zm).

Para p = > 7", zcf € A%, a matriz det.A;(3) coincide com a matriz (p(u,v;)). Agorase ¢ € w;
entao detA;(3) # 0, assim ¢ define uma forma bilinear U; X Vs —i — K nao degenerada.
Portanto,p(u.V,_;) # 0 para todo 0 # u € U. Pelo lema anterior, A;(r) é uma matriz
sem zeros generalizados, segue-se do teorema que o conjunto W; # () é um aberto. No
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entanto, como k ¢ infinito, o conjunto W = N{_,W;, sendo uma interse¢ao finita de abertos,
W serd o conjunto que procuravamos.
|
Notagao. Para ¢ € A%, denotaremos por I(p); o k—espago vetorial {a € A;; p(aAs_;) = 0}
A

e por I(yp) o k—espago vetorial P, I(¢)i- Além disso, A(p) = Ok

Proposicao 2.28 Para ¢ € A%, ¢ # 0, I(p) é um ideal homogéneo Gorenstein, primdrio
para o ideal maximal irrelevante. O anel Artiniano A(p) tem seu socle gerado em grau, pelo

menos, s.

Prova:. E claro que I(¢) é um ideal homogéneo, de fato, é suficiente provar que I(¢);A; C
I(¢)is, logo, seja a € I(p);A;, entdo existem a; € I(p); e ay € A;j tais que a = ajaq, note
que

SO(CLAS_(F,_]‘)) = p(arasAs_ (i) = p(a1As_;) = 0,

portanto a € ().

Sei > s, entdo A;_; = 0, assim I(¢); = A;. Logo, I(¢) é m-priméario, onde m é o maximal
irrelevante. O socle de A(p) serd a imagem do conjunto X = {x € A;zm € I(¢)} que esta
contida em A(y). Como I(p) é homogéneo, todo elemento de X sera a soma de elementos
homogéneos de X. Se x € A; N X, entdo ¢(rA1As_;—1) = 0. Assim, sempre que i # s,
tem-se © € I(p). Portanto, o socle de A(yp) é gerado em grau, pelo menos, s. Desde que
dimgkery = dimg A — 1, teremos que dimgSoc(A(p)) = 1, assim A(yp) sera de tipo 1, logo

Gorenstein, portanto o ideal I(¢) é Gorenstein. |

Corolario 2.29 Sejam s um inteiro nao negativo e U;, i = {0, ..., s} subespacos de A; tal
que dimgU; < dimg A4, parai =0, ...,s. Entao existe um () W C A% aberto, tal que para
o € W tem-se U; N I(p) = 0.

Prova:. Aplique para V; = A;;i = {0, ..., s}.
]
A existéncia de um ideal Gorenstein com alto ntimero de geradores pode agora ser

mostrada em dimensional 2.
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Corolario 2.30 Seja A = @;50A4 um dominio homogéneo 2-dimensional (ndo
necessariamente Cohen-Macaulay), com Ay = K um corpo infinito. Entao existe um ideal

Gorenstein de A, m-primdrio, com, pelo menos, 2e(A) geradores.

Prova:. Como A é 2-dimensional para i > 0 temos

Seja t um inteiro suficientemente grande tal que [2.1| ocorre para todo ¢ > t. Tome s = 2t,
pelo corolario anterior, usando U; = 0 para ¢ # t e Uy = A;, existe (p) € A* com
I(p) M A; = 0. Assim, sendo A um dominio homogéneo, I(¢) N A; = 0 se i < t. Assim
pu(I(p)) > dimgl(¢)ir1. Como A(p) é Gorenstein pela proposigao teremos a fungao de

Hilbert simétrica, e obteremos
dimy I (@)1 = dimg Ay — dimpA(p)i1 = dimg Ay — dimg A(p)4
Mas A(¢)i—1 = Ay_1, como I(p);—1 = 0. Portanto,
dimg (@)1 = dimg Ay — dimg Ay = 2e(A).
A ultima equacao é satisfeita, pois é valida para t e t + 1. Portanto

pI () = 2e(A).

[ ]
Para os proximos resultados vamos supor que A é Cohen-Macaulay (como antes), A

admite um modulo candnico wy, e I C A um ideal Cohen-Macaulay de altura 2. Lembre que

tipo(4) = ju(Ext? (4, w.).

Teorema 2.31 Para A e I com as hipdteses acima, existe um A-mddulo Cohen-Mcaulay

mazimal M, com no minimo p(I) geradores e multiplicidade igual a e(A)[tipo(4) + 1].
Prova:. A sequéncia exata curta dada por
0>1—A—42-0

nos da os seguintes isomorfismos
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Homy (I, wa) = wa
Ext}y (I, wa) = Ext (4, w4) = wa
Temos ainda que
ExtY(I,wa) = 0, para todo i > 2.

(Para detalhes consulte, [17])
Além disso, wy ¢ um modulo Cohen-Macaulay maximal com Homg(wa,wa) = A e e(wa) =

e(A). Seja &, ...,é}ipo(?) um conjunto minimo de geradores para Ext!(I,w4) e seja M a

extensao de I por @tipo(?) wy correspondendo ao elemento &, ..., §tipo(?) de
Ext!y (I, @™ w,4) = @) Extl, (I, w.).

Aplicando Hom4(—,w4) a sequéncia exata curta,

tipo(4)

0= P wa—»M—-T-0, (2.2)

obtemos a seguinte sequéncia exata longa

Tipo(4)

0 — wa — Homy (M, wy) — @ Aiw? — Exty(M,ws) — 0, (2.3)

bem como Ext’y(M,wa) = 0, para i > 2. Da maneira como escolhemos M a aplicagio 0
sera, sobrejetiva, logo Extl(M,w4) = 0. Assim, M é Cohen-Macaulay maximal. Agora pela

exatidao de 2.2 temos que pu(M) > p(I) e
e(M) = e(I) + tipo(4)e(wa) = e(A)[tipo(4) + 1].

O que conclui a demonstragao.

Corolario 2.32 Sejam A e I como no teorema acima com p(I) > e(A)[tipo(4) + 1. Entdo

A admite um mddulo de Ulrich com e(A)[tipo(4) + 1] geradores.

Prova:. Seja M o médulo Cohen-Macaula maximo fornecido pelo teorema anterior. Temos
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u(l) < p(M) < e(M) = e(A)[tipo(

)+1]7

~l

no entanto, por hipétese p(I) > e(A)[tipo(4) + 1], e portanto

u(M) = e(M) = e(A)tipo(4) + 1

Definicao 2.33 Dado um A-moédulo M, dizemos que M é auto-dual com respeito a wy, se

M = Homa(M,wy).

Corolario 2.34 Sejam A e I como acima, com I um ideal Gorenstein. Entio A admite
um mddulo Cohen-Macaulay mazimal auto-dual com respeito a wa e com, pelo menos, p(I)

geradores, e multiplicidade 2e(A).

Prova:. Tome M como construido em m Desde que ? é Gorenstein, o complexo

torna-se

0

0 — wa — Homy (M, wy) - A= 2 =0

~|

Assim, ker(d) = I. Logo Homy(M,w,) é uma extensao de I por wa. Homa(M,wy4) é um

modulo Cohen-Macaulay maximal. Assim, como

Il
~|

Extl (I, wy) = wa

e M corresponde a &y e Homa(M,w4) corresponde a EHoma(Mwa)> Onde Ear € SHom s (Mwa)
sao geradores de ?, daf segue que {1 = USHom, (Mw,) COM U € A uma unidade. Entao

M = Hom (M, w,).

Defini¢ao 2.35 Um anel A é dito genericamente Gorenstein, se para todo P € Ass(A) o

anel Ap é Gorenstein. Neste caso, w4 tem posto um.

Corolario 2.36 Sejam A e I como acima, e além disso suponhamos A genericamente
Gorenstein. Entdo A admite um mddulo mazimal Cohen-Macaulay com rk(M) = [tipo(£)+1]

e com, no minimo, u(I) geradores.
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Prova:. Aplicando o teorema [2.31] é suficiente observar que M terd posto bem definido,

logo,

e(M) = e(A)rk(M) = e(A)[tipo(4) + 1].

Definigao 2.37 Um anel A é normal se todas as suas localiza¢ao sao dominios integralmente
fechados. Sendo A um anel normal e M um A-moédulo com rk(M) = m, o determinante de
M, detM, é a classe de Hom 4 (Hom(A™M, A), A) no grupo de classes de A. Um A-modulo

sera chamado orientéavel se detM = 0.

Valem as seguintes propriedades:
1. Se0 - N'—= N — N” — 0 é exata, entao detN = detN' + detN”;

2. N serd um modulo orientavel, livre de torcao, de posto um se, e somente se, N é livre

ou isomorfo a um ideal de codimensao, pelo menos, 2.

Corolario 2.38 Sejam A e I como acima, e mais ainda A Gorenstein e normal. Entao A
admite um mddulo M orientdvel Cohen-Macaulay mazimal com tk(M) = [tipo(4)+1] e pelo

menos u(I) geradores.

Note que, pelo teorema [2.31
pu(I) < e(A)[tipo(F) +1],

Consequentemente o ideal de tem exatamente 2e(A) geradores e sera gerado por

elementos de grau ¢t + 1. Assim, aplicando os resultados anteriores obtemos,

Teorema 2.39 Se A é um dominio homogéneo Cohen-Macaulay 2-dimensional com corpo
de classes residuais infinito, entao A admite um mddulo de Ulrich, auto-dual com respeito a

wa e com k(M) = 2.
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2.6 Intersecoes completas estritas

Seja (A, m, k) um anel local Cohen-Macaulay e seja f € m um nao divisor de zero. Vamos

A

0 usando as fatoragoes matriciais de

construir um moédulo Cohen-Macaulay maximal sobre

f.

Definigao 2.40 Sejam M e M" A-médulos esejam M =Uy DU, 2 ...e M'=U; D U] D ...
duas cadeias de submodulos. Tais cadeias sao isomorfas se existe um isomorfismo ¢ : M= M’

que induz isomorfismos ¢|y, : U;—U] para todo i.

Teorema 2.41 Eriste uma bijecao entre as classes de equivaléncia das fatoracoes matriciais
a = (ag,....aq) de f de ordem s tais que cada o; tem entradas em m, e a classe de
1somorfismos de cadeias de submddulos F = Uy O Uy O ... D Uy = 0 de um %-mo’dulo
lwre F de posto s, tal que

(1) Uy CmU;, parai=0,...,d—1, e

(2) ﬁ é um modulo Cohen-Macaulay mdzimo sobre (‘i), com dimensao homologica finita

sobre A, e minimalmente gerado por s elementos para i =0,...,d — 1.

Prova:. Dada uma fatoragdo matricial « = (ay, ..., aq) de ordem s, consideremos G = A®,
e seja ¢; € End(G) um epimorfismo definido por «; com respeito a base candnica de
G. Além disso, consideremos vy = Idg, ¥; = pg0...0 @4 ;11 para i = 1,...,d, e seja
Vi = ¢;(G) € G. Note que ¢y = foldg. Agora V; sao A-mddulos livres de posto s com

G=Vo2ViD..2V;=fGe V1 CmV,. E mais existem as seguintes sequéncias exatas
0= Vi 2G> V=G = - =0

Agora os modulos U; = % = JY—G satisfazem (1) e (2). Se substituirmos « por uma fatoragao
matricial equivalente o/ = (o, ..., ), e p; por ¢}, entdo existem isomorfismos 9; : GG

para ¢ = 1, ..., d, tal que o diagrama comuta,

G 25 ¢ =2 6 — .. — @ % g
1 1 o9 1 03 104 10
G 4 g B o6 s . @ 2y g
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Capitulo 2 Mddulos de Ulrich

Em particular, o isomorfismo d; : G — G induz os isomorfismos 01|y, : Vi = ;(G)>V) =

(G) para i = 1,...,d. Assim obtemos um isomorfismo 6, : F := £5F .= & que induz
i Vi V.
d

’

os isomorfismos 6|y, : U; = %%Ui’ = para ¢« = 1,..,d. Reciprocamente, assumindo

VZ/
que existe uma filtracdo F' = Uy 2 U; 2O ... O Uy = 0 com as propriedades (1) e (2).

)
G=Vy2 Vi 2 ..2V;= fG com V;;; C mVj, e agora provemos por indugao sobre ¢ que

Seja V; a pré-imagem de U; pela da projecao natural G = A®* — F = <i> . Entao

V; sao A-modulos livre de posto s. Quando ¢ = 0 ndao ha o que provar. Agora assuma que a

afirmacao é valida para algum 7 > 0. Como ULH é um %—m(’)dulo Cohen-Macaulay maximal

de dimensao homolbgica sobre A finita, sua dimensao homologica como A-moédulo deve ser
um. Mas entao a sequéncia exata

U;

oo 0

0=V —-Vi—

com V;=>A® implica que V;;; ¢ um A-modulo livre de posto s. Como os V; sdo A-mddulos
livres de posto s, e V; C mV,_;, existe uma matriz s X s com entradas em m tal que
Ya—ir1(Vii1) =V, onde 411 € End(G) é o endomorfismo definido por ay_; 41 com respeito
a base canonica de G = V. Entao pg0...09p1(G) = Vy = fG, e assim por composicao de ¢q
com o isomorfismo adequado sobre G, podemos assumir que pgz0...0p; = f.Idg. Além disso,
desde que f é nao divisor de zero, a tltima igualdade permanece verdadeira mesmo depois de
uma permutacao ciclica de endomorfismo. Assim, a = («, ..., ag) ¢ uma fatoracdo matricial
de f de ordem s. Como na primeira parte da prova mostramos que uma filtracao isomorfica
de F' induz uma equivaléncia nas fatoracoes matriciais. E portanto esta correspondéncia

estabelece a bijecao. ]

Definicao 2.42 Seja M um A-moédulo finitamente gerado e seja
P ¥
AP — AT — M — 0

uma apresentacao do moédulo M sobre A. O i-ésimo ideal de Fitting de M, denotado por
Si(M), sera o ideal de A gerado por todos os menores (¢ — i) X (¢ — i) da matriz v, para

q>i>q—p. Si(M)=A,sei>qeF(M)=0,se1<q—p.

Teorema 2.43 Seja N um A-mddulo Cohen-Macaulay mazimal, e d > 1 um inteiro. Entao

para qualquer ideal préprio I C A tal que f € I¢, existe um (A -mddulo Cohen-Macaulay

(€3]
mazimal M (I) tal que:
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Capitulo 2 Mddulos de Ulrich

(1) hdaM(I) = 1;
(2) Suoaay-1(M(I)) = I;
(8) M(I)= M(J) implica I = J;

(4) N @4 M(I) é um (‘%—mo’dulo Cohen-Macaulay mdzimo com

(N @4 M(I)) < p(M(I)). L

A
f)

Prova:. Pelo teorema existe uma fatoracdo matricial o = (ay,...,aq) de f tal que
I(a) =I(oy) = I, parai=1,...,d. Seja s a ordem de « e considere os modulos M; definidos

pelas sequéncias exatas
0— A° 25 A5 — M; — 0.

Desde que (o, @i 1...qar...c;;_1) € uma fatoragdo matricial de f, estes modulos serao Cohen-
Macaulay maximais sobre % com I = I(o;) = Fs_1(M;) para i = 1,...,d. Logo, estes
modulos satisfazem as condigoes (1) e (2). Nosso modulo M (I) serd um deles, para o qual

e(%(N ®4 M;) é minimal. Como (2) implica (3), é suficiente provar que (4) é satisfeita.

No teorema [2.41| atribuimos a matriz o um %—m()dulo livre F' de posto s, e uma cadeia de

f
submoédulos F =Uyg DU D ...D2U; =

U;
U;
¢ um A-moédulo maximal Cohen-Macaulay, as sequéncias exatas

0— A5 25 A5 — M, — 0.
irao permanecer exatas por tensorizagao
s Id®a1 s
0> N®ysA N®@yA* — N @4 M, — 0.

Em particular, os (i—mc’)dulos N ®4 M; Cohen-Macaulay maximais, e Tori (N, M;) = 0.

D)
Logo, as sequéncias

0 > N®aUij1s — N®@4U;, — N ®4 M; — 0.
sao exatas, e usando a propriedade aditiva da multiplicidade, obtemos

de g (N©aM(D) < Sy e (N@aM:) = e g (N@a F) = s () = n(M(D).e g (F5).

!
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Capitulo 2 Mddulos de Ulrich

Portanto, M (I) satisfaz também (4).

Sabemos da proposigao [2.1| que u(M) < es(M). Assim definimos

_ (M)
q(M) = ea (M)

Entao, 0 < ¢(M) < 1, sendo q(M) = 1 se, e somente se, M é um moddulo de Ulrich. Assim,

o nimero ¢ mede o quao perto o modulo esta de ser de Ulrich.

Corolario 2.44 Seja (B,n, k) um anel de hipersuperficie de multiplicidade e > 4, tal que k

é infinito e r := p(n) = edimB > 2. Entao existem uma infinidade de B-mddulos Cohen-

1 1 1
Macaulay mazimais M nao-isomorfos com q(M) > 5 see é par e q(M) > 5 g %€ é
e

mpar.

A
()’

p(m) = r > 2, existe uma infinidade de k subespagos vetoriais U C 5 de codimensao 1. Se

Prova:. Escrevemos B = onde (A,m, k) é regular e f € m?>. Como k ¢é infinito e
U é um tal espaco vetorial, escolhemos x4, ...,z,_; € m tal que x; +m?, ..., 2,_; +m? é uma
base de U, e seja Iy := (21, ..., x,_1) + m?.

E claro que Iy depende somente de U (e ndo da escolha de x;), e que Iy # Iy, para U # U'.

Podemos completar z;, ..., x,_; até um sistema minimo de geradores x1,...,z, de m. Entao

2

2), e vemos que I¢ D m?? para todo d > 1.

Iy = ($1, vy Lp—1,T
Escolhemos d maximal tal que f € m??. Entdo d = [g} (a parte inteira de g) Para este
d e Iy construimos um modulo maximal Cohen-Macaulay M ([;) como no Teorema e

definimos M := M(Iy). O modulo satisfaz

1
5 se e é par,
(M d
q(M) = W), d_
€B(M) € 1 1
— — — se e é impar.
2 2e

Como existem infinitos 7, também existem infinitos M (I;) ndo isomorfos.
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Capitulo 2 Mddulos de Ulrich

Pode-se melhorar o corolario anterior, observando a pergunta:

Dado f € m, para qual d > 1 existem infinitos ideais I tal que f € 147
Considerando os argumentos usados na prova acima, conjecturou-se em [5]:

Seja € € R,e > 0; entdo existe um inteiro e = e(e) > 1 tal que para qualquer anel de
hipersuperficie B de multiplicidade maior ou igual a e, existe uma infinidade de modulos
Cohen-Macaulay mazimais nao isomorfos com q(M) > 1 —e.

O proximo resultado implica que para qualquer anel de hipersuperficie ha pelo menos um

M modulo de Ulrich, isto é, um modulo com ¢(M) = 1.

Corolario 2.45 Suponha que A tem um mddulo de Ulrich. Seja f € m um elemento cuja
forma lider f* em gr, (A) é um nao divisor de zero. Entao A/(f) tem um mddulo de Ulrich.

d

Prova:. Seja N um A-modulo de Ulrich. Suponha que f € entdo f* = f 4 mdt!

md+1’
Como f* é um nao divisor de zero em gr,,(A), serd um nao divisor de zero em gr,.(N), ja que
gr,(N) ¢ um modulo maximal Cohen-Macaulay sobre gr, (A), pelo corolario 2.11} Assim,
temos e a (f—N) =ea(N)-d. Sed=1, entao e a (f—N) = e4(N), e assim f—N é um A-modulo
de Ulrlch. Se d > 1, escolhemos d, o ideal m e tomamos o modulo maximal Cohen-Macaulay

como no teorema 2.43, e obtemos

(N @4 M) < (M) - ea(N) = p(M) - u(N) = p(N @4 M),

A
)

Como N ®4 M é %—modulo Cohen-Macaulay maximal, novamente, pelo teorema [2.43| essa

desigualdade diz que N ®4 M é de Ulrich. [

Portanto como consequéncia direta do tltimo corolario temos finalmente o teorema:

Teorema 2.46 Todo anel de intersecao completa estrita admite um mddulo de Ulrich.
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Apéndice A
Fatoracao matricial

Neste capitulo introduziremos os conceitos de fatoracao matricial e moédulo de Clifford,

que serao utilizados mais adiante na sec¢ao [2.6

A.1 Fatoracao matricial

Definicao A.1 Seja A um anel comutativo com unidade e f € A. Uma familia o =
(a1, ...,aq), d > 1, de matrizes quadradas de ordem m, com coeficientes em A é chamada

uma fatora¢ao matricial de f (com d fatores e de ordem m) se

onde, E,, é a matriz identidade de ordem m.

Duas fatoracoes matriciais de f, a e 3, sao ditas equivalentes se existem matrizes invertiveis

7; tais que §3; = %Oéﬁi;lp para i = 1,...,d, com yg41 = 71.

Dada uma fatoracdo matricial com d fatores, denotaremos por I(«;) o ideal gerado pelas
entradas de oy, e por I(a) = % I(ay). E facil ver que I(ey) = I(8;),Vi=1,....d, se a e

[ sao equivalentes.

Teorema A.2 Sejam I & A e d > 1 um inteiro. Se f € I%, entio eviste uma fatoragdo
matricial o« = (aq,...,aq) de f tal que I(a) = I(oy;) = I, para i = 1,...,d. Além disso, é

possivel escolher a; = ... = agq.



Apéndice Fatoracao matricial e Médulos de Clifford

Para provar este teorema serao necessarios alguns conceitos, como de Algebras de Clifford

e Modulos de Clifford.

Definigao A.3 Seja K um corpo. Para alguma forma homogénea 0 # f € K[X;, ..., X,] de
grau d > 2, associamos a Algebra Universal de Clifford C(f):

Seja L = @), KX, o espago vetorial de 1-formas, e V. = L* o seu espaco dual com
base (ei,...,e,) dual para (Xi,..,X,). Para todo z = > x;e; € V, consideremos

f(z) = f(x1,...,x,) e definamos

onde T'(V') é a algebra tensorial sobre V, e I o ideal bilateral gerado pelos elementos
r®.0x— f(r),zreV.

A projecao Z —» d%(a — a = a + dZ) induz uma estrutura d%—graduada natural sobre

TWV):T(V) = @aeé T(V)a, onde T(V)z := @,., T(V);. Como os elementos que geram
I sdo homogéneos com respeito a esta graduagdo, podemos munir C'(f) com uma estrutura
d%—graduada.

Um mddulo de Clifford (para f) ¢ um C(f)-moédulo Z-graduado

M = @aE%Ma, para os quais dimgM < oc.

E conveniente considerar M; := M; para i € Z. Nesta notacio teremos M = @?;01 M; =

@?;t*l M, para todo t € Z.
Sejam f € K[Xy,...,X,] e g € K[Y1,...,Y,,] polinémios homogéneos de grau d. Vamos
supor também que K contém uma raiz & do d-ésimo polinémio ciclotomico ¢g.

O produto tensorial torcido C(f)®C(g) é definido como o produto tensorial graduado de

K-espagos vetoriais %—graduados, com multiplicacao dada por
(a@b)(c®d) = ¢lgrau®)(grau(©)) g @ b,

onde a,c € C(f) e b,d € C(g) sdo elementos homogéneos.
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Definiremos f + g := f(X1,..., Xn) + 9(Xn11, .., Xnim) € considere V := (& K X;)*.
W= (@727 KX;)*. Segue que C(f+g) é gerada sobre K por V& W, enquanto C(f)QC(g)

é gerado sobre K por (V®1)® (1@ W).

E possivel mostrar que
VoW —=(Vel)eg(leaW),z+y—r1+1Ry,

induz um epimorfismo o(f,g) : C(f + g) — C(f)®C(g). (Se d=2, entdo ¢(f,g) é um
isomorfismo).

Agora suponha que associamos um modulo de Clifford M para f, e um médulo de Clifford
N para g. Entdo definimos o C(f)®C(g)-médulo M&N como o produto tensorial Z-
graduado de espacos vetoriais dZiZ—graduados M e N, com a estrutura de C(f)®C(g)-modulo
dada por (a ® b)(m ® n) = ¢@rau®)loranm)gm & bn.

Usualmente consideraremos M &N como C(f + g)-médulo via ¢(f,g) e denotaremos
da mesma forma. Assim, M®N é um moédulo de Clifford para f + g, e dimg(M®N) =
(dimg (M))(dimg (N)).

Teorema A.4

(a) A inclusao natural V- — T'(V') induz uma aplicag¢io injetiva V- — C(f). Em particular,

C(f) #0.
(b) dimg(C(f)) <o n=1oud=2.

O proximo resultado justificard nosso estudo sobre modulos de Clifford.

Teorema A.5 Se f(x) # 0 para algum x € K", entdo as classes de equivaléncia da fatoracao
matricial o = (aq,...,aq) de f, onde as entradas de «; sao formas lineares, correspondem,

bijetivamente, as classes de isomorfismo de maodulos de Clifford M # 0 para f.

Esboco. Vamos descrever essa bijecao: Seja M # 0 um modulo de Clifford. Mostrou-
se em [3] que toda componente homogénea de M tem a mesma K-dimensao, digamos

m. Agora seja x € V, x = )"  x;e; entdo a multiplicacdo por z induz aplicacbes K-

lineares a;(z) : M; — M;4; (j = 1,...,d). Para cada j escolha uma base de M;. Com
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respeito a esta base o;(x) pode ser expressa por matrizes de ordem m, (o (%))ki=1,.. m,

‘ : _ 5\ (p)
onde cada () ¢ uma forma linear em 1, ..., z,. Portanto a;u(z) = > | ajyx,, com

(p) : _\"n (p) _ C 5
;i € K. Consideremos vy = > o Xy e i = (jpa)ki=1,..m Para j = 1,...,d. Entdo
a = (aq,...,aq) é uma fatoragdo matricial de f de ordem m com matrizes cujas entradas sao

formas lineares.

Note que a condicao acima sempre é satisfeita se K é infinito.

Voltemos & prova do teorema [A.2]

Queremos construir uma fatoracao matricial genérica de g, isto é, uma fatoragao matricial
de g considerada como um elemento de Z[X;;];=1, sj=1,.4. Para isto, seja & € C a d-ésima

raiz primitiva da unidade. Temos o seguinte:

Lema A.6 A forma genérica g = Y., H?Zl Xi; tem wuma fatoragao matricial [ =

(B, .., Ba) de ordem d*~1 com entradas em B := Z|§]|[X,;]. Mais precisamente, temos que

(1) As entradas de B; sao todas da forma 0 ou £"X,j, e

(2) 1(B) = I1(B) = ({Xij iz, sj=1,..a) Para l =1, ... d.

Prova:. Vamos proceder por inducao sobre s. Para s = 1 escolha 5, = Xy, paral =1, ...,d.

Agora suponha que s > 2 e que para § := Zf;ll 25:1 X;; temos a fatoracao matricial
B = (B, ..., Ba) de ordem p := d*~2 satisfazendo (1) e (2). Entéo temos que § = (81, ..., fa) &
a fatoracao matricial de g, onde

Bi-1 fl_lelEp 0 s 0 0
0 6172 fl_2X32Ep e 0 0
4= 0 0 Bi_s e 0 : |
: : : SR 0
0 0 0 o Bran €M Xu B,
X 4k, 0 0 e 0 Bi_a

com f3; := f3; para j = i (modd). Além disso, £B)_i, para i = 1, ...,d, sdo interpretados como

blocos de ordem p ao invés de elementos.
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Considere k := Q(&). Pela correspondéncia dada em 3 corresponde a um modulo de
Clifford M sobre C(g); e Xs1, ..., Xsq corresponde a um modulo de Clifford (trivial) N sobre
C(Xs1, ..., Xsa). Se escolhermos bases de M, N e M®N apropriadamente, encontraremos
que (3 é a fatoracio matricial correspondente a M &N, e assim, em particular, é a fatoracio
matricial de g + X1... X = g.

Logo, (1) e (2) seguem da hipdtese de indugao.

Observacao A.7 O polindmio minimal de raiz £ sobre Z é o d-ésimo polinémio ciclotémico

Soi_ox" € Z[X], onde r = ¢(d) para a fungao ¢ de Euler.

Lema A.8 A forma g (como acima) tem uma fatora¢ao matricial v = (71, ...,7a4) de ordem

d*~tr com entradas em B :=Z[X;;]. Mais precisamente temos que
(1) as entradas de (B sio todas da forma qX;; (q € Z), e

(2) I(v) = I(m) = ({Xij}izt,.sj=1,..a) Paral=1,... d.

Prova:.

A matriz A que descreve a aplicacdo Q-linear Q(¢) — Q(¢) dada pela multiplicagao por
e

0 1 0 0 0
0 0 1 O 0
A= :
0 0
0 0 1
—g 0 —a, g

assim, como anéis temos Z[{] SZ[A], £ — A.

Construindo v; a partir de §; substituindo as entradas de §; por blocos r x r satisfazendo:
(i) Se a entrada é 0, substituimos por uma matriz nula r x 7.

(ii) Se a entrada é £*X;;, substituimos por A*Xj;.
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A partir das propriedades de (3, vemos que v satisfaz (1) e (2).

Prova do Teorema |A.2| Existem elementos x;; € I tal que f=>"7 | H;lzl z;;. Podemos

assumir que I = ({;}i=1,..sj=1,..4), caso contrario, poderfamos escolher y € I\({z;;}:;) e
estender a soma acima adicionando yys...ys + (—y).y2...yq, com y; € I arbitrarios. Considere
as indeterminadas X;; e seja g = > .., H?:l X;;. Construindo a fatoracao matricial
a = (ai,...,aq) de f, a partir da fatoragdo matricial v = (v,...,74) de g, satisfazendo as
condicoes do lema substituindo as indeterminadas X;; pelos elementos z;; € A, entao,

se a é de ordem m, é facil ver que f.Ey, = D% e I(D) = I(a;) = I, onde

0 oy 0O --- 0
0 0 a9
D :=
0 0 ag
ag 0 e 0
assim, podemos escolher uma nova a com oy := ... := g := D.

Corolario A.9 Toda forma homogénea # 0 tem um mddulo de Clifford M # 0.

57



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

3]

4]

[5]

(6]

7]

18]

9]

Abhyankar, S. S. Local rings of high embedding dimension, Amer. J. Math. 89 (1967),
1073-1077.

Atiyah, M.F.; MacDonalds, L.G. Introduction to Commutative Algebra. Addison-Wesley

Publishing Company, Massachusetts, 1969.

Backelin, J.; Herzog, J.; Sanders H. Matriz factorizations of homogeneous polynomials, in:
Algebra, Some Current Trends, Proceedings, Varna 1986, Lecture Notes in Mathematics

1352 (Springer, Berlin) 1-33.

Backelin, J.; Herzog, J. On Ulrich-modules over hypersurface rings, in: Proceedings of

the Microprogram on Commutative Algebra at MSRI, Berkeley (1987) 15, 63-68.

Backelin, J.; Herzog, J.; Ulrich, B. Linear Mazimal Cohen-Macaulay modules over strict
complete intersections, in: Journal of Pure and Applied Algebra, North-Holland, 71
(1991), 187-202.

Bedregal, R. C. Notas de Aula de Anéis Cohen-Macaulay. Paraiba, 2012.

Brennan, J.; Herzog, J.; Ulrich, B. Maximally generated Cohen-Macaulay modules, Math.
Scand. 61 (1987) 181-203.

Bruns, W.; Herzog, J. Cohen-Macaulay rings. Cambridge University Press, Cambridge,
1993.

Casanellas, M.; Hartshorne, R. ACM bundles on cubic surfaces. J. Eur. Math. Soc. 13
(2011), 709-731.



Referéncias Bibliogrificas

[10] Casanellas, M.; Hartshorne, R.; Geiss, F.; Scheyer, F.-O. Stable Ulrich Bundles. Internat.
J. Math. 23 (2012), no.8, 50pp.

[11] Eisenbud, D. Homological algebra on a complete intersection, with application to group

representations, Trans. Amer. Math. Soc 260 (1980), 35-64.

[12| Eisenbud, D. Linear sections of determinantal varieties, Amer. J. Math. 110 (1988),
541-575.

[13] Goto, S. The divisor class group of a certain Krull domain, J. Math. Kyoto Univ. 17
(1977), 47-50.

[14] Herzog, J. Ein Cohen-Macaulay-Kriterium mit Anwendungen auf den Konormalenmodul

und den Differentialmodul. Math. Z. 163, 149-162 (1978).

[15] Herzog, J.; Kiihl, M. On the betti numbers of finite pure and linear resolutions, Comm.

Algebra 12 (1984), 1627-1646.

[16] Herzog, J.; Kiihl, M. Mazimal Cohen-Macaulay modules over Gorenstein rings and
Bourbaki sequences, in: Commutative Algebra and Combinatorics, eds. M. Nagata and
H. Matsumura (Advanced Studies in Pure Mathematics 11), pp. 65-92, North-Holland,
Amsterdam, 1987.

[17] Herzog, J.; Kunz, E. Der kanonische Modul eines Cohen-Macaulay Rings, (Lecture
Notesin Math. 238), Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York, 1971.

[18] Herzog, J.; Simis, A. Vasconcelos, W. V. Koszul homology and blowing up rings, in:
Commutative Algebra, Proceeding of the Trento Conference, 1981, eds. S. Greco and G.
Valla, (Lecture Notes in Pure and Appl. Math. 84), pp. 79-169. marcel Dekker, Inc., New
York, 1983.

[19] Huneke, C. The theory of d-sequences and powers of ideals. Adv. in Math. 46 (1982),
no.3, 249-279.

[20] Huneke, C.; Miler, M. A note on the multiplicity of Cohen-Macaulay algebras with pure
resolution, Canad. J. Math. 37 (1985), 1149-1162.

29



Referéncias Bibliogrificas

[21] Jozefiak, T. Ideals generated by minors of a simmetric matriz. Comment. Math. Helv.

53 (1978), 595-607.
[22] Matsumura, H. Commutative ring theory. Cambridge University Press, Cambridge, 1989.
[23] Miranda Neto, C. B. Notas de Aula de Algebra Comutativa. Paraiba, 2011.

[24] Northcott, D. C. Lessons on rings, modules and multiplicities. Cambridge: Univ. Press

1968.

[25] Northcott, D. C.; Rees, D. Reductions of ideals in local rings. Proc. Camb. Phil. Soc.
50, 145-158 (1954).

[26] Sally, J. Cohen-Macaulay local rings of mazimal embedding dimension. J. Algebra 56
(1979), 168-183.

[27] Sally, J. Numbers of generators of Ideals in Local Rings, (Lecture Notes in Pure and
Appl. Math. 35), Marcel Dekker, Inc., New York, 1978.

[28| Sally, J. Bounds for numbers of generators of Cohen-Macaulay ideals. Pacific J. Math.
63, 517-520 (1976).

[29] Samuel, P.; Zariski, O. Commutative Algebra II. SpringerD. Van Nostrand Company,
Inc., Princeton, 1960.

[30] Simis, A.; Andrade, J. F. Tdpicos de Algebra Comutativa . IMPA, Minas Gerais, 1981.

[31] Ulrich, B. Gorenstein rings and modules with high numbers of generators, Math. Z. 188
(1984) 23-32.

60



	Introdução
	Preliminares
	Geradores e posto de um módulos
	Dimensão de Krull e sistemas de parâmetros
	Sequências regulares e módulos Cohen-Macaulay
	Resolução livre e dimensão homológica
	Módulos canônicos e anéis Gorenstein
	Multiplicidade

	Módulos de Ulrich
	O problema proposto por B. Ulrich
	O caso 0-dimensional e alguns resultados gerais
	Resoluções lineares e o caso 1-dimensional
	Anéis com multiplicidade minimal
	Domínios homogêneos Cohen-Macaulay 2-dimensionais
	Interseções completas estritas

	Fatoração matricial
	Fatoração matricial

	Referências Bibliográficas



