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Resumo

Neste trabalho, estudamos as dlgebras de Clifford Cl(V, ®) associadas aos espagos quadraticos
(V,®), de maneira universal, construtiva e como quantizagao da algebra exterior. Clas-
sificamos todas as algebras de Clifford associadas as espagos quadraticos de Minkowski
(R, D, ), onde pg(u) = ui + ...+ u — (uh, + .o ul ), w= (U, ..., Upq) € RPTY,
as quais denotamos por Cl,,, bem como suas complexificagoes. Para tanto, usaremos
resultados importantes como o teorema da periodicidade de Carton/Bott. Além disso,
estudamos as suas representagoes, destacando a Representacao Adjunta Torcida, as Rep-

resentagoes Spin e Semi-Spin e por meio do numero de Radon-Hurwitz estudamos as

representacoes das algebras Cl .

Palavras-chaves: Algebras de Clifford, grupo Pin e Spin, representagoes e classi-

ficacoes.



Abstract

In this paper, we study Clifford algebras so universal and constructive as quantization of
exterior algebra, we classify all Clifford algebras associated with the quadratic Minkowski
spaces (RPT, @, ), where @, q(u) = uf + ... +u) — (uj, + ... +upy ), u=(U1,...,Upsq) €
RP*4 which we denote by Cl,,, as well as their complexifications. To do so, we use
important results as the periodicity theorem Carton / Bott. The, we study their repre-
sentations, emphasizing the Twisted Adjoint Representataion, Spin Representation and

the Spin-Half Representation moreover using the number of Radon-Hurwitz we study

representations of the algebras Cl .
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Introducao

Do ponto de vista historico, as primeiras algebras nao-comutativas surgiram entre
1843 e 1844, nos trabalhos de Hamilton, com os quatérnions e Grassmann com a algebra

exterior ([2],pag.149).

Entre os anos de 1850-1860, novos exemplos de dlgebras foram sendo introduzi-
dos por Cayley, desenvolvendo assim a teoria das matrizes, que embora nao as considerasse
uma algebra, se se podia considerar um primeiro exemplo notavel de uma representacao
linear de uma &algebra. Por volta de 1870, surgiram outros exemplos importantes de
algebras, mais precisamente as dlgebras de dimensao finita sobre os corpos de reais ou

complexos.

Nessa direcao B.Pierce da os primeiros passos. Eacle quem William K. Clifford
atribui a nogao de produto tensorial que usou implicitamente em uma generalizagao dos

quatérnios de Hamilton, e explicitamente para o estudo de suas algebras.

As élgebras geométricas ou dlgebras de Clifford, foram criadas William K. Clifford
entre 1878 e 1882, quando este introduziu uma nova regra de multiplicacao na algebra

exterior de Grassmann ([§], pag. 320-322).

Essas algebras foram redescobertas independentemente por R. Lipschitz entre
1880 e 1886, que reconheceu a descoberta anterior de Clifford em seu livro ” Untersuchun-

gen tber die Summen von Quadraten”de 1886.

Nossa intencao neste trabalho é estudar a classificacao das algebras de Clifford
associadas aos espagos quadraticos de Minkowski (RP™?, @, ), onde @, ,(u) = uf + ... +
wl— (uly 4 . udy,), u o= (U, .. upy) € RPY9 as quais denotaremos por Cly .

Elas sao importantes em nosso estudo, pois a partir delas podemos classificar todas as

algebras de Clifford reais e complexas associadas a espagos quadraticos de dimensao finita



nao-degenerados.

Como a teoria das representagoes estuda estruturas algébricas abstratas repre-
sentando seus elementos como estruturas em algebras lineares, faremos um estudo sobre
as representacoes das algebras de Clifford. Para isso, objetivamos apresentar tais algebras
apresentando conceitos e resultados inerentes as estas estruturas. No primeiro capitulo,
abordamos alguns conceitos fundamentais da algebra multilinear, como produto tensorial,

algebra tensorial e algebra exterior.

No segundo capitulo, apresentaremos as algebras de Clifford associadas a espacos
quadréticos (V, ®), as quais denotaremos por Cl(V,®). Abordando-as sob trés pontos de
vista: como um par universal, de maneira construtiva e por ultimo como uma quantizagao

da algebra exterior.

No terceiro capitulo, apresentaremos a classificacao das algebras de Clifford,
a partir de isomorfismos, dentre eles o principal teorema da teoria das classificacoes, o
chamado Teorema de Carton-Bott. E por ultimo, concluimos com o quarto capitulo,
apresentando as representacoes das algebras de Clifford. Esse estudo serd feito com a
compreensao inicial da representacao de uma algebra, passando em seguida a definicao
de representacao de uma algebra de Clifford e continuando o estudo abordamos alguns
conceitos e tipos especiais de representacoes como as representacoes ortogonais e repre-
sentagoes Spin e Semi-Spin, finalizando nosso estudo com a as representacoes das algebras

Clo .



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, vamos estudar os principais conceitos e resultados da Algebra Mul-
tilinear os quais giram em torno da nogao de produto tensorial de espacos vetoriais, estes
conceitos sao necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Neste capitulo K deno-

tard um corpo de caracteristica diferente de 2 .

1.1 Produto Tensorial de Espacos Vetoriais

Definicao 1.1. Sejam V e W dois K-espacos vetoriais. Um produto tensorial de V e W
é um par (T,0), onde T é um K-espaco vetorial e 0 : V x W — T é uma aplicagio
K-bilinear com a seguinte propriedade universal:

Dado H um K-espaco vetorial e ¢ : V' x W — H uma aplicacao K-bilinear, existe uma

unica aplicacao K- linear f : T'— H tal que o seguinte diagrama comuta

VxW-——"—H

,isto é, foo = .

Proposicao 1.1. O produto tensorial entre dois espacos vetoriais existe e é tunico, a

menos de isomorfismo.
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Prova: (Existéncia) Consideremos o K-espago vetorial L com base V' x W e seja N o

subespago de L gerado pelos elementos da forma:
(1) Az + pza, y) — Mz, y) — (@2, y)
(i) (2, Ay + py2) — A, y1) — pl(, ).
Onde z,z1, 22 €V, y,y1,y20 € W, A, u e K.

Definamos T'= L/N e seja 7 : L — L/N a projegao canonica. Agora definamos a
aplicacao o : VxW — T por o(z,y) = w(z,y), isto é, o =moi, com i:VxW — L

¢ a inclusao. Vamos mostrar que o é bilinear. De fato,

o(Ax1 + pze, y) = m(Ax1 + pa2,y) = Am(21,y) + pr(22,y) = Ao(21,y) + po(22,y)

Analogamente, prova-se que ¢ é linear na segunda variavel. Agora vamos provar que
(T, o) possui a propriedade universal. Com efeito, seja H um K-espago vetorial e ¢ :
V x W — H uma aplicagao K-bilinear. Como L tem base V x W, existe uma tnica

aplicacao K-linear h : L. — H tal que o seguinte diagrama

VxW————s]

comuta.

Observemos que N C Kerh. De fato,
h<<)\$l + /wcg,y) - )\(l.by) - M(.ﬁEg’y)) = h()‘xl + :U/x27y) - )\h(l.by) - Mh(z%y) =

= p(Axy + pwe,y) — Ap(21,y) — po(2e,y) =0

Assim, pelo teorema fundamental das aplicagoes K-lineares existe f : L/N — H tal que

fom=h,isto é, o diagrama

L x L/N
/
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é comutativo. Portanto, foo = fomoi= (fom)oi=hoi= . O que mostra nossa
afirmacao.

(Unicidade) Vamos provar a unicidade, isto é, dados (7', o) e (Z, ) dois produtos tensoriais
de V e W, existe um isomorfismo entre T' e Z. Com efeito, Como T é um produto tensorial,

existe g : T'— Z tal que o diagrama

VxW-——""——=T

é comutativo. Analogamente, como Z é um produto tensorial, existe j : Z — T tal que

o diagrama

¢ comutativo. Dal, temos que o diagrama

V xW = T

comuta. Como 17 00 = o,temos pela unicidade que ho g = 1. Analogamente goh = 1y

Portanto, g é um isomorfismo K- linear.

Observacao 1.1. O produto tensorial de V por W serd denotado por V ® W. Dado
(v,w) € V x W vamos denotar por v @ w o elemento o(v,w) de Ve W. E possivel provar
que o conjunto {v@w/v € V,w € W} gera o espacgo vetorial V@ W. Assim todo elemento
de VoW édaforma ) (v;@w;),comv; € V ew;, € W. Além disso, se B, e B, sdo bases
de V' e W respectivamente, entao {u; @ ug/u; € B,,us € By} é uma base de V@ W. Em
particular, se V e W tem dimensoes iguais a m e n, respectivamente, entao V @ W tem

dimensao m - n ( [4],pag. 18).
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Proposicao 1.2. Se VW e U sao K-espacos vetoriais quaisquer, entao valem:
(i) K@V =V
(i) VoW WeV

(iii) (VeW)eU ~Ve(WeU)

Prova: Veja ([4],pég 17) ]

1.2 Produto Tensorial de Algebras

Definigao 1.2. Uma K-algebra (associativa) é um par (A,-), onde A é um K-espago
vetorial e - : A x A — A é uma aplicacao K-bilinear chamada multiplicacdo que satisfaz

as seguintes propriedades:
(i) (Ma)-b=a-(\b) = A(a-b) para quaisquer a,b,c € Ae X € K.
(ii) (a-b)-c=a- (b-c) para quaisquer a,b,c € A.

(iii) Existe um elemento 14 tal que a-14 =14 -a = a, para todo a € A.

Definicao 1.3. Seja A uma K-algebra. Dizemos que um subespaco vetorial B de A é uma

subdlgebra de A se B é multiplicativamente fechado, isto é, se by, by € B, entao b1by € B.

Definigao 1.4. Sejam A e B duas K-algebras. Uma transformacao K-linear
¢ : A — B é um homomorfismo de K-élgebras se p(zy) = ¢(x)p(y), para quaisquer
z,y € Aep(la) = ¢(lp).

Definicao 1.5. Sejam A uma K-algebra e G um grupo comutativo. Definimos uma

G-graduacao em A como sendo uma familia (A,),eq de subespagos vetoriais de A tais que

A=A,

geG

Ag Ah - Ag+h )

para quaisquer g,h € G. Dizemos que uma K-algebra é G-graduada se ela possui uma

G-graduacao

Exemplo 1.1. R e C sao exemplos de algebras graduadas como veremos adiante.
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1.2.1 Algebra Tensorial de um Espaco Vetorial

Definicao 1.6. Seja V um K-espaco vetorial. Para cada p > 0, o K-espago vetorial
X’ V, onde

0 1
éV::V@ZJ...@V, para p > 2, ®V::K e ®V;:V

é chamado de p-ésima poténcia tensorial de V.

Para cada par de inteiros nao negativos (p, ¢), existe uma dnica aplicagao K-bilinear

¢ PV x @IV — PV (1.1)

tal que
¢(x1®"'®$p7xp+l®"'®xp+q):x1®"'®xp+q.

Definicao 1.7. Seja V um K-espago vetorial. Uma dlgebra tensorial sobre V é um par
(A7), onde A é uma K-dlgebra e i : V. — A é uma aplicacao K-linear satisfazendo
a seguinte propriedade universal: Dada uma K-dlgebra H e uma aplicagao K-linear ¢ :
V — H, existe um tnico homomorfismo de K-algebras h : A — H tal que o seguinte

diagrama comuta

Proposicao 1.3. A élgebra tensorial de um espaco vetorial existe e é tinica, a menos de

isomorfismo.
Prova: (Existéncia) Seja V' um K-espaco vetorial. Consideremos o K-espaco vetorial
oo
A=Perv
p=0

Desde que ®"V @ 'V C @7V, as poténcias tensoriais definem uma estrutura de
algebra Z-graduada nao negativa (isto e, A, = 0, para todo n < 0) sobre A.

Vamos mostrar que (A, ) satisfaz a propriedade universal.
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Sejam H uma K-algebra e ¢ : V. — H uma aplicagao K-linear, para definir h consider-
emos uma aplicacao p-linear

Vx---xV-—H
N————
p
Dada por

(@1, p) — @(@1) o~ (@)
Pela a propriedade universal do produto tensorial existe uma aplicagao K-linear

hy : @V — H tal que

hy(r1 ® -+ ® xp) = p(x1) - SO(xp)'

Entao a aplicacao K-linear h : A — H dada por

h(u) :thup up € ®pV,u:Zup
p

p

¢ um homomorfismo. De fato, se u,v € A s@o elementos decomponiveis (isto é, elementos

daformau=21® - Q@r,ev=1y1 @ - ®Y,), entdo

h(uw) = (11 Q@ @I, @Y1 @ - @ yp) = @(x1) - () - (Y1) - - @(yp) = h(w) - h(v).

Como todo elemento de A é uma soma de tensores decomponiveis e h é linear, entao h
preserva produto.
A prova da unicidade do par (A, 7) pode ser feita de maneira andloga a prova da unicidade

do produto tensorial.

Notacgao: Iremos denotar a algebra tensorial de um espago vetorial V' por T'(V).

1.2.2 A Algebra Exterior de um Espaco Vetorial
Aplicagoes Alternadas

Sejam V' e W dois K-espagos vetoriais e seja

po:Vx.xV—W
————
p

uma aplicagao p-linear. Entao toda permutagao o € S, determina outra aplicacao p-linear
oy dada por

0QP(X15 s Tp) = P(To(1), - To(p))-
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Segue que (7o) = T(0p) e ip = ¢, onde Id : W — W é a identidade.

Definicao 1.8. Uma aplicagao p-linear ¢ : V x ... x V. — W é chamada alternada se
op=c¢€,p para todo o €S,

Onde ¢, =1 ou ¢, = —1. Uma condicao equivalente é expressa na seguinte proposicao:

Proposicao 1.4. Uma aplicagao p-linear ¢ : V' x ... x V. — W ¢é alternada se, e somente
—_——
se, 8
o(T1, ..y xy) =0

sempre que x; = x;, para pelo menos um par de indices (4, j) com i # j.

Prova: Suponhamos que ¢ é alternada e que z; = x; (i # j). Seja T uma transposicao.

Entao
O(x1, .y p) = —=TP(T1, .oy Tp) = —P(T1, ..y Tp)
Logo, ¢(x1, ...,z,) = 0. Reciprocamente, assuma que ¢ satisfaz a igualdade p(z1, ..., x,) =
0. Entao se 7 = (4,j) é uma transposigao, segue que
O(X1y ey Ty ooy Ty ooy Tp) + P(X1, oy Ty ooy Ty oy Tp) =
(X1, ey T + Xy oy T+ Ty o, Tp) — @(T1, o0 Ty ooy Ty ooy Tp) — @(T1, oy Ty ooy Ty o, Tp) = 0,

isto é,

Logo, ¢ ¢ alternada.

P icao 1.5. Sejam W K- torial, p : V x ... xV — W licaga
roposicao ejam W um K-espago vetorial, ¢ uma aplicacao

p
p-linear e f : @V — Wa aplicacao induzida por ¢. Entao ¢ é alternada se, e somente

se, NP(V) C Kerf, onde N?(V') é o subespaco gerado por todos os produtos z1 ® ... ® z,,

tal que z; = x; para pelo menos uma par ¢ # j.

Prova: ¢ ¢ alternativa se , e somente se,p(x1, ..., z,) = 0, sempre que x; = x; para pelo

menos um par (7,7),7 # j. Mas

o(x1, .., xp) = f(11 ® ... ® Tp)

e assim ¢ é alternativa se, e somente se, f se anula nos geradores de N?(V'). Logo,

NP(V) C Kerf. u
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Definicao 1.9. Seja V' um K-espaco vetorial. Uma p-ésima poténcia exterior de V ¢é

um par (F,¢), onde E é um K-espago vetorial e ¢ : V x ... x V. — E é uma aplicagao

P
alternada com a seguinte propriedade universal : Dado H um K-espaco vetorial e ¢ :
V x..-xV — H uma aplicacao p-linear alternada, existe uma tinica aplicacao K-linear

f+ E —> H tal que o seguinte diagrama

Vx. xV————sH

é comutativo.

Teorema 1.1. A p-ésima poténcia exterior de um espaco vetorial V' existe e € unica, a

menos de isomorfismo.

Prova: Para provar a existéncia, definamos

E = @"V/N?(V).

Seja ¢ : V x ... x V. — F a aplicagao p-linear definida por

p

AT,y ) =T(T1 R -+ @ Tp).

Onde 7 denota a projecao

TRV — QPV/NP(V).

Verifica-se facilmente que N?(V) C Kerm. Assim, pela proposi¢ao (1.5) temos que ¢

é alternada. Além disso, considerando ¢ : V x --- x V — H uma aplicagdo p-linear
—_———

p
alternada, sabemos que ¢ determina uma aplicacao K-linear h : ?V — H tal que
hr; @ - @x,) = @(x1, ..., 7). (1.2)

Como ¢ ¢ alternada, a restri¢do ¢|n»(vy é nula e assim, pelo teorema fundamental

das aplicagoes K-lineares, existe

f:@V/NP(V) — H
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tal que f om = h . Combinando esta relagao com a igualdade ([1.2)), obtemos

o(x1,..yxy) = fom(x1 ® ... Q@ x,) = fod(xy,...,zp)

De onde temos que
p=foo
, ou seja, ¢ satisfaz a propriedade universal.
Suponhamos (E, ¢) e (E',¢') duas poténcias exteriores de V. Vamos mostrar que existe

. / . , A~ . . ~
um isomorfismo entre £ e E'. Com efeito, como E é uma poténcia exterior de V, entao

existe uma tunica aplicacao K-linear f tal que o seguinte diagrama comuta

VXX V————F

’r A~ . . . . ~ .
Analogamente, como E é uma poténcia exterior de V', existe uma aplicagao K-linear g,

tal que o seguinte diagrama comuta:

Vx.xV—————F

Como 1g o7 =i, temos pela unicidade das aplicacoes g e f que go f = 1. Analoga-
mente mostra-se que fog=1..

Portanto f é um isomorfismo e f~! = g.
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Denotaremos a p-ésima poténcia exterior de V por APV, os elementos da forma
v; A -+ A v, sao chamados de decomponiveis e um elemento de x € APV ¢é chamado de

p-vetor.

Definicao 1.10. Seja V um K-espaco vetorial. Uma dlgebra exterior sobre V é um par
(A,7), onde A é uma édlgebra associativa com unidade 14 ei: V — A é uma aplicagao K-
linear satisfazendo a seguinte propriedade universal: Dada uma algebra He o : V — H

uma aplicacao K-linear satisfazendo

p(v)* =0 (1.3)

existe um unico homomorfismo f: A — H tal que o seguinte diagrama comuta :

,isto é, foi= .

Teorema 1.2. A dlgebra exterior de um espaco vetorial V' existe e € unica, a menos de

isomorfismo.

Prova: Consideremos agora a seguinte soma direta

i
p=0

As projecoes 7, : @V — APV com nicleo NP(V') determinam a projegao
m:T(V)— A
com Kerm =3 NP(V) = N(V). Assim temos um isomorfismo K-linear
f:T(V)/NV)— A

Como T(V)/N(V) é uma &algebra associativa, existe uma multiplicagdo em A, a qual

denotaremos por A , tal que f torna-se um homomorfismo de algebras. Assim, temos

uNv=m(t®70), ueA e veEA,



23

Ondew € T(V), v € T(V) s@o elementos tais que m(%) = u e 7(0) = v. Esta multiplicagao
em A a torna uma algebra associativa e com unidade 14. Agora seja H uma K-dlgebra e

¢V — H uma aplicacao K-linear satisfazendo
(V) =0 (1.4)
Notemos primeiro que a igualdade acima implica que
p() - py) +o(y) - plx) =0  zyeV. (1.5)

De fato, se z,y € V sao vetores quaisquer, entao

0= (p(z+y))” = plat+y)p(aty) = ¢(2) +o(@)e)+ey) e(@)+ey)* = e(@)ey)+ey)-(z),
Para definir A consideremos, para todo p > 2, uma aplicacao p-linear

a:Vx--xV—H
————

p
definida por

a(zy,..,zp) = @(x1) oo - o(xp).
Entao, segue de que « ¢ alternada e consequentemente, existe uma aplicagao K-linear

h? . NPV — H tal que

RP(xy A= ANxp) = (1) o o(x,) p> 2

Definamos h : A — H uma aplicacao linear cuja restricao a APV é igual a h?,p > 0.
Para provar que h ¢ um homomorfismo, sejam u = 21 A+~ AxZp € V= Tpp1 A -+ A Tpiyg

dois elementos decomponiveis. Entao

h(u Av) =h(z1 A=+ ANTpig) = @T1 - oo PTpyg = (PT1 oo PTp) (PTpr1 * oo PTpq)

h(xy A= ANap) - h(zpe1 A+ A Zpig) = h(u) - h(v).

Notagao: Denotaremos a dlgebra exterior de V por A'V.

A multiplicacao

A APV x NV — NPTV
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definida por

(VI A AU, Upr A v AUg) 01 A+ A Upig

Torna AV uma &lgebra (associativa) Z-graduada nao negativa. A dlgebra exterior nao é
comutativa porém ela possui a seguinte propriedade que substitui a comutatividade, isto
€,

uNv=(—DPMvAu ueANV, veAV.
Dai segue que,

uANv=vAu, sepouqépar. (1.6)

uAu=0, sepéimpar. (1.7)



Capitulo 2

Algebras de Clifford

As algebras de Clifford sao algebras associativas que generalizam sistemas numéricos
como os numeros reais, complexos e quatérnios, além da sua importancia nas aplicagoes a
varias areas de pesquisa como a fisica tedrica, fisica quantica e geometria. Neste capitulo
vamos apresentar as algebras de Clifford associada a um espaco quadrético sob trés pontos

de vista: categodrico, original e como quantizacao da algebra exterior.

2.1 Definicao e exemplos

Seja (V, ®) um espago quadratico e seja A uma K-algebra associativa. Dizemos que uma

aplicacao K-linear ¢ : V. — A é uma aplicacao de Clifford se para todo v € V,
¢(v)* = ®(v) - 1a (2.1)

Definigao 2.1. Seja (V,®) um espago quadratico. Uma dlgebra de Clifford é um par
(ClU(V,®), ), onde CI(V,P) é uma algebra (associativa) juntamente com uma aplica¢ao
de Clifford ¢ : V. — CI(V, ®) satisfazendo a seguinte propriedade universal:

(Cl) Dada uma K-élgebra A (associativa) e uma aplicagao de Clifford ¢ : V' — A, existe
um unico homomorfismo de K-algebras f : Cl(V,®) — A tal que o seguinte diagrama é

comutativo:
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/
ClLV, D)
Observacao 2.1. A condicao (Cl) é equivalente as seguintes condigoes :
(Cly) Cl(V, @) é gerada como algebra por I'm¢ e pela unidade 1eyv,a);

(Cly) Para toda a aplicagao de Clifford ¢ : V' — A existe um homomorfismo de

algebras f : CI(V,®) — A tal que o diagrama (2.2) é comutativo.

Com efeito, é claro que as condigoes (Cly) e (Cly) implicam a definigdo. Reciproca-
mente, supondo (C1), a condi¢ao (Cly) é imediatamente satisfeita. Para estabelecermos
a condigao (Cly) denotemos por H a subdlgebra de CI(V,®) gerada por Im¢ e & sendo
¢, considerada como aplicacao em H. Entao, gz~5 ¢ claramente uma aplicacao Clifford.

Consequentemente existe um tinico homomorfismo f : CI(V,®) — H tal que

Agora consideremos a aplica¢ao i o f : CI(V,®) — CI(V, ®). Entao das relagoes acima,
temos
(iof)od=io(fog)=iod=0

Por outro lado,

Iog=¢,
onde I é a identidade em C1(V, ®). Assim, a unicidade implica que

tof=1.
Portanto i é sobrejetiva e assim H = CI(V, ®).

Teorema 2.1. Dado (V,®) um espago quadratico a dlgebra de Clifford C1(V,®) existe e

€ unica a menos de isomorfismo.
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Prova: Para provarmos a existéncia, consideremos a dlgebra tensorial T'(V') e seja J o

ideal gerado pelos os elementos da forma
v@v—®(W).1l, veV, onde 1€V =K

Definamos CI(V,®) :=T(V)/J e seja 7 : T(V) — CI(V,®) a projegao canodnica.
Seja ¢ : V. — CI(V, @) dada por

¢p=moi onde i:V — T(V) ¢ a aplicagdo inclusao.

Afirmacao 1. (ClU(V, D), ¢) satistaz (Cly) e (Cly).

De fato, observemos inicialmente que, para v € V,

(6(v))? = (roi(v))* = w(i(v))* = T(v @ v) = B(v).1.

Como T'(V') é gerada por V e 7 é sobrejetiva, temos que ¢ satisfaz a condi¢ao (Cly). Para

estabelecermos a condicao (Cly), seja ¢ : V' — A uma aplicagdo K-linear tal que

pela propriedade universal da algebra tensorial ¢ estende-se para um homomorfismo
h:T(V)— A.
Este homomorfismo satisfaz
h(v®@v—®(v).1) = p(v)* — &(v)l4 = 0.
Logo, J C Kerh e assim existe f : Cl(V,®) — A tal que f o ¢ = ¢, com efeito,

foo(w)=fomoi(v)=fom(v)=h(v) =) zeV.

Portanto a condigao (Cls) é satisfeita.
Agora, para provarmos a unicidade consideremos (C1(V, ®), ¢) e (C1(V, ®), $) duas dlgebras
de Clifford de (V,®). Entéo existem tnicos homomorfismos f : CU(V,®) — CI(V,®) e
g : Cl(V,®) — CI(V, ®) tais que os seguintes diagramas comutam

1% é ClIV,d) e V

4 k4
/ /

B
Q
=~
=
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Jisto &, o=fop e o=goo.

Dai segue que

0=(fog)od e d=(gof)o0.
Assim, pela condigao (Cl) temos
fog=1Is e gof=Ia.
Logo, f e g sao isomorfismos tais que g = f~ L.
[ ]

Observacao 2.2. Como ®(u +v) — ®(u) — ¢(v) = 2B(u,v), temos pela condigao (2.1)),

a seguinte igualdade

P(u)p(v) + d(v)P(u) = 2B(u, v).1oywe). (2.3)

Consequentemente, se dimV = n e {ej,es,...,e,} é uma base ortogonal de V| entdo

igualdade (12.3)) se reescreve como

d(e;)dle;) + dlej)dle;) =0 para todo i # j.

Vejamos agora os exemplos classicos de algebras de Clifford:

Exemplo 2.1. Seja V =R e ® : R — R definida por ®(z) = —22. Vamos mostrar
que a &lgebra de Clifford CI(R, ®) é C. Para isto, consideremos a aplicagdo ¢ : R — C

definida por ¢(x) = zi. Observemos que ¢ é uma aplicagao de Clifford,

Consideremos o homomorfismo de R-algebras f : C — R definido por f(a + bi) =

a—+ bp(1l), temos que o seguinte diagrama comuta
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De fato, f o ¢(x) = f(zi) = zp(l) = ¢(x). Por outro lado seja g : C — A um

homomorfismo de R-algebras tal que,
goo=e.

Entao, g(a+bi) = ag(1) +bg(i) = ag(l) +bg(é(1)) = a-1+bp(1) = f(a+ bi). Portanto,
CI(R,®) = C.

Exemplo 2.2. Seja V =R e ®(a) = a® a forma quadrética associada. O espago vetorial
R? com o produto (a,b).(c,d) = (ac + bd, ad + bc),é6 uma algebra associativa com (1,0)
como elemento unitdrio. Vamos mostrar que CI(R,®) é R?. Com efeito, consideremos
a aplicagdo ¢ : R — R? dada por ¢(a) = (0,a), entdao ¢(a)? = a*(1,0). Agora, seja
f : R — A, um homomorfismo de R-4lgebras definido por f(a,b) = a.14 + b.pp(1).

Entao temos que o seguinte diagrama

é comutativo. De fato, fo ¢(z) = f(o(z)) = f(0,2) =0-1+ 2 - (1) = ¢(x). Por outro

lado seja g : R? — A um homomorfismo de R-algebras tal que,
goo=y¢

Entao, g(a, b) = g((a’ O)+(07 b)) = g(a7 0)+g(07 b) = ag(17 O)+bg(07 1) = a'1A+bg(¢(1)) =
a-1a+0bp(1) = f(a,b).

Exemplo 2.3. Seja V = K e & = 0 a forma quadratica nula. Neste caso, Cl(K, ®) =
Klx]/(2?), pois A K = K][z]/(x?). Isto é generalizado no seguinte exemplo:

Exemplo 2.4. Seja V' um espaco vetorial e ® é a forma quadratica nula em V', entao

Cl(V,®) = AV, pois como CI(V,®) =T(V)/{v®v— ®(v).1), temos que
ClUV,®) =T(V)/(vev)= \V

Exemplo 2.5. Seja V =R? e B : R? x R? — R uma forma bilinear em R? definida por

B((a,b), (c,d)) = —(ac + bd), cuja forma quadratica associada é ®((a,b)) = —(a® + b?).
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Consideremos a aplicagao R-linear
¢:R?— H
(a,b) — ai + by,
onde H é a algebra dos quatérnios, temos que ¢(a,b)® = (ai + bj)? = —(a® + V?) =
®(a,b).1g. Vamos mostrar que H é a dlgebra de Clifford CI(R? ®). De fato, sejam A

uma R-4lgebra associativa e ¢ : R? — A uma aplicacao R-linear, tal que
¢(a,b)® = ®(a,b).14

Consideremos o homomorfismo de R-dlgebras f : H — A dado por
fla+bi+cj+dk) =a+bp(1,0) + cp(0,1) + dp(1,0)p(0, 1), entdo o seguinte diagrama
comuta:

RZ2—*— A

De fato, f o ¢(a,b) = f(ai+bj) = ap(1,0) + bp(0,1) = v(a,0) + ¢(0,b) = ¢(a,b). Além
disso f é unica. De fato, seja g : H — A um homomorfismo de R-dlgebras tal que
goo =,

Entao, g(a + bi + cj + dk) = a + bg(i) + cg(j) + dg(k) = a + bg(é(1,0)) + cg(¢(0,1)) +
dg((1,0)9(0,1)) = a+bp(1,0)4+cp(0,1)+dp(1,0)p(0,1) = f(a+bi+cj+dk). Portanto,
CI(R?, @) = H.

Exemplo 2.6. Seja V = R? ¢ ® : R? — R a forma quadratica em R? definida por
O(x,y) = 22 — y*. A dlgebra de Clifford CI1(R? ®) é My(R) . De fato, consideremos

x J—
¢ : R? — M,(R) uma aplicagao K-linear definida por ¢(z,y) = Y
y —x
Observemos que
2
T —y 10
Qb(l‘, y)2 = = ‘IQ - y2 = CI)(‘/E’ y)le(R)
Yy —x 01

Seja ¢ : R? — A uma aplicacao R-linear. Consideremos o homomorfismo de R-algebras

f: My(R) — A definido por

a b d —d —b b
= T+ T e(1,0) + (0,1 -

fcd 2 2

(1,0)¢(0,1)
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Entao o seguinte diagrama

R? @ A
4
/
¢ i
/
/
M;(R)
a —
é comutativo. De fato, f o ¢(a,b) = f = ap(1,0) + bp(0,1) = ¢(a,b). Por
b —a

outro lado, seja g : M3(R) — A um homomorfismo de R-algebras, tal que

goo=y.
N b a+d |10 a—d |1 O c—b |0 -1
Entao, g = g + g + q -
c d 2 01 2 0 —1 2 1 0
c+b 1 0 0 -1 a-+d a—d c—b c+b
0 -1 1 0

f(a,b). Portanto, M5(R) é uma dlgebra de Clifford para R2.

Exemplo 2.7. Vamos apresentar as matrizes de Pauli e suas relagdes com as algebras de

Clifford. Antes, consideremos a seguinte tabela:
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Notagao Matriz Acao
10
I Identidade
0 1
-1 0
-1 rotacao de angulo 7
0 -1
0 -1 B . T
J rotacao de angulo —
1 0 2
0 1 ~ . T
-J rotacao de angulo ——
10 2
10
U reflexao em torno de y = 0
0 -1
-1 0
-U reflexao em torno de x =0
0 1
01 ~
Q reflexao em torno de y = x
10
0 -1
-Q Reflexao em torno de y = —x
-1 0

Estas matrizes satisfazem as seguintes relacoes
Q*=U=J'=1, QU=-UQ=J, QJ=-JQ=U, JU=-UJ=Q.

As matrizes Spin de Pauli 0y, 01, 02, 03 bem como as matrizes associadas de Pauli 7o, 71, T2, T3

sao descritas na tabela abaixo.

Notagao Matriz Notagao Matriz
10 10
gg = 1 T0O — 1
0 1 0 1
0 1 . 0 2
o=@ T =1Q
10 1 0
, 0 —1 0 1
o9 =1J Ty = —J
0 -1 0
1 0 , t 0
03 — U T3 — U
0 —1 0 —
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Como elementos da algebra associativa My (C), elas satisfazem

co=o0i=0,=o03=1 1=1 ¢ 7i=75=7143=—1
Enquanto
00 = —10y, TjTp = T,

onde {j, k, [} é uma permutagao ciclica de {1,2,3}. As matrizes de Pauli sao importantes

pois se identificam com as algebras Classicas de Clifford no seguinte sentido:

Definamos )
r y
U070 = {)\0'0 A € R}, U071 = s €,y - R
ry o + iIl ) + il’g
ULO: ) xayGR ) U0,2: 1 eR
y x —To + il‘3 o — i[L‘l

E de f4cil verificagao que cada um destes conjuntos sao subdlgebras reais de My(C).

Além disso, das aplicagoes de Clifford definidas abaixo
0— 0, z+——2x7, =+ x01, (T1,T2)+—> T1T1+ TaTo
temos os seguintes isomorfismos

Uow =R, Uipg=RER, Uy =C, Uy =H.

Sejam QVec e AA as categorias dos espagos quadraticos e das algebras associativas

respectivamente (veja exemplos e ).

Proposigao 2.1. A algebra de Clifford define um funtor Cl da categoria dos espagos

quadraticos QVec para a categoria das algebras associativas AA.

Prova: Sejam (V,®y) e (W, ®y) espagos quadraticos e CL(V, Py, ) e CI(W, Dy, ) as suas
algebras de Clifford correspondentes. Agora, seja f : V — W uma isometria em QVec
(ver [B.3) , isto é, Oy o f = Py e consideremos ¢y o f : V. — CU(W, @y ). Observemos

que ela é uma aplicagao de Clifford:

(6w o £)(v)* = (dw(f())* = Cw(f(v)).1w = Dy (v).1w,
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onde ly é o elemento unitario de ClU(W, ®y ). Entao pela propriedade universal de
Cl(V,®), existe um tnico homomorfismo de algebras Ci(f) : Cl(V, ®y) — CUW, D),
tal que

Cl(f)o v =owo f.

Em particular, se V' = W, e a isometria considerada ¢ a identidade segue da unici-
dade que Cl(Id) = Idcyv,e,) Mais ainda, se (X, ®x) é um terceiro espago quadratico e
g : W — X é uma isometria de W em X com go®y = ®y, entao a aplicacao de Clifford
¢xog : W — Cl(X, Px) induz um tnico homomorfismo de algebras Cl(g) : ClI(W, Oy ) —
Cl(X,®y). Agora verificando-se que a composigao de duas isometrias é ainda uma isome-
tria e que a aplicacao ¢x o (go f)(z) : V — CIl(X,Px) é uma aplicagdo de Clifford,
obtemos um unico homomorfismo de dlgebras Cl(go f) : Cl(V,®y) — CI(X, Px) que

pela unicidade é igual a composigao Cl(g)oCI(f). Isto mostra que o funtor C1 é covariante.

Proposicao 2.2. A aplicagao de Clifford ¢ : V' — CI(V, ®) é injetiva.

Prova: Seja u: AV — End(A\V) o homomorfismo de algebras Z-graduadas, que a
cada x € /\ V associa o operador de multiplicagdo u(x), definido por p(z)v = x Av e seja
I:V* — End(\V), que a cada h € V* associa um operador de substituicao definido
por
p .
) (r Ao Ay = S (1 Mo oy Ao AF A A
i=1

De temos que I induz pela propriedade universal da dlgebras exterior um tnico K-
homomorfismo de algebras ¢t : AV* — End(A\ V). Além disso, consideremos B uma

aplicacao bilinear e
B*:V — VvV
v — B*(v): V. — K
u +— B*(v)(u) = B(u,v)

De posse dessas aplicagoes, seja f : V. — End(/\ V) a aplicacdo K-linear definida por

f(v) = pu(v) +t(B*(v)). Pela propriedade universal da dlgebra tensorial existe um tnico
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homomorfismo de dlgebras f : T(V) — End(/\ V) tal que o seguinte diagrama comuta

Vv f End(A\V)

, isto é, foi:f.
Além disso, das relacoes de comutacao definidas em [C.3|[C.6] e [C.8 observamos que a

aplicacao K-linear f satisfaz a seguinte igualdade:

f)f(w) + f(w) f(v) = (B*(w),v) + (B*(v),w) = 2B(v, w).

Ou seja, f é uma aplicagao de Clifford. Logo, existe um tnico homomorfismo de algebras

for: CUV, ®) — End(/\ V) (2.4)

stal que, o seguinte diagrama comuta

Vv f End(A\V)

7/
s
e

p=moi P 7 fe
7

Cu(v, )
,onde m: T'(V) — CI(V, ®) é a projegao canonica. Logo, se moi(v) = 0, entdo f(v) = 0,
isto ¢, u(v) +t(B*(v))(x) =0 = v Az + B(v,z) = 0 para todo z € AV, em particular
para x = 1 temos
0= f()(1) = p(v)(1) +H(B*(v))(1) = v
Portanto ¢ : V. — CI(V, ®) ¢ injetiva.

]
Observacao 2.3. Devido a injetividade de ¢, vamos de agora em diante por simplicidade

de notagao, escrever v ao invés de ¢(v). Assim, a condic¢do (2.1)) pode ser reescrita como

sendo
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e a relagao ([2.3)) é reescrita como
wv +vu = 2B(u,v)-

Além disso, pela condicao (Cly) a algebra de Clifford é gerada pelo espago vetorial V' e

pela unidade 1¢yv,0) € se {e1, -+ ,e,} é uma base ortonormal de V', entao

e?zcb(ej)-l, 1<j<n

ejep = —epej, 1< 75, k<n,j#k.

A Zs-graduagao de CIl(V, D)

Sabemos que a élgebra de Clifford CI(V, ®) define um funtor Cl da categoria dos espagos
quadraticos QVec para a categoria das algebras associativas AA. Em particular, dada
a isometria f : V. — V definida por f(v) = —wv,existe um unico K-automorfismo de

algebras CIl(f) : CI(V, ®) — CI(V, @) satisfazendo as seguintes propriedades :
Cl(f)yoCl(f)=1d e CI(f)(o(v)) =—0¢(v) paratodo veV.

Ou seja, esse automorfismo é uma involucdo a qual denotaremos por «. Desta forma, a

algebra de Clifford C1(V, ®) pode ser decomposta nos seguintes subespagos

Cl(V,®) = CI°(V,®) @ CI(V, ®), (2.5)

onde CI°(V,®) = {z € CI(V,®)|a(z) = x} e CIN(V,®) = {z € CI(V,®)|a(z) = —z}.

Além disso,

CI°(V,®) - CI°(V,®) c CI°%V,®), CI°(V,®)-CIV,®) C CIYV,d)
CIYV,®) - CIYV,®) c CI°(V,®), CIYV,®)-CI°V,®) c CINV,d).

Chamando de grau zero o elemento 0 e grau r o mondmio da forma zy---x,, temos
que CI°(V, ®) é uma subalgebra da lgebra de Clifford, cujos elementos sao combinagoes
lineares de monomios de grau par, enquanto que CI'(V,®) é apenas um subespago, cu-
jos elementos sao combinacoes lineares de monomios de grau impar. Os elementos de

C1%(V,®) sao chamados elementos homogéneos de grau par e os elementos de CI*(V, ®)
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sao chamados de elementos homogéneos de grau impar. Isto define uma Z,-graduacao em
Cl(V,®), razao pela qual chamaremos « de involugio com grau. A de Clifford CI(V, ®)
¢ chamada de dlgebra Zs-graduada ou superdlgebra. A algebra oposta de Clifford, a qual
denotamos CIP(V, ®), é a algebra de Clifford CI(V, ®) com a multiplicagao definida por
x Py =y -z, a partir dela outra involucao de fundamental importancia no estudo das
algebras de Clifford, é obtida da seguinte forma: Considere o automorfismo f:V — V
definido por f(z) = =z, obtemos um anti-automorfismo CI(f) : Cl(V,®) — CI(V, D)

satisfazendo as seguintes propriedades:
Cl(f)(v-w)=Cl(f)(w) -Cllv) e CI(f)(p(v)) =¢(v) paratodo v,weV.

Por simplicidade de notacgao esta involucao sera denotada por t.

Observacao 2.4. Se V possui dimensao finita n e {ey,...,e,} é uma base de V, pela
injetividade de ¢, os homomorfismos « e ¢ ficam definidos na base {e, ..., e,,} da seguinte
forma:
t(el) = €;
t(eheiz e eik) = €, Cip_y " Ciy

onde 1 <iy <ig < -+ <ip<net(l)=1. A aplicacao « é definido por

ale;) = —e;

alei e, %) = (_1>k€i16i2 © €y

onde 1 <ij <ig<--<ip<nea(l) =1

A algebra de Clifford e a algebra exterior

Existem algumas relagbes importantes entre a édlgebra de Clifford CI(V,®) e a algebra

exterior de V. Antes de apresenta-las, vejamos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.2. Seja A é uma K-algebra. Uma filtracao F' de A é uma familia de sube-
spagos {F'A};>o de A, tais que

(i) K=F'ACF'AC---CF'ACF*™c---CcA
(i) U, FrA=A

(iii) FTA-FSAC F'*A, r,s>0



38

A dlgebra graduada associada de (A, F) é definida como
Gr(A,F) =P FrA/FA,
onde o produto ¢ dada por

(a+ F'A) b+ FF'A)=ab+ F"71A, a€ FTAb e FPA. (2.6)

Toda algebra graduada possui uma filtracao natural, que no caso da algebra tensorial
T(V) é dada por FOT(V) c F'T(V) € F?>T(V) C ---, onde cada subespaco é definido
por

F'T(V) =P eV

s<r
Se definirmos F'Cl = e (F'T(V)), onde mp denota a projecio candnica da lgebra tenso-
rial de V' na algebra de Clifford C1(V, @), obtemos uma filtragao F°Cl C F'Cl C F?CI C
.-+ da élgebra de Clifford CI(V, ®). Assim, a algebra de Clifford CI(V,®) é uma &lgebra

filtrada. Da multiplicacao acima, induze-se uma aplicagao
(F'CI/F™'Cl) x (F'Cl/F*™'Cl) — (F"™Cl/F™1Cl).

Denotando F*CI(V, ®) = @, F", onde F" = F"CI/F"~'Cl, obtemos a dlgebra graduada

associada.

Proposicao 2.3. Para toda forma quadratica @, a algebra graduada associada de Cl(V, @)

¢ isomorfa a algebra exterior A V.

Prova: A aplicagao ¢, : @V — F"Clrp — F", dada por v;, ® - - @ v, — [v;, -+ - v;,]
é r-linear alternada e portanto induz uma aplicacao linear ¢, : A"V — F". Claramente
cada 1, é sobrejetiva. Por outro lado, as aplicagoes 1, induzem um homomorfismo so-
brejetivo de dlgebras graduadas ¢ : AV — F*CI(V,®). Afirmamos que v é injetiva.
Com efeito, o nucleo de cada ¢, : 'V — [F" é constituido de somandos r-homogéneos
de elementos z € J = (v ®@ v — ®(v)) de grau < r. Assim, qualquer elemento = € Keryp,
se escreve como uma soma finita z = > a; ® (v; ® v; — ®(v;)) ® b;, onde v; € V e a;,b;
sao tensores tais que dega; + degb; < r — 2. Os elementos da parte homogénea de x é
> a; @ (v; ® v;) ® b, onde (dega; + degb; = r — 2). Como v; A v; = 0 para todo i > 0,
vemos que a imagem de x na &lgebra exterior é zero. Consequentemente a aplicacao
Y. : NV — F7 é injetiva. Como a aplicacao ¢ : AV — F* é decomposta na soma

direta das aplicagoes 1., resulta que ¢ : AV — F* é injetiva. [
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Observacao 2.5. A Proposicao anterior diz que o produto de Clifford é um aprimora-
mento do produto exterior que é determinado pela forma quadratica ®. Lembremos que

ClV,0)= \V .

Proposicao 2.4. Seja K uma corpo de caracteristica diferente de zero. Entao existe um

monomorfismo canénico como espacos vetoriais
A\V = ClV, @) (2.7)
compativel com as filtragoes.

Prova: Seja f:V x--- x V — CI(V, ®) a aplicacdo r-linear definida por
1 .
flog--v,) = ] > " sign(o)veq) - Vo) (2.8)

onde o € S,. Claramente f induz uma aplicacao linear f : A"V —s CI (V, ®) cuja imagem
estd em FTCl. A composicio de f com a projecio F'Cl —» F" resulta na aplicacio
. : N'V — CI(V,®) obtida na prova da proposi¢ao anterior. Consequentemente fé

injetiva, e portanto a soma direta dessas aplicagoes é uma aplicagao injetiva.
|

Ja vimos que a algebra de Clifford é uma superdlgebra, isto é, Zs-graduada. Vamos
introduzir agora o super produto tensorial ARB de duas super algebras A = A° & Al e
B = B°® B'. A estrutura vetorial é dada pelo produto tensorial A® B e a multiplicacao
é definida por

(a®b)-(d @b) = (=1)"(aa’) @ (b0)
paraa € Al e b € BJ.
O super produto tensorial é uma super algebra ou Zy-graduada com
(A®B)’ = A°@ B + A' ® B!
(ARB)' = A'® B+ A" ® B.
Sabemos que a soma direta de dois espagos quadréticos (V, ®y) e (W, dy,) é um

espago quadratico denotado por (V & W, &y @ ®y,). Uma questao natural é a de rela-

cionarmos a &lgebra de Clifford Cl(V & W, &y @ Py ) associada ao espago quadrético



40

(Ve W,y ® Py ) com as dlgebras de Clifford CI(V, &y ) e CIL(W, ®y/). A resposta é sim-
ples pois leva-se em consideracao a Zo-graduagao da algebra de Clifford como mostraremos
a seguir.

Sejam (V, ®) e (W, V) dois espagos quadraticos de dimensao finita. Consideremos a forma

quadratica ® & ¥, em V @ W definida por
(®®¥)(v,w) = 2(v) + ¥(w).

Se escrevemos ¢y @ V. — ClU(V,®) e ¢ : W — CUW, V), podemos definir uma
aplicagao linear

f:VeW — ClV,®)RCIW, T)

definida por
flv,w) = oy (v) @ Layww) + loyv,e) @ dw(w).

Proposicao 2.5. A aplicagao linear f induz um isomorfismo de algebras

f:CUV & W, oy & Dy) — CUV, D)RCUW, ).

Prova: Para (v,w) € V& W temos
flo,w)? = ¢y (v)’ @ layww) + lawe) @ dw(w) + (—=1)°dy (v) ® dw (w)+

+H=Dov (v) @ gw(w)) + Loww,a) © dw (w)?
= (2D V) (v,w) - (loyve) ® Llaw,w))
Assim, pela universalidade da édlgebra de Clifford CI(V @ W, d @ V), f é estendido unica-
mente para um homomorfismo de algebras f : CL(V & W, @ ¥) — CU(V, ®)RCI(W, ¥).
O homomorfismo inverso ¢ obtido da seguinte forma:
Sejam ¢ : CU(V, ®y) — CUV & W, Pygaw) e ¢ : CUW, Py ) — CUV & W, Pyaw) as
aplicagoes induzidas pelas inclusoes ¢ : V — Ve W e j: W — V & W, tais que

pody =gygw ol e Yooy = dygw o J.

Ou seja,

o(v) = (v,0) e P(w)=(0,w),paratodo veV,weW.
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Entao o homomorfismo inverso é dado por

F71: CUV, @p)RCUW, D) — CLV @ W, Pyew)
v @ w— (v) - (w)

Corolério 2.1. Se (V, ®) é um espago quadratico de dimensao n, entdao dim C1(V, ®) = 2".

Prova: Primeiro vamos considerar o caso em que dimV' = 1, seja {e;} a base canonica
de V e seja A o espaco vetorial gerado pelos elementos e; e pela unidade da algebra de

Clifford 101(\/7(1)) . Entao

er-lowve = lawae 1 =e1 e el = (er,er)logvae

Assim, A é uma &lgebra. E fcil ver que a aplicacdo inclusdo i : V — A induz um
isomorfismo CI(V, ®) = A. Assim, dim C1(V, ®) = 2. De um modo geral, sejam {e;} uma
base ortogonal de V' e denote por V; o subespago de dimensao 1 de V' gerado por e;. Entao

temos a seguinte decomposi¢ao ortogonal
V=Vid--aV,.

Assim, pela Proposicao [2.5

Cl(V,®) = CI(V1,®1)® - RCI(Vy,, D,,).

Logo,
dim Cl(V, ®) = 2™.

|
Corolério 2.2. Se (V,®) é um espaco quadratico de dimensao finita. Entao a aplicac¢ao

definida na proposicao 2.4 é um isomorfismo de espacos vetoriais, chamado de quantizacao

da dalgebra exterior.

Prova: Sabemos que A\ V — CI(V, ®) é um monomorfismo. Logo, pelo corolario anterior

ele é um isomorfismo pois, dim C1(V,®) = dim A V' = 2™. |



Capitulo 3

Classificacoes das Algebras de
Clifford

Neste capitulo, vamos estudar as dlgebras de Clifford associadas aos espagos de Minkowski
(RPFH, D, ), onde pg(u) = ui + ... +ul — (uh, ) + .o+ usy,), w= (..., Upq) € RPTI,
as quais denotaremos por (', ,. Elas sao importantes em nosso estudo, pois a partir delas
podemos classificar todas as algebras de Clifford reais e complexas associadas a espagos

quadraticos de dimensao finita nao-degenerados. Vamos definir alguns isomorfismos fun-

damentais para esta classificacao.

Lema 3.1. Existem R-isomorfismos de algebras
Clo’n_;,_g ~ Oln,O & Clog

Cln+2,0 = ClO,n X ClQ,O
Clerl’qul ~ Clpyq ® Cll,l

para todo, n,p,q > 0.

Prova: Sejam @, 2(z) = —||z|%, onde ||z|| é a norma Euclideana (usual) de R"*?

e {e1,...,ent2} uma base ortonormal de R"*2 com o produto interno Euclideano usual.
. , ’ ’ 7 . N

Sejam também {e;,...,e,} e {e;, ey} 0s conjuntos geradores canoénicos de Cl, o ¢ Clyo

respectivamente, isto €,

/ 7 ! I

(€;)?=—-1 e e;e; = —e;e;, paratodo i#j

42
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non n"on "

€169 = —€9€y, (6/2/)2 = _17 (61)2 =—-L

Seja f : R"2 — (1,0 ® Cly2 a aplicagao linear determinada por:

e;®6/{e/2’, para 1<:<n
fle:) = ., .
1®e;_,, para n+1<i<n+2.

Observe que para todo 1 < 4,5 < n, temos

"o

Fle)flej) + flej) fle) = (eje; + e;e;) @ (efey)? = =201 ® 1.

Também, paran + 1 < 1i,7 < n+ 2, temos

l/ " "

f(ei)f(ej) +f(€])f( ) - 1®( €i—n€j—n +6j—nei—n) = _261]]‘ ®1

"o

Fleflen) + flen)fle) = 2¢; @ (€1ese, i + €, _yerez) =0,

. " " 1" " .
paral <i<nen+1<k<n+2eobservando que e, _, =e; oue,_, = e,. Assim, se
x =317 zie;, temos que

n+2 n+2 n n+2

x)? = (Z f(l’z‘))(z Fla) = mwifle)fle))+ > miwifle)fle;) =

ij=1 ij=n+1

= > w(fle)fle) + flefle) + Y way(fle)fle;) + fle;)fle) =

1<i<j<n n+1<i<j<n+2

n+2 n+2

—Zéwxlxﬂ@l— Y dymiwl@l=—) 27191 =0, )l

i,0=1 i, j=n-+1 =1

Dai, pela propriedade universal da algebra de Clifford Cly 42, f se estende unicamente

para um homomorfismo de algebras
f : Clopye — Cly o @ Clyo.

E claro que f ¢ um homomorfismo sobrejetor, pois leva os geradores de Cly,4+2 n0s

geradores de Cl,, o ® Cly2. Além disso,

dim Cloyn_;,_g = 2n+2 =2".2=dim CZn,O dim 01072 = dim C’ln,O ® 01072,
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e assim f é um isomorfismo. A prova do segundo isomorfismo é identicamente andloga a
primeira.

Para provarmos o terceiro isomorfismo, consideremos {ey, ..., ,41, €1, ..., €441} uma base
ortogonal de RFF2 tal que ®,41411(e;) =1 e Ppyigi1(e;) = —lparai=1,..,p+1e
j=1,...,q+ 1. Consideremos também {e], ..., e;,, €1y e'q} um conjunto de geradores de
Cl,, e {e], €, } um conjunto de geradores de C1, ;.

Seja f : RPYIH2 — O, ® Cl; 1 definido na base como segue:

non

6;@6161, para 1<:<n
fle:) = , .
1®e;, para i=p+1,

"o

e/A®elel, para 1<j5<gq
fle)=4¢ " . ,
1®e€, para j=gq+ 1.

Por um célculo inteiramente andlogo ao anterior obtém-se
f(2)P =@, 1401(2) 1®1 paratodo x € RPTIH2
E finalmente em analogia ao caso anterior também concluimos que f estende-se para o

isomorfismo f : Clyy1 g1 — Clypg @ Clyy. n

Vamos agora estudar alguns isomorfismos entre dlgebras matriciais.

Proposicao 3.1. Sejam K um corpo e A uma K-algebra. Entao temos os seguintes

isomorfismos de algebras:
(i) M,(K)®g A~ M,(A);
(i) M, (M, (A)) ~ My (A);

(iil) M,(A) ®x M,,(K) ~ M,,(A) para todo m,n > 0.

Prova: Para provar o primeiro isomorfismo, consideremos a aplicacao K-bilinear

v AX M,(K)— M,(A) definida por

Ao A aXii -0 Ay
>\n1 Tt /\nn a)\nl e a)\nn
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Entao esta aplicacao induz um homomorfismo de dlgebras 4 : A ® M, (K) — M,(A).

Como A® K™ ~ A" temos que o seguinte diagrama :

A @y My (K) T M, (A) (3.1)
A ® an =~ AnQ

é comutativo. Portanto, 4 é um isomorfismo.

Agora, observando que cada matriz de ordem n, com entradas sendo blocos de ordem m,
pode ser vista como uma matriz de ordem nm. Assim, temos o isomorfismo M,,(M,,(A)) ~
M, (A). Observemos ainda que M, (A) ® M,,(K) = M,(M,,(A)) ~ M, (A), com isso

obtemos o terceiro isomorfismo. ]

Proposicao 3.2. Temos os seguintes R-isomorfismos de dlgebras:
(i) Cep C~CaC;
(ii) C®r H ~ My(C);

(iii) H @ H ~ My(R).

Prova: Para provarmos (i), consideremos o isomorfismo de R-dlgebras

p: Chd C — C®C definido por
1 . 1 .
(1,0)»—)5(1®1+z®z), (0,1)M§(1®1—z®2)

Para provarmos (ii), notemos que o corpo C é isomorfo ao subanel de H gerado por i.
Assim, podemos ver H como um C-espaco vetorial com a multiplicacao por escalar a
esquerda.

Considerando a aplicagdo R-bilinear 7 : C x H — Homc(H, H) dada por
Ty (z) = yaZ,

onde y € C e z,z € H, obtemos a aplicacdo R-linear 7 : C @g H — Homc(H, H).
Observemos ainda que, Homg(H, H) ~ M,(C). Como

7Ty7z oT /721 =T

! /
Y Yy 2z 7

a aplicacao © é um homomorfismo de algebras. Além disso, verifica-se na base de C ®

H que 7 é injetiva. Como dimg(C ®g H) = dimg(M;(C)) = 8, temos que 7 é um
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isomorfismo. Finalmente, para provarmos (7iz), consideremos a aplicacao R-bilinear U :
H x H — Homg(H, H) ~ M,(R) definida por U, .,(x) = z122. A aplicacdo R-linear
U : H®g H — Homg(H,H) é um homomorfismo de algebras de mesma dimensao e

injetivo. Logo, ¥ é um isomorfismo de dlgebras. ]

Vamos apresentar agora o principal teorema da periodicidade.

Teorema 3.1 (Cartan/Bott). Para todo n > 0, temos os sequintes isomorfismos de
algebras:

Clniso > Clyo @ Clg g

Clonis ~ Cly, @ Clog

Além disso,

Cloyg - CZS,O - M16<]R)

Prova: Vamos mostrar que Clyg >~ M;s(R).

Pelo Lema [3.1] temos os seguintes isomorfismos

Clony2 ~ Clpo @ Cloo
Cln+2,0 = ClO,n X Cl?,o

Assim,
Clygso >~ Clyni6®@Clag ~ Ol g@Clh2@Clyg >~ -+ ~ Cly, 0@Cly 2@ Cly g @Cly 2 @Ca .
Como Clys =H e Clyg = M3(R), pela Proposicao , obtemos
Cloa ® Clay @ Clys @ Clyyg ~ HRH® My(R) @ Ma(R) ~ My(R) @ My(R) =~ Mys(R).
Por outro lado,
Clgy ~ Clys @ Clyg =~ Clyg @ Clyo @ Clag ~ Clys @ Clyg @ Clya @ Clag ~

~H® M(R) @ H® My(R) ~ H® H® My(R) ® My(R) ~ My(R) ® My(R) =~ Mys(R).

Portanto,

Clyygo >~ Clyoy® Clgg

De modo anélogo demonstra-se o segundo isomorfismo.
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Observemos agora que a complexificacao de uma &algebra de Clifford é pela pro-
priedade universal das dlgebras de Clifford, uma algebra de Clifford (sobre C). Com
efeito, seja (V, ®) um espago quadrético real e consideremos a complexificacao Ve = CRV.

Definamos a forma bilinear em V¢ por
(21 ®u, 20 @V)y, = 2122(u,v), 21220 € Ciu,v e V.

Entao a aplicagao de inclusao j : V' — V¢ é uma isometria e assim estende-se para um R-
homomorfismo de algebras de Clifford jc : CU(V, ®) — Cl(Vg, P¢). Agora, consideremos

a aplicacao linear complexa
p:CoClV,®) — Cl(Vg, Pc)
dada por
o(z® ) = z.jc(x)
para todo z € C e z € CI(V,®). Para mostrar que ¢ é um isomorfismo, consideremos
a aplicacao linear ¢ : Vo — C ® CI(V, ®) dada por
Y(u+vi)=1Qu+iw.
Entao

W(u+i))? =1@u* — 10 v* +iluv +vu) = [(u,u) — (v,v)](1® 1e;) + 2i(u, v)(1® 1¢y) =

=(u+iv,u+iv)y - (1®1g) u,veV.

Assim, 1) estende-se para o homomorfismo ¢ : CI(Vg, Oc) — C® Cl(V,P). Segue das
definicoes que 1; o = ldcgeyve) € @ o z/Nz = Ideoyve,ac)- Assim ¢ é um isomorfismo.
Portanto,

Em particular, a complexificacao da élgebra de Clifford C1,,, é a dlgebra de Clifford
(sobre C) correspondente ao espaco quadratico de Minkowski complexificado (CP*, @;‘iq),
ou seja,

C® CUV, D) ~ CUCPT,C & d,,).
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Como todas as formas quadréticas nao-degeneradas em C" sdo equivalentes sobre CI(C", ®¢),

C
podemos expressar ¢, por
C 2 2
S (z1,...,xy) =27+ - + x5

para alguma base ortonormal. Denotamos CI(C", ®%) = Ci(n,C). Como uma complexi-

ficagao do lema [3.1], temos o seguinte teorema de periodicidade:

Teorema 3.2. Temos o sequinte isomorfismo de C-dlgebras:
Cl(n+2,C) ~ Cl(n,C) ®c CI(2,C),

onde C1(2,C) = My(C).

Prova: Como Cl(n,C) = C®g Cly,, = C ®g Cl, o, pelo Lema 3.1} temos

Clin+2,C) = CQr Cly 2 ~ C®r (Clyp ®r Cly2) ~ (C®r Clyp) @c (C@r Cly).

Porém, Clyy = H, Cl(n,C) = C®g Cl,p e C @ H ~ My(C). Assim temos, C1(2,C) =
My(C) e Cl(n+2,C) ~ Cl(n,C) ®@c My(C).

Corolario 3.1. CI(2k,C) ~ My (C) e Cl(2k + 1,C,C) =~ My (C) & My (C)
Prova: Vamos provar o segundo isomorfismo por inducao sobre k. Observemos que para
k =1, temos
Cl(3,C) ~ Cl(142,C) ~ Cl(1,C)®cCl1(2,C) ~ CarCly1®0cMs(C) ~ (CH(C))®cM2(C)
~ C®c My(C) & C®@c My(C) ~ My(C) & My(C).
Agora, supondo a afirmacao véalida para k, temos
Cl(2k+1,C) ~Cl(2k +3,C) 2 Cl((2k+ 1) + 2,C) ~ CI(2k + 1,C) ®c M5(C)

~ (M3(C) @ M5(C)) @¢ M2(C) ~ Myr+1(C) & Mar+1(C).
De maneira andloga prova-se que Cl(2k,C) ~ M, (C), o que conclui a demonstragao.
[

Com base nos isomorfismos de dlgebras que apresentamos nesta se¢ao, as algebras de

Clifford C1(V, ®) reais e complexas estao classificadas nas seguintes tabelas:



8 Mz (R) Mi6(C) M 6(H) M;6(C) ® M16(C) M2 (H)
7 Mz (C) Mg (H) Mg (H) © Ms(H) M32(C) Mpea(R)
6 Ma(H) Ma(H) @ M, (H) Mg (H) Mis(C) Msa(R)
5 || Mo(H) @ Ma(H) M (H) Ms(C) Mg (R) Mis(R) & Mig(R)
4 M (H) My(C) Ms(R) Mg(R) ® Ms(R) Mig(R)
3 Ma(C) M (R) My(R) @ Ma(R) Ms(R) Ms(C)
2 Mo(R) Ma(R) @ Ma(R) M (R) M4(C) Ma(H)
1 ROR M>(R) M>(C) Mo (H) Ms(H) & Ms(H)
0 R C H H e H My (H)
p/d 0 2 3 4
8 Mg (C) Mi2g(R) Mi28(R) @ Mi28(R) M>ss56(R)
7 Me4(R) Mpea(R) & Mpa(R) Mi28(R) Mi28(C)
6 M32(R) @ Ms32(R) Mg (R) Me4(C) Mea (H)
5 M32(R) M32(C) M3z (H) M3z (H) @ Mo (H)
4 Mi6(C) M 6(H) Mi6(H) & Mg (H) M2 (H)
3 Mg (H) Mg (H) @ Ms(H) M6 (H) M32(C)
2 M4 (H) @& My (H) Mg (H) Mi6(C) M3 (R)
1 M4 (H) Mg(C) Mi6(R) Mi6(R) @ Mis(R)
0 M4(C) Ms(R) Ms(R) © Mg(R) Mg (R)
p/q 5 6 7 8

49



Capitulo 4

Representacoes de Algebras de
Clifford

A teoria das representacoes estuda estruturas algébricas abstratas representando seus el-
ementos como estruturas em &algebras lineares, como vetores, espacos e transformacoes
lineares, ou seja, a teoria das representacoes faz um objeto abstrato se tornar mais con-
creto, descrevendo os seus elementos como as matrizes e as operagoes algébricas em termos
de adicao de matrizes e multiplicacao de matrizes. Neste capitulo K denotara um corpo

e (, ) uma forma K-bilinear.

4.1 Representacoes de uma Algebra

Nosso particular interesse nesta secao, é fazer um breve estudo sobre as representagoes
de dlgebras, descrevendo alguns elementos importantes da teoria. Ao logo desta secao, A

denotara uma K-algebra.

Definicao 4.1. Uma representacdao de A em um K-espaco vetorial V' é um homomorfismo
de K-élgebras p : A — End(V') onde End(V') é a algebra dos operadores lineares de V.

Uma representacao é dita fiel, se p é injetivo.

O grau de uma representagao p : A — End(V') é a dimensao do K-espago vetorial
V. O espago vetorial V' é chamado de espacgo de representacao.
Exemplo 4.1. Se V = {0} entao p: A — End({0}) é uma representacao, onde p(a) é

20
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o operador nulo, para todo a € A.

Exemplo 4.2. Se V =Aep: A — End(A), onde p(a) é o operador de multiplicagao
a esquerda por a, isto é, p(a)b = ab. Esta representagdo é chamada de representagao

regular.

Definigao 4.2. Um subespago W C V é estdvel sobre p, se p(a)w € W para todo w € W

eac A.

Definicao 4.3. Uma representagao ¢ chamada irredutivel, se os inicos subespacos estaveis

sato W={0}e W =1V.

Em particular se p é sobrejetiva, entao ela é uma representagao irredutivel, pois
supondo a existéncia de um subespaco vetorial W estavel diferente dos subespagos trivi-

ais,entdo existe um a € A tal que p(WW).
Exemplo 4.3. Seja CI(R?, ®) = M,(R). A representagao real p: My(R) — End(R? R?),
tal que

p(A)(z,y) = (anz + a2y, axnz + axny),
onde A = (a;;) € Ma(R) e (z,y) € R? é irredutivel. De fato, como My(R) é uma dlgebra
simples sobre os reais, isto é, seus tnicos ideais sao os triviais ([5],pag.20). Além disso,

como R? é um M,(R)-médulo a esquerda, temos que p é irredutivel ([5],pag.30).

Duas representagoes p; e ps de A em V) e V5 respectivamente sao chamadas equiva-

lentes, se existe um isomorfismo linear ¥ : V; — V5 tal que
Vopi(a) = pa(a) oW, a€ A

Neste caso escrevemos p; ~ ps.
Sejam p; e py representagoes de A em V) e Va, respectivamente. Entao a representacao

de A em V; @ V5, denotada por p; @ ps, é definida por

(p1 @ p2)(a) := pi(a) ® p2(a), a€ A

Ela é chamada soma direta de p; e ps.
De modo similar, o produto tensorial p; ® ps, é uma representacao em Vi ® V5 definida
por

(p1 ® p2)(a) = p1(a) @ pa(a), a€ A.

E possivel verificar que se p; ~ ps e Ty ~ Ty, entao py B ~ pa B To € p1 R Ty ~ pa X To.



52

4.2 Representacoes de uma Algebra de Clifford

Seja CI(V, ®) uma &lgebra de Clifford sobre um espago quadrético (V,®) e seja p uma
representacao de Cl(V, ®) em um espago vetorial n-dimensional F. Entao a restrigao de
p a V é uma aplicacado linear py : V. — End(FE). Esta aplicagao linear é injetiva se a
forma quadrética ® é ndo-degenerada. De fato, suponhamos que py(z9) = 0 para algum

xo € V. Entao

p(zoy + yzo) = p(zo) © p(y) + p(y) © p(xo) = 0, para todo y € V.
Como
Ty + yro = 2(w0, Y)laive),
Obtemos
(xo,y) =0, yelV.
Consequentemente xg = 0. Assim py ¢ injetiva.
Exemplo 4.4. Vimos na prova da proposigao 2.2 que a aplicacao f : V — End(A\ V)
definida f(v) = p(v) + I(B*(v)), é uma aplicacao de Clifford. Portanto, ela induz um

homomorfismo de édlgebras fo; : Cl(V,®) — End(/\V) que é uma representagao da
algebra de Clifford CI(V, ®) na édlgebra exterior A\ V.

4.2.1 Representacoes Ortogonais

Uma representacao de uma algebra de Clifford CI(V, ®) em um espaco vetorial euclideano

E com produto interno ( , ), é chamada ortogonal, se

(p(z)u, p(x)v) = €e(x,x) - (u,v) x €V, wu,vekFE, ondee==l.

Ela é chamada ortogonal positiva se € = 1 e ortogonal negativa se e = —1. Assim, se p é

ortogonal positiva, entao
<,0(ZE)U,p(I’)'U> = ($7$) ’ <U7U>'
Para cada x € CI(V,®), denotemos por p*(x) a adjunta de p(x). Observemos que, para

cada u,v € E, temos

(u, (p*(x) © p)(x)v) = (p(2)u, p(x)v) = (2, 7)(u, v).
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Portanto,

pr(x)op(z) = (z,2)]y.

Por outro lado, para cadav e Fex €V,

(p(x) o p(x))v = p(z*)v = (2, z)Iv.

Estas relagoes implicam que p*(x) = p(x), ou seja, os operadores p(z) sdo auto-adjuntos
ou simétricos. Se p é ortogonal negativa, prova-se (de maneira andloga) que os operadores

p(x) sdo anti-simétricos.

Proposigao 4.1. Seja (V,®) um espago quadrético, cuja forma bilinear associada ( , ) é
positiva (resp. negativa) definida. Entao toda representagao de CI(V,®) em um espago

Euclideano é equivalente a uma representacao ortogonal positiva (resp. negativa ).

Prova: Suponhamos que dim V' = n e seja {ey, ..., e,} uma base de V tal que
(62',6]') :E'(Sij (Z,j = 1,...,n).

Entao

eiej + eje; = 2605 1oyv,e)

Em particular, e? = €.lcyv,e), e assim os elementos e; sao invertiveis. Denotando por
Cl*(V,®), o grupo dos elementos invertiveis de CI(V, ®), temos que ¢; € Cl*(V, ®). Seja
G o subgrupo de Cl*(V, @) gerado pelos elementos e; e 1¢yve), com i = 1,...,n. Notemos
que G é finito.

Seja p : CI*(V,®) — End(E) uma representagao de CI(V, ®) em um espago euclideano
(E, <, >). Vamos introduzir um novo produto interno em E da seguinte maneira

(u,v)0 = Y _(pla)u, p(a)v).
acG

Entao temos para g € G

(p(9)u, p(g)v)o = > (pla)p(g)u, pla)p(g)v) = Y (plag)u, p(ag)v) =

acG acC
- Z<p(a)u7,0(a)v> = (u,v)g wu,v € E.
aclG

Assim,

(p(a)u, p(a)v)o = (u,v)0 g €C (4.1)
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Como a dimensao de F é finita, existe um automorfismo ¥ de E tal que

(U(u),¥(v)) = (u,v)9 u,v € L.

Agora fixemos

P(a) = Vopla)oW™ aeCl(V,)
Entao P é uma representagao de Cl(V, @) equivalente a p. Além disso,
(P(g)u, P(g)v) = (¥op(g) oW~ (u), Top(g)o T~ (v)) = (p(g) oW (u), p(g) 0¥~ (v))o =
= (U (u), U () = (u,v) g€ G,u,veFE.

Assim,
<P(9)U>P(g)v> = <U’U>'

Em particular, se fixarmos P(e;) =o0; (i =1,...,n), entao
<Oiu7 Uiv> = (u,v> u,v € E>

e assim

ofoo; =1 (i=1,..,n).

Por outro lado, temos
o;00; =07 = P(e}) = (eg,e;).1 = el (t=1,..,n)

Dessas relagoes, obtemos

Pela linearidade, obtemos

Segue que,
(P(z)u, P(x)v) = (P*(x)P(x)u,v) = e.(P(x)*u,v) = e.(P(x*)u,v) = e.(x,z)(u,v) 2z V.

Esta relacao mostra que P é uma representacao. Em particular, se a forma bilinear
for positiva (respectivamente negativa) definida, entdo P é uma representagao ortogonal

positiva (respectivamente negativa).
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4.3 A Representacao Adjunta Torcida

Definigao 4.4. Seja (V,®) um espaco quadrético de dimensao n com a forma bilinear
associada nao-degenerada, a qual denotaremos por B. Denotemos por C1*(V, ®) o grupo

multiplicativo dos elementos invertiveis de C1(V, ®). Entao a aplicacao definida por

wi @ CUH(V,®) — End(ClLV,®
Pad (V,®) (Cl ))7 a € Cl*(V,®),u e Cl(V,d),

a — a(a)ua™?

onde « denota a involucao de grau, é chamada de representa¢ao adjunta torcida de
Cl*(V, ®).
Segue da definicao que

pad(a(a))u = a(afa))uala)™ = a(a(a)a ™ (u)a™) = a o peg o a(u),

ou seja,

pad(a(a)) = a o paaa) oa™. (4.2)

Definigao 4.5. Seja (V, ®) um espaco quadrético de dimensao finita. O Grupo de Clifford

associado a (V,®) é o grupo
D(V,®) = {x € CI*(V,®)| () -v-2~" € V para todo v € V}.

Em outras palavras, o Grupo de Clifford consiste de todos os elementos de C1*(V, ®) para

os quais V' é estavel sobre a representacao adjunta torcida pyq.

Proposicao 4.2. O Grupo de Clifford é estavel sob a involucao grau « e o anti-automorfismo

t.
Prova: Seja a € I'(V, ®). Entao pela férmula temos,

pad((a))z = apea(a)a™(z) = —apai(a)r = pea(a)r € V reV.

Assim, a(a) € T'(V, ®).
Para provarmos que I'(V, @) é estavel sob t. Consideremos a € ['(V, ®), através de um

calculo simples mostramos que a~! € T'(V, ®) e assim temos

alaNzaceV  xzeV.



Aplicando t temos

t(a)rt(a(a™)) €V reV.
Consequentemente, como « comuta com ¢
a(t(a))z(t(a)) eV reV.

Assim, t(a) € I'(V, ®).
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Definigao 4.6. Seja (V, ®) uma &algebra de Clifford. A conjugag¢io em CI(V,®) é uma

aplicacao definida por

z+— t(a(z))

para todo z € CI(V, ®).

Observemos que

toa=waot
e que a conjugagao é uma involugao. Se V possui dimensao finita e {eq,
de V', a conjugacao fica definida por

€, = —¢;

- k
€i1Ciy """ Ciy, = (_1) €iCi_y """ Ciy

onde 1 <4y < iy < --- <1 <n e claramente, 1 = 1.

-+ e,} é uma base

Denotemos por C1*(V, ®), o grupo dos elementos invertiveis de CI(V, ®).

A partir de « e t, podemos definir uma norma na algebra de Clifford:

N : OZ(V,<I>) — C’Z(V,(P)
— x-T '

i - X

Definimos a partir do grupo de Clifford, o Grupo de Clifford Especial

(v, ®) =T(V,®) N CI°(V, ®).

Observemos que N(v) =v -0 = —v? = =®(v) - 1yv,e) para todo v €

{e1, €9, ...,e,} é uma base de V temos

N(€i iy -+ €i) = €q€iy - - €5 - €3, €3 €y

V. Além disso, se

— k _
= (_1> CirCip » " Ciy ~ €y Cip—1 7" " €4y =

= (—D)eier, - ep = (—1)"0(eq ) Plei,) - Ples,) - Lewviay.

i1 19 1k
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Proposicao 4.3. Seja (V, ®) um espago quadrético. Para todo elemento z € I'(V, ®), se
®(x) # 0, entdo a aplicacao p, : V — V dada por

v — az)vz? veV
¢ a reflexao sobre o hiperplano H ortogonal ao vetor z.

Prova: Recordemos que a reflexao s sobre o hiperplano H ortogonal ao vetor x é dada

por
_ . pu,)
s(u) =u 2<I>(x) x.
Como,
?=01x)-1 e u-v+x-u=2pu,x)-1
temos,
3(u)—u—2<p(u7$)x—u—2 (u x)l.x =u—2p(u, ) ! r=u—2p(u :v)i xr =
- O(z) | TNy T T gy T T ARy

=u—2p(u,2)r ' =u—20u,z)(1-27) =u—20(u,2)1) 2 ' =u—(u-24+z-u)-27" =

1 -1

=—z-u-z =oar)u-z,

visto que «a(z) = —z, para todo = € V. |

Observacgao 4.1. Sabemos pela proposicao que o grupo de Clifford é estavel sob o
anti-automorfismo ¢ e a involugao de grau o. Da mesma forma I'(V, ®) também é estavel

sob a conjugagdo r — t o a(x).

Vamos mostrar que p é um homomorfismo de I'(V, ®) no grupo ortogonal O(V, ®)

das isometrias de V.

Lema 4.1. Seja V um K-espaco vetorial de dimensao finita e & uma forma quadratica
nao degenerada O nicleo da aplicagao p : ['(V,®) — End(V) é o grupo K* - 1 dos

multiplos escalares nao-nulos da unidade da algebra de Clifford.

Prova: Seja x € Cl*(V, ®) e suponhamos que x € ker(p), entdo p(x) = Id, o que implica

que a(z)v = vz, para todo v € V. Decompondo = em suas partes par e impar, obtemos

r=2"+2' 2 eCl®V,®), z'eClV,).
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Segue do fato de a(z)v = vz para todo v € V que

’UZL‘O = ZEOU (& — 11711) = ’Uflfl.

0

Sabemos que 2° e 2! podem ser escritos como combinacoes lineares de elementos da forma

€y ... - €, onde 08 e;. estao numa base ortogonal {e1,.cende Vel <ip <ip<--- <

ir < n. Aplicando sucessivas vezes a relagao

e;ej +eje; = 2B(e;, €5)

0

podemos expressar 2° e 2! convenientemente nas formas

' =a+eb e a'=cH+eld, (4.3)

onde a,b,c,d nao contém o vetor e;. Por sua vez, aplicando o automorfismo «, obtemos

a+eb=1"=a(z’) = ala) — e;a(b)

—c—eyd = a(z') = ale) — eja(d)
Dai temos que a e d sao elementos pertencentes a CI°(V,®), enquanto ¢ e b sao ele-

mentos pertencentes a C1'(V,®). Agora, multiplicando as igualdades por e; e —e;

respectivamente, obtemos as expressoes

era+e2b = e;x’ = 2%, = ae; + ejbe; = ae; — e3b

—e1c — efd = —ext = zle; = cey + ejdey = ceq + e%d.

Isto implica que 2¢2b = 0 e 2e3d = 0, ou seja, que b= 0 e d = 0. Logo, b e d independem

de e;. Podemos aplicar o mesmo argumento para os outros elementos bésicos e, ..., e, €

0 0 1

concluir ao final que 2° e 2! independem dos vetores da base, o que implica, que z° e x
estao no corpo K e portanto z = 2° + z! também pertence a K. Como x = 0, visto que
z € I'(V,®), entdao x € K*- 1. Portanto, ker p C K*-1. A inclusao contréria é trivialmente

verificada devido ao fato de que K* -1 C CI°(V, ®) ]

Observacao 4.2. O lema acima nao é valido para formas degeneradas. Por exemplo,
se & = 0, entao Cl(V,®) = AV. Considere o elemento © = 1 + ejey. Claramente,

7! =1 —ejey. Mas, para v € V, temos

a(l+ ere)v(l —ejen) ™ = (14 erex)v(l — ereq) = v.
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Contudo, 1 4 e1e5 nao é um multiplo escalar de 1.

Apresentamos no inicio da se¢ao a definicao de fun¢ao norma numa algebra de Clif-

ford, daremos agora mais evidéncia a importancia desta.

Proposigao 4.4. Seja V um K-espaco vetorial de dimensao finita e ® uma forma quadratica

nao degenerada. Se z € I'(V, ®), entdo N(x) € K*- 1.

Prova: Basta mostrarmos que N(x) pertence ao nicleo de p. Seja z € I'(V, @), entédo
a(z)vz™t € V'  paratodov € V.
Aplicando o anti-automorfismo ¢, obtemos
t(x) tot(a(x)) = a(z)ve™?,
visto que t é a identidade em V. Assim obtemos,
v =t(x)a(z)v(t(a(z)r) "t = alzz)v(zr) ",

assim Zz € ker p. Pela observacao [4.1] temos que z € T'(V, @), e assim, 2% = ZT € ker p.

u
Observagao 4.3. Quando ®(v) = —||v||?, onde ||v|| é a norma Euclidiana padrao de v,
temos N (v) = ||v|?*-1. Porém, para outras formas quadraticas, é possivel que N(v) = -1
onde A < 0.

Proposigao 4.5. A restrigao da norma ao grupo de Clifford I'(V, ®) é um homomorfismo,

N:T(V,®) — K*-1, e N(a(x)) = N(x) para todo z € T'(V, ®).
Prova: Sejam x,y € I'(V, ®), entao
N(zy) = zyzy = 2yyz = zN(y)z = 22N (y) = N(2)N(y),

Onde a terceira igualdade é valida porque N(z) € K- 1. Além disso,



60

Proposicao 4.6. Seja V é um K-espaco vetorial e & uma forma quadréatica nao degen-

erada. Entao V C T'(V,®) e p(I'(V,®)) C O(V, D).
Prova: Sejaxz € I'(V,®) e v € V, com v # 0. Temos

N(p(a)v) = N(a(z)or = N(a(@))N©)N(z ") = N@)N(0)N(z) " = N(v),

Assim, pgq(x) preserva norma e assim, p.q(z) € O(V, @)

4.3.1 Os grupos Pin e Spin

Nesta secao iremos estudar os grupos Pin e Spin associados inicialmente aos espacos de
Minkowisk R™ com a forma quadrética ®g,(x1,...,2,) = —2? — ... — 22. Em seguida

estenderemos nosso estudo para o os espagos de Minkowisk (RP*?, @, ).

Definigao 4.7. Definimos o grupo Pin , o qual denotaremos por Pin(n), como sendo
o nucleo ker(N) do homomorfismo N : I'(R", ®;,) — R* -1 e o grupo Spin, o qual

denotaremos por Spin(n), como sendo a intersegao Pin(n) NT'(R™, &g ,,)7.

1

Observemos que se N(z) = 1, entdo x é um elemento invertivel e z=! = Z, visto que

xZ = N(x) = 1. Assim podemos reescrever os grupos Pin e Spin da seguinte forma:

Pin(n) = {z € CI .| a(z)va™" € R" para todo v € R", N(z) = 1}

Spin(n) = {z € Clj ,| zva™" € R" para todo v € R", N(z) = 1}

Para o proximo coroldrio precisamos do seguinte resultado, conhecido como teorema
de Cartan-Dieudonné, cuja demonstracao omitiremos, mas pode ser vista em Garling

([5],pag 77, teorema 4.8.1).

Teorema 4.1. A restricio de p ao grupo Pin(n), € um homomorfismo sobrejetivo, p :
Pin(n) — O(n), cujo nicleo é {—1,1}, e a restrigao de p,q ao grupo Spin(n), é um

homomorfismo sobrejetivo, p : Spin(n) — SO(n), cujo nicleo é {—1,1}.
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Prova: Pela proposigao anterior temos a aplicagdo p : Pin(n) — O(n). E de facil
verificagao que p é um homomorfismo. Pelo teorema de Cartan-Dieudonné ([5], pag 77 )
toda isometria f € O(n) é uma composicdo f = sy0---os; de reflexdes s; de hiperplanos.
Se assumirmos que s; ¢ uma reflexao de sobre o hiperplano H; ortogonal ao vetor nao-nulo
wj, pela proposicao , temos p(w;) = s;. Como em nosso contexto N(w;) = [Jw;||*- 1,

podemos substituir w; por w;/||w,||, de forma que N(w; ---wy) = 1, entao

f - Pad(wl e wk)a
e portanto p é sobrejetiva. Note que

ker(p|Pin(n)) = ker(p) Nker(N) ={t e R*-1| N(t) =1} ={-1,1}.

Agora, suponhamos por absurdo que p(Spin(V;®)) # SO(V; ®). Entao existe uma
f € O(V;®) tal que p(z) = f para algum = € Spin(V, ®).
Observemos que escolhendo uma base {ej,...,e,} de V com v = e; e B(v,e;) = 0 para
J > 2, temos pui(v)(e1) = —er e p(v)(e;) = er, 5 > 2. Com isso detp(v) = —1, e
consequentemente,

SO(V,®) = {s;0---0sy; k é par}.

Dai, f pode ser escrita como f = p(wy - -wyy1), € assim p(z) = p(wy -+ - Wwok11), O que

implica pelo lema [4.1, que 27w, - - - wopy € K* - 1. Portanto, para algum X\ € K*,

1 1
T = le CWopy1 = afx) = Xa(wl) e o(Wapt)
1
= a(x) = WL Wakkr = — T

O que é um absurdo, pois x € Spin(n). Isto conclui a demonstragao.
|
Denotando o conjunto dos elementos v € R" com N(v) =1 por S"'. Nos temos o

seguinte corolario do teorema acima:

Corolario 4.1. O grupo Pin(n) é gerado por S"! e todo elemento do grupo Spin(n)

pode ser escrito como um produto de um niimero par de elementos de S™ 1.
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Agora, vamos generalizar a teoria dos grupos Pin e Spin para os espacos de Minkowski
(Rt ®, ). Neste caso, os grupos Clifford I'(RP*?, @, ) serdao denotados por I'(p, q) e o
grupo especial I'"(p, q) = Clg’q NI(p,q). Mencionamos na observagao a dificuldade
de que N(v) = —®(v) - 1 mas, —P(v) ndo é necessariamente positiva. Este problema é

superado se considerarmos x € I'(p, ¢) com N(v) = £1.

Definigao 4.8. Definimos o grupo Pin, o qual denotaremos por Pin(p,q), como sendo o
grupo
Pin(p,q) ={z € U'(p,q)] N(z)==+1}

e o grupo Spin, o qual denotaremos por Spin(p, ¢), como sendo o grupo Pin(p, )N (p, q).

Observacao 4.4. E fdcil ver que o grupo Spin(p, q) é também dado por
Spin(p,q) = {x € Cl) | avz € R" para todov € R", N(z) = 1}.
Além disso, se N(z) # 0, entao
Pin(p,q) = {x € Cl,,| xvt(x)/N(x) € R" paratodo veR" N(z)=£1}.

Quando ®(x) = —|z]|?, temos que N(z) = ||z|? e Pin(n) = {z € Cl,| zvt(z) €
R” para todo v € R", N(z) = 1}

Como generalizac¢ao do teorema [4.1] temos o seguinte teorema, cuja demonstra¢ao

serd omitida pelo fato de ser analoga a prova do teorema anterior:

Teorema 4.2. A restrigio de p ao grupo pinor Pin(p,q), € um homomorfismo sobre-
jetivo, p = Pin(p,q) — O(p,q), onde o nicleo é {1,—1}, e a restri¢io de p ao grupo

spinor Spin(p, q), € um homomorfismo sobrejetivo,p : Spin(p,q) — SO(p,q), cujo nicleo

1,-1}.

Consideremos agora R" equipado com a forma quadratica de Minkowsk &, ,
(com p + g = n), denotemos o conjunto de todos os elementos v € R™ com N(v) =1 por

Sg;l. Temos o seguinte corolario do teorema acima que é um generalizacao do corolario

4T

Corolario 4.2. O grupo Pin(p, q) é gerado por S;gl e todo elemento do grupo Spin(p, q)

pode ser escrito como um produto de um nimero par de elementos de Sg;l.



63

Exemplo 4.5. Se V = R e ®(z) = —2? temos conforme o exemplo2.1] que CI(R, ®(z)) =
C. Assim, como ¢ é injetiva, podemos fazer a identificacao de R com Ri, consequentemente

¢(bi) = —bi. Portanto

_bi
a 22 € Ri, para todo v € Ri,a,b € R}

={a+bicClb=00ua=0, a,b € R} =CI°(R,®) U CI°(R, P)i.
Além disso,

Pin(0,1) = {a+bi € T(0,1)] a® +b* =1} = {1, —1,i, —i} ~ Z4

Spin(0,1) = {a + bi € Pin(0,1)| a(a+ bi) = a+ bi} ~ {1, —1}.

Exemplo 4.6. Quando V =R e ®(z) = 22 temos que CI(R,®) = R ¢ R. Assim, pela
injetividade de ¢ : R — R @ R, definida por ¢(a) = (0, a), podemos identificar R por
R¢, onde £ = (0, 1). Dessa forma, ¢(0,a) = —(0,a) e portanto

a b

_a2’b2_a

I'(1,0) = {(a,b) € (R®R)*| (a, —b)vﬁ(—b2 5) €ERE, vE € RE,a,b € R}

={(a,0) e R®R)*|a=00ub=0a,becR}=CI°R,®)UCI°R, )¢
Além disso, como N(a,b) = (a,b)(a, —b) = (a* — V?) - 1, temos que os grupos Pin e Spin

Sao :

Pin(1,0) = {(a,b) € I'(1,0)| a® — b* = £1} = {(1,0),(=1,0),(0,1), (0, = 1)} =~ Zy X Zy

Spin(1,0) = {(a,b) € Pin(1,0)| (a, —b) = (a,b)} = {(—1,0),(1,0)} =~ Z,.

Exemplo 4.7. Se V = R? ¢ ®(a,b) = —a® — b?, temos que CI(R? ®) ~ H, conforme
o exemplo 2.5l Devido a aplicaciao ¢ : R?> — H, podemos identificar R? com Ri + Rj.
Assim, para todo xi +yj € Ri + Rj e a,b,c,d € R temos

a—bi—cj—dk
v

['(0,2) = {a+bi +cj +dk € H| (a — bi — cj + dk) PO U

€ Ri+ Ry}
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={a+bi+cj+dk e H| ab= —cd e ac = bd},

donde,
Pin(0,2) = {a+bi +cj + dk € I'(0,2)| N(a+ bi + cj + dk) = £1}
={a+bi+cj+dkel(0,2)] a®+b*+*+d =1}
~{a+dk|a®+d* =1}y U{bi+cj| b* + =1}
(§]

Spin(0,2) ~ {a + dk| a®> + d* = 1}.

Exemplo 4.8. Seja V = R? com a forma quadratica ® : R? — R definida por ®(z,y) =
22 — y?. Conforme o exemplo [2.6] temos que CI(R?, ®) ~ M,(R). Como a aplicacdo de

Clifford ¢ : R? — M,(R) ¢ injetiva, podemos identificar R? com o subespaco gerado
1 0 0 -1

pelas matrizes e; = e ey =
0 —1 1 0

Dai,sendo A = al + bey + cey + dejey, temos a(A) = al — bey — ces + dejes. Conse-

quentemente,
[(0,2) = {4 € (Ma(R))*| a(A)p(z,y) A" € R*} = {A € (Mz(R))*| ab = —cd e ac = —bd},
donde,

Pin(0,2) = {bey + ceg; b* + ¢ = £1} U {al + dejey| a* — d* = £1}

Spin(0,2) = R*.

4.4 A Representacao Spin

Defini¢ao 4.9. Seja (V,< , >) um espago euclideano de dimensao 2n, isto é, V' é um
espago real e <, >: V xV — R é um produto interno sobre V. Uma estrutura compleza

em V é uma aplicacao linear J que satisfaz

JP=—1 e <Jx,Jy>=<z,y> x,y€cV.
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Segue da definicao acima que

Jr=—J

onde J* é a adjunta de J.

Agora, seja Vo = C® V' a complexificagao de V' e defina um produto interno em V¢ por
<ARQr,uQ@y>=Iu<z,y> IMpeCaryecV.
Seja w : Ve — Vi a aplicagao C-linear dada por
wA®@z)=iA®@Jr, AeC,zeV.

Entao temos
Consequentemente,

ou seja, w é uma involucao. Além disso,
(WAR2),A@7) = (iIA® Jr,\® 1) =i\*(Jz,z) =0, AeC,xecW.

ou seja, w ¢é antisimétrico, isto é, w* = —w. Como w é uma involucao, V¢ é decomposto

em soma direta dos seguintes subespacos:
Wy={zeV/ wr=z} e Wo={rvel/ wr=-—zx}

Pela proposicao , temos o isomorfismo de dlgebras algebras complexas Cl(Vg, @y ) =
End(\W;). Além disso, o isomorfismo Cl(Ve, ®c) = End(/\ W;) é obtido da seguinte
forma:

Seja ¢ : Vo — End(/\ W7) uma aplicacao linear dada por
e@)u = p(x))u+i(z)u x € Veg,com x=x1+ 29, 21 € Wi, 29 € Wy,

onde p e i sdo os operadores de multiplicagao e substituigao na dlgebra A W; respectiva-

mente. Pelo corolério [C.1] temos

(@) = paan) 0 () + pon) 0 () +1(22) 0 por) + () 01(22) = (w1, 22)T = (3,7) - 1
Assim, ¢ estende-se para o homomorfismo,

pve : Cl(Ve, ®c) — End(/\ W1)
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Para mostrar que py, é um isomorfismo, notemos que pelo lema [C.I], py,. é sobrejetiva.
Além disso,

dim End(/\ W) = (2")* = 2°" = dim CI(Ve, ®c)
Consequentemente py,. é irredutivel pois é sobrejetiva.

Defini¢ao 4.10. Seja i : V. — V¢ a aplicacao inclusdo e ic : CI(V, @y ) — Cl(Vg, Pc)
o homomorfismo induzido pelo funtor CI. A representagao py : Cl1(V,®) — End(\ W)
dada por

pv(a) =py.(1®a), aecCl(V,Dy)

¢ chamada de representagao Spin de CI(V, ®), a qual denotaremos por pgpin.

Definicao 4.11. Uma representacao de uma dlgebra real em um espaco vetorial complexo
V' é chamada irredutivel se os tinicos subespacos complexos estaveis sobre ela sao W =V

e W =0.
Proposicao 4.7. A representagao spin pgp, € irredutivel.
Prova: Seja W um subespaco estével de A Wi. Seja b € Cl(V¢, P¢), onde
b=A®a AeC,acClV, ).
Entao, para w € W temos
pe (B = pr(A @ @) = Aoy (1® ayw = Apsyin (@)

Como W é um subespago complexo de /\ Wi, segue que py,.(b)w € W e assim W é estavel

sobre py.. Porém, py,. é irredutivel e assim temos que W = A Wy ou W = {0}.

4.4.1 O Produto Interno Hermitiano em A W,

Observemos inicialmente que a conjugacido complexa em Vi é dada por A @ . — A ® .

Vamos introduzir o produto interno Hermitiano definido em V¢ por

(z1,20) 11 := (21, 22) 21,22 € V.
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Entao podemos induzir um produto interno Hermitiano em A V¢ dado por

(A AN A zpywy A ANwp)yg = (1 Ao AN 2p, Wy A= ANlp) 2, w5 € V.

Logo, A\ Wj herda o produto interno hermitiano.

Proposicao 4.8. Seja z € V. Entao o operador pgy,(z) é auto-adjunto Hermitiano.

Prova: Seja iy (z) o operador substituicdo em /\ W; correspondente ao produto interno

Hermitiano. Vamos mostrar que
in(z) =i(2) € Ve
De fato, sejam z, 2, ..., 2, € Wi e wy, wy, ..., w, € W;. Entao
(ig(2)(wr A ANwp),za Ao ANzp)g = (Wi A= ANwp, 2 ANza A+ A Zp) i
=(Wi A ANwp, ZANZ N N2y = (U(Z) (w1 A+ ANwp), Za A+ A Zp)
(@2)(wr A ANwp), 22 N N2y

Seja z € V e fixe
1 1
x1:§(x+wx):§(1®x+i®<]x)

1 1
x2:§(x—wx):§(1®x—i®Jx).

Estas relagoes mostram que xo = Z;. Agora consideremos o operador linear pgy:,(x) de

A\ Wi. Entao, como i(xq) = i(Z1) = ig(x1),
(pv(z)u,v) g = (x1 Au,v) g + (i(@2)u, v) g = (u,ig(z1), vy + (ig(T1)u, v) g

= (u,i(x2)v) g + (u, x1y Av) g = (u, py(z)v) g

Assim, a proposicao esta provada.

Corolario 4.3. Se x € V, entao
<pSpm(I)u7pSpm(I)U>H - (ZL’,I)(U,U)H u,v & /\Wl
Prova: De fato, pela proposicao acima temos,

(pspin (€)1, Pspin(2)0) i = (Pspin ()0, v) 5 = (2, 2) (U, v) g
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4.4.2 As Representacoes Semi-Spin

Denotaremos por pgpm a restri¢ao da representagdo Spin pgpi, a subdlgebra CI°(V, ®) em
A\ Wi.

Agora escrevamos

AW =S AW e (AW = X AW

p—par p— impar
Entao os espacos (A W1)T e (A W1)~ sao estéveis sob os operadores pgpin(a),

com a € CI°(V,®). Assim podemos induzir as representagoes

Plpin : CLO(V, ®) — End(/\ Wy)*

Pspin : CIO(V, ®) — End(/\ W1)~.
Essas representacoes sao chamadas de Representagoes Semi-Spin.
Proposicao 4.9. Os homomorfismos p;’pm € Pgpin S80 isomorfismos. Particularmente, as

representacoes semi-spin sao irredutiveis.

Prova: Observemos primeiro que as aplicagoes pg,;, € pg,, 580 injetiva. Como dime (A W1)* =
271 temos dime End(AW;)T = 2n71 . 2n71 = 22072 o assim dimg End(\Wy)" =
22?72 = 2»~1 Por outro lado, dimg CI°(V,®) = 2*"~'. Assim pg,, ¢ um isomor-

fismo. Analogamente provamos que pg;,, ¢ um isomorfismo. [ ]

4.4.3 Os Teoremas de Wedderburn

Aplicagoes Lineares Invariantes

Sejam V e W espagos K-vetoriais de dimensao finita e seja p uma representacao da dlgebra
End(V) em W. Assim, p é um homomorfismo de dlgebras p : End(V) — End(W).Uma
aplicacao linear x : V. — W é chamada p-invariante, se ela satisfaz

xop=np(p)ox ¢ecEndV) (4.4)

As aplicagoes lineares p-invariantes formam um subespago de L(V;W) denotado por

L,(V;W). Um operador linear ¢ : W — W é p-invariante se ele satisfaz

p(p)oh =op(p) @€ EndlV). (4.5)
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Esses operadores formam um subespaco de End(W') denotado por End,(W).

O isomorfismo O,

Consideremos a aplicagao linear
©,: L,(ViW)V — W
X® — x()

Com x € L,(V;W), € V. Vamos mostrar que o diagrama

L,(V;W)® VW (4.6)
I®<pi P(#)
L(V;W)@ V"W
¢ comutativo. De fato, sejam ¢ € End(V) e x € L,(V; W). Entao temos, devido a[t.4],

O,l(I ® ) (x ® x)] = p(p)(xx) = p(¢)O,(x ® 7).
Assim,
©,0(I®p)=p(p)oB, ¢eEndV). (4.7)

Verificando portanto a comutatividade.

Seja V' e V* um par de espagos duais com as respectivas bases {e;}, {el} e fixemos
(,05 = T(e;k ® ei)7

onde T : V*®V — End(V) é o isomorfismo definido em [C.1] Agora, vamos definir as
aplicagoes lineares TV : W — L(V; W) por

Ti(y)e =Y (e x)p(el)y weViyeW (4.8)

i=1

A prova do seguinte lema serd omitida, mas pode ser encontrada em Greub ([4],pag 275).

Lema 4.2. As aplicacoes T satisfazem as seguintes propriedades:
(i) T7(y) € L,(V; W), yeW;
(i) T7(xx) = (e}, x)x, x € L(V;W);

(i) Y5, T/ (y)e; =y, yeW.
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Teorema 4.3 (Wedderburn). A aplicagcao ©,: L,(V;W)®@V — W € um isomorfismo

linear.

Prova: Vamos inicialmente construir uma aplicacao inversa
VW —L,(V;IW)®V.

Consideremos um par de bases duais {e},{e;} (i =1,..,n) de V* e V respectivamente
e fixemos
ol =T(e; ®ey),

onde T : V*®V — End(V) é o isomorfismo definido em . Observemos que T
satisfaz

poT(x*®@x)=T(x"®¢(x)) p € End(V). (4.9)

Agora, seja

VW — L(V;W)®V

uma aplicacao linear dada por
U(y) =S Ty @,
j=1

Entao, para cada x € L,(V;W)ex eV

n

VO, (x®x) =¥(xz) = ZTj(Xx) Qe; = Z(e},m)x@ e =X®x

=1 j=1
Ou seja,

Voo, =1.

Por outro lado, para y € W,
0,0 U(y) =0,) T (y)@e;) = T(y)e;) =y
j=1 j=1

Logo, ©,0 ¥ = I. Portanto, ©, ¢ um isomorfismo. [

Corolario 4.4.

dimW =dim L,(V; W) - dim V.

Consequentemente, dim V' divide dim W.
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O isomorfismo 0,
Observemos inicialmente que a aplicagao de composicao
End(W) x L(V;W) — L(V; W)
restringe-se para uma aplicacao bilinear
End,(W) x L,(V;W) — L,(V;W).

Para simplificar a notagao denotaremos L,(V; ). Entao a aplicagio

©,: End,(W)®@V — End(U)

X — pox

satisfaz
9,0(% 01hy) = 9p(¢1) © ep(%)

e assim 6, ¢ um homomorfismo de algebras.

Teorema 4.4 (Wedderburn). 6, é um isomorfismo.

Prova: Veja [4],pag 277. n

Teorema 4.5. Seja A uma dlgebra associativa com unidade 14 e seja p uma representa¢ao
da dlgebra A @ End(V') num espago vetorial W. Entdo existem uma representa¢do py de

A no espago vetorial U e um isomorfismo © : UV — W tais que o sequinte diagrama:

UV Y oV (4.10)

l p(a®ep) l

W—">W
a € Ao € End(V) € comutativo. Assim p € equivalente a py ® I, onde I denota a

representacao padrao de End(V') em V.

Prova: Sejam oy € 09 de A e End(V) em W fixando

o1(a) =pla® 1) ac A

o) =p(la®p) € End(V).



Seja End,,(W') o subespaco de W que ¢ invariante sobre o5. Vamos mostrar que
o1(a) € End, (W) a€ A
De fato, seja ¢ € End(V'). Entao
ai(a)ooa(p) = pla®@I)op(la® ) =pla® ) =pl(la®@p)o(a®@I)] =

=p(la®@@)opla® ) =ox(p) @o(a).

Agora denotamos U = L,(V; W). Entao,pelo teorema , existe um isomorfismo
O:UxV —W

tal que
Oo(I®p)=02(p)oO p € End(V).

Pelo teorema [4.4] existe um isomorfismo de &lgebras
Q: End(U) — End,,(W).

Ele é definido por
Q) =0o(y@I1)o07! v € End(U).

Assim a representacao py de A em U é dada por
pu(a) = Q1 oo(a) a€ A
Segue das relacoes e que
pla) = Qpu(a) = © 0 (pula) @ 1) 0 O

Assim,

©o(py(a)®I)=o01(a)o® a€ A

Das relagoes [£.11] e [£.14] temos
O o (pu(a) @) =060 (pya)®I)o(I@p)oroBo(l®y)

= 01(a)oz(p) 0O = pla® @) 0 O.

Assim o diagrama comuta e conclui-se a demonstracao.
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(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)
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4.5 As representacgoes de Clj,

Nesta segao estudaremos as representagoes das algebras de Clifford Cly;, associadas ao
espago de Minkowski R* com a forma quadrdtica ®(z) = —(2? + ... + 27), as quais deno-

taremos simplesmente por Cly.

4.5.1 O Numero de Radon-Hurwitz

Seja p uma representacao de Cl; no espago R™. Vamos inicialmente mostrar que k£ <
n — 1. De fato, pela proposicao 4.1| podemos assumir que p é ortogonal e negativa. Seja

{e1, €, ..., e} uma base ®-ortogonal de R¥, tal que

2 _ _
e; =—1 e ee; = —eje; em Cly,

e seja p(e;) = oy, (1 =1,.., k). Entdo temos as relagoes
O'iOO'j—FO'jOO'i = _25U 'I,

onde I ¢ a aplicacao identidade. Em particular, 02 = —I (i = 1,...,k). Além disso,
segue da demonstracao da proposicao [.1] temos que o = —o; para i = 1,...,k. Agora,

fixemos um vetor unitério a € R™ e seja 0;(a) =a; (i =1,..,k). Entao

(a,a;) = (a,04(a)) =0 (i=1,..,k)

(ai,a;5) = (04(a),0;(a)) = (0;0i(a), 05(a)).
Dai,
2(ai,a;) = —((0j0; + 0,0;(a)), a) = 20;;(a, a) = 2J;;.

Consequentemente,

(ai,aj> :5ij> (Z: 1,,]{3)

Assim, os vetores a, aq, ..., agforma um conjunto de k + 1 elementos linearmente indepen-
dentes em R™. Isto implica que k + 1 < n.

Assim para cada n < 1 existe um maior k > 0 tal que Cl} é representavel em R™. Tal
k é chamado de nimero de Radon-Hurwitz de R™ e serd denotado por K(n). Segue do

anterior que

K(n)<n-—1. (4.15)
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Proposicao 4.10. O nimero de Radon-Hurwitz satisfaz a equagao funcional

K(16n) = K(n)+8, n>1.

Prova: Pelo teorema de Cartan—Bott e a tabela de classificacao, temos o isomorfismo
U Cliys = Cli, @ Mig(R).
Assim, se p é uma representacao de Cl; em R", entao
pr=(p®@I)oV
é uma representacao de Clj, s em R® ® R'6 = R'" Daf temos,
K(16n) > K(n) + 8.

Reciprocamente, seja 7 uma representacao de Cli,g em R" Entdo 7 o U~! é uma
representacao de Cl, ® Clg em R%". Pelo teorema [4.5| aplicado para A = Ol e V = R!6

existe uma representagao de C'l;, em um espaco vetorial U, onde
U ® RIG o~ lein'
Segue desta relagao que dim U = n. Portanto,
K(n) > K(16n) — 8.

Nosso objetivo é calcular o nimero de Radon-Hurwitz em termos da fatoracao de n.

Para isto precisaremos de alguns resultados.

Lema 4.3. Seja ¢ impar e 0 < b < 3. Entao

K(2'-q)<T.

Prova: Suponhamos Cl; é representavel em R" e k > 8. Escrevamos k =1+ 8, [ > 0.
Entao, Cly ~ Cl; ® Clg ~ Cl; @ End(R'%) é representdvel em R™.

Pelo teorema , temos que U ® R ~ R", ou seja, 16 devide n, e assim, n nao pode ser
escrito da forma 2° - q. Portanto, K(2°-¢q) < 7.
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Lema 4.4. Se p é uma representacao de H em espago R-vetorial V' de dimensao n. Entao

n ¢ multiplo de 4.

Prova: Escrevamos

plx)v)=z-v, zeHveV.

Diremos que uma familia de vetores vy, ..,vx € V gera V sobre H, se todo v € V pode ser

escrito da forma

k
v = E x;-v; x; € H.
i=1

Seja m o menor numero tal que V é gerado pelos m vetores e seja vy, ..., v, tal familia.

Nao ¢é dificil ver que a seguinte relacao

m
E .%'lUZ:O
=1

implica que x; =0 (i =1,..,m). Agora, escolhamos uma base {e, ey, ez, e3} de H.

Entao segue que os 4m vetores
v;, e10;, eav;, e3v; (i =1,...,m),

forma uma base de V sobre R. Portanto, n = 4m.

Lema 4.5. Seja g impar e 0 < b < 3. Entao

K20 q)=2"—1.

Prova: Precisamos mostrar que
(1) K(q)=0;
(i) K(2q) = 1;
(iii) K (49) = 3;
(iv) K(8q) =T1.

(i) Pelo lema K(q) < 7. Assim, devemos mostrar que se Clj é representavel em
R?7e 0 < k <7, entao k = 0. Pela tabela de classificacao das algebras de Clifford, todas as

Cli, (1 <k <7) contém C como subdlgebra. Assim, a representagao de Cl (1 < k < 7)
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em R? determina uma representacao de C em R?. Logo R? seria um C-espaco vetorial, o

que é impossivel, pois ¢ é impar. Portanto £ = 0.

(ii) K(2q) = 1: Provemos mostrar primeiro que

K(2q) < 1. (4.16)

O lema implica que K(2¢q) < 7. Observemos que todas as dlgebras de Clifford Cly
com 2 < k < 7 contém H como subdlgebra e assim uma representacao de Cl; em R

induz uma representacao de H em R??. Isto é impossivel, pois 2¢ nao é divisivel por 4

(veja[d.4). Assim, k =1 e portanto estd provado.

Por outro lado, Cl; ~ C é representavel em R?? e assim
K(2q) > 1.

Dai, temos K (2¢q) = 1.

(iii) K(4q) = 3: Vamos mostrar primeiro que

K(4q) < 3. (4.17)

Pelo lema , K(4q) < 7. Assim temos que mostrar que para 4 < k < 7 a algebra Cly
nao pode ser representada em R*. Pela a tabela de Classificacao das algebras de Clifford

as tais algebras sao da forma

Cy = Br ® M3(R),

onde By contém H como subalgebra. De fato,

B,=H, B;=H&C,

Bs=H&®H, B;=HoHeH®MH.

Agora, seja p uma representacao de Cl, em R*. Entao o teorema (aplicado para
A = By, e V =R?) mostra que a representacio py : By, — End(U) onde

R* ~ U ® R2

Como H C By, py determina uma representacao de H em U. Assim, dim U é divisivel

por 4 (veja[4.4) e consequentemente dimR* ¢ divisivel por 8.
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Isto é impossivel pois, g é impar e assim [4.17] é satisfeitas.
Por outro lado,

K(4q) > 3. (4.18)

De fato, escrevamos

Cl;g:H@H.

Entao, a representacio p de Clz em R*(~ H) dada por
plp@@r=p-r xecH

Assim,

p p
q

¢ uma representacao de Cls em R e assim ¢ satisfeita.

(iv) K(8¢) =T: Pelo lema[t.3]
K(8q) <T.

Para mostrar que

K(8q) =7,
construimos uma representacao de Cly7 em R3?. Escrevamos,
01077 — Mg(R) EB Mg(R),
e definamos

p(a@ﬁ):a @,BGMs(R),

Entdo p é uma representagao de Cly7 em R® e assim

—_——
q

é uma representagao de Cly; em R, Assim, K (8q) > 7.
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Agora estamos em condig¢oes de provar nosso resultado
Teorema 4.6. Sejan > 1. Escrevamos
n=16*-2".q, a>0, 0<b<3, g impar
Entdao o numero de Radon-Hurwitz do R™ é dado por
Kn)=8a+2"-1, n>1.

Em particular se n é impar, entio K(n) = 0.

Prova: Segue do lema [4.5| e pela proposicao [4.10}

Observacao 4.5. Os ntumeros de Radon-Hurwitz sao utilizados para caracterizar as es-
feras paralelizaveis, isto €, as esferas com campos que tem campos vetoriais linearmente
independentes.

Outra aplicagao dos ntimeros de Radon-Hurwitz é na classificagao das dlgebras reais com

divisao normadas, que sao R, C,H e Q. (Veja [10])



Apeéendice A
Espacos Quadraticos

Definicao A.1. Seja V um K-espaco vetorial e f : V x V — K uma forma bilinear.

Dizemos que f é nao degenerada se para cada v € V ,nao nulo, existem vy,v9 € V tais

que f(v,v1) #0e f(vg,v) # 0.
Exemplo A.1. Todo produto num espago vetorial real é nao-degenerado.
Definicao A.2. Sejam V um K-espaco vetorial e f : V x V — K uma forma bilinear.
Dizemos que f é simétrica se f(u,v) = f(v,u) para quaisquer u,v € V.

Sendo f bilinear simétrica, dizemos que dois vetores u,v € V sao ortogonais com
respeito a f se f(u,v) = 0.

Exemplo A.2. Todo produto interno definido num espaco vetorial real é uma forma

bilinear simétrica.

Definicao A.3. Seja V um K-espaco vetorial de dimensao finita, onde K = R ou K = C.

Uma forma quadréatica em V é uma aplicagao ® : V — K tal que
(1) @(\v) = N?®(v), Ae K, veV
(ii) A forma associada
flu,v) = %@(u) +¢(v) —P(u—v), uwveV
é bilinear.

Definigao A.4. Um Espaco Quadrético é um par (V, ®), onde V' é um espago vetorial e

® é uma forma quadratica em V.

79



80

Exemplo A.3. Todo espaco vetorial V' sobre um corpo K torna-se um espacgo quadratico

com respeito e forma quadratica nula ¢ = 0.

Exemplo A.4. Tipicamente, podemos obter espacos quadraticos a partir de espagos com
produto interno. Seja (V,<,>) um espaco com produto interno, defina ®(v) =< v,v >,
entao (V,®) é um espaco quadratico. Particularmente, temos que se <,>: R" x R" —
R é o produto interno euclidiano usual em R", entao (R",[.|?) e (R", —|.|?) sdo espago

quadraticos reais com a formas bilineares associadas <, > e — <, > respectivamente.

Exemplo A.5. Seja <, >: R"xR"™ — R o produto interno euclidiano usual em R", entao
(R™,].|*) e (R™, —|.]?) sdo espago quadraticos reais com a formas bilineares associadas <, >
e — <, > respectivamente.Mais geralmente, sejam p, ¢ inteiros nao-negativos com p+q > 0

e defina a forma quadratica em RP*Y por

D, (u) =ul+ ...+ u; — (uf)Jrl +..+ uZH), U= (Up, .oy Upyy) € RPTE

O par (p, ¢) é chamado de assinatura da forma quadrética @, ,. Esta forma quadratica
¢ chamada de forma quadrdtica de Minkowski e o espago quadratico denotado por, (RP*?, @, )

¢ chamado de espaco de Minkowsk:.

Observagao A.1. Os casos em que g = 0 temos (RP?, ®,4) = (R?, —|.|) e quando p =0

temos, (R4, ®g,) = (RY, |.]). Por convengao, R*? = 0.

Exemplo A.6. No caso complexo, (C", ®,) torna-se um espaco quadratico complexo,

com a forma quadratica
D (2) =27+ ..+ 22, 2= (21,.-2)
Notemos que a forma bilinear associada é B,,(z,w) = zywy + ... + 2,W,.
Seja (V, @) um espago quadratico e e; uma base de V' e v = >, v;e;. Entdo

P(v) = Z f(ej, ex)vjup
7,k

e se e; for uma base f-ortogonal, isto é, f(e;,er) = 0 quando j # k, entdo a expressao

para ®(v) reduzi-se para a forma diagonal

d(v) = Z@(ej)v?, v = Zvj.

J
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Definigao A.5. Um espago quadrético (V, ®) é nao-degenerado se sua forma quadratica

® ¢é nao-degenerada.

Dados dois espagos quadréticos (V, @y ) e (W, Dy, ), obtemos um outro espaco quadratico
(Vo W, oy @ Oy ), onde a forma quadratica &y & ¢y : VG W — K é definida por
Oy @ Py (v +w) = Py (v) + Pw(w), pata todov+w e Vg W.



Apeéendice B

Categorias e Funtores

Definigao B.1. Uma categoria é uma classe C de objetos(denotados por A,B,C'...) jun-

tamente com:

(i) Uma classe de conjuntos disjuntos denotados por hom(A, B), um para cada par
de objetos em C;(um elemento f de hom(A, B) é chamado um morfismo de A em B e é

denotado por f: A — B);

(ii) para cada terna (A, B,C) de objetos de C uma fungao
hom(B,C') x hom(A, B) — hom(A,C));

(para morfismos f : A — B,g : B — C, esta fungao é escrita (g, f) —> go f e o
morfismo (g, f) — g o f é chamado a composicao de f e g ); todos sujeitos aos dois

axiomas:
Associatividade: Se f: A — B, g: B— C e h:(C — D sao morfismos de C,
entdao ho(go f) = (hog)o f.
Identidade: Para cada objeto de C existe um morfismo 1 : B — B tal que para
todo f:A— B, g: B— C,
lpof=f e golg=yg.

Exemplo B.1. Seja S a classe de todos os conjuntos. Para A,B, Hom(A, B) é o conjunto

de todas as fungoes f : A — B. Entao S é facilmente visto como uma categoria

Exemplo B.2. A classe G cujos objetos sao grupos e os morfismos sao homomorfismos

de grupos é uma categoria. A composicao definida é composicao usual de homomorfismos.

82
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Exemplo B.3. A Classe QVec cujos objetos sao os espaco quadraticos e os morfismos
sao isometrias dados por aplicacoes lineares f : V. — W tais que @y (f(x)) = Py (x)
para todo x € V é uma categoria. A composi¢ao definida é a composicao usual de

transformacoes lineares.

Exemplo B.4. A classe AA cujos objetos sao algebras associativas e os morfismo sao

homomorfismos de algebras formam uma categoria.

Funtores

Como nés frequentemente observamos, o estudo de qualquer objeto matematico requer
consideracao das aplicagoe entre tais objetos. Em nosso caso os objetos matematicos em
questao sao as categorias. Um funtor é uma aplicacao de uma categoria em outra que

preserva a estrutura apropriada.

Definigao B.2. Sejam C e D categorias. Um funtor covariante T de C para D(denotado
por T': C — D) é um par de fungdes (ambos denotados por T'), uma fungao objeto que
associa a cada objeto de C' de C um objeto T'(C') de D e uma fungao morfismo que associa

a cada morfismo f : C' — C" de C um morfismo T'(f) : T(C) — T(C") de D, tal que
(i) T(1¢) = lp(c) para todo morfismo identidade 1¢ de C;

(ii) T'(go f) =T(g) o T(f) para dois quaisquer morfismos f, g € C cuja a composi¢ao
go f esta definida.

Exemplo B.5. O funtor identidade 1o : C — C que associa 7777 a cada objeto e a cada

morfismo da categoria C ele mesmo.

Exemplo B.6. Seja R um anel ¢ A um R-moédulo fixado. Para cada R-moédulo C) seja
T(C) = Hompg(A,C). Para cada homomorfismo de R-médulos f : C' — C', seja T(f)
a aplicacdo usual induzida f : Hompg(A,C) — Hompg(A,C"). Entdo T é um funtor

covariante da categoria dos R-modulos para a categoria dos grupos abelianos.

Defini¢ao B.3. Sejam C e D categorias. Um funtor contravariante S de C para D(denotado
por S : C — D) é um par de fungoes (ambos denotados por T'), uma fungao objeto que

associa a cada objeto de C' de C um objeto S(C') de D e uma fungao morfismo que associa

a cada morfismo f : ¢ — C" de C um morfismo S(f) : S(C) — S(C") de D, tal que



84

(i) S(1¢) = 1g(c) para todo morfismo identidade 1¢ de C;

(ii) S(go f) = S(f) o S(g) para dois quaisquer morfismos f, g € C cuja a composigao
g o f esta definida.



Apendice C

Um pouco de Algebra Linear

C.1 Espacos Duais

Definigao C.1. Sejam V* e V dois espagos vetoriais sobre um corpo K e ( , ) uma forma
bilinear nao-degenerada definida em V* x V. Entao V* e V sao chamados de duais com
respeito a forma bilinear (, ). O escalar (z*, z) é chamado o produto escalar de z* e z, e

a forma bilinear ( , ) é chamada de produto escalar entre V* e V.
Exemplo C.1. Seja V = V* = K e defina a aplicagao ( , ) : K — K por
(A, 1) = A A p e K
E claro que (, ) é ndo degenerada, e portanto K pode ser visto como um espago auto-dual.

Exemplo C.2. Seja V um espago vetorial de dimensao finita e V* = L(V') o espago dos

funcionais lineares em V. Defina a aplicacao bilinear ( , ) por

(fz)=f(x), feL(V)zeV.

Notemos que < f,z >= 0, para todo x € V, se e somente se f = 0.

Por outro lado, consideremos a € V um vetor nao-nulo e seja V; o subespaco de V'

gerado por a. Entao o funcional linear g é definido em Vj por
g(r) =X onde z=\a,
pode ser estendido para o funcional linear f em V. Assim,
< fya>= f(a) =g(a) =1#0.
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Consequentemente, ( , ) e ndo-degenerada.

C.2 Aplicagoes Duais

Definicao C.2. Sejam V', V* e W, W* dois pares de espagos duais e sejam ¢ : V — W

e p* : W* — V* duas aplicagoes lineares. As aplicagoes ¢ e ¢* sao ditas duais, se
(W' pr) =(py"x) y eW zeV

Para cada aplicagao linear ¢ : V. — W existe no maximo uma aplicacao dual. De

fato, se ] e 3 sao aplicagoes duais de ¢ temos que

(Y™ px) = {1y 2) e (Y o) = (p3y°, x)
Consequentemente,
(1Y —eay", 2) =0 zeVy eW:
Isto implica que pjy* = @3y*. Portanto, p] = 3.

Exemplo C.3. Sejam V,V* um par de espacos duais. Sejam também, V; um subespaco

de VeVst:={zreV*/ <z* x>=0, para todo x € V;}.
Seja 7 a projecao canonica de V* em V*/Vi,
TV — VIV

Entao a injecao canonica [ : V; — V' é a dual de m. De fato, se x € V] e y* € V*, temos

(" 1x) = (y" ) = (" @) = (my", ).
Assim,

T =1TI"

C.3 A Algebra de Composicio

Seja V* e V um par de espagos duais com respeito a forma bilinear ( , ). Vamos definir

uma multiplicacao no espago V* ® V' da seguinte forma

(z"@z)o(y @y) = (2", y) (¥ @)
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E facil verificar que a multiplicagdo torna V* ® V' uma &lgebra associativa chamada

algebra de composicao.

Agora, consideremos a aplicagao linear 7' : V* @ V. — End(V') dada por

T(a* ®b) = (a*,x)b (C.1)

Como

Tl(ay @ by) o (a3 ® by)] = T(ay @ by) o T'(az @ by),

T é um homomorfismo de algebras. Agora, vamos mostrar que 7' é injetiva. De fato,seja
2 e V*®V, tal que T'(z) = 0 e consideremos {ey, ..., €, } uma base de V. Entao, z é um

soma finita

n
o * * *
Z—E T, ®e;, x; €V
i=1

Logo, para todo x € V,

n

Z(xf,x)ei =0

i=1

Portanto,

(xf,2)y =0 zeV.

Isto implica que =7 =0, i = 1,...,n e assim, z = 0. Consequentemente, 7" é injetiva.

C.4 Os Operadores de Substituicao e Multiplicacao
em AV

Seja V' um espago vetorial e AV a dlgebra exterior sobre V. Fixemos a € AV e consid-
eremos o operador
pla) : AV — AV
U — aAu
Este operador é conhecido como operador de multiplica¢ao na algebra exterior /A V. Como

a algebra A\ V' é associativa, temos a relagao
plaAb) = p(a)op(b) a,be \V. (C.2)

Além disso, para v,w € V, temos
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p(v)p(w) + p(w)p(v) = 0 (C.3)
Agora consideremos a aplicagao dual
I(a): ANV — AV~
Ela é determinada pela equagao
(I(a)u*,v) = (u*,a Av) v/\V.

Em particular,

IN)u* = A\ € K.

Agora suponhamos que a é um elemento homogéneo de grau p. Entao I(a) restringi-se
para aplicacoes lineares

NVE— NPV r>p
e reduze-se a aplicacao nula se r < p. Para u* € APV* temos
I(a)u* = (u*,a)
Dualizando obtemos
I(anb)=I(b)oI(a) abe \V. (C.4)
Em particular

[(aAb) = (~1"I(bAa) a€ APV,be NIV (C.5)

O Operador I(h)

Nesta segdo vamos considerar o operador I(h) no caso especial em que h € V*. A férmula

implica que
I(h)oI(k)+ I(k)oI(h)=0 h,keV". (C.6)

Em particular

I(h)? = 0.
Proposicao C.1. O operador I(h) é uma anti-derivagao na élgebra A V*, isto é,

I(h)(u* Av™) = I(h)u" Av* + (=D)Pus AT(R)o" u* € APV 0" e A V™.
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Prova: Consideremos a aplicagao linear ¢, : V* — K dada por
opr* = (x* h), x*eV”

Segue da secao ([4] segao 5.11-pag 118) que ¢, estende-se para antiderivagao €, de grau

—1 em A V*. Vamos mostrar que Q(h) = I(h),

(Qpu*,v) = (U, h Av) u* € /\V*,v € /\V. (C.7)

Suponhamos que u* e v sdo elementos decomponiveis, isto ¢, u* = 2] A--- Az e
v=2x1A---Axg Se p# g+ 1 ambos os lados da igualdade SA0 zero e assim somente

o caso p = q + 1 pode ser considerado. Logo,

p
(Qpu,v) = (U A ANap), ;e A ANgg) = Z(—l)i’1<xz‘,h><x>{ A ANZEA-- A

i
i=1

To Ty AN ANxpg) = (@ A ANz, R AT A AN q) = (u®, h Aw).

|

Corolario C.1.
I(h)opu(h*) + pu(h*)oI(h) = (h*,h)I h eV, h* € V" (C.8)
Prova: Apliquemos a proposicao anterior para o caso u* = h*. [

Corolario C.2.

p
I(h) (@i A Aap) =) (1) N al h)af Ao Azf A A

=1

As relacoes [C.3] [C.6] e [C.8] sao conhecidas como relacoes de comutagao.

C.5 A Soma Direta de Espacos Duais

Sejam V; e V5 espagos duais de dimensao n e considere a soma direta V = V; @& V5. Entao

podemos definir uma forma bilinear nao-degenerada em V' por

1
T1 D T2, Y1 DY2) = [\ T1, Y2 Y1, T2 T1,Y 1,2, Y2 2.
(21 & ®y2) = Sl )+ )] €V €V

A seguir apresentaremos o lema cuja prova pode ser encontrada em ([4], pag.247).
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Lema C.1. Seja V*, V um par de espacos duais reais de dimensao finita. Entao a algebra

End(/\'V) é gerada pelos operadores pu(x) e i(z*), z € V,z* € V*.

Proposicao C.2. Existe um isomorfismo de élgebras Cl(V, ®) = End(A V7).

Prova: Recordemos inicialmente os operadores de substituigao e multiplicacao em A V;.

Identificando V; com V' temos as seguintes relagoes
wz))? =0 z €V
i(22)> =0 x5 € Vp
e pelo coroldrio [C.I] temos
i(xo) (1) + p(we)i(zy) = (w1, 22) 1 21 € Vi, 29 € Vs
Agora defina a aplicacao linear ¢ : V. — End(/\ V1) definida por
o(z) = p(xr) +i(x2) z €V,
Onde x = x1 + 29, 1 € Vi, 29 € V5. Entao a seguinte relagao é satisfeita para todo x € V
p(2)? = plr) o p(xr) + ) 0 d(w2) +i(xg) o ) +i(w2) 0 i(22) = (w1, 29) - [ = (z,7) -1
Assim ¢ estende-se para o homomorfismo
3 : CLUV, @) — End(\ V).

Como
dim End(/\ V1) = (2")” = 2°" = dim CI(V, @),

é suficiente mostrar que ¢ é sobrejetiva, a qual segue do lema

Proposicao C.3. Seja V um espaco vetorial real de dimensao 2n com uma forma bilinear
nao-degenerada. Suponha que existe uma involugao w em V tal que w* = —w. Entao a
algebra de Clifford CI(V, ®) é isomorfa a dlgebra dos operadores lineares de A Vi, onde
Vi = ker(w — I).
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Prova: Consideremos os subespagos Vi = {x € V| wx =z} e Vo = {x € V| wex = —z}.

Consequentemente V =V, & V,. Para x; € Vi, y; € V;, temos
(z1,91) = (Wr1, W) = _<W2$1,y1> = —(x1,41)
Consequentemente (z1,y;) = 0. Similarmente
(22,92) =0 T9,y2 € V2.

Assim a restricao da forma bilinear para V; x Vi e Vo x V5 é nula. Por outro lado, a
restricao para V; x V5 é nao-degenerada. De fato, fixemos x; € V; e suponhamos que

(x1,y2) = 0 para todo ys € V5. Entao temos paray € V
(1,y) = (x1,31) + (21,2) =0
Donde x; = 0.Assim o produto escalar entre Vi e V5 é definido por
(1, m0) = 2(w1,22) 11 € Vi, 29 € V5.
Ele satisfaz a relacao
1
(11 @ w2, y1 DY2) = §[<$1792> + (Y1, 22)).

Logo pela proposicao temos que CI(V,®) = End(/\ V7).
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