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Resumo

Seja X = {X > 0,X, = 0} um passeio aleatério de média zero [-estdvel sobre
Z com taxas de saltos ndao homogéneas {7, ',i € Z}, com 8 € (1,2] e {r; : i € Z}
uma familia de variaveis aleatérias independentes com distribuicao marginal comum
na bacia de atragdo de uma lei a-estdavel com a € (0,2]. Neste trabalho, obtemos
resultados sobre o comportamento a longo prazo deste processo obtendo seu limite
de escala. Para isso, faremos previamente um estudo sobre probabilidade em espacos
métricos, mais especificamente sobre o espaco D das fungoes continuas a direita com
limite a esquerda. Também iremos expor alguns resultados que tratam de leis estaveis

que estao relacionadas diretamente ao problema supracitado.

Palavras-chave: Modelos de armadilhas, Limite de escala, Leis estaveis, Processos

de Lévy.



Abstract

Let X = {X > 0,&, = 0} be a mean zero (-stable random walk on Z with
inhomogeneous jump rates {7, *,i € Z}, with 8 € (1,2] and {r; : i € Z} is a family of
independent random walk variables with common marginal distribution in the basis of
attraction of an a-stable law with a € (0,2]. In this paper we derive results about the
long time behavior of this process, we obtain the scaling limit. To this end, first we will
approach probability on metric spaces, specifically treat the D space of the functions
that are right-continuous and have left-hand limits. We will also expose some results

dealing with stable laws that are directly related to the above problem.

Keywords: Trap models, Scaling limit, Stable laws, Lévy processes.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e [t] denota a parte inteira do nimero real ¢, isto é, [t] é o maior nimero inteiro

que nao ultrapassa t;
o fi(z) ~ fo(x) significa que lim, ., % =1;

e id denota a aplicacao identidade;

d - , . e
e X =Y significa que os elementos aleatdorios X e Y possuem a mesma distribuicao;

e X = Y denota convergéncia fraca das distribuicoes correspondentes aos elementos

aleatérios X e Y

e A funcdo sgn : R — R é definida da seguinte forma: sgn(x) = 1, se z > 0,
sgn(z) = —1,se x <0, e sgn(z) =0, se z = 0;

e [, denota a fungao indicadora do conjunto A. I4(x) =1,se x € Ae I4(x) =0,
se x ¢ A;

e [] denota o final de uma demonstracao.

X1



Introducao

Neste trabalho, com base no artigo [I] de W. Barreto-Souza e L.R.G. Fontes, estuda-
mos o limite de escala de um modelo de armadilha. Grosseiramente falando, um modelo
de armadilha é um passeio aleatorio a tempo continuo sobre algum grafo regular com
taxas de transicao aleatérias dadas em termos geralmente de variaveis aleatorias forte-
mente atadas, o ambiente aleatério. Os casos mais estudados na literatura matematica
envolve um passeio aleatério esqueleto que é independente do ambiente aleatoério, e o
inverso das taxas de saltos dado por variaveis aleatorias i.i.d fortemente atadas, vis-
tas neste caso como armadilhas profundas. Nestes casos, o modelo de armadilha é,
portanto, um passeio aleatorio discreto com uma mudanca de tempo.

Estamos interessados num modelo de armadilha em 7Z, e iremos supor que o passeio
esqueleto é de média zero, [S-estdvel, com 3 € (1,2]. No caso em que a € (0,1), o
limite de escala é um processo [-estavel com uma mudanca de tempo pelo inverso
de outro processo, envolvendo o tempo local do processo [-estavel e um processo a-
estavel independente subordinado; o processo resultante pode ser chamado de processo
quase-estavel.

Antes de abordarmos o limite de escala em nosso modelo de armadilha, feito no
terceiro capitulo, introduzimos temas auxiliares que por si tém uma grande relevancia
na teoria de probabilidade. No primeiro capitulo explicamos um pouco da teoria das
probabilidades em espagos métricos. Nosso principal interesse ¢ estudar a convergéncia
fraca de distribuicoes, que sao medidas de probabilidade, e para isso desenvolvemos
varios critérios para sua ocorréncia. Outro tema importante neste contexto é a com-
pacidade, caracterizado, via Teorema de Prohorov, sob certas hipdteses, por uma pro-
priedade denominada tightness. A compacidade, em certo sentido, é importante para
assegurar que, dada uma sequéncia de distribui¢oes que converge fracamente para um
determinado limite, tal limite seja de fato a distribuicao de algum elemento aleatério.
Ainda no primeiro capitulo, tratamos mais especificamente de convergéncia fraca e
tightness no espaco métrico D das fungoes continuas a direita com limite a esquerda
munido da topologia de Skorohod.

No segundo capitulo apresentamos um teorema central do limite para leis estaveis



que é valido até mesmo se tivermos média infinita. Além disso, introduzimos os pro-
cessos de Lévy, a principal classe de processos de nosso interesse, e expomos algumas
de suas principais propriedades como a propriedade de Markov e a propriedade forte
de Markov.

Por fim, o apéndice é dedicado aos resultados mais elementares em probabilidade

que decidimos, afim de obter uma leitura mais direta e objetiva, nao deixa-los no texto.



Capitulo 1

Principios de invariancia

1.1 Probabilidades em espacos métricos

Nesta secao faremos uma breve revisao dos principais resultados que tratam de

probabilidade em espagos métricos. Para um aprofundamento nesta teoria veja [2].

1.1.1 Convergéncia fraca em espacos métricos

Seja S um espacgo métrico. Iremos estudar medidas de probabilidade sobre uma
classe § de borelianos em S. Aqui S é a g-algebra gerada pelos conjuntos abertos — a
menor o-algebra contendo os conjuntos abertos — e a medida de probabilidade P em

S ¢ nao-negativa, contdvel aditiva com P(S) = 1.

Definicao 1.1. Se as medidas de probabilidade P, e P satisfazem

/SfdPn—>/SfdP

para toda funcao real f em S limitada e continua, dizemos que P, converge fraca-

mente para P e escrevemos P, = P. Denotaremos por C'(S) a classe de tais funcoes

f.

Teorema 1.1. Toda medida de probabilidade sobre (S,S) € reqular, isto €, se A€ S e
e > 0, entao existe um conjunto fechado F e um conjunto aberto G tais que F C A C G
e P(G-F)<e

O teorema acima implica que uma medida P € (S,S) é determinada pelos valores
de P(B) para os conjuntos fechados B. De fato, sejam A € S e Q € (S5,S) tal que
P(B) = Q(B) para todo conjunto fechado B. Dados A € S e e positivo, podemos

obter um conjunto fechado F' e um conjunto aberto G de forma que ' C A C G,



1. Principios de invariancia

P(G—-F)<eeQ(G—F)<e. Observe que
P(A) < P(G)=P(G—-F)+ P(F)=P(G—-F)+Q(F) <e+Q(A).
Como ¢ ¢ arbitrario, segue que P(A) < Q(A) e similarmente Q(A) < P(A), portanto,

P(A) = Q(A)

Teorema 1.2. Se F' ¢ fechado e € € positivo, existe uma funcdo f em C(S) tal que
flz)=1,sex e F, f(x) =0, sed(z,F) > ¢, e0 < f(x) <1, para outro caso. Aqui
d(z, F') representa a distancia de x ao conjunto F, isto €, d(z, F) = inf epd(z,y). A

funcao f pode se obtida de forma que seja uniformemente continua.

Teorema 1.3. Duas medidas de probabilidades P e Q) em (S,S) coincidem se

/f dP:/f dQ (1.1)

para toda f € C(S).

Demonstracao. Seja F um conjunto fechado. Considere a funcao real ¢ dada por

1 se t <0,
p(t)=9 1—t se 0<t<1,
0 se 1<t.
Defina, para cada inteiro positivo u,
pu(t) = p(ut) (1.2)

fu(z) = @u(d(z, F)).

Entao {f.,} é uma sequéncia nao-crescente de elementos de C'(S) convergindo pontu-
almente para a funcao indicadora Ir do conjunto F. Pelo teorema da convergeéncia
dominada, P(F) = lim,, [ f,dP e Q(F) = lim, [ f,dQ, assim, se vale para toda
feC(S), P(F) = Q(F). Como P e @ coincidem nos conjuntos fechados, segue do
teorema que P = Q.

]

1.1.2 Tightness

Definigao 1.2. Uma medida de probabilidade P em (S,S) é tight se para cada ¢

positivo existe um conjunto compacto K tal que P(K) > 1 —e.

4



1. Principios de invariancia

Pelo teorema [1.1 P ¢ tight se, e somente se, P(A) é, para todo A € S, o supremo
de P(K) sobre os conjuntos compactos K C A.

Teorema 1.4. Se S € separdvel e completo, entao toda medida de probabilidade em

(S,8) € tight.

1.2 Propriedades da convergéncia fraca

Observe que, como as integrais [ f dP determinam P completamente (Teorema
, a sequéncia {P,} nao pode convergir fracamente para dois limites distintos ao
mesmo tempo. Observe também que a convergeéncia fraca depende somente da topo-
logia de S, e nao da métrica especifica que a gera: Duas métricas que geram a mesma
topologia dao origem a mesmas classes de S e C(S), portanto, & mesma nocao de

convergéncia fraca.

Teorema Portemanteau
O teorema a seguir nos d& condicoes equivalentes para a convergéncia fraca.

Definigao 1.3. Um conjunto A € S cuja fronteira JA satisfaz P(0A) = 0 é dito um

conjunto P-continuo.

Teorema 1.5. Sejam P,, P medidas de probabilidade em (S,S). As sequintes condi¢oes

sao equivalentes:

(i) P, = P

(ii) lim, o [ f dP, = [ f dP, para toda fungdo f limitada e uniformemente continua.
(111) limsup,,_, . P, (F) < P(F), para todo fechado F'.

(iv) liminf, . P,(G) > P(G), para todo aberto G.

(v) lim,, o P,(A) = P(A), para todo conjunto A P-continuo.

Outro Critério

As vezes é conveniente provar convergéncia fraca mostrando que P,(A4) — P(A)

para alguma classe especial de conjuntos A.

Teorema 1.6. Seja U uma subclasse de S tal que (i) U é fechado sob intersegoes

finitas e (ii) cada conjunto aberto em S € uma unido finita ou contdvel dos elementos

deU. Se P,(A) — P(A) para todo A € U, entio, P, = P.

5



1. Principios de invariancia

Demonstracao. Seja A; € U para i = 1,...,m. Por hipdtese, as intersecoes de tais

elementos também estao em U. Pela formula de inclusao-exclusao,

b, (U:L Ai) = Zz Pn(Ai) - Zij Pn(Ai N Aj) + Zijk Pn(Ai N Aj N Ak) -
- ZiP(Ai)_ZijP(AimAj)+ZijkP(AimAijk:)_"'
= PUL A

Se G é aberto, entdao G = U;A; para alguma sequéncia {A;} de elementos de U.
Dado ¢ > 0, escolha m tal que P(U;<,A;) > P(G) — €. Pela relagdo que acabamos
de provar, P(G) — e < P(Uj<nAi) = lim, P,(Ui<n4;) < liminf, P,(G). Como ¢ é

arbitrario, vale o item (iv) do teorema anterior. O
Denotamos a bola aberta de raio € em torno de x por S(z,¢).

Corolério 1.7. Seja U uma classe de conjuntos tal que (i) U é fechado sob interse¢oes
finitas e (i7) para cada z € S e todo € positivo existe um A € U com x € int(A) C
A C S(x,e). Se S é separdvel e P,(A) — P(A) para todo A € U, entao P, = P.

Demonstragao. A condigao (iz) implica que, para cada ponto x de um conjunto aberto
G, z € int(A) C A C G para algum A € Y. Como S é separdvel, existe em U uma
sequéncia {A;} tal que G C U;int(A4;) e A; C G, que implica que G = U;A;. Portanto,

U satisfaz as hipdteses do teorema [1.6] O

Iremos ver mais uma condigao para a convergéncia fraca. Uma sequéncia {z,} de
numeros reais converge para um limite x se, e somente se, toda subsequéncia {x,}
possui uma subsequéncia {z,~} que converge para x. Para este fato é facil deduzir um

analogo para convergéncia fraca.

Teorema 1.8. P, = P se, e somente se, toda subsequéncia {P,} contém uma sub-

sequéncia { Py} tal que {P,v} = P.

1.3 Alguns Casos Especiais

O Espaco Euclideano

Seja R¥ o espaco k-dimensional, o qual sempre consideraremos munido da métrica
d(z,y) = |z —y| = o5, (z; — y:)?]Y/2. Tremos relembrar a relaciio entre a convergéncia
fraca de medidas de probabilidade e a nogao usual de convergéncia para as funcoes
de distribuicao correspondentes. Considere as medidas de probabilidade P,, P e suas

respectivas funcoes de distribuicao F,, e F, para n = 1,2,.... Entao, P, = P se,
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e somente se, F,(x) — F(x) para todo ponto de continuidade z de F. Em outras

palavras, os conjuntos {y : y < x} formam uma classe determinante de convergéncia.

O Espaco R*

Os resultados obtidos para R¥ sao transferidos em todos os aspectos essenciais para
o espago R das sequéncias ¢ = (x1,Z2,...) de nimeros reais munido da topologia

produto. Essa topologia possui como vizinhancgas basicas de um ponto x os conjuntos

da forma
Nie(x)=A{y:|zi —vyi| <e, i=1,...,k} (1.3)
come >0ek=1,2.... Com esta topologia, R*® é um espaco métrico completo e
separavel.
Seja 7, a projecao natural de R™ para R¥, definida por m(2) = (z1,...,2). Um

conjunto finito dimensional, ou cilindro, é, por definicao, um conjunto da forma 7Tk_1 (H)
com k>1e H € RF. Como cada 7, é continuo e, portanto, mensuravel, os conjuntos
finito-dimensionais pertencem a o-algebra R* de borelianos em R*>. Seja F a classe
dos conjuntos finito-dimensionais. Como cada conjunto em (|1.3)) pertence a F e R*> ¢é
separavel, F gera R*°. Como F é uma algebra, segue que F é uma classe determinante.

Para k e x fixos, os conjuntos em , para diferentes valores de e, possuem
fronteiras disjuntas (¢ < & implica Ny, C int(Nys)). Aplicando o corolario do
teorema |1.6| para a classe U de conjuntos P-continuos em F, vemos que F ¢ uma classe
determinante de convergéncia. Assim P, = P se, e somente se P,(A) — P(A) ocorre

para todos os conjuntos A finito-dimensionais P-continuos.

O Espaco C

Em C = C|0, 1], o espago das fungoes continuas em [0, 1] com a métrica uniforme
d(z,y) = sup,|z(t) — y(t)|, a situacao difere de R>*. Para os pontos ti,...,t; em
[0,1], seja ..., a fungdo que leva o ponto z de C ao ponto (x(t1),...,z(tx)) de
R*. Os conjuntos finito-dimensionais sio agora definidos como conjuntos da forma
Tty (H) com H € R¥. Como 7y,..4, é continuo, estes conjuntos pertencem a classe
C de borelianos em C. Por outro lado, a bola fechada {y : d(z,y) < €} é o limite
dos conjuntos finito-dimensionais {y : |z(i/n) — y(i/n)| < e, i = 1,...,n}; como C
¢ separavel, cada conjunto aberto ¢ uma uniao contavel de bolas abertas e, portanto,
de bolas fechadas, assim os conjuntos finito-dimensionais geram C. Como eles formam

uma algebra, os conjuntos finito-dimensionais sao uma classe determinante.
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1.4 Convergéncia em Distribuicao

A teoria da convergéncia fraca pode ser parafraseada como a teoria da convergéncia
em distribuicao. Quando estabelecemos a terminologia da ultima teoria, que nao en-
volve novas ideias, muitos resultados assumem uma forma compacta e tornam-se mais

claros.

Elementos Aleatorios

Definigao 1.4. Seja X uma func¢do de um espaco de probabilidade (€2, B, P) num
espaco métrico S. Se X é mensuravel, o chamaremos de elemento aleatdrio de S.
Se S = R, chamamos X de variavel aleatéria; se S = R*, chamamos X de vetor

aleatodrio; se S = (', chamamos X de fungao aleatéria.

A distribuigdo de X ¢ a medida de probabilidade P = PX ! sobre (S,S):
P(A)=P(X'A)=P{w: X(w) € A} =P{X € A}, A€ S. (1.4)

No caso S = R*, temos também a funcao de distribuicdo associada & X, definida
por
F(r)=P{y:y<az}=P{X <z},2 € R~

Note que P ¢ uma medida de probabilidade sobre um espaco arbitrario, enquanto
P ¢é definido sempre sobre um espaco métrico. Por varias razoes, a distribuicao P
contém todas as informacoes relevantes sobre o elemento aleatério X. Se h é uma

funcdo mensuravel de R em S, entdo, pela férmula de mudanga de variavel (teorema

A,
/ h(X)dP = / hdP.

Cada medida de probabilidade num espaco métrico é a distribuicao de algum ele-
mento aleatério sobre algum espaco de probabilidade: Dado P em (.S, S), se conside-
rarmos (2, B,P) = (5,8, P), com X sendo a identidade,

Xw)=w, wed=S5,

entao X é um elemento aleatério sobre €2 com valores em S e possui P como distri-
buicao. Embora a classe de distribuicao coincida com a classe de medidas de proba-
bilidade sobre espacos métricos, geralmente chamamos uma medida sobre um espago
métrico de distribuicao apenas quando ela é de fato a distribuicao de algum elemento

aleatorio em discussao.



1. Principios de invariancia

Convergéncia em Distribuigao

Definigao 1.5. Dizemos que uma sequéncia {X,} de elementos aleatérios converge

em distribuicao para o elemento aleatorio X, e escrevemos
X, — X,
se as distribuigoes P, de X,, converge fracamente para a distribuicao P de X:
P, = P.

E claro que para ter sentido, o contradominio S e sua topologia sdo os mesmos para
todos os elementos aleatérios X, Xy, X,,.... Como [, f(z)P(dx) = [, f(X)dP, pela
férmula de mudanga de varidvel, e analogamente para [ fdP,, temos X, END's se, e
somente se, E{f(X,)} = E{f(X)} para toda f € C(S).

1.4.1 Convergéncia em Probabilidade

Muitos conceitos padroes e resultados para convergéencia em distribuicao de varidveis

aleatorias se generalizam para elementos aleatorios.

Definicao 1.6. Se, para um elemento a € S,
P{d(X,,a) > e} =0

para cada ¢ positivo, dizemos que X,, converge em probabilidade para a e escreve-
mos

P
X, — a.

Se a ¢é considerado como um elemento aleatério constante, entao, X, Psa se, e
somente se, X, 2y Alternativamente, X, P a se, e somente se, a distribuicao
de X,, converge fracamente para a medida de probabilidade que atribui massa um ao
ponto a.

Se X, e Y, possuem o mesmo dominio, faz sentido falar da distancia d(X,,Y,)—
a fungao com valor d(X,(w), Y, (w)) em w. Se S é separavel, d(X,,Y,) é uma variavel
aleatoria. No teorema a seguir, assumimos que, para cada n, X,, e Y,, possuem o mesmo

dominio e S é separavel.
Teorema 1.9. Se X, PiXe d(X,, Yy) 7, 0, entao Y, BN
Demonstragao. Se F. = {x : d(x,F) < e}, entao

P{Y, € F} < P{d(X,.Y,) > ¢} + P{X, € F.}.

9



1. Principios de invariancia

Como F. é fechado a hipdtese implica
limsup P{Y,, € F} <limsupP{X, € F.} <P{X € F.}.

Se F é fechado, entao F. | F quando ¢ | 0 e o resultado segue do teorema [1.5] ]

1.5 Teorema de Prohorov

Compacidade Relativa

Defini¢ao 1.7. Seja Il uma familia de medidas de probabilidade em (S, S). Dizemos
que II é relativamente compacta se toda sequéncia de elementos de Il contém uma
subsequéncia fracamente convergente, isto é, se para toda sequéncia {P,} em II, existe
uma subsequéncia {P,,} e uma medida de probabilidade ) (definida em (S,S), mas

nao necessariamente um elemento de II) tal que P, = Q.

Uma familia II de medidas de probabilidade sobre um espaco métrico S é dita tight
se para cada € positivo existe um conjunto compacto K tal que P(K) > 1 — ¢, para
todo P € II.

Teorema 1.10. Se Il € tight, entao 11 € relativamente compacto.

Teorema 1.11. Suponha que S € separdvel e completo. Se Il € relativamente compacto,
entao I1 € tight.

Nos referimos aos dois teoremas acima conjuntamente como o Teorema de Prohorov.

Observagao 1.1. A compacidade relativa é importante, dentre outros motivos, para
assegurar que o limite fraco ) de uma sequéncia de distribuicoes seja, de fato, uma
distribuigao, no sentido que nao ocorre Q(S) < 1. Vejamos um exemplo em (R, R).

Sejaa+b+c=1e F,(z) = alysn) + bly>_n) + cG(z). Onde G é uma fungao de
distribui¢ao. Assim, F,(x) — F(z) = b+ ¢G(z),

lim F(z) =b ¢ lim F(z)=b+c=1-a.
zl—00 zT+00

Ou seja, um quantidade de massa a esta escapando para +o0o e uma quantidade de
massa b para —oo.

Isto nao ocorre, se a sequéncia Fj, é tight. De fato, suponha que para todo € > 0,
existe M. tal que limsup,,_, .1 — F,(M.) + F,(—M.) < ¢ e que F,(x) — F(x) para
todo z ponto de continuidade de F. Sejam r < M. e s > M, pontos de continuidade

10
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de F. Como F,(r) = F(r) e F,(s) — F(s), temos

1—F(s)—F(r) = lim1— F,(s)— F.(r)

n—oo

< limsupl — F,(M.) + F,,(—M,.) < e.

n—oo

O ultimo resultado implica que

limsupl — F(z) + F(—x) <e.

T—00

Como ¢ é arbitrario, F' é uma fungao de distribuicao.

Funcgoes Caracteristicas

Se P ¢ uma medida de probabilidade sobre (R, R*¥), sua funcio caracterfstica p é

definida como

p(t) = / ¢ P(dz), t € RE,

onde t -z = 22:1 tyx, denota o produto interno. Seja ) uma segunda medida de
probabilidade sobre (R¥, R¥), e seja ¢ sua funcio caracteristica. Provaremos o teorema

de unicidade:

Teorema 1.12. Se p(t) = q(t) para todo t, entio P = Q.

¢, como uma fungao de x, um elemento de C(R¥)

Demonstracao. Para cada t, e
(ou sua parte real e sua parte imagindria sdo). Assim, no caso de R* o teorema de
unicidade refina o teorema , que afirma que P é determindo pelos valores de f fdP
para f € C(S). Nao iremos provar a unicidade obtendo uma formula de inversao
explicita, usaremos o teorema de aproximacao de Weierstrass.

Sabemos que os retangulos (a, b] formam um classe determinante; e como tal retangulo
¢ uma uniao crescente de retangulos fechados, é suficiente checar que P e () coincidem

para os conjuntos
A= [al,bl] X X [ak,bk].

Pelo argumento do teorema [1.3], isto segue se, pra cada integral,

/fdP:/fdQ (1.5)

quando f for da forma f(xq,...,25) = fi(z1) - fu(zx) com f;(s) = . (d(s, [a;,b;])),
onde d denota a distancia linear e ¢, é definida como em (1.2)).

11
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Fixado u. Dado €, escolha r suficientemente grande tal que f; se anula fora do inter-
valo [—r,r]| e, a0 mesmo tempo, se I,. denota o cubo {x : |z,,| <r,m =1,... k}, entdo
P(If) < e e QF) < e. Como fj(—r) = f;(r), fi(s) podem, pelo teorema de Wei-
erstraiss, serem uniformemente aproximados em [—r, 7] por uma soma trigonométrica
finita ), e/ de perfodo 2r. Multiplicando em conjunto estas somas para diferen-
tes valores de 7, vemos que f pode ser uniformemente aproximada em I, por uma soma

trigonométrica finita

glz) = e (1.6)

de periodo 2r em cada varidvel. Escolha (1.6) de forma que |f(x) — g(x)| < ¢ para
x € I,. Como f é limitada por um, g ¢é limitada por 1 4+ ¢ em I, e, portanto, por
periodicidade, em todo R*. Assim, |f—g| ¢ limitado por € em I, e por 2+¢ globalmente.

Assumindo 0 < € < 1, temos
/ |f —gldP < e+ (2+¢)P(IF) < 4e.

De modo similar, [|f — g|dQ < 4e, assim | [ fdP — [ fdQ| < | [ gdP — [ gdQ| + 8¢.
Mas [gdP = [ gdQ é uma consequéncia imediata de p = ¢ e de (1.6), e como ¢ é
arbitréario, ([1.5]) é satisfeita. ]

Dispositivo de Cramer-Wold

Por meio do dispositivo a seguir, devido a Cramer e Wold, problemas envolvendo
vetores aleatérios em R* podem ser reduzids a problemas envolvendo apenas varidveis
aleatérias em R. Suponha que os vetores aleatérios X,, = (X,1,..., X)) e X =

(X1,...,Xk) k-dimensionais satisfazem

thxnj 3

j=1 J=1
para cada ponto t = (ti,...,t;) de R*¥. Entao as funcdes caracteristicas p,(s) =
E{exp(is Z§:1 t;X,;)} dessas varidveis aleatérias converge para p(s) = E{exp(is Zj::l t;X;)}

para cada real s. Tomando s = 1, obtemos
E{eit-Xn} N E{eitX}'

Como t foi arbitrario, X, P.ox segue do teorema de continuidade para funcoes

caracteristicas.

12
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1.6 O espaco D

Seja D = DJ[0,1] o espago das fungées x em [0,1] que sdo continuas a direita e

possuem limite a esquerda:
(i) Para 0 <t < 1, z(tT) = lims; 2(s) existe e z(t+) = z(¢).
(i) Para 0 <t <1, 2(t7) = limgy 2(s) existe.

Dizemos que a fung¢ao x possui uma descontinuidade do primeiro tipo em t se x(t™) e
x(t") existem mas sao diferentes e x(t) estd entre z(t~) e z(t"). Toda descontinuidade

de um elemento de D sao do primeiro tipo. E claro que C' é um subconjunto de D.
Definicao 1.8. O médulo de continuidade de um elemento x de C' ¢ definido por

w,(0) =w(z,d) = sup |z(s) —z(t)], 0 <o < 1. (1.7)

|s—t|<d
Para z € D e Ty C [0, 1], ponha
w,(To) = sup{|z(s) — z(t)| : s,t € Ty}. (1.8)

Assim, o médulo de continuidade de z, definido por (1.7]), pode ser expresso como

wy(0) = sup w,[t,t + 4. (1.9)

Uma funcdo continua sobre [0, 1] é uniformemente continua. O préximo lema nos

d4 a ideia correspondente de uniformidade para elementos de D.

Lema 1.13. Para cada z em D e cada ¢ positivo, existem pontos tg,t1, ..., t, tais que
O=to<ti<---<t, =1 (1.10)

e
wm[ti_l,ti) <eg 1=1,2,...,m (].].1)

Demonstragao. Seja T o supremo dos ¢ em [0, 1] para os quais [0, ) pode ser decomposto
em finitos subintervalos [t;_1,t;) satisfazendo ((1.11)). Como z(0) = z(0%), temos 7 > 0;
como z(77) existe, [0, 7) pode entao se decompor; 7 < 1 nao ocorre pois z(7) = z(771)

neste caso. L]

Iremos precisar de um médulo que desempenhe em D o mesmo papel que o mdédulo

de continuidade desempenha em C. Para 0 < d < 1, ponha

13
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' (0) = inf tio1,t; 1.12
wx( ) gi}ongzag}iwx[z 1 z); ( )

onde o infimo se estende sobre os conjuntos finitos {¢;}, satisfazendo

O=to<ti <...<t, =1
o= (1.13)
t; —ti_1 >6, 1= 1,2,...,7“.
O lema [1.13| é equivalente a afirmacao que
limw, (§) =0 (1.14)

6—0

para todo x em D.

A topologia de Skorohod

Duas fungoes x e y estao préximas, na topologia usada por C, se o grafico de x(t)
pode ser transportado para o grafico de y(f) por uma pequena pertubagao uniforme
das ordenadas, com as abscissas mantidas fixas. Em D, iremos permitir uma pequena
deformagao uniforme da escala do tempo. Fisicamente, isto equivale a admitir que nao
conseguimos medir o tempo com uma precisao maior do que podemos posicionar. A
topologia a seguir, idealizada por Skorohod, incorpora esta ideia.

Seja A a classe de aplicagoes estritamente crescente e continuas de [0, 1] em [0, 1].
Se A € A, entdo A(0) =0 e A(1) = 1. Para x e y em D, defina d(z,y) como o infimo

de todos os niimeros positivos € para os quais existe um A em A tal que

sup Mt —t] < e (1.15)
t

supla(t) = y(\0)] < e (1.16)

Pode-se mostrar que d é de fato uma métrica, a sua topologia associada denomina-
mos topologia de Skorohod. A distancia uniforme entre x e y pode ser definida como
o infimo dos nimeros positivos para os quais sup, |z(t) — y(t)] < e. O A em (|1.15)
e representa a pequena deformacao uniforme da escala do tempo mencionado
acima.

Iremos introduzir em D uma outra métrica dy - uma métrica equivalente a d, mas
sob a qual D é completo. A completude facilita a caracterizacao de compacidade.

A ideia de definir dy é requerer que o tempo de deformacdao A, que intervém na

definicao de d, esteja préximo da funcao identidade num certo sentido que a principio

14
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parece mais rigoroso que ([1.15); nominalmente, requeremos que a inclinacao (At —
As)/t — s de cada corda esteja perto de um ou, o que é a mesma coisa e analiticamente
mais coveniente, que seu logaritmo esteja perto de zero.

Se A é uma func@o nao decrescente em [0, 1] com A(0) =0 e A(1) = 1, defina

M — As

t—s

| Al = supsz [log (1.17)

Se ||A|| é finito, entao as inclinagoes das cordas de A sao limitadas longe de zero e no
infinito, assim, A é continuo e estritamente crescente e, portanto, ¢ um elemento de A.
Embora ||A|| possa ser infinito até mesmo se A pertence a A, tais elementos de A néo
entram na defini¢ao a seguir.

Definimos dy(z,y) como o infimo de todos os niimeros positivos para os quais A

contém algum A com

Al <e (1.18)

supa(t) — y(M)] < e (1.19)
Lema 1.14. Se d(z,y) < 6%, onde 0 < § < 1/4, entdo do(z,y) < 46 + w,(0).
Demonstracao. Escolha pontos t; satisfazendo e
welti1, t) <wh(8)+0, i=1,2,...,r (1.20)

Agora escolha um p de A tal que

sup |(t) — y(ut)] = sup 2(u ') —y(t)] < 6° (1.21)

sup |ut — t| < 6% (1.22)
¢

Queremos definir um A em A que ficard préximo de p mas nao terd, como p pode
ter, cordas com inclinacao muito longe de um. Tome A coincidindo com g nos pontos

t; e linear entre eles. Como a composicao p~ '\ deixa fixos os t; e é crescente, t e =\t
sempre estao no mesmo subintervalo [t;_1,t;). Por (1.20)e (1.21]), portanto:

z(t) —y(M)] < fa(t) — a(p ' A)| + [2(u™'A) — y(At)]
< wh(8) + 8§ 4 6% < 45 + wl(9).

Agora ¢ suficiente provar que ||A|| < 46. Como A coincide com p em t;, segue de (|1.22))
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e da desigualdade t; — t;_1 > 0 que
|(Mts — A1) < |26%] < 26(t; — tio1).
Pela caracteristica poligonal de A, segue que
|(At — As) — (t — s)| < 26|t — 5]

é satisfeito para todo s e t. Portanto,

At — A
log(1 — 20) log < ; i

) < (14 29);
como 0 < 1/4, segue que ||A|| < 4. O

Teorema 1.15. As métricas d e dy sao equivalentes

Demonstracao. Vamos denotar a bola aberta de centro x e raio € com a métrica d e d

por Sy(z,€) e Sq,(z,€), respectivamente. Se do(z,y) < &, (1.18) e (1.19) sao satisfeitas
para algum A € A. Se € < 1/4, entao, como A(0) = 0,

At
log(l —2¢) < —e < log7 <e <log(1l+2e).

Assim, temos |\t — t| < 2¢. Portanto, d(z,y) < 2dy(x,y) se do(z,y) < 1/4. Isto mostra
que dentro de uma bola arbitraria Sy(x,e) podemos encontrar uma bola Sy, (z,d).

O lema [1.14] implica que, se
§ < 1/4, 46 + W, (0) < &, (1.23)

entao Sy(x,d%) C Sy, (z,€). Dados e &, podemos, por ([1.14), encontrar um ¢ satisfa-
zendo ((1.23). Dentro de uma bola na métrica dy podemos encontrar entdao uma bola

da métrica d com o mesmo centro. Portanto d e dy sao métricas equivalentes. O
Teorema 1.16. O espaco D € completo na métrica dy.

Demonstracao. E suficiente mostrar que cada sequéncia de Cauchy contém uma sub-

sequéncia convergente. Se {xy} é uma sequéncia de Cauchy, ela contém uma sub-

sequéncia {y,} = {x, } tal que
Iremos provar que {y,} é convergente. Por ((1.24)), A contém p, tal que
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SUP [ () = Yo (nt)] < 1/2° (1.25)

lall < 172" (1.26)

Isto implica, para m > 1,
Sl;p |nma1fngm = oot = Hngm ©** fog1fint] =

= sup |:un+m+13 - S| < 1/2n+m‘

(Aqui, finimpns1ftn denota composicoes iteradas.) Para n fixado, as fungoes

Pontm = Pt find (1'27)

sao, portanto, uniformemente de Cauchy quando m — oo. Assim, (|1.27) converge

uniformemente para um limite

At = 1M flyyyn =+ + g1 il (1.28)

A funcao A, deve ser continua e ndo-decrescente e deve satisfazer A, (0) = 0, A\, (1) =
1. Se provarmos que ||A,|| é finito, segue que A, é estritamente crescente e, portanto,
um elemento de A. Observe que para A\;, Ay € A, temos [|[A\Aa]] < || Ar]| + || A2||, disto

segue que

HEntm * " Pnt 1t — Hngm " Hnt1HnS

|
08 t—s

< tngm =+ pasiball < Nl < ptnga ||l < - Nppngm| < 17277

Fazendo m — oo no primeiro membro desta desigualdade, obtemos ||\,|| < 1/2"7!, em

particular, ||\,|| é finito e A\, € A.

Por (1.28]), A\, = Anr1ptn. Portanto, por (1.25),
sup 90 (A0 ) = Yns1 (M) = 5UD [Yn(8) — Ynsr (pns)] < 1/27.

Em consequéncia, as fungoes y, (A, 't), que sao elementos de D, sdo uniformemente
de Cauchy e, portanto, converge uniformemente para uma fungao limite z(t). E f4cil

mostrar que x deve também ser um elemento de D. Como sup, |y,(A~t) — x(t)] — 0
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e || An|l = 0, temos do(yn, z) — 0, que completa a prova.

O
Caracterizacao de compacidade
Considere o médulo w”(§) dado por
w"(0) = sup min{|x(t) — x(t1)], |z(t2) — ()|}, (1.29)
onde o supremo se estende sobre os numeros t;, t e ty, que satisfaz
1 <t<ty, to—1t1 < 0. (130)

Dado § e ¢, decomponha [0,1) em subintervalos [s;_1,s;) tal que s; — s;-1 > J e
We[Si—1,8:) < wl,(d)+e. Se é satisfeita, entdo, t; e ty estao no mesmo subintervalo
[si—1,8i), neste caso |x(t) —x(ty)| < wl(0)+¢€ e |x(ta) —x(t)] < w,(d)+e, ou entdo eles
estao em intervalos adjacentes [s;_1, s;) e [s;, s;41), neste caso, |z(t) —z(t1)] < wl(0)+e

para t; <t <s; e |z(te) — x(t)| < w,(d) + € para s; < t < ty. Portanto,

W' (8) < wl.(6) (1.31)

E possivel formular uma condi¢ao de compacidade em termos de w/(d) e do com-

portamento de x perto de 0 e de 1.

Teorema 1.17. Um conjunto A possui o fecho compacto na topologia de Skorohod se,

e somente se,

supsup |z(t)] < oo (1.32)
zeA t

lims_y sup,e 4 Wi () =0,
lims_y0 SUp,e 4 W2 [0, 9) (1.33)
1

-0,
lims_y0 SUp,eq W[l —9,1) =0

Demonstragao. Pelo teorema |1.16] é suficiente mostrar que ([1.33]) é equivalente a

lim sup w'(4) = 0 (1.34)

6—0 rxEA

Note que (1.34)) implica (1.33) por (1.31)) e da defini¢cdo de w'(§). Iremos provar a

reciproca.

Dado um ¢ positivo, escolha um o positivo tal que, para todo x € A,
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wh(0) < e, we[0,0) <eewyll—01)<e. (1.35)

T

Assuma que x € A, iremos mostrar que
/
Wi g < 6¢, (1.36)

que ¢ suficiente para provar o teorema.

Vamos provar primeiro que

t1§8§t§t27 tg—t1§5 (137)

implica

min{|z(s) — z(t1)], |x(t2) — z(t)|} < 2e. (1.38)

De fato, se |z(s) — z(t1)| > &, entdo, por (L.35)), [z(t) — z(s)| < € e |z(t2) — z(s)| < e,
assim, |x(ty) — x(t)| < 2e.

Suponha que x possui um salto excedendo 2¢ nos pontos 7 e 75. Se 0 < 7, — 77 < 0,
entao existe pontos ti,s,t,ty satisfazendo , th <11 =358 et <1 =ty set
estd préximo suficiente de 71, e se t esta préximo suficiente de 75, entao (|1.38]) nao é
satisfeito, portanto [0, 1] ndo pode conter dois pontos cuja distancia seja menor que §
em cada z que possui salto maior que 2¢. Por (L.35), nem [0,4) ou [1 — 4,1) podem
conter um ponto no qual x possui um salto maior que 2¢.

Desta forma, existem pontos s;, com 0 = 55 < 51 < --- < s, = 1, tais que
s; — 8;—1 > 0 e tal que qualquer ponto no qual x salta mais que 2¢ é um dos s;. Se
s;—s;—1 > 0 para um par de pontos adjacentes, aumente o sistema {s;} incluindo seus
pontos médios. Continuando desta forma, chegamos a um novo sistema aumentado

S0, -+, Sy (com um novo r) que satisfaz
1 .
§5<Si_3i—1 <d,1=1,2,...,7
Agora, ([1.36]) sera valido se mostrarmos que
wx[si_l, Si) S 6e (139)

para cada i. Suponha s; 1 < t; < ty < s;. Entao to —t; < . Seja o1 o supremo dos
o € [t1,t2] para os quais sup;, <,<, |2(u) — 2(t1)| < &; seja 09 o infimo dos o € [t1, 1]
para 0s qUais Sup,<,<y, |Z(t2) — v(u)| < 2e. Se 01 < 0, existem pontos s a direita de
oy com |z(s) —x(t1)| > 2¢ e existem pontos ¢ a esquerda de o9 com |z(ty) — z(t)| > 2e,
como podemos afirmar que s < ¢, isto contradiz o fato que implica . Assim,
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oy < 0y e segue que |x(oy) — z(t1)] < 2e e |z(ty) — x(01)| < 2e. Como t; < 01 < to,
o1 € (8i_1, 8i), logo o salto em o7 é pelo menos de 2¢. Desta forma |z(t3) — x(t1)] < 6e.

Isto estabelece (1.39)), que prova ((1.36) e o teorema. O]

Conjuntos finito-dimensionais

Conjuntos finito-dimensionais exercem em D o mesmo papel que exercem em C.
Para pontos ty,...,t; € [0,1], defina a projecdo natural m,..;, de D para R* como a

usual:
Tt () = (2(t1), ..., x(tk))- (1.40)

Observe que 7y e m; sao continuas em todo ponto. Suponha 0 < ¢t < 1. Se x,, converge
para x na topologia de Skorohod e x é continuo em ¢, entdo z,(t) — z(t). Suponha
por outro lado que x é descontinuo em ¢t. Se A\, € A é tal que é linear em [0,¢] e em
[t,1] e satisfaz A\,t =t — 1/n, e se pusermos z,(s) = z(\,s), entdo x, converge para x
na topologia de Skorohod, mas x,(t) ndo converge para xz(t). Portanto, se 0 <t < 1,
entao m; é continuo em x se, e somente se, x é continuo em t.

Vamos provar que 7., ¢ mensuravel com respeito a o-algebra D dos conjuntos
borelianos na topologia de Skorohod. Precisamos considerar apenas um tunico ponto
t (j& que uma funcdo cujo contradominio é R* ¢ mensuravel se cada componente for
mensuravel), e iremos assumir que ¢t < 1 (pois m; é continua). Se x, converge para x
na topologia de Skorohod, entao x,(s) — x(s) para os pontos de continuidade s de x
e, portanto, para pontos s fora de um conjunto de medida de Lebesgue nula. Como x,,

¢ uniformemente limitada,

t+e t+e
1/t Tp(s)ds — é/t x(s)ds (n — o0o) (1.41)

€
para cada € positivo. Assim, h.(z) = &™! tt+€ z(s)ds é continuo na topologia de Sko-
rohod. Por continuidade a direita, h.(x) — m(z) para cada x quando € — 0. Por-
tanto, m(z) é mensuravel. Assim, podemos, como em C, definir os conjuntos finito-
dimensionais como conjuntos da forma 7rt_1,1,,tkH comk>1e H e RF.

Se Ty é um subconjunto de [0, 1], seja Fr, a classe dos conjuntos W;,l,,tkH, onde k
é arbitrario, os t; sao pontos arbitrdrios de Ty e H € R*. Entao, Fr, é uma &lgebra.

Neste caso, Fjp1] € a classe dos conjuntos finito-dimensionais.
Teorema 1.18. Se Ty contém 1 e é denso em [0,1], entdo Fr, gera D.

Demonstra¢ao. Como D é separavel, é suficiente mostrar que cada bola aberta By, (x, )

pertence a o-algebra gerada por Fp,. Fixe o centro x e o raio r. Escolha em 7y uma
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sequéncia ti,ta, ... que seja densa em [0,1] com t; = 1. Para0 < e <rek > 1, seja

Ak (e) o conjunto dos y para os quais existe um A\ € A satisfazendo

A <r—e¢

E suficiente provar que

Sao(z,7) =) Axle), (1.42)

onde a uniado ¢ tomada sobre os € racionais em (0,7) e provar que cada Ag(e) pertence
a Fr.

Iremos provar a segunda afirmagao primeiro. Para ¢ e k fixos, seja H; o conjunto dos
pontos (z(At1),..., (M) € R onde X varia sobre essas fungoes em A satisfazendo
||l < 7 —e. Seja Hy o conjunto dos pontos (ay, ..., az) € R* tal que |o; — Bi| < r—-¢,
i=1,...,k, para algum (B, ..., ) € H;. Entdo Hy é aberto, e portanto, pertence a
RE, e A(e) = w1, Ha. Logo Ak(e) € Fr,.

E facil ver que o lado esquerdo de estd contido no lado direito. Completamos

a prova se mostrarmos que

ﬂ Ak(e) C Sy, (7). (1.43)

Se y pertence a intersecao acima, escolha, para cada k, um Ay em A com

| Aell <7 —¢ (1.44)

max ly(ti) — x(M\ty)| <1 —€. (1.45)

Pelo teorema de selecao de Helly , existe uma subsequéncia {\y} e uma funcao

nao-decrescente A tal que

lim At = M (1.46)

é satisfeito para os pontos de continuidade ¢ de A. Iremos mostrar que A € A, que
Al < r—e, e quesup,|y(t) — z(At)| < r —e. Isto implica que do(z,y) < r e prova
(11.43).

Se s e t sao pontos de continuidade distintos de A, entao, por ,
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M — As

)\k/t — )\k/S
lOg ; _—

= lim

l
v |1%Y

<r-—e. (1.47)

—s
Esta relagao mostra que é impossivel ocorrer um salto em A\ (em particular, vale
para todo t) e isto implica que A é estritamente crescente, logo A € A. A desigualdade
também implica que ||A|| < r —e. Por ([L45), |y(t1) —z(t1)| <r—e. Sei > 1,
entdao, por (1.45), |y(t;) — x(M\wt;)] < r — e para k' > i. Como Ayt — A, temos que
ly(t;) — x(A\t;)| < r—¢e ou |y(t;) — x((M;)7)| < r — e e, como {t;} é denso, temos
sup, [y(t) — z(At)] < r —e. Isto prova o teorema [1.18| O

1.6.1 Convergéncia fraca e tightness em D

Uma técnica muito 1til em C' para provar convergéncia fraca consiste em provar
convergencia fraca das distribuigoes finito-dimensionais junto com o fato da sequéncia
em questao ser tight. Queremos adaptar isto para D. Como D é separavel e completo
sob a métrica dy, uma familia de medidas de probabilidade em (D, D) é relativamente
compacta se, e somente se, ela é tight, assim, nao ha dificuldade neste quesito. Por outro

lado, o fato que as projecoes naturais nao sao continuas traz uma certa dificuldade.

Distribuicgoes finito-dimensionais

Para uma medida de probabilidade P em (D, D), seja Tp o conjunto dos t € [0, 1]
para os quais a projecao m; é continua exceto nos pontos que formam um conjunto de
medida P nula. Os pontos 0 e 1 sempre estao em Tp. Se 0 <t < 1,entaot € Tp se, e

somente se, P(J;) = 0, onde

Jy=Ax:x(t) £x(t")} (1.48)

é o conjunto dos x que sao descontinuos em ¢, para 0 < t < 1, m; é continua em x se, e
somente se, x é continua em t.

Um elemento de D possui no maximo uma quantidade enumeravel de saltos. Vamos
provar o fato correspondente que P(.J;) > 0 é possivel para no maximo uma quantidade
enumeravel de pontos t. Seja Ji(¢) o conjunto dos x que possuem em t um salto
|z(t) — ()| excedendo e. Para € e ¢ fixos, pode haver no méximo um nimero finito
de pontos para os quais P(Ji(¢)) > J, se esta desigualdade fosse valida para uma
sequéncia de pontos distintos ti, s, ..., entdo o conjunto limsup,, J;, (&) teria medida
no minimo J e, portanto, seria nao-vazio, contradizendo o fato que para cada x o salto
pode exceder € apenas numa quantidade finita de pontos. Para um ¢ positivo fixado,

portanto, P(J;(¢)) pode exceder zero para no méximo uma quantidade enumeravel de
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pontos t. Como P(J;(¢)) T P(J;), quando € | 0, segue o resultado.
Desta forma, Tp contém 0 e 1 e seu complemento em [0,1] é no maximo uma
quantidade enumeravel. Se ti,...,t; estao em Tp, entao 7, .., é continua exceto num

conjunto de medida P nula.

Lema 1.19. Seja h uma funcao mensuravel e D), o conjunto dos pontos de desconti-
nuidade de h. Se P, = P e P(Dy) =0, entao P,h~' = Ph~!

Demonstracao. Iremos mostrar que se F' é uma fechado, entao,

limsup P,h*(F) < Ph™(F).

n—0o0

Como P, = P, temos

limsup P,(h'F) < limsup P,((h"'F)™) < P((h™'F)"7).

n n

Assim, é suficiente provar que P((h™1F)~) = P(h™'F), que segue da hipétese P(Dy,) =
0 e do fato que (h"'F)~ € D, U (h™'F). O

Suponha
P, = P, (1.49)

onde P, e P sao medidas de probabilidade em (D, D), pelo lema m,
Pt = Pml, (1.50)

vale se todos os t; estdo em Tp. Em geral, (1.50)) nao segue de ((1.49) se algum t; esté
fora de Tp: Se P é uma unidade de massa na fungao 1[0,1/2) e P, uma unidade de

massa em [[0,1/2 +n™"), entdo P, = P vale enquanto P,m~" = P, ndo vale.

Teorema 1.20. Se {P,} € tight e se Pn’/T;,l,,tk = P’/T;,l,,tk para todos ty,...,t, em Tp,
entao P, = P.

Demonstracao. Por tightness, cada subsequéncia { P, } contém uma subsequéncia { P~ }
convergindo fracamente para algum limite Q). E suficiente mostrar que @ sempre coin-
cide com P.

Se ti,...,t; pertencem a Tp N Ty, temos Pnnwal 4 = Pwt:,l,,tk por hipotese e

Pn”ﬂgl.l..tk = Qﬂtz'lntk? ti,...,t, € Tp N TQ. (151)

Como Tp e Ty contém [0, 1] exceto uma quantidade enumeravel, o mesmo é vélido para

Tp NTy; em particular, esta intersecao ¢ densa. Como Tp N Ty contém 1, segue do
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teorema que D é gerado por conjuntos finito-dimensionais com base nos pontos
de Tp N Ty. Portanto, P = () segue de (L.51)), e a prova esta completa. O

Teorema 1.21. Uma sequéncia {P,} € tight se, e somente se, as sequintes condi¢oes

sao satisfeitas:

(i) Para cada n positivo, existe um a tal que

Pz :suplz(t)| >a} <n, n>1
t

(ii) Para cadan e e positivos, existem um 0, 0 < 6 < 1, e um inteiro ng tal que

P {z :wl(6) > e} <n, n>ng, (1.52)
Pz :w.[0,6) > e} <mn, n>ng, (1.53)
P{x w1l —6,1)>¢c} <n, n>ny. (1.54)
Demonstracao. Ver [2] p. 125. O

Teorema 1.22. Suponha que
Pt = Pml, (1.55)

para todos ti,- -ty em Tp. Suponha ainda que P(J;) = 0 e que, para cada € e n

positivos, existe um 6, 0 < 6 < 1, e um inteiro ng tal que
Pz wl(8) > e} <n, n>ny. (1.56)

Entao P, = P.

Demonstragdo. Pelo teorema [1.20] ¢ suficiente mostrar que {P,} é tight. Iremos pri-
meiro verificar a condigao (7) do teorema anterior. Dado um 7 positivo, escolha § e ng
satisfazendo com ¢ = 1, digamos. Por ser denso, Tp contém pontos ti,...,t
com0=1t <---<tp=1,tal quet; —t;_; <9. De segue que {P,ﬂr;l,l.,tk} é uma

sequéncia tight em R* e, portanto, que

: ; < > .
Poio: max |o(ts)] > ao} <n, n 21, (1.57)
para uma escolha apropriada de ag. Se |z(t;)| < agi=1,...,k, e se w!(d) < 1, entdo

|z(t)| < ap + 1, para todo t. Se a = ag + 1, entdo por (1.57) e (1.56) (com ¢ = 1)
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temos P,{z : sup, |z(t)| > a} < 2y para n > ny. Para uma quantidade finita de n
precedendo ng, temos certeza que esta desigualdade é valida aumentando-se a. Cada
P, sendo tight. Isto estabelece a condigao (7).

Como para a condi¢ao (ii) do teorema anterior, devemos encontrar, dados € e 7,
um 0 e ng satisfazendo (1.53)) e (1.54). Como cada z em D e continuo a direita, temos

P{z :|z(0) —z(0)| > e} <n (1.58)

para todo 9 suficientemente pequeno. Escolha em Tp um § pequeno o suficiente que
satisfaga ((1.58) e também satisfaga (1.56)) para um ngy apropriado. Como 0 e § estao

em Tp, temos P, ;= Py 5 como um caso especial de (1.55), e segue de (L.58) que
P{x :|z(0) —z(0)| > e} <n (1.59)

para todo n suficientemente grande. Se w’(0) < € e |z(d) — z(0)| < ¢, entao |z(s) —
z(0)] < 2e, para todo s em [0, 9], e assim w,[0,d] < 4e. Desta forma, e
implica P{z : w,[0,0) > 4e} < 27. Isto mostra que é satisfeito.
Com uma mudanca, o argumento simétrico funciona para . No lugar de ,
precisamos de
P{z:|z(1) —xz(1 —9)| > e} <, (1.60)

para ¢ pequeno. Como um elemento de D nao precisa ser continuo a esquerda, (|1.60))
nao ¢é valido em geral, ja que assumimos P(.J;) = 0, x é continuo a esquerda em ¢ = 1
exceto para x num conjunto de medida P nula, e (1.60]) vale para todo § suficientemente

pequeno. Isto completa a prova do teorema. O

Elementos aleatdrios de D

Iremos chamar um elemento aleatério de D de funcao aleatéria. Se X é uma
funcao de (2, B,P) em D, entao, para cada w, X(w) é um elemento de D cujo valor
em t denotaremos por X (f,w). Para cada ¢, X(¢) denota a funcdo real mX sobre Q—
seu valor em w é X (t,w). Assim como no espago C'; X é um elemento aleatério de
D (X'D C B) se, e somente se, para cada t, X (t) é uma varidvel aleatéria (use o
teorema .

Uma sequéncia X,, de elementos aleatérios de D é por definicao tight quando a

sequéncia de suas distribuigoes correspondentes é tight.
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Um critério para convergéncia

Sejam X,, e X elementos aleatorios de D. Escreva T'x para Tp, onde P ¢ a dis-
tribuicao de X. Entao Tx contém O e 1, e, se 0 < t < 1, t € Tx se, e somente se,
P{X(t) # X(t7)} = 0. Iremos escrever w”(X,d) no lugar de w’% (J).

Lema 1.23. Sey>0ea > 1/2 ese
1 2a
P{|S; = Si| = A, |Sk—8j|2A}§E<ZuZ) ,0<i<I<k<m, (161)

¢ satisfeito para todo A positivo, entao, para todo A positivo,

K, o
PAM, 2 AF < 3= (un + -+ )™, (1.62)
Y

onde K ;’ . € uma constante que depende somente de v e a.

Demonstragao. Ver [2] p. 98. O

Teorema 1.24. Suponha que
(Xult), - Xalte)) 2 (X(0) -, X (1)) (1.63)
para todos ty, ... t, em Tx, que P{X (1) # X(17)} =0, e que

PUX () = Xal)] 2 A, [X,(12) = Xo()] 2 N} < 53 [F () = F@)P* (164

parat; <t <ty en>1 ondey >0, a>1/2 e F € uma fun¢io nao decrescente e

continua em [0,1]. Entio X, 2 X.

Demonstracao. Pelo teorema [1.22] é suficiente mostrar que para cada € e n positivos

existe um ¢ positivo tal que
P{w"(X,,0) >} <n (1.65)

vale para todo n. Fixados 7,0 e n, e para m inteiro positivo, considere as variaveis

aleatérias

§i:Xn<T+i6)—Xn(T+Z_15>,i:1,2,...,m. (1.66)
m

m
Xn(7+—k5)—)<n(7+—]5)‘},
m m

Seja

M]! = max min {‘Xn (7‘+ i5) - X, <7‘ + 15) ) ,
m m
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onde o méximo se estende sobre 0 < i < j <k < m. Por (1.64) e pelo lema[I.23]
" K 2c
P{M) > <} < G [F(r +06) — F(r), (1.67)

onde K = K/, depende apenas de vy e a.
Ponha

w" (X, [7, 7+ 8]) = supmin{| X, (t) — X, (¢t1)], | Xn(t2) — Xn ()|}, (1.68)

onde o supremo se estende sobre ty,t, 5, satisfazendo 7 < t; <t <ty <7+ . Como

X,, é uma fungao continua a direita sobre [0, 1], fazendo m — oo em ([1.67)), obtemos
" K 2«
P{w"(X,,[r,7+0]) > e} < gTv[F(T_HS) — F(m)]™™. (1.69)
Suponha agora que § = 1/(2u) é o inverso de um inteiro positivo, e suponha que

W (X, (206, (2 +2)8)) <&, 0<i<u—1, (1.70)

W' (X, [(20 +1)8,(2: +3)8]) <&, 0< i <u—2. (1.71)

Set; <t <tyety—t; <4, entdot; ety estdao em algum dos 2, — 1 intervalos envolvidos

em (70) e (L7I), assim, min{|X,(t) — Xu(t1)],|Xa(t) ~ X, (6)]} < &. Portanto, (L70)
e (1.71)) implica w”(X,,d) < . Segue, agora, por ([1.69) que

, K / "
P{w’(X,,0) > e} < o <Z+Z> : (1.72)

/ "~
onde > " e > " sdo somas da forma

r

D [F(t) = Ftia)*

k=1
com 0<t; <---<t,<let—tr_1 <20. Assim,

P {0/ (X,.0) > £} < SR [F(1) — F(0)][wr(28)P". (1.73)

g2y

Como 2a > 1 e F é continuo, o lado direito da desigualdade acima vai para 0 com 9§ e

isto prova (|1.65]). O
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Existéncia do movimento browniano

A medida de Wiener, denotada por W, é a principal medida de probabilidade sobre

(C,C). Ela é caracterizada pelas seguintes propriedades:

(i) W{z:2(0) =0} =1
(ii) Wa,; ' segue distribuicao N(0,t)

(iii) O processo estocastico {z; : 0 <t < 1} possui incrementos independente sob W,
isto é, para todos 0 < t; < ty < --- < tp < 1, as variaveis aleatérias to — tq,

t3 —tg, ..., tp — tp_1 sao independentes.

Lema 1.25. Sey>0ea > 1, ese
1 * o
P{|Sj_5i|2>‘}§ﬁ<zl:ul> , 0<i <7< m.
1<I<j

para todo A\ positivo, entao, para todo A positivo,

!/

K
P{M,, >} < ﬁ(ul + ot uy)Y, (1.74)

onde K! , depende apenas de 7 e a.
Demonstragao. ver [2] p. 94. O

Se X, sao elementos aleatérios de S, dizemos que { X, } é tight quando {P,} é tight,
onde P, ¢é a distribuicao de X,,.
O lema nos direciona a uma condi¢ao de tightness para uma sequéncia { X, }

de elementos de C.

Teorema 1.26. A sequéncia {X,} € tight se ela satisfaz as sequintes condigoes:
(i) A sequéncia {X,(0)} € tight.

(i1) Existem constantes v > 0 e a > 1 e uma fungio F sobre [0,1] nao decrescente e

continua tal que
1
P{[Xa(tz) = Xa(ti)] 2 A} < JIF(t2) = F(t)]° (1.75)

para todos ty,ta,n e todo A positivo.
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A condi¢ao

E{|Xn(t2) = Xa(t)"} < |F(t2) — F(t1)] (1.76)
mmplica .

Demonstragao. Pelo teorema ¢ suficiente obtermos, dados € e n, um (0 < § < 1)
para os quais,
P{w(X,,0) >3c} <n (1.77)

para todo n, e, pelo corolario do teorema (8.3), isto sera valido se §~! é um inteiro e

> P{ sup | Xn(s) — X, (j0)| > g} <. (1.78)
j<é1

jo<s<(j+1)5

Fixe n,0 e 7 "por um momento”’e, para um inteiro positivo m, considere as variaveis

aleatorias

&= X, <j5+16) — X (j6+z_15>, i=1,2,...,m. (1.79)
m m

Por ((1.75]), estas varidveis aleatorias satisfazem (12.43) (ver isto) com u; = F(j§ +
i0m™') — F(j§ + (i — 1)dm~1). Pelo teorema [1.25 portanto,

P { s 1X, (55 20) - .09 2 <) < B+ 09 - FGO)L (o)

onde K = Kf/)a. Como X, pertence a C', fazendo m — 0o, obtemos

P { LS %) = Xa(G9)] 2 } < SIFG+ 06 - FGOI (8
Portanto,
P { Csup [Xa(s) — X, (6] > } < 2 (1(1) - F(O)[max |F(j + 10 — F(j)[*
JO<s<(j+1)8 € J<o

(1.82)
se 071 é inteiro. Como F ¢ continuo e o > 1, podemos fazer esta tltima quantidade
ficar pequena tomando § como sendo o inverso de um nimero inteiro grande, e isto

completa a prova. O

Teorema 1.27. Ezxiste em C um elemento aleatorio com distribui¢ao finito-dimensional

[ty .1, , desde que tais distribuicoes sejam consistentes e desde que existam constantes
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v>0ea>1euma fungao F sobre [0,1] nao decrescente e continua tal que

oo {80, B2) < 181 = o] 2 A} < I F () = F(0)]", (153)

para todos t,ty e A positivo.

Se pit, ..., satisfaz
180 = Baldit (51, ) < 1F(t2) = P8I (1.8)

entao ((1.83) seque.

Demonstracao. Para cada n, construa uma variavel aleatéria poligonal X, que ¢é linear

sobre cada intervalo [(i — 1)27™,i27"] e para o qual a distribuigao de

X, (0), X,, (2%) o X (22: 1) L X, (1)

€ fty,...p com t; =1/2". Se t; ety sao multiplos de 27", entao, por (|1.83)),

P{IX, (1) — Xa()] 2 A} < |F () — F(0)]" (1.85)

Como na prova anterior, considere fixos n, ¢ e j, onde 6! é inteiro por hipétese. Se
0s pontos
jo+iom ™t i=0,1,...,m (1.86)

envolvidos em sao todos multiplos de 27", entao ([1.80f) segue como antes. Supo-
nha agora que 62" é um inteiro. Se temos m = 2", entao os pontos sao, de fato,
multiplos de 27", assim é valido. Além disso, os pontos sao, neste caso,
exatamente os multiplos de 27" no intervalo [jd, (j + 1)d], de modo que, por causa da
caracteristica poligonal de X,,, e sao satisfeitos.

Portanto, é vélido se d71 e 62" sao ambos inteiros. Se temos § = 27, onde v
é um inteiro suficientemente grande de modo que o lado direito de é menor que
n, logo é vélido para todo n > v, o qual, como X,,(0) possuem todos a mesma
distribuicao, ¢ suficiente para ser tight.

Pelo teorema de Prohorov, portanto, existe um elemento aleatério X de C' e uma
subsequéncia {X,/} tal que X, P X, Se t1,...,tx sao racionais cujo denomina-
dores sao poténcias de dois, entao, pela hipotese de consisténcia, a distribuicao de
(Xn(t1), ..., X,(ty)) é exatamente py,..., para todo n suficientemente grande, e que
(X(t1),...,X(tg)) possui distribuicdo ji,...,. Para pontos genéricos de [0,1], exis-

tem racionais cujos denominadores sao poténcias de dois sgv), cee s,(:) com lim, sl(»v) =
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t;, como (X(s"),. ., X(s"))) converge em distribuicio para (X(t1),...,X(t)), e
como, por (|1.83)) e pela continuidade de F, P o) @) converge fracamente para fiy,...,,
1 k

(X (t1), ..., X(tg)) possui pu, ..+, como distribui¢ao. Desta forma, X é a fungao aleatéria
requerida.
A existéncia de W e W° seguem do teorema [1.27] O

Teorema de Donsker

Em alguns aspectos, o espago D é mais conveniente que C' para a formulagao do
teorema de Donsker. Dadas varidveis aleatérias &1,&,... em (€, B,P) com somas
parciais S, = & + -+ - + &, seja X, (w) a funcdo em D com valor

Xo(t) = =S () + (= [0]) =€) (1.87)

em t. Como cada X,(t) é uma varidvel aleatéria, X,, é uma fungao aleatéria - um
elemento aleatério de D.

Queremos provar, sob condicoes adequadas que a distribuicao de X,, converge fra-
camente para a medida de Wiener W. W esta definido sobre (C,C), mas é facilmente
estendido para (D, D): Como C' € D, e como a topologia relativa de Skorohod em C'
coincide com a topologia uniforme, A € D implica A N C' € C. Podemos, portanto,
estender W para (D, D) dando o valor W(A N C) para A em D. De agora em diante,
iremos interpretar W como esta medida de probabilidade sobre (D, D) ou como um

elemento aleatério de D com esta medida de probabilidade como sua distribuicao.

Teorema 1.28. Suponha que as varidveis aleatorias &, sao independentes e identica-

mente distribuidas com média zero, com varidncia positiva o?:

B{&.} =0,B{g} = o> (1.88)
Entao as fungoes aleatdrias X,, definidas por (1.87)) satisfazem
X, 2 W. (1.89)

Demonstracao. A convergéncia das distribuicoes finito-dimensionais segue do teorema

central do limite. Assim, pelo teorema [1.24] é suficiente verificar a desigualdade

B{IXa(t) = Xu(t)P1Xa(t) = Xu (D2} 4 —1)2, 1 <t<t  (1.90)
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Por (1.87)), (1.88)), e pela independéncia de &, o lado esquerdo de (1.90)) fica

e PSSl B{1Sies ~ S} =
— %([nt] — [nt1])([nts] — [nt]) < {Wﬂ;ﬂ}

Se ty —t1 > 1/n, (1.90) segue. Se to — t; < 1/n, entdo t; e t ou ty e t estdo no mesmo
subintervalo [(i — 1)/n,i/n), em ambos os casos, o lado esquerdo de (1.90) se anula.
Isto estabelece (1.90]) em geral e prova o teorema. O
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Capitulo 2

Leis Estaveis e Processos de Lévy

2.1 Leis Estaveis

Sejam Xq,..., X, variaveis aleatérias i.i.d. e S, = X; + -+ X,,. Lembremos do

Teorema Central do limite que se EX; = u e var(X;) = o2 € (0,00), entao

Sp—np
ovn

Onde x possui distribuicao normal padrao. Nesta secao iremos investigar o caso em

= X

que EX;?> = 0o e daremos condicoes necessérias e suficientes para a existéncia de

constantes a,, e b, tais que

Sy — by,

Qn

=Y, onde Y é nao degenerado.

Comecaremos com um exemplo.

Exemplo 2.1. Suponha que a distribuicao de X; é tal que

—Q

P(X;>z)=P(X; < —x2)= % para x > 1. (2.1)

Onde 0 < o < 2. Se p(t) = Fexp(itX;), entdao

1— o(t) / 00(1 L / _1(1 tey_%_g
— = —e T —e T
' . 2lzfo+t - 2Lz

<1-— t
_ a/ L= coslta)
1

:L‘Oc—&—l
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2. Leis Estaveis e Processos de Lévy

Fazendo a mudanca tx = u, dr = du/t a dltima integral se torna

/Ool—cosudu sa /Ool—cosud
= « — =t ———du
: (u/t)a-i-l t . uotl

1 —cosu
uaJrl
a < 2 implica —a+ 1 > —1. Se considerarmos

001_
C:a/ ﬂdu<oo
0

Quando u — 0, 1 — cosu ~ u?/2. Entao ~ u*"1 /2 que ¢ integravel, pois
ua+1

e observarmos que ([2.1)) implica ¢(t) = p(—t), entao os resultados acima mostram que
1 —p(t) ~C|t|* quando t — 0 (2.2)

Sejam X1,..., X, i.i.d. com distribuicao dada em (2.1)) e seja S,, = X1+ -+ X,,.

pow (52) <o (7)) = (- 1— e/

nl/a

Quando n — 0o, n(1 — @(t/n'/*)) — C|t|*, assim segue que

Eexp (%> — exp(—C|t|*)

nl/a

Desta forma, o lado direito da igualdade acima é a funcao caracteristica de alguma

varidvel aleatoria Y e

Sn

nl/a

=Y (2.3)

Lema 2.1. Se h,(e) — g(¢) para cada ¢ > 0 e g(e) — ¢(0) quando ¢ — 0, entdo

podemos escolher €, — 0 de forma que h,(e,) — ¢(0).

Demonstragao. Escolha N, de forma que |h,(1/m) — g(1/m)| < 1/m paran > N,, e
m — N, é crescente. Seja €, = 1/m para N,,, < n < Np41 e €, = 1 paran < Nj.
Quando N,, < n < Npi1, €, = 1/m, entao segue da desigualdade triangular e da

definicao de €, que

fn(en) = g(0)] < [hn(1/m) — g(1/m)| + |g(1/m) — g(0)]
< 1/m+g(1/m) = g(0)]

Quando n — oo, temos m — oo e segue o resultado. O
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2. Leis Estaveis e Processos de Lévy

Definicao 2.1. Uma funcgao L é de variagao lenta se

L(t
xlg& L((;Z:)) =1 para todo t > 0.
Teorema 2.2. Sejam X1, ..., X, varidveis aleatorias i.i.d. com distribuicao que satis-
faz
lim, ,o.. ———==60¢€]0,1
(Z) gy P(|X1| > ZL‘) [ ]

(i) P(|Xy| > z)=a"*L(x)

onde o < 2 e L é de variagao lenta. Sejam S, = X1+ --- + X,,,

a, = inf{z: P(|X{| > z) < n’l} e b, =nE(X11(x,|<an))

n_bn

Se n — oo, entao =Y onde Y tem distribuicao nao degenerada.

Qn

Demonstragao. Primeiro, veremos que (ii) implica
nP(|X1]| > a,) — 1 (2.4)

Para provar isto, note que nP(|X1| > a,) < 1. sejam e > 0, x = a,/(1+¢€) e t = 14 2,

(ii) implica

o PUX > (1 F29a/(0F€) o POX) > a,)
142) %=1 <l f—-——+=
A2 = e X S a0t a) ot

provando (2.4)) ja4 que € é arbitrario. Combinando (2.4 com (i) e (ii), temos

, . nP(X; > za,)
lim nP(X; > za,) = 1
Nim nP (X > van) nS0o nP(|Xy| > xay)

nP(|X1| > zay)

= 0 lim nP(|X1| > za,) =0 lim nx™%a,*L(za,)

n—oo n—oQ

- Gx’anli_)rgona;“L(an) L)

= Oz~ %, para x> 0.

Portanto,

nP(X; > za,) — 0z~ para z > 0. (2.5)
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2. Leis Estaveis e Processos de Lévy

Se colocarmos [} = 1(x;>za,), entdo |m <n: X, >za,| = 5 IF. Observe que
I3 possui distribui¢ao de Bernoulli com parametro p, = P(Xy > za,) e If,... I

sao mdependentes logo, pelo lemam Z] I3 possui distribuigao Binomial(n, p,).
Além disso, (2.5 implica np,, — 0x~%, portanto, usando o lema concluimos que
m <n: X, > za,| = Poisson(dz~%).

Para somar os pontos, considere I,(e) = {m < n: |X,,| > ea,}

ﬂ(‘f) = EXm]-(ean<|Xm|§an); Sn(e): Z Xma

ale) = EXpnl(x,l<ean);

gn(€> = (Sn - bn) - (Sn(e) - nﬂ(e))

= Z{Xml(‘X'mlsean)} + n(EXml(eanSlSan) - EXm]'(‘Xm‘San))

m=1

= > AXnl(xmi<ean} — nEXnl(x,)
m=1

= Z{Xml(\XmEean) - /_1’(6)}
m=1

Se colocarmos ym(e) = Xm1(x,u|<ean), usando os lemas e 1 , obtemos

E(Su(e)/an)* = nvar(Xi(e)/an) < nE(X1(e)/an)* = /0 2yP(|X1| > yan)dy

EB,(e)/an)? < / P (X)| > ya,)dy

. P(Xi] > yan)
= P(Xy| >a, / 2 d

Gostariamos de usar (2.5)) e (ii),trocando o limite com a integral, para concluir

E(Sy(e)/an)* — / 2yydy = 5 2 e
; =

e, portanto,

limsup E(S(¢)/a,)? < 27

n—o00 — 22—«

(2.6)

Para justificar a troca do limite com a integral e completar a prova de (2.6)), iremos

mostrar o seguinte (tome 6 < 2 — «):
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2. Leis Estaveis e Processos de Lévy

Lema 2.3. Para qualquer > 0 existe um C tal que para todot >tyey <1
P(|X1| > yt)/P(|1Xy| > t) < Cy
Demonstragao. (ii) implica que quando t — oo
P(| X1 > t/2)/P(|Xy| > t) — 2°
desta forma, para t > tg, temos
P(IXy| > t/2)/P(|X1| > t) < 2°F°
iterando e parando na primeira vez que t/2™ < to nés temos para todo n > 1
P(|X1| > t/2")/P(| X, > t) < ¢2leton

Onde C' = 1/P(|Xy| > ty). Aplicando o resultado para os primeiros n com 1/2" < y e
notando que y < 1/2"! temos

P(|X1] > yt)/ P(1X1] > t) < C2°70y77°

que prova o lema. O]

Para calcular o limite de Sn(e), observamos que, com um calculo andlogo ao qual
obtemos (2.5), nP(|X1| > €a,) — € ¢, assim |I,(¢)| = Poisson(e~®). Dado |I,(¢)| =
m, S’n(e) /a, é a soma de m varidveis aleatérias independentes com distribuigao F tal

que, para x > €

1= F(z) = P(Xi/an) > z|[Xi]/an =€)

P(Xi/a, > x||X1]/an > €) _ P(Xi/a, > x)
P([Xal/an > €) P(|X1l/an > €)

_ nP(Xi/a, > 1) o —a
 nP(|X1]/an > €) = bz

Fi(—z) = P(Xi/a, < —z||X1|/a, > ¢€)

_ P(Xi/a, < —x,|Xi|/a, >€)  P(Xi/a, < —x) PR
= P(X1|/an > €) = P(xija s Lkl
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2. Leis Estaveis e Processos de Lévy

Portanto, FY = F, onde

Fo) 1—0x=%/e® sex >e¢
xTr) =
(1 =0)|z| /e, sex < —e

Se denotarmos por ¢ (t) a funcdo caracteristica de F¢ entdo o Teorema de Conti-
nuidade de Lévy implica

@ZJ;(t) — ¢5<t) — / eitxeea&$_(a+1)d$ +/ eitac(l o e)eaa|x|—(a+1)dm

—00

quando n — oo.

Eexp(itSy(e)/a,) = ZE(eitSn(e)/“”Hﬂ(e) =k)P(I,(e) = k)

= D W) PLu(e) = k)
_ Z (wzlilt)) (npn>k<1 _pn)n

k!
k=0

— exp(e %) exp(—€?) = exp(—€*(1 — "))

Note que € = [ az~(@*Vdz. Desta forma,

—€

exp(—e*(1 — ¢°)) = exp (/Oo(em — Doz Ddy +/

—00

(e —1)(1 — 9)a|x|_(0‘+1)dx>
Denotando Fy = nX,,/a,, observamos que (2.5 implica nP(za, < X,, < ya,) =
Fy(y) — Fy(z) = 0(z~* —y %), logo, dr, (y) = Oay~*"dy, além disso, como nP(X; <

—ayy) = (1= 0)y™, dp, (y) = —a(1 — 0)|y|~*"'dy, para y < 0. Lembrando que

/AL(E) = EXml(ean<\Xm|§an)

38



2. Leis Estaveis e Processos de Lévy

Concluimos

i@ = [ w0+ [ a0

1

1 —€
— /x@ax_a_ldx—l—/ wfalz| * td (2.7)

1

Disto, segue que E exp(it{S,(€) — nji(e)}/an) —

exp(/ (e — D)oz @Dy
1

1
+ / (e — 1 — itz)faz™ @ Ddx

+ / (e — 1 —itz)(1 — 0)a|z|“TVdx

1

4 /__ (e — 1)(1 — O)alz| @tV dz) (2.8)

e}

A tltima expressdo é confusa, mas € — 1 — itz ~ —t?2%/2 quando ¢t — 0, assim,

precisamos subtrair itz para obter
1 .
/ (e — 1 —itz)z~ @Yz converge quando a > 1
0

Para reduzir o nimero de integrais de quatro para duas, podemos escrever o limite

quando € — 0 no lado direito de (2.8)) como

0

exp <z’tc +/ (e —1— o 0ozt dx +/ (e —1— e )(1 — 0)a|x](a+1)) dx
0

1+ 22 oo 1+ 2?2
(2.9)
onde ¢ é uma constante. Combinando (2.4) e (2.8), usando o lema , segue que
(Sp — by)/a, = Y, onde Ee™ ¢ dada em (2.9). O

Fazendo alguns calculos (veja [4](1968), p. 204-206) podemos reescrever (2.9)) como
exp (1tc — b|t|*{1 + rsgn(t)wa(t)}) (2.10)
onde —1 < k<1, (k=20—1)e

tan(ra/2), se a#1
(2/m)logt|, se a=1.

We(t) =
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2. Leis Estaveis e Processos de Lévy

Note que até agora assumimos 0 < a < 2. Se considerarmos a = 2, entao o termo com
r se anula e (2.10]) se reduz a funcao caracteristica da distribui¢ao normal com média

¢ e variancia 2b.

Definicao 2.2. As distribuicoes cujas as fungoes caracteristicas sao dadas como em
(2.10) sao chamadas de leis estaveis. « ¢é geralmente chamado de indice.

Quando o = 1 e k = 0, obtemos a distribuigdo de Cauchy. Além da Cauchy e da
normal, existe apenas um caso em que a densidade é conhecida: Quando oo = 1/2,k =
1,c=0,eb=1, a densidade é

(2my®) Y2 exp(—1/2y) para y >0 (2.11)

Para confirmacgao basta calcular a fungao caracteristica.

Exemplo 2.2. Sejam X, X5, ... variaveis aleatérias ¢.i.d. com densidade simétria em

torno de zero e continua e positiva em zero. Afirmamos que

1 /1 1
ﬁ(zjt—i—z) = Cauchy (o« =1,k =0)

Para verificar isto, note que

PU/X > 0) = PO< X, <a™) = [ " fydy ~ F0)/

quando x — oo. Um célculo andlogo mostra que P(1/X; < —x) ~ f(0)/z, assim (i) do
teorema [2.2| vale com 0 = 1/2, e (ii) ¢ satisfeito com o = 1. Além disso a,, ~ 2f(0)n,
enquanto os coeficientes b, se anulam, ji que supomos que a distribuicao de X; é

simétrica em torno de zero.
Nosso proximo resultado explica o nome leis estaveis.

Definicao 2.3. Dizemos que uma varidavel aleatéria Y possui uma lei estavel se para
todo inteiro k > 0 existem constantes a; e by tais que se Y7, ..., Y} sao ¢.i.d. e possuem

a mesma distribuigdo de Y, entao (Y; + -+ Yr — b)) /ar =q Y.

Teorema 2.4. Y ¢ o limite de (X1 +- - -+ Xy — b)) /ax, para alguma sequéncia i.i.d. X;

se, e somente se, Y possut uma lei estavel.

Demonstracao. Se Y possui uma lei estavel, podemos tomar X, Xo,... i.i.d. com

distribuicao Y. Reciprocamente, seja

Zn=(X14+ ...+ X, —by)/ay,
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2. Leis Estaveis e Processos de Lévy

e SI = X(j—1ynt1 + - + Xjn. Alguns cdlculos nos da

A Znge = (SE—=by) + -+ + (SF —b,) + (kby — buk)
Ak Zonte )@ = (SE = bp)/an 4 -+ (S —b,)/an + (kby — bui)/an

Os primeiros k termos do lado direito = Y; +- - -+ Y, quando n — oo, onde Yy, --- | Y
sao independentes e tém a mesma distribuicao de Y, e Z,, = Y. Tomando W,, = Z,;
e
W,’l:% L kb, — by
n G,

nos da o resultado desejado.

2.1.1 Distribuicoes Infinitamente Divisiveis

Na sec¢ao passada, indentificamos as distribuigoes que podem aparecer como o limite
de somas normalizadas de variaveis aleatérias ¢.i.d. Nesta secao, iremos identificar

aquelas que sao limites de somas

(%) Sp=Xpn1+4+ ...+ Xnn (2.12)

onde X, ,, sao ¢.7.d.

Definicao 2.4. Dizemos que Z possui distribuicao infinitamente divisivel se para

cada n existe uma sequencia i.i.d. Y, 1,---, Y, , tal que
d
Z=Y1+...+Y,

Uma condigao suficiente para Z ser o limite de somas da forma (x) é que Z possua
uma distribuicao infinitamente divisivel. Nosso primeiro resultado mostra que esta

condicao é também necessaria.

Teorema 2.5. Z € o limite de somas do tipo (x) se, e somente se, Z possui distribuicdo

infinitamente divisivel.

Demonstracao. Como observado acima, precisamos provar apenas a necessidade. Es-

creva

SQn = (XQn,l +- XZn,n) + (X2n,n+l +- X2n,2n> = Yn + Yri
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2. Leis Estaveis e Processos de Lévy

As variaveis aleatodrias Y,, e Y, sdo independentes e possuem a mesma distribuigao.

Se S, = Z, entao as distribuigoes de Y,, formam uma sequéncia tight, pois
P(Y, >y)? =P, >Y)PY,.>Y) < P(Sous2)

e analogamente P(Y,, < —y)? < P(S2, < —2y). Se tomarmos uma subsequéncia ny
tal que Y, = Y (e portanto Y, = Y”), entdo Z =4 Y +Y’. Um argumento similar

mostra que Z pode ser dividido em n > 2 pedacos e a prova estd completa. O

Teorema 2.6. (Lévy-Khinchin) Z possui distribui¢ao infinitamente divisivel se, e so-

mente se, sua funcao caracteristica satisfaz

242 , it
logp(t) = ict — UT —i—/ (em —-1- 1 :xxz) pd(x)

onde p € uma medida tal que p({0}) =0 e [ %u(dm) < 0.

Observacgao 2.1. Perceba a diferenca entre uma lei estdavel e uma lei infinitamente
divisivel. A primeira aparece como um limite de uma soma S, = X; + --- + X,
normalizada, enquanto a outra, pelo teorema [2.5] é o limite de somas da forma S, =

Xp1+ -+ X, ,, onde para cada 2 = 1,...,n a parcela X,,; depende de n.

2.1.2 Processos de Lévy

Um processo indexado nos reais positivos, B = {B; : t > 0}, definido num espago
de probabilidade (£, F,P) é dito um movimento Browniano se os seguintes itens

sao satisfeitos:
(i) Os caminhos de B sao P—continuos quase certamente.
(ii) P(By=0)=1.
(iii) Para 0 < s <t, B; — B ¢éigual em distribuigao a B;_.
(iv) Para 0 < s <t, B; — By ¢ independente de {B, : u < s}.
(v) Para cada t > 0, B; tem distribui¢ao normal com média zero e variancia t.

Um processo indexado nos inteiros nao negativos, N = {N; : t > 0}, definido num
espago de probabilidade (€2, F,P) é dito um processo de Poisson com intensidade

A > 0 se forem satisfeitos os seguintes itens:

(i) Os caminhos de N sao P—continuos a direita com limite a esquerda quase cer-

tamente.
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2. Leis Estaveis e Processos de Lévy

(iii) Para 0 <s <t, N;— N; éigual em distribuigdo a N;_;.
(iv) Para 0 < s <t, Ny — Ny é independente de {N, : u < s}.
(v) Para cada t > 0, N; tem distribui¢ao de Poisson com parametro At.

Defini¢ao 2.5. Um processo X = {X; : t > 0}, definido num espago de probabilidade

(Q, F, P) é dito um processo de Lévy se satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Os caminhos de X s@o P-quase certamente continuos a direita com limite &

esquerda.
(ii)) P(Xo=0)=1
iii Para 0 < s <t, X; — X, é igual em distribuicao a X; ;.
(iv) Para 0 < s <t, X; — X, é independente de {X, : u < s}.

Iremos associar a X a filtragao F' = {F; : t > 0}, onde, para cada t > 0, F; é a
ampliagao natural da o-dlgebra gerada por { X, : s < t}. Em particular, essa suposi¢ao
assegura que, para cada t > 0, F; é completa com respeito aos conjuntos de medida
nula de P|g,.

Vamos discutir agora a relagao existente entre distribuicao infinitamente divisivel e
processos que possuem incrementos estacionarios e independentes.

Da definicao de processo de Lévy, afirmamos que, para qualquer ¢t > 0, X; é uma
variavel aleatoria que possui distribuicao infinitamente divisivel. Isto segue do fato

que, para qualquer n =1,2, ...,

Xi = Xy + (X2t/ant/n) + o (X — X(n—l)t/n)a (2.13)

junto com o fato de que X; possui incremento estacionario e independente e que Xg = 0.

Suponha, agora, que definimos, para todo 8 € R, ¢t > 0,
V() = —log B(e%t)

Usando ([2.13) duas vezes, temos, para quaisquer inteiros positivos m, n, que

mipy(0) = $m(0) = 1 (0)

Portanto, para qualquer ¢ > 0 racional,

Pi(0) = 11 (0) (2.14)
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2. Leis Estaveis e Processos de Lévy

Se t for um numero irracional, entao podemos escolher uma sequéncia decrescente
de racionais {t, : n > 1} tal que ¢, | t quando n — oo. A continuidade & direita
quase certamente de X implica a continuidade a direita de exp{—1:(0)}(pelo Teo. da
Convergéncia Dominada) e portanto vale para todo t > 0.

Pelo que vimos, todo processo de Lévy possui a propriedade que, para todo t > 0,
E(ez‘GXt) _ 67t1/z(0)

onde ©(0) = 11(0). Ou seja, podemos estabelecer a fungao caracteristica de X;, para
qualquer ¢ > 0, conhecendo apenas a funcao caracteristica de X;. Além disso, como
X; possui distribuicao infinitamente divisivel para qualquer ¢ > 0, ainda podemos
caracterizar £(e%t) = 7" pela férmula de Lévy-Khinchin do teorema

2.1.3 Propriedade Forte de Markov

O processo {X; : t > 0} possui a propriedade de Markov se, para cada B € R e
s,t >0,

Vejamos que a propriedade de Markov é satisfeita por todos processos de Lévy.

Lema 2.7. Se f : R? — R ¢ mensurdvel, X é independente de F e Y ¢ F-mensurdvel,
entao,

E[f(X,Y)|F] = E[f(X,Y)[Y]

Demonstragao. Por definigao, E[f(X,Y)] é o(Y)-mensurével e, portanto, F-mensuravel.

Basta, entao, mostrarmos que para todo A € F,
Note que,

BILEFX Y] = EELEXY)Y]Y]
~ BIEELYIIX Y)Y
= E[EAlY]f(X,Y)]

Afirmacao: Se X é independente de F, entao,

E[f(X,Y)E[L|Y]] = B[Laf(X.Y)].
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2. Leis Estaveis e Processos de Lévy

De fato, segue dos seguintes casos para a funcao f,

indicadora — func¢ao simples — nao negativa — integravel
Seja f(X,Y) = 1p(X)1p(Y). Assim,

Ellp(X)1p(Y)E[4]Y]] = E

1p(Y)1a] = E[f(X,Y)14]

Este resultado se estende para f simples por linearidade. Se f é nao negativa, aproxi-

mamos por fungoes simples da forma

f(z, Zazl{A «B:i} (T, Y) ZOLJA

=1

Obtendo o resultado pelo teorema da convergéncia mondétona. Para provar o resultado

em geral, decompomos f em parte positiva e negativa. ]
Aplicando o lema a fungao f(X,Y) = 1{x1veny, obtemos
Ellixiven|F] = EllixsvenY].

Ou seja,
P(X+Y eB|F)=P(X+Y € BJY) (2.16)

Lema 2.8. Se X ¢ independente de F, entao X ¢ independente de F-aumentada por
P.

Demonstracao. Relembre que, por definicao, X é independente de F se para todo B

F-mensuravel e todo A € B(R),
P((X € A)n B) = P(X € A)P(B).

Seja F a o-dlgebra aumentada. Se C' € F, entdo C = BUD, onde P(D) =0e B € F.
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2. Leis Estaveis e Processos de Lévy

Observe que

P(X € AANC) = P((X € A)n(BUD))
= P((X € AANB)U((X € A) N D))
— P((X € A)NB)
= P(X € A)P(B)
— P(X € A)P(BUD) = P(X € A)P(C).

]

Pelo lema dado um processo de Lévy X = {X, :t > 0}, X;.s — X; é indepen-
dente de F;, a o-algebra aumentada de o(X,,u < t), para todos s,t > 0.

Teorema 2.9. Se X é um processo de Lévy, entao X possui a propriedade de Markov.

Demonstracao. Sejam s,t > 0. Entao,
Kiys = Xpps — Xt + X4

Faca Z7 = Xys — X; e W = X;. Pelo que vimos, Z é independente de F; e W ¢é

Fi-mensuravel. Pela equacao ([2.16]),
P(Z+W € B|F,)=P(Z+W € Blo(W))
isto é,
P(Xi1s € BlF) = P(Xy4s € Blo(Xy))
Definicao 2.6. Uma varidvel aleatéria 7 é dita um tempo de parada se
{r <t} e R,
para todo £ > 0. Para qualquer tempo de parada T,

{r<ty=J{r<t-1nyelJFmch

n>1 n>1

Associada a um tempo de parada 7 estd a sigma-algebra

Fr={AeF:An{r <t} € F,paratodo t > 0}.
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Definicao 2.7. Dizemos que o processo X satisfaz a propriedade forte de Markov

se, para cada tempo de parada T,
P(X,.s € B|F,) = P(X,s € Blo(X,))

em {7 < co}.

Nosso préximo objetivo é mostrar que todo processo de Lévy satisfaz a propriedade

forte de Markov, para isso, utilizaremos trés lemas auxiliares.

Lema 2.10. (Dispositivo de Cramer-Wold). Sejam X e Y vetores aleatérios em R”™.

Se definirmos a funcao caracteristica de X como
px(t) = B[], ¢ e R"

Entao, X =, Y se, e somente, se px(t) = ¢y (t), para todo t € R™.

Lema 2.11. Seja X uma variavel aleatéria e F uma sigma-algebra. X é independente

de F se, e somente, se para todo H € F, para todo t € R,
E[e"™; H] = E[e"X|P(H) (2.17)

Demonstracao. E claro que se X ¢é independente de F, vale a dltima igualdade. Re-
ciprocamente, suponha que é satisfeita. Seja Pp, P, ... uma sequéncia de po-
lindmios trigonométricos convergindo pontualmente para 1, (Obtemos tal sequéncia
usando o teorema de Stone-Weierstrass nos compactos I, = [—n,n], observando que
R = UX,[, junto com o fato de que as fungoes continuas sao densas no conjun-
tos das fungoes integraveis). Dai, como 14 é limitada, (P,) é limitada. Além disso,

P, 0 X — 1;xeay, pontualmente. Pelo teorema da convergéncia dominada,
E[P, o X;H] — E[l{xcay; H].
Por outro lado, temos para todo n,
E[P,o X;H| = E[P, o X|P(H).
Fazendo n — oo, obtemos
Elixeay; H| = E[l{xea|P(H).

Ou seja,

P((X € A)N H) = P(X € A)P(H)
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]

Lema 2.12. Sejam X; e X, variaveis aleatérias com funcgoes caracteristicas ¢ e (o,
respectivamente. X; e X, s@o independentes se, e somente se, X; + X5 possui fungao

caracteristica @1 (t)pa(t).

Demonstracao.
E[eit(X1+X2)] _ E[eitXlez‘tXQ] _ E[eitXl]E[eith]

pois eX1 e X2 530 independentes. Para a reciproca, utilizamos o mesmo método do

lema [2.11] usando polinomios trigonométricos para aproximar fungoes indicadoras. [

Teorema 2.13. Suponha que T € um tempo de parada. Defina em {T < 0o} o processo
X ={X,:t>0} onde
jzt — XT+t - XT7 t 2 O

Entao, sob o evento T < 0o, o processo X € independente de F,, possui a mesma lei

de X e, portanto, em particular, € um processo de Léuvy.

Demonstracao. X é claramente continua a direita com limite a esquerda. Precisamos
mostrar que X possui incrementos estacionarios e independentes. Se provarmos que

paratodon e N, 0<s;<t; <--- <5, <t,<oo, He F,eb,....0, R,

E (H 0ilXrei=Xres) [T A {1 < oo}) = He’w(ei)(t"’si)P(H N{r <oo}) (2.18)
i=1

=1

onde 1) é o expoente caracteristico de X. Entao, o lema implica que X possui
incrementos independentes, o lema implica X com incrementos estacionérios e
mesma lei de X e, por fim, o lema garante que X é independente de F,. Nos resta

verificar (2.18)). Para isso, defina a sequéncia de tempos de parada {7 : n > 1} por

k27" se (k—1)27" <7 <k2™™k=12,...
T = 0, seT=0
00, seT =00

Incrementos estaciondrios e independentes junto com o fato que H N {r" = k27"} €
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Fro-n NOS permite escrever

E (H ei‘)i(XT(n),thT(n)*Si); HN {T(n) < OO})

=1
— Z E (H oy, =X m) +Si>; Hn{r™ = k;2‘”}>
k>0 i=1
- ZE E <H i (Xha—nt, = Xpa—n 15, Fm") HN {T(”) = k:2_n}]
k>0 =1
= YT B )P N {7 = k27
k>0 i=1

= He_w(ei)(ti—si)P(Hm {Tn < OO})

=1

A continuidade a direita de X nos garante que 7™ | 7 em {7 < oo}, quando
n — oo. Portanto, X ), — X;1s quase certamente em 7 < oo, para todo s > 0,

quando n — oo. Segue do teorema da convergéncia dominada que

E (H WXt =Xetsi) T 0 {1 < oo}>

=1

= lim F <H ewi(XT(”)—thT(")Hi);H N {T(”) < OO})

n—00 .
=1

= 7}1_}120111 e_w(ei)(ti_si)P(H N{r" < o0})
- e VYOI P N {1 < o0}).

i=1
Como queriamos. O
Corolario 2.14. Todo processo de Lévy é um processo forte de Markov.

Demonstragao. Anédloga a demontrac¢ao do teorema [2.9] O]

Corolario 2.15. Em todo processo de Lévy, a filtracao aumentada F;+, isto é, a
filtracao que torna JF; completa com relacdo aos conjuntos de medida nula de P|F;, é

uma filtracao continua a direita, ou seja,

Foe =) Fe evale F=Fp.

s>t

Demonstrac¢ao. A proposigao 7.7 de [7] (pagina 90) nos diz que todo processo forte de

Markov é tal que a filtragao aumentada é continua a direita. O resultado segue do
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corolario .14 m

Definicao 2.8. Uma varidvel aleatéria 7 é dita um tempo de opcional se
{r <t} eFR.
Associada a um tempo opcional 7 estd a sigma-algebra
F.={AeF:An{r <t} € F,paratodot > 0}.

Proposigcao 2.16. Numa filtracao F; continua a direita, uma variavel aleatéria 7 é

tempo de parada se, e somente se, é tempo opcional.

Demonstracao. Se T é tempo de parada, para todo t > 0

{r<ty=J{r<t-1npelJFamcr

n>1 n>1

Reciprocamente, se 7 é tempo opcional, isto é, {7 < t} € F;, para todo ¢t > 0, usando

a continuidade a direita da filtragao, obtemos

{r<ty=(Wr<t+1/n} € () Fiyijn=Fr = Fu

n>1 n>1
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Capitulo 3

Modelo de Armadilha

3.1 Hipodteses e processo relégio

Seja X = {&; : t > 0,&X = 0} um passeio aleatério a tempo continuo com o
passeio esqueleto X = {X;,7 € NU{0}, Xy = 0} satisfazendo a seguinte representagao

estocastica:

n

Xo=> ¢ (3.1)

j=1
para n > 0, onde {¢;,7 € N} é uma sequéncia i.i.d de varidveis aletérias discretas
na bacia de atracao de uma lei estdvel com indice 5 € (1,2]. A sequéncia em ([3.1)
¢ chamado um passeio aleatério S—estavel; este processo também é conhecido como
passeio aleatério de longo alcance. Iremos asssumir que E(e;) = 0, e E(el™V)) = 1 se,
e somente se t é mutiplo de 2.

A hipétese de estabilidade implica que existe ¢© > 0 e ¢t > 0 e uma funcao de

variagao lenta no infinito h(-) tal que

Pley < —x) ~27%(c” + o(1))h(x)

P(ey > x) ~27%(c™ 4 o(1))h(x),

fi(z)
fa(z)

lembre que fi(z) ~ fao(x) significa lim, ., = 1. Segue que existe um funcao de

variacao lenta positiva v(-) tal que

h(n*Po(n))v?(n) — 1, para g € (1,2)
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3. Modelo de Armadilha

H(n?*v(n))v=2(n) = 2(ct +¢), para =2,

quando n — oo, onde H(z) = [* z*dF (x).
Seja L(n,z) = Y i o 1{X; =2} o tempo local (tempo de ocupacao) do passeio
aleatério X, isto é, o nimero de vezes que X visita o ponto = até o tempo n € NU{0}.

Defina as sequéncias

d, = n'Po(n), r, = d;*, (3.2)
e o tempo local reescalado e o passeio aleatorio esqueleto reescalado
Oult,x) =, L([nt], [2dn]), 21" = d;" X, (33)

para t € [0,00) e x € R. E conhecido que O Processo Zt(n) converge fracamente,
no espaco D([0,00),R) munido da topologia Ji, para Z;, que é um processo estével

continuo a direita com funcao caracteristica dada por

E(e#) = exp{—ct|s|°[1 + igsgn(s)]}, (3.4)

onde ¢ = —T'(2 — B)(B — 1) tcos(nf/2) e ¢ = (¢c” — c") tan(n3/2)/(cT + ¢7). Para o
processo Z,; existe o tempo local, isto é, a fungao ¢(¢, ) que é conjuntamente continua

com probabilidade um, que satisfaz

pr(s:Z, € A,0<s<t)= / o(t, x)dz,
A

para qualquer boreliano A, onde i, denota a medida de Lebesgue.

Para definir completamente nosso modelo de armadilha X}, precisamos definir suas
taxas de saltos associadas. Seja 7 = {7; : ¢ € Z} uma familia de varidveis aleatérias
i.i.d positivas na bacia de atracdo de uma lei estdvel com indice o € (0,2]. Mais

especificamente, para a € (0, 1), assumimos que a distribuigao de 7y satisfaz a condigao

P(rg > ) ~ 2 %(k" +0(1))s(z), (3.5)

com z > 0, onde Kkt > 0 e s(-) é uma fungdo positiva de variagdo lenta. Segue que

existe uma fungao positiva de variacao lenta w(-) tal que
s(dYw(n))w™(n) — 1, (3.6)

quando n — co. Para a € [1, 2], supomos por simplicidade que a distribuigao de 7y

é dada por
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P(rg>x) =a", (3.7)

para x > 1. Supomos que 7 ¢ independente de X. Tomamos a taxa de salto de X em
i € Z dada por 7; '. Desta forma, o passeio aleatério S—estavel X (de tempo discreto)
dado em e a familia 7 satisfazendo e para « pertencendo aos intervalos
(0,1) e [1,2], respectivamente, definem completamente o modelo de armadilha X; que
iremos considerar neste trabalho.

Com as defini¢oes acima, estamos prontos para intoduzir o processo reldgio. Tal

processo é definido por
[t]
Cr=>Y T, (3.8)
i=0

onde {7} : i € NU{0}} é uma sequéncia de varidveis exponenciais i.i.d com média
1 independente de X e 7.

Temos que o processo relogio (3.8) é igual em distribuicao ao processo

B L([t],%)
Ct = Z’Tz’ Z Eij; (39)
i€z j=1
onde {E;; : i € Z,j € N} é um familia de varidveis aleatdrias exponenciais com
média 1 e independente de todas varidveis aleatérias definidas anteriormente; definimos
0
Zj*l E,Lj - 0
Para nosso proposito neste trabalho, o limite de escala do processo relégio desem-
penha um papel importante. Portanto, apresentaremos a ordem correta de magnitude
deste processo, que depende de 5 e a. Vamos comegar com o caso a € [1,2]. Defina

uma sequéncia de nimeros reais positivos {¢, : n € N} por

nlogn se a=1,
Cp =
n se a € (1,2].

Para « € [1, 2], definimos o processo relégio reescalado C’t(n) como
C"W =c'Chy, t >0, neN. (3.10)

[remos mostrar mais adiante que éfn) converge em probabiidade (na topologia uni-
forme) para um determinado limite quando n — oco. Mais especificamente, o limite
é igual a tE(1) e t para os casos a € (1,2] e o = 1, respectivamente. Para o caso
a € (0,1), é conveniente encontrar uma versao do processo reldgio baseado num aco-

plamento de taxas aleatorias reescaladas, que discutiremos a seguir.
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3.2 O acoplamento para o caso «a € (0,1)

Nesta secao apresentaremos uma versao util para o ambiente aleatério 7 onde a
reescalacao converge fortemente. Com esta versao de 7, definimos uma outra versao
para o processo relogio. Nossa prova do limite de escala de X, sera baseada nesta versao
particular do processo relégio. Primeiro, apresentamos a versao reescalada do processo

(13.9), que é dada por

CM = q 10t (3.11)
onde, para cada n € N, definimos
an = Tyby (3.12)
e
by, = dYw(n) (3.13)

Iremos agora mudar o processo acima para uma versao mais conveniente como feito
em Fontes, Isopi e Newman. Seja {V, : € R} um processo a—estavel bilateral
independente de {E;; : i € Z,5 € N} e {L([t],7) : i € Z,t > 0}. Considere a funcao
G :[0,00) — [0, 00) satisfazendo P(V; > G(y)) = P(10 > y), para todo y > 0. Assim,
W),
Definiremos agora nossa versao conveniente das taxas aleatérias reescaladas {7; :

i € Z} por

defina a funcao g, : [0,00) — [0, o) indexada em n € N por g,(y) = b,'G~!(d

TJE’” = bngn(VHd;l -

Vo), x € d,'7Z

Observe que {7\ : z € d;'Z} possui a mesma distribuicdo de {r; : i € Z}.

Portanto, segue que o processo (3.11]) segue a mesma lei que o seguinte processo:

CV= > ga(Viypgor — Va)ou(t,2)Toa, (nt), £ >0, (3.14)

zed, teZ
onde T;(t) = Zfﬁfw E;;/L([t],7), se o sitio i é visitado pelo passeio aleatério X até o
tempo [t] e igual a 1 em outro caso, e ¢,(t,z) é o tempo local reescalado definido em
. A versao do processo relogio ird desempenhar um importante papel neste
trabalho, como iremos ver logo mais. Na secao seguinte iremos mostrar que quando

a < 1 o processo relégio reescalado converge fracamente para um processo nao trivial.
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3.3 Limite de escala

Comecaremos esta se¢ao introduzindo o limite de escala do nosso modelo de armadi-

lha X; quando « € (0,1). Chamaremos este limite de escala de processo quase-estével.

Definicao 3.1. (Processo quase-estavel) Seja p : R — R uma fungao nao-decrescente
e ¢(x,t) o tempo local de um processo f—estavel Z; (com 5 € (1,2]) como definido
na se¢ao (3.2). Definimos o processo quase-estével por ZStfl, onde S; ' é a funcao
inversa de S; = [7_¢(t, x)dp(z) (S, é uma funcdo estritamente crescente e continua

com probabilidade 1).

Observagao 3.1. De acordo com a definicao acima, os processos quase-estaveis sao
processos J—estaveis de mudanca de tempo pelo inverso do processo reldégio, que en-
volve o tempo local do processo f—estavel e uma medida induzida por p. Estes proces-

sos foram introduzidos por Stone (1963) e sdo processos estaciondrios forte de Markov.

Observacao 3.2. Seja V = {V, : © € R, V{j = 0} um processo a—estéavel bilateral
com « € (0,1). Neste trabalho, processos estaveis de nosso interesse serd como o da
defini¢ao (3.1) com V no lugar de u. A menos que mencionemos o contrario, de agora

em diante consideraremos esta substituicao.

Denote por D([0,T],R) e D([0,T],R*) o espago das fungoes reais e reais nao ne-
gativas, continuas a direita com limite a esquerda em [0,77], onde T > 0. Além disso,
sejam dr e uj as métricas J;—Skorohod em D([0,T],R) e a uniforme em D([0, T],R™),
respectivamente, d = Y >° 27" min(d,, 1) e u™ =3 > 27" min(w,;}, 1). Denotamos a
topologia uniforme por U. O préximo teorema nos da um limite de escala de X; onde

a € (0,1) e é um dos principais resultados neste trabalho.

Teorema 3.1. Para o € (0,1) existem sequéncias de nimeros reais positivos {a, : n €

N} e {d, : n € N} tais que

X" =dt X, = Zgo,

em D([0,00),R) munido da topologia J;—Skorohod, quando n — oo, onde o pro-

cesso limite Z¢-1 é o introduzido na defini¢ao na definigao (3.1)).
t

Observacao 3.3. Uma expressao explicita para as sequéncias {a, : n € N} e {d, :
n € N} sdo dadas em ((3.12)) e (3.2), respectivamente. Estas sequéncias sao a ordem de

magnitude do processo reldgio e o passeio aleatorio esqueleto, respectivamente.

Observagao 3.4. Ao longo deste capitulo aparecem algumas quantidades aleatorias

que dependem de V. Denotamos a probabilidade e a esperanca condicionais (dado V)
por P(:) = P(-|V) e E(-) = E(:|V), respectivamente.
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Afim de provar o teorema (3.1]), obteremos primeiro o limite de escala conjuntamente
do processo relégio e do passeio aleatorio esqueleto X, que é fornecido no proximo
teorema. O maior trabalho esta em mostrar a convergéncia conjunta das distribuigoes

finito-dimensionais do processo relégio e do passeio aleatdrio esqueleto.

Teorema 3.2. Para quase toda trajetoria de V, {(Zt(n),ét(n)) .t > 0} converge para
{(Z;,S;) : t > 0} em distribui¢io quando n — oo em D([0,00),R) x D([0,00),R™T)
munido da topologia produto J; x U.

Observagao 3.5. O processo limite do nosso processo relégio reescalado é quase cer-
tamente continuo. A topologia adequada em que ocorre a convergéncia é a uniforme.
Mesmo assim, nossa prova verifica o critério de convergéncia na topologia .J; X M; para
o processo bivariado dado no teorema acima. Como S; é quase certamente continuo, a

convergencia na topologia J; x U segue.

Demonstragao. Primeiro, troque D(]0,00),R) e D(]0,00),R") por D([0,T),R) e D([0,T),R")
munidos das métricas dr e uj., respectivamente, com T > 0 arbitrdrio. Iremos provar
a convergencia das distribuigoes finito-dimensionais de {Zt("), C’t(")} e mostrar que esta

sequéncia é tight. Estes resultados nos levam a prova do teorema.

Convergéncia das distribuicoes finito-dimensionais

Para obter a convergéncia das distribuicoes finito-dimensionais do processo biva-
riado {(Zt(n),ét(")) .t > 0}, usaremos o teorema 1.1 de Borodin (1985) [3], que
nos garante que ¢ possivel construir, sobre algum espaco de probabilidade, processos
{2/t €[0,T]} e {Z/: t € ]0,T]} tais que:

(i) Suas distribuigoes finito-dimensionais coincidem com as de {Zt(n) :t€[0,T]} e

{Z; .t €]0,T]}, respectivamente;

(ii) Zz(n) converge quase certamente para Z; em D([0,7],R) munido da topologia

J1—Skorohod,;

(iii) O tempo local ¢/ (t,x) e ¢(t,z) definidos com respeito aos processos Zg(n) e 7,

respectivamente, para todo T' > 0 e £ > 0, satisfazem:

lim P( sup |¢&,(t,z) —¢'(t,x)| > &) =0. (3.15)

N0 (42)€l0,T)xR
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Portanto, usando o teorema 1.1 de [3], tomamos o processo Zt(") como descrito acima
e mostraremos convergéencia das distribuigoes finito-dimensionais de {(Zg("), C’t(")) it >
0}, onde ét/(n) é definido como em ([3.14]), mas com as quantidades que dependem de
Zt(n) definidas com respeito a Zz(n). A quantidade A que depende de Zt(n) sera denotada
por A’ enquanto esta depende de Zé(n).

Agora definiremos o conjunto das armadilhas profundas. Para um ¢ > 0 arbitrario,

considere

Ts={xeR:V,=V,->d0t={z;:j€Z}={..<z1<z9<11 <...}

xﬁ»n) = d,'[d,x;], para i € Z, e

7:5(”) = {xﬁn) 1j €L}

Mostraremos primeiro que

. . / 2l
limtmsup 3 gu(Voyr = Va)dhu(t,2) Ty, (0t) = 0 (3.16)
vedy zn(T{™)C

em probabilidade, para todo ¢ € [0, 7], isto é, os termos do processo relégio reescalado
que estao fora da armadilha profunda possuem uma contribuicao despresivel para o
processo limite quando n — oo e 9 J 0.
Observacao 3.6. Seja Aﬁ”"” uma quantidade aleatoria dependendo de §,n e t. Abaixo,
quando dizemos que limgs o lim sup,, AE""S) = 0 em probabilidade, significa que para

todo € > 0 fixado temos que limg lim sup,,_, P(|A§n’5)| >e)=0

O teorema (1.1) de [6] nos diz que para todo € > 0, existe A, > 0 tal que

n te[0,T] t€[0,T]

sup P < sup |2, > A€> <eeP ( sup |Z]] > A6> <e€ (3.17)

Seja I, = (A, A). Entao, para todo ¢ > 0, usando o resultado acima e a desigual-

dade de Markov, segue que
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P Z gn(vx-f-d;l — Vi) @l (t, x>Ta/:dn (nt) >¢| <
wedy ' Zn(T{™)e
P Y 9alVepr = Vo)d,(to)T g, (nt) > ¢ | +e <
wedy ' Zn(T{™)e
Y Vi — V) B, (61) + €, (3.18)
wed;lzm(%(n))c
para quase toda trajetoria de V. Para todo M > 0 inteiro temos que
E(¢y! (t,x)) < E(¢)(t,0))
e
lim E(g,(t,0)) = t""VAT(1 —1/8)/T(2 - 1/p), (3.19)

n—o0
onde z é o valor da densidade de Z; em zero; veja [6] p. 328. De e usando a
igualdade das distribuigoes finito-dimensionais de ¢, (¢, z) e ¢! (¢, x), que é vélido para
todos x € R, obtemos que a soma em (|3.18]) é limitada superiormente pelas constantes
de tempo
Z gn(vx-i-d;l —Va).
wedy ' Zn(T{™)e

Agora, argumentando como em [6], pardgrafos (3.25) a (3.28), segue que lims; lim sup,,_,
dos termos acima se anulam em probabilidade. Isto e a arbitrariedade de € nos d&a .

Com o resultado acima, definimos o processo relégio restrito as armadilhas profun-

das:

Cl =3 gu (Vo g1 = VNGt 2V T, (1) (3.20)

i>1

Seja € > 0 e tome A, satisfazendo (3.17)). Defina o conjunto

Q. ={ sup |Zt(i)| <Al <i<n}n{sup |Z] < A}
t€[0,T] te[0,T)

Sobre €., o processo dado em (3.20)) fica

N6,6

C’;(n,&e) - Z In(Voiayt = Vx(m)(ﬁ;(t?xz(n))Tx/(.”)dn(nt)’

i=—Ns .
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onde N5, = max{|j| € N:z; € I.} < oo para quase todo V.

O resultado (3.15) e a continuidade (com probabilidade 1) do tempo local ¢'(¢, )
(com respeito ao espago varidvel) implicam que ¢/, (¢, $§")) converge em probabilidade
para ¢'(¢,x;) uniformemente em ¢ € [—N;., N5 ] quando n — oco. Além disso, como
L'([nt], [xz(n)dn]) L 00 quando n — oo (isto segue da convergéncia em probabilidade
de ¢'(t, xgn))). Segue da Lei dos grandes ntiimeros que T; (m g (nt) 5 1 quando n — oo,
para todo i. Da proposigao (3.1) de [6], segue que

Ct'/l’L

gn(‘/;ggn)_,’_d;1 — inn)) — Vi, =V -, (3.21)

quando n — oo, para quase todo V e para todo 1.

A convergéncia em probabilidade de ¢%(t,$§”)) e T Q’U (g (nt) (uniformemente em
i € [=Nse, N5 |) discutida acima, o resultado e o teorema da funcao continua
implicam que para quase todo V'

(27, C") = (2,519, (3.22)
quando n — 0o, onde S| = Y versnn, (Ve = Vo= )¢/ (t, z). Além disso, temos que

. . /(5,6) o o /

l(g(r)l 161% Sy = /_OO ¢'(t,x)dV,, (3.23)

em probabilidade para quase todo V. Assim, a convergéncia das distribuigoes finito-
dimensionais do processo {(Zt(n),CN't(n)) :t € [0, T)} para as de {(Z;,S;) : t € [0,T]}
segre de (8:22) o (3:23).

Tightness

Daqui em diante, iremos denominar a topologia de Skorohod associada ao espaco
D, estudada no capitulo 1, de topologia J; —Skorohod ou simplesmente topologia J;. A
seguir, mostraremos que a sequéncia {(Z™,C™) : t € [0,T]} é tight em D([0, T],R) x
D([0,T],R*) munido da topologia produto J; x Mj. E suficiente mostrar isto para
cada coordenada. A primeira coordenada converge em distribuicao, logo é tight. S6
nos resta mostrar que {ét(n) :t €10,T]} é tight em D(]0,T],R") munido da topologia
M (e consequentemente com a topologia U - veja a observacao )

Como o processo C~’t(n) ¢é nao decrescente, podemos checar facilmente que a funcao
ws usada na condigao (i) do teorema 12.12.3 de [§] é igual a zero. Com isso, e usando
o fato que o processo é nao-negativo, obtemos um critério de tightness para o teorema

numa maneira compacta, usando limites, dado por

(i) limg oo limsup,, ., P(C}n) > c) =0;
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3. Modelo de Armadilha

(ii) Para cada & > 0, lim, o limsup,,_,., P(max{v(C},0,¢),v(C:, T,€)} > &) =0,

onde, para t € [0,T], temos

5(C 1, €) = sup {C) —CiM).

max{0,t—e}<t; <to<min{t+e,T}

Tomando ¢ < T', temos que, parat=0et =T, a quantidade acima se reduz a

5(C*,0,€) = C™ (3.24)

5(Cx,T,¢) = O — ¢ (3.25)

—€
respectivamente. Mostraremos agora que de fato o processo relégio reescalado satisfaz
as condigdes (i) e (7). Daqui em diante, usaremos a restri¢do ¢ < 7. A condicao (7)
segue da convergéncia das distribuicoes finito-dimensionais, isto é,

lim lim P(é’;n) >c¢)=lim P(Sp >¢)=0

C—00 N—00 c—00

Usando (3.24)) e a convergéncia das distribuicoes finito-dimensionais, também ob-

temos que para cada £ > 0 fixo

lim lim sup P(o(C,0,¢) > &) = lifglP(S6 > §)

el pooo

Como S, converge para 0 em probabilidade, fazendo € | 0, obtemos

lim limsup P(0(C},0,¢) > &) =0 (3.26)

0 pnooco
Analogamente ao caso anterior e usando ([3.25)), para cada £ > 0 fixo, segue que

lim limsup P(0(C},T,e) > &) = lig)l P(Sp — Sp—c > &).

€0 nooco

Agora, usando o fato que S; é quase certamente continuo, obtemos que Sp —

Sr_e 2% 0 quando € — 0. Com isso, obtemos

lim limsup P(0(C}, T e) > &) =0 (3.27)

S

Os resultados ([3.26]) e (3.27) implicam que a condicao (ii) é satisfeita e, portanto,

a sequéncia C\™ é tight.
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3. Modelo de Armadilha

Prova do teorema 3.1

Comecamos a prova notando que a seguinte representacao estocastica é valida:

(A 1> 0} £ {Z it >0}

Iremos definir alguns subconjuntos de D([0,00),R) (a definigdo dos subconjuntos
de D(]0,00)R™) sao feitos de modo andlogo).

Seja D+([0,00),R) o espago das fungdes ndo negativas em D([0,00),R) que s@o
nao-decrescente. Aqui denotamos o espago das fungoes continuas que sao estrita-
mente crescentes por Cy+([0, 00), R). Denote por D, ([0, 00),R) o espago das fungoes em
D([0,00),R) que sao ilimitadas. Consequentemente D, +([0,00),R) = D, ([0,00),R) N
D4([0, 00), R).

Seguindo as ideias usadas na prova do teorema e o resultado acima, podemos
ver que as distribuigoes finito-dimensionais de (Zt(n), C’t(")fl) converge fracamente para
as de (Z;,S;') quando n — oo. Além disso, temos que D, +([0,00), R*) munido da
topologia uniforme é separavel e completo, assim, usando a convergéncia fraca de C’t(n)_l
para S; ! (que segue do teorema e do teorema da fungao continua e o teorema
de Prohorov, temos que é’t(nrl é tight. Portanto, (Zt(n),é’t(n)il) = (Z,,S;!) quando
n — oo em D([0,00),R x D, +(]0,00), R*) munido com a topologia produto J; x U.

Agora usamos o teorema 13.2.2 de whitt (2002) [8], que estabelece que a composigao
de D(]0,00),R x D, +([0,00),R*) para D([0,00),R) ¢é continua em D([0,00),R X
C34([0,00),R*) munido da topologia .J;—Skorohod. Temos que (Z;,S; ') pertence
a D(]0,00),R x C4+([0,00),R"): O teorema da fungao continua e os resultados
acima implicam que X; = thl em D([0,00),R) munido da topologia J;—Skorohod,
assim, provamos o teorema.

]
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Apeéendice A

Resultados Basicos

A.1 Conceitos Basicos em Probabilidade

Seja X uma variavel aleatoria. Dizemos que X possui distribuicao de Bernoulli
com parametro p se P(X = 1) = pe P(X = 0) = 1—p. X possui distribuigao

Binomial(n, p) se
n
P(X = k)= (k)pk(l —p)" "

X possui distribuicao de Poisson com parametro A se

para k=0,1,2,....

Lema A.1. A soma de n varidveis aleatérias Bernoulli(p) independentes é uma varidvel

aleatéria Binomial(n, p).

Lema A.2. Sejam X, X, ... varidveis aleatérias independentes. Se X,, possui distri-

buigao Binomial(n, p,) e lim, . np, = A, entao X,, = Poisson(A), quando n — oo.

Lema A.3. Se Xi,..., X, sao independentes com EX? < co. Entao
var(Xy + -+ X,,) = var(Xy) + - - - + var(X,)

Lema A.4. Se X > 0 é uma variavel aleatéria com funcao de distribuicao F', entao

seu k-ésimo momento é dado por
EXF = / Et* 1 P(X > t)dt
0

Teorema A.5. (Teorema de sele¢iao de Helly) Para toda sequéncia F, de funcdes de

distribuicao, existe uma subsequéncia Fy,yy e uma fungao continua a direita e ndo
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A. Resultados Bésicos

decrescente F' tal que limy_,o F5)(y) = F(y) em todos os pontos de continuidade y de
F.

Teorema A.6. (Teorema da Fungio Continua) Seja g uma fung¢ao mensurdvel e D, =
{z : g € descontinua em z}. Se X,, = X e P(X € D,) = 0, entdo g(X,) = g(X).
Além disso, se g € limitada, entio Fg(X,) — Eg(X)

Sejam {2 um conjunto e F uma o-algebra de subconjuntos de 2. Uma funcao u,

definida em F e com valores em R, é uma medida se satisfaz os axiomas:

(i) pu(A) > (@) =0 para todo A € F, e

(ii) Se A; € F é uma sequéncia contavel de conjuntos disjuntos, entao

(Us(A;)) = Z 1(A;)

Se () = 1, chamamos p uma medida de probabilidade. Neste trabalho, medi-
das de probabilidade serdo habitualmente denotadas por P. Ao par (€2, F) chamamos
espago mensurdvel, enquanto a trinca (2, F, P) denominamos espa¢o de probabilidade.
Os subconjuntos que estao em F sao denominados eventos e é somente a eles que se

atribui probabilidade.
Teorema A.7. Suponha X,Y >0 ou E|X|, E|Y| < oc.
(o) EX+Y)=EX+EY
(b) E(aX +b)=aEX +0b
(c) Se X >Y, entao EX > EY.
O teorema a seguir é fundamental no calculo do valor esperado.

Teorema A.8. (Mudanca de Varidvel) Seja X um elemento aleatdrio de (S,S), com
distribuicdao i, isto é, u(A) = P(X € A). Se f € uma fun¢do mensurdvel de (S,S)
para (R, R) tal que f >0 ou E|f(X)] < oo, entdo

Ef(X) = /S £ (w)(dy) (A1)

Uma consequéncia do Teorema ((A.8]) é que podemos computar o valor esperado de

funcoes de variaveis aleatérias calculando integrais sobre a reta real.
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Definicao A.1. Se k é um nimero inteiro positivo, entdo £ X* é chamado de k-ésimo

momento de X. Se EX? < oo, entao a variancia de X ¢ definida por

var(X) = E(X —p)?
= EX?-2uEX + 1?
- EX?-— ,u2.

Da equacio acima, é imediato que var(X) < EX?. Como E(aX +b) = aEX + b
de (b) do Teorema (A.7)), segue da definicao que

var(aX +b) = E(aX +b— E(aX +1))?
— @B(X - EX)?
= a*var(X).

A.1.1 Independéncia

Seja (£, F, P) um espago de probabilidade. Os eventos Aj,..., A, sdo indepen-

dentes se para qualquer I C {1,...,n} temos

P(Nicr ;) = HP(Ai)-

iel
As variaveis aleatérias Xi,..., X,, sao independentes se para todo B; € R com
1=1,...,n temos
n

P(M_,(X; € By)) = [[ P(Xi € By).

i=1
Uma sequéncia infinita de objetos (eventos ou varidveis aleatorias) sao independen-
tes se qualquer subcolecao finita for independente. Dizemos que os eventos Ay, ..., A,
sao independentes aos pares se P(A4; N A;) = P(A;)P(A;) para todo i # j. Ana-
logamente, as varidveis aleatérias Xy, ..., X,, sao ditas independentes aos pares se
para todo B; € R comi=1,...,n os eventos A; = (X; € By),..., A, = (X,, € B,)

sao independentes aos pares.

A.1.2 Teorema de Continuidade de Lévy

Teorema A.9. (Teorema de Continuidade de Lévy) Sejam p,, 1 < n < oo, medidas
de probabilidade com fungoes caracteristicas ¢,,. (1) S€ fy = fioo, €NLa0 Pp(t) — doo(t)
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para todo t. (ii) Se ¢, (t) converge pontualmente para um limite ¢(t) que é continuo em
0, entao a sequéncia de distribuicao , € tight e converge fracamente para uma medida

[ com fungao caracteristica ¢.

A.1.3 Lei dos Grandes Numeros

Quando as varidveis aleatérias Xi, Xo, ... s@o independentes e possuem a mesma
distribuicao dizemos que elas sao independentes e identicamente distribuidas, abrevia-

remos por (i.i.d.).

Definigao A.2. X, converge para X quase certamente (¢.c.) se P(X, — X quando
n — o00) = 1, isto é, o evento Ay = {w : X,,(w) = X(w)} é de probabilidade 1.

Teorema A.10. (Lei Forte dos Grandes Niumeros) Se X1, Xa, ... sdo varidveis aleatorias
independentes aos pares e identicamente distribuidas com E|X;| < oo, EX; = p e

S, =X1+---+X,, entao

S
— — 1t q.c. quando n — o0.
n
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