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Resumo

No presente trabalho vamos trabalhar com duas generalizacoes dos bem
conhecidos operadores absolutamente somantes. A primeira envolve os operadores
multilineares multiplo somantes e nos focaremos num resultado de coincidéncia que é
equivalente a desigualdade multilinear de Bohnenblust-Hille. Esta afirma que, para

K =R ou C, e todo inteiro positivo m > 1, existem escalares Bk ,, > 1 tais que

m+1
N 2m
2m
E Uiy, €,) ™ < Bkm sup  |U(z1, .y 2m)|
i1, im=1 Zla--meEDN
para toda forma m-linear U : KV x --- x K¥ — K e todo inteiro positivo N, onde

(ei)i]il é a base canonica de K. Nessa linha, nosso objetivo sera a investigacio das
melhores constantes Bk ,, que satisfazem essa desigualdade.

A segunda generalizacao envolve o estudo dos operadores multilineares
absolutamente somantes num ponto; apresentaremos uma versao abstrata destes
operadores que engloba varias de suas propriedades. Veremos que, considerando os
espacos de sequéncias adequados, teremos outros tipos de operadores como casos

particulares da nossa versao.

Palavras-chave: Operadores absolutamente somantes, Operadores multilineares
multiplo somantes, Operadores multilineares absolutamente somantes, Teorema de

Bohnenblust-Hille.
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Abstract

In this work we study two generalizations of the well-known concept of absolutely
summing operators. The first one consists of the multiple summing multilinear
operators and it is focused on a result of coincidence that is equivalent to the Bohnenblust-
Hille inequality. This inequality asserts that, for K = R or C and every positive integer
m there exists positive scalars Bk ,,, > 1 such that

m+1

N 2m
2m_
( Z ‘U(eil,...,eim) m“) < Bkm sup  |U(z1, .y 2m)|

z1,...,z7,Le]D)N

i1 im=1

for every m-linear mapping U : KV x - - - x K" — K and every positive integer N, where
(ei)i]il denotes the canonical basis of K¥. In this line our main goal is the investigation
of the best constants Bk ,, satisfying the above inequality.

The second generalization involves the concept of absolutely summing multilinear
operators at a given point; we present an abstract version of these operators involving
many of their properties. We prove that, considering appropriate sequence spaces, we

have other kind of operators as particular cases of our version.

Keywords: Absolutely summing operators, Multiple summing multilinear operators,

Absolutely summing multilinear operators, Bohnenblust-Hille inequality.
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Introducao

Em 1829, o matemaético J. P. G. L. Dirichlet estabeleceu o resultado classico de
Anaélise que afirma que, em R, uma série converge absolutamente se, e somente se,
converge incondicionalmente. Para espacos de Banach de dimensao infinita, a situagao
¢ um pouco diferente: por exemplo, nos espagos £,, para 1 < p < 0o, a série ) = ¢

incondicionalmente convergente mas nao é absolutamente convergente.

Posteriormente, Banach propos em [3, p. 40| o problema de existéncia de séries
incondicionalmente convergentes que nao sao absolutamente convergentes em qualquer
espaco de Banach de dimensao infinita, problema contemplado também no Scottish
Book ([32, Problema 122]) e resolvido afirmativamente, quase vinte anos depois, por
A. Dvoretzky e C.A. Rogers (|20]).  Interessado neste resultado, Alexander
Grothendieck realizou uma demonstracio diferente deste em [22] e apresentou uma
classe de operadores que "transforma'séries incondicionalmente convergentes em
séries absolutamente convergentes em [23]; tais operadores sao os denominados
operadores absolutamente somantes. No entanto, foi apenas nos anos 60 que esta classe
foi devidamente introduzida e divulgada através de trabalhos de diferentes

matematicos como Pietsch ([46]), Lindenstrauss ([26]) e Pelezynski ([33]).

Nos anos 80, Pietsch esbocou a teoria multilinear dos operadores absolutamente
somantes em [47|. Adicionalmente, em 1989, Alencar e Matos ([2|) introduziram
um conceito que chamou a atencao de varios autores, procurando outras nogoes que
também estendessem a teoria linear para o contexto nao-linear. Em 2003, D. Pérez-
Garcia ([44]) e M. C. Matos (|29]) definiram, de maneira independente, os

operadores miltiplo somantes que constituem uma classe que mantém, em certo



sentido, a esséncia da teoria linear. No mesmo ano, M. C. Matos (|30]) definiu os
operadores multilineares absolutamente somantes num ponto e, desde entao, varios sao

os autores que tém trabalhado sobre esta linha; veja, por exemplo, [4] e [12].

Baseamos este trabalho no contexto das extensdes ao caso multilinear dos
operadores absolutamente somantes, mais precisamente, nas teorias dos operadores
multilineares absolutamente somantes num ponto e dos operadores miltiplo somantes,

ambas desenvolvidas por Matos.

Sobre os operadores multilineares miiltiplo somantes, estudamos um resultado de
coincidéncia provado em [15] e [40], que é equivalente & famosa desigualdade multilinear
de Bohnenblust-Hille. Esta desigualdade, publicada em 1931 na prestigiosa revista
Annals of Mathematics, afirma que, para K = R ou C e todo inteiro positivo m > 1,

existem escalares Bk ,, > 1 tais que

N 2m
2m_
Z \Ulei,, ... e,)|™" < Bkm sup  |U(z1y .y 2m)| (1)
01 yeeyim=1 Z1,...,sz]D)N
para toda forma m-linear U : KV x .- x K¥ — K e todo inteiro positivo N, onde

N A ) ) .
(€i);,—; € a base canonica de K". Desde 1931 até a década passada, apareceram varias
demonstragoes e aplicacoes desta desigualdade em diversas 4reas da matematica e,
por sua vez, foram obtidas férmulas cada vez menores para as constantes (BK’m)mEN'

Contudo, estas formulas tinham em comum o fato de possuirem um crescimento do

tipo exponencial.

Nos tdltimos anos, a busca pelas constantes nesta desigualdade tem trazido a
consideracdo um fato surpreendente: as constantes Otimas da desigualdade
multilinear de Bohnenblust-Hille possuem crescimento, no minimo, subexponencial.
Em [18], Diniz, Munioz—Fernandez, Pellegrino e Seoane—Septlveda trouxeram a luz a
evidéncia deste fato mediante um estudo das constantes dadas no trabalho [40] dos
dois ultimos autores mencionados. Estas constantes, dadas em [40], serao tratadas

na Se¢ao 2.1, e denotadas ao longo do texto por (Ck ) Elas sao as melhores

meN-”
constantes conhecidas que satisfazem a desigualdade multilinear de Bohnenblust-Hille
e foram concebidas mediante uma anélise exaustiva das ideias de Defant et al. do

artigo [15].



Denotaremos por Kk ,, as constantes 6timas (menores) que satisfazem (1). Uma
das contribuicoes principais do presente trabalho mostra que existe uma constante

positiva C' tal que:
C

Kgmi1 — Kgm < -0y
para uma quantidade infinita de m. A ferramenta central para provar esta estimativa e
outros teoremas relacionados que trataremos na Secao 2.3, ¢ um resultado de interesse
independente: a existéncia de uma sequéncia de constantes que satisfazem (1) tal que o
limite da diferenca dos termos consecutivos é zero. Este resultado, que chamaremos de
Lema Fundamental , serd dado na Secao 2.2. Por meio deste, também conseguiremos
demonstrar que as constantes 6timas da desigualdade multilinear de Bohnenblust-Hille
possuem crescimento subpolinomial do tipo p-sub-harmonico para p ~ 0.526322, no
caso dos reais, e p ~ 0.304975 no caso dos complexos. Mais precisamente, mostraremos
que

Kpm < 1.65 (m —1)*%%% 1 0.13

Kem < 1.41 (m — 1)"%%7 _0.04.

Os resultados anteriores tém seus respectivos andlogos se modificamos na

2m 2mt
m+1 PO G 1yere

desigualdade (1) o expoente para o parametro ¢t variando entre 1
e 2; tais modificacoes serao chamadas de variacoes da desigualdade de Bohnenblust-

Hille, fazendo parte do Capitulo 2 e encontrando-se contidos no trabalho:

e [37] There exist multilinear Bohnenblust-Hille constants (C,),—, with
lim,, o (Cry1 — Cn) = 0. D. Nanez-Alarcon, D. Pellegrino, J. B. Seoane-Sepilveda,
D. M. Serrano-Rodriguez. J. Funct. Anal., 264(2): 429-463, (2013).

Por outra parte, no Capitulo 3 obtemos uma féormula fechada que satisfaz a
desigualdade multilinear de Bohnenblust-Hille e que se aproxima, consideravelmente
bem, das constantes (OK»m)mEN mencionadas anteriormente, as quais estao dadas por
uma foérmula recursiva que envolve a funcao I', tornando complicado o célculo
destas. Assim, apresentamos neste capitulo a menor formula fechada para constantes

que



satisfazem a desigualdade de Bohnenblust-Hille. Este resultado encontra-se na

publicacao:

e 54| Improving the closed formula for subpolynomial constants in the multilinear
Bohnenblust—Hille inequalities. D. M. Serrano-Rodriguez. Lin. Alg. and its
Appl., 438(7): 3124-3138, (2013).

Finalmente, lembramos que, em [51], uma abordagem abstrata para operadores
absolutamente somantes, para espacos de sequéncias muito gerais, foi introduzida e
explorada. Essa classe foi chamada de operadores absolutamente A-somantes. A
busca de ambientes abstratos onde uma teoria mais geral ainda seja valida tem sido
investigada em diferentes artigos, ainda para operadores nao-multilineares (citamos

[31, 42, 43] e as referéncias ali contidas).

No Capitulo 4, introduzimos uma abordagem semelhante para o caso multilinear.
Mostramos que varios resultados multilineares conhecidos (e também alguns outros
novos resultados) sdo casos particulares de nossa classe abstrata, a qual chamamos de
operadores multilineares absolutamente 7(ys, ... 5,,)-S0mantes num ponto. Como é de
se esperar, varios dos resultados da teoria dos operadores multilineares absolutamente
somantes num ponto aparecem como caso particular dos nossos resultados no ambiente

abstrato.

Além disso, a classe dos operadores absolutamente (s, ... s,,)-SOmantes contém,

'78’"L
como caso particular, outras classes de operadores multilineares estudadas
recentemente, tais como os operadores multilineares quase somantes e Cohen

fortemente somantes. Estes resultados fazem parte do artigo:

e 53] Absolutely v— summing multilinear operators D. M. Serrano-Rodriguez. Lin.

Alg. and its Appl., 439(12): 4110-4118, (2013).



Notacao e terminologia

No decorrer deste texto, consideraremos apenas espacos vetoriais sobre o corpo
K dos ntmeros reais R ou dos complexos C. Nao faremos distin¢ao entre os termos
"aplicacao", "funcao", "mapa'"ou "operador". Na maior parte deste texto, X, Y, F,
F. G, H, X;, Y, ... denotarao espagos de Banach. A norma de um espaco de Banach
E sera usualmente denotada por ||| ; quando maior precisao for necessaria, usaremos
||| z - O simbolo Bg denotara a bola unitaria fechada {z € E;|/z|| <1} de um espaco
de Banach F.

O dual topologico de um espaco de Banach E sera denotado por E’, lembremos
que £’ = L (E,K) e, mais geralmente, denotaremos por L (Ej, ..., E,,; F)) o espaco de
Banach de todas as aplicagoes m-lineares de E; X ... X E,, em F', com a norma usual do
sup. Quando E; = ... = E,,,, o espago serd denotado da forma L ("FE; F) e se F =K,
denota-lo-emos simplesmente por L (Fy, ..., E,,) .

Diremos que T' € L(FE;F) é de posto finito quando a dimensao de T (F') for
finita. A imagem de um operador linear 7' : V — W entre dois espagos quaisquer V,
W de um vetor v € V seré expressa por Tv ou T (v).

Os nimeros reais p,q serao tais que 1 < p,q¢ < oco. O conjugado de p sera
denotado por p/, p' € (1,00). Este é tal que i + ﬁ =1. Parap=1,p = .

Chamamos a atengao para os seguintes espagos que surgirao ao longo do texto:

Se 1 <p<oo,l,(X):={(zn)ie; € XY 3, lza]|’ <o00}. Se X =K, o espago
l, (X) sera denotado simplesmente por [,,.

l (X) é o0 espago das sequéncias limitadas de X. Novamente, se X = K denota-
remos [y (X)) por lu.

1 = {(xn)y~; € lp; 2, = 0 para todo n > N + 1}



Capitulo 1

A origem. Operadores absolutamente

somantes.

Johan Dirichlet (1805 — 1859), matematico alemao, demonstrou que uma
sequéncia de escalares é absolutamente somével precisamente quando é
incondicionalmente somével e, mediante ajustes feitos mnesta demonstracao,
estendeu-se este resultado para qualquer espaco normado de dimensao finita. Anos
depois, por Stefan Banach (1892 — 1945), surgiu a seguinte propriedade: um
espaco normado é completo se, e somente se, toda sequéncia absolutamente soméavel é

incondicionalmente soméavel.

Nesta direcao, a seguinte questao foi apresentada em 1932 por Banach em seu
livito Théorie des opérations linéaires: "Erxiste, em qualquer espaco de Banach de
dimensao infinita, uma série incondicionalmente convergente que nao € absolutamente

convergente?”.

Esta pergunta faz parte do livro The Scottish Book (O Livro Escocés) e levou
quinze anos para ser respondida mediante o seguinte teorema apresentado em [20] por
A. Dvoretzky e C. A. Rogers: "Séries incondicionalmente convergentes coincidem com
séries absolutamente convergentes se, e somente se, o espaco de Banach tem dimensao

finita".

Este resultado chamou a atencao de Alexander Grothendieck (1928—), que

comecou a trabalhar em problemas relacionados exibindo, inclusive, outra



demonstracao para esse resultado. FEle definiu uma classe de operadores com a

o0 -

seguinte propriedade: "Se (xz,) ", € incondicionalmente somdvel, entao (Tx,) —, €

absolutamente somdvel, desde que T seja um operador linear continuo entre
espacos de Banach”. FEstes sao, os operadores absolutamente somantes. Mediante
diferentes resultados e seu trabalho Résumé de la théorie métrique des produits
tensoriels topologiques apresentado em 1956 (veja [22], [23]), Grothendieck, em
algum sentido, é conhecido como o ancestral da teoria dos operadores absolutamente
somantes. FEntretanto, a nocao de operadores absolutamente somantes, em sua
formulacdo moderna, ¢ devida a A. Pietsch em [46], B. Mitiagin e A. Pelczynski em
[33]. Em 1968, um trabalho célebre, [26], de A. Pelczyniski e Lindestrauss, tornou a
teoria de operadores absolutamente somantes mais popular e mostrou aplicacoes a

teoria dos espacos de Banach.

1.1 Operadores lineares absolutamente somantes

Nesta secao, vamos esbocar um breve panorama da teoria dos operadores
lineares absolutamente somantes; base da teoria dos operadores multilineares

absolutamente e multiplo somantes, os quais sao nosso eixo de estudo.

Definicao 1.1.1 Sejam 1 < p < co e X um espago de Banach. Uma sequéncia (),
€ lp.

[e.9]

em X € fortemente p-somdvel se (||z,]]),—;

Denotamos por £, (X) o espaco vetorial de todas as sequéncias fortemente

p-somaveis em X. Em £, (X), 1 <p < oo, definimos

(Onzs llzal”)

b, all, s p = oo.

B =

o ,se 1 <p<oo
[(@n )z ll, =

O espaco ¢, (X), munido com esta norma, é um espaco de Banach.

Em ¢,(X), as sequéncias (x1,2,,...,2,,0,0,...) serdo identificadas com as

sequéncias finitas (z1,x9,,...,2,). O conjunto formado por estas sequéncias forma

0o
n=1

um subespaco denso em ¢, (X), para 1 < p < oo. De fato, dados ¢ > 0 e z = (x,)

( f: xnp>; <e

n=N-+1

em 0, (X), existe N € N tal que



Agora, é s0 escolher a sequéncia finita @’ = (1, zs,,...,2N), €, dai,

[e.e]
lz = ="ll, = ( > Hwan> <e.

n=N-+1

SA L

Para p = co demonstra-se de forma analoga.

Definigao 1.1.2 Sejam 1 < p < 0o e X um espago de Banach. Uma sequéncia ().,

em X € fracamente p-somdvel se (¢ (x,,)) ., € €, para todo ¢ € X'.

Denotamos por £, (X) o conjunto de todas as sequéncias fracamente p-soméaveis.

(6;’ (X), ||||;”> é um espago de Banach, para todo p € [1,00], onde

I(zn)nZally = sup [l (zn)),ll, (1.1)

Note que, para 1 < p < 00, £, (X) C £¥ (X). De fato, se (z,),—, € £, (X), entdo

P

el = su (wa)

peBy
1 1
00 13 00 P
< sup (DNl gl )= (Do Il ) = @)l -
pEBx/ j=1 =1

Quando p = oo, vamos ter sempre que (% (X) = l (X) e, além disso, as normas

coincidem. De fato, pelo teorema de Hahn-Banach, temos

1), e = sup [zl = sup ( sup ISO(%)|> — aup <sup|so<xn>\) )

n pEB pEBx/ n

Quando 1 < p < 00, aigualdade entre £, (X) e £2 (X ) acontecerd somente quando
o espaco vetorial X possuir dimensao finita. Este resultado é o que se conhece como a

versao fraca do Teorema de Dvoretzky-Rogers,

Teorema 1.1.3 (Dvoretzky-Rogers, versao fraca) Seja 1 < p < oo. Todo espago
de Banach com dimensao infinita contém uma sequéncia fracamente p-somdvel, que
nao € fortemente p-somduvel.

E facil ver que quando temos um operador linear continuo u entre espacos de

0o
n=1

Banach X e Y, este vai levar sequéncias (x,) € /(,(X) em sequéncias

8



(uzn),—y € £, (Y) e, analogamente, se (z,),—, € £y (X), entdo, (uxy,),~, € L3 (Y).
Em melhores termos, se u : X — Y é um operador linear limitado entre espacos de
Banach, a correspondéncia

(xn)zozl — (an)iozl

sempre induz um operador linear limitado @° : ¢, (X) — £, (Y), como também um

A

operador linear limitado 4" : £/ (X) — £}’ (Y) e, em ambos os casos,
la*)] = la® |l = [jul-

De fato, se u° : £, (X) — £, (Y), temos

NS — . p 21)< - p %_
@l = sup Doluaal” ) < sup o ull { DD ") =l
<1 n=1

[[@n)nzy |, <1 \n=1 | @)z,

P

e
lull = sup [juz]| = sup 13° ((Yn)nz)Il, < N2
el <1 )3 =@00..]|, <1
Logo, ||a*|| = |lu||. Com raciocinio similar, ¢ facil mostrar que |[a®| = ||ul.

Assim, podemos falar normalmente que u, um operador linear continuo, leva "forte em
forte" e "fraco em fraco". Como £, (X) C £ (X) entdo, temos também que u, um
operador linear continuo, leva "forte em fraco". E "fraco em forte"? Esta questdo nos

leva & definicao dos operadores absolutamente somantes.

Defini¢ao 1.1.4 (Operador absolutamente somante) Sejam 1 < p,g < oo e
u: X — Y um operador linear continuo entre espacos de Banach. Dizemos que

u € absolutamente (p; q)-somante (ou (p;q)-somante) quando o operador induzido

(1 ﬁ;”(X) — 0, (Y)
(Tn)pe = (uwy),

n=1 n=1

estiver bem definido e for linear e limitado.

Denotamos por Hp,q (X;Y) o conjunto formado por todos os operadores
(p; g)-somantes de X em Y. Quando p = g, escrevemos [[ (X;Y) no lugar de
[[,,(X;Y). Quando p = 1, dizemos simplesmente que o operador ¢ absolutamente

somante.



Geralmente, para determinar quando um operador é, ou nao, absolutamente
(p; ¢)-somante, utiliza-se o seguinte resultado. Este caracteriza estes operadores através

de desigualdades.

Proposicao 1.1.5 Sejau € L(X;Y). Sao equivalentes:

(1) u € (p; q)-somante;
(i7) Eziste K >0 tal que

1
(ZHU(%)H”) < K sup
k=1

pEBy/

(1.2)

VR
M-
S
=
T
=
v
Q[

PATG QUALSQUET T1, ..., T, em X e n natural;
(1i1) Eziste K > 0 tal que

(Zuuwup) <K sup (er ) ) ,

pEB

Q|

sempre que (xp),—; € Ly (X).

Denotamos por m,, (u) o infimo dos K tais que a desigualdade (1.2) continua

vdlida. Além disso, temos m,, (u) = |4 .

Proposicao 1.1.6 <Hp7q (X,Y), 7, ()) ¢ um espaco de Banach e, além disso,

[ull < mp.q (u)

E importante perceber que se p < ¢, entdo, somente o operador nulo pode ser
(p; q)-somante. De fato, é claro que podemos supor X # {0}. Como p < ¢, sempre
podemos encontrar (\);—, em £, — £,. Entao, para 0 # z € X, (Mx),—, € £¥(X).
Suponhamos que exista u # 0 absolutamente (p;g)-somante. Logo, pela Proposi¢ao

1.1.5, existe K > 0 tal que
(Z ||u()\kx)||p) < K sup (Z|gp (Axz)| )
k=1 PEBx/
para todo n natural. Assim,
Ju (@)l (Z IAklp) < K sup |p(x (Z IAqu) 7
k=1 $EBx/
isto é,
lu (@) (Z M’) < K |z (Z |Ak|q) -
k=1 k=1

10



Tomando sup <, obtemos

Jul (Z w)é < K (Z Akq>;,

k=1 k=1

e concluimos que (\);—, € £,, 0 que significa uma contradigao.
Portanto, para evitar o caso trivial, vamos sempre supor p > q.

Para mais detalhes sobre os operadores absolutamente somantes, o livro [17] é

uma, excelente referéncia para consultas.

Como mencionamos no inicio deste texto, nosso trabalho baseia-se nos operadores
multilineares absolutamente e muiltiplo somantes, duas generalizacoes dos operadores
absolutamente somantes. Desta forma, convém apresentarmos uma breve introducao

das mesmas.

1.2 Operadores multilineares absolutamente soman-

tes

O enfoque, tanto multilinear como polinomial, dos operadores absolutamente
somantes, foi iniciado por Pietsch ([47]) e, desde entdo, diferentes autores tém
trabalhado em ambos os contextos mencionados. Observe para exemplos do caso

polinomial [8], [10] e [21]. Para o multilinear, [10], [30] e [44].

Para nosso interesse destacamos o trabalho [30], onde M.C. Matos define a se-

guinte classe, explorada por diferentes autores (veja [2], [4], [48]).

Definicao 1.2.1 (Operadores multilineares absolutamente somantes.) Se
1 ~ 1
P — q1
(D5 @1y vy @) -SOmMante no ponto a = (ay, ..., an) € Ey X ... X E,, quando

+ .+ qi, um operador multilinear T € L (Ey, ..., Eyn; F) € absolutamente

(T (a1 + x}, ooy Qi x;”) — T (a, ...,am));il

€ by (F)

para todo (xf)jil €l (Ex). Esta classe é denotada por L ) Quando a € a

5,(P3q1 ;- qm
origem, denotamo-la por Las (pa,,..qm), € S€¢ T € absolutamente (p;qi, ..., ¢m)-somante

ev
em todo ponto, escrevemos T’ € Ea&(p;qhwqm).

11



Um resultado tutil nesta teoria é a caracterizacao por desigualdades, a qual nos d&
uma nova ferramenta, além da definicdo, para provar se um operador
T € L(Ey,...,Ey,; F) é absolutamente (p;qi, ..., gm)-somante. Para uma demonstra-

cao destes resultados, recomendamos [4] e |7, Teorema 1.2, ii)].

Proposicao 1.2.2 T' € L (pgy,...om) (E1s - Em; F) se, e somente se, eviste uma
constante C' > 0 tal que

r (o o)) | <] () .
H( RN - CH ; - (1.3)
p s=1 qs
para todo (:175‘”) € Uy (Es), s = 1,...,m. Além disso, a menor das constantes
i=1

C' que satisfazem (1.3), que serd denotada por ||T|| ., define uma norma no espacgo

£a57(p§QIv---7Q’m) (El’ () Em7 F)

as’?

Teorema 1.2.3 Para T € L (E\, ..., Ey; F), as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) T e L (Er, ..., B F);

as,(p;qu,--Gm)
(11) Fxiste uma constante C' > 0 tal que

H (T (bl + :135-1), ooy by + Qfgm)) — T (by, ..., bm)>

() ) (4]
T m
e ql) (

(17i) Eziste uma constante C > 0 tal que

<c <||b1H +‘

o0

H (T (b1 + 2 b+ x§m>) T (b, ... bm)>j_ (1.4)
—lp

(1)>oo w N < (m)>oo w
T b |l + || > ,
< ’ J=1 ql) (H H ’ ! j=1 %n)

para todo (by,....by) € By X -+ X Ey, e (:cg-r)) ely, r=1,.,m.
j=1

<C <Hb1H + ‘

Ademais, a menor das constantes C' que satisfazem (1.4) define uma norma em

L (B, ....En; F) a qual serd denotada por [T, Em ambos os casos

(Losparo) (Bt oo Bt ) |10 @ (522,<p;q1,...,qm> (Evy oo B F), |y.y|ev) S50 eSpacos
de Banach.

Sugerimos o trabalho |39, Subsecdo 5.4, para mais detalhes sobres estes

operadores.

12



1.3 Operadores multilineares multiplo somantes

Em 2003, Pérez-Garcia ([44]) e M.C. Matos ([29]), de forma independente,
apresentaram uma nova abordagem multilinear para os operadores absolutamente
somantes: os operadores miultiplo somantes, embora a abordagem de M.C. Matos re-
monte a 1993 (veja [28]). Esta nova classe de operadores passou a ser intensamente

explorada e, desde entao, é considerada como uma das extensoes mais fiéis ao espirito

linear.
Defini¢ao 1.3.1 (Operador miltiplo somante) Um operador multilinear
T € L(Ey, ..., By F) € maltiplo (q; p1, ..., pn)-Somante se existe uma constante C' > 0
tal que
m 1/q n
1 n o\ |14 ey ||
(3 Ireal) <ellelr, 15
Fsegin=1 k=1 Pk

quaisquer que sejam m € N e (:Efk);z:l ek, k=1,..n.

Se T € L(Ey,..E;F) é maltiplo (¢;p1,..., pn)-somante, escrevemos
T e Uy, (BB F), onde II7 (Ei,.., By F) denota a classe de tais
operadores. O infimo dos C' que satisfazem (1.5) é representado por mgp, . (T).

Se p1 = ... = p, = p, dizemos que T é miltiplo (¢;p)-somante e escrevemos

T e Hg;p(El, .., Ep; F). No caso de ¢ = p, dizemos que o operador é miltiplo p-somante

e denotamos 1" € H;(El, oy BEny F). Se By = ... = E, = E, escrevemos simplesmente
Iy, ,.("E;F)ese =K, escrevemos I (Ey, ..., Ey).

E importante mencionar que, como no caso dos operadores absolutamente
somantes, a teoria dos operadores multiplo somantes s6 faz sentido quando ¢ > p;, para

todo 1 < j <n;ouseja, se g <p;paraalgum 1 <j<neTecll} (FE,.. E;F),

entao, 1" serd o operador nulo.
Além disso, tem-se de forma andloga também que 7y, . . define uma norma em

Ey, ..., Ey; F). O espago (H" (Er, ooy By F) g o) ()) é um espaco

q5P1se P N L T T T AP

I

;p17~~~7pn(

de Banach e vale a seguinte relacao entre as normas

1T < T (g;p1,....pn) (T).

13



Como vimos nos operadores absolutamente somantes, podemos trabalhar com
sequéncias tanto finitas como infinitas; a seguinte propriedade nos mostra que acontece

o mesmo com os operadores miltiplo somantes:

Proposicao 1.3.2 Sejam 1 <py,...pp <qg< oo eT € L(FEy,....E,; F). As sequintes
afirmacoes sao equivalentes:

(i) T € maltiplo (q; p1, ..., Dn)-Somante.

i

(it) Para cada escolha de sequéncias <xjj)i:1 €l (Ej), temos

(T (xf,...oa))s €, (N F).

i1 Vin ) )iy =1

Neste caso, o operador multilinear associado
A
T: L) (By) x - x ) (E,) = Ly (N"; F)

dado por
A 00 n \® n 00
T (@l @0)) = (T @hal))

N

T

€ continuo e

= T(g;p1,....pn) (1)

Veja que para cada T' € I, (E4, ..., Ey; F), quando consideramos o operador

multilinear continuo associado
N
T: E;;”l (Ep) X -+ X E;”n (E,) =, (N"; F)

dado por
A 0 n \ © n 0
T ((@h)5, o @) ) = (T (el )y

estamos induzindo uma aplicacao

A
0. II” (B, By ) — L (Egl (Br) by (Bn) ;g (N F)) ,

q5P1;5---5Pn
A

T —=T

que é linear e isométrica.

Um dos topicos mais interessantes de estudo na teoria dos operadores
absolutamente somantes é o dos resultados de coincidéncia, neste caso, quando a classe
dos operadores multilineares continuos em certos espacos de Banach coincide com a

classe dos operadores miultiplo somantes.

14



Como exemplo, daremos dois teoremas. O primeiro é um dos principais resultados
de coincidéncia, que é a versao multilinear do famoso Teorema de Grothendieck. O
segundo envolve o famoso conceito de cotipo de um espaco de Banach.
Teorema 1.3.3 (Pérez-Garcia) Se 1 < p <2, entdo
Teorema 1.3.4 (Pérez-Garcia; Souza) Se F é um espago com cotipo q, todo
operador multilinear T : F1 X ... X E,—F é maltiplo (q;1)-somante. Ou seja,

(g:1) (B, .o, B0y F) = L (B, ..., By F)
O leitor interessado pode encontrar uma prova dos teoremas acima em [44, Coro-

lario 5.24,] e [7, Teorema 2.2,] respectivamente. Para mais resultados de coincidéncia,

recomendamos os trabalhos [9], [45] e [52].
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Capitulo 2

O Teorema de Bohnenblust-Hille

Fredérick  Bohnenblust e  Einar  Hille, no trabalho intitulado
On the absolute convergence of Dirichlet series, publicado em 1931 na prestigiosa re-
vista Annals of Mathematics, conseguem solucionar o famoso problema da convergén-
cia absoluta de Bohr formulado em 1913. Embora esse seja o resultado principal desse
artigo, neste eles conseguiram também uma generalizacao da famosa desigualdade de
Littlewood 4/3, conhecida como a desigualdade de Bohnenblust-Hille, a qual sera nosso

foco de estudo neste capitulo e no proéximo.

A desigualdade de J. E. Littlewood 4/3, demonstrada em [27], afirma que para
toda forma bilinear U : (¥ x I¥ 5K e para qualquer inteiro positivo N, existe uma

constante Lx > 1 que satisfaz a seguinte desigualdade

N A
(Z\U(euej)P) < Lg [[U]

ij=1

Bohnenblust e Hille perceberam imediatamente a importancia desse resultado
e, é claro, das técnicas utilizadas para demonstra-lo, ja que a generalizacao deste lhes
permitiria assim solucionar o problema em questao, a saber: Qual a largura maxima da

faixa vertical L no plano complexo na qual uma série de Dirichlet E a,-n~°% converge

n
uniformemente mas nao absolutamente?

Assim, em [6], Bohnenblust-Hille provaram que, para K = R ou C e todo inteiro



positivo m > 1, existem escalares Bk ,, > 1 tais que

m—+1

N 2m
( Z ‘U(Gil, . ,€im) 72"'_1) < BK,m sup \U(zl,...,zm)| (21)
(1

21,0e,2m EDN

~~~~~ im=1

para toda forma m-linear U : KV x --- x K¥ — K e todo inteiro positivo N, onde

N A - s
(€i),—; é a base canonica de K" e DY representa o polidisco unitario aberto em K" .

Observe que basta tomar m = 2 para obter o resultado de J. E. Littlewood. Para

mais detalhes sobre esta desigualdade, recomendamos os artigos [16] e [27].

Desde a prova dada por H.F. Bohnenblust e E. Hille, sabe-se que o expoente nf—Tl
é 6timo no sentido em que, para cada m € N, nao podemos escolher um valor menor
que W%—Tl sem que a constante associada Bk, perca a indepéndecia do inteiro positivo
N. J4, sobre os valores 6timos que satisfazem esta desigualdade, ou seja, sobre as
menores constantes que satisfazem (2.1), denotadas ao longo deste trabalho por Kk ,,

nada se sabia a respeito; na prova mencionada, apenas estabeleceu-se que

KK,m S m%QmTil
Esta desigualdade foi esquecida por décadas, por exemplo no livro de Blei (|5,
2001]) este resultado é enunciado como a Desigualdadade de Littlewood 2n/n+1 e nada
é mencionado sobre o trabalho de Bohnenblust-Hille. Blei atribui este resultado a A.
Davie (|13, 1973]), o qual demonstra esta desigualdade, aparentemente desconhecendo,

que 40 anos antes ja tinha sido demonstrada.

Recentemente, varios autores tém investigado as constantes Kk ,,, veja por

exemplo [14, 15, 16, 18, 19, 40]. Sabemos ([19]) que, para o caso dos reais,
Kgo= V2.

Por outro lado, no caso dos complexos, tem-se

2
Kco < —.

NG

Para o caso geral, m > 2, as estimativas das constantes Kk ,, tém sido melhoradas

ao longo do tempo; por exemplo, para o caso dos complexos,

17



m+1 m—1

o Kcm <m7zm 272 (1931 - Bohnenblust e Hille [6]),

m—1

.]((C,mé2 2

(70’s - Kaijser [25] e Davie [13]),
m—1
o Koo < (%) (1995 - Queffelec [49]).

Atualmente sabemos que esta desigualdade tem aplicacbes em diferentes areas
da matematica como na teoria analitica dos ntimeros, analise harmonica, analise de
Fourier, teoria dos operadores e, recentemente, na teoria da informacao quantica. Em
nosso topico de interesse, que sao os operadores multilineares multiplo somantes, a

desigualdade de Bohnenblust-Hille pode ser enunciada como segue:

Teorema 2.0.5 (Teorema de Bohnenblust-Hille) Sejam F, ..., E,, espacos de

2m

el 1) -somante

Banach. Cada operador multilinear T : Fq X ... X E,—K ¢ muiltiplo (

e satisfaz

(o) () < K I )
E importante mencionar que este teorema nasce do fato de as seguintes afirmacoes

serem equivalentes:

e Para cada m € N, existe (,, > 0 tal que, quaisquer que sejam o natural N e
QeL (mlévo; K),

m—+41

N 2m
< Z |Q(€i17"'a6im)|%> SCm ||Q||’

i1,eim=1

e Paracadam € N, existe D,, > 0 que cumpre, nao importa quais sejam Xy, ..., X,,,

o operador R € L (X7, ..., X;,; K) e as sequéncias (mk)n el (Xg), k=1,...,m,

n

m—+1

N om 2m m w
( SR (a?) ) < D IRITTIG.!
71 k=1

7---77/'m:1

E, além disso, C,, = D,,, para todo m.

O Teorema de Bohnenblust-Hille, tal como foi escrito acima, foi enunciado e
demonstrado por Pérez-Garcia, veja [44, Teorema 5.5.]. Para mais detalhes sobre este

resultado, ver a dissertagio [1].
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Posteriormente, no ano 2010, A. Defant, D. Popa, e U. Schwarting em [15], exi-
biram outra demonstracao desse resultado e, um ano mais tarde, D. Pellegrino e J.
Seoane-Sepulveda observaram que, mediante algumas modificagoes da demonstracao
de [15, Teorema 4.1], consegue-se obter constantes significativamente menores que sa-
tisfazem a desigualdade de Bohnenblust-Hille e que hoje sdao as menores constantes
conhecidas. Este resultado encontra-se em [40, Teorema 2.2] e esta dado da seguinte

forma:

Teorema 2.0.6 [Pellegrino-Seoane,  2012/Para todo inteiro m e Xi,.., X,

espacos de Banach, tem-se

H( 2m 1) (Xla 7Xm7R) = E(le 7XmaR> ; € ﬂ-(%) () < CR,m ||H

m—+1"?
com
1 sem =1,
1
2 .
C (AWQL{,I ) Cm sem € par e (2.2)
R,m m+2 S _— .
—1-m 2m 1— 2m
Ay Cmr A2, Cun se m ¢ ifmpar.
m+1 2 m+3 2
Onde

1/p
(et
A, = \/§< ( 2 )> , (2.3)
para p > py ~ 1.847 e
11
p =227 (2.4)

para p < po ~ 1.847. A definicao exata de py é dada mediante a sequinte igualdade:

po € (1,2) é o unico nimero real tal que

(3

2 2

onde I' denota a funcdao gamma, a saber

/tz 1 —td
0

Estas constantes A,, devidas a U. Haagerup [24], sdo as menores -as melhores-

constantes que satisfazem a desigualdade de Khintchine (veja o Lema 2.5.1).

Cabe salientar que originalmente, como foi dado em [|40], as constantes anteriores
foram dadas para ambos os casos, R e C, com umas pequenas modificacoes entre

cada um dos casos, s6 que em um trabalho posterior devido a D. Nunez-Alarcoén, D.
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Pellegrino e J. Seoane-Sepulveda, [36], descobriu-se que, trabalhando com variavéis de
Steinhaus, ao invés das func¢oes de Rademarcher que foram usadas na demonstragao de
[40, Teorema 2.2.], obtinham-se constantes menores para o caso dos complexos. Eles
usam o fato de que, no caso dos complexos, é valida a desigualdade de Khintchine com
varidveis do tipo Steinhaus ao invés das fun¢oes de Rademacher, com constantes jég

maiores do que as A, dadas como em (2.3) e (2.4) para p € (1,2). Mais especificamente,

1
e (1(222)) -,

Desta forma, as menores constantes conhecidas para a desigualdade mutilinear de

para p € (1,2),

Bohnenblust-Hille, caso complexo, estao dadas da seguinte forma:

1 sem =1,

m\ —1
2

A om > Ce.m se m é par e

Ccvm = (< m (C7 2 p
m—1 m+1
e~ —12—m 2m P 71—2*” 2m
<A27n—2> C(C -1 <A27n+2) C(C m+1 sem é impar.
L m+1 ) m+3 L)

(2.5)

Observacio 2.0.7 E importante destacar que sempre que estivermos falando das
"melhores constantes conhecidas", estaremos nos referindo as constantes (2.2) e (2.5),

sequndo seja o0 caso.

Para observar numericamente as melhorias histéricas das constantes, construimos

a seguinte tabela comparativa para o caso dos complexos.
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m—1 m-+1

m Cg.n[36][2013] (j%)7n_1[49H1995] 2”5 [25][1978] mF 2”5 [6][1931]

2 1,12837 1,12837 1,41421 2, 3784

3 1,23641 1,27323 2 4,1601

4 1,31555 1, 43669 2,828 6, 7271

5 1,39827 1,62113 4 10, 5061

6 1,46375 1,82925 5,656 16,0877

7 1,52239 2,06409 8 24,3222

8 1,5714 2,329 11,313 36, 442

9 1,6297 2,628 16 54, 232
10 1,6799 2,965 22,627 80, 283
11 1,7256 3, 346 32 118,354
12 1,7658 3,775 45,425 173,869
13 1,8061 4,260 64 254, 680
14 1,8422 4,807 90, 509 372,128
15 1,8757 5,424 128 542, 574
25 2,1806 18, 151 4096 21841

50 2,6771 371,790 23726566 174465514
100 3, 2968 155973 7,961 x 1014 8,146 x 10
500 5, 3487 1,496 x 10%6 1,279 x 107 2,878 x 107
1000 6, 6056 2,526 x 10 2,314 x 10' 7,344 x 10"
4000 10,0791 5,85 x 1029 12 x 10901 13 x 10993

Doravante, em concordancia com a notacao utilizada em [40], escreveremos C,,
e K,, para denotar as constantes Ck ,, € Kk, respectivamente. Além disso, usaremos

Cy, ao invés de Cg,, para as melhores constantes conhecidas do caso complexo, se-

guindo a notagao de [36].

Com o intuito de conhecer um pouco mais as constantes que aparecem em
[40, Teorema 2.2.], destacamos as seguintes informagoes inerentes a estas constantes.

Em [18], foi demonstrado que
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e para m par,

-1 37
lim (A’Z{f) _ (2.6)

m—0o0 m+2

e, para m impar,

m—1 m—+1 L
—(m+1 2m —(m—1 2m Y
. ( 2Jr : ( 2 : 61 27
lim Azm—2 Azmio = —,
m—oo m+1 m+3 \/5

onde v denota a famosa constante de Euler-Mascheroni

[l
o= ngrg() (ZE — log m) ~ 0.5772.

k=1

e Existe uma sequéncia de constantes (Cy,) -, que satisfazem a desigualdade mul-
tilinear de Bohnenblust-Hille, tanto para o caso real, como para os complexos,

tal que C,, < C,, para todo m € N e

lim St g (2.7)

m—oo Cm

Desta forma, as constantes (C.,) -_, sdo subexponenciais e além disso, mostra-se

que se existe um L > 0 tal que

Kerl

=L

?

entao, L = 1.

Ja, em [36], os autores mostram que

Y

NI
=

—1 +1

my2\ ~ 1 e\ T\ T o\ N
lim (A 2m ) = lim <A2'm72) (A27n+2> =ec
m—o0 m+-2 m—00 m+1 m+3

Na proxima se¢ao, mostramos que a sequéncia (C,) -, é crescente, respondendo
) m)m=1 J p
assim um problema dado em [18|. E importante mencionar que primeiro trabalharemos

no campo dos reais, logo faremos o analogo no caso dos complexos na Se¢cao 2.4.
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2.1 Primeiros resultados

Nosso primeiro resultado é crucial para nosso objetivo: a prova de que a sequéncia

-m/2\* . ~ s .
(A 22/ ) é crescente. Enfatizamos que este nao é um resultado 6bvio pois como
m+2 m=1

<A 2m )OO C (0, 1)

m+2 /) m=1
é crescente, logo

(A;}n )°°1 c (1,00)

m—+2

[e.9] 2

é decrescente. Agora, como (m/2) "_ & crescente, nada podemos inferir sobre a mo-

notonicidade de (A}L,fﬂ)
m+2 m=1

O resultado chave usado na prova do seguinte lema é um teorema devido a F. Qi

[50, Teorema 2|, que afirma que a funcdo

(L)

cresce sempre que 7,5 > 0, 4.e., se 0 < 51 < 89, entao

() < ()

analogamente para o caso 0 < ry < 7.

Lema 2.1.1 A sequéncia (Aﬁ2> ¢ crescente. Em particular,
m+2 m=1

o< [0
m S m
i V2

para todo m.

Demonstracao. Como

mQT2 > po ~ 1.847
para todo m > 25, a formula (2.3) vale somente para m > 25. Para m < 25, usamos
(2.4) e, mediante um calculo direto, vemos que (ALZ/Q)OO ¢ constante igual a /2
até m = 24. B
Agora, como I’ (%) = ‘/77?, para m > 25, temos
m+2

g L (DGR
w2
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De acordo com o resultado de F. Qi (|50]), sabemos que

3ma2\ \ 5\
m—+ —2
r (2m+4)
3
L (3
m=1
é crescente; assim
3 9 m+42 o0
m+ 2
F (2m+4)
3
r(3)
m=1
é decrescente. Portanto,
s\ \ Ao\
m—+ 4
r (2m+4)
¢
m=1

, . 2\ , , N
¢ também descrescente; logo (An;{n) é decrescente e, é claro, a sequéncia
m—+2/ m=1
—m/2\ > .
(A o ) val ser crescente.

m+2 m=1
Por outro lado, a desigualdade ¢ consequéncia imediata do Teorema 2.0.6 e (2.6).

Um primeiro resultado, consequéncia deste lema, responde uma questao aberta
dada em [18] sobre a monotonicidade das constantes (2.2). Demonstramos que estas
sequéncias sao crescentes, tal como suspeitavam os autores em [18], provando assim

que, de fato, C,, = C,,, para todo m € N (olhe (2.7)) e, portanto,

C
lim —2H — 1.
m—o0 Cm
Proposicao 2.1.2 A sequéncia
1 sem =1,
m/2 -1
(A o ) Cnm sem € par e
Cm = m+2 : m—1 m+1

—1—-m 2m
2
A27n72 C"Lfl
m—+1 2

Demonstracao. Vamos demonstrar esta proposicao por inducao. Os primeiros valores

1—-m 2m
A2 Cmn se m € impar

m—+3 2

€ crescente.

sao conferidos diretamente:

I,m=1
Cm: \/§,m:2
2%,m:3
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Vamos supor que o resultado vale para todo inteiro positivo menor ou igual que
m — 1 e provemos o resultado para m.

Primeiro caso. m é par.

Note que
C’m S Cerl
se, e somente se,

m m+2
2(m+1) 2(m+1)

C’m/2 < C’m/2 CmTH

m/2 — m+2)/2 m/2

Az T\ A A3,

m—+2 m+2 m+4

Observe que isto é equivalente a provar a seguinte desigualdade

m
2(m+1)

2 —1\ D Sot2 -1
(Cm/Q) 2(m+1) ((A”;f) ) < (CmTH> 2(m+1) (A(QTZIZ)/Q) 7

m—+2 m-+4

que é valida. De fato, usando a hipotese de indugao temos
Cm/Z S CLJr?
2
e, usando o Lema 2.1.1, temos

-1 -1
()" = ()
m+2 m+4

Portanto, quando m for par, obtemos que C,, < C,, 1.

Segundo caso. m ¢é impar.

Basta observar que

Cm S Cm+1~
se, e somente se,
m=1 m—1
(Cim-1y2) ? (Comry2) 2
m+1l — m+1 °

2m W
(AE’ZZ_?/2> (Ag:zt;v?)
m+1 m—+3

Usando os mesmos argumentos usados no caso anterior, tem-se facilmente que vale esta

desigualdade, concluindo assim a demonstracao. m

A seguir, provaremos que a sequéncia

m+1 m—1 oo
m—1 -1 2m m—+1 -1 2m
2 . 2
2m—+2 2m—2
m—+3 m—+1

é crescente. Isto nos serd muito util na préoxima secao para definirmos a sequéncia

m=1

(Sn),—, que aparecera novamente no Capitulo 3, e a sequéncia (M,) .
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Lema 2.1.3 A sequéncia

et \ 1) 2 s \ 1 S
(A 27721+2> : (A277212)
m—+3 m+1

€ crescente e limitada por

Demonstracao. Seja

X,, = A2

m—+2

para todo m. Do Lema 2.1.1, sabemos que (X,,)~_, ¢ crescente. Note que
mo1 \ 7! mi1 \ 7
(A2772L—2) = mel S Xm+1 = (A27721+2) .
m+1 m+3

m—+1 m—1

me—1 —1 2m mt1 -1 2m
2 2
A 2m+2 A 2m—2
m—+3 m—+1

m—1 m+1

el —1 2m me1 -1\ 2m
= <(A27r21,+2> ) ((A2772L—2) )
m—+3 m+1

Assim, temos

ou seja
J ’ m—+1 m—1

-1 2m —1 2m
m—1 m+1
Xm—l < ((Azr?l-m) ) <<A2£—2> ) < Xm+1~
m+3 m—+1

Assim, como (X,,)-_, é crescente e limitada por D (veja 2.6), temos o resultado

desejado. m

2.2 0O Lema Fundamental

Nesta secao, vamos construir e provar o que chamamos de Lema Fundamental.
Este lema nos prové constantes, que denotaremos por (R,) —,, as quais
satisfazem a desigualdade de Bohnenblust-Hille e cujo limite da diferenca dos termos
consecutivos é zero. Este resultado serd muito 1til, pois nos permitird obter novas

informagdes sobre as constantes otimas, (K,) -

a1, que satisfazem a desigualdade, a

saber,
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o (Teorema 2.5.1) Seja (K,),~, a sequéncia das constantes 6timas que satisfazem
a desigualdade multilinear de Bohnenblust-Hille. Se existe uma constante L &€
[—00, 0] tal que

lm (K — Kn) = L,

n—oo

entao, L = 0.

o (Teorema 2.3.2 e Segdo 2.4) Seja (K,,),—, a sequéncia das constantes 6timas que
satisfazem a desigualdade multilinear de Bohnenblust-Hille. Para todo € > 0,
temos

_ 1-1
Ko — K, < (2\/5 — 4657’1) n'°% <2 e w>+a (caso real)

1_1.
2327

4 4 logy <e 5 ) +e
Knyw—K,<|—=—-——F—5——1]n (caso complexo)
NZS

ﬁ e%_%V

para infinitos n. Numericamente, escolhendo € > 0 suficientemente pequeno,

temos
0.87
Kn+1 — Kn < W (CaSO real)
0.44
K — K,, < ——— (caso complexo
n+l n 0.695025 ( p )

e (Coroldrio 2.3.3) As contantes Otimas na desigualdade multilinear de Bohnenblust—

Hille (K,);, satisfazem

liminf (K, — K,,) <0.

n

o (Teorema 2.3.4 e Seecao 2.4) As constantes 6timas (K,) -, na desigualdade

multilinear de Bohnenblust—Hille satisfazem

n—1

K,<140.87- Z W (caso real)
-
K, <1+0.44- ZW (caso complexo)
=1
para todo n > 2. ]
e (Coroldrio 2.3.5 e Segao 2.4) As constantes otimas (K,).., na desigualdade

multilinear de Bohnenblust—Hille satisfazem

K, < 1.65(n —1)"%% 1 0.13 (caso real)

K, < 1.41(n —1)"**™ —0.04 (caso complexo)
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para todo n > 2.

Estes resultados complementam e completam recentes informagoes dadas em [35].

Vamos, entao, construir as constantes (Rn)ff:1 que, como mencionamos, satisfa-

zeml

lim (Rpp1 — Ry) = 0.

n—oo
Comecamos tomando o Lema 2.1.1 e o Lema 2.1.3 para definir as seguintes

constantes
(\/§)n_1 sen=1,2
_1
S, = (el_zﬂ) Sn se n é par e (2.8)

L n—1 n+t1
(CI_T?) <SnT—1> " <SnT+l> T sené impar
Claramente, vamos ter que as constantes .S,, satisfazem a desigualdade de Bohnenblust-
Hille, sdo crescentes e C,, < S, para todo n € N. E importante mencionar que formulas
fechadas para estas constantes encontram-se no Capitulo 3 e foi mediante estas formulas
que tentamos demonstrar, sem éxito, que lim,, o, (Sp41 — S,) = 0.
Agora, dado que as constantes (Sn)zo:l sao crescentes, definimos as seguintes

constantes

(\/i)nf1 sen=1,2
\_/i > Mn se n é par e (2.9)

e s
7 ) Mn;rl se n é impar,
as quais satisfazem

e uma “perturbagao uniforme” desta sequéncia (M,,) -, nos dara a sequéncia desejada.

p (2 4
= ~ 1.4403.
V2

e, para todo k > 1, consideramos o conjunto

Tomamos

B = {21 +1,...,2".
E facil observar que, para todo n > 2, temos

M, = V2DF1 sempre que n € By
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e, por esta razao, o lim,,_,, (M, +1 — M,,) ndo existe; portanto fazendo uma perturbagao

nas constantes (2.9) obtemos

R, :=V2 (D" '+ (j,—1 pt- Dt B 2.10
= jn—1) 1 , sempre que n € By, (2.10)

onde j, ¢ a posi¢ao de n na ordem dos elementos de Bj.

E claro que M,, < R, para todo n > 3 e, como veremos,

(RnJrl - Rn)oo

n=1

é decrescente (mondtona e nao-crescente). Usando a defini¢ao de (R,) -

e, COI um

tratamento cuidadoso das expressoes envolvidas, nao é dificil estimar como R,.1 — R,

decresce para zero.

Teorema 2.2.1 (Lema Fundamental) A sequéncia (2.10) satisfaz a desigualdade
multilinear de Bohnenblust-Hille e (Ry41 — Rn)zoz1 € uma Sequéncia decrescente que

converge para zero. Mais ainda,
1. —3/2 1—%W
Ry — R, < (2\/_ — 4e27 1) n'°%2 (2 ¢ )

para todo n. Numericamente,
0.87

n0-473678"

Rn+1 — R, <

Demonstracdo. Claramente, (R,) -, satisfaz a desigualdade multilinear de Bohnenblust—
Hille. Mostremos que (R,,+1 — R,), ., ¢ decrescente. Seja n € By. Observe que temos
duas possibilidades:

Primeiro caso: n + 1 € Bj. Neste caso,

Ry — Ry, =

_ \/EDk_1+\/§(jn+1 ) (Dk;k?k—l) - (\/EDk_l—i-\/ﬁ(jn—l) (Dkz_kl?k_l))
:\/i(Dk_Dk—l).

ok—1
Segundo caso: n+ 1 € B;.. Neste caso, é claro que n = 2F e n+1 = 2 + 1. Assim,
Rn-‘rl - Rn -

= V2DF +V2(1- 1) <M> _ (\/§Dk1+\/§<2k1_1) (M))

2k 2k—1
Dk: o Dk—l
-2 (S).
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Observe que, tanto no primeiro como no segundo caso, a sequéncia (R, — R,),,

dependera somente da variavel k; assim, como D < 2, obtemos a seguinte desigualdade:

Dk o Dk:—l Dk+1 o Dk:
2k—1 > ok

concluindo, deste modo, que (R,11 — R,),—, é decrescente. Considerando agora a

subsequéncia
(Ryrqq — Rzk)iil )
obtemos
) ) Dk o Dkfl
]}EEO (Roryy — Ror) = ﬂgg& (T) (2.11)
D\ F1
=V2(D—1) lim <—)
k—o0 2

=0.

Portanto,

lim Ry1 — Ry = 0.

n—oo

Agora, estimemos a diferenca R, .1 — R,. Seja k tal que n € By; claramente,

1L 1< n<ok

log, <g) < log, (Qk_l) =k—-1

Usando novamente que D < 2, concluimos que

D k—1 D logQ(%)
pem e (2) 00 < (2) sy
e, mediante um célculo direto, obtemos

2—3/2617%“1)

R = B < (2V2 — 6477 o2

Como sabemos, as constantes definidas em (2.10) sdo maiores que as constantes
(2.2) e (2.8); mas, como veremos, estas constantes sao "iguais"assintoticamente falando.

oo oo
. . .. R -
Mais precisamente, os limites (—]}%%2") e (—”“) sao exatamente os mesmos de
" =1 "/ n=1

Ch n

o0 o0
c , . ) . .
(%> e <g—+1> . Além disto, recomendamos ver o paragrafo acima do Coroldrio

n=1 n=1

2.3.5.
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o]
Proposicao 2.2.2 A sequéncia (%) € decrescente e

™/ n=1
lim 12 _ (elév) . (2.12)
"o R, NG
Ademais,
lim R];:l =1. (2.13)

o0
Demonstragao. Provemos primeiro que (%) é decrescente.
n n=

Vamos supor que n e n+ 1 estao em By, com j, e j, + 1 as posicoes de n e n+ 1
respectivamente. Entdo 2n e 2 (n + 1) estdo em Byi1 e 27,, 2(j, + 1) s@o as posi¢oes

de 2n e 2 (n + 1) respectivamente. Logo,

Dk+2 _ Dk+1
Ry = DM 4 (2, — 1) (T)

= DF [D+(2jn—1)(D22;D)],

‘ Dk+1 _ Dk

(52

» Dk+2 _ Dk+1
Rony1y) = D" 4 20n+1)—1) (T)

= Dk [D+ (2 + 1) <D22;D>} :

Ry =D+ ((jn+1)—1) (
[ (50

Ry, - Ro(ny1)
Rn Rn+1

Dk+1 _ Dk
9k—1 >

Observe que

(2.14)

se, e somente se,

DD+ 24— 1) (22)] D [D i+ 1) (22)]
PI+G-VEN] ~ D+ GD]
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isto é, se
22+ (2, —1)(D—-1) 2"+ (2u+1)(D—1)

> 0.
2k +2 (4, — 1) (D —1) 2k + 24, (D —1)
Agora, veja que
2"+ (2, +1)(D—1) N D—1
2k + 25, (D—1) 28425, (D —1)
e
2’“+(2jn—1)(D—1)_1+ D—1
28 +2(j,—1)(D—1) 26425, (D—1)—2(D—1)
Como
D—1 D-1

> )

28+ 24, (D—-1)—2(D—-1) " 2¥+24,(D—-1)
entao vale (2.14) sob as condig¢oes iniciais dadas. Agora, veja que se n esta em By e
n + 1 estd em By, entdo 2871 e 1 sdo as posicdes de n e n + 1 respectivamente e 2n

e 2(n+ 1) estdo em By e Byyo nas posigoes 2% ¢ 2 respectivamente. Logo,

Dk+2 _ Dk+1
k k
R2n:D+1+(2 —1) (T)

— Dk lD+(2k—1) (D22;D)],

B Dk+1 _ Dk

= DF {1 + (2 —-1) <%>}

e
Raueny = D2 4 (2-1) (W)
= Dkl {D+ (D;%D)} |
Ry = DM (1-1) <W)
— Dkt
Assim,

Ra, S Rany1)
Rn Rn—l—l
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se, e somente se,
2" (3D* 4+ 2D — D*) 4 (2D* —4D* +2D) > 0.

Como

3D*+2D — D®>0e, 2D® —4D* + 2D > 0,

[e.e]

e, portanto, a sequéncia Bon é
B ) p=1

Roy, R2(7z+1)

segue, sobre as novas condigoes, que S i

decrescente.
Vejamos agora seu comportamento assintotico.

Seja k tal que 2n € Bj; entao, ja, € par. Além disso, n € Bj_; e, claramente,
Jn = 1% Daf
. k_pk—1
Ry _ V2(DM G = 1) (P5))
B 3 (Dr2 g (B - 1) (2Rt
Considerando a subsequéncia dada por js, = 2, temos

D1y (2-1) <—D’“;£ffl> D1+ (—Dk;k?f*l)

Di=2 4 (1 1) (25582 Dt
2k—1Dk—1 + Dk _ Dk—l
- ok—1 k-2
Dk72 (Qkle + D2 o D)
- ok—1 k-2
- 2k=1p) + D?—-D k—o0 D
= ST = D.

Combinando este resultado com a monotonicidade da sequéncia, obtemos (2.12).

Mediante um célculo simples, é facil comprovar (2.13). =

2.3 Sobre as constantes 6timas

Nesta se¢do continuaremos denotando (R,) -, a sequéncia definida em (2.10).
Como uma consequéncia do Teorema 2.2.1, temos o seguinte teorema, que nos per-
mite conhecer um pouco mais sobre o crescimento das constantes 6timas que satisfa-
zem a desigualdade de Bohenenblust-Hille. Este resultado complementa, embora nao

generalize formalmente, recentes resultados dados em [35]:
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Teorema 2.3.1 Seja (Kn)ff:l a sequéncia das constantes otimas que satisfazem a
desigualdade multilinear de Bohnenblust-Hille. Se existe uma constante M € [—o0, 00|
tal que

lim (K, — K,,) = M,

n—oo

entao, M = 0.

Demonstragao. O caso M € [—00,0) é claramente impossivel.

Vamos supor agora que M € (0,00). Seja ny um inteiro positivo tal que

M
n2n0:>Kn+1—Kn>?
e myp um inteiro positivo tal que
M
TLZTL1:>Rn+1—Rn< Z

Entao, para n > ny := max{n, ng}, temos

K, - K,, > (%) (n —ng)

M
R, —R,, < (Z) (n—ng).
Seja N > ny de tal forma que

(%) (N —ng) 4+ K,,, > R, + (%) (N —ny).

Note que isto é possivel, ja que

<%> (n —mny) — (%) (n —ng) — oo

Para este N, temos

M

M
KN > (7) (N—n2)+Kn2 >Rn2+ (I) (N—TLQ) >RN,

o que d& uma contradigao.

O caso M = oo é uma simples modificacao do caso anterior. m

Agora, provaremos um resultado que pode ser considerado como um dos principais

resultados desta secao.
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Teorema 2.3.2 Seja (Kn)ff:l a sequéncia das constantes otimas que satisfazem a
desigualdade multilinear de Bohnenblust-Hille. Para todo € > 0, temos

_ _1
K1 — Ky < (2\/5 = 46%*1) plome (2726727 4 (2.15)

para uma quantidade infinita de valores de n.

Demonstracao. Na secao anterior, provamos que
1., 1 9—3/2 1—%’Y
Ryt — R, < (2\/_ — 4e27 1) nog2( ¢ )

para todo n. Somando convenientemente na desigualdade acima, é claro que

nz_:ljlogg <273/2el_%7) . (216)

=1

R, <1+ (2\/5 _ 4eéH>

Agora, se £ > 0, definamos

n—1

T,=1+ (2\/5 — 46%771) 2j10g2 (273/261_%7)4_5.
Jj=1
Entao,
T, +1 — T, = (2\/§ — 46%7_1> nl‘)g2 <273/261_%7)+5.

E facil ver que o conjunto
AE = {TL : Kn+1 — Kn < Tn+1 - Tn}

é infinito. De fato, se A, é finito, tomamos n. como sendo o minimo. Entao, para
todo n > n, teremos

Kn—H - Kn Z Tn+1 - Tn

Agora, para todo N > n. + 1, somamos em ambos os lados da desigualdade, desde

n=n.+ 1 até n = N, para obter
KN+1 - KnEJrl Z TN+1 - Tn5+l-

Concluimos, assim,

Kyyi —Tna > Ky — Ty,

o que leva a uma contradicao, ja que

Ky — TN < Byy1 —Tnia <
N

< (2v2—4eb ) 5050 (o) _ (2v2 - aetr ) § jlosa (24 ) e
j=1

J=1
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e esta dltima expressao tende para —oo. m
Estimando os valores em (2.15) e escolhendo um ¢ > 0 suficientemente pequeno,

podemos afirmar que
0.87
n0-AT3678

Kn+1 — K, <
para infinitos n. Parece bastante provavel que as melhores constantes que satisfazem
a desigualdade multilinear de Bohnenblust Hille tenham um crescimento uniforme. O

teorema acima nos induz a conjectura de que a estimativa é valida para todo n.

Corolario 2.3.3 As constantes dtimas (K,) -

ey na desigualdade multilinear de

Bohnenblust—Hille satisfazem

liminf (K41 — K,,) <0.

n

Como consequéncia direta de (2.16), temos o seguinte resultado.

Teorema 2.3.4 As contantes dtimas na desigualdade multilinear de Bohnenblust—Hille

(Ky) -, satisfazem

n—1
1
K, <1+0.87- Z ;0473678
j=1

para todo n > 2.

E importante mencionar que, em [35], uma das principais consequéncias do
teorema principal é o fato de que as constantes 6timas K, nao podem ser assinto-

_
ticamente iguais a n” para todo r > ¢ := log, (%), isto é,

1-2
K, =~ n'", para todo r > q := log, (%) : (2.17)

O fato de que nossa perturbacao nao causa nenhum dano, assintoticamente fa-
lando, pode ser reforcado mediante a seguinte generalizacio de (2.17).
Repare que a poténcia de n — 1 em (2.18) é exatamente o valor de ¢ em (2.17), embora

as abordagens sejam completamente diferentes.

Corolario 2.3.5 Seja

Co =1+ (2% - 4ei7) (

9-1/2,1-3

- (1 + 25’61—3>) ~ 0.122.
2

2-1 —log, e
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As constantes otimas na desigualdade multilinear de Bohnenblust—Hille satisfazem

95 _ ge— 143 s 1
Kn<< P8 )(n—l)lg(ﬁ>+co (2.18)

2log, (e!72) — 1
para todo n > 2. Numericamente,

K, < 1.65(n—1)"%2 1 (.13, (2.19)

Demonstragao. Recordemos que

n—1 o

j=1

Para simplificar céalculos futuros, vamos denotar

p = —log, (2*3/261*%0

n—1
Note que, para n > 3, podemos majorar » jip por
j=1

n—1 n—1
Zip < /xpdx +(14+277)
jzlj 2

1-p

Tt (1+2—P)) :

1 . 2
= —1)?
1—p(n ) +(

Assim, temos

1
K, <1+ (2\/5 _ 46%7—1) <1

-Pp

(n—1)""+ ( 21p1 +(1+ 2—P)>>

p_

e, mediante um célculo simples, obtemos (2.18) e (2.19). =

2.4 Caso complexo - 7, e e v se encontram -

Para o caso dos escalares complexos, as melhores constantes conhecidas satisfa-
zendo a desigualdade multilinear de Bohnenblust—Hille sao dadas por Nunez, Pellegrino

e Seoane em [36]. Estas sdo dadas da seguinte forma

1 sen =1,

n/2 -t
C - <(A2f2> ) Ca sen é par e

n—1 n+1

e 2 1-n 5
—_— B) ~ n —— B) ~ n L
(<A2n2> Cnl) (<A2n+2> Cn+1) s5€ e 1mpar,
L n+1 2 n+3 2




onde

()

Vejamos como seriam os resultados da secao anterior para o caso dos complexos.

Comecamos destacando que as novas constantes ;1\;, dependem também da funcao
gamma. Desta forma, usamos novamente o resultado de Feng Qi [50, Teorema 2| para

e~ —1/2\
provar que a sequéncia <(A 20 ) ) é crescente; s6 precisamos tomar s = n2—f2 e
n+2

n=1
r =2 (veja a Se¢do 2.2). Em particular, conclui-se que

52n < (e%_%V) Cy

para todo n. E, de forma andloga, prova-se que a sequéncia

()" (@7)7).
n=1

é crescente e limitada por
v) '

N
N

D:= (e

De forma similiar, definimos a sequéncia

n—1
(\%) sen=1,2,
§n = (6%_%7) gn/g para n par,

n+1

no1 ntl
(e%*%”) <Sn;1> o <SnT+1> o para n fmpar,

2

a qual é crescente e satisfaz a desigualdade multilinear de Bohnenblust-Hille. Logo,

definimos
9 n—1
(\/—%> se n = ]_, 2
17 1_1 - ,
M, = (e§_§”> Mz se n é par e
1.1\ 77 .
e2727 ) Mu+1  se n éimpar
2

e é claro que

Considerando o conjunto

para cada k > 1, temos



e, mediante a perturbacao uniforme de ]T/[/n, obtemos

_ 9 ~ ‘ D’k N 5k—1
R, := 7 (D’“ + (Ju — 1) (T)) , (2.20)

onde n € By e j, é a posicdo de n em By. Como no caso dos reais, temos

_ _ 2 Ek _ f)k—l
Rn-‘rl - R, = ﬁ (T)

e, dado que D < 2, temos

l”jk . l”jk—l 5k+1 o l”jk
2k—1 > 2k ’

~ ~ oo
isto é, (Rnﬂ — Rn> é decrescente. Ademais,
n=1

lim (Enﬂ . §n> ~0

n—oo

Roy1 — En < 0.44 - n70.6950257

< 0.44 - n—0.695025

Assim, somando na desigualdade acima desde (ﬁn — ﬁn_1> até <}§2 — §1>, obtemos

~ 4 4 n—1 log2<e%7%v>
R <1+ |—=—-——F—=|27J (2.21)

NZs e2 27\ /7 | =1
para todo n > 2. Numericamente,

n—1
K, < én <140.44- Zj*0.695025

j=1

para todo n > 2. Procedendo como na Se¢do 2.3, temos

1
2

[N

4 4
(\/_7? B 6%717 ﬂ) v
K, < V) — 1)) 4, (2.22)




com

+1

o= (2652 —4dexIn2+ (1 -7) (6% + 2&”)
. vr €3 (1= 7)

para todo n > 2. Numericamente,
K, < 1.41 (n —1)"%%™ —0.04

para todo n > 2.
Mais uma vez, lembremos que em [36] foi mostrado que

K, ~ n" para todo r > ¢ := log, (6%7%7> . (2.23)

Em nossa expressao, o expoente de (n — 1) em (2.22) é precisamente o valor de ¢ em
(2.23), 0 que mostra que, também para o caso dos complexos, a perturbacao feita nao
causa nenhum dano assintoticamente falando.

Finalmente, segue para todo € > 0 a desigualdade

11
4 4 log <e§ §W>+a
Kpoi —Kp<|-——=- " |n '\~
T

para infinitos valores de n.

2.5 Variacoes no Teorema de Bohnenblust-Hille

Muito recentemente, aplicagoes explicitas na Teoria de Informacao Quantica sob

o baixo crescimento das constantes no caso de escalares reais (C,) -, (veja (2.2)), foram
fornecidas por A. Montanaro em [34]. Diante deste novo panorama,

consideramos que vale a pena mencionar que as técnicas utilizadas nas secoes ante-
riores podem ser adaptadas a uma ampla gama de parametros. Mais precisamente,

usando nossas técnicas, podemos estimar as constantes que satisfazem uma desigual-

dade do tipo Bohnenblust—Hille quando o expoente nQ—f:l ¢ substituido por qualquer
q € [f—fl,oo). Uma vez que, para ¢ > 2, as constantes sao iguais a 1, os casos nao

triviais acontecerao para q € [f—fl, 2) .
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O caso da desigualdade de Littlewood % foi recentemente estudada em [36]. Neste,

as constantes 6timas Ly, satisfazendo

(Z |U(6i>ej)’r> < L, U] (2.24)

ij=1

foram obtidas. Mais precisamente, foi mostrado que

22*7, para todo r € [%,2] ,
LRT =

)

1, para todo r > 2.
Também, foram dadas as estimativas para o caso dos complexos e foi estabelecida uma
relagao entre as constantes reais e complexas, a saber, as constantes reais sao sempre
maiores que as constantes no caso dos complexos.

Vamos definir, para cada t € [1,2),

2nt
[
’ (n—1)t+2

para todo n € N. Note que, quando tomarmos t = 1,

2
Eln:( " )
7 n_l_l neN

teremos o expoente da desigualdade de Bohnenblust—Hille; além disso veja que, para

2nt - 2n
(n—1)t+2 n+1)°

Assim, existe uma constante C’ff’t > 1 tal que

cada t € (1,2), temos

(n—1)t4+2
2nt

>) <5, U], (2.25)

(Z U (es,, ..., ei)

para toda aplicagao n-linear U : /X x ... x (¥ — K e para todo inteiro positivo N,

onde K =R ou C.

A seguir, vamos mostrar a versao continua dos resultados dados nas segoes anteriores.
Como as provas podem ser feitas mediante as técnicas ja usadas, somente enunciare-
mos os resultados. Contudo, com o objetivo de tornar o trabalho o mais completo
possivel, faremos a demonstracao da versao correspondente do principal resultado de

[40, Teorema 2.2].
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Assim, utilizando as ideias de [40, Teorema 2.2| (no qual encontram-se as menores
constantes conhecidas (2.2)), no Teorema 2.5.4 pretendemos dar uma sequéncia de
constantes que satisfazem a nova desigualdade (2.25). Enunciemos antes os seguintes

resultados auxiliares.

Lema 2.5.1 (Desigualdade de Khintchine) Para todo 0 < p < oo, ezistem

constantes A, e B, tais que, para toda sequéncia (a,),—, em ly, temos

A, (Z|an|2> g(/o S ur (1 dt)prp (Zw?) | (2.26)

O seguinte resultado, tal como especificam em [40], é um caso particular de [15,

Lema 2.2 para Y = K,

Teorema 2.5.2 (Defant, et al.) Seja 1 < r < 2 e seja (i, i, )0

i1im=1 UG matriz

em K. Entao, eriste uma constante A, , tal que

( ZN: yi1...im2>§<(A27r>m /

015y im =1 m

N s T

Z i (tl) T (tm) Yiq..cim dtl, ey dtm

Ulyeeny im=1

onde

(Azp) < A7 (2.27)

Teorema 2.5.3 (Blei, Defant et al.) Sejam A, B dois conjuntos finitos nao vazios,
€ (ij); jcaxp uMa matriz escalar com enlradas positivas e colunas denotadas por a; =
(aij)ica € Bi = (aij)jen. Entdo, para q,r1,m9 > 1, com ¢ > max(ry,12), tem-se

L f(r1,m2) f(ra,r1)

w(ry,re) = ro
S agr s(Zu@n;l) (ZII%H?) :

(i,j)EAX B icA jeB
com
¢’ (z+y) — 2qzy
@ —xy
¢’z — quy
¢* (v +y) — 2qry

w: [1,q)2 = [0,00), w(x,y) :=

2

fiL9)* = [0,00), f (a,y) ==

Com o seguinte resultado, obtemos cotas superiores para K, ;, para cada t € [1,2),

no caso real.
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Teorema 2.5.4 Sejat € [1,2). Para todon € N e Xy, ..., X,, espacos de Banach sobre

R,
} _ ) R
H(M%J) (X17 ,Xn7R) == £<X1, 7Xn,R) e ” H ( 2Il)tt+27 ) < C t H H
com
(
1, sen=1
A2 R s
Cop = ( <nf§>‘i+403’t) e e (2.28)
”2*1 n2+1
n n
<A 2(Z+11)t/20n ! t) (A;EZ:}B/QCH,% t) , semn € impar.
L (n—3)t+4 ’ (n—1)t+4 27

Em particular,
R 2=t R
Chpy =27 (Cg,t>

sen € par e verifica

2<H<M7
T 2t—po
onde 1 < py < 2 € tal que
r po+1 _ﬁ
2 ) 2

Demonstracao. E facil ver que Cﬁt = 1 para todo t > 1. Provaremos o caso geral

por indugao. Se n é par, queremos obter o caso n como combinagao dos casos 3 e 7,

como no Teorema 2.2 de [40]. Vamos supor vélido até § e provar para n.
Seja U € L(Xq, ..., X;;; R) e N um inteiro positivo qualquer. Paracada 1 <k <n

considere xﬁ’“), e asg\]f) € Xy, tais que

i

para k = 1,...,n. Considerando na notacao do Teorema 2.5.3

<1

— Y

N w
®)
(xj j=1

1

2nt
(n—2)t+4>

S1 = S92 —

q=2,

temos
_ 2nt
w(s1, s2) = (n—1)t+2>

f(Sl, 82) = 1/2
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Logo,

N 1/ Etn N
(S e <2

il?"'vin

f(s2,81)/s2

IN

f(s1,82)/51

S1

N
> @ k)

i 41ein

2

Precisamos calcular cada um dos fatores acima. Comegamos tomando o segundo fator
e, por simplicidade, escrevemos dt := dt;...dtz.

Fixados inq,...,%,, do Teorema 2.5.2, temos
2

S1
1 n N
H(U (1'7;1" ) Zn))ll, jgin=1
2
N o
n 1 n
<(a2)" [ ] 2 rwny e @) @
g/ iy =1
o N N ) o
n/2 5 5+ n
= (A27/81> / U Zril(tl)x;, o Z ri%(t%)xf%,xfgﬂ, e T dt
[071]n/2 11=1 zg:l

Somando esta desigualdade sobre inq,...,4, = 1,..., N, obtemos

N N 51
1 n
> [ e,
i 410nin S
S1
N N N
n/2) %! 1 3 3+l n
< (AQ,Sl) / E U E i (B, s E ri%(tg)xi%,xigﬂ, . Tp dt
o,1Jn/2 igerein | \in=1 ig=1

Assim, aplicando a hipotese de inducao sobre o integrando, temos

N N S1
1 n
DR (CIE R |
Tn 4 q,ein
2
S
o N N ! n N[
n/2 z 1 2 J
S <A2,51> / U T’Z‘1<t1)l‘i1,...7 Z TZ%(t%):L‘Z%’,, H [Eij _— dt
1=
i1=1 in=1 =241 J 1
(0,112 £l w(s151) 7 2

< (42)" (c5,) ol

onde 7(s1; 1) denota a norma miltiplo (s1;1)-somante. Deste modo,

s1 1

< (432) (¢5.) 101



Como s; = sy, a outra estimativa é andloga. Desta forma; combinando ambas estima-

tivas, obtemos

1/E¢n L i
(i Uz}, x>\> ((as2) (cz ) o)™ ((432) (cs.) 1)’

((4322) (c5.) wo)-

IN

Dali,

c, = (a2) (ct)

R
C%’t
1
Agora, como
1 1
As, =22 51, para 51 < pg ~ 1.8474,
temos
11 —2t 4
As, =22 1, sempre que n < M.

2t — po

Assim, procedendo como em [40], sabemos que

logo

—2tpo+4po

2t & além disso,

(st i
Cry < \/§<—( = ))

sempre que n <

—2tpo+4po

para n > —5 -

Vejamos agora o caso n impar. De novo procedemos por inducao, agora obtendo

n como combinacao dos casos ”T’l e ”TH
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Considerando na notacao do Teorema 2.5.3

_ 2(n—1)t
S1= a3y’
_ 2(n+1)t
82 = 1y
q=2.
temos
2nt
RS v P

Procedendo como acima, temos
n f(s1,52) e f(s2,51)
Cro= ((A5277) (c52,)) 7 ((4877) (e2))

( CIE{;It )f(31752) ( C&t >f(52751)
< N 2
— n+1)/2 n—1)/2 '
AT A

Desta forma, encontramos limitantes superiores para as constantes 6timas K?it
da desigualdade (2.25).

A seguir, estabeleceremos a aplicacao das versoes continuas de nossos resultados
ao caso dos escalares reais. Sempre, quando t = 1, recuperamos os resultados originais

dados nas se¢oes anteriores.

Teorema 2.5.5 (Lema Fundamental. Versao continua) Para cada t € [1,2),
existe uma sequéncia (R, )~ | satisfazendo (2.25) tal que (Rpi14 — Rny),., € decres-

cente e converge para zero. Mais ainda,

eonry | (2%{2 ?*%)

3 t41 t—2 (2t og e

Rpj1p — Rny < (22 —2r et " 2t”>n ’ (2.29)
para todo n € N.

Teorema 2.5.6 Para cadat € [1,2), seja (Kﬂit)zo a sequéncia das constantes otimas

=1
satisfazendo (2.25). Se existe uma constante M; € [—o0, 00| tal que

7}1_{20 (K§+1,t - Kgit) = M,

entao, M, = 0.
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a) Grafico de p(t),c(t), e r(t) para t € [1,2). b) K& para 2 <n < 50.
n,t

Teorema 2.5.7 Para cadat € [1,2), seja (Kqﬂz{,t):}:l a sequéncia das constantes dtimas

satisfazendo (2.25). Para todo € > 0, temos

(2.30)

—t—2 2—t (2—t)y
3 t+1 t=2 , (2—t)y 10g2<2 2t eT’T>+s
K§+1t_K5t<<22_2t€t+ 2 >n

para uma quantidade infinita de valores de n.

Teorema 2.5.8 Para cada t € [1,2), as constantes dtimas que satisfazem (2.25) cum-

prem

(2—1) n—1 log 275?26%7(255)7
R 3 Gl t=2 2ty Jlogy
Kn7t<1+(22—2tet 3 j .

=1

para todo n > 2.

Corolario 2.5.9 Para cada t € [1,2), vale para as constantes dtimas que satisfazem

(2.25) a sequinte limitagdo:
K <ct)(in—1)" 4p(t), (2.31)

onde (vide a Figura 2.5):

2—t t
t—242tlogy et T 2t

41 t—2 , (2—t)y 3t—2 2-t_(2-1)y Cig 2ot (2=t)y
op(t):1—<23/2—2tet+2t>< 2 2 te @ 2(t2_)7—1—2 3% oe |,

_ 2
4t(\/§—2%6¥+‘27( ttM)

2—t_(2—t)y €
t—2+2tlogye ¢t 2t

o ¢(t) =

2—t_ (2—t)y

. r(t)z%%—logﬁe i 2

Finalmente, combinaremos os procedimentos utilizados em [19]| e [36], com o

intuito de obter estimativas inferiores para as constantes K&,

47



Em [36], para o caso n = 2, os autores demonstram que, para todo t € [1,2),

utilizando o operador Us : (2 x (2, — R definido por

Us(z,y) = 2191 + T1Y2 + Tay1 — TaY, (2.32)

vale a seguinte limitacao inferior

- t+2 t+2
4 Bn 473 272t —t

2=t
22t’

PG T ]

pois || U] = 2,

Seguindo as ideias de [19], para o caso n = 3 definimos o operador 3-linear

Ug(flf,y, Z)
= (21 + 22) (T1y1 + T1y2 + T2y1 — T2y2) + (21 — 22) (T3Y3 + T3ys + Tays — Tays)
= (,2’1 + 22) UQ (SL’, y) + (21 - 22) U2 (B2 (I) 7B2 (y))

onde B ¢ o operador shift a esquerda. Assim ||Us|| = 4, e

1 1

16Fs 1630t 4ot

KE > = = 273t
T |Us]]

Para o caso geral, de igual forma seguindo as ideias de [19], definimos indutivamente o

operador

2n—1 2n—1

Uy 157 % x 2 SR

dado por

Up (21, .os ) = (2, + 22) Upey (21, 00, Tt
+ (I}L — 1'2) Un—l (B%_2 (ZEl) s B2n_2 ((L’g) s B2n_3 (ZE3) g enny B2 (l‘n_1>)

n

onde B ¢ o operador shift para esquerda em 2 ‘e 2y = (z}*), € (> paral <k <n,
1<m< 2L

E, como em [19] foi provado que ||U,| = 2", obtemos

1

4”_1) Et.n (n—1)(2—1)

}(R :> E————————— = 2 nt
N ([0

Deste modo, fica provado o seguinte teorema.
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Teorema 2.5.10 Para todot € [1,2) en € N, wvale
K}}t > 2(717172%2715)'

Obviamente, todos estes resultados tém seu respectivo analogo para o caso de

escalares complexos, os quais enunciaremos a continuagao:

Teorema 2.5.11 Seja t € [1,2). Para todo n € N e Xy,..., X, espacos de Banach
complezos,

C
H(ULQI%J)(Xl,,Xn,C):ﬁ(Xl, n; ) 6” H ( 2ﬁ§+2')<CtH H
onde
(1 sen =1,
c§
7t .
T \"/? sené par e
C (A( 2§)tt+4>
Cn,t -
n—1 ntl
2n 2n
C C
Cagt Cay, .
o (n+1)/2 — (n—1)/2 se n e mpar.
<A 2(n—1)t ) (A 2(nt1)t >
\ (n—3)t+4 (n—1)t+4

Teorema 2.5.12 (Lema Fundamental. Versao continua ) Para cada t € [1,2),

[
existe uma sequéncia (Rn,t) satisfazendo (2.25) e tal que (Rn+1 ‘= Ent) € uma
n=1 n=1

)

sequéncia decrescente que converge para zero. Mais ainda,

o L (v=1)(2t—4)
(a0 (o) 1) (L)
n

Rosiy— Roy <
L= (H0-D2t-1)

para todo n € N,

Teorema 2.5.13 Para cada t € [1,2), seja (Kﬁ?’t)io:l a sequéncia das constantes oti-
mas satisfazendo (2.25). Se existe uma constante My € [—o0, 0] tal que
. c\ _
Jim (Koyrg = Koy) = My,

entao, M; = 0.
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(a) Grafica de p/(t),c(t), e r'(t) para t € [1,2). (b) KF, para 2 < n < 50.

Teorema 2.5.14 Para cada t € [1,2), seja (Kf;t)zo:l

mas que satisfazem (2.25). Para todo € > 0, temos que vale a sequinte desigualdade

a sequéncia das constantes oti-

para uma quantidade infinita de n :

2 (F <ﬁ))_Tl <e(%(7_1)(2t—4)> _ 1> log, M +e
KS—}—l,t — th < 2 n .

(EO-D@-1)

Teorema 2.5.15 Para cada t € [1,2), as constantes dtimas na desigualdade (2.25)

satisfazem

nol (Fo-ne-0)
I
j=1

Ky, <1+
para todo n > 2.

Corolario 2.5.16 Para cada t € [1,2), tem-se a sequinte limitagdo para as constantes

dtimas que satisfazem (2.25)
K5, <d () (n=1""+p (1),

onde (olhe a Figura 2.5):

—2 2
(nge(gq(w—l)(zt—zl)) * J(FO-D@-) + 1>
(r () ()

o p(t)=1+

2(r ()7 () 1)
o ¢ (t) = 12— a2 6
(10g2 6( @] 1>4(t2 4) )) 6( (@] 1)4(152 4))

e '(t) = log, (),
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Capitulo 3

Uma férmula fechada para as

constantes recursivas do Teorema de
Bohnenblust-Hille.

Lembremos que as melhores constantes conhecidas, (2.2) e (2.5), estao dadas de
forma recursiva e, além disso, dependem da funcao gamma, dificultando assim seu
calculo. Repare que, somente para conhecer a constante (g, precisariamos realizar
dezessete calculos; mais especificamente, calcular as seguintes constantes e, em cada

uma delas, a respectiva constante A, :

04 — 07 — 013 — 025 — 050 — 0100
s v a a
02 — Cg — CG — Clg

G

Nosso objetivo entao é claro: dar uma férmula fechada que satisfaca a desigual-
dade de Bohnenblust-Hille o mais perto possivel das melhores constantes conhecidas,
nao so6 pelo interesse matemético intrinseco, senao também pelas recentes aplicacoes
de (Cy) 2, e (C’n>oo na teoria da informacao quantica.

n=1

Agora, é importante recordar que no capitulo anterior demos duas féormulas fe-



chadas que satisfazem a desigualdade de Bohnenblust-Hille. As constantes

Dk - Dkfl
R, =2 (Dkl + (jn — 1) (T)) , sempre que n € By,

onde j, é a posicao de n na ordem dos elementos de By, e as constantes
Jn i=1.65 (n — 1)%72%2% 1 0.13.

O "problema'destas constantes reside em que, pela forma em que foram construidas,
elas podem se afastar muito das constantes (2.2) e (2.5), o que nao é muito conveniente
para nosso objetivo. Assim, se lembrarmos a Secdo 2.2, as constantes mais proximas

~ o
de (C,)2, e (Cn) sdo as constantes

n=1

(\/§)n_1 sen=1,2
%

1-5v 4
S, = <6ﬂ>Sg se n é par, e
1-1, n2:1,1 nTnl .
(e\/; ) (SnT-O (SnT-H> se n é impar,
e
n—1
(%) sen=1,2,
S = <e%—%7) Sn/a para n par, e
n—1 ntl
1 1 =~ 2n =~ 2n .
(erﬂ) <SnT_1) <SnT+l) para n impar

respectivamente. Desta forma, o seguinte teorema e resultado principal desta secao,
nos prové uma férmula fechada destas constantes, conseguindo assim nosso objetivo.

Dado um inteiro positivo n > 2, sabemos que ele pode ser escrito, de forma tinica,
como

n=2"—1, (3.1)
onde k é o menor inteiro positivo tal que 28 > ne 0 <1 < 281,

Teorema 3.0.17 Se n > 3 ¢ escrito como em (3.1), entao,

1*lW k-1 n—l
(—e\/g ) (\/5) n, se | < 2k2
S, = n(k—1)+2k—1_9 k=1

1 — 2kt
<e\/§w> (\/5) nse 22 < [ < okt

no caso dos reais e

Sn = n(k—1)+2F—1_9 ok—1
1 1

no caso dos complexos.
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Demonstracao. Observe que, como n > 3, k serd sempre maior o igual a 2.
Esta demonstracao sera feita por inducao e, para simplificar a notagao, escrevemos

617%7
€ —— no caso real
D= V2

1.1
e2727 mno caso complexo

V2 no caso real
SQ -
2
7= Do caso complexo.

Também, para futuras referéncias, designamos as seguintes numeracoes,

n—l
S, = DF1.8," (3.2)
sel <282 e
n(k—1 k—1_ 2k_1
S, =D g, (3.3)

se 282 < | < 281 Agora, suponha que o resultado vale para todo m < n e seja

n+1=2"—1
com [ e k como descritos em (3.1)
e Primeiro caso: [ é par.
Neste caso, n + 1 é par e, de (3),
Spi1 =D (Si> (3.4)

com
n+1 _ ok—1 l

2 2

Pela hipotese de inducao, o resultado é valido para S%. Observemos, entao, que
temos duas possibilidades sobre o comportamento de é

Subcaso 1a -

Subcaso 1b -




ie.,

l
ok=3 « — < 2k72
2

No primeiro caso, note que [ < 2¥=2 e, assim, substituindo em (3.4), temos

2 n+1—1 b1 (n41)—1
Sn+1 - D D e SQ7L+1 - D T 52 ntl

isto é, o resultado desejado.

Y

Agora, no segundo caso, observe que 2872 < [ < 2¥=1; logo, de (3.4), temos

&H:D(&#>

(n+1)(k—2)+2F—1 2 2k 1
= D D n+1 . SQ”+1

(n+1)(k—1)+2F—1 2 2k—1

n+1 . 52n+1 ,

conseguindo novamente o resultado desejado.
e Segundo caso: [ é impar.

Neste caso, n + 1 ¢ impar e, portanto, S, é da forma

(n+%)71 (n+%)+l

n+1 n+1
Sn+1 - D (S(n«kl)fl) <S(n+1)+l)
2 2

Como n+ 1 = 2% — [, entdo

3
+
[ V]

(3.5)

n=2F—(+1)

n+2=2"-(1-1).

Como 0 <[ < 2¢-1 e [ & impar, entdo,

0<i+1<2 ou 14+1=2F1

o que nos leva a dois subcasos:

Subcaso 2a -

n=2"1-0en+2=25-(1-1), (3.6)
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quando

Subcaso 2b -

n=28—(1+1) e n+2=2"-(1-1),

se

[ <2871 -1
Se vale (3.6), ou seja, se | = 28~1 — 1, entao,
N gk—2
2
e, assim, S» & da forma (3.2); isto ¢

Por outro lado, como

2 2
entdo Susz ¢ da forma (3.3), resultando

R e )

SnQZD #

3 32 k-2) +250 —2(51)
=D (D"?.5)" | D 3
_ (n+1)(k7n13:2’“*1721 22:;11 ’
isto ¢, S,,+1 da forma (3.3).
No caso em que (3.7) vale, temos
[+1 <21
222]671_ (l+1)
2 2




2 2

Assim, temos trés possiveis sub-subcasos:

Sub-subcaso 2ba -

2 o1 <P e 2?2 <l -1 <28 (3.8)

Sub-subcaso 2bb -

k241 <2 el —1=22 (3.9)

Sub-subcaso 2bc -

I—1<l+1<2"2 (3.10)

Se acontecer (3.8), note que
M2 cl—1<l<l+1<2

isto ¢, a constante S, ¢ do tipo (3.3). Como

ok=3 < HTl <22 o 2k3 < Z_Tl < 2k=2

as constantes Sz e Suy2 8d0 escritas da forma (3.3); portanto, de (3.5), obtemos

n+2

Spt1=D (S%)niﬂ (5,?2>HT+1

n n+2
n o
2 2
2 (-2)+2F—25(141) P2\ mil 42 (e-2)+2F2-2(151) 27’:—22 n+l
n 12 nra
=D|D ki - S, 2 D e -5, 2
2 2
k—1
(n+1)(k+1)+2F—1 o 2
— D n+1 . SQ”+1 .

Se tivermos (3.9), veja que
k22—l 1<l<l+1< 2V
logo, queremos que S, 11 seja do tipo (3.3). Partindo das desigualdades
oh—3 [+1 < 9k-2 -1 oh—3

e — —
2 2
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vemos que S» & representada por (3.3) e Saugz por (3.2). Assim, usando novamente

(3.5), temos
% n-21—2
%(k—2)+2’“*2—2(5§) w1 "T”f:*" n+
n n
_ [ 7 k—2 o
Sy =D (D 3 D28,
2 (k—2)+2F 72 _(141) (k— 2) i 2k—2 22 _ok—3
e D . D n+1 . D n+1 . 5’2"+1 . SQ n+l
k—3, n42
(4 1)+ (k—2)(nt1)42F—2_ok=2_5 27 T
— _D n+1 . S2 n+1

Agora, dado que
Pl _gl=2M1_2(2"241) =2

e
n+2 — gk—1 _ I-1 _ ok=1 _ 9k-3
2 2 ’
entao,
(n+1)(k—1)+2F—1 o 2kt
Sny1 =D . S5yt

Finalmente, partimos do fato (3.10), isto é,
[—1<l<l+1<2772

o que implica, para concluir nossa demonstra¢ao, que S, seja da forma (3.2). Como

=1 141 _ s
2 2 =

entdo, Sz e Sng2 $30 escritas como em (3.2). Assim, substituindo novamente em (3.5),

temos
3 g2
B\ Mo\
Sp1=D|DF2.5, % pk-2. g "
n+1 — 2 9
k-2y  epmgr FoOE mPEoL
= D D n+1 . D n+1 S "’H‘l . 5'2 n+1
k—1 +1 +1 k—1 -1 -1
(A D+ k- 2)( +%g) 2 7(7)7(7) 2 *(T)*(T)
=D ntl - S, ntl .S, i
i (n41)—1
— -1 FI
=D .5’2 n 7

com o que completamos a demonstracao. m
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3.1 Melhorando o resultado para as constantes reais

Conforme visto no Capitulo 2 para o caso dos reais e n € {2,...,24},

(A . ) 53

n+2

Assim, podemos reescrever as constantes (2.2) como

/

1 sen =1,
nk—1
272n sen €{2,...,24},
C, = 2\ ! ,
" AT Cx se n é par, e
2
n+2 n—1 n+1
—1—n 2n 1-n 2n
A, 2, Craa A2, Cns se n é impar,
\ n+1 2 n+3 2

ou seja, estamos dando uma formula fechada exata até n = 24, mas o importante a
. I . o
ressaltar aqui é que, usando as mesmas ideias com as quais as constantes (.5,,)._; foram

construidas, definimos

2%om sen <24

el—%'\/ .
P, = <T> Pn se n € par e

61*%"/ 2; 2n , .
VR P% P% se n é impar.

Assim, com a seguinte formula fechada das constantes (P,)..,, conseguimos
melhorar o Teorema 3.0.17 no caso das constantes reais:
Teorema 3.1.1 Se n > 25 € escrito como em (3.1) e K =R, entao
( L\ k—4
el—g’Y . 4n—1 . k—5
(—ﬁ) 2% e 0<1<7-2
2k =24k 45)—1(20+k) k—2
. o1\ — 71(2 —19n
P, = <ﬁ 0 se 728D < | < ok2
1-3\ PP aniok-1 _ 1
\ (T> QI g ok2 < [ < 9kl ]

Demonstragao. Como no Teorema 3.0.17, escrevemos
1
el=27
V2

E facil comprovar que o resultado vale para k = 5 e k = 6, i.e., paran € {25,26, ...,64}.

D=

Agora, suponhamos que o teorema vale para todo m < n e provemos o resultado para

n+ 1.
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Seja
n+l=2F—1

com k,l como em (3.1) e, para futuras referéncias, definimos as seguintes numeragoes

4n—1

P, =D"*. 2% (3.11)

se 0 <1 <7285,

k—2
ok =2 4k 5)—1(20-+K) 71(2 )71971
n

P,=D L2 (3.12)
se 7-285 < <2k 2e¢
naak—1_
P, = Dk . 9™ 5 (3.13)

se 2F2 < <2kl 1,
e Primeiro caso. [ é par.

Se [ é par, entao n + 1 é par e, assim,

Po=D (PnTH> (3.14)
€
n+l1l gk—1 _ !
2 2

Como o resultado vale para Pn+1, temos trés eventualidades:
2

Subcaso 1a - o parametro [ é tal que

0< ! < 7.2k
2
Assim, P,y é da forma (3.11) e, de (3.14), temos
Py =D | DED-1.9 2(*51) | — pha .ot

Subcaso 1b - O parametro [ é tal que

I
7.2k 6 < 3 < k=3

Logo, P,;1 é da forma (3.12) e, de (3.14), temos

(k=1)—2)_19( ntl
2(F=1)=2(4(k—1)+5)— & (204 (k—1)) 71(2 ) 19( 2 )

Poi=D|D Ex o ()

71(2’“*2) —19(n+1)

252 (4k4+1)—1(19+k) +n+1
n+1 . 2(n+1)

71(2‘1“—2 —19(n+1)

2k =2 (44 5)—1(20+k)
n+1 -2 2(n+1)
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Subcaso 1c - O parametro [ é tal que

k=3 < é < 22 1.

Neste caso, P,;1 é da forma (3.13) e, analogamente, obtemos

Q(nTJrl>+2(kfl)fl_%

P, =D | D V2.9 S
_ pies gttt
e Segundo caso. [ é impar.
Neste caso, n + 1 é impar, portanto,
Puyr = D (P2) ™50 <P+><++) . (3.15)

Comon =2% — (I +1) e, como 0 <[ < 2¥ 1 e[ éimpar, entdo, 0 <[+ 1 <251 Por
conseguinte, temos duas op¢oes para [:

Subcaso 2a - A variavel [ satisfaz

[+1=2"" (3.16)

Subcaso 2b - A variavel [ satisfaz

I+1 <21 (3.17)
Se (3.16) vale entdo,
n=2len+2=2"—(1-1)

com P, como em (3.11) e P, 1, P, escritas como (3.13); dai, de (3.15) temos
k-1 2
P = D (Dk76 . 22) 2(7:11) (Dk6 ) 242("+2)+72l+; (ll)) 2(n+1)

2n+2(nt+2)+28 1 —(1-1)
— Dk*5 -2 2(n+1)

2(n+1)+1
= Dk_5 .27 a1

Y

e a prova esta feita. Se temos (3.17), entdo

n e (LAY nt2 e (1-1
2 2 )" 2 2
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e obtemos trés subcasos:

Sub-subcaso 2ba -

0<l+1<7-2"5
Neste caso
0<l—1<l<l+1<7-2F7
ou seja, Pn e PnTJrz sao da forma (3.11); assim,

n+

n 2

An—(4+1) \ 3(nF1) 4(n+2)—(1=1) \ 2(n+1)

Pn+1 — D (Dk—5 . 2 n U >2(n+1) (Dk—5 . 2 2(n12) ) ( )
(k=5)n 4n—(1+1) (k=5)(n+2) 4(n+2)—(1-1)

=D <D2(n+1) . 2 4(n+1) ) (D 2(n+1) .2 4(n+1) )

b 4n—(4+1D)+4(n+2)—(1—1)
= D" *.9 4(n+1)

4(n+1)—21
= Dk .27

Sub-subcaso 2bb -

7280 <41 < 2R (3.18)

Neste caso, temos mais duas possibilidades:

Sub-sub-subcaso 2bba-

72l 1<l <i+1 <22 (3.19)

Sub-sub-subcaso 2bbb-

l—1=7-2"5 (3.20)
Se tivermos (3.19), entdo,
Pn+1 =
n b_2 n+2

P =2pin) Dotk TH(2FT2)-1on ) 20FD P2kt @anaosky  HT2) 19042\ 2D
=D|D n -2 2n D n+2 .92 2(n+2)

2R =2 (4o 1) — (141) (194 ) 71(2’“*2)—1% 2k =2 (44 1)— (1—1) (19+k) 71(2’“*2)—19(7&2)
=DI| D 2(n+1) .2 4(n+1) D 2(n+1) .2 4(n+1)

2k =1 (4k4+1)—21(19+k)+2F 1 g 71(2]“72)*19(”“)

= D 2(n+1) .92 2(n+1)

P 2(akts) 1otk TH(2FT%)-19(n4)
=D (n+1) .92 2(n+1)

Se vale (3.20), entdo
T <l <l+1 <2
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e, substituindo em (3.15),

n
k2apsny-@anaosr TH(22) 19 | 2FD 4<n+2><ll>>2&+fn

Po=D|D 2 S (D’“‘5-2 2 72)

2P =2 (454 1)~ (141)(19+K) 71‘(21972 —19n (k—5)(n+2) 4(n+2)—(1—1)
:D D 2(n+1) .2 4(n+1) (D 2(n+1) .92 4(n+1) >

71 (2’“*2 —19n4+4(n+2)—(I—1)
4(n+1)

2872 (4k4+1) — (141) (19+k) + (k=5) (n+2) +2(n+1)
2(n+1) .

Rescrevendo esta tltima expresao em termos de k, temos

2k_2(4k+5)7(7(2k_5)+1)(20+k) 71(2’“—2 719(2’“7<7(2’“—5)+1))

P,.=D k= (7(2F70)+1) -2 2(2F=(7(2F7°)+1))

k—2
2K =2 (4145)—1(20+k) 71<2 )‘19("‘”)
=D nt+1 .92 2(n+1)

como desejado.

Sub-subcaso 2bc-

=2 <41 <21,

Mais uma vez, temos duas possibilidades
Sub-sub-subcaso 2bca-

2 1<l<l+1< 21,

Sub-sub-subcaso 2bcb-

[4+1=2"2
Se (3.22) é valido, entdo,

n+2

_ ont2k—1_@q41) | 2(n+D) _ 2(nt2)+2k—1_—1) \ 2(n+1)
Pn+1:D(Dk6.2 ! DF6.9 ¥z
n(k—6) 2nt2k—1_@41) (n+2)(k—6) 2(n+2)+28—1_-1)
= D[ D2»n+D) .2 2(n+1) D 2(n+D) .92 2(n+1)

2n+2K =1 (4 1)+2(n+2)+28 "1 (1-1)
= Dk_5 -2 2(n+1)

2(n+1)+2F—1
= DF5 .97 D

Se acontecer (3.23), temos

72K <l —1 <] <22
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Portanto, de (3.12), (3.13) e (3.15), obtemos

n+2
f o 2ntakTlogk—2 PICESHE 2R =2 (451 1) (1—1)(194%) 71(2’“‘2)719(7&2) 2(n+1)
PTL+1 = D D Y. 2 n D n+2 . 2 2(n+2)

n(k=6)  2npok—l_gh—2 F2(piny—(=—naosr)  T(2F77)19042)
= D[ D2+ .9 2(n+1) D 2(n+1) .2 4(n+1)

n(k—6)+2F 2 (4k+1)— (1—=1)(19+k)+2(n+1) ant2b -2k 147 (2]‘;_2)*19(7”2)
=D 2(n+1) .2 4(n+1)

Observando (3.23), segue que n e [ podem ser escritos em termos do parametro k e um

calculo delicado nos da

4k+3(2kk)715(2k)+80 7(2’“)—38

Pn+1 =D 3(2k)+4 .9 3(2k)+4 ,

i.e., a expressao de P, ;1 na forma (3.12) usando somente a variavel k, finalizando assim

a demonstracao. m
3.2 Comparando as constantes.

Vamos retomar as constantes (R,,),~, e (J,) | as quais, como mencionamos, sao

duas formulas fechadas de crescimento subpolinomial. Continuando com a notacao

b
D= v2
1_1
e2727 no caso complexo,

no caso real

rescrevemos as constantes (R,) | seguindo as ideias deste capitulo, isto ¢
R, = DF1.V2 (1 + (25 = (1+1)) (?)) : (3.24)
2 1
com k e | como em (3.1).
Como veremos nas seguintes tabelas, as formulas dos Teorema 3.0.17 e Teorema
3.1.1, tanto para o caso real como para o complexo, conforme seja o caso, sao melhores
- menores - que as dadas por R, e J,. Mais precisamente, para o caso dos reais,

tomamos

Jn = 1.65 (n — 1)"°°%** 1. 0.13

e substituimos em (3.24) o respectivo D. Desta forma, obtemos os seguintes valores:
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n | C, (2.2) | P, (Teorema 3.1.1) | S, (Teorema 3.0.17) | R, I

1.78 1.78 1.81 2.04 2.51

D 2.30 2.30 2.36 2.93 3.55
10 3.25 3.25 3.41 4.46 5.37
50 7.33 7.53 7.96 10.81 | 12.92
100 10.51 10.84 11.46 15.66 | 18.66
200 15.10 15.62 16.51 22.62 | 26.88
500 23.90 24.58 25.97 37.12 | 43.54
1000 34.41 35.40 37.40 53.50 | 62.68
10000 | 118.11 120.90 129.15 178.33 | 210.39
20000 | 170.11 174.13 186.03 256.40 | 302.96

Outro detalhe a se observar nesta tabela, é a melhoria das féormulas fechadas

dadas pelo Teorema 3.0.17 e pelo Teorema 3.1.1.

Agora, para o caso dos complexos, tomamos
Jp =141 (n — 1) _0.04,

e, mais uma vez, substituindo em (3.24) o respectivo D, obtemos a seguinte tabela,

n | C, (2.5) | S, (Teorema 3.0.17) | R, I
3 1.24 1.34 1.39 | 1.70
5 1.40 1.54 1.72 | 211
10 1.68 191 2.19 | 2.71
20 2.68 3.14 3.65 | 4.58
100 3.30 3.88 4.53 | 5.68
200 4.07 4.79 5.60 | 7.04
200 5.35 6.10 749 | 9.34
1000 6.60 7.54 9.26 | 11.55
10000 | 13.39 15.65 18.55 | 23.35
20000 | 16.55 19.33 22.89 | 28.86
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Capitulo 4

Operadores multilineares

>—somantes

absolutamente V(5:51,00r5m

Na década dos 70, M. Ramanujan, em [51], introduziu uma versio abstrata dos
operadores absolutamente somantes. Ele define basicamente que um operador linear
continuo T': E — F', onde F e F' sao espacos de Banach, é absolutamente A-somante
se, para cada © = (;);0, € A (E), tem-se que T (x) = (T'z;) € A [F|, onde A (E) e A [F]
sao espacos de sequéncias especificados em seu trabalho, tendo-se como caso particular,
quando [, = A, os operadores absolutamente p-somantes.

A seguir, pretendemos dar uma versao geral abstrata dos operadores multilineares
absolutamente (p; ¢, ..., ¢ )-somantes na qual sdo preservadas véarias das propriedades
dos operadores multilineares absolutamente somantes; além disso, mostraremos na se-
¢ao 4.1 que esta versao contém outras classes particulares de operadores que vém sendo

estudadas recentemente.

Comecaremos definindo os espacos de sequéncias com os quais trabalharemos.

Definicao 4.0.1 Seja E um espaco de Banach. Um espaco de sequéncias em E ¢
um espago vetorial v (E) C EY munido com uma norma, [,y » completa. Ao longo
desta se¢ao, nossos espagos de sequéncias v (E) usufruirao das sequintes propriedades
(PL) @l gy = s @7 L
(P2) |[(zn)nzill () = llwell g, para todo (z,);7, = (0, ...,0, 2,0, ...).



A seguinte definicao é uma abordagem abstrata do conceito de somabilidade num ponto

dado.

Definicao 4.0.2 Sejam m € N, e Ey, ..., E,,, F espacos de Banach. Dizemos que
TeL(Ey,..EnF) €Yo, om)-s0mante em (a1, ..., ) € By X -+ X Ep, se

o0

(T (a1 + xgl), ey Oy F xgm)) — T (ay, ...,am)> L€ (F),

j=

com (Iﬁ“) €7, (E,),r=1,...m.
j=1

O espago dos operadores (... s,)-S0mantes em a serd denotado por

Hi‘/( : (Ey,y ..., By F) . E facil ver que Hi( ) (E1, ..., Epn; F) é um subespago
8557 5eens Sm 8587 5ens Sm
vetorial de L(FEy,..,E,;F). Quando a for a origem, escrevemos

IT (B, B ) e se T for (e, s,)-s0mante em todo ponto (a, ..., an),

’\/(s;sl,m,sm
escreveremos T € Hil(’s;ﬁwsm (E1, ..., Ep; F) . Ademais, quando s; = - -+ = s,,,, escreve-

remos IL, (E1y ..., Ep; F) ou Hi(”l) (Er, ..., B F) ou Hit’”l) (Eq, ..., Ep; F) respec-

tivamente.

O seguinte resultado é uma versao abstrata da Proposi¢ao 1.2.2. Este nos permite

caraterizar os operadores T' € 11 Ey, .., En; F)

V(53815000 sm) (

Proposicao 4.0.3 T € IL,
tante C' > 0, tal que

(1) m)\\> M\
H(T (xj e >)j:1 (xj )j:l

) € v, (E.), r =1,...m. Mais ainda, a menor constante C' que
=1

By, ..., By F).

R (E1, ..., Ep; F) se, e somente se, existe uma cons-
..... m

o

vs (F) r=1

(4.1)

Vsr (ET)

(r)

para todo (xj

satisfaz (4.1), denotada por 7 (T), define uma norma em IL, -~ (

Demonstracio. Vamos considerar T : v, (Ey) X -+ X 75, (Epn) = s (F) dado por

P (D) m\* ) W L m\)T
7 ()7 o (7)) = ()™

Seja x, = <(<Z‘Sg> . (xé@) )> uma sequéncia em s, (E1)x---Xv,, (E,,)
n=1

j=1 j=1
convergindo para



e tal que

. n\> m)\ > 00
nh—>noloT (<(x”;>j=1 T <x£“j))j=1)> = (#);21 €75 (F).

Provemos que (2;);2, = T (). Comecamos observando que

S M\ (m)\ _ 1 (1) m\\> o
7}1—>nc}oT (((x"’j>j:1 T (I”’j )j:l)) N nh—{go (T (x”’j7 g ))j:l N (Z])jzl

e, dai, dado que <T <x(1) . x(m)>> € v, (F), existe um ny € N tal que

n,7? "t n,g j=1
1 m > o]
H (T (375127 "'7xq(z,j)>) e <Zj)j:1 <e¢
= 'YS(F)
para todo n > ngy. Logo, usando (P1),
W *
sup (T (xnj,...,xnj> —zj) <e¢
k ’ ’ j=1 < (F)

para todo n > ng e, como

SupH(T(:c(”- x(m))—z)k > 1(0,.,0,T (x1, . 2 — 2,0,...)
. njr ot Enj j )] = yeeey Uy ey iy Uy

j=1 ’YQ(F) n,37 n,J)
(P2) 1 m
2T (ahy ) 5l

para todo j € N, entao,

T(:zc1 ) :cm) — zj, para todo j € N.

n?]’ o nhj n_>w

Por outro lado, dado ¢ > 0, existe ng € N tal que

() E))) = (G ()

para todo n > ngy. Note que

Q)0 (), = () ()]

srsm J J o (ET)

para todo r = 1,...,m. Dali,

lim (xffz) = <x -
n—oo ’ j=1
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Assim, analogamente ao que foi feito em (4.3), temos

(r) (r)

para todo 5 € N, e r =1,..., m. Logo, pela continuidade de T', segue que

lim T (x(l) . x(m)> =T <x§1), ...,x(m)) .

L L Ty e T J

De (4.3) e (4.4), temos
1 m
T (m ),...,xg- )> =2z

(
J

para todo j € N; logo,

S M\~ m\™ ) _ 1 <m>>)°°
i 7 ((5) 7, (o) ) = i (7 (583, 242)

(4.5) (1) m)\ )™
= (T <xj y ey & >>j:1

S () ()Y
<x3 =1’ Lj =1

Desse modo, pelo Teorema do Grafico Fechado, segue que T ¢ continua.

Portanto, para <QJ§T)> - € v, (E.), r=1,..,m, temos
J:

Vs

=Hlye(F)

D) ()
<_1>)°°
(xj j=1

oL~

L.

)
(IJ j=1

=

Pysl(El) ' VYsm (Em)

A reciproca é clara.

Além disso, é claro que
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Como

= sup

(=),

r=1,...,

< sup 7w (T) ‘

[COM

r=1,...,

")
(x] j=1

Vsm (Em)

< (T),

podemos concluir que

O seguinte lema segue as linhas de |11, Lema 9.2]. Vamos escrevé-lo em nosso

contexto.

Lema 4.0.4 SeT €1, (E1, . B F) e (a1, ...,ap) € By X -+ X E,,, entdo,
existe uma constante Cy, 4, > 0 tal que

o0

S Oal,.‘.,a
¥s (F)

m

H (T <a1 + mg-l), ey Gy + $§m)) — T (ay, ...,am))

@) >
(xj j=1

Antes de demonstrar este lema, para i < m definimos o conjunto C [i, ..., m] de

j=1

oo

€ s, (Er) com ‘

<l,r=1,...m.

para qualquer <a:§-r)>
Vsr (E”')

J=1

amostras ordenadas o, seguindo a ordem natural, de comprimento menor o igual a
m — ¢. Por exemplo
C[2,3,4] > (23),(2,4), (3,4), (2), (3), 4)
7 (3,2, (2,3,4), (4,3)

Tomando o , A € C[1, ..., m] tais que



cUX={l,...,m},ocNA=g,

definimos os operadores

3E)\—>F

o

onde

° E)\ = Ekl X ..o X Ekt
® a, = (aj,...,a;) € E,, e v\ = (Tg,, ..., Tp,) € E)
® S\ = Skyy -5 Sk

o T, (x\) =T (a, + ), onde a, = (ay,...,a,) € E1 X ... X B, é tal que ax = 0 se

k & o, caso contrario ay é o a;, respectivo. (Idem para 7))

Por exemplo, se 0 = {1,...,i,...,m} e A = {i}, entao

Tal,...,&i,...,am : Ez — F
(xz> — Tal,...,di,..‘,am (l’,)
=T ((al, ey i1, O, Aty .-y am) + (O, ceey O, Xy, 0, ceeny O))

= T(al, vy A1, Ty Q4 1, ...,am)

Por meio destes operadores, mostraremos o seguinte resultado que nos ajudaré

na demonstracao do Lema 4.0.4.

Lema 4.0.5 Se T € II¢ (B1, o B F) € a = (ay, ..., am), entio Ty, 4 €

7(-53517~~~737n)
I, (Ekyy -y Exy; F) sempre que

(s;skl ’“"Skt)

(1, om} = {1y e YU {1, oo K

Demonstragao. Procederemos por inducao. Vamos supor que o comprimento de
A é 1, entao, o comprimento de ¢ é m — 1. Tomamos, sem perda de generalidade,

o ={ay,...,am_1}; assim, temos o operador linear Ty, ., , € veja que

o0

(xm))oo = (T (al,...,am_l,am+x;”) —T(al,...,am_l,am))jzl.
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Como T € II° : (B, ooy By ) entdo, Ty, o, €10, (B F).

’Y(s;sl ..... sm

Agora, para A de comprimento 2, tomamos mais uma vez sem perda de generali-

dade T}, . ,,._, € observe que

(Taroms (25770, 25Y) (4.7)

Jj=1

= (T <a1 +0,a0+0,...,am—2+0, Apm_1 + acg-m_l),am + xgm)) — T (a1, ...,am)>

- <T <Cl1, ag, ..., am,1,$§m)) + T (ala ag, ..., am727x§‘m71)7 am))
j=1
= (T <a1 +0,a0+0,...,am-2+0,an_1+ xg-m_l), Ay + x§m)> —T(aq,..., am)>

j=1

m m—1 o0
- (Tm ,,,,, am—1 (Ig )) + Tyt —2.0m (ffg )>) :
7j=1
Como T € Hf/(s.s1 . (Ery s By F) o Tayoa oy € H’Y(s;sm) (Em; F) e,
Toram 2.am € HV(S;Sm_l) (Epm—1; F), temos que Ty, 4, , € H,Y(S;Sm_wm) (B, B F).

Assim, trabalhando por indugao, suponhamos certo para A de comprimento m — 2

e provemos para A de comprimento m — 1. Suponhamos a;, = a; e observemos que

(T(lj1 (xg?),...,x;m))> = (T (al,aQ +x§2),...,am+x§m)> —T(al,...,am)>

i=1
- : : Talyao'

c€eCl2,...,m]

o0

J=1

Como T € I1¢ (B By F) eToa, €10, (Ex; F)paratodoo € C[2,...,m],

’Y(s;sl,m,sm (s;s/\)

entao temos o resultado desejado. m

Com este resultado, veja que se T € H%(S_Sl )(El,...,Em;F), entao T €
st;sl 7777 o) (B, ..., Eq; F) . De fato, veja que
(T (2}, ...a™) " = (T (a1 + 2}y cyam +27") = T (a am)) . — T,
G Ly j=1 1 Gy e Am b 1y oeey A j=1 Qo)

Uec[al7~“’am]
e, claramente, esta tltima expresao estd em 7 (F) e,  portanto,

Tell By, .. En F).

V(s381,ees sm) (

Agora podemos demonstrar o Lema 4.0.4:
El, ,Em,F> e (al, ...,am) S El X e X Em

Demonstragao. Seja T € I, (
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Pelo feito anteriormente, temos

H (T (a1 + x}, vy Oy + x;”) — T (ay, ...,am));il

¥s (F)
< S T (a) | () .
o€Clay,...,am] =1l ()
< ¥ aqen], eftfer,
0€Clat,..oam]  tEA Vs (Ex) r=1 I= s, (Br)

S Cal,.

-y am
(o]

sempre que (:vg-r)) €B, (E). =
j=1

Como na Proposi¢ao 4.0.3, vamos dar uma caracterizacdo para os operadores

V(sist,sm)-SOmantes em todo ponto. O argumento usado na prova do teorema que

segue é uma adaptagao do argumento usado por M.C. Matos em [30].

Teorema 4.0.6 Para T € L(E,...,E,; F), as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(1) T e I )(El,...,Em;F).

'7(3;31 AAAAA Sm
(ii) Existe uma constante C' > 0 tal que

n

H (T <b1 + 2D b + xg.’”)) — T (by, ...,bm)> ~
i

<C (HblH +’ (x§.1>> - ) (HbmH +’
7=l ()

(7i1) Eziste uma constante C' > 0 tal que

Vs (F)

2)
(% j=1

[e.9]

H (T <b1 + a2 b + xgm)) ~ T (b, ...,bm)) |
= ’YS(F)

<C (||b1|| + ’ €) ) <||bm|| + ‘ (=) ) .
j=1 %‘1(E1) j=1 %‘m(Em)

Para todo (by,....,by,) € By X -+ X E,, e <x§-r))oo € v, (E.),r=1,...,m. Ademais, a
j=1

menor das constantes C' que satisfaz (4.8) define uma norma em Hi’(’l o (B, ., B F)

a qual denotaremos por w (-).

Demonstracao. (iii) = (it) e (i) = (i) sdo imediatas.
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(71) = (i4i) Observe que é uma consequéncia direta de (P1), pois

o0

H (T (b1 + a2, b + x§m>) ~ T (b, ...,bm)>

| BY92)

n

= sup ’(T <bl + xg-l), ey b $§m)> =T (b, ...,bm)>

< C'sup <(||b1|| + ‘ (x§1>) 3 ‘ > <HbmH + ‘ (xgm) - >>
n I=ly(Ey) I=Hly(Em)
<C <<Hb1|l +‘ (xy)) 3 ) (||bm|| +’ (x§.m>) - ))
I=Hly () I=Hly ()

(1) = (i1) . Definamos G, = E, X 7, (E,.), r = 1,...,m, com a norma da soma. Para

I=lly(F)

simplificar a notacao, escrevemos, para todo k € {1,...,m} e para todo n € N,

(3 ()] = 0

e consideramos o operador m—Ilinear

O (T): Gy x - X Gy —> s (F)

dado por
(b1, 2D) o (s 22)) = (T (014 2"+ ™) =T o1, b))
j=
Para (1:( ))éol € B,, (g,),r=1,...,m, seja
j=
F oo m oo}
k( 51))]’:1 """ (1:5 ))]:1
= {(bla 7bm) € El X X Ema P (T) ((blax&)) PREES) (bmaxg:))) vs(F) S k} .
Desta forma, para todo inteiro positivo n,
F / anr ™
(o) (),
- {(bl, ab) € By x oo B | @ (1) (b 2) s (b 2|y < k} ,




entao (by,...,b,) € F <$(1)>n (:A””)" , para todo n € N. Logo,
j=1 j=1

k7 b " b

Hcp (T) ((bl, (a:;”)::l) (bm, (z§m>>:1))

vs (F)
sup o ) (11 ()" ) o (b0 (7))
n j=1 1=
<k,
isto é,
b, 7bm GF 1)) °° m oo
(b1 ) b (o >)j:1 ..... (s ))3:1
Agora, se (bi,...,bn) € F, (a:<1))°° (xm))oo , entao,
%) o i)
o(T) ( by, (+0) ) (bm, AN )) <k,
H ( )(< ! ( J >j1 ( J );1 V(F)
logo, usando (P1),
sup @) ( (o0 (7)) (o () )Y <
np‘ ( )(( 1\ L o1 i )i o
Como, para todo n € N, vale
o) (0 (7))o (e (7))
e ((m ()", )|
<sup [|P (T b1, 7 " ),..., (bm, 2™ ! )) )
- np‘ ( )<( ! (7 )jl <] >j1 o (F)

entao, (by,...,b,) € Fk7($<1))n (x(m)n para todo n € N.
1 =1

Agora, para todo (x " ) € B, (g,), r=1,....,m e k fixo, consideremos

Dy:Ey x - x E, —[0,00)

dado por
k
Dy (br, ooy b)) = H (T (bl + 2 b+ x;.m>) T (b, ., bm)> | .
I=Hlys(F)
Vejamos que D;, é continua para todo k € N.
Seja (bl,...,bm™) " uma sequéncia em F; x --- x FE,, convergindo para

(b1, ..., bn). Observemos que

Dy, (bi”,b:?) — Dy, (bl,...,bm)

n—0o0

74



lim Dy, (b, ..., b") =

n—oo

tim (7 (0 4+ 2, b ™) = T (B, 60))

?
n—o0 J

Para simplificar a escrita, utilizaremos as notacoes

hi = (T (b}I +:13§.1), b +xjm)> —T(bl,...,b?)>

hy = (T <b1 + a2l b+ x(.m)) ~ T (b, ...,bm)) .

J

Assim, dado que T é limitada, para cada j € {1,...,k} temos que hi — h;, i.e.,
n—oo
, €
I~ < 5,
para todo n > n% e para todo j € {1,...,k}. Agora, como

H (hiL - hlv X3 hﬁ - hk’ 0, ) H%(F)

< |[(hy = h1,0,...) + .. 4 [0, ....,0, Ay — Ry, 0, ..

||75(F) .)H'YS(F)
R ) Xy A

<e

para todo n > ng, onde g = max{n{}, temos

(B eees ) = (e )|y < &

para todo n > 7. Assim, considerando (4.9), obtemos

lim Dy (bL, ..., b™) = Dy (b, ., byn) -

n—oo

Consequentemente, Fk (x“))” (x(m)>n é fechado, ja que
) b j=1"" b i=1

Fk <I(_1>>’f: (a:(’"))l = Dgl ([0, £])

’ J

e, portanto, Fk’<x<'1>)oo <x<vm))oo é fechado.
j=1

5 ) j =1



com a intersecao tomada sobre todas (mﬁ“) (x?) € B, (5), r=1,...,m. Do
j=1 j=1

Lema 4.0.4, temos

Eyx - % By = Fi

keN
pois  se (b1, ....,bn) € FE x --- x E, entdo, existe uma constante
Chy. . > 0 tal que
H@(m+¢mmmﬁw¢§_T@M”%g, < oyt
I=lys(F)

assim, terfamos que (by,...,by,) € Fic, »,,]- L0ogo, pelo Lema de Baire, sabemos que

existe (b, ..., by,) no interior de Fy, para algum ko, isto é; existe 0 < ¢ < 1 tal que

HCID (T) ((cb <x§1)> ' ) e (cm, (:zjgm)> ' )) < ko (4.10)
=1 7=l Y(F)
sempre que |[c, — b,|| <ee (xﬁ”) € Byg,), r=1,..,m.
j=1
Se
(”)OO <
[ 6)2)] <5
para todo r =1, ..., m, temos
o]l < < e (@”)} <e<l.
=y (E,)
Logo, usando (4.10), segue que
M)~ (m)\ ™
H¢H>Km+vh@j),)wﬂ(mﬂﬂ%4% ) )” < ko
=1 =1 v(F)

Portanto, ® (T) ¢ limitada na bola de raio € e centro no ponto

(6031 ) s (b (0)321) ) € Gr - X G,

e, deste modo ®(7T) é continua. Finalmente, tomando (x(»r)> € v, (E),
r=1,...,m, temos

oo

H <T (bl + a2l b+ x§m)> T (b, ..., bm)>

j=1

_ H@ (T) ( by, (@”):) (bm, (x;m>):))

< |l® (D) (Hblll +‘ (x§1)>:1

Vs (F)




Verifica-se, da definicao de ®(T"), que
T (T) = [|@ (T)]]
e o infimo em (4.8) ¢ atingido. =

E sabido que a Anélise Funcional tem especial interesse nos espacos normados
completos. Como veremos, o espaco (H%;sl,m,sm (B, ooy B F) ()) usufrui desta

propriedade, e mais do que isso, ele ¢ um ideal completo de aplicacoes multilineares,
no sentido de Floret-Garcia [21].
Comecaremos demonstrando a completude de (He” : (E1y .oy By F) 00 ()),

’Y(s;sl,.“,sm,

mas antes, um pequeno resultado, ja conhecido, serd necessario:

Lema 4.0.7 Se E ¢ um espaco vetorial, F' um espaco de Banach e f : E — F uma

aplicacao linear injetiva com imagem fechada em F', entdo, a aplicacdo
Iz : £ —[0,+00) : [lzllz = [If ()]

define uma norma em E e, além disso, (E, ||-||;) € um espaco completo.

Demonstragao. Facilmente verifica-se as propriedades da norma.
Agora, tomamos (z,),-, uma sequéncia de Cauchy em (E,|-|z). Claramente

(f (z,));2, € uma sequéncia de Cauchy em F, logo

f(z,) = y€F.

n—o0

Como a imagem de f é fechada, segue que existe = € E tal que f (z) =y, logo

[z — 2l g = I[f (xn = @) = [If (zn) —yll;

isto é, (E, ||| z) é um espaco de Banach m

Proposicao 4.0.8 A aplicacao
O : 11 (B, .o, By F) — LGy, ., Gs s (F))

'Y(s;sl,m,sm)

¢ linear, injetiva e tem imagem fechada em L (G, ...,Gm;7vs (F)).
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A prova desta proposicao segue as ideias da prova feita por G. Botelho e outros

(Byy o By F), \|.||w). Para fazer o

as,(p;q)

em [11, Proposition 9.4] para o caso de (/le“
trabalho mais auto-suficiente, vamos escrevé-la em nosso contexto.
Demonstracdo. ® estd bem definida pelo Teorema 4.0.6. E facil verificar que ® &
linear e injetiva.

Seja (T5,),—, uma sequéncia em I1” (B, ..., B F) tal que @ (T,,) converge

7(5;51,.4.,37",)

para A em L (G, ...,Gn;vs (F)), logo
o (T,) (r) — A(x) para todo z € Gy X -+ X Gy,
Note, sem perda de generalidade, que
o (T,) ((0,(21,0,0,...), ..., (0, (21, 0,0, ...)) = (T, (1, .o, T ) , 0,0, ...) .

Se, para cada j € N, 7; é a proje¢ao na j-ésima coordenada, temos

nh_)rgoTn (X1, ey T) = nli_}rgom (T, (x1, ..y ), 0,0, ...)) (4.12)
=t 7y (@ (T,) (0, (20,0,0, ), o (0, (2, 0.0,...))
— (nli_{{)lo [® () ((0, (21,0,0,...), ..., (0, (xm,0,0,...))])

=m (A((0, (21,0,0,...), ..., (0, (2, 0,0, ...))) .
Assim, podemos definir T' € L (Ey, ..., E,,; F) por
T (x1, .y Tpy) := lim T, (21, ..., Ty -
n—oo

De (4.12), segue que T esta bem definida e é facil ver que T' é m-linear. Agora, veja
que a continuidade de T', embora nao seja clara inicialmente, é garantida pelo Teorema

de Banach-Steinhaus para aplicacoes multilineares.

Sejam (by,...,bp) € By X -+ X B, e (xﬁ”) € v, (E.),r=1,...,m. Para cada
j=1
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k€N,

7 (b 4 20 (m) :
1+Ij ,...,bm—FZEj —T(bl,...,bm) )
7=t ¥s (F)
k
— lim H b1+x1 bm+x§’">> -1, (bl,...,bm))
e =l ()
k k
[ (o () ) o (e ()
e 7=t P =)

(),

(Er)>

V(8557 5--y8m)

< Tim |9 (T,)] H (ub |+
— |4l H <|!er =)

mostrando, pelo Teorema 4.0.6, que T € 11V

=1 mm)

(E1, ..., Ep; F). Por outro lado,

para todo 5 € N, temos

[ (0 ()7 o (m ()7)
o 0 (0 ()7 o ()7

:Wj[lim (T (bl—i—wl s eees D —i—l‘ )>_Tn(b1>'“vbm)>(.)o]

| S

oot 1=1
:nhjgo[ T (( <b1+xl e b +x )> -1, (bl""’bm)>21>}
A R

_T (51 + a2l b+ xW) T (b, ey b) -

J

Logo,

AL () L) o () L)) = 2 @ (0 (7)) (o (7))

isto ¢, ® (T') = A, e portanto A pertence a imagem de ¢. m

Usando o Teorema 4.0.6, a Proposicao 4.0.8 e o Lema 4.0.7, segue que a

correspondéncia

TENY — (By By F) = 7% (T) = || (T)]|

V(s;s1,-
torna Hf;(] I (Er, ..., Ep; F') um espaco de Banach.
Agora, queremos ver que (Hfj(’s .. (El, vy By F) € (T)) ¢ um ideal

normado completo. Para isso, lembremos primeiro a seguinte definicao dada por Floret-

Garcfa em [21].
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Definicao 4.0.9 Um ideal normado de aplicagoes multilineares (M, ||| \,) € um ideal

de aplicagoes mullilineares, munido da fungao |-|| , : M — [0,00), tal que:

(@) I o restrita a M (E\, ..., En; F') € uma norma para quaisquer espagos de
Banach Ey, ..., E,, e F e todo m € N;
(i1) ||idgm|| py = 1, onde idgm : K™ — K ¢ dada por idgm (1, ..., Tm) = X1+ T,

para todo m € N;
(ti3) Se M € M (En,...,En; F), uj € L(Gj,E;) paraj=1,...,mete L(F;H),
entao

M (s oo )| g < TEIM A g ]l - -l ] -

Se as componentes M (Ey, ..., Ep; F) sao completas com respeito a |||\, dizemos que

M € um ideal completo de aplicagoes multilineares.

Claramente, basta comprovar os itens i) e iii) para vermos que (Hil(’1 gy T () é

um ideal normado completo. Comecaremos demonstrando que
7T8v (Zd]Km) - ].
Primeiro, note que

Assim, basta provar a desigualdade contraria. Com este objetivo, tomamos novamente

o conjunto de amostras ordenadas C [, ..., m], e definimos

o(a) = aj ... a;

Azy) = xy“) e xg

kt)

onde o = {jl;"'7,j7’}7 A = {kl,...,]{?t}, {j17~-~7jr} N {klu---7kt} = Je {jl;-n;jr} U
{ki, ...k} ={1,...,m}. Desta forma,

J

idgm <a1 + x§-1), ey Oy + x(m)> — ddgm (ay, ..., Q)
7vs (K)

Z gla)A(zj)+ar .-y | —a1- ... apy

oeCl,...,m] s (K)

) —lay .- am
'YS(K)
'YS(K)>

t o
< > l@II|),
oeC[L,...,m] teA T= s (K)

)
(% j=1
(5

= <|a1\+‘
< (\am‘

(xg.”), ]am]+‘
7=, ()

(xg.”), ]am]+’
7=, ()
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Logo, segue que 7 (idgm) < 1.

Proposigao 4.0.10 (Hg’(’1 ey T (1)) € wum ideal completo de aplicagoes
multilineares.
Demonstragao. Provaremos que II? (B, ..., By F) satisfaz a propriedade de

7(5;51 ..... sm)

ideal e a desigualdade (i77) da Defini¢ao 4.0.9.

Sejam u; € L(Gj;E;),j=1,..m, T € H,‘j(sﬁ o) (B, .., By F), t € L(F;H)
e (ay,...,am) € G1 X -+ X Gp,. Entéo

|

< |I¢|l HT (u1 (a1 + x§1)> ooy Uy (am + xgm))) —T (u1 (@) ..o, upm (am))

<u1 (mﬁ”))il %(E1)> <||Um (am)|l + ‘
0] ) (e )

(E1, ..., B F) satisfaz a propriedade de ideal e que

toT o (Ul ..yUm) <a1 + xg-l), weey Gy, + xg-m)> —toT o(up, ..., um) (a1, ..., am)

'YS(H)

vs (F)

(um (:cgm)»:l 7S(Em)>

Vs (Em)>

<7 (T) |1t <IIU1 (an)ll + ‘

< a (D) [l el - - llwm ] (Halll + ‘

Segue que Hg(s;s

1oe-5m)

7 (to T o (ur, .oy um)) < 7 (T) [} [Jua]l - - lum]l -

Na seguinte secao veremos que algumas classes de operadores conhecidas seriam,
considerando os espacos de sequéncias adequados, um caso particular dos operadores

multilineares yss, ....s,,)-S0mantes.

-----

4.1 Aplicacoes

O objetivo desta secao é claro: mostrar que nossa versao abstrata abrange outros
tipos de operadores no contexto multilinear dos operadores absolutamente somantes.
Para isto, mostraremos trés classes de operadores multilineares que pertencem aos

operadores 7(ss,,....s,,)-S0mantes. Em cada um deles, mostraremos alguns resultados

gove

que conseguimos resgatar de trabalhos anteriores. As referéncias a seguir serdao mais
precisas que as palavras.
e Operadores multilineares absolutamente somantes.

O conceito de operadores multilineares absolutamente somante em todo ponto,

foi introduzido por M.C. Matos [30] e explorado em [4].
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S6 precisamos considerar

Vi (Ex) =l (Ex), para todo k=1,...,m

com 1—17 < qil +...+ qu’ para resgatar a defini¢do dada em [4, PAg. 221]. Dado que
as sequéncias mencionadas anteriormente satisfazem (P1) e (P2), tem-se, entdo,
que nossa abordagem recupera os resultados tratados em [4, Teoremad.1] e [11,
Lema 9.2 e Proposi¢ao 9.4.].

Operadores multilineares quase somantes.

A nocao de operadores multilineares quase somantes em todo ponto foi introdu-

zido em [38] e explorado em [41]. Basta considerar

Yo (Ex) = €, (Ey), paratodo k=1,..,m,

7. (F) = Rad (F)

para obter a definicdo dada em [41, Se¢do 3|.

Lembremos que, para 1 < p < o0,

b (00 = {(@)2, € 1y (X)5 lim [|(2)32,

p n—oo

p

[ (X)) & um subespaco fechado de [} (X), sendo assim, um espaco de Banach. Por

outro lado, lembremos que para 0 < p < 0o, uma sequéncia (a:j);’o | € Rad (X),

se er () z; converge em L, (X) = L, ([0,1];X), com r; denotando as funcoes
j=1
de Rademacher. Sabe-se que Rad (X) é um espago de Banach com a norma

1
2 2

dt

1

H(xj)jleRad(X) = /

0

o0

> ()

j=1

Comprova-se facilmente que Rad (F) satisfaz (P1) e (P2), ja que, tomando
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(xj);il € Rad (F'), temos, usando o principio de contracao de Kahane, que

LIl 2 3
S [ R I A ) ST
j=1
Ll on 2\ 2
= lim / er () x;|| dt
1
1 00 2 2
= / er () x;|| dt
- H(xj)jzl Rad(E)

E se (z;)2

ol = (0,...,0,2;,0,...), obviamente vamos ter (P2).
Claramente, o espaco de sequéncias I} (E') também satisfaz (P1) e (P2).
Desta forma, o Teorema 4.0.6 e a Proposi¢ao 4.0.10 recuperam |41, Teorema 3.7

e Teorema 4.4 |, respectivamente.

e Operadores multilineares Cohen fortemente somantes.

O espaco dos operadores multilineares Cohen fortemente p-somantes, denotado

por Loony (B, ..., B F), € introduzido em [12]. Tomamos

Vse (Bx) =4, (Ey), para todo k=1,....m

oo
onde [, (F') denota o espaco das sequéncias (z,,),—, € F, tal que asérie Y ¢, (z,,)]
n=1

converge para toda (¢n),~; € ) (F).

n=1
Verifica-se facilmente, usando o teorema de Hahn-Banach, que este espaco
satisfaz (P1) e (P2). Desta forma temos estes operadores como um caso
particular dos operadores (... s,)-SOmante num ponto e resgatamos

[12, Proposi¢ao 6.1.10, Teorema 6.1.12 e Proposi¢ao 6.2].

Uma coisa a se observar nestes operadores é que o Teorema 4.0.6 difere um pouco

da caracterizagao dos operadores Cohen fortemente p—somantes em todo ponto,
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dada em [12|. Assim, estariamos dando mais duas ferramentas para provar que
um espaco é Cohen fortemente somante. Mais ainda, o Teorema 4.0.6, no contexto
dos L, (E1, ..., B F), permite provar que a Proposicao 4.0.10 é valida no
mesmo contexto e, a partir disto, concluir que (Lconp (B, -..; Em; F) L ||-]],,) € um
espaco de Banach, o que representa um pequeno avanco, pois com a caracterizagao
dos operadores Cohen fortemente p—somantes em todo ponto dada em [12], a
Proposicao 4.0.10 associada, apresentava certa dificuldade para ser provada e

ndo tinha se exibido uma prova da completude de (Lcony (B, ..os Emi F) L [-|.,) -
4.2 Resultados do tipo Dvoretzky-Rogers

E importante lembrar que os operadores absolutamente somantes sao considera-
dos como os operadores que melhoram a convergéncia de séries, ja que tomam séries
incondicionalmente convergentes e as "transformam"em séries absolutamente conver-
gentes. Assim, se tivermos um espaco de Banach qualquer E, o famoso resultado de
Dvoretzky-Rogers nos diz que o operador identidade em E vai ser absolutamente so-
mante se, e somente se, o espaco F tem dimensao finita. Um resultado deste tipo,
no contexto dos operadores multilineares absolutamente (p;qi, ..., ¢, )-somantes, é o

seguinte teorema dado em [4].

Teorema 4.2.1 Sejam E um espaco de Banach, n > 2 e p > 1. As sequintes afirma-
coes sao equivalentes:

i) E tem dimensao finita

it) LS. ("E,E) # L"(E,E) para todo (ay,...,an) € E™ onde a; # 0 para todo i

as,p
ou a; = 0 para um unico 1.
i) Lo, ("E,E) # L("E, E) para algum (ay, ..., a,,) € E™ onde a; # 0 para todo

as,p
1 ou a; = 0 para um unico i.

Nesta se¢ao, vamos observar que se houver um teorema do tipo Dvoretzky-Rogers
para operadores lineares absolutamentes (,.s,)-Somantes, entao, este sera herdado pela
classe destes operadores no contexto multilinear. Desta forma, admitamos que vale
o seguinte resultado: os operadores lineares absolutamente ~(,.,,)-somantes satisfazem

um teorema de tipo Dvorteszky-Rogers, isto ¢,
E tem dimensdo finita <11,  (E}E) = L(E; E).
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De agora em diante, vamos supor implicitamente que o espago I1 Ey, ... E.; F)

7(5;51 ..... sm) (
é nao trivial, i.e., contém os operadores m-lineares de tipo finito.
Com algum esforco pode-se obter o seguinte teorema do tipo Dvoretzky-Rogers em

nossa versao abstrata que, como mencionaremos, recupera varios resultados especificos.

Teorema 4.2.2 (Teorema do tipo Dvoretzky-Rogers para operadores y-somantes)
Seja E um espaco de Banach e m > 2. As afirmagoes a sequir sao equivalentes:

i) E tem dimensao finita

i1) Hily(s,sl) ("E; E) # L(ME, E) para todo (ay, ..., an) € E™, com a; # 0 para todo
1 ou a; = 0 para um unico 1.

i17) L. (M"E;E) # L("E,E) para algum (a, ...,a,) € E™ com a; # 0 para

todo i ou a; = 0 para um unico 1.

Demonstragao. (ii) = (iii) Obvio.
(17i) = (i) Suponha que a dimensao de F seja finita. Sejam {ej,...,e,} e
{¢1, ..., pn} bases de E e E' respectivamente, onde ¢; (e) = 0,,. Cada z € E pode ser

escrito por
n
r=> ¢;()e;
j=1

Dai, se T € L(™E; E), teremos

T ('1‘17 M xm) - T <Z Spjl (‘/El) 6j17 ct Z spj'm (xm) ej'm>

Jji=1 Jm=1
n

_ Z i, (1) 05, (@) T (ejy, or€5) -

1 yeendm=1
Isto ¢, T" é de tipo finito e, pelo visto anteriormente, temos que T' & 7y, ,,)-Somante em
todo ponto o que contradiz (7i7) .

(1) = (ii) Seja a = (ay, ..., an,) € E™com a; # 0 para todo ¢ ou a; = 0 para um
tnico i. Fixe k € {1,...,m} tal que a; # 0 para todo ¢ # k. Para cada i # k, escolha
w; € E' com ¢; (a;) =1 e defina T € L (™E; F) por

T (21, .oy T) = @1 (21) -[l-g]-gom (Tm) T
Note que Ty, . a1 .aps1,am (2) = T (a1, ..., ap—1, %, Apq1, ..., @) = T para qualquer z €
E'. Logo, pelo Teorema de Dvoretzky-Rogers caso linear, Ty, . a1 api1,..am D30 € V(s

somante e, portanto, 7' nao ¢ v )-somante em a. =
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Corolario 4.2.3 Seja E um espaco de Banach de dimensao infinita, a = (ay, ..., ay) €
E™, om > 2. Se 115 ("E;FE) = L(M™E;E), entao, card {i:a; =0} > 2. Em
particular, se Hz(s . ((E;E) = L (?E;E), entdo, a é a origem.

Retomando os operadores mencionados na secao anterior, como aplicacoes de
nossa versao abstracta, sabemos, por meio das seguintes referéncias, que cada um deles

admite um teorema do tipo Dvoretzky-Rogers.

e Operadores multilineares absolutamente somantes. Ver [4].
e Operadores multilineares quase somantes. Ver [41].

e Operadores multilineares Cohen fortemente somantes. Ver a Tese [12].
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