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Resumo

Neste trabalho fazemos uma introducao as Curvas de Bézier, importante item
da aplicacdo matemética que originou-se na industria automobilistica francesa e que
tém aplicacoes em varias areas cientificas. Diversos conceitos basicos sao revisitados
tais como curvas definidas parametricamente, polinémios de Bernstein e polindmios
de interpolacdo. Ao longo do texto, é abordado o algoritmo de Casteljau para
construcao de curva e suas derivadas. Sao implementados exemplos de construcao

usando o GeoGebra e IXTEX.

Palavras-chave: Curvas de Bézier, Polinomio de Bernstein, Software Geogebra.
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Abstract

In this work we will make an introduction an important application mathematics
called Bézier curves. The history of this curve originated in industry automobile
French , and found many applications in various fields of science. Revisit some
concepts such as parametric functions, polynomials Bernstein and interpolation for
definition the curves Bézier. We will discuss the algorithm Casteljau which facili-
tates the construction of the curve and determine derivative. Throughout the text
we will implement some examples with Geogebra software and IXTEX in addition to
discuss relevant issues that arouse public interest.

Keywords: Bézier Curves, Bernstein Polynomials, Software Geogebra.
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Capitulo 1

Revisao matematica

1.1 Introducao

A educacao brasileira tem passado nas tultimas décadas por um periodo de gran-
des transformacoes, tanto no ambito da conducao das politicas educacionais quanto
no processo ensino-aprendizagem, estabelecido a partir da evolu¢do (as vezes in-
volu¢ao) das teorias de ensino. Tal revolugdo vem produzindo uma nova cultura,
colocando o conhecimento cientifico-tecnolégico na condicao de um efetivo e indis-
pensavel fator de producao no mundo capitalista.

O estabelecimento de eixos norteadores para o desenvolvimento de agoes que
promovam a efetividade e a eficicia do ensino-aprendizagem deve ser uma pratica
nas instituicoes de ensino, objetivando o atendimento de uma parcela cada vez maior
da populagao, em busca do desenvolvimento local, regional e nacional.

O ensino de matemaética vem passando por uma fase de revisao no que diz respeito
ao conteudo ministrado em sala de aula, revisitar alguns temas, as vezes sofisticados
mas de facil entendimento, pode ser uma excelente estratégia para incentivar a
curiosidade dos estudantes, e despertar o interesse pela matematica.

Neste trabalho de conclusao do curso de mestrado profissional fazemos uma breve
descricao sobre a histéria da Curva de Bézier e suas aplicagoes em intimeras areas
da ciéncia.

Uma revisao matematica com alguns tépicos que fundamentam a construcao das
Curvas de Bézier serd realizada neste primeiro capitulo. Vamos revisitar alguns
conceitos para melhor entendimento da definicao da Curva de Bézier. Comecamos
definindo curvas parametrizadas e polinémios de Bernstein. Por fim definimos in-
terpolacao, e introduzimos exemplos de interpolacao pelo polinomio de Lagrange e
interpolacao linear.

No estudo da curva de Bézier algumas atividades foram implementadas ao longo
da revisao matemaética para ilustrar os conceitos abordados. No segundo capitulo
serd apresentada a curva de Bézier e sua fundamentacao matemaética, com alguns
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exemplos implementados no Geogebra.

No terceiro capitulo abordamos alguns exemplos propostos e outros retirados do
livro de referéncia Farin [2].

Os resultados obtidos foram discutidos nas conclusoes e consideragoes finais, no
quarto capitulo.

O presente trabalho foi realizado com apoio da CAPES, Coordenacgao de Aper-
feicoamento de Pessoal de Nivel Superior.

1.2 Curvas parametrizadas

Em aplicagoes computacionais existem diversas maneiras de representar um ob-
jeto grafico, mas destacamos duas que sao comumente usadas a descri¢do paramé-
trica ou implicita.

Na descrigao paramétrica a curva é definida por uma funcao f : I c R - R2? f(¢) =
(z(t),y(t)), onde I é um intervalo na reta. Na fisica as equagOes paramétricas
possuem uma interpretacao interessante, considerando a variavel ¢t € [ como sendo o
tempo, a curva dada por f(t) representa uma particula no plano [10].

Uma reta, por exemplo, implicitamente representada pela equacao r : ax+by+c =
0, esta reta r pode ser representada no plano por um ponto P € r [9], e o vetor v
que determina a sua direcao, figura 1.1 . A forma vetorial da equacao paramétrica
da reta é dada por

F(t)=P+tv,teR.

Se P = (xo,y0),v=(v1,v2) e f(t) = (x(t),y(t)), entdo podemos escrever a equagao
paramétrica de r em coordenadas:

(2(t),y(t)) = (w0, 50) + t(v1,v2)

E facil perceber que podemos representar uma circunferéncia usando duas ma-
neiras distintas, por exemplo.

ou

x = 2sen(27t)
y = 2cos(27t)
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7 t=-5.2

Figura 1.1: Reta gerada da forma P + tv construida no Geogebra.

A primeira forma apresenta uma dificuldade, apenas os valores positivos de y sao
gerados, pois as coordenadas sao dadas por (z,V4 - x2), figura 1.2 . A forma para-
métrica gera todos os pontos da circunferéncia e de maneira suave para a maquina,
figura 1.3 .

Na equacao da elipse podemos simplificar bastante a expressao:

2 2
l'_+y_:1
R2 72

onde R ¢é o raio maior e r é o raio menor, figura 1.4 . Na forma paramétrica temos:
x = Rcos(2t)

y = rsen(27t)

Uma situacao bastante interessante é apresentada na figura 1.5, onde uma barra
tem suas extremidades nos eixos X e Y, podendo deslizar apenas ao longo dos eixos,
um ponto fixo descreve uma trajetéria que varia entre Elipses e uma circunferéncia
variando a posicao do ponto, figura 1.5.
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t=054

® a=-203

R=263

r=3.88

Figura 1.2: circunferéncia gerada da forma x2 + 32 = 4 construida no Geogebra.

1.3 Polinémios de Bernstein

Basicamente, um polindémio de Bernstein é capaz de aproximar uma funcao con-
tinua f definida em um intervalo fechado e limitado [a, b], bem como ajustar curvas
ou superficies.

Estes polindbmios também permitem uma aproximacao com conjunto de dados.
Mas nao necessariamente reproduz exatamente o conjunto de dados. Isto é, o grafico
da funcao de aproximacao nao passa através dos dados, mas perto deles. Como ferra-
menta de ajuste, estes polinémios tém varias vantagens, principalmente no desenho
assistido por computador(CAD) [5].

Ha circunstancias ou experiéncias que devem encontrar ou manter uma boa apro-
ximacao em vez de procurar interpolacao dos dados.Os polinomios de Bernstein sao
chamadas assim porque sao a base fundamental para a prova de Bernstein que condu-
ziu ao teorema da aproximagao de Weierstrass (ver apéndice B) . Esta demonstracao
tem um profundo impacto em muitas areas. Os polinémios de Bernstein estao liga-
dos com a teoria de Probabilidade, com problemas de momentos e com a teoria de
somas de séries divergentes.

O céalculo da expansao binomial
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t=0.18

T
-25

Figura 1.3: circunferéncia gerada da forma x = 2 cos(27t) e y = 2sen(27t).

- (t+(1—t))”:2( " ).(1—t)"-i.ti

)

com t € [0,1], 2 = 0,...,n; isto nos permite obter o polindbmio de Bernstein em
diferentes graus n.

Br(t) =( 7; ).(1—1&)”‘@’.#‘

comte[0,1],i=0,...,n
Bernstein de grau 1, figura 1.6:

Bernstein de grau 2. figura 1.7:
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t=0.18

Figura 1.4: Elipse gerada da forma z = Rcos(27t) e y = rsen(2mt).

B(¢) :( : ).(1—t)2.t0: (1-1)?

— Do

).(1—t)2‘1.t1=2(1—t)t

B3(t) = ( 3 ).(1—t)2‘2.t2 =2

Bernstein de grau 3, figura 1.8:
2
1

(
0-(3)4

)(1—t =(1-1)3
(1-t) it =31 -t)*t

(1-t)3 242 =3(1-t)t?

\_/v S W

N W
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t=6.32

14
t=6.32

By 6 c B2 .D—’IIZ//
t=6.32 |
* ¥

r=0.7

Figura 1.5: A trajetoria eliptica ou circular descrita por um ponto fixo na barra
dependendo da razao entre os pontos A e B.

Boa(t) +— e 3 £y a ()

0 1

Figura 1.6: Bernstein de grau 1.

Bi(t) = ( g ).(1—t)3‘3.t3 =3
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Bo2(t) — 1  Bsa(f)

Bl_,z(t) ‘—ﬁ\_\

0] 1

Figura 1.7: Bernstein de grau 2.

By z(t) —~ > Bs.s(?)
Bl‘f%(t) —“—‘\ /F BB.S(t)
¢
0 1

Figura 1.8: Bernstein de grau 3.

1.3.1 Propriedades dos polinémios de Bernstein

Podemos citar algumas propriedades dos polinomios de Bernstein [5]:

e 530 linearmente independente, de fato, dividindo Y7, c;t?(1 —t)"* = 0 por

(1-¢)" e usando s = & obtemos Y7, c;s* = 0 o que implica que ¢y =¢; = ¢y =

1t
w.=cp =0.

e Sao Simétricos,
n _ nn _ n ) _ 4\t — n 4\t 4t

Como a expressao 1 = (t+ (1 -1t))" pode ser escrita da seguinte forma:
1=((1-t)+1t)", explica esta propriedade na expansao binomial.

e Asraizessao Oe 1,
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1 1=0
B (0) = By(1) { ! para £ }

Verifique que para ¢t = 0 os termos t apresentarao valores nulos. Para t =1 os
termos 1 —t apresentarao valores nulos, isto pode ser facilmente comprovado
nos graficos apresentados anteriormente.

e A soma de todas particoes do polinomios de Bernstein possui valor 1,

Yiso BM(t) = 1, para todo t € R. Esta propriedade ¢ facilmente verificada para
expressao:

I=(t+(1-t))"= i( TZ ).(1—t)"—i.ti

i=0
Logo ao somar a expressao teremos como resultado o valor 1.

e Sdo positivos para (0, 1),
Yo B'(t) > 0, para todo t € (0,1)
Como t >0, (1-t) > 0 e os coeficientes binomial sdo positivos, podemos concluir

que Y7o By (1) > 0.

e Satisfaz a relacao de recorréncia

B (t) = tBp (1) + (1 -t) B (t),
onde B, =B",,=0e BY=1

Esta relagao de recorréncia vem da identidade:

()0

Os polinomios Bernstein, é gerados pela relacao de recorréncia , e pode ser cal-
culado utilizando um método semelhante ao utilizado para o célculo do binomial
onde os coeficientes estao no triangulo de Pascal. Cada valor é a média ponderada
dos dois valores mais proximos acima dele, onde os pesos sao t e 1 —t.

O polinémio de Bernstein segue o esquema de distribui¢ao generalizada abaixo:

By
By By
By BY Bj
By By By By
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Podemos ver a expansao até o quinto grau do polindémio:

1
L v N(1-1)
¢ (1-1)
L v N(1-p) L v N(1-p)
2 24(1-t) (1-1)?
L v N(1-1) L v N(1-1) L v N(1-1)
¢ 312(1- 1) 34(1 - 1)2 (1-1)?
L v N(1-p) b v N(1-p) L v N(1-p) L v N(1-p)
t4 4t3(1 - t) 6t2(1 -t)? 4t(1-1t)3 (1-1)*

1.4 Interpolacao

Entre os problemas que nos deparamos no dia a dia consiste em dada uma
tabela encontrar os valores de f(z) para um dado z. A aproximagao de fungoes
por polinémios ¢ uma das ideias mais antigas da analise numérica, e ainda uma das
mais usadas para resolver o problema supracitado. E bastante facil entender por
que razao isso acontece. Os polindmios sao facilmente computéveis, suas derivadas e
integrais sao novamente polindmios e suas raizes podem ser encontradas com relativa
facilidade [1].

A simplicidade dos polindmios permite que a aproximacao polinomial seja obtida
de varios modos, entre os quais podemos citar: Interpolacao, Método dos Minimos
Quadrados, Mini-Max, etc, portanto ¢ vantajoso substituir uma fun¢ao complicada
por um polinémio que a represente. Além disso temos o Teorema de Weirstrass
que afirma que: toda funcao continua pode ser arbitrariamente aproximada por um
polindémio.

Veremos aqui como aproximar uma funcao usando Métodos de Interpolagao Po-
linomial de Lagrange e Linear. Estes métodos sao usados como uma aproximacao
para uma fun¢ao f(x) em situagoes em que a func¢ao é extremamente complicada e
de dificil manejo. Entao, as vezes, é interessante sacrificar a precisao em beneficio
da simplificacao dos calculos.

1.4.1 Interpolador de Lagrange

Dados um conjunto de n + 1 pontos no plano grafico da fungao y; = f(z;), tais
que (z1,v1), (2,Y2), -y (Tps1, Yns1), ha polindomio de grau n, P(x), cujo grafico passa
pelos n+1 pontos dados, ou seja, P(x;) =y;,7 =1,...n+1. Assim, por um ponto tinico

11
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passa uma reta horizontal (polindmio de grau zero — constante), por dois pontos
passa uma reta (polinémio de primeiro grau), por trés pontos passa uma parabola
(polinémio de segundo grau), etc. H4 muitas maneiras pela qual se pode encontrar
o polindmio de grau n que passa pelos n +1 pontos dados, embora ele seja Ginico, ou
seja, o polinomio pode ser escrito de diversas formas equivalentes. Talvez a forma
mais simples seja a que chamamos Polinémio interpolador de Lagrange [1].

n+1

Py = Zpi(x)yia

i=1

onde cada p; é um polinomio de grau n definido por

(r—x1)(x=m2)..(x —2i1) (= Ti31) ... (T = Tpy1)
(z; —x) (x5 — w2) o (s — i) (s — Tig1) oo (X — Tpyr)
Como exemplo de aplicagao dada a tabela encontrar o polindémio interpolador de
Lagrange:

pi(x) =

zlf (2)

-1 15
0| 8
3| -1

Solucao:

P3(l’) =15x (z=0)(z-3) +8x (z+1)(2-3) 1 (z+1)(z-0) _ 15x xQZSI +8x% (x2—_2:1:—3) —1x z2+z

(-1-0)(-1-3) (0+1)(0-3) ~ ~ 7" (3+1)(3-0) — 3 12 -

Agrupando os termos semelhantes, segue que:
Py(x) = 22 - 62+ 8, figura 1.9 .

Vamos usar na figura 1.10 para interpolar utilizando o interpolador de Lagrange,
figura 1.11 .

1.4.2 Interpolador Linear

Suponhamos que a func¢do f(x) seja conhecida nos pontos x;,7=1,2,3,...n+1
onde f(x;) = y;. Temos entdao n intervalos entre pontos consecutivos (z;, z;11). A
maneira mais simples de unir estes pontos por uma linha continua é tracar uma reta
entre cada dois pontos (z;,9;) € (%41, Yir1). Vamos chamar de g;(z) a reta que une
os pontos (;,y;) € (Tis1, Yir1)-

A equacdo da g;(x) é, entdo,

Yi+1 — Yi Ay;
— =Yy; t+ —X; .
)$i+1 — T Y (x ’ )A%‘

gi(fﬂ) =yt (17 -
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entas Janela Ajuda

& en

» Janela de Visualizacio

r Janela de Algebra
Fung&o

L@ f(x) = x® —6x+ 8

= Fonto

e A= {-1, 15}

L@ B={0,8)

L@ c=4q3.-1)

Entrada

Figura 1.9: Usando o Geogebra para verificar o polinémio interpolador.

Fix) A
4 & s +E S . o
3 ==
:ﬂf‘-?x' e — B R e, S
2 &"i ; §r : e b,
I = b —
1° 2 3 4 5 FemgwsSo -10 11 12 13 x

Figura 1.10: Imagem de um pato usada na interpolagao.

Usaremos os dois métodos estudados para fazer uma interpolacao em uma figura
disposta em um plano cartesiano, para realizar a interpolacao foi usado o software
wxMaxima. O Polind6mio mais sinuoso linha vermelha ¢ o interpolador de Lagrange
enquanto que a linha Azul é o interpolador linear, figura 2.12 [I] .
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TR T

- N W

Figura 1.11: Pontos interpolados sobre a imagem do pato pelo polinomio de La-
grange.

funl —
fun2

Figura 1.12: Exemplo de interpolacao linear usando o software wxMaxima.
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Capitulo 2

Curvas de Bézier

2.1 Uma breve historia das curvas de Bézier e sua
importancia

Arquitetos navais renascentistas na Italia foram os primeiros a usar técnicas en-
volvendo secgoes conicas [2]. Antes disso, os navios eram feitos a mao, sem qualquer
matematica envolvida. Essas técnicas de design foram refinadas através dos séculos,
culminando com o uso de vigas de madeiras dobradas nas formas ideais através de
pesos, vem dai a origem do nome "splines". No inicio do século XX, com o invento
dos avides o uso das seccoes conicas foram mais difundidas devido & necessidade de
suavizar a trajetoria do ar ao longo da superficie da aeronave. O automével surgiu
como um dos icones do século XX, precisando de novos projetos que viabilizasse a
producao em massa, com o uso de CAD/CAM (desenho auxiliado por computador
Fabricagao assistida por computador).

Figura 2.1: Projeto de veiculo usando curvas de Bézier.

No final da década de 1950, tornou-se possivel a usinagem em 3D de blocos de
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2.1. UMA BREVE HISTORIA DAS CURVAS DE BEZIER E SUA
IMPORTANCIA CAPITULO 2. CURVAS DE BEZIER,

madeira ou aco, na construcao dos moldes. Estes moldes poderiam, entao, ser usa-
dos como matrizes para estampagem de pecas como o capo e a lataria de carros. O
grande problema destes métodos de producao foi a falta de software adequado que
permitisse a comunicacao com as maquinas. A fim realizar desenhos em computa-
dores, geralmente contamos com linhas e curvas. As linhas sao faceis de desenhar
dando ao computador o primeiro e ultimo ponto temos informacao suficiente para
gerar os pontos colineares aos pontos dados. As curvas, no entanto possuem um
grau de complexidade maior, embora possamos desenhar curvas com facilidade a
mao livre, nos computadores estas curvas precisam ser definidas como uma funcao
matematica, mas nem todas as funcoes que conhecemos podem se adequar a mai-
oria dos problemas de computacao grafica. Outro problema encontrado era que as
curvas precisavam ser representadas numericamente. O uso de formas paramétricas
surgiram como solucao, pois até entao nao era possivel gerar curvas muito complexa
que pudessem ser interpretadas por maquinas de controle numérico os CNC’s.

As curvas de Bézier foram bastante promissoras e sao usadas na maioria das
situacoes em que se requer o desenho de uma curva. A homenagem ao engenheiro
Francés Pierre Bézier(1910-1999), se deve ao fato dele ser o principal responsavel
por leva-las ao conhecimento de todos através de seus trabalho de design (traba-
lhando para a Renault durante muitos anos e publicando suas investigacoes em
1962), embora ele ndo tenha sido o primeiro. Podemos ser tentados a dizer que o
matematico Paul De Casteljau foi o primeiro, investigando a natureza dessas curvas
em 1959, enquanto trabalhava na Citroén, no entanto, De Casteljau nao publicou
seu trabalho.

Figura 2.2: Formas geradas por alguns software usando as curvas de Bézier.

As curvas Bézier foram desenvolvidas de forma independente por De Casteljau
da Citroén e por Bézier na Renault servindo para desenvolvimento de um método de
producao de automoveis, fazendo com que estas empresas possuissem um design mais
suave e agradavel em seus produtos. Independente de quem criou o que importa é que
essas curvas sao bastante tteis, pois ligando varias curvas de Bézier sua combinacao
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gera uma Uunica curva suave. Ao desenhar em softwares como o Photoshop, Flash
ou Inkscape, as curvas desenhadas sao simplesmente Curvas de Bézier, figura 2.2 .

As Curvas de Bézier se diferenciam de outras técnicas na época por terem uma
grande flexibilidade e alta capacidade de adaptacao. Elas podem ser construidas
em qualquer comprimento e diversidade de forma, unindo o ponto de extremidade
de uma curva ao ponto de inicio de uma outra. Estas curvas podem expandir e se
transformar em superficies de Bézier.

Entre as aplicagoes recentes, temos o uso de software em cirurgias plasticas onde
o paciente pode visualizar os contornos antes do procedimento, figura 2.3.

Figura 2.3: Usando curvas em cirurgias plasticas.

O Processo de construcao da curva de Bézier é bastante intuitivo, levando o
usuario a realizar uma construg¢ao sem grandes conhecimentos, isto era favoravel,
pois os designs nao dominavam os conceitos de matemética. Ao longo das décadas a
computacao grafica se tornou uma grande ferramenta para construgoes geométricas.
No ambito de ensino o estudo das curvas de Bézier permite revisitar alguns concei-
tos como proporcionalidade, geometria analitica, parametrizacao de curvas, médias,
funcoes e polindmios. Aplicagoes como criacao de ambientes virtuais, construcao de
desenhos animados, ajustamento de curvas, reconstrucao de figuras em 3D e na me-
dicina em processamento de imagens podem ser citadas, o que é bastante motivador
observar os conceitos matematicos sendo utilizados no mundo real.

Ao longo do trabalho estudamos os conceitos basicos que levaram ao seu desen-
volvimento como os polindmios de Bernstein e curvas paramétricas. Faremos uma
abordagem sobre as propriedades das curvas de Bézier, e casos especiais. Com os
conceitos basicos estudados no capitulo anterior definimos as Curvas de Bézier e
desenvolvemos as ideias intuitivas para gerar estas curvas. O Conhecimento do Al-
goritmo De Casteljau facilita a implementagao posterior em software matematicos
como wxMaxima e o Geogebra.

Por fim, mostramos exemplos propostos e outros sugeridos no livro de referéncia
[2]. A computagdo grafica ¢ um combustivel motivador para o estudo das Curvas de
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Bézier, esta atualizado com as bases deste tema traz uma seguranca para abordé-lo
durante as aulas. O tema revisa alguns contetidos matematicos bésicos, e serve bem
como aplicacao do conhecimento. Fazer uma comparacao da curva de Bézier com
outros métodos de interpolagao como o Polinomio de Lagrange e a interpolacao linear
¢ bastante relevante para o estudo, pois traz uma resposta clara pela predilecao por
£SSas Curvas.

2.2 Definicao das Curvas de
Bézier

Essencialmente o que a construcao de De Casteljau faz é uma média ponderada
entre diversos pontos dados inicialmente. Os pesos desta média em cada ponto sao
funcoes do parametro t; como em cada etapa faz-se uma interpolacao linear sobre
os pontos da etapa anterior essas funcoes sao polindmios de grau n, verifique que
temos n + 1 pontos e o polindmio ¢ um grau menor que o niumero de pontos [9].

As curvas de Bézier podem ser definidas como:

C) = PBI()

em que B! sao os polinomios de Bernstein de grau n e P; sao os pontos de controle
escolhidos previamente. Temos entao:

z(t) = ;%Bf(t)

ymzimwm

Problema: Ache a curva de Bezier que possui os pontos de controle: (z,y) =(2,2),
(1,1.5),(3.5,0),(4,1)
Soluc¢ao:

x(t) =2B3(t) + 1B} (t) + 3.5B3(t) + 4B3(t) =
23 + 12(1 - t) +3.5t(1 - t)* +4(1 - t)% =
3+ 12t2 - 17t +8

5 .

y(t) = 2B3(t) + 1.5B} () + 0B3 (t) + 1B3(t) =
2(83) + L5(t3) (1 -t) + 0t((1 - t)*) + 1((1 - t)?) =
3 —9t2 + 6t — 2
2
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2.2.1 Propriedades das Curvas de Bézier

Algumas propriedades das curvas de Bézier [2] sao:

e Invariancia a transformacgoes afins: Interpolacao linear é invariante a
transformacoes afins. A curva de Bézier é gerada por interpolacoes lineares
alinhadas. Logo, também ¢ invariante a transformacoes afins. Ou seja, calcu-
lar um determinado ponto na curva de Bézier original e, em seguida, aplicar
uma transformacao afim ou aplicar esta mesma transformacao afim a todos os
pontos de controle e, em seguida, gerar o ponto na curva de Bézier, nao fara
diferenca alguma.

e Invariancia a transformacoes afins de parametros: Muitas vezes, se
pensa que uma curva de Bézier é definida ao longo do intervalo [0, 1]. Isto é
feito porque ele é conveniente, nao porque ¢é necessario. O algoritmo De Castel-
jau é "cego"para o intervalo real, pois é a curva é definida usando proporcoes.
Pode-se, portanto, pensar na curva como sendo definida sobre qualquer inter-
valo arbitrario a < u < b na reta real, onde ¢ = {=*. Esta propriedade ¢ herdada
a partir do processo de interpolacao linear. Novamente, a interpolacao linear
¢ invariante a transformacoes afins de parametro. E assim é, também, a curva
de Bézier. Ou seja, podemos definir uma Curva de Bézier no intervalo [a,b]
da seguinte maneira:

b-u o, u-a .
by (u) = bfb(u)f L mb(u)nf

Esta propriedade é particularmente interessante para compor objetos com mais
de uma curva de Bézier que tenha alguma propriedade particular desejada.

e Propriedade do involucro convexo: Para t € [0, 1],"(t) localize-se dentro
ou na borda do invélucro convexo da poligonal de controle.

Isto ocorre uma vez que cada b, intermediario é obtido como uma combinacao
baricéntrica convexa anterior b§‘1 em nenhum passo do algoritmo De Casteljau
que produz pontos fora do invélucro convexo de b;. Uma simples consequéncia
da propriedade fecho convexo é que o controle planar do poligono sempre gera
uma curva plana. A importancia da propriedade fecho convexo estd no que
é conhecido como verificacao de interferéncia. Suponha que queremos saber
se duas curvas Bézier se cruzam, por exemplo, cada um pode representar o
caminho de um braco de robo, e nosso objetivo é ter certeza de que os dois
caminhos nao se interceptam, evitando assim colisoes dos robos. Em vez de
realmente calcular uma possivel interseccao, podemos realizar um teste muito
mais simples: circunscrever a menor caixa possivel em torno de cada curva de
modo que suas bordas sejam paralelas ao sistema de coordenadas. Tais caixas
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sao chamadas Minmax, e sao criadas pelas coordenadas minimas e maximas
do poligono de controle. Claramente cada caixa contém o seu poligono de
controle, seu involucro convexo e a curva de Bézier correspondente, figura 2.4
. Podemos verificar se as duas caixas estao sobrepostas, tendo assim a certeza
de que as duas curvas nao se cruzam. Se as caixas se sobrepoem, nos terfamos
que realizar uma modificacao nos pontos de controle das curvas.

Figura 2.4: Involucros convexo nas curvas Curvas de Bézier variando os pontos de
controle.

e A curva de Bézier interpola sempre os extremos: a curva de Bézier
passa sempre através dos extremos by e b,, tendo como base a propriedade
das raizes dos polindémios de Bernstein temos: v7(0) = by , b*(1) = b, os dois
pontos extremos da curva sao os mais importantes na construcao, e a inversao
de posicao nao interfere no formato da curva.

2.2.2 Algoritmo de Casteljau

O algoritmo descrito ¢ fundamental para o dominio da curva de Bézier, no en-
tanto é surpreendentemente simples. Seu principal atrativo é a bela interacao entre
geometria e a algebra [2] [5].
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Descricao do algoritmo:

Entrada: um conjunto n pontos p{, e um valor de ¢ € R.

Saida: Um ponto pfj calculado através de interpolacoes sucessivas avaliadas em t.
DECASTELJAU (p?,t)

(1) facar=1atén

(2) facai=0até n—r

(3) p; < (1-t)pj~" + ;1.

Os pontos obtidos na saida representam a curva de Bézier e os que foram usa-
dos na entradas recebe o nome de poligono de controle, os pontos intermediarios sao
bastantes tteis na implementacao de superficies, figuras 2.5, 2.6 e 2.7 . Usualmente
o valor de t € [0,1].

Podemos representar o algoritmo segundo o esquema:

Po
P P(l)
2

P2 P1 D
Pn Pny Prg v P
A regra do algoritmo de Casteljau é tomar sempre a média ponderada de dois
pontos, gerando um ponto na proxima linha conforme o esquema apresentado acima.
O algoritmo finaliza quando o Wltimo ponto é gerado, o mesmo procedimento é
repetido para varios valores de ¢ no intervalo [0, 1], assim obtemos o perfil da curva.
No exemplo encontrado em Farin [2]: Dados os pontos (0,0), (0,2), (8,2) e (4,0)
com t = %, temos o esquema representado acima

o
_0_

0] [o]

2| |1

s [4] [ 2]

2 2 _g_

[ 41 [6] [ 5 g
0 1 3 s

Verifique que todos os pontos que aparecem na figura foram calculados no es-
quema do exemplo, figura 2.8.
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2.2.3 Calculo da Derivada em relacao a Curva de Bézier

Sabemos que a Curva de Bézier é definida por n+1 pontos de controle Py, P, ..., Pu1
e tem a seguinte equagao:
C(u) =Y PBMt),a<u<b, t= Z ‘.
-a
em que BI(t) ¢ definida por:
n! . .
B (t) = ———t"(1-t)"".
i (1) =1l (1-1)

Uma vez que os pontos de controle sao constantes e independentes da variavel ¢
, 0 célculo da derivada da curva C'(t) se reduz ao calculo das derivadas de B'(t).
Com algumas manipulacoes algébricas simples, temos o seguinte resultado para :

%B?(t) = B"(t) = (B (1) - B (1)).

Entdo, calculando a derivada da curva C(u) temos o seguinte:

%C(t) o) = nzo B (t)n( P - P).

Usamos Apg =n(Py— Fy), Ap1=n(Py— Py), Apy =n(Ps = Py), -+, App_y = n( Py, -
P,_1), a expressao acima se reduz ao seguinte:

n—1
C'(t) =) Bi(t) & pi.
=0

Dados os pontos (0,0), (0,2), (8,2) e (4,0) com ¢ = 3, encontrar a primeira derivada
para o valor de t = %, figura 2.9 :

BIGNN
BIEIEIE

Uma alternativa para o calculo da derivada seria usando a diferenga p? — pZ:
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HEHEN

Para calcular derivadas de ordem superior usamos esta expressao para o operador
de diferenca:

— -1 -1
ATpj= AT P = AT ;.

Listamos alguns exemplos:

Ap; = p;
A'p; = P — pi
APp; = Piva = 2P + D;
A%D; = Pivs = 3Pixa + 3Piv1 — Pi-

Este fator a direita sao os coeficientes binomiais, formando um triangulo de
Pascal, este padrao se mantém e podemos generalizar:

r

ATpi=) ( g ) (=1)"pis;

=\ J

A r-ésima derivada da curva de Bézier é dada por:

dr nl oo
—(m - AT .Br'z—t )
dt’"C (t) (n—r)! 2, A"piB ()

=0
Observamos dois casos especiais para t =0 e t = 1, onde obtemos:
dr n!

o m - 3 Ar
dt’"O (0) (n-r)! Po

a . n!

dt (1) = (n—r)! A" Puer.

2.2.4 Calculo da integral da Curva de Bézier

A curva de Bézier representada por:

7 u-—a
Cu) = Y B (1)t = 5
i=0

23



2.2. DEFINICAO DAS CURVAS DE
BEZIER CAPITULO 2. CURVAS DE BEZIER

em que a integral é dada por [2] [5]:

n+1

c(u) = / C(u)du = ; c; B (t)
onde

b-a
+1

C; =Ci—1 T Di-1 =

b-a .
1(p0 +p1+---+pz-_1),lzn+1,---,1

Co +

e ¢p ¢ a constante de integragao, isto pode ser verificado derivando c(u). A partir da
expressao anterior e da C'(u) que interpola os extremos pg e p, se deduz a seguinte
igualdade:

b-—a
fC(u)du_ m(po +p1+ o+ D)

e em particular:
1 1
BrLo(t)dt =

0 n+1
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n
RS

Figura 2.5: Pontos da curva com trés Pontos de controle gerada segundo o algoritmo
de Casteljau e habilitando o lugar geométrico no Geogebra
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t=037

S —

Figura 2.6: Curvas de Bezier com trés usando o rastro no geogebra.

t=0.56

Figura 2.7: Curvas de Bézier com quatro pontos de controle usando o rastro.
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= Lugar Geométrico
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Figura 2.8: Pontos gerados pelo algoritmo De Casteljau com ¢ = 0.5.
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Figura 2.9: Derivada da Curva gerada pelos pontos (0,0),(0,2),(8,2) e (4,0) .
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Capitulo 3

Exemplos

Neste capitulo resolvemos alguns exemplos propostos sobre Curvas de Bézier,
dois destes estao no livro de referéncia [2] .

3.1 Exemplos

Vamos apresentar alguns exemplos de construcoes e aplicacoes das curvas de
Bézier.

3.1.1 Exemplo 1

Como primeiro exemplo vamos detalhar os passos para a construcao da Curva
de Bézier usando o Geogebra.

Como primeiro exemplo usamos um poligono de controle com 17 pontos escolhi-
dos aleatoriamente no Geogebra usando o mouse para determinar os pontos, como
vemos na figura 3.1. Concluida a escolha dos pontos, implementamos o algoritmo De
Casteljau nas planilhas disponivel do software usando o parametro ¢ para determinar
os pontos ao longo da curva de Bézier.

Para concluir e desenhar a curva usamos o comando lugar geométrico do tiltimo
ponto gerado na planilha em funcao parametro ¢ observado na figura 3.3. Podemos
verificar a movimentacao dos pontos gerados no algoritmo de Casteljau ao variar o
parametro ¢t com incrementos de 0.2, na figura 3.2.

3.1.2 Exemplo 2

No exemplo 2 temos uma implementacao da curva usando trés coordenadas no
espaco. Os pontos escolhidos sao: (2,0,0),(-1,-3,2),(-,3,2) e (-2,0,0). Estes
pontos seguem uma dada simetria e foram utilizados para gerar um feito interessante
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Figura 3.1: Poligono de controle formado por 17 pontos.
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Figura 3.2: Poligono de controle formado por 17 pontos variando o ¢ com incrementos

de 0.2.
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Figura 3.3: Poigono de controle formado por 17 pontost = 0.5.

na curva no espago. Usamos as planilhas do software Geogebra para gerar os pontos
intermedifios, e o lugar geométrico para determinar a curva mostrada na figura 3.4.

Figura 3.4: Curva de Bézier usando trés coordenadas no espago.

3.1.3 Exemplo 3

NAs figuras 3.5, 3.6 e 3.7 tentamos gerar um espiral usando como pontos de
controle os vértices de figuras pentagonal inscritas.

30
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Figura 3.5: Gerando o Poligono de controle com os dois pentagonos.

Figura 3.6: Implementando o algoritmo de Casteljau e variando t.

3.1.4 Exemplo 4

O método para gerar a curva ¢ idéntico ao utilizado no exemplos anterior, em
particular a figura 3.8 possui uma sequéncia de triangulos equildteros e os vértices
estao localizados no ponto médio do antecessor.
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Figura 3.7: Usando o lugar geométrico para gerar a Curva de Bézier em Espiral.

3.1.5 Exemplo 5

Este exemplo foi retirado do livro do Farin [2] capitulo 4. Suponha uma curva
de Bézier planar tem um poligono de controle que é simétrico com respeito ao eixo
y. Esta curva também é simétrica em relacao ao o eixo y? Considerar o poligono
de controle (-1,0),(0,1),(1,1),(0,2),(0,1),(-1,1),(0,2),(0,1) e (1,0). Ao gerar a
curva sugerida no problema veja que nao existe uma simetria com o eixo y, figuras
3.9e€3.10 .

3.1.6 Exemplo 6

O exemplo das figura 3.11, 3.12 e 3.13, é bastante pratico, inserimos uma figura
no nosso caso um pato em pleno voo, escolhemos alguns pontos para gerar a curva. A
implementacao é feita utilizando o algoritmo de Casteljau como nos casos anteriores,
e usamos o lugar geométrico para determinar a Curva observada na figura 3.13 . A
silhueta formada pela curva é bastante proxima do perfil aerodinamico do pato.

3.1.7 Exemplo 7

Mais um exemplo encontrado em Farin [2] capitulo 5 que trata de derivada. Con-
sidere a curva de Bézier cibica dada pelos pontos de controle (1,0), (-1,1),(1,1) e
(-1,0). Em t = 1/2, esta curva possui um limite: a sua primeira derivada desapa-
rece e mostra uma curva fechada, ao permutar os pontos de A ¢ B mantendo assim
um poligono de controle simétrico. Observe na figura 3.14 que a derivada nos pontos
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Figura 3.8: Espiral formada por alguns pontos de controle de uma sequéncia de
triangulos.

dados nao existe para ¢t = 0.5. Gerar outras configuracoes simétrica onde também
nao existe derivada para t = 0.5, na figura 3.15 e 3.16 .
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t=022

Figura 3.9: Implementagao do algoritmo de Castejau.

:
o

/
] EA v

Figura 3.10: Curva gerada pelos pontos (-1,0), (0,1), (1,1), (0,2), (0,1), (-1,1),
(0,2), (0,1) e (1,0).
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Figura 3.11: Escolha dos pontos sobre a imagem.

t=0.59

Figura 3.12: Variando o parametro ¢t observamos os pontos intermediarios gerados.
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CAPITULO 3. EXEMPLOS

Figura 3.13: Curva gerada usando o lugar geométrico.

-

0.5

0.5

N

Figura 3.14: Curva gerada para os pontos (1,0),(-1,1),(1,1) e (-1,0) em t =0.5 a

derivada nao existe para estes valores.
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-
t=0.5
- 151
A C
1ﬁ -
0.5
/ B
- :
-1.5 -1 -0.5 o 0.5 1

Figura 3.15: Curva gerada para os pontos (0,1),(0,0),(1,1) e (-1,0) em ¢ =0.5 a
derivada nao existe para estes valores.
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Figura 3.16: Curva gerada para os pontos (0,-1),(0,2),(1,1) e (-1,0) em t =0.5 a
derivada nao existe para estes valores.
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Capitulo 4

Resultados e Consideracoes Finais

Neste Capitulo, fizemos algumas observacoes sobre os exemplos abordados no
capitulo 3, e por fim as consideracoes finais sobre o tema estudado.

4.1 Resultados

A implementacao usando o algoritmo De Casteljau facilita bastante a construgao
da curva de Bézier, ao contrario do processo com segmentos de reta, a implementacao
usando o software Geogebra ocorre com muita eficiéncia usando a aba de planilha.
O uso do comando lugar geométrico desenha a curva de Bézier muito melhor que
o comando rastro, além de permitir uma reconfiguracao instantanea da curva ao
mudar os pontos de controle, figuras 3.1, 3.2 e 3.3.

Na curva de Bézier com os pontos de controle dados segundo trés coordenadas no
espacgo, a implementacao via algoritmo De Casteljau é essencial para sua construcao,
pois o software demonstra uma certa dificuldade na manipulacao de segmentos de
reta no espaco, algo que é aceitavel dado o fato da versao em trés dimensoes ser
bastante recente. A implementacao realizada na figura 3.4 devido a escolha de
pontos simétricos tornou a curva bastante interessante transpondo lateralmente o
eixo 2.

Nas espirais usamos como pontos de controle poligonos inscritos, nas figuras 3.5
e 3.8 alguns pontos do vértices foram omitidos dos pontos de controle para que nao
houvesse uma auto-interseccao da curva. FKEstas duas situacoes espirais poderiam
simular um escoamento rotacional de uma particula.

O exemplo das figuras 3.9 e 3.10 apesar de serem simétricos os trés pontos se
repetem no poligono de controle gerando uma auto-intersec¢ao na curva, do contrario
ocorreria uma simetria na curva em relacao ao eixo y.

A implementagao usada nas figuras 3.11, 3.12 e 3.13 é um exemplo bastante
oportuno que pode ser utilizado em situagoes diversas onde se deseja determinar a
silhueta de uma imagem através dos pontos de contorno. A variacao do parametro
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4.2. CONSIDERACOESRIFINAIS RESULTADOS E CONSIDERACOES FINAIS

t é capaz de simular o fluxo aerodinamico ao longo do dorso do pato. A situacao
apresentada pode servir de motivacao para modelar fluxos liquidos ou gases.

O problema sugerido em Farin [2] representado nas figuras 3.14, 3.15 e 3.16,
demonstra como a simetria dos pontos gera uma curva cuja derivada para t = 0.5
nao existe, ao variar a posicdo dos pontos A e B, gerando posicoes simétrica entre
os quatro pontos notamos esta propriedade.

4.2 Consideracoes finais

O estudo das curvas de Bézier ¢ um exemplo de aplicagao matemaéatica que leva a
uma profunda discussao em temas diversos. Abordamos ao longo do texto funcoes
paramétricas, polindmios, Binomio de Newton, triangulo de Pascal, proporgoes, ve-
tores, derivadas e integrais. Alguns conceitos bastante tteis em computagao grafica
foram introduzidos, o que proporciona um combustivel na motivagao pelo tema. As
curvas de Bézier sao parte introdutoria para curvas mais eficientes como os B-splines
e as superficies de Bézier, que poderiam ser tratadas em situacoes posteriores.

A contribuicao deixada por esta dissertacao pode ser vista com um aditivo mo-
tivador da criatividade humana no processo de ensino-aprendizagem. As transfor-
macoes que ocorrem na educacao, além da necessidade de formar alunos que sejam
capazes de investigar situagoes e tomar decisdes ou tirar suas proprias conclusoes
sobre os resultados, estimulam o professor a desenvolver atividades como as descritas
neste trabalho.
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Apéndice A

Construindo curvas
de Bézier usando o

Geogebra e com o IATEX

A.1 Introducao

Neste apéndice mostramos algumas forma de construcao da curva de Bézier
utilizando o Geogebra de maneira detalhada e o BTEX. O fato de ser implementado
em variados programas mostra a importancia dessas curvas de Bézier e que elas
podem ser utilizadas em vérias aplicagoes. Véarios pacotes e implementacoes do
ETgEXforam encontradas em uma breve pesquisa. A seguir vamos mostrar alguns
neste apéndice.

A.2 Construcao no Geogebra

1°Passo: Clique na opgao Ponto mostrado pela seta vermelha na aba da figura
Al

2°Passo: Escolha quatro pontos no ambiente de construcao do Geogebra, como
monstra na figura A.2.

3%Passo: Selecione a opg¢ao segmento nas ferramentas do Geogebra, como mons-
tra a figura A.3.

4°Passo: Clique nos pontos A e B para gerar o segmento de reta a, como monstra
na figura A.4.

5%Passo: Construa os outros dois segmentos b e ¢, como monstra a figura A.5.

6°Passo: Selecione a opcao controle deslizante para inserir o parametro ¢ na
construcao da curva, figura A.6 .

7°Passo: Clique no ambiente de construcao e aparecerd um menu para alterar
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APENDICE A. CONSTRUINDO CURVAS
DE BEZIER USANDO O

A.2. CONSTRUCAO NO GEOGEBRA GEOGEBRA E COM O BTEX
B Geobeba h - o
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Figura A.2: Escolha dos Pontos.

o nome e os valores maximos e minimos para t, como monstra a seta vermelha na
figura A.7 e A.8.
8°Passo: Clique na caixa de entrada para inserir a expressao, figura A.9 .
9°Passo: Insira a expressao t(B — A) + A na caixa de entrada, como monstra a
figura A.9.
10°Passo: O ponto E ¢ gerado com o 92 passo como monstra a figura A.10.
11°Passo: Usando a caixa de entrada gere os pontos F' e GG, como monstra a
figura A.11.
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) DE BEZIER USANDO O
A.2. CONSTRUCAO NO GEOGEBRA GEOGEBRA E COM O BTgX
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Figura A.4: Segmento gerado pelos pontos A e B.

12°Passo: Construa os segmentos ligando os pontos £ ao F e F' ao G, como
monstra a figuras A.12 e A.13.

13°Passo: Use a caixa de entrada para gerar o ponto H com a expressao t(F -
E)+FE e t(G - F) + F para gerar o ponto I, como monstra a figura A.14 ¢ A.15 .

14° Passo: Construa um segmento entre os pontos H e I, figura A.16. O ultimo
ponto é gerado usando a caixa de entrada com a expressao t(I - H)+ H, figura A.17

15°Passo: Use o lugar geométrico na barra de ferramenta conforme monstra a
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A.2. CONSTRUCAO NO GEOGEBRA GEOGEBRA E COM O ETgX
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Figura A.5: Construgao dos segmentos dos pontos B, C e D.
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Figura A.6: Implementacao do controle deslizante.

seta vermelha, figura A.18 . Clique no ponto J e no controle deslizante para gerar
a Curva de Bézier, figura A.19 .

16°Passo: Mova o controle deslizante para verificar o movimento dos segmentos
e do ponto J ao longo da Curva de Bézier, figura A.20 .
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Figura A.7: Definindo o interlalo do parametro ¢.
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Figura A.8: Controle deslizante t.

A.3 Usando o PSTricks

Uma forma de gerar curvas de Bézier com o KIEX é utilizando o comando:
\psbezier*[par]{arrows}(x0,y0) (x1,y1) (x2,y2) (x3,y3) O \psbezier dese-
nha uma curva com os quatro pontos de controle. Assim como foi visto na teoria,
a funcao interpola os primeiro e o tltimo ponto, com os pontos intermediarios exer-
cendo influéncia sobre a trajetoria [12]. O exemplo:
\psbezier[linewidth=2pt,showpoints=true]{->}(0,0) (1,4)(2,1)(4,3.5),
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Figura A.9: Construgao do ponto sobre o segmento usando a caixa de entrada.
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Figura A.10: Ponto sobre o segmento AB.

mostra a curva da figura A.21.

O comando showpoints=true coloca todos os pontos de controle, e 0s conecta
por linhas tracejadas, isto é util quando se ajusta a curva de bezier.
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Figura A.11: Pontos F e G sobre os segmentos BC e CD.

Aruw Edter Exioir Dngszs Ferramentas anela Aluda Entar

Figura A.12: Construcao do segmento EF.

A.4 Usando o ambiente figure

Existe a possibilidade de gerar curvas quadraticas de Bézier dentro do ambiente
picture, mas é necessario fazer alguns calculos [4]. O comando

\multiput (x1,y1) (x2,y2){n}{objecto}

Tem 4 argumentos: o ponto inicial, o vetor de translacao de um objeto para o
proximo, ntimero de objetos, e o objeto a ser desenhado. O comando:
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Figura A.13: Segmentos EF e FG.
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Figura A.14: Construcdo dos pontos sobre os segmentos EF e FG.

\linethickness

aplica-se a segmentos horizontais e verticais mas nunca a segmentos de reta obli-
quos ou circulares. No entanto, é aplicado a curvas quadraticas de Bézier. Os co-
mandos \put(x, y){\oval(w, h)} ou \put(x, y){\oval(w, h)[posig&dol} pro-
duzem uma oval centrada em (x, y) com largura w e altura h. O argumento opcional
posi¢ao que pode ser um entre b, t, 1, r, refere-se a top (topo), bottom (fundo), left
(esquerda), right (direita), e podem ser combinados como ilustra o exemplo.
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Figura A.16: Gerando o ponto J usando a caixa de entrada.

\setlength{\unitlength}{0.75cm}
\begin{picture}(6,4)
\linethickness{0.075mm}
\multiput(0,0) (1,0){7}%
{\1line(0,1){4}}

\multiput(0,0) (0,1){5}%
{\line(1,0){6}}

\thicklines
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Figura A.18: Sele¢ao do lugar geométrico na barra de ferramenta.

\put (2,3){\oval(3,1.8)}
\thinlines

\put (3,2){\oval(3,1.8)}
\thicklines

\put (2,1){\oval(3,1.8) [t1]}
\put (4,1){\oval(3,1.8) [bl}
\put (4,3){\oval(3,1.8) [r]}
\put (3,1.5){\oval(1.8,0.4)}
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Figura A.19: Gerando a curva de Bézier em relagao ao ponto J e o parametro t.

\end{picture}

A espessura das linhas pode ser controlada com dois tipos de comandos:
\linethickness{comprimento} por um lado, \thinlines e \thicklines por ou-
tro. Enquanto que \linethickness{comprimento} s6 se aplica a linhas verticais e
horizontais (e curvas quadraticas de Bézier), \thinlines e \thicklines aplicam-se
também a segmentos obliquos assim como a circulos e ovais.

No exemplo seguinte a figura mostra o efeito do comando \linethickness em
linhas horizontais ou verticais, e o efeito dos comandos \thinlines e \thicklines
em segmentos de reta obliquos. Também mostra que ambos os tipos de comando
afetam as curvas quadraticas de Bézier, cada comando substituindo todos os ante-
riores.

\setlength{\unitlength}{1.0cm}
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Figura A.20: Variacao do ponto J usando o controle deslizante

\begin{picture}(6,4)
\centering
\linethickness{0.075mm}
\multiput(0,0) (1,0){7}
{\1line(0,1){4}}

\multiput(0,0) (0,1){5}
{\line(1,0){6}}

\thicklines
\put(0.5,0.5){\1ine(1,5){0.5}}
\put (1,3){\1line(4,1){2}}
\gbezier(0.5,0.5) (1,3)(3,3.5)
\thinlines
\put(2.5,2){\1line(2,-1){3}}
\put(5.5,0.5){\1ine(-1,5){0.5}}
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Figura A.21: Curva gerada com o comando psbezier

\linethickness{1imm}
\gbezier(2.5,2)(5.5,0.5) (5,3)
\thinlines

\gbezier(4,2) (4,3)(3,3)
\gbezier(3,3) (2,3) (2,2)
\gbezier(2,2) (2,1) (3,1)
\gbezier(3,1) (4,1) (4,2)
\end{picture}.
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A.5 Usando o PGF

Neste procedimento temos outra forma de desenhar as curvas de Bézier.
\path . . . ..controls <c> and <d>..<y> ou cycle> ...;
Este comando gera as curvas de Bézier quadraticas, logos os pontos de controle sao
dados trés a trés, no caso ¢, d e y sao pontos [§]. outra op¢ao é terminar com o
atributo cycle. Vemos dois exemplos de utilizacao do comando.

\begin{center}

\begin{tikzpicture}{!c}

\draw[line width=5pt] (0,0)..controls(4,4),..(8,4)
..controls(8,4)and(10,4)..(10,0);

\draw[color=gray] (0,0)--(4,4)--(8,4)--(8,4),--(10,4)--(10,0);
\end{tikzpicture}

\end{center}

\begin{center}

\begin{tikzpicture}

\draw[line width=10pt](0,0),--,(10,0) .. controls;,(5,5). . cycle;
\end{tikzpicture}

\end{center}
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A.6 Usando o TEXdraw

Curvas de Bezier desenhadas com o pacote TEXdraw usa quatro coordenadas
de referéncia, duas como os pontos finais e outras duas para controlar a forma da
curva.

\clvec (x1 y1)(x2 y2)(x3 y3)

A curva é desenhada a partir da posi¢ao atual até a coordenada (y3 x3). As coorde-
nadas (x1 y1) e (Y2 x2) servem como pontos de controle para a curva [3]. Apenas
a ultima cota dada é utilizado para atualizar o tamanho do desenho. Note-se que
apenas 3 pares de coordenadas sao especificados. O outro ponto é a posicao atual
antes do comando \clvec ser executado. Apenas a ultima coordenar especificada
no comando \clvec é usado para determinar a extensao do desenho. Embora a
curva de Bezier passe pelos pontos inicial e final, em geral, a curva nao vai atingir
os pontos de controle intermediarios. A curva é sempre encapsulada pelo quadrila-
tero convexo definido pelas extremidade e os dois pontos de controle intermediarios.
Vejamos um exemplo dado pelos comandos:

\btexdraw
\move(5,5)
\clvec(5,6) (6,5)(6,6)
\etexdraw

=

0

Figura A.22: Curva gerada com o comando clvec do TEXdraw

A.7 Usando o pacote bezl123

Outra maneira de desenhar as curvas de Bézier é utilizando o pacote do BTEX
bez123 [1I]. O comando \cbezier[<N>](p0) (p1) (p2) (p3) desenha uma curva
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cubica de Bézier usando N pontos iniciando no ponto p0 e finalizando no ponto
p3, com os pontos pl e p2 como intermediarios. Realizando as rotinas a seguir
produziremos as seguintes curvas:

\begin{center}
\setlength{\unitlength}{0.2cm}
\begin{picture}(6,4)

\cbezier [300] (0,0) (10,30 (20,0) (30,30) S
//—/

\end{picture} y

\end{center}

\begin{center}
\setlength{\unitlength}{0.2cm}
\begin{picture}(6,4)
\cbezier[300] (0,0) (10,30) (20,0) (30,30)
\end{picture}

\end{center}

S

Neste exemplos usamos 300 pontos para definir as curvas usando o comando
\cbezier.
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Apéndice B

Teorema da Aproximacao de
Weierstrass

Teorema B.1 (Weierstrass) Seja f :— [a,b] uma funcdo continua. Para todo
e >0 existe um polinomio p(t) tal que | f(t) —p(t) |< e, para todo t € [a,b].

Demonstracao. Sejat = (1-z)a+zb. Entdo z = 71-(t-a) e t € [a,b] se, e somente
se, € [0,1]. Seja f(x) = f((1-x)a+xb). Seja

pa)=3 ] %( )xm—x)"-k

k=0

o) =5 (= (t-a))

Este é o polinémio de Bernstein. Vamos usar o fato de que
AW )= k -k _
g(k) (1-2) <Z( ) (1-z)" %=1, (B.1)

para qualquer Ac0,1,2,...,n. Como f é continua existe § >0 tal que
~ ~ €
o=yl <o =f(2) = fy) < 5- (B.2)

Sejam by =x—-3d e by = x+0. Seja M = maxxe[o71]|f(x)| = maXe[qp]|f(t)]- Seja n
tal que 4Me29"n < 5. Vamos usar o seguinte fato que serd demostrado a seguir:

k
by<—<lou0<kcp,
n

zn(1-z)n < e 2@ pu(1-p)n (B.3)
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Entao por A.1, A.2 e A.3 temos que

k=0
€ ~ k ~ n e
ORI EN ] () EIEREE
Eogzs
<<ioMm ( " P (1-z)"F+2M Y ( " )xk(l z)"k
2 Esz k ESbl k
< % +AMe™2n < ¢

Lema B.1 SeOSbeS%Sl 0u0£§$b<a:$1, entao

zn(l—z)in <e 2@ (1-p)

Demonstracao. Precisamos mostrar que
zn(l-z)n
b (1-b)n

ou aplicando-se o logaritmo nesta desigualdade, que

2
< 6—2(:1:—17) 7

Temos que H(b) = 0.
()SeO<:v<b<%S
z(z-1) < 1, entdo

1, vamos mostrar que H'(x) > 0. Como, para 0 < = < 1,

k_

H'(m)=I(nl—_“i)%(x—b)z4(§—x)+4(x—b):4(§—b)zo.

(b) Se 0 < % <b<x <1, vamos mostrar que H'(z) < 0. Como, para 0 < z < 1,

4< x(l oL entao

_ -b k_p
X €T n O

+4(x_b)sx(nl—x) +x(1—x) :x(l—x) :
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