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Resumo

A Dissertacao aborda algumas relagoes existentes entre teoria de controle, célculo es-
tocastico e equacoes diferenciais parciais parabdlicas. O interesse é estudar representacoes
de solucoes de viscosidade para equacoes parabdlicas via férmulas de Feynman-Kac nao
lineares. Para isso, o ferramental de teoria de controle tem papel importante na conexao

entre a abordagem estocastica e deterministica.

Palavras-chave: equagoes diferenciais estocésticas, controle estocéstico.



Abstract

The Dissertation study the relations between control theory, stochastic calculus and
parabolic partial differential equations. The aim is to study representations of viscosity
solutions for parabolic equations via the Feynman-Kac nonlinear formulas. To this end,
the control theory plays an important role in the connection between the stochastic and

deterministic approaches.

Keywords: stochastic differential equations, stochastic control.
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Notacoes

A seguir, lista-se algumas notagoes utilizadas neste trabalho, por ordem de leitura.

e SDE(SDEs) - equacgao(s) diferencial(s) estocdstica(s);
e PDE(PDEs) - equagao(s) diferencial(s) parcial(s);
e HJB - Hamilton-Jacobi-Bellman;

e BSDE(BSDESs) - equagao(s) diferencial(s) estocdstica(s) invertida, fixado o tempo
final;

e V.4la,b] - conjunto dos controles admissiveis no intervalo [a, b], em problemas deter-

ministicos;

e L?([a,bl;(-)) - conjunto das fung¢des f tomando valores em (-), mensurdveis a Lebes-

gue tal que f |f(t)Pdt < 400, com p > 1;
e 3(-) - sigma &lgebra de Borel gerada pelos abertos de (+);
e my(-) - medida de Lebesgue no conjunto (-);
e 1l (t) - fungdo indicadora do conjunto E. definida por 1 set € E. epor 0set ¢ E.;
o | : ‘ - norma Euclideana;

e O(e) - conjunto das sequéncias z,, # 0 para o qual existe uma constante ¢ positiva,

In
€

tal que < ¢

e 0(¢c) - conjunto das sequéncias x, # 0 para o qual o limite de “= é zero;



< . > - produto interno usual;

C1(-) (ou de classe C') - conjunto de todas as fungoes continuas em (-) até & primeira

derivada, inclusive;
V - funcao valor deterministica;
exp(-) - exponencial de (-);
C(-) - conjunto de todas as fungdes continuas em (-);
a V b - maximo entre a e b;
lim ¢,, - limite de ¢y tal que ¢y = sup cy;
n n>N

lim ¢, - limite de ¢y tal que ¢y = inf c¢,;
n n>N

() - universo de acontecimentos em um espaco de medida de probabilidade;
F - sigma élgebra gerada pelo movimento Browniano W(+);

{Fi}i>0 - filtracdo do tempo na sigma algebra F, em um espago de medida de pro-
babilidade;

E[ -] - esperanca de [ - |;

L% ([a,b]; (-)) - conjunto dos processos ¢ tomando valores em (-), {F };>¢ - adaptados,
b
tal que E|[ [ |¢(t)[Pdt] < +o0, com p > 1;

a
P a.s - em quase em toda a parte, na medida de probabilidade;
C[0,T] - conjunto das funcdes tomando valores em R™, continuas em [0, T1;
a A'b - minimo entre a e b;

C4[0,T] - conjunto {¢(- At) tal que ¢(-) € C[0,T]}, com ¢ € [0, T];

B(Cy4[0,T1) - N B(C,[0,T]), com s € [t,T];

s>t

x1



A(R™) - conjunto de todos os processos b : [0, T]xC[0,T] — R", que sao { B(Cy4.[0,T]) }

- progressivamente mensuraveis;

A(R™™) - conjunto de todos os processos o : [0,T] x C[0,T] — R™™_ que sio

{B(Cy+[0,T]) },., - progressivamente mensuréveis;
et) - 0 mesmo que exp(-);

UL [a, b] - conjunto dos controles admissiveis no intervalo [a, b], em problemas lineares

estocasticos;

Uaala,b] - conjunto dos controles admissiveis no intervalo [a,b], em problemas es-

tocasticos nao necessariamente lineares;
essinf - infimo de uma familia, no maximo nao enumeravel, de variaveis aleatorias;
@ << P - medida @) é absolutamente continua em relagao a medida P;

V - funcao valor estocastica.

xil

>0



Introducao

Esta dissertacao estuda algumas relagoes entre teoria de controle, equacoes diferen-
ciais estocdsticas (abreviando SDEs) e equagbes diferenciais parciais (abreviando PDEs).
Concretamente, a intengao é provar que sob determinadas condigoes, uma classe ampla de
PDEs parabdlicas podem ser solucionadas através de técnicas probabilisticas. Por exemplo,
para abordar sistemas termodinamicos ou certos comportamentos financeiros, recorre-se em
algumas situagoes, a PDEs parabdlicas. Nesse sentido, fixado o tempo final T para um
determinado sistema, considere a seguinte equacao diferencial de segunda ordem

2
@+A @‘FB @+F(U):O

ot ox? ox
(1)

’UT:h,

em que v depende do tempo t e do estado x do fendomeno considerado. Vamos assumir que
A e B sao independentes da solugao v de (1)) e que em T', esse fenomeno estd condicionado
a h. Nestas condigoes, se F' for uma fungao afim dada por F(v) = cv + g, entao a solucao

de sera representada por

T S T

v :E{/g(s,X) exp [/C(T,X)dr} ds + h(Xr) exp {/C(T,X)dr} } (2)

t t t

onde ¢, g e h dependem de um processo X, que é solucao de uma SDE. A expressao é
chamada férmula de Feynman-Kac. O caso nao linear é mais delicado. Veremos que nessa
situacao, a solucao v nao podera mais ser representado por . Neste caso, teremos uma
unica representacao dada pela esperanca de um processo Y, que é solucao de uma Backward
SDE (abreviando BSDE). Este tipo especial de SDEs teve grande desenvolvimento em sua
teoria, através dos trabalhos de Pardoux e Peng.

O objetivo deste trabalho é estudar as relagoes entre PDEs parabdlicas e BSDEs. Para
isso, a teoria de controle estocastico tera papel fundamental, juntamente com a nocao
de solucoes de viscosidade introduzidas por Grandall e Lions. Assim, este trabalho sera

dividido em trés capitulos. No Capitulo 1, é analisada a teoria de controle em problemas



deterministicos, onde estudamos o Principio de Pontryagin, bem como, outros resultados
relacionados com a programacao dinamica na vertente deterministica. Nesse sentido, serao
introduzidas as equagdes Hamilton-Jacobi-Bellman (abreviando HJB). Seguidamente no
Capitulo 2, sao estudadas as equacoes estocdsticas, onde serda evidente a componente de
difusao nessas equagoes, intrinsecamente ligadas ao movimento Browniano. Estabelece-
se entao a principal diferenca em relacao a abordagem feita no capitulo anterior. Nessa
vertente, serd abordada uma classe importante de SDEs, ou seja as BSDEs, a qual irao
desempenhar um papel decisivo em todo este mecanismo. Aqui, s@o analisados alguns
resultados importantes para esse tipo de equagoes, onde se destaca o resultado da unicidade
da solucao de Pardoux-Peng. Aproveitando toda essa ideia, serd também analisado o
controle nao deterministico em analogia com o capitulo anterior, que nos levara ao Principio
de Pontryagin estocdstico. Finalmente no Capitulo 3, é estudada a programacgao dinamica
estocdastica, onde serd tratada a questao da formulacao fraca em problemas de controle.
Nesta etapa, serd evidente a conexao com toda a teoria dos capitulos anteriores. Isto ira

permitir entao, estudar versoes nao lineares da representacao de Feynman-Kac.



Capitulo 1
Controle Deterministico

Neste capitulo, como motivacao para o estudo posterior das BSDEs e consequente
aplicacao a certas PDEs, é importante o estudo do problema de controle, para ja na ética
deterministica, bem como algumas das suas estratégias para lidar com este tipo de assunto.
As técnicas aqui enunciadas, englobam duas vertentes. Sao elas, o Principio do méximo

de Pontryagin e o Principio da programacao dinamica.

1.1 Problema Deterministico

Em meados do Século XX, apds o termino da segunda grande guerra surgiu uma nova
forma de abordar a otimizagao de recursos. Os problemas de otimizagao comecaram a ser
analisados do ponto de vista matematico com todo o seu formalismo. Apresenta-se assim,
em seguida, uma possivel formulagao de um problema de controle deterministico e que sera
a alavanca para o trabalho de dissertacao.

Para formalizar este tipo de problema, assuma 7" a varidvel temporal com 0 < T" < +o00.
Além disso, seja = a variavel que representa o estado do sistema ao longo do tempo e u a
variavel do controle que podemos aplicar nesse sistema, dependendo também do tempo.

Considere S(t) : [0,7] — 2% e U(t) : [0,7] — 2" em que S(t) e U(t) sdo as classes
de todas as fungdes do estado e controle em [0,77], sendo R" e I' o espago do estado e do
controle, respectivamente. Fixe as funcoes z(t) € S(t) e u(t) € U(t). Neste contexto para
modelar o sistema, o estado é representado por uma equacao diferencial que depende do
controle que se aplica ao mesmo, ao longo do tempo. Para cada t € [0,T], assuma que
U(t) é invariante, isto ¢ U(t) = U. Por outro lado, vamos considerar S(t) =R" e I' = U.

Para uma abordagem deterministica em que nao existe o fator aleatério no comporta-
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mento do sistema, este pode ser descrito formalmente como

dz(t) = b(t, z(t), u(t))dt

[JZ(O) =1z9 € R",
sendo b: [0,7] x R" x U — R™ uma fungao mensuravel, com ¢ € [0, T].

Defini¢ao 1.1. Seja V[0,7] := {u:[0,7] — U tal que u é mensurdvel}. Diz-se que um
controle é admissivel e escrevemos o seu conjunto como V,4[0, T'], sendo (x(t), u(t)) um par
admissivel se, e somente se,

(1) weV[0,T],

(2) x é solugao tnica de (L.1)).

Considere f: [0,7] x R" x U — R e h : R" — R mensuraveis, tal que a fungao objetivo

Iu()) i= [ £ ale) u(®)ds + h(a(D)) (12)

seja finita para qualquer par admissivel (x(t),u(t)). Assim, o desafio é achar um controle
6timo u em V,q4[0, T'], que minimize ([1.2)). Chamemos este problema de D, ou seja, encontre
u verificando a equagao (|1.1]) tal que,
J(u()) = inf  J(u(-)).
( ()> u(')evad[ovT] ( ()>
A funcao h em (|1.2)) pode ser vista como uma penalizacao da minimizacao no tempo final

T, isto é, por exemplo no contexto economico com n = 1, como uma taxa fixa no prego

z(T) de um determinado produto.

Definigao 1.2. O problema D é finito se, e somente se dc > 0 tal que ¢ < J(u()),
Vu(-) € Val0, T]. Além disso, esse problema é solivel se, e somente se Ju € V,4[0, 7] tal

que J(TL()) = inf J(U())

u(+)EV4al0,T]

Para o problema D, assuma que:

(D1)  (U,d) é um espago métrico completo e separavel.

(D2)  Asfungbes b: [0,T] xR"xU — R", f:[0,T]xR"xU - Reh:R" - R
sao mensuraveis, existe uma constante L > 0 e existe um moddulo de continuidade w :

0, +00) — [0, +00) tal que para (t, z,u) = b{t, z,u); @(t,x,u) == f(t,x,u); @(t,,u) =
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h(z), tem-se

‘@(twlaul) - <P(t7$2,U2)‘ < Lz — x| + w(d(UhUQ))
Vt € [0,T], V1,29 € R", VYuj,up € U

lo(t,0,u)| < L
Y(t,u) € [0,T] x U.

\

(D3)  V(t,x) €[0,T] x R", o conjunto
(b, /)(t,x,U) := {(bi(t,x,u),f(t,x,u));u ceUi=1, ...,n},

é convexo e fechado em R,
(D4)  S(t) = R".

Um resultado classico garante que sob as condigoes acima, tem-se a existéncia de um

controle 6timo.

Teorema 1.3. Se o problema D ¢ finito com as hipdteses D1 a D4, entao admite um

controle 6timo.

Observacgao 1.4. Para prova, veja Teorema 5.1 em [11], pag 66-67.

1.2 Principio do maximo de Pontryagin

E imprescindivel analisar um teorema bastante importante na versao deterministica,
que foi enunciado por Lev Pontryagin e que serd importante para entender, posteriormente

neste trabalho, as BSDEs. Por agora, investigue-se a sua versao deterministica.

Considere-se entao o seguinte:

(D*1) (U,d) é um espago métrico completo e separavel.

(D*2)  Asfungbes b: [0,T] xR"xU - R", f:[0,T] xR"xU - Reh:R" =R
sao mensuraveis, existe uma constante L > 0 e existe um modulo de continuidade @ :

[07 +OO> - [07 +OO> tal que para Qﬁ(t, CL’,U) = b(t,[)ﬁ, u)a QO(t, x7u) = f(tu €, U), gD(t,.T,U) =
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h(x), temos

‘@(tﬁlaul) - <P(t7$2au2)‘ < Lz — x| + w(d(uhuQ))
Vt e [0,T], x1,22 € R", wuj,up €U

lo(t,0,u)| < L
Y(t,u) € [0,T] x U.

\

(D*3)  Asfungoes b: [0,T] xR*" x U = R", f: [0,T] xR"xU - Reh:R" =R
sao de classe C' em z e existe um médulo de continuidade @ : [0, +00) — [0, +00) tal que

para o(t,z,u) := b(t,x,u); p(t,z,u) = f(t,x,u); p(t,z,u) := h(z), resulta

0 0
a_i(t7x17UI) - a_i(t7x27u2) S w(|x1 - I‘Q’ + d(u17u2))

vVt e [0,T], x1,22 € R", wup,ug € U.

Com o objetivo de enunciar e provar o teorema principal desta secao, ¢ importante fazer

algumas consideragoes tteis.

Proposigao 1.5. (Desigualdade de Gronwall) Considere f : [0,7] - Reg:[0,7] - R
duas fungoes continuas, com f nao decrescente e g nao negativa. Seja h : [0,7] — R uma

funcao continua nao negativa, tal que

h(t) < f(t) + /g(s)h(s)ds, 0<t<T.

Entao,

mwgﬂw+jj@m@nm{]gmm}m 0<t<T. (1.3)

s

Observacao 1.6. Uma variante deste resultado com a respectiva prova, considerando a
fungao ¢ uma constante K nao negativa, pode ser encontrada na Proposi¢ao 3.10 em [12],
pag 82-83. Neste caso, a desigualdade (|1.3)), terd a forma

h(t) < f(t)exp (Kt), 0<t<T. (1.4)

Assumindo a existéncia de um controle étimo @, considere o par étimo (Z(-),a(-)) e

defina para ¢ > 0, E. € B[0,T] tal que mp(E.) = . Para u € V,4[0, T| qualquer, denote

con  Jult) se tekE.
lMﬂf{u@ se  tel0,T\E.. (15)
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Pela defini¢ao de fungao mensuravel, é imediato que u®(t) € V,4[0, T].

Lema 1.7. Suponha que as hipdteses D*1 a D*3 valem. Seja z° := x(,us()) associado

ao controle construido anteriormente. Seja y° a solugao de

déf (t) = %(t, Z(t), u(t))y"(t) + {b(t, z(t), u(t)) — b(t,z(t), u(t)) } Lg.(t)
y°(0)=0

0<t<T
sup [y (1)] = 0(e).

0<t<T

sup [2°(t) — 2(t) — ()| = o(e).
0<t<T

1) = g = (G 7 () ) + / {(Gat.am). i)

+ [f (¢, z(t), u(t)) — f(t,i:(t),a(t))}]lEs(t)}dt+0(5).

(1.6)

(1.10)

Demonstracao. Para provar a primeira condigao ([1.7), defina ¢°(t) := 2°(t) — Z(t). Pela

hip6tese D*2; o teorema fundamental do cédlculo e sabendo que ¢°(0) = 0, resulta que

lo° ()] = '/ [b(s,2°(s), u"(s)) — b(s,z(s),u(s))]ds
§/|b(s,x5(s),u5(s)) —b(s,i‘(s),ﬂ(s)”ds

< L/‘906(3)‘d8—’—/w[d(Ua(S),U(S))}dS

< L/‘gp%s)‘ds%— sup @[d(u(s), u(s))]e.

Portanto, pela desigualdade de Gronwall em ([1.4]), é imediato que

|g05(t)’ < sup w[d(uv(s),u(s))]eexp(Lt),

0<s<t
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ou seja, sup |2°(t) — Z(t)| = O(e). A segunda condicdo 1} demonstra-se da mesma

0<t<T

maneira de ((1.7). Assim por (|1.6)), segue que

)|ds < 835 — (s,z(s),u(s)) ‘y‘g(s)|ds+/w[d(ua(s),u(s))]ds

E.

IN

/ %(S@(S)W(S)) ‘y6(8)|d8+ sup w[d(ue(s)7ﬂ(3)>]g_

0<s<t

S at).a()| (1= ) s

ob
- S 33' ‘/exp ( sup
633' s<r<t

< K sup w|d(u(s),u(s))]e.
0<s<t
Para provar (1.9), denote ¢°(t) := ¢°(t) — y°(t). Por (L.5) e aplicando o teorema funda-
mental do cdlculo juntamente com a mudanca de variavel na integral para 6 € [0, 1], com

z°(t) = Z(t) + 0¢°(t), é vélido escrever

b(t, z°(t),u"(t)) — b(t, 2(t),u(t)) — {b(t, z°(t),u(t)) — b(t, 2(t), u(t)) } g (t) =

1

:/%(t,x(t)+9gpe(t),u€(t))d6’goa(t). (1.11)

0

De ([1.11)) vem que

do* dy*® dy*® dx® dx dy*®
o (8) =~ (t) = —- () = —-(t) = —(t) = —-(¢)

_ /@(t,f(t) + 00 (1), ut (1)) dO"(t) — %(taf(t),ﬂ(t))ye(t)-

Subtraindo e somando —— (¢, Z(t), @(t))¢°(t) no membro da direita da equagdo anterior,

ox
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tem-se com os devidos ajustes

0= / {%(t (0) +06°(0).0°(0) — o (0,5(0).05(0) a0

+{ G 0.000) + 070, 00(0) - 51 (1.2(0).0(0) f (O, 1)

a = €
5 (830, 1(0) (1),

Pelo fato de ¢°(0) = 0 e novamente pelo teorema fundamental do calculo,

(1 / 9 (s — / / {‘% 5) + 00°(s), a(s))—%(s,m(s),ua(s))}d@cpa(s)ds

n / {50 a9 u(6) = 5250060 10) b (o)1, s

0

+ %(s,x(s),u(s))gﬁs(s)d&

0

Aplicando D*3, resulta

1) / / {5 52060+ 067(6).00(6) = (5200000060 bl (9 s

{§b< o(6) 4 05°(6)0°(5) = g (705 a09) } o

+

s)| g, (s)ds

ob, .
p (3, z(s), u(s)) ‘(b (s) ‘ds

< O/O/w|0505(8)|d0|§06<3)|d3 +E/w[d(u(3)7u(3))}|s06(s)|ds

(s)|ds

_I_

o ST — s T —

+ sup —(s,f(s ﬂs)

0<s<t X
t

< KlKQgZ/wderngQ sup @ [d(a(s), u(s))]

0<s<t

u(s)) ]\df(s)\d&

0

+ sup —(s,i(s
0<s<t €
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Logo, outra vez por (1.3)) e definindo para 0 <t < T

t

ft) := K1 Kye? /@Dds + Koe? Oiligtw[d(ﬂ(s),u(S))]

ob,
p (s x(s),u(s)) ,

g(t) := sup

0<s<t

tem-se o resultado. Finalmente, na prova de (1.10)), utiliza-se a expansao de Taylor para
funcdes de classe C'. Ora por (D*3), as funcoes h e f sido de classe C* em x € R™, donde
fixando o controle étimo w, temos para cada t € [0,7] e com ¢°(t) := 2°(t) — z(t),

8f(

(60 a0) = £ (o), ) = (Gt 2(0).0(0). 7(0))

(1.12)

(D) = h(a(r) = ( (@D, D))

Portanto, pela definicio de J(u(-)) em (1.2, sabendo que ¢°(t) := ¢°(t) — y°(t) e por
E1D), seaue que

J(ua)—J(ﬂ):/f(t,xe(t) *(t))dt + h(z /f t))dt — h(z(T))

10
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+ <%(E(T)),¢6(T)> +7<%(t,f(t)’ﬁ(t))’¢E<t)>dt.

Assim, tendo em conta ([1.9)), resulta (1.10]).

]

Defini¢ao 1.8. Dado um par admissivel (az(), u()), diz-se que existe um sistema Hamil-

toniano quando, para uma funcao H, tem-se

( T 0
Cfi_t(t) — a_];(t,x(t),u(t)m(t))

d OH
2(t) = =5 (t.a(t), u(t), p())

20)= w0, p(T) =~ (a(1)),

\

(1.13)

em que H : [0,T] x R" xU xR" - Rep:[0,7] - R". A fungdo H é chamada de

Hamiltoniano.

Teorema 1.9. (Principio do méximo deterministico, condi¢do necesséria) Suponha que

valem as hipéteses D*1 a D*3 e seja (Z(-),u(-)) o par 6timo do problema D. Considere

uma funcao p: [0,7] — R", satisfazendo

(1) = 2 (1, 200),5(0)) "ple) + 2 (1. 7(0), 700)
o) = -5 (a(T).
Entao
H (t,2(t), a(t), p(t) = max H (1, 2(t), u(t), p(t)),
onde

H(t,z,u,p):= <p,b(t,:n,u)>—f(t,x,u), 0<t<T, z€R" wuwel.

Demonstracao. Seja p a solucao de 1) no par 6timo (:E(), ﬂ()) Tem-se

F0.70) = (Z0.r0) + (0. 2 0)
— —<%(t, (1), a(t)) 'p(t) + g—i(t, z(t), a(t)),gf(t)>
+ (900, 51 (1200 0(0) ()

11
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+ {b(t, Z(t),u(t)) —b(t,2(t), u(t)) }]lEE (t)>
= (G (ot o) w01 0)) + (S (ta(0n ). 0)

+ (900, 51 0700, 2(0) 7 1)
+(p(t), {b(t,z(t),u(t)) — b(t,z(t),u(t)) } 15 (1)). (1.17)

Pelo teorema fundamental do calculo e por (1.17)), vem que

(BT) (1) = (00057 (0) = [ S oo (0

—b(t,z(t), u(t)) }Lp (t))dt. (1.18)

Fixe t € [0,7]. Faca u(t) = u e defina u° como em (L.5)), onde para ¢ > 0, E. € B[0,T]
tal que mp(E.) =¢ e E. = [t,t + ¢]. Considerando a equagao (|1.10) no par (ug, EE) e por
(1.18]), segue que

12
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+/ [f(t,z(t),u) — f(t,2(t), a(t) ] Le. (t)dt + o(e).

Logo por ((1.16)),

Como J(u) — J(u) > 0 e aplicando o teorema da diferenciacdo de Lebesgue, vem que
H(t,z(t),u(t),p(t)) > H(t,z(t),u(t),p(t)). Sendo a outra desigualdade imediata, tem-se

pela separabilidade do espago métrico U o resultado, ou seja

H(t,z(t),u(t), p(t)) = max H (¢, Z(t), u(t), p(t)).

uelU

[]

Do teorema anterior, o sistema de equacgoes e a equacao se denominam
adjuntas e condicao do maximo, respectivamente. O que foi provado foi que dada a funcao
p : [0,7] — R" satisfazendo as equagbes adjuntas, o par Gtimo (i’(),a()) maximiza
o Hamiltoniano. Na realidade, o resultado é mais forte do que foi enunciado, ou seja,
¢ possivel garantir a otimalidade do par (:?:(),a()), se este maximizar o Hamiltoniano.

Formalizando,

Teorema 1.10. (Principio do maximo deterministico, condi¢ao suficiente) Suponha que
valem as hipéteses D*1 a D*3 e seja (.@(), ﬁ()) um par admissivel para o problema D. Seja

ainda, a fungao p : [0,7] — R" satisfazendo as condigoes adjuntas. Suponha h convexa e

13
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H concava. Nestas condicoes, se a equacao 1) é satisfeita no par (f(), ﬂ()), entao esse

par ¢ 6timo para o problema D.

Observacgao 1.11. Para uma demonstracao da condicao suficiente, veja Teorema 2.5 em

[11], pag 112. No Capitulo 2, este resultado serd demonstrado na versao estocastica.

O Principio do méaximo de Pontryagin é o ponto de partida para o que se pretende fazer
neste trabalho. A func@o p que aparece no resultado anterior esta relacionada, de certa
forma, com o surgimento das BSDEs. Neste caso, p é apenas uma funcao deterministica na
variavel temporal, que representa, por exemplo na ética econdémica, o preco “sombra” de
um determinado produto. No Capitulo 2, quando se introduzir o fator estocastico nas

equagoes (|1.13)), p ird ser generalizada, representando nesse caso a solugdo de uma BSDE.

1.3 Principio da Programacao Dinamica

Outra forma de atacar o problema de controle é a utilizacao de técnicas de programagao
dinamica. Este método tem como ponto de interesse as equacoes HJB. Sera analisado o
Principio de Bellman que é o ponto fulcral de toda esta teoria, bem como os seus resultados
mais salientes.

Consideremos o problema D do inicio do capitulo, mas agora com modificagao na

varavel tempo no ponto inicial, isto é

dz(t) = b(t, z(t), u(t))dt
(1.19)
z(s) =y € R™

Como se observa pela equacao acima, a ideia de estado inicial é generalizada, ou seja,
dado agora o par (s,y) € [0,7] x R", o controle u € U estara definido em V[s, T}, onde
V[s,T] = {u:[s,T] — U tal que u é mensurdvel}. Nestas condi¢des, dado um controle

otimo u, este tera agora de minimizar

J(s,9,u() :—/f(t,x(t),u(t))dtJrh(ac(T)). (1.20)

Chame a este problema de D; ,, ou seja, encontre u verificando a equagao (|1.19), tal que

J(Sv Y, ﬂ()) - u(-)EiEE[S,T} J(Sv Y, U())

Para este problema, considere as hipoteses:

14
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(Dsy1)  (U,d) é um espaco métrico completo e separavel.

(Dsy2)  Asfungoes b: [0, 7] xR" xU = R", f:[0,T] xR"xU —-+Reh:R" =R
sdo uniformemente continuas e existe uma constante L > 0 tal que para o(f,z,u) =
b(t,x,u); p(t,z,u) = f(t,z,u); p(t,x,u) = h(x), temos que

(

‘@(twrl?u) - Qp(tvx%u)‘ S L|'T1 - Ig’
vVt € [O,T], VIL‘l,[EQ € Rn, Yu e U

‘gotOu)‘gL
| V(t,u) €[0,T] x

Tendo em conta a Definicao , com as hipdteses (D, 1), (Ds,2) e fixando o par (s, y),
assegura-se a existéncia de um tnico estado z(t) := x(t, s,, u()) para todo ¢ € [s,T], que
seja solucao de , dado um estado inicial z(s) = y e um controle u. Além disso, como
[s,T) € B[0,T), entdo f € L'([s,T];R). Assim sendo, J(s,y, u(-)) estd bem definido.

O problema Dy, permite generalizar o fato do tempo inicial nao ser obrigatoriamente
nulo, sendo um valor qualquer em [s,T]. A pergunta que surge inevitavelmente é, dado
um § com 0 < s < 5§ < T, é possivel relacionar a equagao recursivamente em § 7
O proximo teorema devido a Richard Bellman e que é a base da programacao dinamica

deterministica, dara a resposta. Para isso, defina

J(s,y,u(:)) se (s,y) €[0,T) xR"
V(s,y) = (1.21)
h(y) se (s,y) € T x R™

A fungdo V : [0,T] xR"™ — R ¢ a funcdo valor do problema D, ,, e sera crucial nos préximos

resultados.

Teorema 1.12. (Principio da otimalidade de Bellman deterministico) Suponha que valem

as hipéteses (D; 1) e (Ds,2). Entao para qualquer (s,y) € [0,7] x R", tem-se

Vi(s,y) = mf {/f t x t S, Y, u ()),u(t)}dt—i—V[§,x(§,s,y,u(-))}}. (1.22)

Demonstracio. Seja 0 < s < § < T e chame de V(s,y) ao lado direito de (1.22)). Por um

lado, pode-se escrever

Vis,y) < J(s,y,u(-)) = /f[t,x(t,s,y,u(-)),u(t)]dt + h[m(T, s,y,u(-))]

15
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T

:/f[t,x(t,s,y,u(-)),u(t)}dt+/f[t,x(t,s,y,u(-)),u(t)}dt

§

+ h[a:(T,s,y,u(~))].

Como o par (s,y) € [0,7] x R" é qualquer, tome (§,:c(§)) nas funcoes f e h na equagao

anterior. Assim, aplicando o nfimo em u(-) € V,q4[s, T}, fica
Waws/?hw@a%ummwmﬁ+J@w@me

g/f[t,x(t,s,y,u(-)),u(t)]dt+v(§,x(§))
< Vi(s,y). (1.23)

Por outro lado, seja € > 0. Por D, 1, existe u. € V,q[s, T}, tal que

T

V(s,y)+¢e > J(s,y,u-)) :/f(t,xa(t),ug(t))dt—i—/f(t,xa(t),ue(t))dt

+ h(z:(T))

E/f@%@mﬁﬂﬁ+ﬂ&%@ﬂJ»

»
>

> [ (a0, 0 ) de + V (5,2.(5)

> V(s,y), (1.24)
em que z.(t) == z.(t,s,y, u(-)).
Logo, por (1.23)) e ([1.24)), tem-se o pretendido. H

Observagao 1.13. Pelo que se acabou de provar e dado um par 6timo (i:(),ﬁ()), é

coerente escrever

V(s,y) = J(s,y,a(-)) :/f(t,:z(t),a(t))dt+/f(t,:i(t),a(t))dt+h(:z(T))

16
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> [ £(ta0).a)de +V(5,2(9) = Vi),

com Z(t) := f(t, s,, ﬂ()) Assim sendo, resulta que

T

V(5,2(3) = J(5,2(3), a() :/f(t,i:(t),a(t))dtJrh(i:(T)). (1.25)

§

A relacao (|1.25) mostra que dado um par 6timo e progredindo ao longo do tempo no
intervalo [s,T], a otimalidade mantém-se no par, ou seja, a otimalidade global implica a

otimalidade local.

O Principio de Bellman é a base da programacgao dinamica. De fato, este apresenta
uma relagao recursiva que é bastante 1til na implementacao da programacao computacio-
nal. No entanto, a funcao valor definida anteriormente nao é, de modo nenhum, de facil
manuseamento matematico. Esta questao obriga a um estudo mais aprofundado dessa
funcao. O préximo resultado garante, sob determinadas condigoes, que a fungao valor é

solucao de uma equacao diferencial parcial.

Teorema 1.14. Suponha que valem as hipdteses (D,,1) e (Ds,2) e que a funcao valor

Ve C’l([O, T] x R"). Entao V' é solucao da seguinte equacao

—@(t,x) +sup H t,x,u,—@(t,x) =0 (t,x) €[0,7) x R"
ot uelU ox
(1.26)
v(T,x) = h(x) (t,z) e T xR,

onde
H(t7x7u7p) - <p7 b(t’ x7u)> - f(t7:'v’ u)7 (t7x’ u7p) G [07T] >< Rn >< U >< Rn'
Demonstracao. Fixe (s,y) € [0,T] XxR" e u := u(-) € U. Considere a trajetéria z(t, s,y, u)

referente ao controle u fixado. Dado § € [s, T, pelo Principio da otimalidade de Bellman

e dividindo ambos os membros por § — s, tem-se para u € Vq(s, T

V[§,x(§,s,y§, zi(s))] —V(s,y) < - i - /f[t,x(t, s,y u(-)), u(t)]dt. (1.27)

Aplicando o teorema fundamental do célculo em v[é, x(é, s, y,u())} e fazendo § — s na
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desigualdade ([1.27)), fica

__{%g§[§,x(§,s,y,u())} +‘§2§[§,x(§,5,yau(9)}} < fls.x(s s, 9,u()), u(t)],

donde, pela regra da cadeia, escrevemos

ov <8V
<:> J—

E(s,y)— %(Svy)7b(svyvu)> _f(‘S?yvu) SO

oV oV
PR = <
5 (s,y) + H(s,y,u, 5 (S,y)) <0

oV ov
—— H —— <0. 1.2
= 5 <S’y)+i25 <syu ax(s,y)>_0 (1.28)

Além disso, dado € > 0, § € [s,T] e fazendo § — s tdo pequeno quanto se queira, existe

mais uma vez pelo Principio da otimalidade de Bellman, u := u. s(-) € U tal que
V(s,y) +e(§—s) > /f(t, z(t), u(t))dt + V (8, z(8)),

onde x(t) := $57§(Z€,S,y,u57§<')) e V(§,w(§)) = V[é,x(é,s,y,u(-))].
Como V € C'([0,T] x R™), resulta que

" V(é,x(?)——s Visy) . _ § ! . /f[t,x(t,s,y,u(t)),u(t)]dt
oo _v(é,x(i))_—s V(s.y) : ! . /f[t7x(t7s,y,u(t)),u(t)]dt.

Aplicando o teorema do valor intermedidrio, vem

S { = G tato) + (= G (ol b(ea(0)u(t) )

S

- f(t,:v(t),u(t))}dt

1 / ov ov
— §_S/{ - W(zf,g;(t)) —|—H[t,m(t),u(t),—%(t,m(t))]}dt

s

S§— S ucelU
s

<L / {_@a_j(t,x@)+supH[t,x<t>,u<t>,—%(m(ﬂﬂ}dt

18
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Pelo fato de f, b e consequentemente H serem uniformemente continuas, fazendo s — s,

vem que

oV oV
o< 2L H -
€<~ (s,y)+itelg (syu 5 (S,y)>,

donde tomando € tao pequeno quanto se queira, resulta

ov ov
0< _Wc&y)+iggH(Sayvuu_a_x(S7y)) (129)
Por fim, juntando ([1.28)) e ((1.29)), tem-se a prova. O

Ao sistema dé-se o nome de equagoes HJB associadas ao problema D,,, com
(s,y) € [0,T) x R". Além do mais, a funcdo H é o Hamiltoniano, a mesma definida na
secao anterior.

O teorema anterior fornece uma metodologia para encontrar o par 6timo de um pro-
blema de controle determinfstico. Primeiramente, encontra-se a funcéo valor V€ C* ([0, T]x
]R") que seja solucao das equagoes HJB. Depois, dado (¢,z) € [0,T) x R", elege-se u que é

o controle 6timo, satisfazendo

oV B ov
H(t, x, U, —%(t, x)) = supH(t, x,u, —%(t, :c))

uelU

Por 1ltimo, dado @, encontra-se & := Z(s, y, u) através da equagao

z(s) =y € R",
em que s é o tempo inicial do sistema, nao necessariamente nulo.

Resumindo, para o par 6timo (Z,u) tem-se

%—‘;(t,i(t)) = < - g—‘;(t,i(t)), b(t,:@(t),ﬂ(t))> — f(t2(t), a(t)).

Como, para t € [s,T]
Cil—‘;(t,f(t)) = %—‘t/(t,j(t)) + <g—‘;(t,i(t)),b(t,i(t),ﬂ(t))> = —f(t,z(t),u(t)).

Aplica-se a integragao de s a T, donde atendendo ao teorema fundamental do célculo,
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segue que

& Vi(sy) = / Pt 2(0),a()dt + h(@(T)) = I (s, a().

s

Assim, como era de prever, o par 6timo realiza o infimo de J (3, Y, u( )), tal como definido
em (|1.20)).

As hipoteses do teorema anterior sao muito fortes, na medida em que uma das condi¢oes
para que a funcao valor resolva a equacao HJB, é que esta tenha derivada continua de
primeira ordem, em todos os pontos do seu dominio. No entanto, os préximos exemplos
apresentam funcoes valor que ndo sao necessariamente de classe C'. Para isso, fixe a

dimensao da variavel estado em n =1 e tome t € [s, T).

Exemplo 1.15. Considere a seguinte equacao diferencial de um sistema de controle

(1.30)
x(s) =y € R,

com (t,z) € [s,T] x R e u(t) € [-1,1]. Defina para este problema, a fun¢ao objetivo

J(s, Y, u()) = z(T).

Resolvendo (|1.30)), resulta que

t

2(t) =y exp ( / u(r)dr), vt € [, T].

s

Assim, pode-se escrever

jul<1 jul<1

V(s,y) = J(s,y.1()) = inf J(s.9,u(-)) = int {y exp < /T u(r)dr)}, vt e [s.T].
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Como as expressoes exp(T —t) e exp(t — T') sdo positivas Vt € [s, T, segue entdo que

z exp(T—t) se <0
V(t,l’) = , t e [S,T].

zexp(t—T) se x>0

As derivadas parciais de V (¢, ) em relacao a x a esquerda e a direita, sdo respectivamente,
exp(T —t) e exp(t—T). Sendo assim, no ponto z = 0, a derivada dessa fungao nao existe.
Logo V ¢ C* ([s, T] x R) Para este problema, a funcao f é nula, donde é imediato que o

Hamiltoniano H(t,x,u,p) = pru, com |u| < 1. Dai que

sup H(t,z,u,p) = |px|.
lul<1

Para este Hamiltoniano, associe ao sistema, a equacao HJB

0 0
G| e =0 el
(1.31)
(T, z) = .
Assim, para x < 0,
—%—‘;(t,x) + ‘Z—Z(zﬁ,x) z|=x exp(T—t)—x exp(T—t) =0
e para z > 0,
—aa—‘t/(t,:c) + ‘g—‘;(t, z)x|=—x exp(t—T)+x exp(t —T) = 0.

Donde, a fungao valor resolve a equagao (|1.31]) em todos os pontos do dominio, exceto em

x = 0 onde a derivada dessa fungao nao é continua.

Exemplo 1.16. Defina a seguinte equacao de um sistema

dx(t) = u(t)dt
(1.32)
x(s) =y € R",

com (t,x) € [s,T] x Reu(t) € {—1,0,1}. Considere neste sistema, a fun¢do objetivo

J(s, v, u()) = [a:(T)} 2,
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De ([1.32)), ¢ imediato que
z(t) =y + /u(r)dr, Vit € [s,T].

Assim, pode-se escrever

V(s,y)=J(s,y,a(-)) = inf J(s,y,u(-))= inf [y + /u(r)dr} ,  VtelsT].

ue{-1,0,1} ue{-1,0,1}

Além disso,

(y+T —1)* se u=1

J(s,y,u(") = y? se u=0 tes,T]. (1.33)

| (y+t-T)* se u=-1
Comparando as expressdes de cada ramo em (1.33) e observando as relacoes (a + b)* =
a’® 4+ b*+2ab e (a—b)? =a®+b* — 2ab, fazendo a ==y e b:=T —t, segue entdo que

( T—t
(x+T—1)?* se o< ——r

2 —
\ (x+t—=T)" se x> 5

Constata-se que, embora a fungdo V (¢, z) seja continua em todo o seu dominio, nao é
C*([s,T] x R). Efetivamente,

B (-5 oo SR )

ZL ) v FEE))-o

T—t T—1t
e T=—. Além disso,

donde a derivada parcial de V' em t nao existe em z = —
como no exemplo anterior, a fun¢do f é nula, donde o Hamiltoniano H(¢,z,u,p) = pu.

Portanto, neste caso com ¢ € [s,T), fica:

22



1. Controle Deterministico

T—t
Para z < B

_%(t’$)+ <_g—‘;(t,x)) x1=2ax+T—-t)—2x+T—1t)=0.

— T—t
Para ————— <1 < ——,
ara 5 Xz 5

ov ov
T—t
Para = > T,
ov ov
—E(t,x)—k (—%(t,x)> X(-1)=-2x+T—-t)+2(x+T—1t)=0.

Assim, como no exemplo anterior, a equacao HJB é verificada na funcao valor em todos
os pontos, exceto nos pontos isolados onde essa fungao nao tem derivada. Como nota
interessante, o leitor pode facilmente conferir neste exemplo que, se o espaco dos valores
do controle u for alterado para [—1, 1], resulta que a fungao valor é nula, Vt € [s,T], com
s €[0,T].

1.3.1 Unicidade da solucao de viscosidade

Dos exemplos anteriores, fica claro que as funcoes valor de classe C!' nao sao uma
hipdtese razoavel. Desta forma, sera necessario fornecer uma ideia de solugao mais geral
do que a solucao de PDEs classicas. Criou-se assim, o conceito de solucao de viscosidade,

que pode ser de dois tipos distintos, como ilustra a proxima definicao.

Definicao 1.17. Uma funcaov € C' ([O, T x R”) ¢ uma subsolucao de viscosidade de 1)
se, e somente se,
(T, x) < h(z) V(t,z) € T x R", (1.34)

e para cada @ € C’l([O, T) x ]R"), ao qual chamamos de funcao teste, sempre que (¢, z) €

[0,7) x R™ é um ponto de maximo local de v — ¢, tem-se

0 0
——go(t,x) +sup H|( t,z,u, ——Sp(t,a:) <0 (t,x) €[0,T) x R™. (1.35)
at wel aSE
Por outro lado, uma funcao v € C ([0, T] x R") ¢ uma supersolucao de viscosidade de 1'
se, e somente se, em ((1.34)) e ((1.35)), a desigualdade ” <” for substituido por ”>" e o termo

"maximo local” for substituido por "minimo local”.
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O proximo teorema da condicoes suficientemente fracas, para que funcgoes valor de

problemas de controle genéricos, sejam solugoes tnicas de viscosidade.

Teorema 1.18. Suponha que valem as hipéteses (Ds,1) e (D;,2). Entao para qualquer
(s,y) € [0,7] x R", a funcao valor V (s, y) satisfaz

V(s1,y1) = V(s2,y0)| < K{|y1 — yol + (1 + 1] V [12]) |51 — 2| }, (1.36)

em que (s1,91) € [0,T] X R", (s2,92) € [0,T] x R", com K constante. Além disso, V é a
tnica solugao de viscosidade de (|1.26]).

Demonstragao. Para provar ((1.36)), recorre-se as estimativas

|z (t, s, y,u(-))| < K(1+[y])
Vit e [s,T], Y(s,y)€[0,T] xR", ueVsT]

‘x(t, Slyylau(')) - x(t, 8273/2,16('))‘ < K{|y1 — Y| + (1 + || V |y2|)|81 — 82|}
Vit € [s1V s2,T]; Y(s1,82) €[0,T], V(y1,y2) € R", w € V[s1V sq,T].

(1.37)

Tendo em conta que

‘x(t, sl,yl,u(‘)) — :c(t, sg,yg,u(~))‘ = ‘x(t, 51, Y1, U ()) — x(t S1, Y2, ul(+)
+x(t S1, Y2, U ) (75 52, Y2, U )

) ()]

) O],

pela hipétese (D;,2) e a desigualdade de Gronwall em , chega-se as estimativas

Assim sendo, por h ser Lipschitz, vem que

< ’ﬁ (t,s1,y1,u(-)) — z(t, s1, Y2, u
+ |2 (t, 51,9, u()) — x(t, 52,52, u

)
|
)
)

T(t 51,0, () = T (b 51,00 y</yfmtsl,yl, (), u(®)]

— f[t,x(t,sl,yg,u(' ),u t)”dt
+ |n[2(T, s1,yn,u()] = h2(T, 51,90, u()]]

< L/ |x(t,81,y1,u(-)) —x(t,sl,yg,u(-)”dt

+ Ll (T, s1,y1,u()) — (T, 51,92, ul-)) |-
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Donde, por ([1.37)), segue que
’J(t7 sty u(t)) = J (¢, 51,927U('))| < LKy — yo| (T — s1) + LK |y1 — v

Agora, tomando s; < s, podemos escrever

|J(t,51,y2,u(-)) — J(t,SQ,yQ,U(‘)>| = ‘/f[t,x(t,sl,yg,u(-)),u(t)}dt

T

+ / {f [tz (t, 51,90, u(:)), u(t)]

52

— f[t,:c(t, sg,yg,u(-)),u(t)] }dt
+ h[m(T, S1, Y2, U())} - h[:r;(T, $2, Y2, U())] ‘7

donde, mais uma vez, por (Ds,2) e h ser Lipschitz, além de (1.37)), fica

‘J(t, sl,yg,u(-)) — J(t, Sz,yg,U('))‘ < / ‘f[t,x(t,sl,yg,u(-)),u(t)} }dt

+/|f[t,:c(t, 3173/2,U(~)),u(t)}
— fta(t, 52, 9, u(-)), u(t)]|dt

+ |h[m(T,31,y2,u(-))} — h[:v(T, SQ,yg,u(-))} ‘

52

< /L[1+x(t, s1, Y2, u(-))]dt

S1 .
—|—L/‘x(t, sl,yg,u(-)) —96(@82;927“('))“#
S1

)

+ L!x(T, S1, Y2, ’u()) — SC(T, S2, Y2, U())
ou seja

‘J(t, sl,yg,u(‘)) — J(t, sg,yg,u(-))| < L(l + K(1+ \yzl))\sl — $9|
+2LK(1 4 |y2|)]s1 — 52| |T — s2]-
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Logo, como

’J(t, sl,yl,u(-)) — J(t, 52,y27u(‘))| < |J(t,81,y1,u(-)) — J(t,sl,yg,u(-))}
+ ‘J(t, sl,yg,u(~)) — J(t, 32,y2,u(~))‘
< K{\yl —yo| + (1 + || vV !y2|)!81 — 82|}7

vale para qualquer u € V,4[s, T|, em particular valerd para o infimo, ou seja @. Assim por
, tem-se . Provemos agora a existéncia da solucao V', ou seja, da subsolucao
e supersolucdo. Considere ¢ € C'([0,T] x R"), tal que o par (s,y) € [0,T) x R™ ¢
ponto de maximo local de V' — ¢. Fixe o controle u € U e faga z(t) := z(t,y,s,u) como
sendo o estado referente ao controle fixado anteriormente, com ¢ € [s,7]. Tome ainda
| —s|V |y —x(t,y,s,u)| com § > s. Usando o Principio de Bellman, vem que

V(Svy) - 90(37y) - [V(§>$(§)> - ‘10(‘§>$('§)>}

~

S§— S

{jf(t,x(t),u)dt+ [p(3,2(3)) — ¢(5,9)] }

0<

1
<=
5—s

Pela convergéncia de Lebesgue, fazendo § — s, resulta que

0 0
0% Flov) + Gt + (G (), b))

Op Op
_— _— <
Ndrr (s,y) + H (s,y,u, 5 (s,y)) <0

Oy Oy
o +sup H - <0.
5 (s,v) Sup (s,y,u, a:L,(s,y)> <0

Nas mesmas condigoes anteriores, seja agora (s,y) € [0,7) x R" um ponto de minimo local
de V — ¢, tal que ¢ € C*([0,T] x R™). Considere ¢ > 0 e faca § — s tdo pequeno quanto

se queira. Assim, mais uma vez pelo Principio de Bellman, existe u := u. 3(+) € U tal que

V(s,y) +e(§—s) > /f(t, x(t), u(t))dt + V (3, z(3)). (1.38)

Também, segue que
V(s,y) —o(s,y) — [V(é,x(é)) — gp(§,x(§))] <0, (1.39)

onde u(t) := uc5(t), x(t) == 2o 5(t, 5,y ue5(+)), V(8,2(8)) == V[3,2(5 s,y,u(-))] e
gp(é,x(é)) = cp[é,x(é,s,y,u(-))}.
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Assim, de ([1.38)) e ((1.39)), temos que

0>—¢e(s—s)+ / F(ta(t), ut))dt + o(5,2(5)) — (s, y)

gis / F(to(t), u(e))dt + (3 2(39) — o(s.9)].

S§— S

& 0> —e+

Aplicando o teorema fundamental do cdlculo em ¢ (¢, z(t)) com t € [s, 8], segue que

1

$— s

[ sy L [ % o),

0> —c+

donde, aplicando a regra da cadeia a derivada parcial de ¢ em ordem a t e sabendo que

e Ct ([0, T] x R”), resulta pelo teorema do valor intermediario,

e < g i - /S{ - aa_i(t,g;(t)) + < - g—j(t,x(t)),b(t,:c(t),u(t))>

s

- f(t,:c(t),u(t))}dt

. 1 ; 8(,0 8@
=+ /{ — E(t,x(t)) + H[t,x(t), u(t), —%(t,x(t))} }dt

S

< 1 [{ - S ent0) + sup e a0, 00,5 1. 0t0)] e

Por H ser uniformemente continua, por (D;,1) e fazendo § — s, segue

Op dp
—e < ——— _— .
es—— (s,y) + SUPH<8,y,u, 896(87?;))

uelU
Ou seja,

Op dp
< - . .
0<—= (s,y) + supH(s, Yyt =5 (s, y))

uelU

No que concerne a unicidade da solugao de viscosidade, a estimativa (1.36]) tem um papel
importante na prova, no entanto por esta ser extensa e técnica, nao sera descrita aqui.

Para detalhes, veja o passo 3 do Teorema 2.5 em [I1], pag 167 a 171. O]
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1.3.2 Solugao de viscosidade na diferenciabilidade

Na subsecao anterior, ficou perceptivel que a fungao teste ¢ substitui a fungao valor V'
na condicao na definigao de subsolugao de viscosidade (respectivamente supersolugao
de viscosidade). No entanto, como serd perceptivel a seguir, a fungao V' satisfard a mesma
condigao anterior, dentro da nocao de diferencial. Como a solugao de viscosidade representa
uma noc¢ao mais fraca em relacao a solugao classica, torna-se necessario construir, como
habitualmente se faz, ferramentas que serao tuteis, na abordagem em relacao ao que foi dito

acima.

Defini¢ao 1.19. Para qualquer fungao v : [0,7] x R" — Re (¢t,z) € [0,T) x R", defina os
seguintes conjuntos para (s,y) € [0,T) x R
)

o},

(1.40)

Dituite) = d () eRx R | T 2BY) Zvlbn) —Us=8) = (py = 2)
, s—t |5—t\—|—|y—x|

Yy—x
—v(t,x) —Il(s—1) — —
lﬁwﬁwkz{QMERan i V8:9) —v(t2) —U(s — 1) — (p,y — @)

Yy—x

IN

v

1 1,— ~ : : : . L

onde Dy v(t,z) e Dy, v(t,z) sio a superdiferencial e a subdiferencial de primeira ordem
~ . (o 1 1,— ,

da funcao v, respectivamente. Além disso, Dtj:xv(t, r) e D, v(t,r), também se definem

como a superdiferencial e subdiferencial de primeira ordem restrita a ¢ a direita da mesma

funcao.

Algumas consideragoes podem ser feitas a respeito da superdiferencial e subdiferen-
cial. Primeiramente, observa-se que ambas as expressoes nas desigualdades em ([1.40f) sao
coerentes, pois por exemplo, olhando para os denominadores de cada fracao, constata-se
que a sua expressao pode ser entendida como uma norma. Por outro lado, Di’;rv(t, x),
Dtlv’x_v(t,x), D,tlj:xv(t, x) e Dtljr_’xv(t, x) sao conjuntos fechados e convexos. De fato, consi-

derando A € [0,1], [ € R, I, € R, p; € R" e py € R", temos por célculo simples,

v(s,y) —ov(t,z) — ()xll +(1-— )x)lg) (s—1t)— <()\p1 +(1- )\)pg),y — x> _

[s—tl+ly—=z
_ v(s,y) —v(t,z) —li(s —t) — (p1,y — )
s —t| + |y — 2|
v(s,y) —v(t,x) — (s — 1) — (p2,y — @)
= st + Iy —al '

Como A é nao negativo, da igualdade anterior e da primeira desigualdade de (|1.40)), resulta
a convexidade de D,i’;v(t,.r). Para os outros casos, o argumento € similar. Vejamos

agora que estes conjuntos sao fechados. Para isso, dadol € R e p € R", tome as sequéncias
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l, € Rep, € R"tal quel, — lep, — p. Também, vem imediatamente pelas propriedades

elementares dos limites, que

. {my(s,y)—v(t,x)—ln(s—t)—<pnay—37>}SO
n—-+o00 53; s —t| + |y — x|

i { iy 2ot =20)—blo =0y =)} 5

n—+oo | st |S—t| + |y—ZL'|
\ Yy—T

Para Dtlj:;v(t, x)e Dtljr_’mv(t, x), a ideia é a mesma. Além disso, é claro também por 1}
que Dy u(t,x) C Dtlj:xv(t, z)e Dy v(t,x) C Dtlj;xv(t, x). Por outro lado, Dtlg(—v)(t, x) =

—D;u(t,x) e D (—v)(t,2) = =Dy, u(t, x), pois basta lembrar que

im (_U>(S7y) — <—'U)<t,£C) — Z(S _ t) — <p7y — LC> <0
st s —t| + |y — =
y—x

o EE R EICIFES) B
s—t |S—t|+|y—$|
Yy—T

o g [HeR) =t =0 0 (o)
= ERTIEaPE]
y—T

Por tltimo, supondo que Dt{’jv(to, zg) N Dtl”m_v(to, Tg) # ) para algum (tg, 7o) € R x R",

entao
ov ov

Di’;v(to,xo) = Di’;v(zﬁo,xo) = (a(toﬂfo); a—x(t0,$o)),

que corresponde a um ponto isolado e se deduz imediatamente, utilizando simultaneamente
as duas desigualdades em ((1.40]) e a definigao de diferenciabilidade para v(tg, zo). Nestas
condicoes, segue-se um importante resultado de solucao de viscosidade no contexto da

diferenciabilidade.

Teorema 1.20. Suponha que valem as hipéteses (Dg,1) e (Ds,2). Entdo a funcao valor
Ve C’( 0,77 x R”) é a tnica que satisfaz as seguintes condigoes para (t,z) € [0,7] x R",

ou seja

)
-1+ supH(t,x, u, —p) <0 V(,p) e Dtlj:xV(t, x)

uelU

—[ + sup H<t, x,u, —p) >0 V(,p) e l)tlJ’;lj/(t7 x) (1.41)

uelU

| V(T z) = h(z) (t,z) € T x R™.

Demonstragio. Seja v € C([0,T] x R™).
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Afirmagao 1.20.1. Tome (ty,79) € (0,7] x R". Nestas condicdes, (I,p) € D, v(to, o)

se, e somente se, existe uma funcio ¢ € C*([0,T] x R™), tal que

0

(@(toa o), %—f(t(),xo), 8—;0(750,96‘0)) = (v(to, 20), 1, p)
(1.42)

gO(t,I) > ’U(t,l’) V(th xO) 7£ (t,l‘) € [toa T] x R™.
De fato, seja (I,p) € D;’jv(to, xg). Nestas condigoes, defina as fungoes

v(t,x) — v(te, xo) — U(t — to) — (p,x — x0) VO
t—to+ & — o

se  (t,x) # (to, o)
o(t,x) =
0 se (t,x) = (to, o),

sup {o(t,x) | (t,z) € [to, T] xR", t—to+|z—mz|<r} se r>0
n(r) =
0 se r<Qo.
Olhando para (1.40)), tem-se de imediato que i : R — [0, +00] é continua e nao decrescente

no seu dominio. Assim V(t,z) € [to,T] x R", tem-se

v(t,x) — v(to, xg) — U(t — to) — (p, x — )
(t —to + |z — x0])
S o(t,z) — v(to, o) — Ut — to) — (p,x — z0) < (t —to+ |x — xo|)n(t — to + |x — x0]).
(1.43)

<t —to+ |z — x0])

Defina agora, a seguinte funcao

;

0 se (t,x) €l0,ty) x R"

C(t,x) == 2(t—to+|z—z0l)
n(r)dr + (t —to + |z — m0])>  se  (t,z) € [to, T] x R™.

\ 0
Da mesma forma, ¢ : [0,7] x R" — [0, +00] é continua no seu dominio. Por outro lado,

a a 2(t—t0+|x—xo‘)
a—i(t,x):—{ / n(r)dr+(t—t0+|a:—xo|)2}
2(t—t0+|$—xo‘)

:_{ / n(r)dr}+%(t—to+|x—$0|)2
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=2n[2(t — to + |z — zo])] — 0n(0) + 2(t — to + |z — o)

(para a derivada parcial de ¢ em ordem a x, procede-se de igual forma). Logo

¢ ¢

—(to, z0) = %(to,xo) =0,

ou seja, ¢ € C'([0,T] x R™). Sendo assim e tendo em conta (1.43), pode-se afirmar que,
\V/(t,l’) € [t(]?T] xR"e (t,l‘) 7é (t07x0)

2(t7t0+|1‘710‘)
C(tz) > / n(r)dr + (t — to + |z — 20|)?
(t—t0+|x—x0\)

2 (t—t[)—i"$—$0’)n(t—to+‘l’—$0‘)+(f—t0+’33—.%0’)2
(

v

t —to + |z — mo|)n(t — to + [ — @ol)

> v(t,x) — v(to, xo) — Ut — to) — (p, x — o),

donde, fazendo ¢(t,z) = v(to, o) + I(t — to) + (p,x — x0) + ((t,z) com (t,x) € [0,T] x R",
obtém-se (1.42). Da outra implicacdo, sabendo que se tem o € C*([0, 7] x R") tal que vale

(1.42)) e relembrando que

_ ov ov
Dtl,’;v(tm%) = Dtl,’z v(to, x9) = (E(towo); %(to,xo))

tem-se imediatamente que (I, p) € Difv(to, z9). No que foi provado na Afirmacao [1.20.1
pode-se, similarmente, garantir a existéncia de uma funciao ¢ € C'([0,7] x R™), tal que
v — ¢ atinge o maximo em sentido estrito no ponto (to, xg) e

(90(%7330), E(to,xo), g—i(to,xo)) = (U(to,xo)%p)' (1.44)

. , o 1 1,—

Analogamente, a Afirmagdo [1.20.1] continua valendo, substituindo D, v() por D, v(-),
"maximo em sentido estrito” por "minimo em sentido estrito” e mudando o sentido da
desigualdade na inequacao em ([1.42)). Observando também que, a expressao ”em sentido
estrito” pode ser omitida, substituindo os sinais ”<” ou ”>" por ”<” ou 7>, respectiva-
mente, em ([1.42)). Ainda com respeito a esta Afirmagao, fica claro, que os gréficos de v
e o coincidem no ponto (tg, zo), sendo que os seus gradientes sdo iguais a (I,p) e que na

vizinhanga desse ponto, ¢ se aproxima por baixo ou por cima a v.

Afirmagao 1.20.2. A func¢do v € C([0,7] x R") ¢ solugao de viscosidade de (|1.26)) se, e
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somente se v(T,x) = h(z) V(t,z) € T x R" e V(t,z) € [0,T) x R"

-1+ supH(t,x, u, —p) <0 V(,p) e Dtl,’;'u(t,x)

uelU

(1.45)

uelU

—1+ SupH<t,x, u, —p) >0 V(,p) e Dtl,’;z)(t,x).

Para provar a sua veracidade, suponha que a funcao v € C ([O,T] X ]R”) ¢ solucao de

viscosidade de 1’ entao dado (I,p) € Dtl”;v(t,:v), pela Afirmacao |1.20.1} existe uma

funcdo ¢ € C'([0,T] x R™), tal que v — ¢ atinge o méximo local em (¢, ) e

(cp(t, x), 86—(7:(75, x), g—i(t, ac)) = (U(t, x), l,p).

Pela definicao de solugao de viscosidade, tendo em conta (1.35]), tem-se a primeira desi-
gualdade de (1.45). Reciprocamente, se ([1.45)) vale, entdo dado ¢ € C*([0,T] x R™) tal que
v — ¢ atinge o maximo local em (¢, x), pela Afirmagao [1.20.1| mais uma vez, resulta que

0 0
(0. 52 wa) € Do)

ou seja tem-se (|1.35), isto é, a fungao v € C([O,T] X R”) ¢ solucao de viscosidade
de (1.26). Em relacdo a segunda desigualdade em , o raciocinio é andlogo para
(I,p) € Dtl,’;v(t,x). Olhando agora para a Afirmacao , observa-se que nao é ne-
cessariamente verdadeira, se Dtlv’;rv(t,x) e Dtl”m_v(t, x) forem substituidos por Dtlj:wv(t,x)
e Dtljr_’zv(t,x) em , pois Dtl”:v(t,x) - ng:fzv(t,x) e Dt{’;v(t,x) - Dtljr_’zv(t,x). No
entanto, considerando as hipéteses (Ds,1) e (D;,2) do teorema, dado (I,p) € ng:xV(t, x)
em que V' é a funcao valor e considerando a funcao teste ¢ da Afirmacao [1.20.1, garante-se
a existéncia da soluc¢ao de viscosidade pelo Teorema [1.18] lembrando que na sua prova,
utilizou-se o limite da variavel tempo a direita, fazendo § — s com § > s. Mais ainda, pela
unicidade da solucao de viscosidade do mesmo Teorema [1.18 em juncao com a Afirmacao
e lembrando que Di’;V(t, x) C Dtlj:xV(t, x), tem-se a primeira condigao de .
A ideia é a mesma para a segunda condigao, fazendo (I,p) € Dtljr_,xV(t,x), concluindo-se

assim a prova do teorema. O]
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Capitulo 2

BSDE

Este capitulo tem como ementa, o estudo das BSDEs e a andlise de sistemas nao deter-
ministicos. Nesse sentido, serao considerados também, processos de difusao na construcao
desses sistemas, que nos levarao inevitavelmente ao conceito de SDE. Assim sendo, serao
analisados alguns resultados para este tipo de equacoes, onde se destaca o resultado da
existéncia e unicidade da solucao de uma BSDE. Além disso, como exemplo de conexao
entre BSDEs e controle, é analisado a versao estocéstica do Principio do maximo de Pon-

tryagin.

2.1 Existéncia e unicidade

Antes de estudar as BSDE, hé que ter em conta algumas ideias relacionadas com pro-

cessos estocasticos.

Defini¢ao 2.1. Seja (Q, F,{F;}i>0, P) um espaco de medida de probabilidade com fil-
tracao em relacao ao tempo. Diz-se que este espaco satisfaz as condicoes usuais se, e
somente se (2, F, P) é um espago de medida completo, isto é, Fy contém todos os conjun-

tos de medida nula em F e {F;}:>¢ é continua a direita.

Definicao 2.2. Nas mesmas condi¢oes da definicao anterior e fixando o tempo T finito,
dado o processo X : [0,7] x Q — M, com w € Q e (M, d) um espago métrico, tem-se que:
(1) X é F - mensuravel se, e somente, a imagem inversa da fungdo X (¢,w) em qualquer
aberto de M, é mensuravel com respeito a sigma algebra F.

(2) X é B[0,T] x F - mensuravel se, e somente, a imagem inversa da fungao X (t,w) em
qualquer aberto de M, é mensuravel com respeito a sigma algebra B[0,T] x F.

(3) X é {Fi}i>0 - adaptado se, e somente se, X é F; - mensuravel, V¢ € [0, 7.

(4) X é {Fi}i>0 - progressivamente mensuravel se, e somente se, a imagem inversa da
fungdo X (s,w) em qualquer aberto de M, é mensurdvel com respeito a sigma algebra
B[0,t] x Fy, Vt € [0,T].
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Observagao 2.3. Das defini¢oes anteriores resulta que, se um processo ¢ {F;}i>o - pro-
gressivamente mensuravel entao é {F; }+>o - adaptado. No entanto, no contexto de espago
de probabilidade com filtracao definido acima, a reciproca também vale. Ou seja, se um
processo X, tomando valores em M, é mensuravel e {F;}:>o - adaptado ent@o existe uma
modificacao de X, pelo qual este é {F;}> - progressivamente mensurdvel. Para detalhes,

veja o Teorema em [2], pag 89.

Neste trabalho, os processos estocasticos estudados, tomarao valores no espacgo dos
numeros reais. Além disso, serd usado o conceito de martingale, que é referido como
um processo X que é {F; >0 - adaptado, tal que E[X(¢)] é finita e tem a propriedade
E[X(t)|Fs] = X(s), P a.s., com 0 < s <t <T. Por outro lado, chama-se a atencao para

o fato de que no capitulo anterior, ao lidar com z(t) deterministico, tinhamos que

com b € L' ([0, T]; R™). Daf que, utilizando o teorema fundamental do cdlculo e dada uma

funcao F € C! ([0, T] x R"), esta podia ser representada da seguinte maneira:

oF

F(t.2() = F(0.2(0)) + / {5 a4 (G (s0(60),000) ) .

No entanto, no caso de um processo estocastico X (-), existe também o fator de difusdo
representado por o. Para isso, considere um {F;};>¢ - movimento Browniano de dimensao
m, que serd definido por W. Sabendo que para 0 < s < ¢, W(-) é um processo Gaussiano
de valor médio nulo e variancia t—s, além de que W (t1), W (ta) =W (t1), .., W (tx) —W (tx—1)

sao incrementos independentes para 0 < t; < t; < ... < t;, pode-se escrever

t t

X(t) = X(0)+ /b(s)ds + /J(S)dW(s) t € 10,17, (2.1)

0 0

em que b € Ll}-([O,T];R”) e o € L;([O,T];Rnxm). Seguindo a mesma logica, para a
equagao (2.1, pode-se generalizar a ideia anterior. Utilizando a férmula de It6 que estd
intrinsecamente relacionada com a expansio de Taylor e sabendo que F € C'? ([O, T) x R”),

tem-se

F(t,X(t) = F(0,X(0)) +/t{%_§(s,x(s)) + <_
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+ %tr [a(s)T%(s, X(s))(f(s)] }ds

t

+/<?9_§(S’X(S))’U(S)dw(8)> vVt e [0,T] P a.s., (2.2)

em que as derivadas parciais de primeira ordem em t e em z, bem como a derivada de
segunda ordem em z de F', sao continuas. Para detalhes da construcao desta férmula com
n = m = 1, veja por exemplo, o Teorema 4.1.2 em [7], pag 44-48. Nestas condigoes, po-
demos afirmar que qualquer processo martingale pode ser identificado através da integral

de Ito. Este fato é conhecido como o teorema da Representacao de martingale.

Teorema 2.4. (Representagao de martingale) Considere X um martingale quadrado in-
tegréavel em [0, 7], ou seja, E[(X(t))2] < 400 Vt € [0,T]. Nestas condigdes, existe um

tinico processo € L;([O, TY; Rm) progressivamente mensuravel, tal que
t
X(t) = E[X(0)] + /C(s)dW(s) Vt € [0,7] P a.s. (2.3)
0

Observacgao 2.5. Para prova, veja Teorema 4.3.4 em [7], pag 53-54.

Uma nocao também bastante importante, é a solucao forte de uma SDE. Considere a
seguinte equagao:
dX(t) = b(t, X)dt + o(t, X)dW (t)
(2.4)
X(0)=¢ P a.s.

Definicao 2.6. Dado (Q, F,{F;}i>0, P) e W(t) um {F,;};>0 - movimento Browniano de
dimensao m, seja b € AR"), 0 € A(R™™) e £ uma varidvel aleatéria limitada, Foy -

mensuravel. Diz-se que o processo continuo X (t), {F:}+>0 - adaptado, é solugao forte de
(2.4) se, e somente se

X(t) :£+/b(s,X)ds+/a(s,X)dW(s) vt € 0,7,

0 0

onde

[ 0601+ lots X)PYas < 400 Pas
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Nas condicoes da definicao anterior, assuma a seguinte hipétese H:

b(t, )]> + |o(t, z)]> < K*(1 + |z]?)
|b(t,x1) — b(t, x2)| + |o(t, 1) — o(t,22)| < K|z — 20| , YVt €[0,T] Vi, 25 €R"
b(t,0)| + |o(t,0)| € L*([0,T]; R)
(2.5)
Para provar o préximo teorema e alguns resultados que se seguirao nesta dissertacao, as

desigualdades de Burkholder-Davis-Gundy sao imprescindiveis.

Proposigao 2.7. (desigualdades de Burkholder-Davis-Gundy) Dado (€2, F,{F;}i>0, P) €
W(t) um {F;};>0 - movimento Browniano de dimensdao m, seja o € L%([0,T];R™"™).
Entao para qualquer ¢ > 0, existe uma constante K. > 0 tal que, para qualquer tempo de

parada 7 € [0, 7], tem-se

T

/t o () (s) QC] < KCE[ / \a(s)fdsr (2.6)

0 0

1 r , ¢
—F d < F
i [/ o(s)] 8] < Li‘i%
0

Observacgao 2.8. A prova deste fato pode ser encontrada no Teorema 3.28 em [5], pag 166.
A ideia de "tempo de parada’em processos estocasticos que aparece no resultado, pode
ser visto como um tempo aleatério 7 em que esse processo apresenta um comportamento
de interesse no que diz respeito aos eventos do passado, isto é, 7 : Q — [0,7] é tempo de

parada em relacao a filtracao {F; >0, se Vt € [0, 77,
{7’ < t} = {w € Q tal que 7(w) < t} € Fi.

Teorema 2.9. Se a hipotese H vale entao para qualquer variavel aleatéria &, Fy - men-
surdvel tal que E[|¢]?] < 4oo, (2.4) admite uma tnica solucdo forte. Além disso, as

seguintes estimativas valem

B[ sup. 1X(®)|"] < K(1+ E[¢)?) (2.7)
B[ swp [X:(6) = ()] < KEl6 - & (2.8)
E[|X(t) = X(t)['] < K(1 + B |t — ta- (2.9)

Demonstracao. Fixe T'> 0. Para cada 7 € [0,7], defina
L5[0,7) :={X : [0,7] x @ = R" tal que X(-) é {F};>0 — adaptado, continuo e

E sup |X(t)|* < 400},

0<t<r
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COo1n norma

[N

X ()] ealor) = { B[ sup [X ()]}

0<t<r

(2.10)

Facilmente conclui-se que £5[0,7] é um espago de Hilbert munido com a norma definida
em ([2.10). Além disso, dado X(+), Xa(-) € £5[0, 7], tal que

Xl(t):§+/ le ds+/asX1 W (s)
% % tefo,r], (211
0

Xg(t)=£+/ SXQ s+ USX2 S)

\ 0

tem-se por (2.5)), (2.11)) e as desigualdades de Burkholder-Davis-Gundy em (2.6) que,

t t

|X(')|3;2[0,T] = E[0S<1;I<)7|X(t)’2} = E|:OS<L251£T §+/b(s,X(s))ds+/U(S,X(s))dW(s) }

e g [+ e I

< 3’E[ sup \§|}+327EU\175X )\ds}+32K1 [/}USX )‘ds}

0<t<r

t

| +| ot xename

<9E[|¢] +9¢EUTK2(1+ |X(s)}2)ds] +9K1E[/K2(1+ |X(s)|2)ds}

< fo0. (2.12)

<Cl+02 |:/‘X ’d8:|<01+CQT‘X ‘ﬁ[O

Por outro lado,

1 X1() = Xo()Zoo.n = B[ sup [Xa(t) — Xa(t)]?]

0<t<t
t

/ [b(s, X1(s)) — b(s, Xals))]ds
|

/ [b(s, X1 (s)) — b(s, Xa(s))]ds

< 22E{ sup {
0<t<r
0

:E{sup

0<t<r

—|—/ s, X1(s)) — o (s, Xa(s)) ]| dW (s)

2
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]

< 4TE{ / (s, X1(s)) — b(s,XQ(s))|2ds}

+ ‘ j [o(s, X1(s)) — o (s, Xa(s)) | dW (s)

+4K1E[/T|J(S,X1(S)) —U(S,Xg(s))fds]

T

< 4K27E{/ X1 (s) — XQ(S)]st}

+4K1K2E[/T\X1(s) —XQ(S)IQdS}

= (4K + 4K K*7) | X, (1) — X

2(')|L2[0,7—]' (2'13)

Como £5[0, 7] é espaco de Banach e tomando 4K%7% + 4K, K7 < 1, tem-se uma contracao
em . Logo, existe um tnico ponto fixo, ou seja uma unica solucao forte de (2.4 no
intervalo [0, 7]. Aplicando o mesmo raciocinio para [7, 27] e assim sucessivamente, obtemos
uma tnica solucao forte em [0,7]. Em relacdo as estimativas, ¢ imediato devido a
e a desigualdade de Grownall. Para verificar (2.8)), notamos que

t

6=+ [ s X(5)) — bls. Xals)) s

]
< 32E{ sup {\gl — &P+ ‘ j [b(s, X1(s)) — b(s, X2(s))]ds
¥ ' / [0 (5, X1(5)) — o (5, Xa(s)) | dW (s) ]}

< 9El¢ —§2|2+9TEU\b(s,X1(s)) — b(s, Xs(s))] ds]

0

B[ sup 1X1(0) - X)) = £ sup

0<t<T 0<t<T

t

Jr/ [o(s, X1(s5)) — 0 (5, Xa(s5)) | dW (s)

0

2

T
+9KE[/|USX1 —a(s Xo(s ‘ds}
0

< 9Bl¢ — &2 + 9K13[f [(X1(5) — Xo(s)) ‘2d5}
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+9K2E{/|(X1(s) - Xz(s))fds]
<9E|& — &P + 9K3/E[ sup [ Xi(s) — Xa(s)]]ds.  (2.14)

0<s<T
0

Utilizando a desigualdade de Grownall, observa-se que ({2.8) vale. Por tltimo, tem-se
|

| / (5, X(5)) AW ()

to

E[|X(t1) — X(t2)]?] = EH 7b(s,X(s))ds+/a(s,X(s))dW(s)

t1

Q]

< 4t —tQ\E:/}b(s,X(s))fds} +KEUQ\U(S,X(S))FCJS}

< 22EH ib(s,X(s))ds

<4l —t2|E:7}b(s,X(s)) —b(s,O)‘st}
+KEUQ|U(S,X(3)) —a(s,())]st]

+ 4|t —t2|E[7‘b(s,0)|2ds} +KEU2}U(S,0)|QCZS},

t1 t1
isto é

T

E[|X(t) — X (t2)[?] < 4K ]ty —t2|EU|X<s)|2ds: +K2E[7|X(s)}2ds}

+ 4t —tQ\EUT\(b(s,o))Fds: +KE{7\(0(5,0))]2¢13}. (2.15)

Assim, por (2.7) e o fato de [b(¢,0)| + |o(t,0)] € L*([0,T};R), chega-se & desigualdade
9. 0

Observacgao 2.10. Do teorema anterior, algumas observacoes sao importantes. Em pri-
meiro lugar, na prova da unicidade da solucao forte, nao é necessario que 7 seja tempo
de parada. Além disso, evidencia-se o fato do anterior resultado ser valido, também, para

espagos de Banach £,[0,T], com p > 1. Para o que se seguira neste trabalho, sera suficiente
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considerar p = 2. Ainda como consequéncia de tal teorema, temos que se Xi(t) e Xs(t)

sao solugoes fortes de (2.4), entao
P(Xi(t) = X5(t), Vte[0,T]) =1.

Imagine agora um investidor que daqui a 25 anos deseja ter um lucro de p reais. Ini-
ciando hoje o seu investimento que estratégias, ele deve adotar para atingir sua meta?
Por exemplo, fazendo T' = 25, fica claro para este problema, que ao contrario das SDEs,
tem que existir uma ”certeza” no tempo futuro, ou seja, sendo Y () o processo estocastico
do investimento em causa, com t € [0,25], ter-se-ia Y (25) = p. Para formalizar a ideia,

considere o seguinte exemplo simplista, que é dada pela equacao diferencial

(2.16)
Y(T)=¢ P a.s.

Uma solugao natural para esta equagao, seria considerar Y (¢) = Y(0) = £. Assim, pelo
Teorema e assumindo que £ é Fj - mensuravel, existiria um tnico processo Y em .
No entanto neste caso, como Y (T) = £ é Fr - mensuravel, para que faca sentido,
ha que adaptar ou condicionar Y (t) ao tempo passado, fazendo Y (t) = E[Y(T)|F;], com
0 <t <T. Considerando o movimento Browniano habitual W(-) e Y () um martingale
quadrado integravel, pelo teorema da representacao de martingale, existe um unico pro-
cesso Z(+) € L%([0, T); R*™), {F}i0 - adaptado tal que

Y(t) = Ele] +/Z(s)dW(s) vte[0,7] P as.

Pondo Y (t) = E[Y(T)|F], podemos escrever

Y(t) = E[§] + /Z(s)dW(s) =Y (0) + /Z(s)dW(s) Vi€ [0,T] P a.s.

t

Coomo / Z(s)dW (s) = /T Z(s)dW (s) — /T Z(s)dW (s), vem que

0

Y(t)=¢ - / Z(s)dW (s) com dY(t) = Z({)dW(t) e Y(T) = €.
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Assim sendo, Vt € [0, T] conclui-se que o processo Z(t) surge na equagio, para que Y (t)

seja {F; >0 - adaptado.

Proposicao 2.11. Dado &, Fr - mensurével tal que E[|¢[*] < 400, o par de processos

adaptados (Y, Z) sdo unicos em

(2.17)
Y(T)=¢ P a.s.

A equagao diferencial estocastica (2.17)) é chamada de BSDE, pois estd fixado o tempo

terminal 7.

Demonstragao. Sejam os pares (Y1, 7Z1) e (Ya, Zs) duas solugoes de (2.17)), tais que

yuw:g—/Zﬂ@ww@egn@yzg—/zxgmw@.

Resulta entao que

T

Yi(t) — Ya(?) =€—/Zl(S)dW(S)—£+/T /T (5))dW (s)

t

= [ (2a65) = 2D aw )~ [ (zas) ~ 2w ).
Fazendo Y (t) := Yi(t) — Ya(t), é imediato que Y (T") = 0, em que
/ (s))dW (s) (Fo - mensuravel).

Assim, tendo em conta que Y (t) = E[Y(T)|F] = E[0|F] = 0, resulta Yi(t) = Ya(t) e
Zl(t> = Zg(t) comt € [O,T] ]

Pode-se generalizar a equacao (2.17)) da seguinte forma. Considere uma funcao f :
[0, 7] x Q@ x R* x R*™ — R* tal que

dY (t) = —f(t,Y (1), Z(t))dt + Z(t)dW (t)
, t€[0,T] Pas. (2.18)
V(1) =¢
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A fungao f é estocastica pois depende de pelo menos um processo. Chamemos f de fungao
geradora da BSDE ([2.18)). Olhando para esta BSDE, verifica-se que a sua soluc¢do serd um

processo de Ito, ou seja

T

Y(t)=¢+ /f(s,Y(s),Z(s))ds — /Z(s)dW(s). (2.19)

t

Denote SZ(RR), como o conjunto de todos os processos progressivamente mensuraveis to-
mando valores em R* tal que V Y(-) € S*(R¥), tem-se

Y ()|s2rry = {E[ sup [Y(?)]] }% < +o0.

0<t<T

Defina também M?(R**™), como o conjunto de todos os processos progressivamente men-

surdveis tomando valores em R¥*™ tal que V Z(-) € M?*(R**™), tem-se

!ZUMMWWWZ{ELfW@WW4}%<+W-

Observacao 2.12. E importante ressaltar, que para cada s € [0,7], a norma de um ele-
mento z € R¥™ é dada pela raiz quadrada do traco do produto dela com a sua transposta,
ou seja,

2] = /tr(272).

Para a > 0, defina B? := S?(R*) x M?(R¥*™), em que

0<t<T

D«mzmmmz{E[wpuwwwﬂ+ELiw@WwW4}%<+m.

Pode-se sem maior dificuldade, concluir que B? é um espaco de Banach. Este fato serd

importante mais adiante.

Defini¢ao 2.13. Uma solucdo de (2.18)), é um par de processos (Y(~), Z ()), satisfazendo
(1) Y(-) e Z(-) sao {Fi}i>0 - progressivamente mensuraveis,
T
(2) /Hf(s,Y(s),Z(s))\ +|2(s)|"]ds < 400 P as.,

T

(3) Y(t)=¢&+ /f(s,Y(s),Z(s))ds - /Z(s)dW(s) Pas. 0<t<T.
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Lema 2.14. Suponha que exista um processo estocastico g € M?*(R¥*™) e uma constante
A> 0 tal que £t y, 2)] < g(®)+A(yl+12]). ¥ (t.,2) € [0, T xRExR¥™. Se (Y (), Z(-))
é solugao de (2.18) tal que Z(-) € M*(R*™) entdo Y (-) € S*(R¥).

Demonstragao. De fato,

t

Vl= v - [ £ Y6 20)is+ [ Zear

0

t

sup [ Z(5)a(s)

0<t<T

< |Y(0)] —l—/‘f(s,Y(s),Z(s)ﬂds—i—

t t

< |Y(O)|—|—/ Hg(s)| +/\{Y(s)}+/\|Z(s)Hd8+ sup /Z(s)dW(s)

0<t<T
0

. (220

t

sup /Z(s)dW(s)

0<t<T

o =Y (0)| + / [lg@®)| + M Z(t)|]ds +

Por hipétese, g e (Z(+)) estao em M?*(R*™), o mesmo acontecendo com Y (0) por ser
deterministico e portanto quadrado integravel. Por outro lado, pela desigualdade maximal
de Doob (iv em [5], pdg 14), segue que a ultima parcela de (2.20)) é quadrado integravel.

Assim, temos que El|a|? < 400 e

Y (1) < a+/A\Y(s)|ds.

Donde, pela desigualdade de Gronwall em ([1.4)), resulta que

V(1) < ae™

= sup [Y(t)]> < sup a?e*

0<t<T 0<t<T

= |Y(')|%Q(Rk) = E[oi?fT Y (1)|*] < +oc.

Logo Y (-) € S*(R"). O

Com o objetivo de analisar o principal teorema desta secao, considere a variavel aleatéria

& nas mesmas condigoes da Proposicao [2.11} Introduzimos as seguintes hipdteses:
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(L1) Existe uma constante A > 0 tal que

|f(tyn, 21) — f(t g2, 22)] < AJyn — ol + |21 — 22f)
V(t,y1,21) € [0,T] x R x RF™ V(¢ 45, 25) € [0,T] x RF x R¥*™ P q.s.

T
(L2) E[[£|2 + / |f(s,0, O)]stl <400 Pas.
0

No momento, suponha a existéncia de uma fungao F' que nao dependa de y e z. Considere

entdo, F € M?(R¥), com t € [0,T]. Nesta situacdo tem-se o seguinte lema:

Lema 2.15. Se £ e F satisfazem L1 e L2 entdo existe uma solucéo tnica (Y (-), Z(+)) € B,

satisfazendo
T T

wm:g+/£@mg—/2@mwgy 0<t<T. (2.21)

t t
Demonstragdo. O objetivo é mostrar que existe um Z(-) € M*(R¥*™), tal que (Y (-), Z(-))

é solucao de ([2.21)

T
Definindo Y (t) := E [{ + /F(s)ds

]:t} , tem-se

T

vio- sfes [ reafr] = efe [ ro- [ row)s]

t

i T ] t
:Ef—l—/F(s)ds]-"t —/F(s)ds]-"t
) 0 ) 0
T ¢ ¢

:E§+/F@@f{—/F@@:m@—/F@@

0 ) 0 0
onde m é um martingale quadrado integravel e F' é {F; }1>0 - progressivamente mensuravel.

Assim, pelo teorema da Representacio de martingale, segue que existe Z(-) € M?(R"™),

tal que
t

m(t) = m(0) + /Z(s)dW(s) , 0<t<T.

Basta verificar agora que (Y(~), Z()) é a solugao de 1' Ora, sabendo que & = Y (7)),
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pode se escrever

Logo, fazendo & = m(T') — / F(s)ds, garante-se a existéncia da solugao.

0
A unicidade segue imediatamente da Proposigao 2.11] O

A seguir, apresentaremos um resultado fundamental da existéncia e unicidade da solucao
de uma BSDE.

Teorema 2.16. (Pardoux-Peng) Se as hipoteses L1 e L2 valem, entdao a BSDE (2.18)

admite uma tnica solu¢ao (Y (-), Z(-)) em B>

Demonstracao. A ideia da prova é a utilizagao do argumento do ponto fixo para espagos
de Banach. Com efeito, dado (U, V) € B?, defina (Y, Z) = ¢(U,V), tal que o par (Y, Z)
resolva a BSDE

T T

Y(t) =&+ /f(s, U(s),V(s))ds — /Z(s)dW(s) , 0<t<T. (2.22)
Observando que, fazendo F(t) = f(¢, U(t), V(t)) e supondo que existe f(-,0,0) € M?*(R**"™)
tal que [F/(t)| = |f(¢,U(t), V(t))| < f(£,0,0)+A(|U(t)|+|V (¢]) para X > 0, garante-se, jun-

tando o Lema e o Lema[2.15, que (Y, Z) € B? é a tinica solucdo em ({2.22)). Além disso,
como os processos em (2.22)) sdo quadrados integraveis, resulta que (Y, Z) = ¢(U, V) estéd

bem definida. Assim, considere (U, Vi) € B* e (U, V) € B2, tal que (Y1, Z1) = ¢(Uy, V1)
e (Yo, Zo) = ¢(Un, Vo), onde Y := Y, — Yo, Z = 2y — Zo, U= Uy —Up e V := Vi — Vi
Daqui resulta que Y (T') = 0 e portanto, temos

4Y (8) = —[F (£, U (1), Vi) — £ (&, Ua(t), Va(0)) ]t + Z()dW ().

Por outro lado, aplicando a férmula de It6 na funcéo g(¢, Y (t)) := e™|Y(t)|*, com a > O e
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t € [0, T], resulta que

(e Y (1)2) = ae®|Y () |2dt + 26°°Y (£)dY () + e® (dY (1))
= ae™|Y (t)]?dt — 2 (Y (t), [ f(t, Ur(2), Vi(t)) — f(¢t,Ua(t), Va(t))] )dt
+2e*(Y (1), Z(t)dW (t)) + | Z(t)|dt,

ou seja,

t

Y (12 /{aea5|Y 8)|2 = 2e(Y (s), [f (5, Ur(s), Vi(5)) — f (5, Us(s), Va(s))]) }ds

0
t t

—i—/QeO‘S(Y(s),Z(s)dW(S)) +/eas]Z(s)\2ds

= [ e { —alY(s)2+2(Y (s), [ (5, Ur(s), Vi(s)) — f (5, Ua(5), Va(s))]) }ds

t
T T

—/26“5(Y(s),Z(s)dW(s)) —/eo‘s|Z(s)|2ds.

t t
Como f é Lipschitz, entao L1 vale e portanto tem-se

T

Y ()2 < /eas[ CalY ()P + 2V (s)(JU(s)] + |V (s)[)]ds

—/26“5<Y(s),Z(s)dW(s)> —/e‘“]Z(s)\zds.

t t

2
~ a .
Dado € > 0 e tendo em conta a relacio 2ab < — + eb?, para a e b reais, pode-se escrever
€

Y () /e —alY (s)2 + 2)Y (s) (|U ()| + |V (5)])] ds

2e*(Y (), Z(s)dW (s)) —/eo‘s\Z(s)|2ds

)\2

)\2
?|Y(s)\2 + €]V(s)]2 ds

< ZIY ()P + U +

Tty T 7

€% { —alY(s)]? +
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2. BSDE

265 (Y (s), Z(5)dW (s)) — / ¢9%) Z(s)ds

t

(= as BNV OR + (U6 + VP |as

I
Tt~ Tt~ Tt~

2e*(Y (s), Z(s)dW (s)) —/60‘5|Z(s)|2d8.

2
Pondo o« = —, resulta
€

e Y (t)]* + /eo‘s\Z(s)|2ds <e eo‘s(|U(s)\2 + ]V(s)]Q)ds

—2 [ e*(Y(s), Z(s)dW (s)). (2.23)

/T
0
T
t/
Afirmagao 2.16.1. Com Y () € S*(R¥) e Z(-) € M?*(R**™), tem-se que

T

[ e e z6)aw ),

t

¢ martingale quadrado integréavel.

1
De fato, aplicando as desigualdades de Burkholder-Davis-Gundy com ¢ = 3 eT =T em

(2.6)), temos que para K > 0,

E{p / 6“<Y<S>a2<s>dw<s>>H . KE/ eas\Y(s)!%aﬂZ(s)}QdI
< 15| mp, o /T e‘“\Z<s>|2ds)é}_

0

2

a b?
Sabendo que ‘ab’ < ) + 5 para a e b reais, pode-se escrever

t

/e“S(Y(s),Z(s)dW(s»H < %E[ sup e‘”|Y(t)|2} + KTQE{/Te“ﬂZ(s)‘st}.

0<t<T

E [ sup
0<t<T

(2.24)
Como o membro da direita na desigualdade ([2.24)) é finito por hipétese, a Afirmagao 2.16.1
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2. BSDE

vale. Denote agora
T
R(e) := 5/(3°‘S(|U(s)|2 + [V (s)*)ds.
0

Observe que para t = 0 na desigualdade (2.23)), temos

T

E{/eo‘s\Z(s)Fds] < E[R(e)]. (2.25)

0
Assim por (2.24)), pode-se afirmar que para K > 0,

1

/T eZ“SIY@)fIZ(s)Fds} 5

T

E[ sup e“t|Y(t)|2] < E|[R(e)] + KE

0<t<T

< E[R(e)] + KE| sup @‘?|y(t)\(/eas}Z(s)Ist)%]

| 0<t<T

0<t<T

< E[R(e)] + %E[ sup eat|Y(t)]2} + K;EUTeaﬂZ(s) st].

Portanto, da desigualdade anterior e notando ([2.25)), conclui-se que

0<t<T 2

3| s 0P| < B[RE) + 2 B (RE) - 58| / |z

0<t<T

o %{E{ sup eaf\m)y?] +E{/Teas\2(s)]2ds” < K22+3E[R(e)]
& E[Oi%eaﬂy(t)ﬁ] +E{/Te°‘5|Z(s)‘2ds] < (K*+3)E[R(2)],
isto ¢

ELgETeoﬂY(tNQ+/T€O‘S‘Z(S)|2ds} (K*+3 aE[/T ($)]*+ [V (s)]*)ds }

< LE[ sup eat\U(t)|2+/e°‘s|V(s)|2d5], (2.26)

0<t<T
0

1
onde L = (K% +3)e(1V T). Assim para um ¢ > 0 e fazendo L = 2 tem-se uma contragao
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2. BSDE

em ([2.26). Ou seja,
V2
’Y72|Bz = ‘¢(U7 V)|Bz < T‘U’V’BT

Pelo argumento do ponto fixo e sendo B um espaco de Banach, 1' tem uma tunica

solugao (Y(-), Z(+)) em B?, provando assim o teorema. O

No desenrolar deste trabalho, serda importante falar também das BSDEs lineares, ou
seja, quando a funcao geradora f em tem forma linear. Neste caso e com as mesmas
hipéteses do teorema anterior, o processo Y (+) pode ser explicitado. Apresenta-se entao a
versao linear com k = 1 para aliviar notagao. A versao para k > 1 com a respectiva prova,

pode ser encontrada no Teorema 2.2 em [I1], pag 349 a 353.

Teorema 2.17. Sejam A(-) e B(-) processos em R e R™ respectivamente, progressivamente
mensuraveis e limitados. Considere ainda C(-) € M?*(R) e £ uma varigvel Fr - mensurdvel,

tal que E[|€]*] < +o00. Nestas condigoes, a BSDE

dY (t) = —[A@)Y (¢) + (B(t), Z(t)) + C(t))dt + Z(t)dW (¢)

(2.27)
Y(T)=¢ P a.s.
admite uma tnica solugao (Y(-), Z(+)), o qual é dada por
T
Y(t)=L't)E [ﬁL(T) + /C(S)L(s)ds .7-}] 0<t<T, (2.28)
t
t . ¢ ¢
com L(t) = exp {/B(s)dW(s) + 5/ ‘B(s)fds + /A(s)ds} , 0<t<T.
0 0 0
Demonstragao. Pela formula de 1t6, pode-se deduzir que L(t) verifica
dL(t) = L(t)[A(t)dt + B(t)dW (t)]
(2.29)

L(0) = 1.

Além disso, pela desigualdade Maximal de Doob, temos que

LOR: = E| s [LOF] < 5] sup |L<t>|r < KE|IL0P].

0<t<T 0<t<T

Como A(-) e B(-) sao limitados por hipdtese e notando a definigdo de L(t) no enunciado

do teorema, resulta que |L(-)|3: < +o0o e portanto L(-) € S. Por outro lado, considerando
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2. BSDE

a fungao geradora f : [0,7] x @ x R x R™ — R, tal que f(¢,Y(t), Z(t)) = A(t)Y (t) +
(B(t), Z(t)) + C(t), pelo teorema anterior assegura-se a existéncia de uma tnica solugao
(Y(-), Z()) € B? da BSDE 1} Resta entao mostrar que 1} vale. Integrando por

partes, resulta que

LY () — L(0)Y (0) =

+/(L(s)Z(s))dW(s)+/(Y(S)L(S)A(s))ds+/(Y(s)L(s)B(s))dW(s).

Como f(t,Y(t), Z(t)) = A®)Y (t) + (B(t), Z(t)) + C(t), conclui-se que

t t t

L(t)Y (t) :Y(O)—/(L(S)C(s))d8+/(L(s)Z(s))dW(s)—i—/(Y(s)L(s)B(s))dW(s),

0

[e=]

L)Y () =Y (0)+ [ (L(s)C(s))ds = / (L(s)Z(s))dW (s) + / (Y(s)L(s)B(s))dW (s).

(2.30)
Pelas desigualdades de Burkholder-Davis-Gundy e aplicando a linearidade da esperanca no
membro da direita da igualdade anterior, observa-se de ([2.24]), que o martingale (2.30)) é

uniformemente integravel. Isto é,

T 1 T 1

E[/|L(S)Z(s)‘2dsr +E{/‘Y(5)L(S)B(s)|2d5 " < foo.

0 0
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2. BSDE

Assim, aplicando outra vez a esperanca, pode-se escrever

L)Y (t) —Y(0) + / (L(s)C(s))ds = E [L(T)Y(T) —Y(0)+ / (L(s)C(s))ds E]
ou seja, .
L)Y (t) = E[L(T)Y(T) + / (L(s)C(s))ds ;ﬁ}
Isto conclui . O

O 1ltimo teorema analisado permite afirmar que se Y(7T) =& > 0 e C(-) > 0 a.s, entdo

Y () > 0 a.s. Isto motiva o préximo resultado, conhecido pelo Principio da comparagao.

Teorema 2.18. (Principio da comparacao) Considere k = 1 e seja (&1, f1) e (&, f2) o0s
pares associados as solugoes (Y1, Z1) e (Ya, Z3) respectivas, em cada BSDE. Suponha que
ambas estdo nas condigoes do Teorema [2.16l Assuma ainda que & < & em P as e
fit, Y1, Z1) < fo(t,Y1,Z1) em my x P a.s (my medida de Lebesgue). Nestas condigoes,
tem-se Y1 (t) < Ya(t) Vi €[0,7] P a.s.

Demonstracao. Faga Y (t) := Yo(t) — Y1(t), Z(t) := Za(t) — Z1(t) e £ := & — & Considere

a equagcao

Y(t)=¢4 / [f2(s,Ya(s), Za(s)) — fi(s,Ya(s), Zi(s))]ds — / Z(s)dW(s),  (2.31)

fa(t,Ya(t), Zo(t)) — f1(t,Ya(1), Za(t)) = fa(t, Ya(t), Za(t)) — fo(t, Ya(1), Za(1))
+ fa(t, Yi(t), Za(t)) — fo(t, Ya(1), Zo(t))
+ fo (5,5/1(75)> Zl<t)) - i (t,Yl(t)a Zl(t))' (2.32)

Seja A um processo tomando valores em R e B um processo com valores em R™, tais que
vt € (0,17,

f2 (1, Ya(t), Zo(t)) — fo(1, (1), Zo(1))
Ya(t) = Ya(?)

se Yi(t) # Ya(t)
At) =

0 se Yi(t) = Ya(t)
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2. BSDE

e para cada 1 < i < m, com B(t) = (B(l)(t), ...,B(m)(t))

LY (1), Z8(1) — f2(t,Yi(1), 2 (1))
BYO(t) = Z

0 se 29 = Z80(1).

Como por hipétese, fo é Lipschitz, os processos A e B sao progressivamente mensuraveis.
Além disso, os processos A e B sao limitados, pois V¢ € [0, T], existe um A > 0 tal que
Fo(t,Ya(t), Za(t)) — fo(t, Ya(2), Za(t)) _ A(Ya(t) — Yi(t))

AW®I = Ya(t) — V(D) R AOES A0

L(8Yi(0).27(1) = (610, 271) _ M2 (1) - 27(1)

. < = - =A
Z9() — 27 (1) Z9() — 20 (1)

|BO(t)| =
=|B(#)| < .

Assim, por (2.32) e com as defini¢des de A(t) e B(t), pode afirmar-se que (2.31]) tem forma

linear, isto é

T T
Y(t) =&+ / [A(s)Y (s) 4+ (B(s), Z(s)) + C(s)]ds — /Z(s)dW(s). (2.33)
t t
Como f; é também Lipschitz e fi(t,Y1, Z1) < fo(t, Y1, Z1), tem-se C(t) = fo(s, Yi(t), Z1(t))—
fi (t,Yl(t), Zl(t)) > 0, bem como, £ = & — & > 0. Logo, aplicando o teorema anterior a
E33), tem-se por (25 que Y(t) > 0, ou seja, Yi(t) < Ya(t) Vi € [0, a

Observacgao 2.19. O Principio da comparacao permite facilmente concluir que se £ > 0
e a funcao geradora da BSDE verifica f(-,0,0) > 0 a.s, entdao Y (-) > 0 a.s. Basta tomar
(=66 =0, fo = f e fi =0 na prova anterior.

2.2 Principio de Pontryagin Estocastico

Nesta secao exemplificamos a conexao que as BSDEs tém com problemas de controle,
concretamente as BSDEs lineares, através do Principio de Pontryagin estocéastico e que
desempenha um papel muito importante no controle de sistemas. Aqui, ao contrario do
que foi abordado na secao 2 do Capitulo 1, existe um fator de difusao estocastico que esta

associado ao movimento Browniano definido na se¢ao anterior.
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2. BSDE

2.2.1 Controle Estocastico

Antes de analisar o Principio de Pontryagin, abordamos o problema de controle es-
tocéstico, o qual serd analisado com pormenor, a existéncia e unicidade da solucgao forte do
caso linear. Nesse sentido, considere o espago de probabilidade (€, F, {F;}+>0, P) com as
condigbes usuais e W (-) um movimento Browniano associado. Defina o sistema de controle

através da seguinte equacao diferencial linear

dz(t) = [Az(t) + Bu(t)|dt + [Cx(t) + Du(t)]dW(t) , t€[0,T]
(2.34)
z(0) = o,

onde A, B, C' e D sao matrizes associadas a esse sistema. Além disso, o estado do sistema

z(+) toma valores em R", enquanto o controle u(-) estd em U*[0, T], tal que

U0, 7] = {u 1[0, 7] x © = U tal que u(-) € L%([0,T]; R

e u(-) é {Fi}i>0 - adaptado, com t € [0,7] P a.s.},

e em que U C R'. Neste contexto, existird um controle étimo @ entre os possiveis pa-
res admissiveis estocdsticos (z(-),u(-)) (veja Definicdo 4.1 em [I1] pég 63), que terd de

T (u(+)) ;:E{/f(x(w,u(t))dHh(x(T)) : (2.35)

com f:R"xU — Reh:R"— R. Chame a este problema de SL, ou seja, encontre @
verificando a equacao ([2.34) tal que,

J(u(-)) = inf  J(u(-)).
( ( )) u(-)eul,10,1] ( ( ))
Para este problema, assuma que
(SL1) U C R'é um espaco convexo e compacto, além de que, as funcdes f e h sio
convexas.
(SL2) U C R'é um espaco convexo e fechado, as funcoes f e h sdo convexas, além

de que, existe K, > 0, tal que

fla,u) > oluf* — K
, V(z,u) e R"xU.
h(z) > - K
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2. BSDE

Nestas condigoes tem-se o seguinte resultado:

Teorema 2.20. Nas hipdteses (SL1) ou (SL2), se o problema SL ¢ finito entdo admite

um controle 6timo u € UL[0,T], tal que J(a(-)) =  inf  J(u(-)).
u(-)eur,[0,T]

Demonstracao. Por hipdtese, o problema é finito, ou seja existe ¢ > 0, tal que ¢ < J(u()),
Y u(-) € U0, T]. Portanto, tome um par de sequencias admissiveis (zy,uy) com N € N
en que

lim J(uy(-)) = inf  J(u("),

N—o0 u( U, [0,7]
dzy(t) = [Azn(t) + Buy(t)]dt + [Can(t) + Dun(t)]dW () , t€[0,T]

z(0) = xo.

Por (SL2), tem-se com a norma euclideana de R, que

K+ f(zn(t), un(t))
5 ,

un ()] <

donde .
KT + EL)ff(xN(t), uN(t))dt}

E[/T|UN(t)|2dt} < 5

T
Como J(uy(+)) ¢ limitado, resulta que E{/ |uN(t)|2dt} < +o0, VN >1,t € [0,T].
0

Assim, considerando uma subsequéncia iy (-) de uy(+), tal que uy(-) converge fracamente
para 4 em L?([O,T];Rl), pelo resultado de Mazur (veja o Coroldrio 3.8 em [I], pag. 61),
segue que Uy(-) converge fortemente para @ em L?E([O,T ];Rl) e pode ser escrita como

combinagao linear convexa de elementos de uy(-), isto é

l !
un(-) = ZaiNUi+N ;o ain =0 Zam =1 (2.36)
i=1

=1

Assim, pode-se supor que Uy (-) converge para @ quase certamente em medida de Lebesgue
e P-a.s. Como U é convexo e fechado por hipétese, vem que u(t) € U, Vt € [0,T], donde

efetivamente, @ € UX[0,T]. Considere entdo a sequéncia tiy(-) € UX[0,T], definida em

o4



2. BSDE

(2.36]). Associe a ela, a sequéncia dos estados Zy(+) respectiva, tal que
din(t) = [Azy(t) + Bun(t)]dt + [Cin(t) + Dun(t)]|dW(t) , t€[0,T]

Basta mostrar que z é {F; }+>0 - adaptado e o par (:Z’(), ﬂ()) é solucao da equagao ([2.34)).
Pela linearidade da equagao e sabendo que uy — % em L?E([O, T]; R! ), pode-se concluir que

TN — T, OU seja,

1 — lim E in(t) —z(H)]?] = 0. 2.37
Jim Ve —aft = Jim B[ swp [ex(t) = 2(0)] 250

Note que, por um lado

< lim /|BuN Bi(s)|*ds

N—+4o00

N@gﬁ/ﬂ%ﬂ$—3m>

<|BP lim /\aN(s)—a(s)Pds:o,

N—+co

e por outro lado pelas desigualdades de Burkholder-Davis-Gundy, para K > 0

t T

/ (Din(s) — Das))dW (s) 2} < KE| / | Dii (s) —Dﬂ(s)|2d5}

E[ sup

0<t<T

< KE|IDF [ fints) - ate)as],

donde

lim FE| sup
N—+o00 0<t<T

"

Logo, pela desigualdade triangular das normas, tem-se (2.37). Finalmente, pela convexi-
dade de f e h, o fato de (Z(-),u(-)) ser um par admissivel para (2.34) e notando (2.36),

pode—se escrever

/ (Dix(s) — Das))dW (s)

J@() = Tim J(in() = lim J(iamuHN(-))

N—+o00 N—+o0 —
K3
< lim E &ZNJ uHN E a;ny lim J(uHN( ))
N—+o00 N—+400
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2. BSDE

= inf  J(u("),

u(-)eur,0,1]

istoé J(u(:)) = inf  J(u(-)).
( ()) u(-)eUk 0,1 ( ())
No caso de (SL1), a prova é idéntica, pois sendo U compacto, este é limitado e portanto

para qualquer sequéncia uy(t) de U tem-se |uy(t)| < K, com t € [0,T]. O

Observacao 2.21. Ficou claro na prova do teorema anterior que o fato de U ser convexo
e fechado, garante a convergéncia forte de uy e consequentemente pela linearidade de
, a convergéncia forte de . No entanto, essa convergéncia pode nao existir, caso a
equacao dos estados seja nao linear. Neste sentido, a estratégia sera a utilizacao da

formulagao fraca para o problema de controle estocastico.

Para um problema nao necessariamente linear, a equacao dos estados pode ser descrita

seguinte maneira:

dr(t) = b(t,z(t),u(t))dt + o (¢, x(t), u(t))dW(t), te€[0,T]
(2.38)
z(0) = xo,

em que b : [0,T] xR"xU — R"eo : [0,7] x R" x U — R™™ sao fungoes men-
suraveis, V¢ € [0,7]. Além disso, sendo z(-) € R" e u(-) € U[0,T], U[0,T] tem a mesmo
construcao do caso linear. Chamemos este problema de S. Para definir o espaco dos
controles admissiveis, nao basta fixar apenas o espago de probabilidade com filtragao as-
sociado a um movimento Browniano a priori, pelas razoes ja mencionadas anteriormente.
Para a formulagao fraca, u(-) fard variar (Q,F,{F;}i>0, P), donde para qualquer con-
trole admissivel ™ € Uyq[0, T], teremos a 6-tupla m = (€, F, {Fi}iz0, P, W(-),u(-)) (veja
Definigao 4.2 em [11] pag 63). Assim, considerando hipéteses anédlogas as hipdteses D

no controle deterministico do Capitulo 1 (também para o), existird um controle 6timo

7= (Q,F, {Fi}z0, P,W(-),u(")), tal que

J(m)= _inf J(m).

TFEZ/{ad[O,T]

Para resultado e prova da existéncia de um controle 6timo 7 para o problema estocastico

geral, veja o Teorema 5.3 em [I1] pag. 71-75.

2.2.2 BSDE e Controle

Antes de falar do Principio de Pontryagin estocastico, apresentam-se dois resultados

que mostram como as BSDEs podem ser tteis em problemas de controle estocastico.
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2. BSDE

Lema 2.22. Sejam (&, f) e (€%, f*) com « € I. Para cada (£, f¢) associe a respectiva
solucdo (Y%, Z%) de uma BSDE. Suponha que existe & € I tal que

F(,Y (1), Z(t) = ess inf Y @®),21) = f4(t,Y(1),Z(1t), mp xPas,

£ = essinf £ = &%
ael
Entao

Y(t) = essinf Y*(t) = Y*(t), P a.s.

ael

Demonstragao. Para provar o lema, serd importante o conceito de variaveis F - mensuraveis
nao negativas (veja Teorema 1.1.1 em [4], pag 3-4). Seja {X“, a € I} uma familia de
variaveis aleatdrias, sendo I o conjunto de indices, no maximo nao numeravel. Nestas
condicoes, existe uma unica variavel aleatoria Y, F - mensuravel, tal que

(1) Y<X* Vael Pas,

(2) Se X é F - mensuravel e X < X* Va el entaoY > X P a.s.

A varidvel Y é denominada por es&seilnf X“. Assim neste caso, como £ < %e f (t, Y(t),Z (t))
< f(t,Y(t), Z(t)), tem-se, pelo Principio da comparacdo, que Y(t) < Y“(¢), isto ¢,
es&seilana > Y. Por, outro lado, por hipdtese, existe & € I tal que f(t,Y(t),Z(t)) =
ALY (1),Z(t) e & = &%, entdo pode-se afirmar que (Y, Z) e (Y*, Z*) sdo duas solugdes
da mesma BSDE associada a (£%, f¢). Devido a unicidade da solugao da BSDE, temos que

Y =Y%e Z = Z% Resulta entdo que ess ilnf Y <Y, ou seja
ac

Y(t) =essinf Y*(t) = Y(t), Pas Vte|0,T)

ael
L]

Assumindo a concavidade da funcao geradora f de uma BSDE, podemos provar que
a solucao desse tipo de equacoes diferenciais estocasticas representa na sua esséncia, a
funcao valor em problemas de controle. Este fato sera perceptivel no Capitulo 3, quando
se abordar a relacao entre PDEs e BSDEs. Nesse sentido, considere £ = 1 e tome a funcao
geradora f : [0, 7] x @ x RxR™ — R, concava em R x R™. Seja (Y, Z), a solugao da BSDE
associada ao par (¢, f). Considere ainda a func¢ao convexa F : [0,7] x @ x R x R™ — R

como sendo a transformada de Fenchel-Legendre, definida por

F(t,b,c):=  sup [f(t, y,z) —yb—(z, c}]

(y,z) ERXR™
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Como f é uma funcao concava em R x R™, pode-se fazer a seguinte transformacao, man-

tendo toda a informacao de F', isto é

t,y,2)= inf [F(tb b .
flty,z) = inf o [F(60) +yb+ (z,0)]

Seja A o conjunto de todos os processos estocasticos limitados e {F; }+>o - progressivamente

mensuraveis, com (3,7) : [0,7] x Q@ — R x R™ dois processos em A, tal que

T

E[/\F(t,ﬁ(t),y(t))fdt < 400.

0

Seja f3) [0,7] x @ x R x R™ — R, uma familia de geradores lineares definida por

FED(ty, 2) = F(t, B(t),7(1) + yB(t) + (z,7()) , (B,7) € A, Vtel[0,T],

tal que (Y7, 7257 ¢ solucdo da BSDE associada a (&, f*7). O lema anterior fornece

o seguinte resultado:

Teorema 2.23. Seja &, Fr - mensuréavel tal que E[|¢*] < +o0o e f um gerador concavo
satisfazendo as condi¢oes do Teorema [2.16] Seja ainda (Y, Z) a solugdo da BSDE linear

associada ao par (£, f). Nestas condigoes, tem-se

fFEY (1), Z(t) = (ggi)igj FENEY (1), Z(t)), (2.39)

onde

s

Y B (t) = Egs {fexp ( /T 5(s)ds> + /T exp ( / ﬁ(u)du)F(s,ﬂ(s),y(s))ds

t

]—“t} . (2.40)

1

tal que 7 << P e o processo L(t) = E[ 7P

]-"t] satisfaz a SDE

AL(t) = L(H)y()dW (1)
. Wtelo,T]. (2.41)
L(0) =1

Demonstracao. Pela definicao da geradora f na transformada de Fenchel-Legendre, segue

que

fY(#),Z1t) = inf [F(t.b,c)+Y )b+ (Z(t),c)]

(b,c)ERXR™
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< F(t,b,c) + Y ()b + (Z(t),c),
ou seja

F(HY (), 2() < F(t,B(t),~(1t) +Y()B(t) + (Z(t),7(t))
=P Y (), Z(t), Pas, 0<t<T,

donde f(t,Y(t), Z(t)) < %gs)inj fB (t,Y(t),Z(t)) , Vte[0,T]. Por outro lado, como F
s S
é convexa, tem crescimento linear e portanto para cada (t,w,y,z) € [0,7] x Q@ x R x R™,

resulta que o infimo de F(t,b,c) + yb + (z,c) é atingido em
(i)(t, y,2),c(t,y, z)) € R xR™.

Considerando a fungdo —f convexa, resulta que para cada t € [0,T], (l;(y, z),é(y, 2)),

pertence ao subdiferencial de —f. Sendo

Dg<fmum:{m@eRme

(=P ) — (=) ~ plu—b) — {g.0 )
o b1 oo >0,

v—C

temos que, como f é Lipschitz, verifica-se a hipétese L1 da pagina 44. Portanto para

(p,q) = (E(y, 2), ¢y, z)), existe A > 0 tal que
(bt y, 2), 6t y,2))| < [V (= FO))] < VO <A (2.42)

Isto é, (l;(y, 2), ey, z)) ¢ limitado. Logo, tendo em conta 1) escrevemos

fty,z) = F(t,b(t,y, 2),ét, v, 2)) + yb(t,y, 2) + (z,é(t, y, 2))
= f(t.Y(1).Z t) [ ’3( ( ), Z(t ) (L, Y (1), Z(t)] + Y ()b(t, Y (), Z(1))
+(Z(1),e(t,Y (1), 2(t)) . 0<t<

Através do resultado da selegdo mensurdvel de Filipov (veja Teorema 2.3 em [I0] pag.

36-37), existe um par de fungoes implicitas mensuraveis (B, 7) € A, tal que

~

FEY (1), 2(8) = fOD (Y (), Z(5) = F (£ B, 4()) + Y BB + (Z2(),4(1)),

ou seja, f(t,Y(t),Z(t)) > essinf fPV(t,Y (1), Z(t)) , Vt € [0,T]. Logo estd provado

(B1)eA

(2.39). Para demonstrar 1) tendo em conta que £ = €57 ¢ 1) segue pelo teorema
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anterior que

Y(t) =essinf YOV(t) . Pas Vtel0,T)
(B:m)eA

Assim, Y¥7) ¢ solucao de uma BSDE linear associada a & f (8 ’7)), onde

FOt,y,2) = F(t,B(8), (1) +yB(t) + (2.9(1)) , (B.y) € A, Wt e[0,T].

Dali, pelo Teorema [2.17, vem que

Assim tendo em conta que dL(t) = L(t)[B(t)dt + v(t)dW ()], (2.41) e a férmula de Ito,

tem-se

L(t) = exp ( / 6<s>ds)L<t>,

donde usando a extensado do resultado de Bayes (veja 34 em [9] pdg. 231), chega-se a

relagao (2.40)). O

Com o objetivo de analisar o Principio de Pontryagin conhecido por Principio do maximo,
introduza no problema S, as seguintes hipdteses:

(S*1)  (U,d) é um espaco métrico separavel e convexo em R'.

(S*2) Existe uma constante L > 0 e existe um médulo de continuidade w : [0, +00) —
[0,4+00) tal que para p(t,z,u) := b(t,z,u); @(t,z,u) = o(t,z,u); o(t,z,u) = f(t,z,u);
o(t,z,u) ;= h(x) se tem,

(
‘(p(t,xl,ul) — @(t,xg,ug)‘ < Llzy — x| + @ (d(ur, up))
Vt e [0,T); x1,22 € R™; wj,up €U

|lo(t,0,u)| < L
W(t,u) € [0,T] x U.

\

(S*3)  As fungoes b : [0,T] x R" x U — R", o : [0,T] x R" x U — R™™ f
[0,T] x R" x U — R e h : R" = R sio de classe C? em z e existe um moédulo de

continuidade w : [0,+00) — [0,+00) tal que para ¢(t,z,u) := b(t,z,u); @(t,x,u) =
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a_sp(t?xlaul) (t,l'g,Ug) S 'U_J(‘ilfl - l’g’ + d<u17u2))
0? 0?
8—£(t7$1vul) - 8_3;5(t’ T, uz)| < 0(|z1 — @o| + d(ur, un))

vVt € [O,T], X1, € Rn, U, U € U.

(S*4)  As fungoes f, b e o sao localmente Lipschitz e as suas derivadas parciais em x s@o

continuas V(z,u) € R" x U.

Para um par de processos (Y'(+), Z(+)) {F:}1>0 - adaptados, considere as seguintes equagoes
adjuntas associadas ao Hamiltoniano H na vertente estocastica, que nada mais sao, que
uma BSDE linear.

dY (t) = —%—Z(t,x(t),u(t),Y(t),Z(t))dt+ Z({t)daw(t), telo,T]
(2.43)
V(T) = -5 (a(1)),
onde
H(t,z,u,p,q) = <b(t,x,u),p> +tr [UT(t,x,u) q} — flt,z,u) (2.44)

0<t<T; z€R" uelU; peR" ¢qeR"xR™

Nestas condigoes, garante-se entao que o seguinte resultado vale.

Teorema 2.24. (Principio do maximo estocdstico, condigdo necesséaria) Seja o espago de
probabilidade (€2, F, {F:}i>0, P) com W (t) o Movimento Browniano associado. Suponha
que valem as hipdteses S*1 a S*4 e seja (f(), ﬂ()) o par 6timo do problema S. Considere

os processos (Y, Z) como sendo a solucao de (2.43) associado a esse par 6timo, tal que

dY (t) = —%—Zl(t,f(t),ﬂ(t),}/(t),Z(t))dt+ Z(t)dw(t), telo,T]
(2.45)
V(T) =~ (da(T))

Entao
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onde

H(t,2(t), ut), Y (1), Z(t)) = G(t, z(t),u(t),Y(t ),p( )
+tr{o"(t,z,u) [Z(t) — p(t)o(t,z,0)] }, (2.46)

sendo

1
G(t, 2, u,p,p) = (bt v, u),p) + tr[o’ (t,2,0) polt,z,u)] = f(t,2,u)
0<t<T; z€R", uelU; peR"; pes"

(2.47)

Observacao 2.25. Uma abordagem a este resultado com as respectivas consideragoes e
prova, pode ser encontrada em [I1] pag 118-137. O leitor mais atento observa que no
caso estocdstico, o par 6timo (Z(+), u(+)) realiza o mdximo na funcio H definida em .
Supondo que o em dependa do controle u(-) e ndo assumindo a concavidade de H em
, pode suceder que o controle étimo @ do problema S nao maximize o Hamiltoniano

H. O seguinte exemplo esclarece esse fato.

Exemplo 2.26. Faca n = m = 1 e considere o sistema

dz(t) = 3u(t)dW(t), te]0,2]
(2.48)

tal que u € [—1,1]. Para este sistema, considere a fungao objetivo

J(u() = E[ /2 (ﬁ(t) - izﬁ(t))dt + x2(2)]. (2.49)

Para determinar o par étimo que minimiza a funcao de custo anterior, de ([2.48]), tem-se

E{O/?K()/tzu@)dvv(s)f—u ]dt+(o/23“ ) }

ou seja, aplicando a isometria de Ito e o teorema de Fubini, resulta que

| j( Jotons Y / ]

que
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Assim, o par que minimiza J(u()) é (z,u) = (0,0). Por outro lado, por 1} tendo em
conta (2.48) e (2.49)), vem imediatamente que

1
H(t,z,u,p,q) = Zuz + 3qu.

Portanto H é convexa e nao podera ser maximizada em u = 0, Vt € [0, 2], P a.s.

Teorema 2.27. (Principio do maximo estocéstico, condigao suficiente) Seja o espago de
probabilidade (£2, F,{F:}i>0, P) com W (t) o Movimento Browniano associado. Suponha
que valem as hipdteses S*1 a S*4 e seja (f(),ﬂ()) um par admissivel do problema S.
Suponha ainda h convexa e H concava. Nestas condigoes, se
H (6 3(2),3(0), ¥ (1), Z(8)) = masx H (1, 7(2), u(t), V(2). Z(1)),
ue
no par (f(),ﬂ()), tal que (Y, Z) é solucao de 1) entdo esse par é 6timo para o

problema S, ou seja

J(u(-)) = inf  J(u(")).

u(-) EUaa[0,T]

Demonstragdo. Assuma que (Z(-),a(-)) ¢ um par, tal que (Y, Z) ¢é solugao de

dY (t) = —8—H(t,f(t),a(t),}7(t),Z(t))dt+ Z(t)dw (), te]lo0,T]

(2.50)
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Analise-se as esperangas F(u;u) e Fy(u;u), onde

By (u;u) := E[/ [f(t,z(t),ult) — f(t,a:(t),u(t))}dt}, (2.51)
Ey(u; i) = E{h(m(T)) — h(f(T))]. (2.52)

Pela definigdo de H em ([2.44]) e (2.51)), temos que

[H(t,z(t),a(t),Y(t), Z(t)) — H(t, x(t),u(t),Y(t), Z(t))]dt

/
—F /T [b(¢,z(t), u(t)) — b(t,x(t),u(t))}?(t)dt}
/

[o(t,z(t),u(t)) — o (t, z(t),u(t))] Z(t)dt] . (2.53)

donde

Além disso, por integracao por partes, sabendo que (92’(0) — :U(O))Y(O) = 0, tendo em conta
a equagao dos estados (2.38)) e a BSDE ([2.50)), segue que

(2(T) — 2(T))V(T) = / (2(t) — 2(t))dY (1) + / Y (6)d(z(t) — ()
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2. BSDE

onde

Y (t)[o(t,z(t),u(t)) — o(t, z(t),u(t))]dW (¢).

Passando a esperanga, temos imediatamente

E{/T(:E(t) —:c(t))d}_/(t)} - —E{/T(i-(t) — a(t)) (aa—f(t,:z-(t),a(t),V(t%Z(t))) }

+ K
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Logo, notando (2.51)) e (2.52)), resulta que

J(u) = J(u) = Ey(u;u) + Ey(u;u) > E l/ ftz(t),ut))]dt
—I—E[(a:(T)—a:(T))Y(T) |

Ou seja, juntando (2.53)) e (2.54)), temos que

Como H(t,z(t),u(t),Y(t),Z(t)) = Téach(t,f(t),u(t),Y(t),Z(t)) e por hipétese H é
concava, conclui-se que o membro da direita de ‘D ¢ positivo. Logo, tem-se J (u) >
J (11), donde

J(u(-)) = inf  J(u(")).

u(-) EUqa[0,T]
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Capitulo 3

BSDE e PDE

Este capitulo representa o objetivo principal de estudo da dissertacao. Sera analisado
a importancia que as BSDEs tém nas solucoes de certas PDEs, através da férmula de
Feymman-Kac. Sera perceptivel o papel que a programacao dinamica tem nesse sentido,

aliado ao problema de controle.

3.1 Programacao Dinamica estocastica

Igualmente, como no Capitulo 1 para o caso deterministico, a programacao dinamica
estocastica é uma ferramenta poderosa em toda esta teoria, sendo que neste caso, ficara
claro a sua aplicabilidade nas BSDEs e PDEs, através de resultados que serao analisados
posteriormente. O caso estocastico é de certa forma similar ao caso deterministico, com
as devidas adaptacgoes referentes ao fator de difusao introduzido. Iremos assumir que
o leitor ja esta familiarizado com os conceitos e resultados apresentados, referentes ao
caso deterministico e portanto, abreviaremos um pouco este assunto. No entanto, nao

deixaremos de enfatizar as principais diferencas entre os dois casos. Pegando a deixa da
equagao ([1.19), tem-se nesta situagao

dz(t) = b(t, z(t),u(t))dt + o (t,x(t), u(t))dW (t) , t€[s,T]
(3.1)
z(s) =y e R",

tal que b: [0,T] xR"x U —-R"e ¢:[0,7] x R*" x U — R™™ sao fungdes mensuraveis,
Vt € [s,T]. Defina Uyy[s, T] como o conjunto das 5-uplas (Q,]—", P, W(),u()), tal que
(Q,F, {Ft(s)}tZS, P) é espago de probabilidade com as condigoes usuais, definida no comego
do Capitulo 2, com o movimento Browniano W(+) iniciado em s, ou seja, W(s) =0 P a.s.
e gerando a filtragao {]—'t(s)}tzs com t € [s,T]. Além disso, u : [s,T] x Q@ — U é Fo
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3. BSDE e PDE

adaptado no espaco de Probabilidade considerado. Definindo a funcao objetivo

J(s,y,u(")) := El/f(t,x(t),u(t))dt%—h(x(T)) : (3.2)

e assumindo que z(-) é solugao forte de (3.1]), notando abusivamente que a 5-upla acima
pode ser identificada simplesmente por u(-). Define-se para o problema S ,, fixando (s,y) €
[0,7] x R", a seguinte finalidade

J(s,y,u(-)) = inf  J(s,y,u( U € Uqals, T,
(s a) =t I(s.y,u) T
onde f: [0,T]xR"xU — R e h:R" — R sao fun¢des mensurdveis, tal que E[|h|] < 4oc.

A fungao valor V, tal como no caso deterministico, serd da forma

J(s,y,u(-)) se (s,y)€[0,T)xR"
V(s,y) := (3.3)
h(y) se (s,y) € T x R™

Nestas condigoes, assuma que

(Ssy1)  (U,d) é um espaco métrico completo e separavel.

(S542) Asfuncoes b: [0, 7] xR" xU = R" 0 :[0,T] x R" x U — R™™; f:1]0,T] x
R"x U — R e h:R" — R sao uniformemente continuas e existe uma constante L > 0 tal
que para o(t,z,u) := b(t,x,u); p(t,z,u) = o(t,z,u); e(t,x,u) = f(t,z,u); e(t,x,u) =
h(x), temos
( ‘gp(t,xl,u) — gp(t,arg,u)‘ < L|xzy — x4

Vt € [0,T); Vay,20 € RY, YueU

|o(t,0,u)| < L
W(t,u) € [0,T] x U.

No caso estocastico, quando se pretende usar uma forma recorrente de definir a funcao
valor para § com § > s, nao basta aplicar somente o Principio da otimalidade de Bellman
como no caso deterministico. Ao invés, temos que tomar cuidado, pois dentro do contexto
de varidveis aleatorias, o controle aplicado a partir de § esta naturalmente condicionado a
filtracao .7-}(8) com § € [s,T] gerada pela lei do movimento Browniano em 3§, ou seja, por
cada iterada na varidvel tempo, as b-uplas definidas acima, terao de ser readaptadas. No
entanto, o préximo lema, cuja demonstragao pode ser encontrada em [I1], pag 179-180,
resolve essa situagao, permitindo que o resultado de Bellman se mantenha valido neste

caso.
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3. BSDE e PDE

Lema 3.1. Seja (s,y) € [0,7) x R" e (Q,F, P,W(-),u(-)) € Upals,T]. Se § € [s,T] e a

variavel aleatéria &(w) 1= x(é, S, Y, u()) é ]-"SES)— mensuravel, com w € €2, entao

J(é, ¢(w), u()) = E[/f [t, x(t, 3, &(w), u(-)),u(t)]dt + h[x(T, 5,&(w), u())}

Teorema 3.2. (Principio da otimalidade de Bellman estocéstico) Suponha que valem as

hipé6teses (Ss,1) e (Ss,2). Entao para qualquer (s,y) € [0, 7] xR", com s < § < T, tem-se

V(s,y) = inf E[/f[t,x(t,s,y,u(-)),u(t)]dt+V[§,x(§,s,y,u(-))]}. (3.4)

’U«Euad [SvT]

Observacao 3.3. O teorema anterior apresenta algumas variantes quando se considera o
caso nao deterministico. A versao aqui enunciada é Markoviana, ou seja, a informacao que
podemos extrair da varidvel X em um tempo futuro s condicionada ao tempo presente
e passado, depende apenas do tempo presente s. Formalmente, tem-se para § > § > s,
E[X(3) !]—“és)] = E[X(5)|X(8)]. A prova deste resultado segue a mesma ideia do Capitulo
1, com as devidas modificagoes necessarias no ambito estocéstico (veja Teorema 3.3 em
[11], pag 180-181).

Como consequéncia do Principio da programacao dinamica anterior, tem-se o seguinte

resultado que sera 1til mais adiante.

Teorema 3.4. Suponha que as hipdteses (Ss,1) e (5;,2) sdo verdadeiras. Se (Z,u) é o

par 6timo do problema Ss, entdo V¢ € [s, T}, tem-se
v(t {/frx (r))dr + h(z(T) ‘fﬂ P a.s. (3.5)

para (s,y) € [0,7) x R" fixado.

Demonstracao. Fixando, (s,y) € [0,T) x R" e dado o par (z,u), sabemos que este é um

par que realiza o infimo na funcao J, isto é

J(s,y,ﬂ) = inf J(s,y,u) =V(s,y) , @€ Uuls, T].

Ueuad[svT]
Dai que

T

V(s,y)z](s,y,u):E[/f(t,x() a(t))dt + h(#(T))

s
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::Ei/f@j@%ﬂﬂﬁﬁ—+EL/f@j@)a@»ﬁ+JﬂﬂT»]$q
=FE —/f(t,x(t),u(t))dt— + E[J(t,z(t),u)]
>F -/f(t,f(t),a(t))dt- + E[V(t,z(t))] = V(s,y),
sendo que a ultima desigualdade resulta de . Logo ¢ imediato que
E[J(t.z(t),u)] = E[V(t,z(t))].
Como J(t,f(t),a) > V(t,:@(t)) P a.s., vem que
V@f@):J@z@JU:EL/ﬂnmmﬂ@»m+h@@»fﬁ}

O

Similarmente ao analisado no Capitulo 1, apresentam-se em seguida numa forma mais

resumida, os resultados de existéncia e unicidade em relacao ao caso estocéstico.

Teorema 3.5. Suponha que valem as hipéteses (Ss 1) e (Ss,2) e a funcao valor V definida
em 1} é de classe C'? ([O, T] x R"). Entao V é solucao da equacao diferencial

2
_%<tax) + SlelIU)G<t7xau7 _%(t7l‘>7 _a_xv<t7$)) - 0 (t’x) 6 [O7T) X Rn
(3.6)

(T, x) = h(x) (t,z) e T x R",
onde G ¢ o Hamiltoniano generalizado definido em (2.47)) no Capitulo 2.

Demonstracao. A prova é sensivelmente similar ao caso deterministico, com as devidas
adaptagoes na esperanga. Efetivamente, fixe (s,y) € [0,7] xR" e u := u(-) € U. Considere
o estado x(t,s,y,u) referente ao controle u fixado. Dado § € [s,T], pelo Principio da
otimalidade de Bellman estocastico e dividindo ambos os membros por 5 — s, tem-se para
u € Uyggls, T,

_ E{V[§7 ZL’(§, 5,9, u)} B V(S7 y)

s§— S

}SéiSE{jfhx@&%wﬂMﬂﬁ} (3.7)
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Aplicando a férmula de It6 em V[é, x(8,s,y, u)} — V(s,y) e aliviando notagcao, fica

ov ov

V(5 2(3)) — V(s,2(s)) = / {E(t,x(t)) + <%(t,m(t)),b(t,m(t),u)>

s

+ %tr {UT (t,2(t), u)%(t, z(t))o (¢, z(t), u)} }dt

n / <g%](t,x(t)),a(t,a:(t),u)dW(t)>, (3.8)

S

donde, aplicando a esperanca em (3.8]), tem-se por (3.7)

s

_ E{/{%(t,x(lﬁ)) + <Z—Z(t,x(t)),b(tax(t)a@>

s— S

S

+ %tr |:O'T (t,z(t), v g% (t,z(t))o(t, z(t), u)} }dt

§

i / <?)_Z (t, (1)), o (t, x(t), u)dW(t)>}

§iSE{/gf[t,x(t,s,y,u),u(t)}dt}

<0.

Ou seja, como a esperanca anula a integral estocastica, resulta que

- E/{ — %[(t,x(t)) —|—G{t,x(t),u,—g—z,(tx(t)),—?;%(t,x(t))}}dtg 0. (3.9

S§— S
s

Como por hipdtese V é de classe 01’2( 0,77 x R”), tem-se, notando 1’ com § — s,

oV oV BRY
- [ _ <
5 (5:9) + G(s,y,u, B 51U 5 (S,y)> <0,
ou seja
A% A% oY
2 e 2 <0. 1
o (S,y)+i1€150<8,y,u, B (5 U)o (s,y)> <0 (3.10)

Por outro lado, dado € > 0, § € [s,T] e fazendo § — s tao pequeno quanto se queira, existe

mais uma vez pelo Principio da otimalidade de Bellman estocastico, u := u.3(-) € U tal
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que
3

V(s,y) +e(6— s) > /f(t,x(t),u(t))dt+V(§,x(§)),

S

onde z(t) := . 5(t,5,y,uc5(-)) e V(8,2(3)) :== V[5,z(8,s,y,u())].

Assim,

> —&+

_E{V(é,xf)_) - V(s,9)} L E{ / f[t,x(t,s,y,u),u(t)]dt}.

Da mesma forma anterior, pode-se escrever

! E/{ ~Ptaw) + 0 t,x(t),u,—g—i’(tw(t)),—g%(t,a:(t))] }dt > . (3.11)

S§— S

S

Pela hipétese (Ss,2), garante-se a continuidade da fungao G, pois esta depende de fungoes
uniformemente continuas (b, o e f). Portanto, pelo teorema da diferenciacao de Lebesge,

§ converge para s em todo o ponto e assim (3.11]) da origem a

v A% Y
- —— —Z— > ¢, 12
5 (s,y)+iggG(s,y,u, o 5 V)~ 5 (s,y)) > —¢ (3.12)

Tomando ¢ tao pequeno quanto se queira, juntando (3.10) e (3.12)), o resultado segue. [

Observacao 3.6. Embora nao seja uma ideia central no desenrolar deste trabalho, é
importante referir uma relacao interessante entre o Principio de Pontryagin estocastico e
a programagao dinamica estocéstica (veja Teorema 6.4.7 em [§], pdg. 151-152). Isto é,
quando o problema de otimizacao S ¢ substituido pelo problema S; , e assumindo a BSDE
, existe uma identidade entre a solucio (Y, Z) dessa BSDE e as derivadas de primeira

e segunda ordem em z da funcao valor V. Neste caso, essa relacao é dada por

_ v OV )). (3.13)

(¥.2) = ( oV (1.5). 2 (1ot 7.

Facilmente observa-se que, nestas condigoes, H em (2.46|) é exatamente o Hamiltoniano
generalizado G, que ¢ maximizado no par étimo do problema S;,. Este fato, de certa

forma, justifica a utilizacao da funcao Hamiltoniana G nas equacgoes HJB (3.6]).

[gualmente como no caso deterministico, podemos introduzir o conceito de solucao de

viscosidade para o caso estocastico.

Definicao 3.7. Uma funcdo v € C([0,T] x R") ¢ uma subsolugao de viscosidade de (3.6)
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se, e somente se,

(T, z) < h(z) V(t,x) e T x R, (3.14)

e para cada ¢ € C?([0,T] x R"), ao qual chamamos de funcio teste, sempre que (t,) €
[0,7) x R™ é um ponto de maximo local de v — ¢, tem-se
O O 0%p n
_E(t,l‘) +31€15G(t,x,u, —%(t,x), —%(t,x) <0 (t,x) €[0,T)xR". (3.15)
Por outro lado, uma funcao v € C ([0, T x R”) é uma supersolucao de viscosidade de 1)
se, e somente se, em (3.14)) e , a desigualdade ”<” for substituido por ”>" e o termo
"maximo local” for substituido por ”minimo local”. Além disso, quando v € C ([0, T] x R”)

¢ subsolucao e supersolucao de viscosidade, entao é chamada solugao de viscosidade de

B0).

Assim, em sintonia com a programacao dinamica deterministica, temos o seguinte re-

sultado.

Teorema 3.8. Suponha que valem as hipéteses (S5;,1) e (5;,2) e a funcgao valor V definida
em (3.3) é de classe C'([0,7] x R"). Entao para qualquer (s,y) € [0,7] x R", a funcao

valor V(s,y) satisfaz

V(s1,0) = V(sa, )| < K{Jpn — vo] + (14 |ta] V |a]) |51 — 2|2}, (3.16)

em que (s1,y1) € [0,T] xR"™ e (s2,92) € [0,T] x R", com K constante positiva. Além disso,

V ¢é a tnica solucao de viscosidade de (13.6)).

Esboco da demonstracdo. Suponha que valem as estimativas

|x(t,s,y,u(-))

| < K(1+y])
Yt € [s, T]; Y(s,y)

Y

y) € [0,T] x R"; weV[s,T]

|$(t>51,y17U(‘)) - 37(157 52,y27u('))| < K{\y1 — Y| + (1 + || v ’y2|)151 — 82|%}
Vit € [s1V 82, T); V(s1,82) €[0,T]; V(y1,y2) € R we VsV so, T

Nesse sentido, notando (2.7)), (2.8) e (2.9) no Capitulo 2, resulta a desigualdade (3.16|). Por
outro lado, a existéncia da solucao de viscosidade V deduz-se da prova da existéncia da
solugdo de viscosidade V' no Teorema [1.18, De fato, sendo (s,y) € [0,7)) x R™ um ponto
de maximo local de V — ¢, tal que ¢ € C?*([0,T] x R"), tem-se

0 0 0?
_8_(’:(87 y) + sup G(Su Y, u, _a_i(su y)7 __f(su y)) S 07

uelU ox
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e sendo (s,7) € [0,T) xR™ um ponto de minimo local de V—, tal que ¢ € C*?([0, T] x R™)

com € > 0, segue que

%) %) 0%
- - - > —¢.
5 (s,y) + ilelgG(s,y,u, o (,9), 927 (s,9) ) = —¢

]

Observagao 3.9. A prova da unicidade da solucao de viscosidade anterior é bem delicada
(veja Teorema 6.1 em [I1], padg. 198-212). Iremos assumir, de agora em diante, a unicidade

desse tipo de solugoes.

Dentro do espirito da programacao dinamica analisada no Capitulo 1, daremos a nogao
de subdiferencial e superdiferencial de segunda ordem. Nesta dissertacao e em visto ao que

se seguird, considera-se apenas o caso parabdlico.

Definicao 3.10. Para qualquer func¢ao v : [0,7] x R" = Re (t,z) € [0,7) x R", defina

DP} > o(t, x) == {(Z,p,ﬁ) eRxR"x S"

t,x
lim ! {v(s ) —w(t,z) —Il(s—t) —( —x>—1( — )" p( —:c)]>0}
L e e o LG : Py 5 Py >0,
y—x
(3.17)
a subdiferencial parabdlica de segunda ordem e
DP 2 o(t,x) = {(z,p,p) eRxR"x S"
lim ! t I(s—t L ™ <0
51_%% |s—t|+|y—x|2 ’U(S7y)—U( 71:)_ (8_ >—<p,y—l’>—§(y—$) p(y—l’) = ’
(3.18)

a superdiferencial parabdlica de segunda ordem. Também, como no Capitulo 1, se define

1,2,— 1.2 . . . . N .. .,
DP;, v(t,x) e DPtjr,’; v(t,z) a subdiferencial e a superdiferencial a direita na varidvel ¢.

Em relagao as defini¢oes em , embora as propriedades sejam praticamente idénticas
a e , existem duas diferencas essenciais. A primeira, é que estes conjuntos po-
dem nao ser fechados (veja Exemplo 5.3 em [II], pdg. 192-193). A segunda diferenga
interessante, é fato dos conjuntos definidos anteriormente, nao serem necessariamente pon-
tos isolados. Para verificar isso, suponha para (to,z9) € [0,7) x R", a existéncia das

derivadas parciais de primeira ordem em t e de primeira e segunda ordem em z da funcao
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v e C([0,T] x R"). Nestas condigoes, temos DP, > v(to, z0) N DPy> v (to, x0) # 0, onde

t,x

_ 0 0 0?
DP%”E’ v(to, zo) = {—U(tmxo); a—z(to,ﬂﬁo); (— o0, a—;;(toyxo)} }

(3.19)

0 0 0?
DP%,’§’+U(750:330) = {a—:(to,ilﬁo); é(tm%); [a—;;(to,xo)n%o) }

Sabendo que a derivada parcial de segunda ordem em z da funcao v é um elemento de S"
e definindo (— oo,ﬁ} = {]3 e S" tal que p < ]3} e [}5, +oo) = {]5 e S" tal que p > ﬁ},

resulta que os conjuntos em (|3.19) nao sao pontos isolados.

Teorema 3.11. Suponha que valem as hipdteses (Ss,1) e (Ss,2). Entao a funcao valor
V e C([0,T] x R") é a tnica que satisfaz as seguintes condigées para (t,z) € [0,T] x R",

ou seja

¢

—l+ Squ(t,x,u, —p, —;5) <0 Y(,p,p) € DPIV(t, )

uelU
" —+ Squ(t,x,u, —p, —13) >0  Y(,p,p) € DP;,V(t,x) (3.20)
uelU
V(T, z) = h(z), (t,z) e T x R"™.

\

Demonstracao. Em analogia com o Teorema do Capitulo 1, a esséncia da prova é a
construgao da funcao teste ¢ em que, sendo (tg,zo) € (0,7] x R", resulta que (I,p,p) €
DP%’§’+U(7§O,ZE0) se, e somente se existe uma funcdo ¢ € C*%([0,T] x R™), tal que v — ¢
atinge o maximo em sentido estrito em (to, zo) e

0 0 0? .
<¢<to,xo>,a—f<to,xo>, SE (t0,0). a—;§<to,xo>> = (v(to,20).L.p,B).  (321)

Similarmente, (I, p, p) € DP%”f’_v(tO, 7o) se, e somente se existe uma funcio ¢ € C*2([0, T x
R™), tal que v — ¢ atinge o minimo em sentido estrito em (fo,zo) e tem-se (3.21). Para
detalhes dessa construgao, veja o Lema 4.1 em [3], pag. 211-214. O resto da prova, segue
a mesma diretriz do Teorema [1.20], substituindo H pelo Hamiltoniano generalizado G em
, donde assumindo a unicidade da solucao de viscosidade na equacao de HJB (3.6)),

resulta ([3.20)). O

Observacao 3.12. Constata-se sem grande dificuldade que o hamiltoniano G, mantem um

comportamento monétono nao decrescente em relagao a p € S", ou seja, dados p1, ps € S”,

75



3. BSDE e PDE

tem-se por ([2.47)),
ﬁl SﬁQ = G(t7xau7puﬁ1) S G(t7xau7puﬁ2)'

Por outro lado, pelo teorema anterior e pela definicao de solucao de viscosidade, v €

C([O, T] x R") ¢ subsolucao de viscosidade se, e somente se

—[+sup G(t, x,u, —p, —]3) <0 V(,pp) € DP;’f’Jrv(t, )

uelU
© (3.22)
(T, z) < h(z) (t,z) €e T x R,
ou é supersolucao de viscosidade se, e somente se
—l + sup G <t7 z,u,—p, _ﬁ) 2 0 v(lapaﬁ) € DP;,7§7_U(7§’ .T)
uelU
© (3.23)

(T, z) > h(x) (t,x) e T x R".

Desta forma e supondo que v é de classe 01’2([0, T] x R”), ¢ imediato que a definicao de

solucao classica e de viscosidade sao equivalentes.

3.2 Foérmulas de Feynman-Kac

Nesta secao iremos apresentar resultados, que permitem relacionar SDEs e BSDEs com
as PDEs de segunda ordem. Algumas classes dessas PDEs podem ter solugoes de natureza
probabilistica, que sao determinadas pelas formulas de Feynman-Kac, em homenagem a
Richard Feynman e Mark Kac. Neste trabalho, apenas consideramos o caso parabdlico. De
fato, sera provado que a solucao de uma PDE parabdlica pode ser determinada pela espe-
ranca e para isso, as equagoes estocasticas tém um papel relevante nessa abordagem. Essa
relacao faz todo o sentido, pois a maioria dos fendmenos que se apresentam na natureza,
sao por si s0, sistemas de difusao e portanto de certa forma, com componente aleatoria ao

longo do tempo.
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3.2.1 Solucao de uma PDE parabdlica linear

Como motivacao, considere a seguinte equacao diferencial parcial terminal:

2

®hyrall 4L

! n
ot 12 o (t,z) =0 (t,z) € 10,T) xR

(3.24)
v(T,x) = h(x) (t,z) e T x R",

em que definimos,

0% a 0% ov - ov
Aot = ijzﬁaij(t,x)f(t,x) e Bo(ta):= ;bi(t,x)a—xi(t,x),
sendo a;; : [0,T] x R" = R; b; : [0,7] x R" - R e h:R" — R. Serad que a solucao desta
PDE, pode ser expressa em termos estocasticos? Para responder a questao, considere uma

versao mais geral da equacao (3.24)), ou seja
0 0? 0
a—z(t,x) +A S () + B o (tx) + g(t,x) =0 (t,z) € [0,T) x R"
x

o (3.25)

v(T,x) = h(x) (t,z) e T x R",

com g : [0,7] x R" — R. Considere as fungoes b: [0,7] x R - R" e o:[0,7] x R" —
R™ ™ da Definicao , tal que V(t,z) € [0,7] x R", tenhamos as matrizes b = [bﬂ} e
ool = [Zaij], com i,j € {1, ,n} Assim sendo, a PDE 1' podera ser rescrita na

forma

%(t, ) + %tr ot @H(t,x)%@, x)] + <b(t, 2), %(t, a:)> 4+ gltr) =0
(3.26)
(T, x) = h(x) (t,z) e T x R™.

Nestas condigoes, assuma que,
(HF) Asfungdes b:[0,7] x R" - R"; 0 :[0,7] x R" - R"™™; ¢ :[0,7] x R" - R

e h : R" — R sao uniformemente continuas e existe uma constante L > 0 tal que para
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o(t,x) :=0b(t,x); p(t,x) :=0o(t,x); o(t,z) = g(t,x); @(t,x) := h(zx), resulta

lo(t, 1) — (t,22)| < Llzy — 25
Vit € [O,T], Vai, 0 € R"

lo(t,0)| < L
vt € [0,T7.

Teorema 3.13. Se vale a hipétese (H F') entao v é a unica solucao de viscosidade de ((3.25)),

com a representagao
T
[/g s, X(s,t,z))ds + h(X(T)) (t,x) € [0,T] x R", (3.27)

onde X (-,t,z) é a tnica solucao forte da SDE,

dX(s) =b(s,X(s))ds + o (s, X(s))dW (s)
e [t T, (3.28)
X(t)==x

sendo (t,z) € [0,7) x R™ e W(s), o movimento Browniano usual de dimensdao m com
s € [t,T] e W(t) = 0. Além disso, se (3.25)) admite uma tnica solugao cldssica entao esta

é representada por (3.27)).

Demonstracao. Para simplificar notagao, faga X (s,t,z) := X(s) com s € [t,T]. Defina
U = {up} como sendo um ponto isolado. Assim, a equagao dos estados (3.28|) pode ser
associada ao espaco do controle U representado apenas por ug, donde, é valido abordar
este problema, como um problema de controle estocastico. Observar que assim, (HF) serd
exatamente (5;,2), com as devidas adaptagoes na notacdo. Assim sendo, notando (i3.5))

com £(s,9,u0) = g(s,y), ¥(s,y) € [t, 7] x R", resulta que
T

v(t, X (t)) = inf E{/f(s,X(s),uo)ds+h(X(T))}

{uo} /
= E[/f(s,x(s),uo)der h(X(T))} . (t,z) €[0,T] x R™ (3.29)

Assim, considerando (X (t),uo) o para 6timo do problema de controle associado, tem-se
(3.27). Note que a férmula de Itd6 também permite obter a representagao (3.27). Com

efeito, assumindo a suavidade da funcao v, isto é, de classe 01’2([0, T) x R”) e sabendo
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que o processo estocastico X (-, ¢,x) é Fy - progressivamente mensuravel e solugao tnica de
B39), tem-se

(T, X(T)) — o(t, X (¢)) =/T{%(S,X(s)) +<8—x(s,X(8)),b(8»X(8))>

+ gtr {J(s,X(S))UT(S,X(S))%(&X(S))] }ds

+/T<%(S,X(S)),U(S,X(S))dW<S)>'

Por (320) ¢ (3:28), segue que
T

W(X(T)) - v(t,z) = —/g(s,X(s))ds

t

T
ov

n / <a_x(s,X(s)),a(s,X(s))dW(s)>, (3.30)

t

e aplicando a esperanga nos dois membros de (3.30)), fica para cada (¢,z) € [0,7] x R",

T

E[h(X(T))] - o(t.z) = _E[ / g(s,X(s))ds}

t

+E[ /T <%(3,X(s)),a(s,X(s))dW(s)>].

Isto mostra (3.27). Como (3.26]) corresponde precisamente as equagoes HJB (3.6) para
U = {up} e pelo que foi analisado anteriormente neste capitulo, existe uma tunica solucao

cléssica e portanto de viscosidade para (3.26]). Logo, (3.25) admite uma tnica solucao de

viscosidade ou cléssica, que é dada por (3.27]). O

Observagao 3.14. O teorema anterior permite responder a questao do inicio desta secao,
bastando para isso, fazer ¢ = 0 em (3.27). Assim, (3.24) tem uma solugao representada

estocasticamente por
v(t,z) = E[h(X(T))], (t,z) €[0,T] x R™. (3.31)

Seguindo o mesmo raciocinio em relagao (3.25)), considere agora a seguinte PDE pa-
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rabolica:
Jv 0% dv
E(t,x) + A @(t, x)+ B %(t,x) +c(t,z)v(t,x) + g(t,z) =0
(3.32)
(T, x) = h(x) (t,x) € [0,T] x R",

com ¢ : [0, T]xR" — R, tal que ¢(¢, z) é uniformemente continua e limitada no seu dominio.

Teorema 3.15. Se vale a hipdtese (H F') e ¢ é uma fungao com as condiges acima, entao v
é a unica solugao de viscosidade de (3.32)). Além disso, essa solu¢ao pode ser representada,
para cada (t,z) € [0,7] x R", por

T s T
v(t,z) = E{ /g(s,X(s)) exp |:/C(’I‘,X<T))d7“:| ds + h(X(T)) exp {/C(T,X(T))dr} },
t t t
(3.33)
onde X () := X (-,t,x) é a unica solugao forte (3.28)).
Demonstracao. Podemos escrever como
v 1 T 0*v v
S+ Jurlott o005 5 00| + (b)) )+ F) =0 .

(T, x) = h(x) (t,z) € [0, T] x R",

em que F(t,z) := c(t,z)v(t,x) + g(t, ) tem forma linear. Lembrando que o Hamiltoniano

G ¢é dado por

. 1 .
G(t,l‘, Uo,p,p) = <b(t7$7 u0)7p> + §tT’ [U(tha uO) O'T<t,$, UO) p} - f(tvma uO)
0<t<T; zeR"% U={u}; peR" pes,

com f(t,z,up) = g(t,x) V(t,x) € [0,T] x R", resulta que as equagoes HJB associadas ao
controle {ug} para v € C**([0,T] x R"), tém a forma

2
~G () 506,20, ~550,0) ) et a)u(tx) = 0

v(T,x) = h(x) (t,x) € [0,T] x R",

que nada mais sdo que as equagoes (3.34). Assim, serd de esperar que para c(t,z) nao
necessariamente nula, a légica se mantenha idéntica ao que foi analisado na programacao

dinamica estocastica, anteriormente neste capitulo, ou seja, que existe uma tnica solucao de
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viscosidade para (3.32)). No entanto, essa ideia sé serd devidamente justificada na préxima

se¢do. Por agora, considere a funcao R : [t,7] x R" — R, que é dada por
R(s,y) = v(s,y) exp </c(r, z)dr), (3.35)
t

com y := x(s) e z := z(r). Observe que para cada t € [0,T], R(s,y) é de classe C"*([t, T] x
]R”) pois ¢ é limitada e uniformemente continua. Considerando o processo X (-) como a
solucdo tunica de (3.28)), pode-se escrever

S

R(s, X(s)) = v(s, X(s)) exp { / c(r,xw)dr].

t
Agora, aplicando a férmula de It6 em R(s, X(s)), fica

A[R(s, X(5))] = 2 (s, X(5))ls) + D (5, X ()X (3)) + 5 2 2 (s, X(3)) [A(X (5)))

_ {U(S,X(s»c(&X(S)) P [/SC(T’X(T))W]

v C

5 (5. X(5)) exp / C(T,X(T))dT’: }d(S)

c(r, X (r))dr|d(X(s))

ov
+ 9 (5, X(s)) exp

T 1 T
~+ o~
»

4 %%(S,X(s))exp Usc(r,X(r))dr} [d(x(s))]"

t

Portanto, tendo em conta a defini¢do da fun¢ao R em ([3.35)), tem-se que

R(T,X(T)) — R(t,X(t)) = v(T, X(T)) exp {/C(T,X(r))dr} —o(t, X(t))

- /Texp [/C(T,X(T))dr} {%(s,X(s))
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donde por (3.28)) e (3.34]), vem que

T

h(X(T)) exp { / c(r,xm)dr] o(ta) = /T 95, X (5)) exp { / c(r,X(r))dr} ds

t

+/exp [/C(T‘,X(T))d?{|<g—Z(S,X(S)>,O‘(S,X(S))dW(S)>. (3.36)

Assim, aplicando a esperanca nos dois membros da igualdade (3.36)), resulta para cada
(t,x) € [0,T] x R",

E{h(X(T)) exp { /T c(r,x<r))dr] } —o(t,2)

Isto prova ((3.33]). O]

A relacao (3.33) tem o nome de férmula de Feynman-Kac.

3.2.2 Solugao de uma PDE parabdlica nao linear

Na secao anterior, ficou claro que solucoes de PDEs parabdlicas lineares, tém uma
representacao explicitada em termos de esperanca matematica. Nesta ultima secao sera
provado que PDEs nao necessariamente lineares, embora nao tenham solugoes explicitadas,
tém uma nica solucao de viscosidade. Nesse sentido, ficard também justificada a unicidade
deste tipo de solugoes para a equagao . Assim, para terminar a dissertacao, sera

considerado um caso mais geral deste tipo equacoes diferenciais, ou seja

%(t,x) + A %(t,x) + B %(t,x) + F(t,x,v(t,x},r(t,x)%(t,a:)) =0
(3.37)
(T, x) = h(x) (t,x) € [0,T] x R,
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em que F': [0, 7] xR" x R x R™ — R é uma func¢ao nao necessariamente linear. Da mesma

maneira da secao anterior, a equacao (3.37)) pode ser rescrita, isto é

%(t, ) + %tr [a@, x)oT(t,x)%(t,x)} + <b(t, 2), %(t, x>> FF(ha ) =0
(T, x) = h(x) (t,x) € [0,T] x R",

(3.38)
comh:R" =R, r(t,z)=0'(t,z) e

F(t,z,-,):= F(t,x,u(t,x),aT(t,x)g—Z(t,x)>.

No entanto, antes de enunciar e provar o ultimo teorema, ha que dar alguns conceitos e
resultados preliminares. Nesse contexto, considere uma familia de problemas de controle

S,y parametrizados por € € [0,1]. Assim por cada problema S

sy» assocla-se a equagao

dos estados em que b e o sao substituidos por b° e o°, respectivamente. Além disso
tem-se a funcao objetivo J° (3, Y, u()) que coincide com J(s, Y, u()) para o problema S,
mudando f e h para f¢ e h°. Nestas condicoes e considerando que valem as hipdteses
(Ssyl) e (Ssy2) para b°, 0%, f° e h®, pode-se tomar a funcao valor V¢ definida da mesma
forma que V| tal que a toda a teoria da programacao dinamica, analisada no inicio deste

capitulo, seja verdadeira para esta familia de problemas de controle.

Lema 3.16. Suponha que as hipéteses (5;,1) e (S5,2) sao verdadeiras com (¢, x,u) :=
b (t,x,u); o (t,x,u) == o (t,z,u); o (tz,u) = fo(t,z,u); ¢ (t,x,u) == h*(z) para € €
[0, 1], tal que

lii% O (t,z,u) = @(t, z,u), (3.39)

uniformemente em (¢,z,u) € [0,7] x K x U. Nestas condi¢oes, tem-se que

lim Ve(s,y) = V(s,y), (3.40)

e—0
uniformemente em (s,y) € [0,7] x K, sendo K qualquer compacto de R".

Demonstragao. Por (3.39)) e tendo em conta a convergéncia uniforme em compactos, é
possivel encontrar uma fungao continua 7 : [0,1] x Ry — R nao decrescente em seu
dominio, com 7(0, R) =0 VR > 0, tal que

(o u) — p(taau)| < nelal) . V(ta,u) € [0,7] x R x U (3.41)

Fixando (s,y) € [0,7] x R", tome u(-) € Uyqls,T], tal que para ¢ € [0,1], z°(-) =
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x5(~, s,, u()) ¢ solucao de

dr(t) = b (¢, z(t),u(t))dt + o° (¢, x(t),u(®))dW () , t€[s,T]

(3.42)
x(s) =y € R",
em que z°(s) = z(s) = y. Assim para r € [s,T], tem-se
|2°(t) —2(t)]* = ' /t (07 (r, 2%(r), u(r)) = b(r, 2(r), u(r)) | dr
+/t [0°(r,2°(r), u(r)) — o (r,z(r), u(r)) | dW (r) 2
< | [ 00000~ st st
+ 4 j [0°(r,2°(r), u(r)) — % (r,z(r),u(r))]dW (r) 2
+ 42 /t[bg(r,x(r),u(r)) —b(r,2(r), u(r))]dr 2
442 j (0% (r, 2(r), u(r)) — o (r, 2(r), u(r))]dW (r) . (3.43)

S

Logo, tendo em conta (Ss,2), as desigualdades de Burkholder-Davis-Gundy e (3.43)) (com-

pare também com ([2.14))), vem que

E[ sup |2°(t) —z(t)’] < 16K1/E[ sup |2°(r) —x(r)ﬁdr

s<t<T s<r<T
s

+166,(T — s)E[ sup [0 (¢, 2(t), u(t)) — b(t, (t), u(t))[’]

s<t<T

+16K5(T — s)E[ sup |o°(t,2(t), u(t)) — o (t,2(t), u(t))|*],

s<t<T
donde pela desigualdade de Gronwall e (3.41), resulta
T
E[ sup |z°(t) — x(t)|2] < KE{/ ‘be(r,x(r),u(r)) — b(r,m(r),u(r))ﬁdr

s<t<T
s
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+ KE[/ o® (r, z(r), u(r)) — o (r,z(r),u(r)) }Zdr
< K/En(s, |x(r)\)2dr. (3.44)

Ora, notando outra vez (S;,2), sabe-se que (e, |x(t)\)2 <AL (1 + |z(t)|?), Vt € [s,T).
Assim sendo, pela definicao de esperanca e pelo fato de n ser nao decrescente, podemos

escrever para cada R > 0,

o le@)' = [ ael@)’ars [ aela@)ap

()| <R ()] >R
/ n(e, R)dP + / AL (1 + |z(t)]?)dP
()| <R j2(t)|>R

< (e, R)2 + / AL (14 sup |z (t)|?)dP. (3.45)

sup |z(t)|>R
€

IN

Faca

( 2

Ai(e) :==n(e, R)

As(e) = / AL (14 sup |z (t)[*)dP

sup |z(t)|>R
€

\

Logo, dado 6 > 0 e fazendo R — 400, segue que A;(g) + Az(e) < g + g =4, pois

lim P{sup|z(t)] > R} =0, (3.46)

R—+o00

lembrando que, neste caso, se tem sup|z(t)] < +co P a.s, sendo que E[sup|z(t)|] <
3 3

+oo, Vit € [s,T]. Dai que, tomando § tao pequeno quanto se queira e notando (3.45), fica

lim En(&?, \x(t)\)2 =0,

e—0

ou seja por (3.44),
lim B[ sup |2°(t) — z(t)|*] = 0. (3.47)

e—0 SStST

Finalmente, para concluir (3.40)), basta da mesma forma como se fez em (3.43)), ter em
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atencao que

|J* (s, y,u(:)) = J(s,y,u("))| < KiE[ sup |2°(t) — x(t)|] + KoE[|h* (x(T)) — h(2(T))|]

s<t<T
T

~|—K3E{/‘fa(t,x(t),u(t)) — f(t,x(t), u(t))|dt

s

< KlE[siltlfT |x€(t) — :U(t)H + Ky En(e, [2(T)])

+ KgE{/En(e, |x(t)|)dt]. (3.48)

S

Portanto, por e (3.48), tem-se
lim |.J*(s, 5, u(")) = J (s.y, u())| = 0.

Como o limite anterior vale para qualquer u(-) € Uyq[s, T], em especial valerd para o 4 que
realiza o infimo no problema de controle, isto é, (3.40) também vale. O

Sabe-se que se a funcao valor V é de classe 01’2([0,T] X R”), esta é a unica solugao
classica da equacao . No entanto, pode acontecer que essa equagao seja degenerada, ou
seja, que o traco da matriz oo’ no Hamiltoniano G seja nulo. Nesse caso, nao se garante
a solucao cldssica em . Sendo assim, fazendo 0°(0°)" = oo’ + €21, (veja [6], pag.
200-203), essa equagcao se transforma em nao degenerada e tem a forma

ov®

ov* 0*v® 1 ,. .
_E(t,x) + ilelgG(t’x’u’ —E(t,x), ~ . (t,x)) + 3¢ Ave(t,z) =0

(3.49)
v (T, z) = h(x) (t,x) € [0,T] x R",

em que V© é a unica solugao classica de (3.49), com ¢ € [0,1]. A unicidade da solugao
classica pode ser encontrada em [0], pag. 228-242. Pelo lema anterior, resulta que tomando
e tao pequeno quanto se queira, a solucao da PDE degenerada serd limite de solugoes de

PDEs nao degeneradas. Para o préximo resultado, faca U = {ug}.

Lema 3.17. Seja a funcao valor V° nao necessariamente de classe 01’2([0, T] x R”). Isto

é, assuma que V°© € C([O, T] x R”) e € solucao de viscosidade de

e . e 0*v®
_E(tu‘r)—i_G (tax7_%(t7$)7_8$2 (t,ZE)) =0
(3.50)
v (T, x) = h'(x) (t,z) € [0,T] x R",
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onde G° : [0, T] x R" xR"x 8" — R e h® : R" — R sao fungoes continuas. Admita também

que
lim G*(t, 2, p,p) = G(t,7,p,P)
e—0

lim h*(z) = h(x) (3.51)
lim V*(t,) = V(t,)

uniformemente para qualquer compacto, nos seus dominios. Nestas condigoes, a funcao

valor V ¢é solucao de viscosidade de

v
~ 5 —(t,x) + G<t x,
(3.52)

v(T,x) = h(z) (t,x) € [0,T] x R™.

Demonstragao. Considere o caso da subsolugao de viscosidade (para a supersolugao de
viscosidade, a prova é andloga). Seja entdo V € C'([0,T]xR") e tome ¢ € C*([0,T] xR"),
tal que V(to,x9) — @(to, o) é ponto de maximo local estrito em (to,zo) € [0,7] x R".
Fazendo ¢ tao pequeno quando se queira e como V*© é por hipdtese solucao de viscosidade
de (3.50), é possivel encontrar para qualquer compacto [0,7] x K de [0,7] x R", um par
(te, ;) tendendo para (to, zo), tal que V(t., x.) — p(t., z.) é ponto de maximo local estrito
em (t.,z.) e tem-se

0%

asp(tEJIEL _@xQ (tc‘:?xe)) S 0

0(,0 -
@ (t5,$E)+G <€7 EJ_a_I

V(T z) < h¥(z).

Ora, G° é continua por hipdtese e ¢ tem primeira e segunda derivadas continuas em z.

Além disso, pela desigualdade triangular, resulta que

. O Py dp &
G < € Ea_%(taaxa) a 2(t€ax€)> —G<t0,x0,—%(t0,.’1}0), a 2<t07x0)
. dp P . dp s
’G ( e Te, _8_x(t5’x€) 92 (ts,l“s)) -G (than —%(tmﬂ?o), —@(towo)

9, 0? 9, 0?
+ |G* (toaﬁﬁm—a—i(to,ﬂ?o), a;g(to,iﬂo)) - G<to,$07—a—i(t0,$0),—a—xf(to,%o))

)
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donde por (3.51)) e fazendo ¢ — 0, resulta

0 0 0?
_a—f(toy 33'0) + G(to, Zo, —a—i<t0, xo), —a—xf(to, on)) S 0
V(T,z) < h(x).
Assim, a funcao valor V é subsolugao de viscosidade de (3.52]). O]

Observacgao 3.18. Os tultimos dois resultados e a unicidade das solucoes de viscosidade
e cldssica, permitem afirmar que, com U = {ug}, se v° é solugao classica de (3.49) e v é
solucao de viscosidade de (3.6]), temos

lirr(l) ve(t,x) = v(t, ) V(t,x) € [0,T] x R™, (3.53)
e—

bastando para isso, considerar V¢ = v° e V = v em (3.53). Portanto, é perceptivel que
uma solucao de viscosidade de uma PDE degenerada pode ser aproximada por uma solugao

classica de uma PDE nao degenerada. Este fato, sera decisivo no proximo resultado.

Assuma a hipotese:

(HB) Asfungoesb: [0, 7] xR" = R" 0 :[0,T] x R" — R™™; F:[0,T] x R" x R x
R™ — R e h : R" — R sao uniformemente continuas e existe constantes L e A positivas,
tal que para ¢(t,z) = b(t,z); o(t,z) = o(t,x); o(t,z) = F(t,z,y,2); ¢(t,x) = h(z),
vem que
[ Jo(t,21) = plt,22)] < Lioy — o]

Vt € [0,T]; Vap,zy € R"

lo(t,0)| < L
vt € [0,7]

’F(t>$ay172’1) - F(t>93ay2732)| < A(\?Jl —Ya| + |21 — 22|)
V(t,z,y1,21) € [0, T] x R" x R x R™ ; V(t,2,y2,20) € [0,T] x R" x R x R™.

Fixe um espaco de probabilidade com filtracao (2, F, {F: }+>0, P), sendo W (-) o movimento
Browniano usual de dimensao m, com ¢t € [0,7]. Seja o par (Y(-), Z()) a solucao adaptada
da BSDE

dY (s) = —F(s,X(s),Y(s), Z(s))ds + Z(s)dW (s)
se(t,T]; Pas, (3.54)
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com Y(0) = 0 e onde X(-) := X(-,t,z) ¢ a unica solucao forte de (3.28)), com (¢,z) €

[0,T) x R™. Nestas condi¢oes, temos um importante resultado.

Teorema 3.19. Se vale a hipdtese (H B) entao v é a tnica solugao de viscosidade de ({3.37)),
tal que
v(t,z) = E[Y(t;t,2)] = Y(t; ¢, z). (3.55)

Além disso, se (3.37]) admite solugao classica entao ela é tnica e é representada por (3.55)).

Demonstra¢ao. Suponha que existe uma solugao classica de (3.37). Por (H B), resulta do
Teorema , a unicidade do par (Y(-), Z ()) para a BSDE 1' Assim, aplicando a
féormula de It6 em U(T, X(T)) comr € [s,T] e X(-,t,x) Fs - progressivamente mensurdvel,

fica

(T X(D) —ofo X0 = | {50 x0) + (G0 X0) 0. X0))

¥ gtr {J(r, X))o (r X (1) 22 X(r))} }dr

T
ov

N <UT 0. 2o X(r))dW(?’)>.

Logo, por (3.38) tem-se

_ /T <gT (r, X(r)), g—z(r,x(r))dW(r)>. (3.56)

Portanto, sendo (v (r,X(r)) , o' (r, X(r))?(r, X(r))) um par de processos adaptados
x

de (3.54)), resulta necessariamente pela unicidade dessa solu¢ao que (compare com ((3.13)),

Y(s) = v(s, X(s))
Vs e [t,T]; P a.s. (3.57)

Z(s)=0"(s,X(s)) g—Z(S,X(S))

Assim, por (3.28) e notando que o processo Y (:) é deterministico em s = ¢, segue que

v(t, x) = E[Y(t; t, x)] =Y (¢;t,z) é a tnica solugao cldssica de ‘D Suponha agora que

a PDE (3.37) nao admite uma solugao classica, isto é, que seja uma PDE possivelmente
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degenerada. Pela hipétese (HB), juntamente com os lemas (3.16)) e (3.17), essa PDE
admite uma tnica solucao de viscosidade v, que ¢é limite da convergéncia uniforme em
(3.53]), para qualquer compacto [0,7] x K, V(t,z) € [0,7] x R", com ¢ € [0,1]. Assim,
tem-se que v° serd a solugao cléssica de

0 0? 0 0

0t a) + A a—;;(t,x) v B a—;(t,@ 4R <t,x,v(t,:c),rs(t,m)a—::(t,x)> ~0

ot
(3.58)

v(T,x) = h¥(x) (t,x) € [0,T] x R",

que é equivalente a escrever

%(t, x)+ %tr o°(t, x)(oE)T(tx)%(t, x)} + <b€(t, x), g—:;(t,a;)> + F*(t,x,-,-) =0
v(T,x) = h¥(x) (t,x) € [0,T] x R",

(3.59)

Fe(t,z,-, ) = F° (t, z,v(t, x), (%) (t, x)%(t, a:))

°, F° e h® convergem uniformemente para b, o, F' e h para qualquer

Assuma que b°, o
compacto em seus dominios, impondo que ¢°(¢°)" é no minimo oo + €21, para (t,z) €
[0, 7] x R™. Assim, utilizando novamente a férmula de It6 em v°(s, X*(s)) com s € [¢, T

e X°(-,t,x) Fs - progressivamente mensuravel, segue que

Ye(s) = v° (s, X°(s))
Vs e[t,T]; P a.s, (3.60)
(3 3 3 a/UE (3
Z (S) = (U )T(SaX (S)) %(&X (S))
onde X°(-) é a tnica solucdo forte de (3.28) e o par adaptado (Y°(-),Z°(-)) € B*> ¢ a

solucao de

dY*(s) = —F°(s,X°(s),Y*(s), Z°(s))ds + Z°(s)dW (s)
sel[t,T]; P a.s, (3.61)
YE(T) = h*(X(T))

com Y*°(0) = 0. Além disso, por um lado, vem por (3.47) com as devidas alteracoes na
notacao, que
lim B[ sup |X*(s) — X(s)]’] = 0. (3.62)

e—0 t<s<T
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Por outro lado, temos que garantir que

lim{E[ sup |Y=(¢) —|—E/|ZE } =0.
£—0 0<t<T

Afirmagao 3.19.1. Supondo a Hipdtese (HB), tem-se para s € [t, T

0<t<T

T T
E[ sup |)A/(t)]2} +E/\Z(s)|2d5§ C’E/|F(s)\2ds,
0 0

F(s) := F*(s,Y(s), Z(s)) — F(s,Y(s), Z(s)).

(3.63)

(3.64)

De fato, olhando para (H B) e aplicando a férmula de Ito a |Y ()| para t € [0, T] (Compare

com a prova do Teorema [2.16)), fica

Y (1)) = 2/(?(5), [F=(s5,Y%(s), Z°(s)) — F(s,Y(s), Z(s))] )ds

t

+2/<§7(3),Z(8)dW(8)>+/|Z(s)|2d8

0

< 2/\Y(s)|}F€(S,Y€(s),Zf( ) — F(s,Y(s), Z(s))| ds
~2 [ (V) 26w () ~ [ 126)7ds
< [ RIVOIIF (5.7 (5. 2°() = F* (s V(). 26)) | + 27 ()
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2

Sabendo que 2ab < €a® + — para ¢ > 0 e qualquer nimero real a e b, resulta para A > 0 e
€

€ =2,

(Y ()] +2(s

T
O + /\ |ds</2)\|Y
t
T
—2/<}>s
t
T

g/X1+2A+2VﬂY@M%s+/W

2

) + 2/ ()[[F(s)]]ds

W(s))

!ds+/|F

t t
T

_Q/Qy@yZ@MW%@%

t
donde aplicando a esperanca no dois membros da desigualdade, tem-se

T
2d$</(1~|—2)\+)\2 E‘Y |ds

t

E|Y(t P+E/|

T T .
+E/ﬁ@ﬁ@+E/§AQW&
0 t
Assim, a desigualdade de Gronwall em ([1.4]) fornece
T
E|f/(t)|2+E/|2(s)|2ds < )\IE/ Fs)fds . Vie[0,T).
0

Além disso, pela estimativa (2.24]) e tendo em conta que para t = 0 em (3.65)),

T T
/ ]ds< /ﬁ’
0 0

s)|2ds,

vem que

1

O 1206) 'as|
o)

o f1o

T
ﬂM%&H@?/Y
"0

Nl

I ogth
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/ s)|2ds.

F(s)ﬁds + %E{ sup ‘Y(t)ﬂ + K?E

0<t<T

T
<x
0

Isto é, por ([3.66) segue que

0

T T
E|[ sup |Y(t) / s)[’ds < (K* 4 3) / s)[*ds,
0 0

0<t<T

donde fazendo C' = K?+3, a firmacao[3.19.1] vale. Logo, como F*° converge uniformemente

para F' dentro de qualquer compacto em seu dominio, tem-se
lim | F=(s, X(5),Y(5), Z(s)) = F(s, X(s), Y (s), Z(s))| = 0,

uniformemente. Assim, garante-se entao por (3.62) e - que é verdadeiro e
portanto tem-se

: € o 2 —

ll_{r(l){E[ sup [Ye(r) =Y (r)*]} =0. (3.67)

t<r<T

Finalmente pela desigualdade triangular e lembrando que X (t) = X¢(t) = x parat € [0.7],

segue por (3.53) e (3.60) com s = t,

u(t,z) =Y (t;t,2)| < |o(t, @) — o (t, @)| + [v°(t,2) = Y(t; ¢, 2)]
< |o(t, ) —v°(t,2)| + |V (t:t,2) — Y(t;t, 7))
< |o(t,z) —v°(t,z)| + E[tEEET Y (r) = Y(r)|], (3.68)

donde passando aos limite quando € — 0 em ambos os membros da desigualdade ([3.68)),
resulta que a tnica solugao de viscosidade de 1) ¢é dada por v(t, a:) = E[Y(t; t, x)} =
Y(t;t,x), Vt € [0,T]. O

Observagao 3.20. Na andlise dos Teoremas[3.15]e[3.19]foi perceptivel no primeiro teorema,
que a solucao da PDE linear pode ser determinada, apenas utilizando uma SDE apropriada.
Por outro lado, no segundo teorema, foi necessario utilizar uma BSDE pois nesse caso, a
PDE que se apresentava nao era necessariamente linear. Com efeito, para justificar a
unicidade da solugao de viscosidade em , a abordagem podera ser feita via BSDE.

Para isso, basta considerar o caso linear da funcao geradora F' em (3.54)), ou seja, faga
F(LX(0),Y(0), Z(1) = e(t, X(O))v(t.2) + g(£, X (1) Vi e [0,T) (3.69)

Ora, pelo Teorema m, tem-se uma unica solucao de viscosidade v, dada por v(t, :1:) =
Y (t;t,x). Assim, pelos Teoremas e do Capitulo 2, existe uma solugao explicita
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para a BSDE linear que é dada por ({3.33)) (compare com ([2.40))), ficando assim justificada

a unicidade da solucao de viscosidade em (3.32)).

Como nota final, refira-se o fato das PDEs tratadas neste capitulo serem terminais,
na medida em que o tempo final 7" esta fixado na funcao h. No entanto, o leitor podera
questionar se toda esta teoria sera valida para PDEs, fixando agora o tempo inicial em O.
A resposta é afirmativa assumindo algumas condig¢oes na fungao Hamiltoniana G, fazendo
uma mudanga de varidvel em ¢ € [0,7] na fungao v(t,z), isto é, v(t,z) = v(T — t,x),
com (t,z) € [0,7] x R". Com esta alteracdo, ter-se-ia em analogia ao Teorema [3.19]

ot,x) =v(T —t,x) =Y (T —t;T —t,x) =Y (0; T —t,x).
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