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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existéncia e multiplicidade de solugoes fracas para
uma classe de problemas elipticos que envolve o operador 1/2—Laplaciano e uma nao-
linearidade que pode ter crescimento exponencial subcritico ou critico no sentido de
Trudinger-Moser. Para isso, como ferramentas, exploramos uma adequada desigual-
dade do tipo Trundiger-Moser para o espaco de Sobolev fracionario H'/2(R) e o Teo-

rema do Passo da Montanha.

Palavras-chave: Espaco de Sobolev fracionario, Desigualdade de Trundiger-Moser,

Teorema do passo da Montanha.



Abstract

In this work, we study the existence and multiplicity of weak solutions to a class of
elliptic problems involving the 1/2—TLaplacian operator and a nonlinearity that can has
subcritical or critical exponential growth in the Trudinger-Moser sense. For this, as
tools, we explore a suitable Trundiger-Moser type inequality for the fractional Sobolev

space H'/2(R) and the Mountain Pass Theorem.

Keywords: Fractional Sobolev space, Trundiger-Moser inequality, Mountain Pass

Theorem.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e [* denota o dual topolégico de um espaco de Banach F’;

e I — F denota que E esta continuamente imerso em F;

o C, (4, (), ... denotam constantes positivas, possivelmente deferentes;
e |- | denota o médulo em R;

e — — denota convergéncias fraca e forte, respectivamente, em um espago nor-

mado;

o [P(Q) = {u : Q — R : u é mensurdvel e / lulPde < oo}, onde ] < p < ooe
Q
2= (0,1) ou pode ser R;

1/p
o |lullproy = llull, = (/Q |u|pdx) denota a norma do espago LP({2);

e [>°(Q) denota o espago das fun¢oes mensuraveis que sao limitadas quase sempre

em (),
o |[ul| , =inf{C > 0:|u(x)] < C, quase sempre Q};
e C*(R) denota o espaco das funcoes k vezes diferencidveis em R;

e C°(R) denota o espaco das fungoes infinitamente diferencidveis com suporte

compacto em R;

e supp(u) denota o suporte da fungao u;



Introducao

Recentemente, em decorréncia do vasto nimero de aplicacoes, existe um grande
interesse de estudo com relacao a problemas de equacoes nao lineares envolvendo o
operador nao local Laplaciano fraciondrio, (—A)*, 0 < s < 1, o qual é definido para
toda funcao mensuravel u e todo x € R por

(—A)su(x) _ _% /R U(ZL' + y) +’Z(|*1T+2_S y) — 2u(m) dy,

B 1 — cos(§) } !
Cs = [/R T dg| .

A titulo de interesse, sugerimos [5], [10] e [23], por exemplo. Também, alguns
trabalhos de Fisica como [6] e [22].

onde

O operador Laplaciano fracionario aparece naturalmente em diferentes contextos,
desde o aspecto que envolve aplicacoes da Matematica pura, bem como situagoes con-
cretas. Conforme [10], dentre tais aplicagoes, podemos citar problemas de mercado
financeiro, transicao de fase, difusoes anomalas, luxacao de cristal, filmes finos, mem-
branas semipermeaveis, propagagao de chama, leis de conservacao, superficies minimas,
ciéncias dos materiais, mecanica quantica, ondas de agua e tantas outras la listadas.
Nosso interesse é estudar a existéncia e multiplicidade de solugoes de um problema
envolvendo operador Laplaciano fraciondrio no caso s = 1/2.

Com base no artigo de Iannizzotto e Squassina [12], estudamos a existéncia e multi-
plicidade de solucdes fracas no espaco de Sobolev fracionario H'/?(R), para o seguinte

problema de Dirichlet

— 1/2u: (% em
{( A)u = f(u), (0,1) (P

u =0, em R\(0,1),

com nao linearidade f(u) podendo ter crescimento exponencial subcritico ou critico no

sentido Trundiger-Moser (ver defini¢oes (2.1]) e (3.1])). Trata-se de um problema nao

local, impulsionado pelo operador nao local 1/2-Laplaciano (—A)Y/2.



Diferente da definicao do problema de Dirichlet padrao que envolve o operador local
Laplaciano, onde se tem a condi¢ao da funcao u se anular na fronteira de uma regiao
que possui uma certa regularidade, neste caso, o fato de estarmos tratando de um
operador nao local motiva, na definigdo do problema (P), a condigdo da fungao u se
anular no complementar do intervalo (0, 1).

Para este estudo, utilizamos métodos minimax em combinacao com uma adequada
Desigualdade de Trundiger-Moser (ver Proposi¢ao para o espago de Sobolev fra-
ciondrio H'/?(R).

No caso em que a nao linearidade f(u) tem crescimento exponencial subcritico,
utilizando a versdo cldssica do Teorema do Passo da Montanha (ver Teorema [B.22)),
estudamos a existéncia de uma solugao fraca nao trivial para o problema. Posterior-
mente, adicionando a hipétese de f(u) ser impar e aplicando uma versao simétrica do
Teorema do Passo da Montanha (ver Teorema, foi possivel obter a multiplicidade
de solucao para o problema.

A versao simétrica do Teorema do Passo da Montanha utilizada no caso subcritico,
pede como hipdtese que o funcional considerado satisfaca a condi¢ao de Palais-Smale
(ver Definigao . Entretanto, para o caso em que f(u) tem crescimento exponen-
cial critico, foi apenas verificada a condi¢ao de Palais-Smale para niveis em um certo
intervalo (ver Definicdo [B.21]). Assim, recorremos a uma versao local do Teorema do
Passo da Montanha (ver Teorema que garante a existéncia de uma solugao nao
trivial para o problema.

Visando uma melhor compreensao, organizamos este texto do seguinte modo:

No Capitulo 1, apresentamos um subespaco adequado de H'/?(R) no qual buscamos
as possiveis solugdes para o problema (P) e estudamos algumas de suas propriedades.
Dentre estas propriedades, vimos uma versao da Desigualdade de Trundiger-Moser e
um principio de concentragao e compacidade.

Ja no Capitulo 2, tratamos da formulagao variacional do problema e do estudo da
existéncia e multiplicidade de solugoes no caso em que o termo nao linear f(u) tem
crescimento exponencial subcritico. Por tltimo, trabalhamos uma aplicagao.

No Capitulo 3, provamos a existéncia de uma solugao nao trivial quando f(u) tem
crescimento exponencial critico e apresentamos uma aplicacao.

Também, introduzimos dois apéndices. O Apéndice [A] onde enunciamos e prova-
mos alguns resultados auxiliares e o Apéndice [B] onde apresentamos alguns resultados
basicos de Teoria da Medida, Anélise Funcional e Teoria dos Pontos criticos que usamos

ao longo do trabalho.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste trabalho estamos interessados em provar a existéncia e multiplicidade de

solugoes para o seguinte problema de Dirichlet:

(P)

(=A)Pu= f(u), em (0,1)
u =0, em R\(0,1),

onde a nao linearidade f(u) pode ter crescimento exponencial subcritico ou critico

motivado pela Desigualdade de Trundiger-Moser (para detalhes, confira as Definigoes

e e a Proposicao . O termo (—A)'? simboliza o operador 1/2—Laplaciano,
definido para toda fungao mensuravel u e todo x € R por

1 [ ulr+y)+ulr—y) — 2u(z)
‘2

(=A)2u(z) = dy. (1.1)

27 R |y
O espago de fungoes onde esperamos encontrar solugoes para o problema (P), trata-

se do espaco de Sobolev fracionario H'/2(R), o qual definiremos mais a frente; como
estas solugoes devem ser nulas fora de intervalo (0, 1) é natural que consideremos como

espaco ambiente o subconjunto X C H'/2(R) dado por
X={ue HY2R):u=0em R\(0,1)}.

Especificamente, neste capitulo, nosso objetivo é estudar algumas propriedades do

espaco X, explorando como principal ferramenta a Desigualdade de Trundiger-Moser.
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1.1 Algumas propriedades do subconjunto X

Iniciamos esta segao definindo, conforme [9], o espago de Sobolev fracionério

HY?(R) = {u € L*(R) : /R (u(@) = “(Qy))dedy < oo}

|z — |

e introduzimos a seminorma de Gagliardo

i = UR s u<y))2dxdy] :

|z —y|?

€ a norma
1/2
el ey = (el oy + [lrecey) (1:2)

Temos que H'/?(R) dotado da norma em ¢ um espago de Hilbert. (Para os
detalhes da construcio do espaco de Sobolev fracionario H'/?(R) sugerimos para o
leitor o Capitulo 7 em [I]).

A seguir, faremos algumas consideracoes sobre o espaco X.

Note que a tunica funcao constante em X ¢é a funcao nula. Pois, se u é constante
em X, entdo v = 0 em R\(0, 1), e por ser constante, u se anula em toda a reta. Além
disso, X é um subespaco vetorial de H'/?(R).

O nosso proximo objetivo é provar que X é um espaco de Hilbert, para isto, dota-

remos X com o produto interno dado pelo seguinte Lema:

Lema 1.1. A aplicagao (-,-) : X x X — R, dada por

<U,U>X _ /]R;2 (u(ac) — u(y))(v(x) — U(y))dxdy, (13)

|z —y|?

define um produto interno em X, e consequentemente, ||u||y = /(u,u)y, define uma

norma em X.

Demonstracao. De fato, vejamos que as propriedades de produto interno sao satisfeitas.
(i) (uw,u)y =0se, e sdse, u=0.
Note que, se u = 0, entao (u,u), = 0. Agora suponha que (u,u), = 0, isto é,

PR

|z — |

dai, pelo Corolario

(u(z) — u(y))*

|z —y|?

= 0, quase sempre em R,
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implicando que u(x) = u(y) quase sempre em R. Logo, u é constante quase sempre em

R; mas, como v € X, entao u = 0.
(ii) (ou,v)y = a(u,v)y, sempre que u,v € X e a € R.

Sejam u,v € X e a € R. Entao

vty = [ o) O vl

iz -y’
L[ o) o) vl
R2 |z —y|?
N OB TCC RO PN
R? 2 -yl o

Assim, temos que a condi¢ao de homogeneidade é satisfeita.
(iii) (u+v,2)y = (u,2) x + (v, 2) y, sempre que u,v,z € X.

Dados u, v,z € X, temos

e, = [ L@ =@ I,

jz —y|”

- [ () Ol 00 ) o) =)

R? & =yl
_ [ ) ) =)

E2 & —yl?

Y EEOICCET PR
R? lz =y
Assim, concluimos a prova do Lema. O

A préxima proposicao é uma versao da Desigualdade de Poincaré para o espago X.

Para estudéa-la, definimos

M= inf {Jlull% u€ X e [fullag = 1
Proposicao 1.2. \; é atingido e é positivo. Consequentemente

lull 201y < A2 ull . para todo u € X. (1.4)
Demonstra¢ao. Com efeito, considere

S={ue X :|ullp2 =1}
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IIlf X — A (). 1.!5

Note que A; > 0. Inicialmente, provaremos que A; é atingido. Seja (u,) C S uma
sequéncia minimizante para ((1.5)), isto é,

el = Au.

Assim, (|Jun||y) é limitada; em particular, sup,,cy [un]ip/z(R) < 00 e como (u,) C S,
também ¢ limitada em L?(0,1). Entdo pelo Teorema m, (u,) é pré-compacata em

L?(0,1), logo, a menos de subsequéncia, u,, — u em L?*(0,1). Estendendo u, como

(2) = { u(z), se z€(0,1)
0, se  x € R\(0,1),

obtemos que u,, — u quase sempre em R. Pelo Lema de Fatou (Ver Lema|B.3)), segue-se

que

/ (&) ZTG)) 114y < timint / a0 gy < (1.6)

|z —y|? =00 z —y|?

0 que mostra que ||ﬂ||§( < )y, daf, u € X. Por outro lado, como u, — % em L?(0, 1),
entao [[unllr201) = [ltll12¢0,1), mas [[unllz2,) = 1, logo pela unicidade do limite,
[all 2,1y = 1. Assim, w € S e Ay < ||@||%. Consequentemente ||@|% = A1 > 0.

Agora, observe que se u = 0, a igualdade em ocorre. Entao, suponha que
u € X\{0}. Pondo v = u/ [[ull 124, entdo v € S e

2
0< X < Jolfy = b
[ullz2(0,)
dai,
~1/2
el 2oy < Al
Com isso concluimos a prova da proposicao. ]

Lema 1.3. No espago X, as normas ||| 12y € [|*[|x sdo equivalentes.

Demonstracao. Seja u € X. Observe que

2 2 2 2
lullx < Nullx + llullze@ = lullge g -
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Por outro lado, pela Proposicao [1.2]

2 2 2
lullgie@ = llullx + lullz g

1
||u||§+/ |u|2d:x+/ |u|?dx
R\ (0,1) 0

2 2
lellx + llullzz 0.

2 - 2
< lully + A7 lully -

Logo,
_ 1/2
lully < lull gy < (A" +1)" Jlull . para todo u € X (1.7)

Portanto, temos a equivaléncia das normas. O
Proposicao 1.4. O espaco X, dotado da norma |||y, é um espago de Hilbert.

Demonstragao. Ja vimos que ||-||x é induzida por um produto interno; resta-nos mos-
trar que X é completo quando munido desta norma. Para isso, considere (u,) C X
uma sequencia de Cauchy. Logo (u,) é de Cauchy com relacdo a norma ||[| /2, n0
espaco de Hilbert H'/?(R) , logo u,, — u em HY?(R).

Vejamos que u € X e u, — u em X. De fato, como u, — u em HY?(R), entdo
u, — u em L*(R), assim, a menos de subsequéncia, u,(z) — u(x), quase sempre em
R, o que implica u = 0 em R\ (0, 1). Pelo Lema de Fatou (ver Lema [B.3), temos que

_ 2
/ (u(z) — uly)) drdy < liminf dzdy < oo,
]RQ

|z —y|? néoo

/ (tn () — un(y))*

|z —y|?

ou seja, u € X. Usando (1.7)),
lun — ullx < [[un — ull 172y — 0, quando n — oo.

Isto é, u, — u em X. Portanto, o espago X, dotado da norma |||, é um espaco de
Hilbert. O

Proposicao 1.5. O espaco X estd imerso continuamente em L7(0, 1) para todo ¢ > 1.

Demonstragio. Uma vez que X C HY?(0,1) e H'/2(0,1) estd imerso continuamente
em L7(0,1) para todo ¢ > 1 (ver Teorema [B.14]), entao pela equivaléncia das normas

H'HH1/2(R) € ||HX em X, temos
[ull ooy < C llully , para todo ¢ > 1.

Ou seja, X estd imerso continuamente em L?(0, 1) para todo ¢ > 1. ]
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Proposicao 1.6. O espaco X estd imerso compactamente em L9(0, 1) para todo ¢ > 1.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que se (u,) é uma sequéncia limitada em X, entao, a
menos de subsequéncia, u,, — u em L4(0,1) para todo ¢ > 1.
De fato, se (u,) é limitada em X, o sup,,cy [Un]fqm(R) < oo . Por outro lado, pela

Proposicao , X < L*(0,1) continuamente, existem constante C,C; > 0, tais que
||un||L2(071) § CYl ||un||X S C; (18)

ou seja, (u,) é limitada em L%(0,1). Logo, pelo Teorema [B.15, temos que (u,) é

pré-compacta em L?(0,1), para todo ¢ € [1,2], isto é, a menos de subsequéncia,
u, — u em L?(0,1), para qualquer ¢ € [1,2]. (1.9)

Portanto, X estd imerso compactamente em L4(0, 1), no caso de ¢ € [1, 2].
Agora, estudaremos o caso ¢ > 2. Considere entao s > ¢. Pela Desigualdade de
Interpolacao (ver Apéndice |B|) temos que para todo 2 < ¢ <'s

1-6
Ls(0,1) >

0
l|un — U||Lq(071) < Jun — UHL2(0,1) [tn — ul

onde 0 < 6 < 1 verifica % = g + %. Novamente usando a imersao continua de X em
L#(0,1)

0 1-6
[un — UHLq(o,l) < G flup — U||L2(o,1) lun — ully
Como (uy,) ¢ limitada em X, existe C5 > 0 tal que
0
[wn — uHLq(o,l) < Cs |lup — U||L2(0,1) — 0,

Isto é, a menos de subsequéncia, u,, — u em L%(0,1) para todo 2 < g < s. Mas, como

q > 2 foi arbtrario, a menos de subsequéncia,
u, — u em L?(0,1), para qualquer ¢ > 2. (1.10)

Entao, por (1.9) e (1.10), a menos de subsequéncia, w, — w em L%(0,1) para todo
q > 1. Logo temos o resultado. O
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1.2 Uma Desigualdade do tipo Trundiger-Moser

Agora, enunciaremos uma Desigualdade de Trundiger-Moser para o espago de So-
bolev fracionario H'/2(R). Para uma prova, ver [20] e [I5], respectivamente, Teorema

1 e Teorema 1.1.

Proposicao 1.7. (Desigualdade de Trundiger-Moser) Existe 0 < w < 7 com a
seguinte propriedade: Para todo 0 < o < w existe H, > 0 tal que

au? 2
/R (e — 1)da < Hy 4l 2age,

para cada u € H'?(R) com ||(—A)1/4uHL2(R) < 1. Onde o operador (—A)Y* pode ser

definido (ver [9]) para toda fungdo mensurével u e todo x € R por

AWy :_Q u(z +y) +u(r —y) — 2u(x)
(~a) ule) = =5 [ o ay. (1.11)

1 — cos(§) -
C= ——=d :
[/ ¢*? 5]

Em particular, consideraremos a seguinte versao da Desigualdade de Trundiger-

Moser para o espaco X:

Proposicao 1.8. Existe 0 < w < 7w com a seguinte propriedade: Para todo 0 < a <

2mw existe K, > 0 tal que
1
/ e do < K,,
0
para todo u € X com |lul|y < 1.

Demonstragdo. Seja u € X com |luly < 1, e defina v = (27)*/2u. Logo,

2

/ () = o) )0 / () ulw) = (20) Puw)®,

jz —y|” R? |z -y
2
27r/ (u(z) u(Qy)) dzdy < oo.
k2 |z —yl

Ou seja, v € HY?(R). Pela Proposicao m (ver Apéndice

180 0 gy = @) 2 el
— (27T)_1/2 [(271')1/2’&] H1/2(R)
_ (271')71/2(271')1/2 [u]H1/2(R)

= lullx

9
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1/4UHL2(R) <1

Considere 0 < o < 27w e definamos @ = (27) '« assim 0 < & < w, logo podemos

implicando, |[(—A)

aplicar a Desigualdade de Trundiguer-Moser (ver Proposigao , para v e @, isto é,
existe Hg > 0 tal que

/R(e&”Q —1)dr < Hy ||v||iQ(R) : (1.12)

Agora, observe o seguinte
av? = 2m) La((2m)Vu)? = o,
logo,

1 1
/ e dy = / (™ —1)dz +1,
0 0

em particular, como v € X, fR\(O 1)(6‘5‘”2 — 1)dz = 0, assim podemos reescrever
! 2 L 2 =02
/ edr = / (e™ —1)dx —|—/ (e* —1)dx + 1,
0 0 R\ (0,1)
= /(ed”2 —1)dx + 1.
R
Por (1.12)), segue-se que
! 2
/ e dx < Hg ||v||iz(R) + 1.
0

Agora, usando a Proposigao [1.2| vemos que

1 2
H
/ ea'qux S HUHX +1
0

A1
2
_ Harfully
A1
H;2

< T +1:=K,.

1

Isto completa a prova da proposicao. O

Proposicao 1.9. Seja o > 0. Entdo e’ e L'(0,1) para todo u € X.

Demonstracio. Considere u € X e € > 0. Como C§°(0,1) é denso em H'/2(0,1)
(ver Teorema [B.12)), usando a equivaléncia das normas, existe ¢ € Cg°(0,1) tal que

10
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|lu — ¢ < €. Note que
u? = [(u =) + " = [(u—¢)* + ¢ +2(u — §)¢] < [2(u — ¢)* + 2¢7],
dai, pela desigualdade de Young

gt < galu—grt2¢?] o 1 (e4a(uf¢>2) L <e4a¢2)
= =9 2

Y

disto segue-se

1 1 B 2 1
/ eaquiL‘ < 1/ e4a||?t—¢\\§<(m) dr + 1/ e4a¢2d1'.
0 2 Jo 2 /o

escolhendo € > 0 de modo que 4ae? < 27w, pela Proposicao temos que

L L[, e
/ edr < CH+ = / et dy
0 2 /o

1

= C+ —/ e dr < oo.
2 supp(¢)

Portanto, e*** e L'(0,1) para todo a > 0. O

1.3 Um Principio de Concentracao e Compacidade

A proxima proposigao serd importante para estudarmos um principio de concen-
tracao e compacidade para o espaco X, assim como para mostrarmos, no capitulo
porterior, que o funcional J € C*(X,R). (Ver (2.9) e Proposicao [2.3).

Proposigao 1.10. Seja (u,) uma sequéncia que converge fortemente em H'/2(R).

Entdo existe uma subsequéncia (u,,) de (u,) e existe v em H'/2(R) satisfazendo
|tn, ()] < v(z), quase sempre em R.

Demonstracdo. Seja (u,) uma sequéncia fortemente convergente em H'/2(R), digamos,
u, — u em HY?(R). Logo, (u,) é de Cauchy em H'/?(R). Assim, existe uma sub-
sequéncia (u,, ) de (u,), a qual, por simplicidade, denotaremos por (uy) satisfazendo

1

ok para todo k € N. (1.13)

[trsr — il o) <

11
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De fato, para k = 1, sendo (u,,) de Cauchy, podemos obter n; € N tal que

[t — Unl g1/2gy < 5+ para todo m,n > n;.

N —

Para k = 2, escolha ny > n; de modo que
1
[t = tnl| gr/2gy < 52 bara todo m,n > ns.

Continuando este processo obtemos uma subsequéncia (uy) de (u,,) satisfazendo ((1.13]).

Definamos

gn(x) = Z w1 (z) — up(2)] -
k=1

Pela desigualdade triangular, segue-se que

n n n 1
Hgn”Hl/Q(R) < Z [k — ukH|H1/2(]R) = Z [ UkHH1/2(R) < ok <1
k=1 k=1 k=1
Portanto, ||gnl| g1/2ry < 1; em particular,
[gn]Hl/z(R) <le H%HL?(R) <L (1.14)

Note que (g,) é uma sequéncia de fungdes mensurdveis que converge, digamos para
uma fungao g, quase sempre em R. Dai, pelo Corolario|B.1} g ¢ uma funcao mensuravel.
Logo, (g2) converge quase sempre em R, para fun¢ao mensuravel g* e (g2(x)) converge
quase sempre para g*(z) em R. Além disso, veja que (g,) é uma sequéncia de fungoes
crescente e nao negativa, consequentemente, (g2) também ¢ crescente e nao negativa ,

logo o Teorema da Convergéncia Mondtona (ver Teorema [B.2), nos garante que

lim gi(m)dmz/RQQ(x)dx. (1.15)

n—0o0 R

Vejamos que g € HY2(R). Primeiro, note que g € L*(R).

De fato, por ((1.14) e (1.15]) temos que

/92d$ = lim [ ¢2dz < 1.
R

n—oo R

Segundo, para = # y, denotemos

12
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Observe que, (h,) é uma sequéncia de fungdes nao negativa e tal que

(9(x) — g(y))?

s y!z , quase sempre em R?,

ho(z,y) —

entao, usando o Lema de Fatou (ver Lema [B.3]) e (1.14)),
_ 2 _ 2
R? R

z -y’ 2 om0z —yf?
. 2
< lim inf/ (gn(2) gnQ(y)) dredy < 1.
n—oo RQ |:L' I y'

Portanto, g € L*(R) e [g]zl/Q(R) <1, isto é, g € HY/2(R).

Agora, observe que para todo k£ € N podemos escrever

g(x) = Z |uisa (2) — wi2)| + Z i1 () — ()] + Z |uia () — ui(2)]
= Ge1(z) + Z i1 (@) — wi(x)| + Z i1 (2) — ui()],

logo,

[urr(®) —ug(z)] < fugy(2) — uppjo1 (@) + -+ |ugga (z) — up ()]

Como uy — u em HY%(R), segue-se que up — u em L?*(R), logo, a menos de sub-
sequéncia, ug(r) — u(z) quase sempre em R. Fazendo j — oo na estimativa acima,

obtemos que, quase sempre em R
lu(z) — ug(z)| < g(z), para todo k € N.
Assim,
lug ()| = |ur(x) — u(z) + u(z)| < g(x) + |u(x)| quase sempre em R.

Para concluirmos a prova basta escolher v = g + |u| € H'/?(R). O

Corolario 1.11. Seja (u,,) uma sequéncia que converge fortemente em X. Entao existe

uma subsequéncia (u,, ) de (u,) e existe v em X satisfazendo

|tn, ()] < v(z), quase sempre em R.

13
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Demonstraggo. Uma vez que X C H'?(R) e em X as normas ||| 12 € [|][x sdo

equivalentes, Lema [1.3] a prova segue-se imediatamente da Proposicao [1.10} O
A seguir, provamos um principio de concentracao e compacidade para o espaco X.

Lema 1.12. Se (v,) é uma sequéncia em X com ||v,||y = 1 para todon € N, v, = v
em X ¢ 0 < ||v]y < 1, entdo para todo 0 < a < 27w e todo 1 < p < (1 — [lv[%)~" a

sequéncia (e®’n) é limitada em LP(0,1).

Demonstracao. Dividiremos a prova em dois casos.
1° caso: Suponha que ||v, —v||y — 0, quando n — co. Entéao, pelo Coroldrio m,

a menos de subsequéncia, existe h € X tal que
|un ()| < h(z), quase sempre em R.

Dali,

2 2
ePovn(®) < ePoh™(@) - quase sempre em R.

Além disso, pela Proposicao , epah®(@) ¢ L'(0,1). Assim
1 1
/ ePovn (@) o §/ P @) gy < 00,
0 0

e portanto (e*%) ¢é limitada em L?(0,1).

2° caso: Suponha que exista ¢ > 0 e ng € N tal que
|vn, — v||x > €, para todo n > ny.

Primeiro, observe que pela Proposicao(l.9| o resultado ¢ valido para uma quantidade
finita de termos de (v,,).

1

Sejam py, pa, p3 > 1, tais que p~! = p1 '+ po 7t +p37t =1 e pia < 27w. Note que

pOdemOS reescrever
! 2 ! 2 29,2 ! 2 2
/ PV o — / epa(vn+2vnv—2vnv+2v —2v )dﬂf _ / epa(vn—v) 6po¢2(vn—v)v€pow dr.
0 0 0

)2 _ 2 o . . . .
Provaremos que eP(vn=v)" epo2(n=v)v ¢ cPav” g4 yniformemente limitadas, respectiva-

mente, em LP'(0,1), LP?(0,1) e LP3(0,1). De fato, como v, — v em X, temos que

2 2 2
H'Un - UHX = anHX - 2<UnaU>X + HUHX

= 1= 2w, v)x + [Jolx = 1= 2(v, v)x + [|olly -

14



1. Resultados Preliminares

Ou seja,

1
lon =l = 1= Jloll% < .

Dai, para todo n suficientemente grande

1
2
lon, — 0]y < . (1.16)

Como pra < 27w, segue-se da Proposicao e por (|1.16])
! 2 b pipaon—olff 2=
/ eP1pa(vn—v)® 1. / e lon—=v1% 71
0 0

1
Un —V 2
< / T =ix ) dy
0

Ky .

Logo, e?*(*n=v) ¢ limitada em L' (0, 1).

Agora, por ((1.16)), temos

1
/ 62ap2p(vn7v)vdx —
0

_ (vn—v)v
e2oppllon—vllx TS g

IN

Ton—vllx do.

/o

1 1/2 (vn—v)v
/62047212 o=l
0

Como podemos reescrever

1 ’ 1 a\1/2 (vr —v)v
1/2 (vn—v)v 2{ a 20 1/2} 1/2 (vn
/ e2°P2P " on=olix :/ e (%) "7 (20)"/2| pop Ton =X .
0 0

denotando C; = (2a)Y?pyp'/? e usando que 2ab < a? + b?, sempre que a,b € R, temos
1 1 o\1/2 oy —w 1 o o 2
/ e rln =y < / (8) SR O gy < / o3 (msts) +Cwr? g
0 0 0

Dai e pela desigualdade de Holder segue-se que

1 1 e N2 TVET L
/ e20P2p(vn=V)V gy < [/ e‘”‘(m) da:} [/ 2y dx]
0 0 0

Como consequéncia da Proposicao [I.8 e da Proposigao [I.9] concluimos

1 1
/ epgpo&(vnfv)vdx < Ka |:/ 620121;2dx
0 0

1/2

1/2
< 0.

15
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Finalmente, também pela Proposicao [1.9]

1
2
/ P3P dx < oo.
0

Logo, o resultado ¢ valido.

16



Capitulo 2

Existéencia e Multiplicidade de

Solucoes: Caso Subcritico

Neste capitulo tratamos, via métodos minimax, da existéncia e da multiplicidade
de solugao para o problema (P) no caso em que f possui crescimento subcritico. Para
isso, utilizaremos duas versoes do Teorema do Passo da Montanha (ver Teoremas
e [B23).

Antes de tudo, faz-se necessario definir o que significa [ ter crescimento exponen-
cial subcritico do tipo Trundiger-Moser: Dizemos que f : R — R tem crescimento

exponencial subcritico, quando para todo a > 0,

£ ()]

lim ot

[t| =00

—0. (2.1)

Sobre a nao linearidade f, em todo o texto consideraremos que f € C(R), com

f(0) =0 e denotaremos

t
F(t) = / f(s)ds, para todo t € R.
0

No caso subcritico, assumiremos as seguintes hipdteses:

(f1) existem to > 0e M > 0, tais que 0 < F(t) < M |f(t)], para todo |t| > to;

(f2) 0 <2F(t) < f(t)t, para todo t # 0;

F(t A
(f3) limsup t<2) < 4—1, onde \; foi definido na Proposicao ;
t—0 ™

(f1) f satisfaz (22.1)).

Aqui, temos como principal finalidade provar o seguinte resultado:

17



2. Existéncia e Multiplicidade de Solugoes: Caso Subcritico

Teorema 2.1. Se valem (f1) a (f1), entdo (P) tem uma solug¢do fraca nao trivial

u € X. Se além disso f é impar, entdo (P) tem infinitas solugoes fracas em X .

2.1 Formulagao variacional do problema (P)

Nesta se¢ao estudaremos a formulagao variacional para o problema (P). Inicial-
mente apresentamos a nogao de solugao fraca para o problema (P). Dizemos que

u € X é uma solugao fraca para (P) quando

1 1
— (u,v) y — / f(u)vdx = 0, para todo v € X. (2.2)
0

™

Podemos entender a motivagao para definigao de solugao fraca em ({2.2)), pelo se-
guinte fato:

Considere uma fungao u € C*(R), com u = 0 em R\(0,1) e tal que u seja sufici-
entemente regular. Mostraremos que, se u satisfaz (P) pontualmente, entao ela deve

verificar

1 1
> (u, )y — /0 f(u)vdz =0, (2.3)

para toda funcao v € C*°(R), onde v = 0 em R\(0, 1) e v suficientemente regular.

De fato, suponhamos que u satisfaga (P) pontualmente. Entao
(—=2)2u = f(u).

Multiplicando ambos os membros desta desigualdade por v e integrando sobre (0, 1),

obtemos

/01(—A)1/2uvdx — /01 f(u)vdz = 0.

Agora, observe que para obtermos (2.3), basta mostrarmos que

/0 (=AY uvde = 2i (u,v) - (2.4)

T
Primeiro, recordemos que

1 [ ulr+y)+ulx—y) —2u(x)

(=A)V2y(z) = 2 | e dy, para todo = € R.
Assim,
/0 (=AY 2u(z)v(z)de = /0 v(x) (—% /R ulrty)+ u’(yx‘; Y) = 2u(x)dy) dx.

18
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Desde que v(z) = 0 para todo z em R\(0,1) e v(x) é constante em relagao a integral

em y, segue-se que

! 1 - —y) —2
/ (—A)1/2u(x)v(1:)dx - v(m)(u(x + y) + Q;(x y) u(x»dydx
0 2w R2 |y|
Dali,
1
1 _
/ (A 2u(py(@)de = — [ U@ 2“(‘C =) gy (2.5)
0 21 Jpe |y
1 _ _
2 R2 |y’
Agora, fazendo a seguinte mudanca de variaveis em ([2.5)
r+y=¢§
x=10 ’
note que
(¢, 0)
Pelo Teorema de Mudandanca de Variaveis, obtemos
1 — 1 0)(u(0) —
L[ ) a1 o000 @) o
2T Jp2 [yl 2 Jee |-

Por outro lado, em (2.6)), facamos a seguinte mudanga de varidveis

dai,
9, 0)
Novamente pelo Teorema de Mudanca de Variaveis, segue-se
L[ ) w1 OO ) o
2T R2 |y| 2m R2 |§ - 0|
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Combinando ([2.7)) e (2.8]), obtemos,

0 21 Jpo € —0)?
1 @(§) —u(0)(v(§) —v(d)
- /R i dode.

Substituindo & por x e 6 por y, concluimos

/1(—A)1/2u(x)v(x)dx 1 (u(x) _ u(y))(v(a:) — U(y)>dxdy,

o Jee o =yl
isto é, a igualdade (2.4) é valida, o que implica ({2.3).

Mostraremos que os pontos criticos do funcional ¢ : X — R, definido por

J(u) = lulls —/0 F(u)dz (2.9)

4m
correspondem a solugoes fracas do problema (P).
Proposicao 2.2. O funcional J : X — R esta bem definido.

Demonstracao. Denotaremos as duas parcelas do funcional J, por

Ji(u) = % e Jo(u) = /0 F(u)dz.

Com efeito, J; estd bem definido, pois corresponde a norma do espaco X. Ja para

mostrar que J, estd bem definido, considere u € X. Pelo Lema para alguma
constante C' > 0 temos que

/01|F(u)|dx _ /01 /Ouf(u)dt dxg/ol {/0u|f(u)|dt}dx
(J/O1 l/oue“tzdt}dng/OIea“Q [/Oudt}d:z;

1
< C'/ e Jul da.
0

IN

Usando a Desigualdade de Holder e a Proposicao |1.2] segue-se que

/01 F(uw)|dz < C Uol e2a“2dx}

Mas, a Proposicao [1.9| garante que e2*** € L(0,1), logo fol |F(u)] dx < co. Portanto,

o funcional J estd bem definido. O]

1/2 1/2

1
lull, < CATY2 ull [ e dx]
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Proposigao 2.3. O funcional J € C*(X,R) e a derivada de Frechét de J é dada por

(I (w).0) = 5= (w.0)y = [ Fuod,

Demonstragdo. Vejamos, separadamente, que Jy, J; € C1(X,R) e suas derivadas de

Frechét sao, respectivamente, iguais a

(J,(u),v) = 21 (u,v) e (Jo(u / f(u)vdz.

™

Afirmacgao 2.1. J; : X — R é Frechét diferenciavel e sua derivada é dada por

/ 1
J = — :
< 1(u>7 U> o <u7 U)X
Fixemos u € X. Consideremos v € X, com ||v||y — 0, e denotemos

‘J1<u +v) = Ji(u) — 5 <U7U>X|

Al w) = ol
X
Assim temos
1 2 1 2 1
‘— U+ v — = ||u U, v |
lim A(Jyj,u,v) = lim ar I HX 47 I HX 2w< >X
llvllx—0 o]l x—0 vl 5
N A o P S - L S A CROY
vl x—0 o]l
2
lollx =0 vl ||v||x Lo lTIX T

Como o produto interno é uma forma bilinear limitada, o funcional J;(u) : X — R

é linear e limitado, neste caso, linear na segunda variavel.

Portanto, J; é Frechét diferencidvel em X, com (J;(u),v) = 5= (u,v) .

Afirmagao 2.2. O funcional J; € C*(X,R).

Considere uma sequéncia (u,) em X tal que u, — u em X. Dado v € X com

|lv||x = 1, note que

0 < |(1(un) = Ti(w),v)| = [{3(un), ) = (71 (), )

1

2_ |<umv>X - <U’U>X|
1

% <un —U,U>X‘

lun — ul| 5 |v]|x — 0, quando n — oo.

IN
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Assim,

H = sup ’(J{(un) — Jy(u),v)| = 0, quando n — +oc.
X* veX
vl x=1

O que implica a continuidade do funcional J;, : X — R.

Afirmacgao 2.3. Jo : X — R é Frechét diferenciavel e sua derivada é dada por

V) = /0 1 f(w)vdz.

Seja u € X fixado. Para cada v € X denotemos

r(v) = Jo(u+v) — /f Jodz. (2.10)

Afirmamos que
r(v)

m ———-
o]l x—0 [[v]| x

=0,

ou de modo equivalente, que
r(vn)

l[onllx =0 [[Vn]]

=0.

Com efeito, defina h : [0,1] — R, por h(t) = F(u + tv,). Note que h é derivavel e
pela regra da cadeia
B (t) = f(u+ tv,)v,

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, segue-se que
1
Flu+ v,) — F(u) = h(1) — h(0) = / W (t)dt.
0

Assim,
1
Fu+v,) — Fu) = / Flu+ ton)ondt.
0

Dai,

(o) = |+ va) - / Fu)onda

= / I(F(u—i—vn ))dx — / f(w)vondzx
_ / / Flu+ tvy)vadtdr — / f(w)vpd
_ /O /O [ (u+ tvn) — F(w)]ondtdz|,
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implicando que o
/ / [f(u+tv,) — f(u)]vadtds| .
o Jo

Agora, para cada n € N, definamos g, : (0,1) x [0,1] — R, por

[ (on)| =

gn(x, 1) = [[f(u(z) + ton(z)) = [ (ulz))]va(2),

e que por praticidade, a denotaremos por

gn = [f(u + tvn) - f(u)]vn
Vejamos que g, € L'((0,1) x [0, 1]). De fato, pela Desigualdade de Young

[t ton) = f@)* | Joal?
2 +2’

|gn| = [ (w + ton) = f(u)] Jon] <

mas,

| (w4 tvn) — fu)* < (1f (u+ toa)] + | f(u)])

e como (a + b)? < 2(a? + b?), para todo a, b nao negativos, temos que

(1f (At twa)| + [ ) < 2 [1f (w+ o) + £ ()]

logo,
| f(u+ton) — F)]* < 2 (| f(u+ o) + | F()]?)

(2.11)

Além disso, pelo Lema [A.T], podemos encontrar constantes Cy,Cy > 0 tais que

f(u + tv,)| < Crel+tal® o | £ ()| < Che™.
e desde que, para todo t € [0, 1]
(Jul + thoa))* < (Jul + Jval)?,

entao,
|f(u+ tv,)| < CrelHonD® o | F(u)] < Che™.

Assim,
| (u+ to,) — fu)]? < 2 [Cre2atultioaD? | c;ezwz]

23
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2. Existéncia e Multiplicidade de Solugoes: Caso Subcritico

e consequentemente,

|Un|2

|gn| < Ci€2a(\U|+|vn\)2 + Cé€2au2 + 5

Uma vez que, a Proposicao [1.9| garante que e2(u/+1n)* ¢ ¢20v* pertencem a L'(0,1), e

como v, € L*(0,1), entao

| gl dds < o
(0,1)x[0,1]

ou seja para cada n € N, g, é integravel. Assim podemos usar o Teorema de Fubini

(ver Teorema [B.6)) em (2.11f), para obter

[ (vn)| =

/01 /Ol[f(qun) — f(w)]vpdadt| .

Dai, aplicando a Desigualdade de Holder obtemos

el < [ 10 = Flly ol

Uma vez que X < L?(0, 1) continuamente, existe C' > 0 tal que

[ (on)] < CanHX/O 1S (u + ton) = f(u)ll, dt. (2.13)

Por outro lado, como (v,,) converge fortemente em X, pelo Coroldrio [1.11} a menos

de subsequéncia, existe w € X, verificando
lon(2)| < w(x), quase sempre em (0, 1),
dessa estimativa e por (2.12)), obtemos

|f(u+tv,) — f(u)]? <2 [Cie2a(|U|+\w\)2 I C£€2au2} ’

quase sempre em (0, 1). Denotemos [ := 2 [C’{eQ‘”““H'w')2 - C§e2°‘“2] Pela Proposigao
, [ € L'(0,1). Assim, provamos a existéncia de uma fungao [ € L'(0, 1), satisfazendo

|f(u(z) + toa(z)) — flu(z))]> < I(z), quase sempre em (0,1). (2.14)

Novamente, como X < L?(0,1) continuamente e o fato de ||v,||y — 0, nos fornece
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que para alguma constante C' > 0
[+ ton — ully < flonlly, < Clvally =0,

ou seja, u+tv, — wem L*(0,1). Entao, a menos de subsequéncia, u(z)+tv,(x) — u(x)

quase sempre em (0, 1). Dai, usando a continuidade de f, segue-se que
fu(z) 4+ tu,(z)) = f(u(x)), quase sempre em (0, 1),
resultando que,
|f(u(z) + tvp(z)) — flu(z))]> = 0, quase sempre em (0, 1). (2.15)

Desde que valem (2.14)) e (2.15]), pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Le-
besgue (ver Teorema [B.5]), concluimos que

1S (u+ tvn) = fu)ll, = 0. (2.16)

Agora, por (2.13)

T(Un) !
L<c / 1+ ton) — F(u)llydt,

an

dai, tomando o limite quando ||v, ||, — 0, obtemos

rlvn) g,
l[onll x—0 [[vn || ¢

Resta mostrar que J,(u) : X — R é um funcional linear continuo. A lineridade de

J,(u) resulta por propriedades de integrais. Vejamos sua limitacdo. Pela a Desigual-

dade de Holder, temos
1
/ f(u)vdx
0

Usando o Lema e o fato de X — L?(0,1) continuamente, existe uma constante
C > 0 tal que

(), v)| =

< [IF @l floll

1/2

.| = ([ ) o

A Proposicao garante que g2’ ¢ L*(0,1), entdao obtemos uma constante C, que
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2. Existéncia e Multiplicidade de Solugoes: Caso Subcritico

depende de u, tal que

[(J5(w),v)

< C'|v||yx, para todo v € X;

ou seja, Jo(u) é limitado.

Portanto, .J, é Frechét diferencidvel e sua derivada é dada por (J,(u fo w)vdz.
Afirmagao 2.4. O funcional J; € C'(X,R).

De fato, seja (u,) C X tal que u, — v em X. Logo,

() = Jy ()

=S [(yw) = w).v)]
l[ollx=1

1

(f(un) f(u)) vdz

== sup
veX
l[oll x=1

sup / ) — £(0)] o] de

||v||Xf1

IA

Usando a Desiguadade Holder e a imersao continua X < L?(0, 1), para alguma cons-

tante C' > 0, temos

Como u, — u em X, por um argumento analogo ao que usamos para provar (2.16]),

() = K| < sup ) = @)y [0l < C N () = F(w)],-

veX
l[oll x=1

concluimos que

1S (un) = f(u)lly =0,

0 que mostra a continuidade de Jj.
Finalmente, unindo todas estas afirmacoes obtemos a diferenciabilidade do funcio-
nal J. O]

Portanto, os pontos criticos do funcional J, correspondem as solugoes fracas para
o problema (P).
2.2 Geometria do funcional

Nosso proximo objetivo é mostrar que o funcional J satisfaz a geometria do Passo
da Montanha, apresentadas nos Teoremas e[B.23] a fim de garantir a existéncia e

a multiplicidade de solugoes para o problema (P).
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2. Existéncia e Multiplicidade de Solugoes: Caso Subcritico

Lema 2.4. Sob as hipéteses (f3) e (f1), existem p,a > 0 tais que J(u) > a para todo

ue X com |lul|y =p.

Demonstragao. Fixe ¢ > 2 e 0 < a < 27w, entdo o Lema [A.4] nos garante que existem

0 < p < A eC >0 satisfazendo

1
F(t) < 1

L2 4 ce?? [t|*, para todo t € R.
7

Logo, para cada u € X, com |jul|, <1,

J(u) = %—/0 F(u)dx

4m
)3 /1 pu? 2
> Hix P24 e |ul?l d
i + Ce™ |ul|?| dz

2 1
_ Hu”X O ||U||g _ C/ eou? |u|q dr.
AT 0

Usando a Proposicao (1.2}, temos

J > ||u||X . M 2 —C ! au? qd ) 17
2 Ll s ¢ [ e .17

Além disso, como 0 < a < 27w, podemos fixar 7 > 1 de modo que ainda se tenha,

ra < 2mw. Aplicando a Desiguadade de Holder em (2.17]), com r e 7’ conjugados temos

2 1 1/r 1 1/r
J(u) Z ||u||X (1 _ ﬂ) —C (/ eomﬁdx) (/ |u|qr’ da:)
4 )\1 0 0
/T
_ ||U||§( I ! aru?dz ' q
= Tir 1 )\—1 C /0 € ||u||r’q'

Mas, como |jul|y < 1, usando a Proposicao e o fato de que, pela Proposicao , X

estd imerso continuamente em L9 (0,1), podemos encontrar C' > 0 tal que

Jally (,
>1x (- 2 ‘.
J) = K (1= 45) = Clully

Desde que ¢ >2e 1 — /\% > (), podemos escolher p > 0, suficientemente pequeno, com

|ullx = p, tal que

2
P H -2

>—|1-———-Cp? .

J(u)_47r< N Cp )>0

Portanto, para todo u € X com |jul|y = p, temos que J(u) > a, onde denotamos

2 . /
a= 1 (1 —£ - C’pq_2>. Assim concluimos a prova do Lema. ]
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2. Existéncia e Multiplicidade de Solugoes: Caso Subcritico

Lema 2.5. Suponha que (f1) e (f2) sejam validas. Se Y C X é um subespago vetorial
com dim(Y') < oo, entao sup J(u) < oo e
ueY

lim J(u) = —oc. (2.18)

llullx =00

ueyY

Demonstragdo. Seja u € Y. Pelo Lema[A 5 sabemos que existem constantes C' > 0 e
K > 0 tais que
F(t)> K |t|' — C, paratodo t € R,

logo,

J(u) = %—/0 F(u)dx

IN

”U”%( _ /1 [K |u’/t _ C] dr
A7 0

lulk "
< i K lulll, + C.

Como a dimensao de Y é finita, e em um espago de dimensao finita todas as normas sao
equivalentes, podemos encontrar 7 > 0 de modo que [[uly < Ci [Juf,, assim existe

M > 0 tal que

2
J(u) < % — M [lully +C. (2.19)

Desde que p > 2, usando (2.19)), obtemos que

lim J(u) = —oc. (2.20)

llullx —+oo

ueyY

Isso prova ([2.18)).

Nosso préximo objetivo é provar que sup J(u) < oco. Por (2.20)), para todo A > 0,
ueY

existe R > 0 com a seguinte propriedade
J(u) < —A, sempre que u € Y e |jull, > R. (2.21)

Novamente, usando que dim(Y’) < oo, entdo a bola fechada Br(0) em Y é compacta.

Logo, J atinge maximo nesta bola. Denotando m = ma>(< : J(u), temos
u€BR(0

J(u) < m, sempre que u € Y e |lully < R. (2.22)
Combinando (2.21]) e (2.22)), segue-se o resultado. O
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2.3 A condicao de Palais-Smale

Lema 2.6. Sob as hipdteses (f1) a (fs), J satisfaz a condigao de Palais-Smale.

Demonstracao. Seja (u,) uma sequéncia em X tal que (¢(u,)) é limitada e ¢'(u,) — 0

em X*. Entao, a menos de subsequéncia, podemos supor que ¢(u,) — ¢, ¢ € R. Assim,

J(uy) <c+1le [|[J (u)]

<1

X* )

para todo n suficietemente grande. Mostraremos que (u,) tem uma subsequéncia
fortemente convergente em X.

Seja 0 < € < 1/2. Pelo Lema[A.2] existe ¢, > 0 tal que
F(t) < ef(t)t, para todo [t| > .,
e sendo F' continua, entdo F restrita ao compacto [—t,,t.] é limitada, ou seja,
|F(t)] < C, para algum C > 0.
Unindo as duas estimativas acima para F', temos que
F(t) <ef(t)t+ C, para todo t € R. (2.23)

Assim,

c+1

v

47
2 1
Unp,
ol — e [" ptanyun —
i 0

Somando e subtraindo o termo € |ju, ||% /27, obtemos

lunlly | [ellunlx e Huon /
1 - n n_
et 4 + 2 Ju

2
_ G_) lialiy , <|unHX /fun n)_

_ (1_6) [ + el (up), ) — C

lually [
——/ F(uy,)dx
0

v

2 27
(1 unllx /
= (2 — e) o e(J (up), —u,) — C
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2. Existéncia e Multiplicidade de Solugoes: Caso Subcritico

Como (J (up), —un) < [(J (wn), —tn)| < || (wn)]

o |=un|l 5, segue-se que

1 a5
c+1 > (——6)—X—GHJ/(un)|X

2 2T

o () Tl c
= (57°¢ 7—6||Un||x_ :

Isso implica na limitagdo de (u,) em X, pois do contrario, isto ¢, se ||u,|y — +oo,

—tny = C

entao terfamos que

c+1 _ 1 1 € Ch
lim —— > lim ——€) —— — > |
nee ||u7l||X oo 2 21 flunl lunllx

1

em outras palavras, (5 — e) 5- < 0, o que é um absurdo, pois escolhemos 0 < € < 1/2.

Portanto, existe uma constante M > 0, tal que |lu, ||, < M para todon € N. Como X
estd imerso compactamente em L?(0, 1) para todo ¢ > 1 (ver Proposicao|1.6|), segue-se

que, a menos de subsequéncia,

U, — u em X,
u, — u em L9(0,1) para todo ¢ > 1 e
un(z) = u(z) quase sempre em (0, 1).

Em particular, escolhendo 0 < o <
C >0,

1 1 , 1 ooou? Hunng( 1 ) M2< " >2
/ fup)dr < C/ e2un dy = C’/ e lulkxde < C e \Tunlx ) do.
0 0 0

0

372, 0 Lema[A 1] garante que para alguma constante

Por outro lado, pela escolha do o, temos que 0 < 2aM? < 27w, entao da Proposicao
obtemos uma constante K > 0, verificando

/1 fHun)dz < K. (2.24)

Isto mostra que (f(u,)) é limitada em L?(0,1), e desde que L*(0, 1) é reflexivo, a menos
de subsequéncia, f(u,) — f(u) em L?(0,1) (ver Definigao [B.10)), isto ¢,

1

lim fup)vdr = / f(w)vdz, para toda v € X. (2.25)

n—oo 0

Como J'(u,) — 0 em X*, dado v € X,
0 < [(J"(un), )| < [T (un) |, 0] 5 = O,
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quando n — oco. Assim,
(J'(uy),v) = 0, para todo v € X. (2.26)

Desde que u,, = v em X e (2.25)) vale, temos

(J'(u),v) = lim (%W"’”)X —/Olf(un)vdx) = lim (J' (), ).

n—oo n—oo

Assim, usando ([2.26[), obtemos

(J'(u),v) = 0 para todo v € X. (2.27)
1 1
|| Fununde ~ [ fujuda].
0 0
note que

- ‘(/Olf(un)undx . /01 f(un)udx> + (/Olf(un)udm - /Olf(u)udx> ‘

Entao, pela Desigualdade de Holder, segue-se
< Ll o =l + | [ () = 00) ]

/funundac—/ f(u)udx
(2.28)

Usando que u, — u em L*(0,1), (f(uy,)) é limitada em L?(0,1) e (2.25)), obtemos

Denotando

lim f Up ) Up dx —/ f(w)udz. (2.29)
0

n—oo

Agora, desde que (u,) é uma sequéncia limitada em X e J'(u,) — 0 em X*, entao,
0 < [{J (tn), un)| < ([ (n) [, 1unll x =0,
quando n — oo. Logo,

(J'(un), upn) — 0, quando n — oo. (2.30)

Por (220)  (230)

2
limM = lim {/ fun)unde + (J' (uy) U/n‘| /f Judz,

n—oo 2T n—o0
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mas, por (2.27)
[ spute = 18y = 10
0 27 ’ 2
consequentemente, lim |lu,|y = ||u|| . Além disso, u,, — u fracamente em X, e sendo
n—oo
X espago de Hilbert, concluimos u,, = v em X. O

2.4 Prova do Teorema 2.1

A existéncia de uma solugao nao trivial, u € X, segue-se pelo Teorema do Passo
da Montanha (Teorema [B.22)), uma vez que, J € C'(X,R),J(0) = 0 e J satisfaz a
condigao de Palais-Smale (ver Lema [2.6). Além disso, J satisfaz a geometria (i) e
(i4) do Teorema [B.22] O item (i) segue-se pelo Lema 2.4, Por outro lado, dado um
subespaco Y C X com dimY < oo, pelo Lema 2.5

lim J(u) = —o0.

[lull x —o0

ueY

Em particular fixado uma fung¢ao nao nula vy € X e considerando Y o subespaco
gerado por wug, o qual denotamos Y = [ug], podemos escolher e = tuy com ¢ > 0

suficientemente grande e R > 0 tal que
J(e)<0e |lefly >R>p

onde p > 0 foi dado em (7). Portanto, o item (ii) do Teorema é valido.
Agora, para a multiplicidade de solucao, considere Y um subespaco de dimensao
finita em X; assim Y é fechado em X. Como X é um espago de Hilbert, entao podemos

escrever X =Y @ Y. Também, pelo Lema , existem constantes p, a« > 0, tais que

Jlop, > a, logo, J|pp,nyt > a. Ja pelo Lema , ver (2.21)), para cada subespago Y’
de dimensao finita, podemos encontrar R(Y) > 0, tal que

J(u) <0, sempre que u € Y e ||ul|, > R(Y).

Ou seja, as condigoes (i) e (i4) do Teorema sao satisfeitas. Por outro lado, pelo
Lema [A.6] se f é fmpar, o funcional J é par; assim, estamos sob as hipéteses do
Teorema que garante que J tem um sequéncia ilimitada de valores criticos, con-

sequentemente, o problema (P) tem uma infinidade de solugoes.
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2.5 Uma aplicacgao

Como uma consequéncia do Teorema temos a garantia de uma infinidade de

solucoes para o problema

(—=A)2u = f(u), em (0,1)
u=0, em R\(0,1),

em que f: R — R é definida por

t, se 0<t<1
fm=3"
pti=te =1 se  t>1,

set>0epor f(t) = —f(—t) se t <0. Além disso, estamos considerando 1 < ¢ <2 e
0 < pu < A\/27 fixados.

Com efeito, observe que, por definicao, f é uma funcao continua e fmpar; os tnicos
pontos da funcao onde poderia haver descontinuidade seriam em ¢t =0eem t =1, o

que nao ocorre. Além disso, notemos que a primitiva de f é dada por:

By2 se 0<t<1
F(t)=1 2 .
§+§(et*1—1), se t>1

e F(t) = F(—t), quando t < 0.
De fato, se 0 <t < 1, entao

¢
F(t) = / psds = Ry,
0 2

Se t > 1, temos
1 t
F(t) = / psds +/ ptite! "tds.
0 1

Colocando u = s? — 1, entao du/q = s?'ds. Dai, segue-se

F(t) =

N =

Mo pay
+ — (e —-1).
e
Finalmente, se ¢t < 0, entdo f(—t) = —f(t), logo pela Lema [A.6] segue-se que F(t) =

F(—t).

Nosso préximo objetivo é mostra que f satisfaz as hipdteses (f1)-(f1).

Hipétese (f1)
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2. Existéncia e Multiplicidade de Solugoes: Caso Subcritico

Primeiro, vejamos que
F(t) > 0, para todo t # 0. (2.31)
De fato, se 0 < t < 1, entdo F(t) = ut?/2 > 0; Agora, se t > 1,

F(t) =

=

+ g ("1 =1) >0,

uma vez que (e"”~! — 1) > 0. Finalmente, como F(—t) = F(t) se t < 0, entao obtemos
o resultado.

Agora, desde que 1 < ¢ < 2, segue-se que para todo t > 1,

B g
Fit) = =+= —1
) = 5+, )
-9 t1—1
_ a2 pe
2q q
-1
< K
q
< th_letq_l,
q
ou seja,
1
F(t) < —f(t), para todo t > 1. (2.32)
q
Por outro lado, se t < —1 entao por ([2.32)
1 1
F(t)=F(—t) < —f(—t) = =(—f(t)), para todo t < —1. (2.33)
q q

Combinando (2.31)), (2.32)) e (2.33]), obtemos

1
0 < F(t) < —|f(t)|, para todo [t| > 1.
q

Assim, basta tomar qualquer to > 1e M = 1/q.
Hipétese (f2)

Por (2.31] ), ja temos que 2F(t) > 0, para todo ¢t # 0. Basta provar que 2F(t) <
tf(t), para todo t # 0.
Com efeito, se 0 <t < 1,

2F(t)  2ut*/2

foe pt?
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Por outro lado, se t > 1, entao,

2F(t) 2(p/2+p/q(e" ! —1))
foe putiet'=1
1 2 ("1 —1)
T taet’-l qtaet’—1
B 1 2 2
o faett-1 @ gtaet-1
Defina
1 2 2 a1
g(t):ﬂet—q—l+ﬁ_meh<t>:e .
Dali,
4 = (gt R() + U (E) gt [ (@t R(E) + @t (1))
t2ah2(t) q*t? q*t2ah2(t)
o (gtR() + ()t (@Rt R(E) + gt (1)
B t2ah2(t) t2 q2t2ah2(t) '

Observe que,
R (t) = qt? et =t h(t),

entao
gy = RO +EgETRW) T (TR + gtgtTA()
t2ah2(t) t2 q2t2ah2(t)
(@R + gt ()t (@R R() + ¢ R()
N t2ah2(t) t24 q2t2ah2(t)

Simplificando a ultima expressao, obtemos

(qtqfl + qt2q71> tqfl (tqfl +t2q71)

9O = T Em
trt g2ty gt
= (1—61>( > ) _ R
t2ah(t) t2a

Desde que, t > 1, h(t) > 0 e ¢ > 1, entdao ¢'(t) < 0, implicado a funcao g(t) =
2F(t)/tf(t) é decrescente para t > 1. E como 2F(t)/tf(t) = 1 para 0 <t < 1, entao

2F(t) < tf(t), para todo t > 0.

Por outro lado, se t < 0, entao pelo caso anterior,

2F(t) = 2F(=t) < f(=t)(=t) = = f(t)(=1) = f(D)t.
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Portanto, a hip6tese (fs) é valida.
Hipétese (f3)

Como 0 < 1 < Ay/2m, entdo

F(t t2/2 A
i 1O _ pt/ :g 1

=0 12 {2 <E’

F(t) _ M

logo, lim su .
& t—0 P 2 A

Hipdtese (f;)

Como f(—t) = —f(t), quando ¢ < 0, basta considerar o caso em que ¢ — +00.

Assim, dado a > 0, temos

i MOU g e e
t—foo eat? t+—00 eat? t—+oo e et et
implicando
(0] I T
tEI-Eloo eat? tEELnooge(atQ—tq)'
Usando a Regra de L’Hospital, obtemos
t — 1)te2 -1
hmlﬂy i M 2(q ) _ i P (Jq ) ’
t—too eot totoo e el =t (2ot — qt1=1)  totoo e t2-aet!(at q>_1)t(2a — qt172?)
dai,
t -1
im O, 8 la=1) ~0
t—too e t—+oo € 13-t (et D -1)(90, — gta-2)

Portanto, temos uma fungao continua, impar satisfazendo as hipdteses (f1) a (f4), logo,
pelo Teorema [2.1| 0 problema (P) admite infinitas solugoes.
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Capitulo 3
Existéncia de Solucao: Caso Critico

Nosso objetivo neste capitulo é estudar a existéncia de solugao fraca nao trivial para
o problema (P) no caso em que f tem crescimento exponencial critico. Seguiremos uma
ideia analoga a utilizada no capitulo anterior. Como a versao simétrica do Teorema
do Passo Montanha (Teorema , usada para provar o Teorema pede como
hipdtese que o funcional considerado satisfaca a condicao de Palais-Smale, aqui nao
estudaremos a multiplicidade de solucoes para o problema, pois, neste caso, a condicao
de Palais-Smale s6 sera verificada para niveis em um certo intervalo.

Ao longo deste capitulo utilizaremos a seguinte definicao: Dizemos que f: R — R

tem crescimento exponencial critico, se existe 0 < ay < 27w tal que

t , 0<a<
i LI ] oon se 0 <a<a (3.1)
|00 € 0, se a> ap,
onde w foi dado na Proposigao [1.7]
Aqui, a nao linearidade f satisfaz as seguintes hipdteses:
(f1) existem to > 0e M > 0 tais que 0 < F(t) < M |f(t)|, para todo |t| > to;
(f5) 0<2F(t) < f(t)t, para todo t # 0;
. F(t) X\
AN < 2L
(f3) msup —5~ <
(f1) f satisfaz (3.1).
(f?) existe p € X tal que ||y =1e
t? ! w
sup | — — F(t < —. 3.2
sw (- [ Fan) < 5 32)
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Mais a frente, veremos que a hipdtese (fi) pode ser substituida por outra mais

geral. Apresentaremos uma hipodtese suficiente para existéncia de uma funcao ¢ € X,

satisfazendo (3.2)).

Como principal resultado deste capitulo, temos:

Teorema 3.1. Se valem (f,) a (fs), entdo (P) tem uma solucio fraca ndo trivial
ue X.

3.1 A condicao de Palais-Smale

Como ja mencionamos, provaremos que a condicao de Palais-Smale é satisfeita
apenas para niveis em um certo intervalo.
E importante ressaltar que no caso exponencial critico, o Lema é véalido somente

para a > «p, isto é, para todo a > ag existe C' > 0 tal que
|f(t)] < Ce™ | para todo t € R. (3.3)

Lema 3.2. Se f satisfaz (f;) a (f5), entdo o funcional

J(u) = % —/0 F(u)dz

(ver (2.9)), satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale em qualquer nivel ¢ < Jac-

Demonstragao. Seja ¢ < w/2qq e suponha (u,) uma sequéncia em X, tal que
J(u,) = ce J'(u,) = 0 em X*.

Por analogia a prova do Lema [2.6 segue-se que (u,) é limitada em X e, a menos de
subsequeéncia,

U, — u em X,

un, — u em L9(0,1), para todog>1e

un(z) = u(z), quase sempre em (0, 1).

Além disso, (||J'(un)lx+), (J/(un)) sdo sequéncias limitadas em R, daf,

' ||un||2 ||un||2
[ rtwude] = Vb = o) < Bl s i oy <
(§]
: el o
/0 Flun)de| = [T — ()| < 225 4 | ()] < Co
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Mas, pela hipétese (f3),

1 1
/ F () und, / Flu, ) > 0.
0 0

Logo, podemos encontrar uma constante C' > 0 verificando

max{nun\@{, /0 1 f(un)undz, /0 1 F(un)da:} <C. (3.4)

Pelo Lema e pela Proposicao [I.9 também temos que

1 1
/ |f(u)|de < Cg/ e dr < 00
0 0
1 o
[ ilde < ¢ [emtar <o
0 0

ouseja, f(uy), f(u) estao em L'(0,1). Entao como u,, — wem L'(0,1) fo (Up)updr <
C, pelo Lema concluimos que f(u,) converge para f(u) em L'(0,1). Assim, a

menos de subsequéncia, existe h € L*(0, 1), satisfazendo

{ f(un(z)) = f(u(x)), quase sempre em (0,1) e
| f(un(x))| < h(x), quase sempre em (0, 1).

Dai, usando a Hipétese (f;) e o fato de F ser continua, existe V' € L*(0,1), tal que

{ F(u,(z)) < M|f(un(z))] < V(x), quase sempre em (0,1) e
F(up(x)) = F(u(x)), quase sempre em (0, 1).

Portanto, o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (ver Teorema [B.5|) ga-

rante que
1 1
/ F(uy,)dr — / F(u)dzx. (3.5)
0 0
Assim,
2
Tl /1 F(u)da. (3.6)
Am 0

Como J'(u,) — 0 em X* e (u,) é limitada em X, entdo por e por (2.30) temos

/ f(up)updr = H“Q””X (J' (un), upn) — 2 (c—l—/olF(u)dx). (3.7)
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3. Existencia de Solugao: Caso Critico

Mas, por (f5) 1 1
[ Huade —2 [ Fu)de o
0 0

Tomando o limite quando n — co na expressao acima, obtemos

) (c+/01F(u)dx> - 2/01 Fu)dz >0,

o que implica ¢ > 0. Assim, qualquer sequéncia satisfazendo a condi¢ao de Palais-Smale
se aproxima de um nivel nao negativo.

Agora, vejamos que (J'(u),v) = 0, para toda v € X. Primeiro, considere v €
Cs°(0,1). Note que

/0 ' Flwy)odi — /0 ' Fwds

e como J'(u,) — 0 em X*,

< || f(un) = f(w)[; lv]l, = 0, quando n — 400 (3.8)

0 < [(J"(un), )| < ([T (un) [l - 10l = 0,
quando n — oo. Assim,
(J'(un),v) — 0, para todo v € C§°(0, 1). (3.9)

Combinando (3.8)), (3.9) e o fato de u,, — v em X, temos

(J(u),v) = lim (%(un,wx - /0 1 f(un)vdg:> — Tim (T (uy), v) = 0.

n—oo n—oo

Logo, (J'(u),v) = 0, para todav € C°(0,1). Mas como Cg°(0,1) é denso em H'/2(0, 1),

para cada v € X, existe uma sequéncia (v,,) em C§°(0,1) tal que v, — v em X, entdo

(J'(u),v) = lim (J'(u),v,) =0

n—o0

ou seja,
(J'(u),v) =0, para todo v € X. (3.10)

Usando a hipétese (f3) e (3.10)), segue-se

J(u) :% [% —2/0 F(u)d:c] [HUHX / flu udx] = —( "(u),u) = 0.

Resumindo, temos ¢ > 0 e J(u) > 0.
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3. Existencia de Solugao: Caso Critico

Para concluir precisamos analisar trés casos.
(a) Caso: ¢ =0.

Como J(u) >0 e u, — u em X, segue-se por (3.6) e pela Proposicao [B.16| que

a7~ J, n—oo 4w T 4w

Assim, ||y, ||y = |lullx. Como X é um espago de Hilbert, entao u,, — u em X.

(b) Caso: ¢>0eu=0.

Mostraremos que esse caso nao ocorre.

Afirmamos que (f(u,,)) é limitada em L9(0, 1) para algum ¢ > 1.

De fato, desde que ¢ < w/2qq, tome € > 0 tal que 47(e + ¢)ay < 27w. Assim,
podemos encontrar ¢ > 1 e ap < a < 27w suficientemente préximos de 1 e de ay,
respectivamente, de modo que 47 (e + ¢)ga < 2mw. Como u = 0, por temos que
[tn )% /4T — ¢, entdo para € > 0, dado acima, e n € N suficientemente grande, temos
que

luall < 4m(e +c),

assim, por (3.3) e pela Proposicao

1 1
/]f(un)\qu < C/ 1
0 0
1 9 un 2
_ C/ 6qa||“n\\x<m> dx
0

1 “ 2
C/ e47r(e+c)qa<m) dr
0
K,

<

para alguma constante K > 0. Portanto, (f(u,)) é limitada em L%(0,1) e como por
(3.1), u, — 0 em L9(0,1), onde ¢ = q/(¢ — 1), entdo

1
0< / F(n)ndz < | F(un) o]l wall,, < KV |funl],
0

logo
1

lim f(up)uydx = 0.

n—o0 0

Desde que J'(u,) — 0 em X* e (u,) é limitada em X, por (2.30)), segue-se que
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(Como u, = 0em X, lim ||u,| y = 0e X éum espago de Hilbert, concluimos que u,, —
n—oo
0 em X). Entao pela continuidade de J e por {) obtemos que ¢ = lim J(u,) = 0,

n—oo
o que é um absurdo! pois, por hipétese ¢ > 0. Portanto, este caso nao ocorre.

(c) Caso: ¢>0eu#0.

Nesta situagao, basta provar que J(u) = ¢, pois desta maneira teremos por ((3.6)

que
T 1 / Plyde = 1
n—oo 4T 0 4 '
(Novamente, como u, — u em X, nh—{iloHu"”X = |lully e X é espaco de Hilbert,

concluimos que u,, = u em X).

Inicialmete, usando o Teorema (B.16)) e (3.5]), observe que

J(u) = %—/{) F(u)dx

2 1
lim inf (%) — lim inf </ F(un)dx>
n——+o0o 47 n—-+o0o 0

2 1
lim inf [M— / F(un)dx]
n—+o00 47 0

= liminf J(u,) = c.
n——+o0o

IN

IA

Isto é, J(u) < ¢. Vamos supor por contradi¢ao que ocorra J(u) < ¢. Entao por (3.6

nlggouunuﬁ( = 4rr (c+/01 F(u)dx> > dm (J(u) +/01 F(u)dx) = [lul%.  (3.11)

Definamos
u 1 —1/2
Vp= —— ev= (47Tc+47r/ F(u)da:) u.
[[n] 0
Assim ||v, ||y =1 e pela estimativa ([3.11]
Jullx Jully _,

foll = e lule
(4me + 4w [ F(u)dx)'/ Jull x

Como u # 0, segue-se que 0 < |lv|| < 1.
Lembrando que u,, — u em X, por (3.6) temos que para todo h € X*,

h(vn) = h (L

L u
o) 1 7
nix (47rc+ 4r |, F(u)dx)

= h(v),

e portanto, v, — v em X.
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3. Existencia de Solugao: Caso Critico

Uma vez que ¢ < w/2aq, podemos encontrar ¢ > 1, proximo de 1, e ag < a < 27w,
préximo de «p, tais que

w
2000 < 200 < —
c

e como J(u) > 0, obtemos que

w
2 _. 3.12
SC Ay 7o (3.12)
Consequentemente,
! c—l—fl F(u)dx
li o5 =4 F(u)dz | <2 0 : 3.13
nl_)rgloqozHu % = 4dmqo (c—l—/o (u) x) 7Tw< (W) (3.13)
Por outro lado, temos que
1
c+ J, F(u)da:: 1 (3.14)
¢—J(u) 1= [loll%
Com efeito, note que
1 B 1 B 47 (C + fol F(U)d$>
-2 1 13 - ( 1 >_ 2’
e~ 1 BB (e fy P —
o 1 Jull
u
F(u)dr = c — —X
c+/0 (w)dz = ¢ — J(u) + .
logo,
1
1 A <C+f0 F(u)dx) c+f01F(u)dx
2 w2 - _ :
L=l ar (o= g+ B g, e /@)

O que prova (3.14)).
Segue-se por (3.13]) que

2mw
(1= jol%)

Entao, escolha € > 0, suficientemente pequeno tal que,

T 2
b= lim g [Jun[y <

2mw
(1—vl%)

para todo n € N suficientemente grande. Consequentemente, podemos encontrar 1 <

e ||un||§( <e+b<
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3. Existencia de Solugao: Caso Critico

p < W e 0 < v < 27w verificando
- X

2mw

(1= llvll%)

qa|Jug |3 < p <

Além disso, veja que

1 1 1 1
/ |f(un)|?dz < 0/ 1 g = C'/ eanunHX(HuﬁW) dzr < C'/ eV dz.
0 0 0 0

Mas, pelo que ja foi provado, (v,) é uma sequéncia em X com ||v,||, = 1 para todo
n € N, tal que v, =~ vem X e 0 < |[v]]y < 1. Desde que, 0 < v < 21w el <
p < (1—|v]|%)~", estamos sob as hipéteses do Lema , entdo a sequéncia (e1%n) é
limitada em LP(0,1). Assim, existe K > 0 tal que

1
/0 |f(up)|%dz < K.

Isto é, (f(uy,)) é limitada em L9(0,1), para algum ¢ > 1. Sendo L%(0,1) espago de
Banach reflexivo, a menos de subsequéncia, temos que f(u,) — f(u) em L9(0,1) e

como u,, — u em L7 (0, 1), pela estimativa

1 1
i f(up)uydx /0 f(u)udx

< 1 )l e — ], + ) [ ) = st

(ver (2.28), obtemos que

n—oo

1
lim f(uy, undx—/ f(u)udz. (3.15)
0

Desde que, J'(u,) — 0 em X* e (u,,) é limitada em X, entao por (2.30)), (J'(un), un) —
0. Dai e por (3.15)), temos

consequentemente, por (3.10)

. on _ Hx : _ ik
Tim f = (J(u)u) = =
Assim, lim [Ju,||% = |lul%, o que por (3.11) é uma contradi¢io. Portanto, .J(u) =
n—oo
c. O
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3.2 Prova do Teorema [3.1]

De fato, temos que J € C*(X,R) e J(0) = 0. Também, temos que as conclusoes dos
Lemas 2.4 e 2.5 se verificam, basta ter cuidado, na prova do Lema [2.4], com escolha do
a, o qual deve satisfazer oy < a < 2mw. Fixe t > 0 tal que J(ty)) < J(0) e |[ty]|x > p.

Denote por I' o conjuto

I'={yeC([0,1],X) : 7(0) = 0 e v(1) = t}.

Definindo

= 1 f
¢ = Inf max J((v(s))),

pela hipétese (f7) obtemos que ¢ < w/2aqg e pelo Lema segue-se que .J satisfaz a
condi¢ao de Palais-Smale no nivel ¢. Consequentemente, pelo Teorema do Passo da
Montanha (PS),. (ver Teorema [B.24)), ¢ é um valor critico para J, e portanto (P) tem

uma solucao nao trivial u € X.

3.3 O Nivel Minimax

Uma vez que a condigao de Palais-Smale foi verificada apenas nos niveis abaixo da
constante w/2ayp, a hipStese (ff) foi necessdria na prova do Teorema [3.1] para garantir
que ¢ < w/2q e assim concluir pelo Teorema do Passo da Montanha (PS),, a existéncia
de uma solucao nao trivial para o Problema (P). No entanto, vamos apresentar uma
hipétese mais geral que substitui (ff), pois como mostraremos ela é suficiente para
que exista uma funcao ¢ € X, nao necessariamente com norma igual a um, mas que
verifica

w
Assim, suponha:

(H) existem constantes p > 2 e C), tais que, para todo s > 0,
f(s) = Cps™,

com

onde
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Observe que S, € positivo, pois estando X < LP(0, 1) continuamente, para alguma
constante C' > 0,
[ull, < Cllully, para todo u € X,

do que obtemos
1 .
0< C < ilel)f( Jully = Sp.

l[ull ;=1

Ainda, com relagao a Sy, é vélido o seguinte Lema:
Lema 3.3. S, é atingido por uma fungao nao negativa u, € X.

Demonstracao. Seja (u,) uma sequéncia minimizante de fun¢ées ndo negativa para S,
em X (se necessdrio, podemos substituir u, por |u,|, desde que ||u,(x)| — |u,(y)|| <

|un () — up(y)]). Assim,

luall, = 1e S, = lim (/R (tn() = “"(y))dedy) "

n—o0 |gj — y|2

Entao (u,) ¢é limitada em X. Como X é espago de Hilbert e X esta imerso compacta-

mente em LP(0, 1), a menos de subsequéncia, temos

Uy — Up em X,
un, — u, em LP(0,1) e

U () = u,(x) quase sempre em (0, 1).
Consequentemente, temos
lupll < liminf [fu, || = S,

[upll, =1 e

uy(z) > 0 quase sempre em (0, 1).

Por outro lado, pela definicao de infimo S, < |lu,|| . Logo, S, = [|u,| . Ou seja, S, é

atingido em u, € X. O

Lema 3.4. Suponha que a hipdtese (H) seja valida. Entao

t -
I?Zaox J< UP) < (7))

Demonstragao. Seja n : [0, +00) — R, dada por

n(t) = % ( /R 2 (uy () = “p(y))dedy) . /0 1 F(tuy)dz.

|z —y|?
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3. Existencia de Solugao: Caso Critico

Pela hipétese (H)

/0 Pty - /0 1 { /0 " f(s)ds] iz > C, /O 1 { /O " Sp—lds] o,

assim

1 1 4p

/F(tup)da: > Cp | —updx

0 o P
C,t?

= — lull;

p
Cpt?

p

Dai e pelo Lema (3.3

S2 S?
n(t) < 242 — %tp < max <—pt2 — %tp) :

47 P >0 \ 47 P
Denote por
S2 C
t — p t2 _ ptp’
9(t) = >

calculemos max g(t). Observe que,

2

S
"(t) = 2t — C P~ L
g() 27T p

Logo, ¢'(t) = 0 se, e s6 se,

g2 1/(p—2)
t=20 t= L )
ou (27TCp>

2

" S o p—2

Por outro lado,

Entao, para t = (Sg/QWCp)l/(p_z), note que

g2 1/(p—2) g2 g2 1/(p-2)7P~2 g2
p _ r _ p _ Py _
(27‘('Cp) 27 (=1G, (QWCP) 27‘&'(2 p) <0,

"
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pois p > 2. Logo, g assume maximo global em ¢ = (Sg/ZWCp)l/(p_Z). Assim,

Sz 1/(p—2) _ S_g Sg 1/(p—2) 2_% Sg 1/(p—2)1P
27TCp 47 271'Cp p 27TCp
S}%p/(p*m Cpszp/(pr)
[4m (27 C,,)2/ (P=2)] N [p(27C, )P/ (P=2)]
[p(gﬂcp)p/(p—ﬂ} Sgp/(pﬂ) _ [47r(27rcp)2/(p—2):| Cpszp/(p—Q)
[47(27C,,) 2/ ®=2)] [p(27C, )#/ (P=2)] ’

9

o que implica

9

< Sg >1/(p—2)] Og/(p—Q)Sgp/(p—Q) {p(QW)p/(pfz) — 2(271-)10/(?*2)}
21C, Cz+p/(p—2)p [47 (2 24/ (0-2)]
(p = 25" 2mp/ 02
2p05/(17—2) (27)20/ (0=2)

p- 9 Sgp 1/(p—2)
o 2p \(2m)pC? '

(p . 2) S2p 1/(p—2)
p
((%)I’Cﬁ) '

isto é,

max g(t) = o

Pela hipétese (H),

c, > {@ - 2>ao} s
p

pw (2m)p/2’
logo,
1 pw(2m)P/P=2
G (p = 2aesy"
assim
—9 SQp 1/(p—2) 9 SQp/(p—Z) 1
mag(t) - 2= (S5 w2 s
t>0 2p (QW)pOg 2p (Qw)p/(p—Q) Cg/pf2

(p—2) S/ pw(2m)rr?

<
2p  (2m)P/(=2) (p— 2)040527’/’7_2

—_— w .

N 2@0’
dai, obtemos que

(t) < 5
Ui 2000’
o que implica
w
max J(tuy,)) = ntagaoxn(t) < Yaq
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Isso completa a prova do Lema. O

3.4 Uma aplicacao

Nesta secao, faremos uma aplicacao do Teorema |3.1] Para tanto, considere p > 2,

0 < p < A/2m, a9 =1, e uma constante C, tal que

oo (p—2) (p—2)/2 SZI;
? pw (2m)P/2

Defina f : R — R por

£(t) = ut + CptPt, se 0<t<1,
pte” " Ot se t> 1
e f(t) = —f(—t), se t < 0. Mostraremos que f verifica as hipoteses (f]) a (f;) e

também, a hip6tese (H). Entao pelo Teorema , o problema

(=A)2u = f(u), em (0,1)
u=0, em R\(0,1),

admite uma solugao nao trivial.
Inicialmente, note que a funcao f, como definida, é continua. Além disso, vejamos

que a primitiva de f é dada por

pt? Cp
-+ 2P, se 0<t<1,
F(t)—{ 2 P -

— L
Let" 1 + 2t se t>1
e F(t) = F(—t), parat < 0.
De fato, se 0 <t < 1, entao

t
F(t) = / (s + CpsP ™ ds = By &tp.
0 2 p

Set > 1, entao

1 t
F(t) = / (s + CpsP ™ ds —|—/ [useskl + Cpsp’l] ds.
0 1

Note que
Gy

1
/ [us + C’pspfl} ds ==+ —.
0 p

N =

(3.16)
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Agora, colocando u = s? — 1, entdo du/2 = sds, segue-se que

/u8652_1d8 = g/e“du = ge“ + C,

o que implica

t
Polgs = L1 _ B 3.17
/1 use s =3¢ 5 (3.17)
Por outro lado,
t C C
/ CpsP lds = L4 — =2, (3.18)
1 p p

Por (3.17)) e (3.18)), segue-se que

t
2-1 —1 P b Gy
jse + Cps? } ds==e" 7" — -4+ —tF' — —. 3.19

Somando (3.16)) e (3.19), obtemos

C
F(t) = getz_l + —L2¢P| para todo t > 1.
p

Se t <0, entao f(—t) = —f(t), logo pelo Lema[A.6 obtemos F(t) = F(—t).

Nosso préximo objetivo é mostrar que f satisfaz as hipdteses (f1)-(f1).
Hipétese (f])

Considere t > 1. Note que

pot?~1 4 Cp oy Cp_tP
lim @ — lim 26 -+ pp P — lim M =0
t=oo f(t) oo \ ptet 1 4 Cptr! oo \ pt + Cpettg_:ll ’

pois o crescimento exponencial supera o crescimento polinomial. Assim, dado M > 0,
existe to = t(M) > 0, tal que

F(t) < M f(t), para todo t > t.

Por outro lado, se t < —1, entao pelo primeiro caso
F(t) = F(=t) < Mf(—t) = M(=f(t)).

Além disso, note que F(t) > 0, para todo t # 0, portanto, 0 < F(t) < M |f(t)],

para todo [t| > ty, ou seja, (f}) é vélida.

Hipdtese (f})
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Vejamos que 0 < 2F(t) < tf(t), para todo t # 0. De fato, se 0 <t <1,

*  C 2C
2F(t) =2 (”7 + ?ptp) = put® + 7%1’.

Como p > 2, entao,
2F(t) < ut® + Cpt? = f(t)t.

Por outro lado, se t > 1, entao,

C 20,
2F(t) =2 (ﬁetz‘l + —ptp) = et 2,

2 p p
Desde que t > 1 e p > 2, segue-se que
2F(t) < pt?e” ' + Cot? = f(t)t.
Se t < 0, entao, pelo caso anterior,
2F(t) = 2F(=t) < f(=t)(=t) = =f(O)(—t) = f()t

Além disso, como F'(t) > 0, para todo t # 0, entao a hipdtese (f3) é satisfeita.
Hipétese (f})

Uma vez que, 0 < p < A\ /(27), entao

142 4 Crpyp
lim@ — hmu —lim (2 o+ %tpﬂ _H M
t—0 2 t—0 12 t=0\2 p 2 " 4r’
_ Ft) M\
logo, 1 < 2L
om0 ey = <
Hipdtese (f})
Provaremos que para ag = 1,
’ |f(®)] 00, se O0<a<l
im =
[t =00 €2 0, se a>1.
De fato, desde que f(—t) = —f(t), quando t < 0, basta considerar o caso em que

t — 400. Assim, para 0 < a < 1, temos

2
| f@)] - |ute T+ Gt
tlg—noo 604752 - tEHloo eO‘tz
. . Gttt
= lim utet2(1_a>_1+ lim y
t——400 t—+oo ot
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Usando, novamente, que o crescimento exponencial supera o polinomial, temos

. Ot
i = 520
logo,
lim /()] = lim pte” "7 = 4o
t—+o0 eat2 t——+o00 '
Agora, para o > 1, note que
t tet” =t 4 Ot
lim —|f(t2)| = lim ” tQ P |
t—+oo e« t——+o00 e
L put .Gt
= tl}inoo etQ(a71)+1 + tl}«kmoo eatQ - 0

Mas, pela regra de L’Hospital, temos

'u—t — lim H
e~ 41 15400 2(a — 1)tet*(a- D+l

Dai e por (3.20]), obtemos

=0.

im O

t—foo eat’

Assim, f tem crescimento exponencial critico. Com isso, concluimos a prova das

hipéteses (f,)-(f).
Finalmente, vejamos que f satisfaz a hipétese (H). Note que, se 0 < ¢ < 1, entao

f(t) = pt + Cpt?™t > Cpt? !

e também, se t > 1
t2—-1 -1 -1
f(t) = pte” 7 + Cpt"— > CptP ™.

Ou seja, f(t) > Cyt?~! para todo ¢ > 0, e portanto (H) ¢ vélida.
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Apeéendice A
Resultados Auxiliares

Para tornar a leitura mais simples, apresentamos neste apéndice a prova de alguns

resultados utilizados nos capitulos anteriores.

Lema A.1. Suponha que (f;) é satisfeita. Entao para todo a > 0 existe C' > 0 tal que
|F(t)] < Ce™™, para todo ¢ € R.

Demonstrag¢ao. Temos pela hipétese (fy) que para todo o > 0,

t
lim —|f(2)| =0.
[t|—oo €t

Logo, dado € > 0 existe R. > 0 tal que
1f(t)] < ee®”, sempre que |t| > R..

Por outro lado, desde que f é continua, considerando sua restrincao ao compacto

[—R., R.], temos que existe C; > 0, tal que
|f(t)] < Ch, para todo t € [—R, R|.
Como e > 1, entdao C; < C1e™”, 0 que implica
|F(t)] < Cie™, para todo t € [—R., R.].

Para completar a prova escolha C' = max{e, Cs}. ]

Lema A.2. Sob as hipdteses (f1) e (f2), temos que para todo € > 0 existe t. > 0 tal
que
F(t) < ef(t)t, para todo [t| > t..
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Demonstragao. Seja e > 0. A hipétese (f1), nos diz que existem to > 0 e M > 0
satisfazedo
F(t) < M|f(t)|, para todo [t| > tp.

Entao, temos dois casos:
1° Caso: t > tg.
Pela hipétese (f2), f(t)t > 0 implica f(t) > 0, logo

F(t) < Mf(t)

e assim

M
F(t) < Tf(t)t, para todo t > t.
Escolhendo t. = max{ty, M /e}, obtemos
F(t) < ef(t)t, para todo t > t..

2° Caso: Seja t < —tg.
Por (f2), temos que f(t)t > 0, logo f(t) < 0, e usando (f1), segue-se que

F(t) < M(—f(t)), para todo t < —tg,

F(t) < (—%) f(t)t, para todo t < —ty.

Neste caso, escolhendo ¢! = max{—to, —M/€}, segue-se que
F(t) < ef(t)t, para todo t < —t!.

Finalmente, considere t. = max{t,, —t”}, assim teremos
F(t) <ef(t)t, para todo [t| > t..

Assim, concluimos a prova do lema. O

Lema A.3. Sob as hipdteses (f1) e (f2), existem u > 2 e r > 0 tais que

0 < uF(t) <tf(t), para todo [t| > r.
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Demonstragio. E imediato. Basta considerar 0 < e < % no Lema e assim
1
F(t) <ef(t)t < §f(t>t’ para todo |t| > t..

Dai, obtemos o resultado. [

Lema A.4. Suponha que as hipéteses (f3) e (f4) sdo vélidas. Dado ¢ > 2, para todo
a >0, existe 0 < < A\ e C > 0 tais que

t2
F(t) < 4—M + Ct|e™, para todo t € R.
7r

F(t
Demonstracao. Seja b = limsup # Assim, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que
t—0
F(t
’# — b| < ¢, para todo |t| < 9.

Logo,
F(t) < (e +b)t*, para todo |t| <&

e pela condigao (f3) temos que b < i‘—;, entao podemos escolher € > 0 suficientemente
pequeno tal que

A
b< —
€+ e

isso implica

A
F(t) < 212, para todo |t| < 6.
4
Consequentemente, podemos encontrar 0 < g < A; com
F(t) < 4&152, para todo [t| < 4. (A1)
7r
Agora, estimaremos F' quando |t| > §. Mostraremos que
F(t) < Ct|?e*, para todo |t| > 6.
Usando o Lema existe C; > 0 tal que, para todo o > 0
t t )
F(t) = / f(s)ds < C’l/ e®ds, para todo |t| > 4.
0 0
Dai, segue-se que

t t
F(t) < Cl/ e ds < C’leatZ/ ds < C |t et para todo [t| > 0.
0 0

95



A. Resultados Auxiliares

Isto é,
F(t) < Cy|t| e, para todo |t| > 6. (A.2)

Se § > 1, por (A.2) e usando o fato de ¢ > 2, obtemos

F(t) < Cy|t|]?e*”, para todo |t| > 6.

Suponha que J seja suficientemente menor que 1 e seja Ry > 0 suficientemente

maior que 1. Novamente por (A.2) e usando que ¢ > 2, temos
F(t) < Cy |t e, para todo || > Ro.

Agora, basta estimar F' nos intervalos [0, Ry] e [—Ro, —d]. Note que sendo F' continua,
entao F(t)/e |t| é continua, logo limitada no compacto [6, Ry|, assim, existe Cy > 0
tal que

F(t) < Cye™ |t]?, para todo t € [0, Ry] .

Analogamente, podemos obter uma constante C3 > 0 com

F(t) < C5e® |t|?, para todo ¢ € [~ Ry, —0] .
Finalmente, considerando C' = max{C, Cs, C3} e usando , obtemos que
]

F(t) < 1

24 Ot|e”, para todo t € R.
m

Isso completa a prova do lema. O

Lema A.5. Suponha que (f) e (f2) se verificam. Entao existem constantes K,C > 0

e p > 2 satisfazendo
F(t)> K|t —C, paratodo t €R.
Demonstragao. De fato, pelo Lema [A.3] existem p > 2 e r > 0, tais que
0 < uF(t) <tf(t), para todo [t| > r.
Primeiro analizemos o caso em que t > r. Note que

%g ~—~. paratodo t>r
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entao

“u " f(s) YdF(s) 1
/rgdsg/r st:/r s F(s)ds’
b L dF(s)

[ as= [ T
p(nt —Inr) <InF(t) —In F(r),

w(1) <0

Desde que a fungao exponencial é crescente, obtemos que

o que implica

Consequentemente

logo,

dai

Pondo K; = F(r)/r", temos

F(t) > K t" para todo t > r.

Agora, consideremos a situa¢ao em que ¢ < —r. Novamente pelo Lema [A.3]

(t)
(t)’

Integrando no intervalo [¢, —r|, similarmente ao caso anterior, obtemos

>

para todo t < —r.

~+|=
|~

p(ln|—r| —Inlt)) > InF(—r) —In F(t),

isto é,
p(Inr —In(—t)) > In F(—r) — In F (),
logo,
In ( 4 )M > 1In F(-r)
(=) F(t)
Consequentemente,
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isso implica

F(=r)
F(ty = FED (e
Tomando Ky = F(—r)/r", temos
F(t) > Ky(—t)", para todo t < —r. (A.4)

Seja K = min{K;, Ky}, entao por (A.3) e (A.4) segue-se
F(t) > K |t|", para todo |t| > r. (A.5)

Agora, desde que F' é continua e [—r,r] é compacto, entao para alguma constante
A > 0, temos que
—A < F(t) < A, paratodo t € [—r,r].

Seja C' > 0 de modo que

C>A+Kl|r|",
dai,
Fit)>-A>K|r|' = C > K|t|" — C, para todo t € [—r,7]. (A.6)
Por outro lado, por (A.5)
F(t) > K [t|" > K |t|" — C, para todo |t| > r. (A7)

Portanto, combinando (A.6]) e (A.7)) temos que F(t) > K |t|" — C, para todot € R. [J
Lema A.6. Se a nao linearidade f for impar, entao o funcional J é par.

Demonstracao. De fato, note que sendo f é continua, entao sua restringao ao intervalo

[—a, a] é integrével, e como f fmpar, [* f(t)dt=0. Assim,

/_z f(t)dt = /_i f(t)dt + /Oa Fb)t,

/Oaf(t)dtz —/_if(t)dt:/o_af(t)dt'

o que implica
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Dai, para todo u € X temos que
2 1
J(—u) = w - / F(—u)dx

- |“”X— U F(t dt]dx

_ ||unX_ { o]

||u||X
- o —/O F(u)dr = J(u)

Ou seja, o funcional J é par.
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Apendice B
Resultados Gerais

Enunciamos aqui, alguns resultados e defini¢coes necessarios ao entendimento deste
trabalho.

B.1 Resultados de Medida e Integracao

No que segue, considere (€2, X, ) um espago de medida. Vamos denotar o espago de
todas as fungoes X—mensuraveis de 2 em R por M (£, X) e o espaco de todas funcdes
X—mensurdveis ndo negativas de Q em R por M*(Q,X). Dado 1 < p < oo, diremos

que ¢ é o expoente conjugado de p quando 1/p+1/q = 1.

Corolario B.1. ([2], Corolario 2.10). Se (f,) é uma sequéncia em M (2, X) que

converge quase sempre para f em ), entao f pertence a M (2, X).

Teorema B.2. ([2], Teorema 4.6 (Convergéncia Monétona)). Se (f,) € uma
sequéncia crescente de fungoes em M™1(Q,X) que converge quase sempre para uma
funcao f, entdo

/fdu: lim [ f.du.

Q e Jo
Lema B.3. (2], Lema 4.8 (Fatou)). Se (f,,) é uma sequéncia fun¢oes em M (2, X),

entao

n—o0 n—

/liminf frdp < liminf/ fndpt.
Q o~ Ja

Corolario B.4. ([2], Corolério 4.10). Suponha que f € M*(Q,X). Entao f(z) =0

quase sempre em §) se, e somente se,
/ fdx = 0.
Q

Teorema B.5. ([4], Teorema 4.2 (Convergéncia Dominada de Lebesgue)).

Seja (u,) uma sequéncia de funcoes em LY(Q) satisfazendo
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(a) un(x) — u(z) quase sempre em Q;

(b) existe uma fungio g € L*(Q) tal que para todo n € N,

lun ()| < g(x) quase sempre em Q.

Entao, u € LY(Q) e |Ju, —ul|, — 0.

Teorema B.6. ([4], Teorema 4.5 (Fubini)). Suponha que F € L'(Q; x Q). Entdo

/ F(x,y)dxdy:/ / F(Ly)da:dy:/ / F(z,y)dydx.
QlXQQ QQ Ql Ql Q2

Lema B.7. ([4], Desigualdade de Young). Sejam 1 < p < oo e ¢ expoentes

conjugados. Entao,

1 1
ab < —a?” + —=b?, com a > 0,b > 0.
p q

Teorema B.8. ([4], Desigualdade de Hélder generalizada). Suponha que f1, fa, ..., fx

sao funcoes tais que

1 1 1 1
fie LP(Q),i=1,2,...k com —=—+ —+-- -+ — <1,
p P1 D2 Pk

Entao,

f=fifafi € P e [fIl, < (LAlly, (20l - - - 1 fell, -

Em particular, se u € LP((Q) N LI((Q) com 1 < p < q, entdo u € L"(QQ) para todo
p <1 < q e se verifica a Desigualdade de Interpolac¢ao

0 1-0
lell,, < flell flelly ™ (B.1)

ondeogﬁglveriﬁcaingr%.

Teorema B.9. ([4], Teorema 4.9). Seja (u,) uma sequéncia em LP(S2) e u € LP(Q)
tais que ||u, — ull, — 0. Entdo existe uma subsequéncia (uy,) e uma fungao h € LP(S2)

tais que
(a) up, (z) = u(x) quase sempre em LP(Q);
(b) |un, (z)| < h(zx) quase sempre em LP(2).

Definicao B.10. ([16], Definicao 1.1.1). Sejam 1 <p < oo e qg=p/(p—1). Uma

sequéncia (u,) C LP(£2) converge fracamente para u € LP(£)), escrevemos

U, — u, em LP(Q),
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quando

n—oo

lim [ w,vdr = / uwvdz, para toda v € LY(Q).
Q Q

Lema B.11. ([8], Lema 2.1). Seja (u,) uma sequéncia de fungoes em L'(€2) con-
vergindo para u em L'(2). Suponha que f(u,(z)) e f(u(z)) estao também em L'(Q).
Se

[ tunteun ool <

entao, f(u,) converge para f(u) em L'(Q) .
Teorema B.12. ([11], Teorema 6). C5°(0,1) ¢ denso em H'Y?(0,1).

Proposigao B.13. ([9], Proposigao 3.6). Para todo u € H'/?(R) tem-se

180 ]y = 1) ey

Teorema B.14. ([9], Teorema 6.10). Dado u € H'?(0,1), existe uma constante
C > 0 tal que
||“||Lq(0,1) <C HUHH1/2(0,1)7 para todo q € [1,00).

Isto é, H'/%(0,1) estd imerso continuamente em L%(0,1), para todo q € [1,00).

Teorema B.15. ([9], Teorema 7.1). Seja T subconjunto limitado de L?*(0,1) e

suponha que

_ 2
sup/ Mdmdy < 0.
u€T J(0,1)x(0,1) |z —y

Entao, T é pré-compacto em L9(0,1) para todo q € [1,2].

B.2 Resultados de Analise Funcional

Proposigao B.16. ([4], Proposigao 3.5). Seja X um espago de Banach e (x,,) uma

sequéncia em X. Se z,, = z em X, entdo ||z,||, ¢ limitada e
< limi .
]l < liminf flz,[]
Teorema B.17. ([19], Teorema 16.5). Se X ¢é um espaco de Banach reflexivo,
entdo toda sequéncia limitada em X possui uma subsequéncia fracamente convergente.
Proposicao B.18. ([4], Proposicao 3.30). Seja X é um espago de Banach unifor-

memente convexo. Seja (x,) uma sequéncia em X tal que x,, = x em X e

limsup ||z, ||y < ||z y -
n—+o00
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Entéo, 2, — = em X. Em outras palavras, se z,, = z em X e |lz,[/y — ||z]x em X,

entao x,, > r em X.

Teorema B.19. ([19], Teorema 18.7). Se Y ¢é um subespaco fechado de um espago
de Hilbert X, entao
X=Yaovh

B.3 Resultados da Teoria dos Pontos Criticos

Definicao B.20. ([13], Definicao 2.2). Sejam E um espaco de Banach sobre R,
I € CY(E,R). Dizemos que [ satisfaz a condigao de Palais-Smale, a qual denotamos

por (PS), se toda sequéncia (u,) em E tal que
[I(u,)| < CeI'(u,) — 0,

possui uma subsequéncia fortemente convergente em FE.

Definigao B.21. ([24], Definigao 1.6). Seja E um espago de Banach, I € C'(E,R)
e ¢ € R. Dizemos que I satisfaz a condi¢ao (PS)., se toda sequéncia (u,) em E, tal
que

I(u,) — ce I'(u,) — 0,
possui uma subsequéncia fortemente convergente em F.

Teorema B.22. ([21I], Teorema 2.2 (Passo da Montanha Classico)). Sejam E
um espago de Banach sobre R, I € CY(E,R) satisfazendo (PS). Suponha que I(0) =0

e
(i) existem constantes p, o > 0 tais que I|pp, > a e
(ii) existe e € E'\ B,, tal que I(e) < 0.

Entao, I possui um valor critico ¢ > a. Além disso, ¢ pode ser caracterizado como

— inf max I(~(t B.2
¢ = inf max I(y(1)), (B2)

onde

F'={yeC(0,1],FE) : v(0) =0 e y(1) = e}.

Teorema B.23. ([21], Teorema 9.12 (Passo da Montanha Simétrico)). Sejam
E um espago de Banach de dimensao infinita e [ € C1'(E,R) par, satisfazendo (PS) e
I1(0)=0. Se E=V & W, onde V tem dimensdo finita, e
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(i) existem constantes p, o > 0 tais que I|pp,nw > a e

(ii) para cada subespaco V C E com dimV < oo, existe um R = R(V') tal que I <0
sobre V'\ Br(v,

entao J possui uma sequéncia ilimitada de valores criticos.

Teorema B.24. ([17], Teorema 4.10 (Passo da Montanha (PS).)) Sejam E um
espago de Banach sobre R, I € C'(E,R) tal que I(0) =0 e

(i) ewistem constantes p,a > 0 tais que I|pp, > o e
(ii) existe e € E'\ B,, tal que I(e) < 0.
Seja

= inf max I(y(t B.3
¢ = Inf max I{y(t)), (B.3)

onde
I'={yeC(0,1],E) : v(0) =0 e y(1) = e}.

Se I satisfaz a condigao (PS)., entdao ¢ é um valor critico de I e ¢ > a.
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