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Resumo

Nesta dissertacao, inicialmente apresentamos nocoes gerais sobre a algebra simétrica e
a algebra de Rees no contexto amplo de mdédulos, e consideramos particularmente a
situacao especial na qual o dado moédulo possui apresentacao linear. Na sequéncia, o
principal objetivo ¢ o estudo de tais algebras de blowup no caso em que o médulo é
o celebrado moédulo de diferenciais de Kéhler, tendo como foco a investigacao de uma
interessante versao da persistente Conjectura de Berger para a algebra simétrica, bem
como o estudo de propriedades fundamentais como: integridade, Cohen-Macaulicidade
e normalidade; tais propriedades sao também investigadas de forma especial no caso
da dlgebra de Rees (do mddulo de diferenciais), evidenciando inclusive a conexao com

as chamadas condicoes de Fitting.

Palavras-chave: Algebra Simétrica, Algebra de Rees, médulo de diferenciais de
Kahler.



Abstract

In this dissertation, we initially present an overview about the symmetric and the
Rees algebras in the wide context of modules, and we consider particularly the special
situation in which the given module possesses a linear presentation. In the sequel, the
main goal is the study of such blowup algebras in the case where the module is the
celebrated module of Kahler differentials, the focus being given on the investigation
of an interesting version of the long-standing Berger’s Conjecture for the symmetric
algebra, as well as on the study of fundamental properties such as: integrality, Cohen-
Macaulayness and normality; these properties are also investigated in a special way in
the case of the Rees algebra (of the differential module), highlighting the connection

to the so-called Fitting conditions.

Keywords: Symmetric Algebra, Rees Algebra, Module of Kéhler Differentials.
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Notacoes

Todos os anéis considerados neste trabalho, a menos de mencao explicita em contrario,

sdo comutativos e com identidade. Usamos (ay, . .

elementos aq, . .

., a,) para denotar o ideal gerado por

.,a, de um anel A. Quando um anel possui apenas um ideal maximal

m, dizemos que este anel é local e o denotamos por (A, m).

A seguir, listamos algumas notagoes utilizadas neste trabalho. Usamos as letras

maiusculas A e M para denotar um anel e um maédulo sobre este anel, respectivamente.

Supp(M)
Z(M)
(M)
dim( )
gr.trp(K)
char(k)
ht( )
V()
Li(¢)
pd(M)

conjunto diferenca entre A e B

anel de fracoes de A com respeito ao sistema multiplicativo S = A\p
nicleo de um homomorfismo

imagem de um homomorfismo

contcleo de um homomorfismo

o conjunto dos ideais primos minimais de A

conjunto dos ideais primos associados de M

ideal anulador do elemento m € M

ideal anulador de M

ideal condutor de J em I, com [, J ideais

conjunto dos ideais primos de A que contém Ann(M) se M é f.g.
conjunto dos elementos de A que sao divisores de zero de M
nimero minimal de geradores de M, quando fizer sentido
dimensao de Krull; dimensao de espago vetorial

grau de transcendéncia de K sobre F

characteristica do corpo k

altura de um ideal

conjunto dos ideais primos de A que contém [

ideal gerado pelos subdeterminantes de ordem t de uma matriz ¢
dimensao projetiva do médulo M

denota o final de uma demonstracao



Introducao

A nocao de dlgebra de Rees, originalmente definida e largamente explorada no con-
texto de ideais, tem sido generalizada para mdédulos por diversos autores, uma vez que
tal generalizacao (certamente nao-trivial) propicia um significante conjunto de proble-
mas se comparado ao contexto tradicional de ideais. Existe uma variedade de defini¢oes
possiveis para a algebra de Rees de um mddulo; a definicao que mais se identifica a do
caso classico é quando o médulo possui posto (genérico, constante), de forma que vé-se
a algebra de Rees como o quociente da algebra simétrica pelo seu ideal de torgao.

Neste trabalho, baseado principalmente no artigo Tangent Algebras de Simis, Ul-
rich e Vasconcelos ([21]), estudamos a algebra de Rees e seu predecessor, a dlgebra
simétrica, do médulo de diferenciais de Kahler, Q4, onde A é um anel reduzido e
essencialmente de tipo finito sobre um corpo perfeito k. Nestas condicoes {24, possui
posto. Classicamente, as propriedade de (24, estao fortemente entrelacadas ao lugar
das singularidades de A.

A dissertagao estd divida em cinco capitulos. Passamos a descrevé-la quanto ao
conteudo de cada capitulo.

Os dois primeiros capitulos reinem pré-requisitos. O Capitulo 1 contém as princi-
pais nogoes de Algebra Comutativa que utilizamos, incluindo as defini¢oes das algebras
simétrica e de Rees de um moddulo, bem como resultados gerais sobre essas algebras.
Algumas demostragoes foram omitidas para que ao final, nao tivéssemos um trabalho
demasiadamente extenso. No entanto, foram indicadas referéncias cuidadosamente,
onde o leitor pode encontra-las em detalhes.

O Capitulo 2 é dedicado ao médulo de diferenciais de Kéahler. Inicialmente defini-
mos derivagoes, apresentamos algumas de suas propriedades estruturais e relacionamos
o médulo de derivagoes com o mddulo €24, Em seguida, abordamos as sequéncias
exatas fundamentais e uma versao do critério jacobiano. Tais conceitos sao de grande
importancia para nosso estudo da dlgebra simétrica e de Rees de €.

O Capitulo 3 é dedicado ao tratamento da algebra simétrica de um médulo com
apresentacao linear, via o formalismo do dual jacobiano definido por Simis, Ulrich e

Vasconcelos no artigo Jacobian Dual Fibrations ([20]). Tal técnica permite o estudo



de um anel d-dimensional por meio de um modulo finitamente gerado por d elementos
sobre outro anel. No Teorema[3.4] obtemos uma reciproca para a tao conhecida relagao
entre as propriedades de Cohen-Macaulicidade e integridade da algebra simétrica, com
as condicoes de Fitting Fy e Fi.

O Capitulo 4 se concentra no estudo da élgebra simétrica do médulo €4,. Em
geral, dado um anel Noetheriano R e D C R ideal tal que Sym,(D/D?) é livre de
torgao sobre A = R/D, assumindo que D é genericamente interse¢cao completa e A
reduzido, temos Sym ,(D/D?) anel reduzido. A reciproca em geral nao ¢ verdade. O
principal teorema desse capitulo (Teorema obtém a reciproca para S, por meio
de uma condicao nas equagoes que definem o anel A. Os demais resultados do capitulo
podem ser vistos como uma versao, para a algebra simétrica, da conjectura de Berger
([3]), na qual temos S, reduzido se, e somente se, 4, ¢ A-livre de torc¢ao.

Finalmente, no Capitulo 5 estudamos o comportamento da algebra de Rees R 4.
O primeiro resultado lida com o caso em que A é localmente uma intersecao completa.
Sob esta condigao, o médulo €24, tem dimensao projetiva finita e no maximo igual
a 1. O Teorema mostra que a Cohen-Macaulicidade é uma propriedade restritiva
para R4, A parte final do capitulo trata da normalidade de R 4|, onde a condicao F
desempenha um papel fundamental e também aborda o fecho reflexivo de Ry Um
critério bésico geral para igualdade R4(M) = Ba(M) ¢é apresentado na Proposicao
, assumindo a normalidade de R 4(M) e a condicao (S;) de Serre. E conhecido que
para um maédulo M, a condi¢ao F; vale se Sym 4(M) = B4(M). Aqui, vemos quando

a reciproca vale em geral e particularmente para R 4.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas definicoes e resultados de Algebra Comuta-
tiva, mais especificamente sobre a teoria de médulos (finitamente gerados), necessérios
para o desenvolvimento deste trabalho. As principais referéncias utilizadas nessa secao
foram [12], [4] e [13].

1.1 Conceitos Basicos

1.1.1 Geradores e apresentacao de moédulos

Sejam A um anel e M um mddulo sobre A ou, abreviadamente, um A-moddulo.
Podemos especificar um A-moédulo por meio de seus geradores e relagoes. Dizemos que
M ¢ finitamente gerado (sobre A), se existe um subconjunto finito {ms,...,m,} €

n
M, chamado de conjunto de geradores de M, tal que M = ZAm,-. Ou seja, para

i=1
cada m € M existem a;,...,a, € A, tais que m = aymq + -+ + a,m,. Além disso,

dizemos que esse conjunto ¢ minimal quando m; nao pertence ao A-médulo gerado por

{mq,...,mj_1,mjq1,...,m,}, paratodo j =1,...,n.

Proposigao 1.1. Um A-médulo M é finitamente gerado se, e somente se, M ~ A"/N

para algum n > 1 e A-submédulo N C A",

Demonstragdo. Suponhamos M finitamente gerado, isto é, M = """ | Am;. Note que
{e1,...,en}t,onde e; = (0,...,1,...,0), é um conjunto de geradores de A™. Definimos,
de maneira natural, uma aplicacdo ¢ de A™ sobre M, tal que o i-ésimo elemento e; é
levado por ¢ no i-ésimo gerador m; de M. Assim, p(> a;e;) = > a;m;. Claramente
¢ é A-linear e sobrejetora. Tomemos N = Ker(y). Pelo bem conhecido Teorema dos
Isomorfismos, temos A" /N ~ M.

Reciprocamente, suponhamos que existe um isomorfismo f : A"/N — M. Agora
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consideramos a aplicacdo A-linear e sobrejetora ¢ = f om, onde 7 : A" — A"/N
é a projecao canonica. Logo, para cada m € M existem ay,...,a, € A, tais que
m = g(>_ a;e;) e por A-linearidade, m = > a;g(e;). Portanto, {g(e1),...,g(e,)} é um
conjunto finito de geradores de M. O

Um conjunto {my,...,m,} finito é dito linearmente independente sobre A, se ao
escrevermos uma combinagao linear nula, 0 = >, a;m; € M, implicar que a; = 0,
para todo ¢ = 1,...,n. Assim como para espagos vetoriais, se {mq,...,m,} é um
conjunto de geradores de M e linearmente independente sobre A, dizemos que esse
conjunto é uma base para M. Neste caso, M é denominado um A-mddulo livre ou

A-livre. A proposi¢ao anterior nos dé o seguinte corolario:

Corolario 1.2. Um A-médulo M é livre se, e somente se, A" ~ M para algum n > 1,

o qual chamamos posto de M (sobre A).

Exemplo 1.1. Alguns exemplos de moédulos livres:

(i) O A-médulo A™ é, evidentemente, livre. Uma base é {ey, ..., e,}, a qual definimos
anteriormente, chamada de base canénica de A”. Em particular, quando A = K
¢ um corpo e V um K-espago vetorial com dimg (V) =r < oo, entdo V ~ K" e

desse modo, V' é K-moddulo livre de posto r.

(ii) Um ideal I C A nao-nulo é A-livre se, e somente se, [ = (z) com x ¢ Z(A). De
fato, se I é A-livre existem, pela proposicao anterior, r > 1 e um isomorfismo
¢ : A" — I. Agora, suponhamos, por absurdo, que r = 2. Sejam {zy,x2}
uma base de I e {e1, ez} a base canonica de A% com ¢(e;) = 11 e p(ez) = .
Note que @(x9e; — w1e3) = x119 — 9wy = 0. Dai, como ¢ ¢ injetiva, temos
roe1 — x169 = 0. Uma vez que e; e ey sao linearmente independentes sobre A,
segue-se que x1 = xo = 0, mas I # 0. Logo, I = (x). Suponhamos que z € Z(A).
Entao, existe b € A\{0} tal que bz = 0. Desse modo, ¢(b) = bxr =0 = b= 0,
contradicao.

Reciprocamente, suponha I = (z) com =z ¢ Z(A) e considere ¢ : A — I,
tal que p(a) = ax, Ya € A. Se ay,a2 € A sdo tais que p(a1) = ¢(az), entao
amr = asx = (a; —az)r =0 = a3 —as = 0 = a3 = ay. Logo, ¢ é injetiva e

claramente também ¢é sobrejetiva. Assim, [ ~ A e portanto, [ é A-livre.

Sejam A um anel Noetheriano e M um A-moédulo finitamente gerado. Considere
um conjunto de geradores {my,...,m,} de M e defina a aplicagdo ¢ : A" — M

A-linear, de modo que ¢(ay,...,a,) = aymy + ... + a,m,. Essa aplicacdo fornece a
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sequéncia exata natural,
0 — Ker(¢) — A" — M — 0.

O médulo Ker(yp) é denominado o mddulo de relagoes dos geradores my,...,my, € o
denotamos por Syz(M). Explicitamente, Syz(M) = {(by,...,b,) € A" > 0 bim; =
0} e cada (by,...,b,) € Syz(M) é chamado de sizigia de M.

Sendo A um anel Noetheriano, o A-mdédulo Syz(M) é finitamente gerado, digamos

por m elementos. Como antes, podemos considerar a sequéncia exata curta
0 — Syz(Syz(M)) = Syze(M) — A™ — Syz(M) — 0
e por composicao obtemos a sequéncia exata
A" — A" — M — 0,

chamada de apresentacdo livre de M. A aplicacao A™ — A™ pode ser descrita em
relacao a bases de A™ e A™ por uma matriz nxm, com entradas em A, a qual chamamos
de matriz de apresentacao de M.

O processo acima pode ser continuado, induzindo uma sequéncia exata longa de
modulos livres,

Pn; . Pn
e A A A s M — 0,
chamada de resolucao livre de M. Eventualmente, esta sequéncia pode ser infinita e
truncada em qualquer etapa, fornecendo-nos

0 — Syz, (M) = Ker(pp, 1) — A"t —s oo — A" —3 M — 0,

a qual deixa de ser uma resolucéo livre, a menos que Syz, (M) seja um modulo livre.
Supondo que A é um anel local, tomando n = u(M) e n; = p(Syz;(M)), tal resolugao
livre ¢ minimal, para cada n > 1. O ndmero minimo de geradores n; = u(Syz;(M)) é

chamado o i-ésimo nimero de Betti de M, denotado por [3;(M).

1.1.2 Modbdulo projetivo e dimensao projetiva

Definicao 1.1. Um modulo P é projetivo se para todo homomorfismo sobrejetor « :
M — N e toda aplicagao § : P — N existe uma aplicacao v : P — M, tal que
B=ao .

Todo médulo livre é projetivo. Quando o anel é local, temos:
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Proposicao 1.3. Se M é um A-médulo projetivo e A é local, entao M é um A- médulo

livre.
Demonstracao. Ver [25], Teorema 10.83.4. O

Qualquer A-mdédulo pode ser escrito como o quociente de um modulo projetivo.
Dado um A-moédulo M, consideremos uma sobrejecao Py — M, onde P, é projetivo.
De maneira semelhante ao processo usado para obter uma apresentagao livre de um

modulo, chegamos a uma sequéncia exata longa
p:..--P,b—PFP, 41— —P—F—M—0,

chamada de resolugao projetiva de M.

Definigao 1.2. Seja M um A-moédulo para o qual existe uma resolugdo projetiva
P, com P, = 0 para n > d, mas tal que P; # 0, para qualquer escolha de resolucao
projetiva P. Entao, dizemos que M tem dimensao projetiva d e escrevemos pd(M) = d.

Se nao existe tal nimero d, escrevemos pd(M) = oo.

Proposicao 1.4. Seja 0 — N — M — K — 0 uma sequéncia exata de médulos.

Entao,

(1) Se dois quaisquer dos médulos N, M, K tém dimensao projetiva finita, o terceiro

também o tem.
(2) pd(M)
pd(M)
pd(M) = pd(N) = pd(K) <

<Pp
>p
Demonstragao. Ver [17], Proposigao 3.10 ]

1.1.3 Ideais de Fitting, modulos livre de torcao e reflexivos

Agora, apresentamos os conceitos de tor¢ao e posto de um mdédulo, importantes em

varias situagoes que estudaremos nos proximos capitulos.

Definigao 1.3. Sejam A um anel Noetheriano, M um A-médulo e Q = S7tA o anel
total de fragoes de A, onde S é o conjunto multiplicativo formado pelos elementos
regulares (nao-divisores de zero) de A. A tor¢dao de M com respeito a A é definida
como o nucleo da aplicaggo M — M ®4 Q (~ S™'M), denotada por T4(M). De

maneira explicita, temos

Ta(M) ={m e M| 3 seS tal que sm =0}.
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Um A-modulo é dito livre de tor¢ao se Ty(M) = 0. Quando Ta(M) = M, dizemos
que M é de torcao. Notemos que um A-médulo M é de torcao se, e somente se,
M ® @ = 0. Observemos também, que submoédulos de modulos livres sao livres de
torcao, assim como submodulos de médulos livres de tor¢ao sao ainda livres de torcao.

O dual de M é o médulo Homy (M, A), usualmente denotado por M*; o médulo
bidual de M, Hom4(Homy (M, A), A) é entao denotado por M**. A aplicacao bilinear
M x M* — A, dada por (z, ¢) — ¢(z), induz um homomorfismo natural h : M — M**.
Dizemos que M é torsionless se h € injetiva e que M é reflexivo se h é um isomorfismo.
Apresentaremos na tltima secao desse capitulo, alguns resultados bastante 1teis sobre
modulos livres de torcao e reflexivos. Nao o fazemos agora devido a necessidade de
algumas defini¢oes que ainda iremos apresentar.

Estabelecemos anteriormente que se A” ~ M, entao M é A-livre e tem posto r.

Mas a nocao de posto pode ser estendida para médulos nao necessariamente livres.

Definicao 1.4. Sejam A um anel Noetheriano, M um A-mddulo finitamente gerado e
@ o anel total de fracoes de A. Dizemos que M tem posto igual arse M ®4 Q ~ Q".

Isto é, se M ®4 Q é um @-modulo livre de posto finito e igual a r.

Para denotar o posto de M, quando este existir, usaremos a notacao rk(M) utilizada
na maioria dos livros-texto (a tradugao de posto em inglés é rank). Vejamos algumas

formas de obter o posto de um moédulo sobre um anel Noetheriano.

Proposicao 1.5. Sejam A um anel Noetheriano e M um A-moédulo finito com uma

apresentacéo livre A™ 5 A" — M — 0. Sao equivalentes:

(1) M tem posto e rk(M)=r

(2) M tem um submédulo N com rk(N)= r, tal que M/N é um mdédulo de torcao.
(3) Para todo p € Ass(A) o A;-médulo M, é livre com posto r.

(4) rk(p) =rk(A™) — rk(M)

Demonstragao. (1)=-(2) Por hipétese, M ® Q ~ Q", onde @ é o anel total de fra¢oes
de A. Como M ® Q ~ S7'M, segue-se que S™'M ¢é um @Q-médulo livre. Seja

{z1/uy,...,x,/u,} umabase de S~ M sobre Q e consideremos o conjunto {yi, ..., y,} C
M, obtido da multiplicacao de u = ;. . .-u, por cada elemento x; /u;. Agora, tomamos
N =3 uM.

(2)=(3) Considere a sequéncia exata fundamental 0 - N — M — M/N — 0. Se o
A-médulo M /N é de torgao, temos M/N ®Q = 0. Logo, N®Q ~ M ®Q ~ Q". Note
que se p € Ass(A), entdo (), >~ A, e desse modo,

Ay = Qp = (M ®aQ)y = My, ®a, Qp = My, @4, Ay = M.

8
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Portanto, M, ¢ um A,-médulo livre de posto r.

(3)=(4) Como j4 temos a equivaléncia (1)=-(3), podemos substituir (4) pela condigao
(Im(¢))p € livre com rk((Im(p),) = n — r, para todo p € Ass(A). Consideremos a
sequéncia exata curta 0 — (Im(yp)), — Ay — M, — 0. Se M, for livre de posto r,
temos Ay /(Im(p)), =~ Ay < (Im(p)), = Ay~ O

A partir de uma matriz ¢ de apresentagao podemos obter informagoes sobre impor-
tantes invariantes do médulo, por meio dos ideais I;(¢). O ideal de Fitting I,(¢) C A
¢ o ideal gerado pelos subdeterminantes de ordem t da matriz ¢. Dado um homomor-
fismo ¢ : F' — G de A-mddulos livres finitamente gerados, escrevemos I;(¢) = I;(U),
onde U ¢ a matriz associada & ¢ com respeito a bases de F' e G. O ideal I;(p) é um
invariante do submédulo Im(y¢) C G e invariante segundo operagoes elementares de
linha ou coluna, além de depender somente de .

A relevancia dos ideais I;(p) estd em um conjunto de condigoes que desempenham

um importante papel no estudo da algebra simétrica:

Definicao 1.5. Seja M um A-médulo finitamente gerado, com rk(M) = r e uma matriz

de apresentacao ¢. Para um inteiro k, dizemos que M (ou ) satisfaz a condigao Fy se
ht([,(p)) > rank(p) —t+1+k, 1<t <rank(yp).
Ou, equivalentemente, se
pu(M,) < dim(A,) +r—k, paratodo p € Spec(A) tal que M, é nao-livre.

Em geral, a Cohen-Macaulicidade da algebra simétrica implica na condicao Fy e
quando essa algebra é um dominio, entao o moédulo satisfaz F;. Essas propriedades
também sao uteis para estimar a dimensao de Krull da algebra simétrica.

Além disso, os ideais I;(p) controlam o nimero minimo de geradores locais do
médulo M, para o qual temos as igualdades: p(M,) = dimgM ® K(isto decorre do
Lema de Nakayama) e u(M,) = tk(M/pM), onde p € Spec(A) e K = A,/pA,. A

demonstragao da seguinte proposigao pode ser encontrada em [5], Proposigao (16.3).

Proposicao 1.6. Sejam A um anel, p € Spec(A) e M um A-médulo com uma apre-

sentacdo livre finita A™ 25 A" —» M — 0. Sao equivalentes:

(1) L(v) Zp

(2) (Im ¢), contém um somando direto livre de A" com rk > ¢

(3) p(My) <n—t
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A igualdade em (3) ocorre para o maior inteiro ¢ tal que I;(p) Z p.

Outras nogoes importantes para a compreensao desse trabalho serao descritas na

proxima segao.

1.2 Sistema de Parametros, Sequéncias Regulares

e Mdédulos Cohen-Macaulay

Para qualquer ideal I C A, a dimensao de Krull de A/ é calculada considerando-se

cadeias de ideais primos I C pg C p; C ---. Assim, por defini¢ao, temos
dim (4/I) = sup {dim (4/p)} =  sup {dim(A/p)}= sup {dim(A/p)}.
poI p € Supp(A/I) p € Min(A/p)

Com base nisso, definimos a dimensao de um mdédulo M, dim(M), como sendo

sup  {dim (A/p)} e neste caso, temos dim(M) = dim (A/Ann(M)).

p € Supp(M)

Defini¢ao 1.6. Sejam (A, m) anel local e M um A-médulo finitamente gerado. Uma
sequéncia 1, ...,x, de elementos de A é um sistema de parametros de M, se s é o

menor inteiro que satisfaz a condigao: Supp(M/(z1,...,zs)M) = {m}

O inteiro s é um invariante de M e o denotamos por s(M). De acordo com a
definicao, sempre existe um sistema de parametros, pois um conjunto de geradores de
m satisfaz a condicdo exigida. E bem conhecido ser valida a igualdade dim(M) = s(M).

O seguinte resultado nos serd ttil adiante:

Proposicao 1.7. Sejam M um modulo e x1,xs, ..., x; uma sequéncia de elementos

em m. Entao, tem-se a desigualdade:
dim(M) < dim (M /(x1, 22, ..., xx)M) + k.
Além disso, as seguintes condigoes sao equivalentes:

(1) Dé-se a igualdade acima.

aracada1=1,... tem-se x; - ara todo primo pU~Y tal que
2) P dai=1,....k ¢ pi~Yp do primo p(~Y tal g
dim(R/p~Y) = dim (M/ (21, zy, . .., x;_1)M).

(3) z1,x9,...,x é parte de um sistema de parametros de M.

Demonstragao. Ver [I7], Proposigao 1.13. ]

10
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Seja M um A-médulo. Dizemos que x é um elemento M-regular, se xz = 0, com

z € M, implicar em z = 0. Em outras palavras,  é nao-divisor de zero de M.

Definicao 1.7. Uma sequéncia x = z1, ..., x, formada por elementos de A é chamada

M -sequéncia reqular ou M -sequéncia, se satisfaz as seguintes condigoes:

(1) (z1,...,20)M # M

M

(2) z; é um elemento
(T1,m05mi1

)M-regular, 1=1,...,n.

Note que apds uma permutacgao, os elementos de uma M-sequéncia podem nao mais
constituir uma M-sequéncia.

Quando apenas (2) ¢ satisfeita, dizemos que z é uma M -sequéncia fraca. No caso
em que A é um anel local com ideal maximal m, se z C m, entdo a condi¢do (1)
¢ automaticamente satisfeita devido ao lema de Nakayama. Um exemplo classico de
sequéncia regular é a sequéncia X = Xi,...,X,, de indeterminadas no anel de po-
linomios A[X;, ..., X,].

Em geral, pode-se esperar que uma M-sequéncia regular a elementos em [/ seja
infinita. Caracterizamos uma M-sequéncia regular x = z,...,x, C I como mdrima
ou mazimal em I, se para todo y € I a sequéncia xy, ..., T,,y nao é uma M-sequéncia
regular, ou, equivalentemente, se I € Z (xMM) Notemos que se © = z1,...,x, ¢ uma
M-sequéncia, entao (z1) C (x1,22) C «--(21,...,2,) é uma cadeia ascendente estrita,
devido a condigao (2). Portanto, quando A é um anel Noetheriano, toda M-sequéncia
pode ser estendida a uma sequéncia maxima em 1.

Vamos mostrar que para um ideal I que satisfaz IM # M, quaisquer duas M-
sequéncias maximas a elementos em I tém o mesmo comprimento. Suponha que um
ideal I estéd contido em um ideal primo p € Ass(M). Entao, existe um elemento z € M,
diferente de zero, tal que p = Ann(z). Consideremos a aplicagdo de A em M tal que
1 — z. Essa aplicacao induz um homomorfismo injetivo ¢’ : % — M, que por sua

vez, induz um homomorfismo nao-nulo ¢ : ? — M. Usando esse raciocinio provamos

o seguinte lema:
Lema 1.8. Sejam A um anel, M e N A-médulos e I = Ann(N) ideal de A.
(1) Se I contém um elemento M-regular, entdo Hom (N, M) = 0.

(2) Suponha A Noetheriano e M, N finitamente gerados sobre A. O ideal I contém

um elemento M-regular se Homu(N, M) =0 .

Demonstragao. Seja a € I = Ann(N) tal que a é M-regular. Suponhamos que exista

f € Homu (N, M) tal que f # 0. Entao, existe n € N tal que f(n) # 0. Notemos que

11
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af(n) = f(an) = f(0) = 0, devido a A-linearidade de f e o fato de a € I. Mas isto
contraria a hip6tese de que a é um elemento M-regular, provando assim a parte (1).
Vamos supor que I C Z(M) = Uyeasn P- Pelo Lema da esquiva (este resul-
tado é conhecido como “prime avoidance”e o leitor pode encontra-lo em [I], Proposigao
1.11(2)), existe p € Ass(M) tal que I C p = (0 :4 m), para algum m # 0 € M.

Consideremos o homomorfismo injetivo:

Q: f — M

a(mod(p)) —— am

Como N é um A-mdédulo finitamente gerado, para todo n € N existem aq,...,a, € Ae
'

ni,...,n. € N, tais que n = Z a;n;. Isto induz o seguinte homomorfismo sobrejetivo:

i=n

(I8 N — f
T
n = Z a;n; +— aj(mod(p))
i=n

Portanto, uma vez que f # 0, temos ¢ = p o1 € Homu(N, M) e ¢ # 0.
]

Lema 1.9. Sejam A um anel, M e N A-médulos e x = x4, ..., x, uma M-sequéncia

fraca em Ann(N). Entao,
n
Hom 4 (N, x_) ~ Ext’y (N, M).

Demonstracao. Provaremos por inducao em n. Para n = 0, segue-se da construcao do
funtor Ext que Homy (N, M) ~ Ext% (N, M). Paran > 1, se 2’ = zy,...,7,_; é uma

M-sequéncia fraca em Ann(N), pela hipétese de indugao, temos
M .
Hom (N, W) ~ Ext’ (N, M).

Como z, & Z (%) e x, € Ann(NN), decorre da proposigao anterior que

Hom 4 (N = 0, donde Ext"; ' (N, M) = 0. Dai, considerando a sequéncia exata

¥

— 0

0— M2 M —
IlM ’

obtemos por meio da sequéncia exata longa do funtor Ext, uma segunda sequéncia

12
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exata
n—1 M P n 14 n
OHEXtA N,—M —>ExtA(]\7,]\/[)—>ExtA(]\7,]\/[)7
T

onde v é a multiplicagao por z; herdada de M e ¢ é induzida pela multiplicacao por x;
em N. Como z; € Ann(N), temos ¢ = 0. Logo, Ext; " (N, L) ~ Ext’} (N, M) via 1.

Finalmente, aplicando a hipétese de inducao ao A-mddulo xliM ea xlﬂM -sequéncia
Tg,...,Z, obtemos que Hom4 (N, %) ~ Ext ! (N, %)
Portanto, Ext’y (N, M) ~ Homy (N, 2L). O

Consideremos A um anel Noetheriano, M um A-médulo finito e I C A ideal tal

que M # IM e x = xq,...,x, uma M-sequéncia maximal em /. Como I contém um
elemento m—regular, para ¢ = 1,...,n, segue-se dos Lemas e que

.....

, A A M
i—1 - ~ - —
Exty <I’M)_Hom(l’(xl,...,xi_l)M> 0.

Assim,

(A
Exti‘(T,M):OVan—l.

Por outro lado, visto que IM # M ez € Z (%) (pois é uma M-sequéncia maximal
em ), segue-se novamente dos Lemas [1.8 e [1.9] que

(A A M
EXtA (7,M> ~ Hom <T,m) # 0.

Isto prova o seguinte teorema:

Teorema 1.10 (Rees). Sejam A um anel Noetheriano, M um A-mddulo finito e I um

ideal tal que IM # M. Toda M -sequéncia mazximal em I tem o mesmo comprimento

- (A
n:min{i: Ext! (T’M) 7&0}

Esse teorema permite-nos definir a nocao de grade de um ideal em relacao a um

n dado por

modulo.

Definigao 1.8. Sejam A um anel Noetheriano, M um A-mdédulo finito e I um ideal, tal
que IM # M. O comprimento comum de uma M-sequéncia maximal em I é chamado

de grade de I em M e denotado por grade(l, M).

Quando M = A, escrevemos grade(I, M) = grade(/). Na situagdo especial em que

A é um anel local, com ideal maximal m, temos:

13
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Defini¢ao 1.9. Sejam (A, m) um anel Noetheriano local e M uma A-mdédulo finita-
mente gerado sobre A. Definimos a profundidade de M como sendo igual a grade(m, M)

e a denotamos por depth(M).

Agora apresentamos a interessante classe de anéis Cohen-Macaulay que dispoe de
uma rica teoria, além de constituir uma importante fonte de exemplos em Geometria

Algébrica e na Teoria de Invariantes. Inicialmente definimos para o caso local.

Definicao 1.10. Sejam (A, m) um anel Noetheriano local e M um A-médulo finito.
Dizemos que M ¢é um mddulo Cohen-Macaulay se M # 0 e depth(M)= dim (M) ou
se M = 0.

Definigao 1.11. Sejam A um anel Noetheriano e M um A-médulo finito. Dizemos
que M é Cohen-Macaulay se M, ¢ um mddulo Cohen-Macaulay sobre A,, para todo

ideal primo p de A.

Segue-se dessa definigao geral que toda localizagao de um médulo Cohen-Macaulay

é Cohen-Macaulay. Um anel A é um anel Cohen-Macaulay se o for como A-médulo.

Teorema 1.11. Sejam (A, m) um anel Noetheriano local e M um A-mddulo Cohen-

Macaulay nao-nulo. Entao,
(1) dim(A/p) = depth(M), para todo ideal primo p € Ass(M);
(2) grade(I, M) = dim(M) — dim(M/IM), para todo ideal I C A;
(3) x =x1,...,2, € uma M-sequéncia se, e somente se, diim(M/xM) = dim(M)—n;

(4) Seja I C A um ideal e suponha A Cohen-Macaulay. Entao, grade(I) = ht(I) e
ht(7) + dim(A/I) = dim(A).

Demonstragao. Ver [4], Teorema 2.12 e Corolario 2.14. O

Proposigao 1.12. Sejam A um anel Noetheriano e M um A-mddulo finito. Suponha
que r = x1,...,T, € uma M-sequéncia. Se M é um moédulo Cohen-Macaulay, entao
M /xM é Cohen-Macaulay (sobre A ou A/(z)). A reciproca é valida quando A é local.

Demonstragao. Pela definigao de médulo Cohen-Macaulay, podemos assumir que A é
local. Temos dim(M/xM) = dim(M) — n, pelo o item (3) do Teorema Por outro
lado, segue-se do Teorema de Ress que depth(M /zM) = depth(M) —n = dim(M) —n.
Portanto, M/xM é Cohen-Macaulay. O

Proposicao 1.13. Seja A um anel Cohen-Macaulay. Entao, A[Xq,...,X,] é Cohen-
Macaulay.

14
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Demonstracao. Uma vez que as variaveis podem ser adicionadas continuamente, po-
demos assumir n = 1, X = X;. B claro que X é uma A[X]-sequéncia regular e
A ~ A[X]/(X). Portanto, o resultado segue da Proposicao [1.12] O

O préximo resultado mostra que a teoria da dimensao em si é mais simples em anéis
Cohen-Macaulay do que em anéis Noetherianos em geral. Dizemos que A é um anel
catendrio se a seguinte condicao é satisfeita: para quaisquer ideais p e p’ de A com
p C p/, toda cadeia saturada de ideais primos iniciando em p e terminando em p’ tem
comprimento igual a ht(p’/p); Um anel A é dito universalmente catendrio se todos os
anéis polinomiais A[X7, ..., X, ] sdo catendrios ou, equivalentemente, se, e somente se,

toda A-algebra finitamente gerada é catenaria.
Teorema 1.14. Um anel A Cohen-Macaulay é universalmente catendrio.

Demonstracao. Pela proposicao anterior, podemos provar apenas que A é catendrio.

Seja p C p’ ideais primos de A. Sabemos que a localizacao A, é Cohen-Macaulay, logo
ht(p’) = dim(A,) = ht(pAy) + dim(A, /pAy) = ht(p) + ht(p'/p).

Como isto vale para todo ideal p C p’, o comprimento de toda cadeia saturada ligando
p ap’ tem comprimento ht(p’) — ht(p) = ht(p’/p).

Portanto, A é catenario. O
Destacamos mais algumas nog¢oes importantes:

Definigao 1.12. Um anel local Noetheriano (A, m) é regular se satisfaz as seguintes

condicoes equivalentes:
(1) dim(A) = j(m).
(2) m é gerado por uma A-sequéncia, chamada sistema regular de parametros.
Observagao 1.1. Um anel regular local A tem propriedades fortes, tais como:
(1) A é um dominio;
(2) A é Cohen-Macaulay;
(3) A é normal (mais que isso: A é fatorial);

(4) Um quociente A/I é regular se, e s6 se, I é gerado por um subsistema de

parametros regulares de A.

As provas de tais fatos podem ser encontradas em [17], Capitulo 3.
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Definicao 1.13. Seja A um anel com dimensao finita. Dizemos que A é equidimensi-

onal se dim(A/p) = dim(A), para todo primo minimal p de A.

Definicao 1.14. Um anel local Noetheriano A é um anel intersecao completa se A ~

B/I, onde B é um anel regular local e I C B é um ideal gerado por uma B-sequéncia.

Observacao 1.2. De maneira geral, um anel A é localmente intersecao completa se
toda localizacao deste anel é uma intersecao completa; Todo anel intersecao completa
¢ Cohen-Macaulay devido & Proposicao [1.12, Logo, todo anel localmente intersegao

completa é Cohen-Macaulay; Por fim, todo anel Cohen-Macaulay ¢é equidimensional.

Definicao 1.15. Um anel Noetheriano local (A, m) é uma singularidade isolada se

para qualquer p € Spec(A), p # m, o anel A, é regular.

1.3 Algebras Tensorial e Simétrica de um Maddulo

Inicialmente, relembramos a nogao de anéis e médulos graduados. Dizemos que
um anel A é um anel graduado se existir uma familia {A,}, ¢ n de subgrupos aditivos

A, C A, satisfazendo:

(1) A= @ A, ou seja, cada a € A se escreve, de modo tnico, como soma finita:
n>0

a=ag+a+...+aq, a; € A; Vi

(2) AA; C Ay Vi, jeN.

Dado n > 0, dizemos que A, é a componente homogénea (de A) de grau n. Um
elemento a € A é dito homogéneo se a € A, para algum n e neste caso, n é chamado
de grau de a. Se 1 € Ay, entao Ay é subanel de A e cada A, é um Ay-mddulo. Em

particular, quando Ay é um corpo cada A, é um Ag-espaco vetorial.

Definigao 1.16. Seja A um anel N-graduado. Se A é gerado por elementos de grau 1

sobre Ay, dizemos que A é dito graduado standard.
Observagao 1.3. Algumas observagcoes:

(i) O elemento 0 pertence a A, para todo n € N, pois todo A,, é subgrupo aditivo de

A. Logo, o elemento 0 tem todos os graus.

(ii) Suponha que a € A se escreve de modo tinico como a = ag+. .. +aq; a; € A;, ag #

0. O numero d é denominado o grau total de a.
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(3) O anel A[X},...,X,] pode ser tomado com a graduagao standard.

Um ideal I gerado por elementos homogéneos é chamado ideal homogéneo ou gra-

duado. Equivalentemente, I C A é homogeéneo se, e somente se, [ = @In, onde
n>0

I, =1nNA,. Além disso, A/I = @nzo A, /1, é novamente um anel graduado.

Observacao 1.4. Se A = @An ¢ Noetheriano e I C A é ideal homogéneo, entao:
n>0

I=(ay,...,an),coma; € Ag;, i=1,...,m.

Exemplo 1.2. [ = (22 —y,y) C k[z,y] é homogéneo. De fato, notemos que I = (z?,y)

pois, 22 = (2% — y) + ¥.

Seja A um anel graduado. Um A-mddulo graduado é um A-moédulo M com uma
decomposicao M = @Mn, tal que A;M; € M;y;, Vi,j € N. Cada A-médulo M;

n>0
¢ denominado a i-ésima componente homogénea (ou graduada) de M, enquanto um

elemento = € M,, é chamado homogéneo (de grau n).

Definigao 1.17. A Algebra tensorial de um A-médulo M é definida por
Ta(M)=>"T",
n>0

onde T"=MIMK...Q M.

n

Por convencao, T = A e T' = M. Para quaisquer x € T" e y € T™, temos

r®y e T, Isso torna Ta(M) um anel N-graduado que pode nao ser comutativo.

Definigao 1.18. Sejam um anel A, M um A-méduloeZ = (z@y—yQx | x,y € M) C

T4(M) ideal bilateral. Definimos a Algebra Simétrica de M como o anel quociente

Tx(M)
=

Syma(M) =

Esse anel possui elemento 1 e ¢ o maior quociente comutativo de T4(M). Como T

é um ideal homogéneo, Sym (M) é um anel N-graduado, com graduacao

(M)

Sym, (M) = TOT (M)’

e Sym, = A.

Quando Ay é um corpo, o Ag-espaco vetorial Sym, (M) é denominado a n-ésima
poténcia simétrica de M.

Dado um anel A e um A-médulo M, a dlgebra Symy(M) em conjunto com um

homomorfismo 7 : M — Sym (M) de A-mddulos satisfazem a seguinte propriedade
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universal: para uma A-algebra B e qualquer homomorfismo ¢ : M — B de A-médulos

existe um tnico homomorfismo ¢ : Sym (M) — B de A-algebras, tal que o diagrama

| <

Sym 4 (M)

é comutativo. Além disso, se existem uma A-algebra C' e A : M — C' um homomor-
fismo de A-mddulos satisfazendo a propriedade universal da algebra simétrica, entao

existe um unico isomorfismo ¢ : Sym, (M) — C tal que ¥(m) = X(m), ¥V m € M.

Exemplo 1.3. Seja M um A-mdédulo livre de posto finito e igual a n. Entao a algebra
simétrica de M é o anel polinomial A[X7, ..., X,]. De fato, sejam {my,...,m,} uma
base de M e o homomorfismo 7 : M — A[X;,...,X,] definido por m; — X,.
Considere uma A-algebra B e ¢ : M — B, um homomorfismo de A-médulos. Defina
¢: A[Xy, ..., X,] — Btal que f(X1,...,X,) — f(p(m),...,p(m,)) e note que ¢

¢ um homomorfismo de A-dlgebras. Além disso, o seguinte diagrama comuta

| 7

AXL, . X

Segue-se da propriedade universal da dlgebra simétrica que Symy (M) = A[Xq, ..., X,].

Podemos dizer que a maioria dos médulos considerados neste trabalho sao finita-
mente gerados sobre um anel Noetheriano. Esses modulos admitem uma apresentacao
linear, como vimos anteriormente, e sao definidos por sua matriz de apresentagao.

Nessa situacao, temos a seguinte caracterizacao para a algebra simétrica:

Proposigao 1.15. Sejam A um anel Noetheriano, M um A-médulo finitamente gerado

e {m1,...,m,} um conjunto de geradores de M. Entao,
AlTy, ..., T,
Sym, () ~ A Do)
onde J ¢ o ideal gerado pelas formas lineares f; = ay; 11 + ...+ an; T, j=1,...,m.

Demonstracao. Devido a propriedade universal da algebra simétrica, o diagrama a

seguir comuta:
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Entao, temos Sym,(M) ~ A[Ty,...,T,]/N, onde N é o ideal gerado pelos ele-
mentos »_. , ¢;T; tais que Y ., ¢m; = 0. Logo, (c1,...,¢,) € Ker(p) = Im(p).
Assim, (c1,...,c,)T = p(dy, ..., d,)T. Desse modo, para cada i =1,...,n, temos ¢; =
2 jo1 @ijd; e isto implica em 37 Ty = 3700 (327 aidy)Ty = 3070 (320 aiTi)d;.
Portanto, N C (3", a;;T;). Como os vetores-coluna da matriz ¢ sao geradores de

Syz(M)= Im(p), obtemos a outra inclusao. O
A seguir, apresentamos algumas propriedades que a algebra simétrica satisfaz.

Proposigao 1.16. Sejam A um anel e M um A-médulo. Se I é um ideal A e S é um

conjunto multiplicativo de A, temos
(1) Sym (M) ® A/I = Sym,y, (M/IM),
(2) Symy(M) ® Ag ~ Sym, (Ms).

Demonstragao. A prova de (1) segue da seguinte propriedade do produto tensorial:
para quaisquer A-médulo M e I C A ideal, temos M ® 4 ? ~ % Analogamente, (2)

segue do isomorfismo M ®4 Ag ~ Msg. ]

Observagao 1.5. A Proposicao[l.16 nos da a seguinte informagao: se M é um médulo
finitamente gerado sobre um anel local A, com ideal maximal m e corpo residual K,
entao

dim(Sym 4 (M) /mSym 4 (M)) = p(M).

De fato, pondo n = pu(M), segue-se do Lema de Nakayama que n = dimg (M /mM).
Logo, M /mM ~ K". Ouseja, M /mM é um K-mdédulo livre. Entao, Sym (M/mM) =
K[Ty,...,T,]. Assim, dim(Symy(M/mM)) = n. Portanto, a igualdade decorre da

proposicao anterior.

Por meio da algebra simétrica obtém-se varias algebras interessantes, das quais
destacamos a Algebra de Rees de um mddulo. A proxima se¢ao apresenta uma definigao

e alguns dos principais resultados gerais para tal algebra.

1.4 Algebra de Rees de um Mdédulo

Existem vérias definicoes possiveis para a dlgebra de Rees de um modulo. No
entanto, todas coincidem quando trabalhamos com um mddulo livre de tor¢ao e com
posto.

Aqui, adotamos a seguinte definicao para a dlgebra de Rees de um modulo:
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Definicao 1.19. Sejam A um anel Noetheriano e M um A-moédulo finitamente gerado
com posto r. A dlgebra de Rees Ra(M) de M é definida pelo quociente da algebra
simétrica de M por sua A-torcao. Isto é,
Symy (M)
N AT
Quando o moédulo M tem posto r e é um submédulo de um médulo livre M C A"
(note que M é livre de torgao por ser um submédulo de um médulo livre), podemos
induzir uma aplicacao Symu(M) 5 Sym ,(A") ~ A[Ty,...,T,]. Assim, definimos a
algebra de Rees de M como a imagem da algebra simétrica de M na algebra simétrica
de A", isto é,
Ra(M) = Im(p) C Sympa(A") = A[Ty,...,T,].

As duas defini¢oes coincidem para um modulo finitamente gerado, livre de torgao
e com posto, uma vez que, nestas condigoes, o nicleo da aplicagao p é igual a torgao
da algebra simétrica de M. Assim,

Sym (M)
RAa(M) = ——>~Im(p) =Ra(M).
() = ZEATS = Im{p) = Ra(M)

Notemos que R4 (M) é um anel graduado com R4(M)o = Ae Ra(M); = M. Além
disso, Ra(M) é livre de torcao, pois é um subanel do anel de polinomios que é livre
(com base infinita) sobre A.

Um ideal I C A é dito ser de tipo linear se Sym(I) = R(I). Em analogia, se A é
um dominio e M é um A-médulo finitamente gerado sobre A, dizemos que M é de tipo

linear se Sym (M) é livre de tor¢ao e assim, um dominio.

Lema 1.17. Seja A um anel Noetheriano, N = A" um A-mddulo livre finitamente

gerado e M um A-submodulo de N.

(1) Existe uma correspondéncia biunivoca entre os primos associados de R4(M) e

os primos associados de A, dados por contracao.

(2) Para todo p € Min(A), pSyma(N) N RA(M) é um primo minimal em R (M)
e todos os primos minimais de R4(M) sdo obtidos dessa forma. Além disso,
Rap (M +pN/pN) ~Ra(M)/(pSyma(N)) NRa(M).

Demonstrac¢ao. Nestas condigoes, Ra(M) é uma subdlgebra do anel de polinémios
Symyu(N) ~ A[Ty,...,T,]. Assim, A C Rs(M) C A[Ty,...,T,]. Logo, todo primo
associado de A é contracao de um primo associado de R 4(M), bem como todo primo

associado de R4(M) é contracdo de um primo associado de A[T},...,T,], os quais
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sao extensoes dos primos associados de A. Portanto, temos uma bijecao e isto prova
(1). Segundo a sobrejecao natural Syma(N) — Symy, (N/pN), a dlgebra Ra(M) é
aplicada sobre R4/, (M + pN/pN), e o nicleo dessa restricao é pSymu(N) N Ra(M).
Isto prova (2). O

Um dos invariantes mais importante de uma algebra é sua dimensao de Krull. A
proposicao a seguir determina a dimensao da algebra de Rees de um moédulo finitamente

gerado e com posto.

Proposigao 1.18 ([16], Proposigao 4.1). Seja A um anel Noetheriano com dimensao

d e M um A-modulo finitamente gerado com posto igual a r. Entao,
dim Ra(M) =d+r=d+alt Ra(M),.

Demonstragao. Inicialmente, mostremos que dim(R 4(M)) > dim(A) 4 r. Considere o
ideal Ra(M)+ = @51 Ra(M);. Como Ra(M)/Ra(M)+ =~ A, temos dim(R4(M)) >
dim(A) + ht(Ra (M), ). Entao, basta mostrarmos que ht(R4(M),) = r. Para isso,
seja p 2 Ra(M); um ideal primo de R4(M), tal que ht(p) = ht(Ra(M)4). Logo,
p=(B,Ra(M)y) onde B=pnNAéum primo minimal de A. Desse modo, temos

Ra(M)p = (Rag (Mg)), = As[T1, ..., T:|Bs(1i, 1))

pois Mg é um Ap-moédulo livre de posto finito igual a r, para todo @) € Ass(A).

Portanto,
ht (RA(M)4) = ht(p) = ht (p,) = dim (R(M),) = dim (Ag) + 7 = 7.

Para provarmos que dim(R4(M)) < dim(A) + r, tomemos p C R4(M) um primo
minimal, tal que dim(Ra(M)) = dim(R4(M)/p) e consideremos o ideal obtido por
contragao, B = pN A. Aplicando o Teorema da desigualdade da dimensao (Proposicao

a extensao de dominios A/B C R 4(M)/p, obtemos:

dim(R 4(M))

T TR = i =T =

f

—~ o~ o~ o~ o~ —~

Ra(M)/p) =ht(Q) < dim(A/B) + gr.tra/sRa(M)/p

A/B) = gr.trac(a s Frac(Ra(M)/p)

A/B) 4+ dim ((Ra(M)/p) ®4 Frac(A/B))

A/B) + dim (Ra(M)) ®4 Ap/Bg) (1)
)
)

5

INIA A
E E E

A/B) + dim(Sym . (Mp)) = dim(Ag) + dim(Ag[Ty, ..., T.]) (2)
A/B) + dim(Ag) +r = dim(A/B) + ht(B) +r < dim(A) +r

5

Na passagem de (1) para (2), usamos que B C q para algum q € Ass(A), pois Ra(M)
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¢ A-livre de torgao e assim, M = (Mq)g, ¢ Ap-livre. O

Nosso principal objetivo é estudar as dlgebras simétrica e de Rees do modulo de
diferenciais de Kahler. No proximo capitulo apresentamos a definicao e resultados

basicos acerca desse mdodulo.
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Capitulo
Derivacoes e Diferenciais de Kahler

Este capitulo ¢ inteiramente dedicado ao mddulo de diferenciais de Kahler €2 4.
Iniciamos definindo derivacoes, em seguida, os principais resultados sobre {24 que

serao bastante 1teis nos préximos capitulos. Como referéncia tomamos [12] e [14].

2.1 Derivacoes

Definigao 2.1. Sejam A um anel e M um A-moédulo. Uma derivacdo de A em M é

uma aplicacao D : A — M satisfazendo:
(1) D(a+b) = D(a)+ D(b)
(2) D(ab) =bD(a) + aD(b);

para quaisquer a,b € A.

O conjunto de todas as derivagdes de A em M é denotado por Der(A, M). Este
conjunto torna-se um A-médulo de uma forma natural, com as seguintes operacoes:
(D1 + D3)(a) = Di(a) + Do(a) e (aD)(b) = aD(b). Quando A é uma k-algebra
via um homomorfismo de anéis, f : £k — A, dizemos que D é uma k-derivacdo ou
derivagao sobre k, se Do f = 0. O conjunto de todas as k-derivagoes de A em M,
denotado por Derg (A, M), é um submédulo de Der(A, M). Como 1-1 = 1 para qualquer
D € Der(A, M), temos D(1) = D(1) + D(1), logo, D(1) = 0. Entao, considerando A
como uma Z-algebra, temos Der(A, M) = Derz(A, M)

Exemplo 2.1. Sejam A um anel, B = A[Xj,... ,Xn] e M um B-médulo. Fixando
arbitrariamente mq,...,m, € M, vemos que D = Z ax, -m; ¢ uma derivacao, devido

a aditividade das derivadas parciais e da regra de Lelban habitual. Quando M = B e
m; = X;,1 <1< n, D échamada de deriwacao de Euler.
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2.2 0O Moddulo de Diferenciais de Kahler

Sejam k um anel, A uma k-algebra e o anel B = A®;, A, o qual munido do produto
(a®b)(c®d) = ac®bd, torna-se uma k-algebra. Considere os seguintes homomorfismos
de k-algebras:

w:B—=>Ael,:A— B

definidos por p(a®a’) = ad’, \i(a) =a®1 e Ay(a) =1®a. Dadosa € Aex®y € B,

definimos a multiplicacao por escalar:

Ma)(z®y) =ar®y

a(r ®y) '
a(z ® X(a)(r®y) =2 ® ay

(z®y)

Entao, os homomorfismos \; e Ay induzem duas estruturas de A-médulos em B e assim,
B é uma A-dlgebra via \; (ou via Ag).

Denotemos por D o médulo Ker(i) C B. Notemos que o ideal gerado pelos elemen-
tos da forma a ® 1 — 1 ® a, com a € A, estd contido em D (temos pula® 1 —1®a) =
pla®l) —p(l®a) =a—a=0,Vaec A). De fato, tomando ¢ = > ,a; ®b, € D
vemos que 0 = u(c) = ab. Logo, ab® 1 = 0 e assim, podemos escrever ¢ = ¢ — 0 =
a®b—ab®1=(—a®1)(b®1—1®b). Portanto, c € (a®1—1®a| a € A). Dali,
D=(@®l—-1®alacA).

Definicao 2.2. O mddulo de diferenciais de Kdhler de A sobre k, denotado por €4,

¢ definido como:

D
QA\k = IDE

Esta definicao faz sentido, pois se a € Aew = 2®1-1®x € Qup, temos

a-w=ar®1—a®x. Assim, Qup possui estrutura de A-médulo via A; (ou via Ao,
equivalentemente).

. o~ B
Proposicao 2.1. A® Qu, = D2

Demonstragdo. As inclusoes D? C D C B induzem uma sequéncia exata curta

00— D — b —>B—>O
D2 D2 D ’
ou seja,

., B
0—>QA|k—>Wi>A—>O

onde % =~ A, pois D é o nicleo do homomorfismo sobrejetor p : A — B. A primeira
aplicac@o é a inclusao e a segunda é o homomorfismo ¢ dado por a ® b +— ab (a barra

indica a classe de restos médulo D?) que esté bem definido, pois D? C D. Consideremos
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2. Derivacoes e Diferenciais de Kahler

a aplicacao @1 : A — B que associa a cada a € A o elemento a ® 1 € B. Notemos que
vale popi(a) = pla® 1) =a, Va € A= pop; = I4. Logo, a sequéncia exata cinde

e assim, temos A @ ), = O

D2

Seja m : B — B/D? a projegao canodnica e tomemos a aplicacio d* = A\; — \o.
Entao, d = mod* : A — Qyu, é uma derivagao. De fato, tomando z,y € A, notemos
quedz+y)=(r+y)®1—-1® (x+y) =d(z)+ d(y). Agora, verifiquemos a regra
de Leibniz: d(zy) =2y ® 1 —1® zy. Umavez que (z®1—-1®2)(y®@1—-1Ry) € D?,
isto é equivalente a dizer que 1y ® 1 —7Qy —y @2 + 1@ xy = 0 em D2 Assim,
—l@ry=2y®1l—2®y—y®x. Logo,dzy) =2y 1—2Qy+ry®1—y®@z. Ou
seja, d(zy) =2(y @1 —-1®@y) +y(r ® 1 — 1 @ x). Dai, temos d(xy) = zd(y) + yd(x).

Para cada x € A, dizemos que dx é a diferencial de .

O par (4, d) possui a seguinte propriedade universal: Se D € Dery(A, M), existe
um tinico homomorfismo ¢» € Hom 4 (24, M) tal que D = 9 od. De fato, na k-dlgebra
B = A ®; A temos:

Ry =ryRl+zr(ley—ye1)
=N oulr®y)—xd(y).

Entao, se Y, z; ® y; € D, temos pu(> ", z; ® y;) = 0. Desse modo,

2T @y = Mop(Xm @u) — 2 md (y;)
= = Z, zid* (y:)-

Como d*(x) (mod D?*) = d(y), qualquer elemento de Q4 = D/D? tem a forma
> xid(y;), com x;,y; € A. Ou seja, o conjunto {d(y)| y € A} gera Q) como um
A-médulo.  Isto assegura a unicidade de 1: se tomarmos ¢ e A € Hom(Qup, M)
satisfazendo ¥ (dy) = A(dy) ¥V y € A, como 1 e X sdo A-lineares e as diferenciais geram
Q 4k, obtemos que 1) = . Agora vamos estabelecer a existéncia de uma aplicacao em
Hom (4, M) que satisfaz tal propriedade. Denotemos por Ax M, a k-dlgebra A@® M
munida do produto (z1,mq) * (22, m2) = (x122, 1m2 + x9my). Seja D € Dery (A, M)

qualquer e consideremos a aplicacao

QO B — Ax M
(z®y) +— (zy,—2D(y))
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Notemos que ¢ é um homomorfismo de k-algebras, visto que

(1 @y)(z2 @ 12)) = plT122 @ Y192)
(71229192, —$1I2D(y1y2))
(T1y122Y2, —212291 D (Y2) — 212242 D(y1))
(2191, —21D(y1)) * (22y2, —22D(y2))
= p(z1 @ Y1) * p(T2 @ Ya).

Seja a = >, x; @y, € D. Entdo, p(a) = (0,—> . 2;D(y;)). Assim, temos uma
implicacao induzida definida em I sobre M, ¢ : D — M dada por ¢(a) = — > . x;D(y;).
Agora, restringindo esta aplicacao a ID? obtemos a aplicacao nula, pois tomando um

gerador f=(r®1-1®2)(y®1-1®y) € D? temos

of) = (ryl—zxy—ycr+1eary)
—zyD(1) + xD(y) + yD(x) — 1D (zy)
D(zy) — D(zy)
= 0.

Tendo isto, podemos definir a aplicagao v : Q4 — M dada por ¥(}_, 2; @ y;) =
— > i D(y;). E facil verificar que ¢ é um homomorfismo, além disso, se z € A, entdo
(Yod)(z) =¢(dr) =¢(r®1—-1®x) = —2D(1)+ D(z) = D(z), V x € A. Enfim,
D =1 od.

Como consequéncia deste fato, temos o isomorfismo
Dery(A, M) ~ Hom(Qap, M).

A aplicacao d : A — Qu, ¢ chamada de derivagdo universal e denotada por du, se

necessario especificar o anel k.

Exemplo 2.2. Se A ¢é gerado como k-dlgebra por um subconjunto U C A, entao Q4
é gerado como um A-médulo por {dz| x € U}. De fato, se a € A entdo existem
r1,...,T, € U e um polinémio f(X) € k[Xy,...,X,] tal que a = f(xq,...,2,). Da

definicao de derivacgao, temos
da = Zfi(acl, .y Tp)dx;, onde f; =0f/0X;.
i=1
Em particular, se A = k[Xy, ..., X,], entdo Qa = AdX +---+AdX,, edX,...,dX,
sao linearmente independentes sobre A. Isto segue imediatamente do fato de que

existem D; € Dery(A) tais que D; X; = d;;.
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Apresentamos agora a propriedade de localizacao do modulo de diferenciais de
Kahler.

Proposicao 2.2. Se S C A é um conjunto multiplicativo qualquer, entao
(Qak)s = Qaglk
Demonstracao. A sequéncia exata de A ®;, A-mddulos
0 — Dy — AR A—>A—0,
induz uma sequéncia exata de médulos sobre o anel (A ®x A)sg, s
0 — (Dap)sers — (A®k A)sg,s — (A)sges — 0.

Mas, (A ® A)sg,s >~ As @ Ag (via ff%’t’ = 2® %) Por outro lado, Agg,s ~ As como

(A ®k A)sg,s- médulos. Usando a sequéncia exata de (Ag @ Ag)-mdbdulos,
0 — Dagpy —> As @ As —> Ag — 0,

temos (Dajk)se,s ~ Dage. Entdo, pela definicao, (Qax)s =~ Qag- H

Os proximos teoremas asseguram a existéncia de duas sequéncias exatas bastante

uteis no estudo dos mdédulos diferenciais.

2.2.1 Sequéncias exatas fundamentais e critério jacobiano

Teorema 2.3 (Primeira Sequéncia Fundamental). Dadas k-dlgebras A e B sobre um

anel k e um k-homomorfismo ¢ : A — B, a sequéncia de B-maddulos
QA|k ®a B = QB\kz i> QB|A — 0

¢ exata, onde o : Qap ®4 B — Qg dada por a(day @ b) = b - dpjp(¢(a)) € induzida
por ¢ e 3 definida como B(dpk(b)) = da(b).
Demonstragao. Precisamos mostrar que Im(a) = Ker(f). Observemos que, pelo fato

de dpja ser uma A-derivacao, temos dpja © ¢ = 0. Desse modo, (§ o a)(dapk(a) ® b) =

B(b-dpik(p(a))) = b-dpja(e(a)) = b-(dpjacy)(a) = 0 = foa = 0. Dai, Im(a) € Ker(53).
Para obtermos a inclusao contraria é suficiente provarmos que para um B-mddulo

T qualquer, a sequéncia

0— HOHIB<QB‘A,T) ﬁ) HOIIlB(QB|k,T) a—*> HOIHB(QA|k XA B,T)
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¢ exata, onde as aplicagbes o e J* definidas como a*(f) = foa e *(g) = go
f pertencem, respectivamente, a Homp(Qap ®4 B,T) e Homp(Qpa,T). De fato,
supondo que isto aconteca, fixemos T = Qg /Im(cr) e consideremos a projecao 7 :
Qpr — T. Se £ € Qui ®4 B, entdo (7o a)(§) = a(§)(mod Im(a)) = 0 em 7. Ou
seja, m € ker(a*) = Im(B*). Logo, podemos escrever m = 3*(g) = g o f para algum
g € Homp(Q2pa, T), e isto significa que ker(f) C ker(m). Uma vez que ker(m) = Im(a),
obtemos ker(3) C ker(«).

Assim, teremos concluido a demonstracao se mostrarmos a exatidao da sequéncia
0 —» Dery(B,T) —= Dery(B, T) -2 Dery (A, T),

obtida por meio dos isomorfismos: Homp(Qpja,T) ~ Dery(B,T), Homp(Qpp, T) ~
Dery(B,T) e Homp(Qap ®4 B,T) ~ Homu(Qa, Homp(B,T)) ~ Homa(Qap, T') ~
Deri(A,T). A aplicagao ¢ é a inclusao natural e ¢(D) = D o p, para D € Dery(B,T).
Seja p : k — A o homomorfismo que torna A uma k-algebra. Por definigao, D €
Dery(B,T) < D € Dery(B,T) e Dopop=0. Como Ker(¢) = {D € Der,(B,T)| D o
¢ = 0} e Im(t) = Dery(B,T), segue-se que ker(¢) = Im(¢) e isto conclui a demons-

tragao. ]

Consideremos o caso particular B = A/I, onde I C A é um ideal e ¢ = 7w é 0

homomorfismo candnico. Pelo teorema anterior,
a B
QA|k ®s B — QB\k — QB|A — 0

¢ uma sequéncia exata de B-mddulos. Observemos que dpja o7 = 0, donde Q2514 = 0.
Consequentemente, (3 é a aplicacao nula e « é uma sobrejecao. Se tomarmos a aplica¢ao
I — Qup, ®, B dada por  — dap(z) ® 1 (a barra denota congruéncia médulo I),

esta induz uma aplicagao B-linear ¢ : I/I* — Qux ®, B, definida do seguinte modo:
§(zmod I?) = dap(z) ® 1, z € I.

Teorema 2.4 (Segunda Sequéncia Exata Fundamental). Denote B = A/I. A sequéncia

I a
ﬁ 0 QA|k®aB—>QB‘A—>O

€ exata.

Demonstragao. Dado z € I, temos (a o 7)(z mod I?) = a(dap(z)®1) = dpp(r(z)) =

0. Logo, Im(6) C Ker(a). Assim como na prova do Teorema 2.1, vamos mostrar a
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exatidao da sequencia induzida

a* * I
0— HOHlB(QB|k,T) — HOIHB(QA|k X a B,T) 6—> HOIHB (ﬁ,T)

para qualquer B-modulo T'. Podemos reescrevé-la como
0 —> Der(B,T) -2 Dery(A, T) -5 Homu(I,T),

onde ¢(D) = D o 7 e o homomorfismo 7 é a restricao a /. A inclusao Im(¢) C Ker(n) é
direta. Agora, sejam d € Ker(n) e D € Dery(B,T) dada por D(@) = dpja(a). Notemos
que esta derivacdo estd bem-definida, visto que @ = b = a — b € I. Desse modo,

dpja(a —b) = 0 = dpja(a) = dpja(b) = D(a) = D(b). Além disso, dpja(a) = D(a) =
(D om)(a), ou seja, dpja(a) = ¢(D). Portanto, Ker(n) C Im(¢). O

Exemplo 2.3. Sejam k& um anel Noetheriano, A = k[X7, ..., X, anel de polinomios,
I=(fi,...,fm)e B=A/I =k[zy,...,x,], onde z; = X;(mod I). J& vimos que, neste
caso, Qa >~ A" e assim, Qu, ®4 B ~ A" ®4 B ~ B". Logo, a Segunda Sequéncia
Fundamental se escreve como

1

ﬁ5B“%%y%Q

onde §(f(mod I?)) = (%,...,%) , feTle g—i = 8‘9)1; (mod I). Consideremos o
homomorfismo ¢ : B™ — I/I?, dado por ¢(Gy,...,Gm) = 21y gifi(mod I?). Esta
aplicacao esta bem-definida, uma vez que tomando h, ..., h,, polinomios tais que h; —
gi €I, 1 <i<m,entao (h;fr—g;fi) € I? eisto implicaem (3 ;" hifi—=>_ 1", 9ifi) € I,

resultando ¢(hy, ..., hm) = ¢(Gy, ..., ,,). Agora, consideremos ¢ = o ¢. Entdo,

O(Gyye oy Gm) =0 <Zgifi<m0d 12)> _ (a<zigifi)’ L a(ZjQifi)) |

— o0x ox,,
para cada (gy,...,G,,) € B™. Como f; =0 em B, segue-se que % =>" gigg]:?.
J J

Ou seja,

of ... Oh

8.21 8$n

@(5177§m):(§177§m) :(gla>§m)@>
ox Oxn mxn

onde © é matriz jacobiana usual © tomada médulo o ideal 1.
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Enfim, a sequéncia exata
B™ -2 B" — Qg — 0,

nos permite escrever Qg = Coker(y). Ou seja, Qp); é o conticleo da matriz ©. Logo,
Qppy ~ B"/L, onde L é o submédulo de B™ gerado por df; = > 7(0f;/0X;)dX;, 1 <

1 < m.

Proposicao 2.5. Se B é uma k-élgebra finitamente gerada (ou localizac¢ao de tal k-

algebra), entao g, ¢ um B-médulo finitamente gerado.

Demonstracao. No exemplo verificamos a validade da primeira parte. Sejam R =
A/l com A = k[Xy,...,X,] e I C A ideal. Suponhamos B = Rg, onde S C R
¢ um conjunto multiplicativo. Pelo exemplo anterior, {2g);, pode ser visto como um
quociente de R". Consequentemente, ({2gj;)s pode ser visualizado como um quociente
de R% = B™. Assim, pela Proposicao , (Qpjk)s ¢ finitamente gerado. O resultado
segue da Proposicao [2.2] O]

Por fim, vamos apresentar uma versao do critério jacobiano. Antes, necessitamos
de resultados cujas demonstragoes podem ser encontradas em [14], assim como todos

os resultados e defini¢coes apresentados nessa sec¢ao.

Proposicao 2.6. Seja (A, m) uma anel local contendo um corpo k isomorfo ao corpo
residual A/m. Entéo, a aplicagdo ¢ : m/m? — Qu, ®4 k (da Segunda Sequéncia

Fundamental) é um isomorfismo de k-espagos vetoriais.

Proposicao 2.7. Seja (B,m) um dominio local Noetheriano com corpo residual k =
B/m e corpo de fragdes K. Suponhamos que M é um B-mdédulo finitamente gerado e
que dimy (M ®p k) = dimg (M ®@p K) = r. Entao, M é B-livre de posto r.

Para o proximo resultado recordemos algumas nocoes da Teoria dos Corpos, que
também serdo tteis no terceiro Capitulo. Uma extensado de corpos K|k é dita sepa-
ravelmente gerada sobre k, se K possuir uma base de transcedéncia {z,} tal que a
extensao de corpos K|k(...,xy,...) seja algébrica e separavel. Dizemos que um corpo

k é perfeito se toda extensao algébrica L D k for separavel.

Proposigao 2.8. Seja K|k uma extensao de corpos finitamente gerada sobre k. Entao:
(1) dim(Qgpe) > gr.tr(K|k);
(2) Ocorre igualdade em (1) se, e somente se, K|k é separavelmente gerada;

(3) k perfeito implica em K|k separavelmente gerada.
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2. Derivacoes e Diferenciais de Kahler

Finalmente,

Teorema 2.9 (Critério Jacobiano). Seja (B, m) um anel local contendo um corpo k
isomorfo a B/m. Suponha k perfeito e que B é uma localiza¢io de uma k-dlgebra

finitamente gerada. Se r = dim(B), entdo
Qp ~ B" < (B, m) € reqular.

Demonstragdo. Suponha que Qp, é B-livre com posto r = dim(B), isto é, Qp)x ~ B'.
Entao, Qp ®pk ~ B"®p (B/m) ~ k". Pela Proposi¢ao , temos Qp, @pk ~ m/m?,
Logo, dimy(m/m?) = dimy(Qp, ®p k) = dimg(K") = r = dim(B). Portanto, (B, m) é
regular.

Reciprocamente, supondo B regular com dimensio r, temos dim(m/m?) = r. Con-
sequentemente, a Proposicao implica em dim(Qpr ®p k) = r. Além disso, por
hipotese, B é um dominio e podemos considerar seu corpo de fracoes K. Pondo
S = R\(0), temos Qg ® K = Qpi @ Bs ~ (Qpr)s =~ Qpgr = Qkpe- Como k
é perfeito, a extensio K|k ¢ separavelmente gerada (Proposi¢ao 2.8 (3)) e assim,
dimy,(Qp ® K) = gr.tr(K|k) (Proposicao [2.6, (1)). Por um lado dim(Qp) ® K) =
dimy(Qkx), e por outro, gr.tr(K|k) = dim(B). Logo, dim(Qpg ® K) = r. Agora,
aplicando a Proposicao temos (), finitamente gerado. Assim, todas as hipdteses
da Proposicao sao satisfeitas, de modo que Qp), ~ B'. O
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Capitulo 3

Algebra Simétrica e o Dual

Jacobiano

No primeiro capitulo, apresentamos na secao 1.3 a definicao da algebra simétrica
de um médulo, sua propriedade fundamental e alguns exemplos. Deixamos um estudo
mais geral dessa algebra para este capitulo, por meio de alguns resultados e do conceito
de Dual Jacobiano apresentados por Simis, Ulrich e Vasconcelos, no artigo intitulado
Jacobian Dual Fibrations ([20]).

Ao longo deste capitulo consideraremos médulos com apresentacao linear, isto €,
modulos cujas matrizes de apresentacao possuem apenas entradas lineares. A algebra
simétrica de tais médulos possui propriedades tinicas e pode ser vista por um outro
angulo, por meio do dual jacobiano.

Dado um A-médulo M com uma apresentacao
Ami>An_>M_)0 QOZ(CLZ‘j),

a algebra simétrica de M é o anel quociente A[TY, ..., T,]/J (ver|l.15)), onde J é o ideal

gerado pelas formas lineares
fj:ale1+...+aann, jzl,,m

Assim, o ideal de definicao de sua algebra simétrica pode ser escrito, de maneira tnica,

por um produto de matrizes
J:[flu---yfm]:T'(P, T:[Tl,,Tn]

Podemos reescrever as equagoes em J e obter uma dualidade para Sym(M) ( [28],

Capitulo 1). Seja X = [X;...,X,] um ideal contendo as entradas de . Entao,
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3. Algebra Simétrica e o Dual Jacobiano

podemos escrever

J=X-B(y),

onde B = B(p) é uma matriz d x m, cujas entradas sao formas lineares nas T; varidveis
e que depende da escolha do conjunto de geradores { X7, ..., X;}. Quando as entradas
da matriz ¢ sao formas lineares nas variaveis X;’s, com coeficientes em algum subanel
k, entao B é bem-definida. De fato, quando ¢ é a matriz jacobiana de J com respeito a
T, B(p) é a transposta da matriz jacobiana de J com respeito a X. Podemos associar
a matriz B a um homomorfismo B : k[T]™ — k[T]?, por abuso de terminologia. Esse
homomorfismo define um k[7]-médulo F' = coker(B) e o denominamos dual jacobi-
ano de M. O termo “dualidade’refere-se ao fato de que na construcao, tomamos a
transposta da matriz jacobiana.

Vamos assumir que A = k[X] = k[Xi,...,Xy] é um anel polinomial ¢ M é um

A-modulo finito com uma apresentacao linear
A™ L5 A 5 M — 0,

onde as entradas de ¢ sao lineares. Existe uma matriz B cujas entradas sao formas
lineares em k[T] e que satisfaz a condi¢ao T - ¢ = X - B. Considere o conticleo F' de

B, cuja apresentacao linear é
k[T 25 k[T — F — 0.

Neste caso, existe um isomorfismo entre as respectivas algebras simétricas dos médulos
M e F, asaber, Symy (M) ~ k[X,T]|/J (¢) ~ Symyq(F), onde J(p) é gerado pelas
entradas da matriz produto T - ¢ = X - B ([10]).

Esta dualidade permite a alternancia entre as representacoes, de modo que uma
questao sobre um anel d-dimensional, transforma-se na mesma questao para um maodulo
gerado por d elementos, sobre outro anel. Além disso, quando Sym 4(M) é um dominio,
vale d+rk(M) = n+rk(F). De fato, se Sym (M) é A-livre de torgao, entdo M satisfaz
Fo e a igualdade segue de resultados obtidos em [§] que discutiremos adiante. Podemos

obter mais informacoes sobre a matriz B se considerarmos algumas condigoes:

Proposicao 3.1. Seja M um mdédulo sobre k[ X1, ..., X ], com uma matriz de apre-
sentacao p, de tamanho n x d, cujas linhas sao sizigias das variaveis X1, ..., X;. Entao,

B é uma matriz antissimétrica.

Demonstra¢ao. Como X-B = Ty e as linhas de ¢ sao sizigias das variaveis Xy, ..., Xy,
temos
X -B-X'=T-p-X"=0.
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3. Algebra Simétrica e o Dual Jacobiano

Ou seja, pondo B = (bij)(axa) € ¢ = (@ij) (nxa), temos
d d d
i=1 i=1 i=1

Colocando as varidveis em evidéncia, comecando por X7, obtemos
Xy - (Xibin + Xoboy + ...+ Xabay + Xobio + ..o+ Xabia) + ...+ Xa - (Xabag) = 0.
Mas, isto ocorre se, e sO se, cada coeficiente for nulo. Entao, para X, temos

X1b11 + nggl + ...+ dedl + nglg + ...+ deld =0
= X1b11 + Xg(bgl + blg) + ...+ Xd(bdl + bld) =0

Novamente, isto s6 acontece se cada um dos coeficientes for nulo. Deste modo, temos
bi1 = 0,b1; = —bj1, para j = 1,...,d. De modo andlogo para as demais variaveis Xj.
Assim, b; =0, Vi=1,...,d e b, = —b;; para j #1, com ¢,j = 1,...,d. Portanto, B

é uma matriz antissimétrica. O
Consideremos o seguinte lema:

Lema 3.2. Sejam A um anel comutativo, X = Xi,..., X, elementos de A e a =
(az,...,aq) um bordo de grau 1 do complexo de Koszul em X. Entao, existe uma

matriz antissimétrica C', de tamanho d X d e com entradas lineares em A, tal que
a=X-C.

Demonstracao. O conjunto das matrizes antissimétricas é um espaco vetorial. Assim, a
combinacao linear de matrizes antissimétricas é ainda uma matriz antissimétrica. Por

essa razao, ¢ suficiente considerar o caso em que a é uma relacao trivial de X. Entao,

podemos assumir que (aq,...,aq) = (X2, —X3,0,...,0). Agora, tomemos
0 —1
10
C =

O

]

Proposigao 3.3. Sejam A um anel Noetheriano local, X = X, ..., X; uma sequéncia
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3. Algebra Simétrica e o Dual Jacobiano

A-regular e M um A-médulo com uma apresentacao linear
A 25 A — M — 0,

tal que p- Xt =0e S = A[T| = A[Ty,...,T,]. Entao, existe uma matriz antissimétrica

B de tamanho d x d, com entradas lineares nas variaveis T', de modo que
T-p=X-B.

Demonstracao. Seja ¢; a i-ésima linha de ¢. Como @; - X' = 0 e X é uma sequéncia
regular, temos ; pertencente ao modulo dos bordos de grau 1 do complexo de Koszul
em X. Entao, pelo lema anterior, existe uma matriz antissimétrica C; com entradas

em A tal que ¢; = X - C;. Agora, basta tomar B =", ¢;T; n

Nosso interesse em estudar a algebra simétrica de um modulo, traduz-se em ex-
plorar condicoes sob as quais obtemos a Cohen-Macaulicidade de tal algebra. No
capitulo anterior, comentamos que a Cohen-Macaulicidade da &algebra simétrica im-
plica na condicao Fy e quando essa algebra é um dominio, vale F;. Agora, iremos ver
uma situagao em que a reciproca acontece.

Suponhamos que (A, m) é um anel local regular com dim(A) =d >3 e M é um

A-moédulo com uma resolucao livre minimal da forma

0— A Ad 2 am s M 0,

com os X/s formando uma sequéncia A-regular. Estas hipdteses equivalem a dizer que
o segundo numero de Betti, 2(M), é igual a 1, pd(M,;) < 1 para todo ideal primo q de
A tal que q # m e, uma vez que rk(M) = n—d+ 1, temos p(M) = dim(A) +rk(M) —1
(Proposicao item (4)). Pondo Q = A[T] = A[Ty,...,T,] e X = [Xq,..., X4, pela
Proposigao |3.3] existe uma matriz B antissimétrica de tamanho d x d com entradas

lineares em @, tal que T'- p = X - B.

Teorema 3.4. Sejam (A,m) e um A-mddulo M definidos como acima. Suponha que

d = dim(A) € um nimero impar.

(1) Se M satisfaz a condi¢ao Fy, entao Sym(M) é um anel Cohen-Macaulay de tipo
2.
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(2) Se M satisfaz Fy, entdo M € de tipo linear.

Para a demonstracao desse teorema precisamos de um resultado obtido por Simis
e Vasconcelos em [18] que fornece uma estimativa para dim(Sym(M)), o qual vamos

apresentar aqui como lema. Antes disso, consideremos a definicao do nimero de Foster:

Definigao 3.1. Sejam A um anel e M um A-médulo. O ntimero de Forster de M ¢é

b)Y = sup {dim(Afp) + (M)},

peSpec(A)
Huneke e Rossi mostraram em [§] que dim(Sym(M)) = b(M) e by(M) = dim(A) +
rk(M) é um limite inferior para b(M). Consideremos A™ —2» A" — M — 0, uma

apresentacao de M, e a condi¢ao (*):
ht(Li(p)) = 1k(p) =t +1, 1<t <r1k(p).

Notemos que (*) significa que M satisfaz a condi¢ao Fy. Seja mg = rk(y), de modo
que rk(M) = n —my. Sem perda de generalidade, podemos assumir que A é local com

dim(A) = d. Consideremos agora, a cadeia descendente de conjuntos afins fechados

V(Liny(9)) 2 ... 2 V(I1(p))

e um ideal primo p de A. Se I,,(¢) € p, temos rk(M/pM) = p(M,) = n — mg

(Proposigao [1.6] item(3)). Dai, dim(A/p) + rk(M/pM) < dim(A) + rk(M) = bo(M).
Por outro lado, se p € V(I;(p))\V(I;_1(¢)) temos, pela mesma razao anterior,

rk(M/pM) =n—t+ 1. Se (*) ndo é violada em ¢, entao ht(p) > my —t + 1 e assim,

dim(A/p)+rk(M/pM) < dim(A)—ht(p)+rk(M/pM) < dim(A)—mo+t—1+n—t+1 =

dim(A) + rk(M) = by(M). Isto prova o seguinte resultado:

Lema 3.5. Sejam A um dominio catendrio equidimensional (Defini¢ao e M um

A-mdédulo finito que satisfaz a condi¢ao (*). Entao,

dim(Sym 4 (M)) = bo(M)

Agora, podemos provar o teorema.

Demonstragao. (Teorema [3.4) Segue da definigdo de B que Sym(M) = Q/(X - B).
Note que A é Cohen-Macaulay, portanto, catenéario(prova do Teorema |1.14]) e equidi-
mensional (isto é valido devido ao Teorema|l.11] item (4)). Logo, supondo que M satis-

faz Fy, temos dim(Sym(M)) = d+rk(M) = n+ 1, pelo lema anterior. Ja a Proposicao
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[1.13] nos garante a Cohen-Macaulicidade de @ e novamente usando o Teorema [I.11
(item (4)), obtemos que ht(X - B) = dim(Q) —dim(Sym(M)) =d+n—(n+1) =d—1.
Como B é uma matriz antissimétrica d X d com entradas homogéneas, segue-se da
Proposicao [A.2] a existéncia de um ideal I perfeito (isto é, grade(I) = pd(A4/I))) e
quase intersegdo completa (é tal que u(I) = ht(I) + 1)), o qual é vinculado ao ideal
(X - B) via linkage([10], definicao 2.1 e prova da proposicao 5.9). Entdo, (X - B) é
um ideal perfeito e isso prova (a), uma vez que um ideal J C A é dito perfeito se, e
somente se, A/.J é Cohen-Macaulay.

Agora, suponhamos que M satisfaz F;. Como pd(M,) < 1 para todo q # m €
Spec(A), segue-se do Teorema que M, ¢ de tipo linear. Entao, qualquer elemento
de A-torcao de Sym(A) é aniquilado por uma poténcia de m. Por outro lado, nossa
hipé6tese implica na validade da parte (a). Ou seja, Sym(A) é Cohen-Macaulay. Logo,
ht(mSym(A)) = dim(Sym(A4)) — dim(Sym(A)/mSym(A)) =n+ 1 — p(M) = 1. Dali,
mSym(A) contém um elemento nao divisor de zero de Sym(A). Portanto, Sym(A) é

livre-de-torcao e por defini¢ao, temos M de tipo linear. O

Teorema 3.6. Sejam M um A-mddulo definido como no teoremal3.4| e F' = coker B so-
bre o anel Q = A[T|. Escreva G e H para os ideais mazimais irrelevantes de Sym (M)
e Symg(F), respectivamente. Se M satisfaz Fo, entdo rko(F) = 1 e (Symg(F))u €

uma deformagdo de Symy,(F))q.

Demonstracao. Por definicao, um anel Noetheriano local S é uma deformacao de um
anel Noetheriano local R, se R ~ S/(y) com (y) uma S-sequéncia regular. Pelo teorema
anterior, Sym,(M) é Cohen-Macaulay com dimensao igual a n + 1 . Uma vez que
(Symu (M), G) e (Symg(F), H) sao anéis locais-graduados, temos dim(Sym,(M)) =
dim((Sym4 (M))¢q) e dim(Symg (F7)) = dim((Symg(F'))r). Seja W = [W; - -- Wy, onde

cada W; é uma nova variavel sobre () e Sme(F ) ~ (%@)- Dessa representacao, vemos
que a dlgebra (Symg(F))g médulo a sequéncia wy — 1, ..,wy — x4 ¢ especializada

para (Sym,,(F))g. Ou seja,

(Symq(F))u
~ S F)a.
Entao, o que temos de fazer é provar que wy — @1,...,wq — Tq ¢ uma (Symg(F')) -

sequéncia regular. Facamos [ := (w; — 2;, 1 < i < d) C (Symg(F))y. Resulta do

isomorfismo acima que
dim(Symg(F)) = dim((Symg(F))g) = dim(Sym,(M)) +ht([) <n+d+1,

e a desigualdade decorre do Teorema do Ideal Primo de Krull (TIP) (A.4). Como
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Q[W] é Cohen-Macaulay, sabemos que ht(W - B) = dim(Q[W]) — dim(Symg(F)) =
2d+n—dim(Symg(F)). Dai, obtemos ht(W-B) > 2d+n—(n+1+d) = d—1. De forma
analoga ao teorema anterior, segue da Proposicao que o ideal (W - B) é perfeito
com altura igual a d — 1, implicando na Cohen-Macaulicidade de Sym(F). Uma vez

que tal propriedade mantém-se por localizacao, o anel (Symg (F')) ¢ Cohen-Macaulay.
Logo, pelo Teorema [1.11] (item (4)), temos

dim((Symg(F))r) = dim(Q[W]) — ht(W - B) = dim(Sym 4(M)) + d.

Agora, notemos que dim((Symg(F))r/I) = n+ 1. De fato, visto que (Symg(F))y €
Cohen-Macaulay e ht(I) < d (TIP), temos

dim(I) = dim((Symg(F))g) —ht(I) >d+n+1—-d=n+1.
Suponhamos que vale a desigualdade estrita. Entao, pela Proposicao [1.7] segue-se que
d4+n+1<dim(l)+d<n+d+1,

mas isto é um absurdo. Disto, segue-se, novamente da proposicao [I.7, que w; —
T1,...,wqg — Tq é parte de um sistema de parametros do anel (Symg(F))y. Uma
vez que para um modulo Cohen-Macaulay, x = x4, ..., z, é uma M-sequéncia regular
se, e somente se, dim(M/xM) = dim(M) — r (Teorema [1.11] item(3)), segue-se que
Wy — T1, ..., Wq — Tqg ¢ UMa sequéncia regular em (Symg(F)) g

Agora, a segunda parte do teorema. Decorre da Proposicao (item(4)) que
rkg(F) = d — rank(B). Como B é uma matriz antissimétrica, seu posto é um nimero
par. Assim, pode ser no maximo igual a d — 1. Dai, rkg(F) > 1. Por outro lado,
dim(Symg(F)) > bo(F) = dim(Q) + rk(F). Assim, rko(F) < dim(Symg(F)) —
dim(Q)=n+14+d—-d—-—n=1. O

Exemplo 3.1. Sejam 1, x9, £3 uma sequéncia regular em um anel regular local (A, m)

com dimensao igual a 3. Considere a matriz 3 x 4

T

€3

com entradas em m, tal que ht I3(A) > 2. Seja M o ideal gerado pelos menores de
ordem 3 da matriz A obtidos mantendo-se fixo a primeira coluna. Assim, u(M) = 3,
rk(M) =1 e oideal I1(p) = I3(A), onde ¢ é matriz de apresentagao de M. Entao, M
satisfaz a condicao F e assim, satisfaz as hipoteses dos Teoremas e 3.6
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Capitulo 4

Algebra Simétrica do Mddulo de

Diferenciais de Kahler

Neste capitulo estudamos a algebra simétrica de um moédulo especifico: o maodulo de
diferenciais de Kdhler (£24/1) sobre um anel A reduzido, essencialmente de tipo finito
sobre um corpo perfeito & (uma algebra é dita essencialmente de tipo finito sobre um
corpo k, quando é a localizagdo de uma algebra finitamente gerada sobre k). Veremos
condicoes sob as quais relacionamos fortemente as propriedades de ser reduzido e livre
de tor¢ao, bem como ser reduzido e regular.

Recordamos, inicialmente, as condicoes de Serre: um A-mdédulo M satisfaz a
condicao (i) de Serre se depth(M) > min(k, dim(M,)), para todo ideal primo p de A,
e o anel A satisfaz a condigao (Ry) de Serre, se p € Spec(A) e ht(p) < k, entao A, é
regular. Todo anel reduzido satisfaz a condigao (Ry) e (S1) de Serre, isto é, todo primo
associado é minimal e a localizagao nestes primos é regular.

Como estamos supondo A reduzido, temos Ass(A) = Min(A) e A, regular para
todo p € Ass(A). Pelo critério jacobiano ([2.9), Qa,i ¢ Ap-livie. Como (Qap)p =~
Qu,x V p € Spec(A), segue-se que o A-médulo €24, ¢ genericamente livre (dizemos
que um A-mdédulo M ¢ genericamente livre se M, ¢ Ay-livre para todo ideal primo
associado p de A).

Denotaremos a dlgebra simétrica e a dlgebra de Rees de €4 por S, := Sym 4 (Qax)
e Rk := Ra(Qajk), respectivamente. Quando A é um anel regular, Sy, e R, coin-
cidem, mas caso contrario, podem apresentar diversas diferencas e suas respectivas
propriedades exercem diferentes impactos sobre o anel de base A. Os resultados desse
capitulo, exceto os Lemas e [4.2] encontram-se originalmente no artigo de Simis,
Ulrich e Vasconcelos, Tangent Algebras ([21]).

Antes de apresentarmos um dos mais importantes teorema deste trabalho, precisa-

mos de dois lemas os quais veremos a seguir.
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Lema 4.1. Seja B uma A-dlgebra. Se B, é reduzido para todo p € Ass(A), entao
B/Ta(B) é reduzido.

Demonstracao. De fato, pela Definicao (1.3

Ta(B) =Ker(¢: B— S7'B), onde S = A\ | ] »
peAss(4)

Pelo Teorema dos Isomorfismos, B/7a(B) ~ Im(¢). Assim, assumindo que o anel nao
necessariamente contém 1, basta mostrarmos que o anel S™'B ¢ reduzido, uma vez que
subanel e localizacao de um anel reduzido também é reduzido.

Seja £ € S7'B um elemento nilpotente (de modo geral, tomamos g, mas sendo

1
nilpotente, temos g = %) Por hipétese, % é nulo em B,. Logo, para todo p € Ass(A),
existe s, € A\p tal que spb = 0. Isso mostra que 0 :4 b & p,V p € Ass(A). Assim,
0Oabd UpeASS(A)p’ Ou seja, existe s € 0 :4 b tal que s ¢ p,V p € Ass(A). Logo,
sESessz,oqueimplicaem%:0.

Portanto, B/Ta(B) é reduzido. O
Consequentemente, temos

Lema 4.2. Se B é uma A-algebra livre de torcao e B, é reduzido para todo p € Ass(A),

entao B é reduzido.

Teorema 4.3. Seja A um anel reduzido, essencialmente de tipo finito sobre um corpo
perfeito k. Assuma que para cada p € Spec(A) nao-minimal ezxiste uma representagdo
A, ~ R/I, onde (R,n) € um anel regular local, essencialmente de tipo finito sobre k e

I C R € um ideal satisfazendo

T 3
u( - ) < dim(R) — 1.

n

Entao, Sape € reduzida (se e) somente se é A-modulo livre de tor¢ao (isto é, Qay € de

tipo linear).

Demonstragao. Como argumentamos no inicio desse capitulo, o A-médulo €4, é gene-
ricamente livre. Logo, Symy, ((€4)x)p) ¢ um anel de polinémios sobre A e assim, redu-

zido. De modo geral, para M e N médulos sobre A vale que (M ®4 N ), ~ (M, ®a, Ny).

Por definigao, Sym(M) = %, IT=(xy—yz|lx,ye M) CTa(M). Dai, temos
0 seguinte
(TA(M))y (TA(M))
Sym, (M,) = ———= = = (Sym 4 (M)),.
Ap( P) (I)p T . ( A( ))P
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Assim, (Symy(Qak))p = Symy, ((Qapr)y). Entdo, segue-se que o anel (Sym 4(Qapx))p
é reduzido para todo p € Ass(A). Portanto, pelo Lema , obtemos a prova da parte
(=) do teorema.

Reciprocamente, seja 7 C Sy o submddulo de A-torcao de Sy, e suponhamos
que 7 # 0. Por hipétese, Sux é reduzido, consequentemente (Sa), ¢ reduzido para
todo p € Ass(A) e pelo Lema , temos Sux/7T reduzido. Isto é vélido se, e s6 se, T
¢ um ideal radical. Como todo ideal radical se escreve como uma intersecao de ideais
primos, temos 7 = Py N ... N P, com algum P; € Min(S4).

Observemos que, se p € Min(Sa,) é tal que pN A € Ass(A), entdo T C p. De fato,
basta vermos que se b € T, existe s € mpeASS(A) A\p, tal que sb =0 € p. Ou seja,
f(s)b =0, onde f: A— Sy, é o homomorfismo que induz a estrutura de k-dlgebra de
Sajk- Suponha que f(s) € p, entao s € pN A € Ass(A), absurdo.

Suponhamos que para todo ideal primo p € Min(Sy), o ideal p N A é um primo
associado no anel A. Nossa observagao diz que 7 C p, V p € Min(Syp). Assim,
T C ﬂpeMin(SA‘k) p = {0}, pois Saj; é reduzido. Entéo, da nossa hipdtese, segue-se que
existe algum primo minimo p de Sy, tal que pN A ¢ Ass(A4). Tome P um ideal primo
de A, minimo entre essas contragoes (a partir de agora, ao longo dessa demonstracao,
adotamos a notagao P para os ideais primos de A e p para os de Sy, a fim de evitar
confusdo na argumentagao seguinte). Isto é, P = pN A ¢ Ass(A) e se existir outro
ideal P" =pnN A & Ass(A) tal que P/ C P, entao P’ = P.

Uma vez que a localizacao em P nao altera a hipdtese e a tese do teorema, con-
sideremos A = Ap, Qi = (Qapr)p, Sak = (Sap)p ¢ Pp = m. Notemos que, se
p € Min(Sapk) e mSa € p, entdo pN A € Min(A) e consequentemente, 7 C p. Dali,
T NmSyr CpVp e Min(Sypg), pois do contréario, existiria p; € Min(Sa) e s €
T NmSy, tal que s € p;. Ou seja, terfamos mSy, € p; e assim, T C p;, 0 que seria

absurdo, pois s € T C p;, mas s € p;. Logo, da hipétese S|, reduzido, deduzimos que

{ot="[) »

peMin(s,,)

Além disso,

TﬂmSA‘k C ﬂ p.

peMin(s.,)

Assim, temos uma relagao crucial
T NmSyy =0. (3.1)

Agora, pelas condicoes iniciais do teorema, Q4 é A-livre com posto n 1= p(Qa)(ver
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comentario no inicio desse Capitulo). Entao, Q4 ~ A™(Corolario e assim, obte-
mos que Qapp/mQape =~ Qap ®a A/m >~ A" @4 A/m ~ (A/m)". Ou seja, Qap/mQap,
é um A/m-mdédulo livre e disto podemos afirmar que sua &lgebra simétrica é um anel
de polinomios sobre K := A/m, com n variaveis (ver exemplo . Pela Proposicao
temos o isomorfismo Sap,/mSk ~ Symy (Qap/mQap). Logo, Ssk/mSay é um
anel polinomial sobre K com n variaveis. Considere as sobreje¢oes

(b:SA\k_» SA“C ZK[Tl,,Tn]

mSA‘k

¢’7— : T_»Im(¢‘7—) - K[Tla v 7Tn]

Pelo o Teorema dos Isomorfismos, 7 /7 N mSay ~ Im(¢|7). Logo, segue-se da igual-
dade (3.1) que T é aplicado isomorficamente sobre sua imagem no anel polinomial
Sapk/mS Ak

Como vimos na secao 1.3, o anel polinomial Syj,/mS4p, pode ser tomado com a
graduacao standard. Sejam h(t) := dimg((T);) e 7 := min{t > 0| (T); # 0}, onde
(T):¢ é a componente homogénea de grau t de T e r o grau inicial de T. Seja f € (7).

e t > r, consideremos a aplicacao multiplicacao por f,

Pt f = (K[Tl, ... 7Tn])t—r _f> T)t
It_T — f . It—r

definida sobre uma base do K-espaco vetorial (K[T1,...,T,]);, formada por mondémios
de grau t — r. Essa aplicacao faz sentido, pois um multiplo de um elemento de
tor¢do claramente também é de torgao e, é injetiva. Dai, h(t) > dimg(Im(pyr)) >
dimg ((K[T1,...,T,])t—r). Como é conhecido, a dimensao do ultimo K-espago é um

nimero binomial de modo que, para todo t > r, temos a estimativa:

t—r+n-—1
s (1),

Agora, tomemos a representacao A ~ R/I, dada por hipétese. Escrevamos m :=
p(I +n3/n3) e consideremos o anel local (A,m) := (A/m? m/m?). De modo similar ao

Exemplo , obtemos uma apresentacao A-livre de Q4

Ami)AnHQA“C —)0,
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onde © é a transposta da matriz jacobiana. Tensorizando essa sequéncia exata por A
sobre A, obtemos
(A" — (A)" — (A) @4 Qayr, — 0.

Aplicando o funtor poténcia simétrica S,(e),, tomando os termos de grau fixo, temos,

para cada t > 1, uma sequéncia exata

n

(A)" ®a 54 (A), , — Sa(A)] — A®4 Sa(Qap)e — 0.

Dai,

Sa((A)™)i—1 — Sa((A)")e — SalQap)e — 0.

Agora, tomamos ¢ : Sa(Qa/k)e — mS4(Qayr): tal que para cada monomial g perten-
cente a base do K-espaco Sa(£24/x)¢, sua imagem por ¢ é dada por ¢(g) = Zle a;g,
onde {ay,...,aq} é um conjunto minimal de geradores de m. Tal aplicagao nos permite

obter a seguinte sequéncia exata:
0— (T)t — SA(QA/k)t i) mSA(QA/k)t — 0.

Da igualdade (3.1), segue-se que esta sequéncia cinde, ou seja, (7); é um somando
direto de S4(Q4/x):. Notemos que (7); =~ (K)®*® e de modo andlogo, temos (K)®"")

somando direto de (A) ®4 S4(Q Alk)t- Este somando cinde e tem complemento direto.

Isto é, (m)®"®) ¢ somando direto da imagem de (A)™ @+ Sa ((Z)n)t,l em Su ((A)n)
e isto implica em dimg((A)™ @5 Sa ((Z)n)t_l) > dim((A)®"®). Logo,

m-(t‘jf_f‘l)zumﬁ)h(t)zu(m)(t‘f_j‘l) = 2 e (),

t

para t > 1. Pela hipdtese de existéncia da representacao A, ~ R/I, podemos supor
que I C n? e vemos que dim(R) = ug(n) = /L%(‘I’L/I). Por outro lado, ,u?(n/l) =
pa(m) = pg(m). Portanto, dim(R) = ux(m), mas isto contradiz a hipdtese que
m < dim(R) — 1. O

Esse resultado tem uma curiosa consequéncia geométrica: Se A é um dominio local
com uma singularidade isolada que é essencialmente de tipo finita sobre um corpo
perfeito k, e a algebra simétrica de A é reduzida, mas nao um dominio, entao o ideal

de definicao de A tem de conter “muitas” quadricas.
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Exemplo 4.1. Sejam A = k[X]/I5(X), onde (X) é a r-matriz cataléctica

X1 Xe Xz Xy
( Xep1 Xep2 Xogz Xopa >
com 1 < r < 4. Quando r = 4 obtemos a matriz genérica de tamanho 2 x 4 e para
r = 1, a usual matriz genérica 2 x 4 de Hankel. Além disso, A é Cohen-Macaulay em
todos os casos, sendo uma especializacao da situagao genérica. Se 1 < r < 2, a algebra
Sajr nao ¢ Cohen-Macaulay e também nao ¢é livre de torcao. Quando 3 < r < 4, por
meio de um cédlculo computacional, temos S 4, Cohen-Macaulay e livre de torcao, pois
grade([;(X)) > r+4 > 7 = 2ht([2(X)) + 1 = rk(X) + 1, ou seja, satisfaz (F), e o
resultado segue de [19], Proposi¢ao (3.3).

Quando a dimensao do anel A é igual 1, o Teorema pode ser mais preciso e
apresenta-se como um analogo da conhecida e resistente conjectura de Berger: Se A é
um dominio completo, de dimensao 1, finitamente gerado como algebra sobre um corpo
algebricamente fechado, cujo moédulo de diferenciais universalmente finito é livre-de-
torgao, entao A é regular.

Facamos antes algumas observagoes bastante titeis para demonstracao dos préximos
resultados: Se (A4, m) é local e equidimensional (Defini¢ao , entao 4, tem posto,
dado por

rank Qup, = dim(A) + gr.tr, (A/m). (3.2)

Para um anel ndo necessariamente local, temos em [22], a igualdade

p((Qa)p) = edim(Ay) + gr.tr (Ap/pA,), (3.3)

onde edim(A,) = u(pA,). Estas igualdades nos permitem expressar a condi¢ao Fj
em termos da dimensao de imersao local. A saber, (1,4, satisfaz a condicao Fj, se, e

somente se, edim(A4,) < 2dim(A,)—k, para todo ideal primo p € Spec(A) nao-minimal.

Teorema 4.4. Sejam k um corpo algebricamente fechado e A = k[[xy,...,x,]] um

dominio de dimensao 1. Entao, Say, € reduzido (se e) somente se A € regular.

Demonstragao. O anel A ¢ local com ideal maximal m = (zy,...,2,) ¢ edim(A) = n.
Supondo A regular, temos €24, A-livre, como ja comentamos. Entao, Sy, ¢ um anel
polinomial sobre o anel reduzido A e isto implica em S 4}, reduzido.

Agora, suponhamos que Sy, ¢ reduzido. Vamos provar o teorema por contradicao,
assumindo que n > 2. Pelo Teorema Principal de Zariski, o fecho inteiro de A é o anel

de séries de poténcias k[[t]] em uma varidvel. Denotando por v(—) a valoragdo t-ddica,
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podemos arranjar de tal forma que temos
v(xy) <ov(zg) <v(xg) < -+ <wv(zy,)

e v(xa)/v(z1) um nimero nao-inteiro, devido a minimalidade de n (a condigdo para
v(z;), para j > 3, pode ser vazia se n = 2). Escrevamos A = k[[X,..., X,]]/] =
(fi,--y fm), com f; € (X1,...,X,)? T; = dX; e t; = dzj, onde d denota a derivagao
universal. De modo andlogo ao caso A = k[zy,...,z,]/I, obtemos que Q4 € o conticleo
da matriz (©(mod I))T. Entao, pela Proposigao |1.15) temos

ATy, ...\ T,
SA|k§A[t1,...,tn]: [ ! ] y

(S emyi<i<m)
J

onde 0f;/0x; = 0f;/0X; (mod I). Claramente estes elementos estao contidos no ideal
maximal m de A.

Denotemos apenas por 7 a torgao de S,j,. A hipdtese que Sy, € reduzido acarreta
em 7 N mSy, = 0, assim como em (3.1). Em particular, Supp(mSa,) NV (mSa) C
V(T + mSap,) como subconjunto de Spec(Saj;). Lembre-se que, por defini¢ao, R4y, =
Sapk/T. Utilizando algumas propriedades de anéis quocientes, chegamos ao isomorfismo
Sak/(T + mSap) ~ Rap/mRyp. Pela Proposicao [A.11] temos dim (R 4/mRa) =
(M) = rk(Q2a). Por outro lado, k algebricamente fechado implica em k ~ A/m,

consequentemente, gr.tr,(A/m) = 0. Usando (3.2), obtemos

Consideremos o ideal (mS g, t3, ..., tn) C Sap, € 0 isomorfismo S,/ (MSapk, ts, - .. 1)
A[Ty, T5]) /mA[T,T5], o qual nos permite concluir que ht((mSay, t3,...,t,)) =3—-1=2.
Logo, (mSa,ts, ..., t,) ndo pertence ao Supp(mSyu), pois do contrario, da seguinte

sobrejecao Sap/(T + mSak) = Sak/(MSapk, ts, ..., ), teriamos
1= dim(SA|k/(T+ mSA|k)) Z dim(SA‘k/(mSAw, tg, e ,tn)) = 2,

mas isto ¢ absurdo. Assim, (MS4k)(ms Aloryontn) = 0. Tomemos a apresentacao

Sak AT, T -
(t37---,tn) - J , onde J =

df; df;
fig, O

T i)
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e consideremos a sobrejecao

SA|k SA|k
- .
(3, ..., tn) (mSapk, ts, ..., tn)

Entao,

S
Alk >:3—2:1.
(mSA|k,t3, R ,tn)

0 < ht(J) < dim(A[T}, T]) — dim (

Logo, ht(J) = 1 = ht(mA[T},T3]). Agora, localizando em mA[T}, T3], temos ainda,
ht(T ATy, To)wan 1) = 1 = ht(mA[Ty, To)wair, 1)) Por definicao, existe um primo
minimal de R = A[T\, Tolmar 1)/ T AT, Tolmair, 1), cuja altura é igual a 1. Isto im-
plica na igualdade Min(A[T1, Tolmar, 1)/ T AT1, Tolwar ) = {mA[T, Tolwapr m) }-
Segue-se que o ideal J ¢ radical, uma vez que Sy ¢ reduzido. Ou seja, J ¢ a in-
tersecao dos ideais primos q € Min(A[T}, T3]/ J). Como a localizagao de um primo mi-
nimal também é um primo minimal e comuta com interse¢ao, temos J A[T}, T3] ATy, T5)

ideal radical. Logo,

WA, Tolwarr 1) = T AT Tolwarn 1)

E regra geral o seguinte fato: Sejam I,J e p ideais de um anel B, com p € Spec(B)
el C J. Entao, I, = J, & I : J ¢ p. Em nosso caso, temos JA[T1, To|mapr, ) :
mA[TY, Tolman 1) € mA[T, T5]. Assim, existe um polinémio g(77,75) pertencente a
A[Ty, To)\mA[T}, T3] que satisfaz

ofi ofi
fig, 01

45 T2

g(Tl,TQ)-mC( Tg\lgigm).
Comparando os coeficientes, ja que g ¢ mA[T},T5], cada z; pertence ao ideal gerado
pelas derivadas parciais 0f;/xq,0f;/z2, 1 < i < m, para todo j = 1,...,n. A outra

inclusao é clara. Logo,

dfi 0f .
m= (89{1’8;; | 1§z§m>.
Como v(x1) é o menor elemento positivo no semigrupo de valores de A, existe um

i tal que v(x1) = v(0f;/0x1) ou v(df;/Oxs). Escrevendo f := f; e assumindo que vale o

primeiro caso, ponhamos f = aX?+h, coma € keh € (X3)+(X1,..., X,)( Xz, ..., Xn).
Notemos que h tem grau no minimo igual a 2. Logo, v(h(xy,...,2,)) > 2v(x,) =

v(Oh/0x1) > v(z1). Portanto, v(0f/0x1) = v(x;) implica em a # 0, caso contrario,

terfamos v(z1) = v(9f /0x1) = v(Oh/0x1) > v(zy), absurdo. Enquanto f(xy,...,z,) =

0 (notemos que f é o polinomio nulo em A) implica em a = 0, pois, novamente supondo
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o contrério, terfamos h € (X?), o que nao ocorre. Portanto, temos uma contradicio.

Assim, deve valer v(z1) = v(0f/0xy). Escrevamos,

=Y aXi+bX1 X5 +1,
=2
ondea;, b € kep € (X1 Xo) Xo+(X1, ..., X,)(Xs,...,X,). Notemos que v(p(z1,...,x,)) >
v(xy) +v(xg), assim, v(dp/0xs) > v(x1). Portanto, de modo andlogo ao caso anterior,

a hipdtese que v(0f/Jxy) = v(xy) implica em b # 0 e, f(z1,...,2,) =0 acarreta em

v(xy) + v(z2) = v(brixe) = (Za x1> = qu(z)

para algum inteiro ¢. Mas, isto contradiz nossa suposigdo que v(xz)/v(x;) ndo é um

inteiro. H
A prova do Teorema anterior fornece um resultado bastante forte, a saber:

Teorema 4.5. Sejam k um corpo algebricamente fechado, A = k[[z1, ..., x,]] um anel
de dimensdao 1 e assuma que Sy, € reduzido. Entdo, A/p € reqular para todo ideal
primo minimal p de A. Se, além disso, char(k) =0 e A é quase-homogéneo (isto €, o

completamento de uma k-dlgebra positivamente graduada), entdo A é regular.

Demonstracao. Usaremos a mesma notacao da proposicao anterior. Suponhamos, por
contradigao, a existéncia de um ideal primo minimal p tal que A/p nado é regular.

Escolhamos um conjunto minimal de geradores 1, ..., z, de m/p, de modo que
v(ry+p) <v(xa+p) <v(zz+p) << vz, +p)

e a razao entre os dois primeiros valores ndo é um inteiro (neste caso, v é a valoracao
t-adica no fecho inteiro k[[t]] de A/p). A prova segue de modo andlogo & demonstragao
do teorema anterior, apenas substituindo Sa,/(ts, ..., tn) por Sak/(p,ts3,...,tn).
Agora, assumiremos que A é um anel quase-homogéneo e char(k) = 0, (logo k é
perfeito). Consideremos a aplicagao de Euler Q4 — m, cujo nicleo 7 ¢é a torcao de
Q. Como o anel Sy, é reduzido, temos (3.1), donde 7 MmOy, = 0. Tomemos a
aplicagao n : m — Qu; tal que n(f) = df, onde d é a derivacao universal. Temos
Im(n) = mQapk e Qap = 7+ Im(n). Assim, Qap = 7 ® mQu. Dai, u(Qap) =
p(7) + p(m€ap,). Por outro lado, o fato de termos k algebricamente fechado implica
em gr.tr,(A/m) = 0. Entao, de (3.3) temos a igualdade p(€Q24x) = p(m). Logo, 7 = 0.
Portanto, A é regular, pois a conjectura de Berger é verdadeira no caso em que o anel

é quase-homogéneo ([15], 4.4). O
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Proposicao 4.6. Sejam (R,n) um anel regular local, essencialmente de tipo finito
sobre um corpo perfeito k, e I C n? um ideal tal que A = R/I é reduzido. Escreva g
para altura de I e m para o ideal maximal de A. Se S 4 ¢ equidimensional e (SA|k)mSA|k

é regular, entao u(I +n®/n) > 2g.

Demonstragao. Como ja argumentamos, R sendo um anel regular, temos Qg um R-
modulo livre. Como no Exemplo , Srjx € um anel polinomial sobre . De forma mais
especifica, seja d : R — (g, a derivagao universal. Entao, Spp ~ R[T] onde T =
Ty, ..., T, sao variaveis que podem ser tomadas como diferenciais de elementos de R.
Seja K := R/n, tal que o corpo residual de R(T) = R[T|ugm) ¢ K(T), e escreva
r = gr.tr,(A/m) = gr.tr,(K). Existe uma apresentacao

(Sap)ms.y, = @-

Sabemos que um anel regular local é um dominio Cohen-Macaulay. Portanto, pelo
Teorema [1.11] (item (4)), segue-se que dim(R/I) = dim(R) — ht(/) = dim(R) — g. Por
outro lado, de (3.3) temos n = u(Qpgx) = dim(R)+r = dim(R) = n—r. Dai, dim(A4) =
n—r —g. Seja p um primo minimal de A tal que dim(A) = dim(A/p). Definimos a
p-torgao de Sy, como sendo o ideal primo 7 (p) = Ker(Sa — SymA/p(QA|k/pQA|k)).
Segue-se da Proposicao que dim(Sa/T (p)) = dim(A/p) + pu(Qa4,,). Além disso,
(Qax) ¢ genericamente livre (pois, A é uma dlgebra reduzida essencialmente de tipo
finito sobre um corpo perfeito k). Assim, dim(Sap/7 (p)) = dim(A/p) + rk(Qa,,, )-
Agora, sejam P € Min(Sa) e o ideal primo p = PN A. Temos T (p) C P, logo,

T(p) = P € Min(Sa,) e a hipétese que S 4 é equidimensional implica em
dim(Sap,) = dim(A/p) + rk(Qa,, ).
Usando (3.2), temos
dim(Sap,) = dim(A/p) +gr.tr,(A/p) = 2 dim(A/p)+r =2(n—r—g)+r =2n—2g9—r.
Vejamos que dim(R(T)) = ht(nR[T]) = ht(n) = u(n) = n — r, onde a peniltima
igualdade ¢ vélida por R ser um anel regular local. Como S, ¢ equidimensio-

nal, temos ht(mS) = dim(Sax) — dim(Sa/mSa,). Por outro lado, é valido que

dim(Sape/mSae) = (Qap) = p(m) +r = p(Qgr) = n (usando (3.3) e o fato que
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p(m) = p(n)). Assim,

ht(J) = dim(R(T)) — ht(mSap)
dim(R(T')) — (dim(Sap) — dim(Saje/mSax))
= n—r—(2n—2g9g—1r)—n)=2g.

Facamos S = (Sap)ms,,; N = nR(T) e m' = N//J o ideal maximal de R(T)/J.

Por hipdtese, S é regular e consequentemente, vale que

N N
dim(S) = p(m’) = dimg ) (ﬁ) = dimg() (N?—w > '

J

Consideremos a sequéncia exata

J +N? N N

Temos,

2

Lembrando que R regular implica em R(T') regular, ou seja, dim(R(T)) = dim(N /N?),

obtemos que

dimg (7 (j;,—;\ﬁ) = dim(R(T)) — dim(S) = dim(R(T")) — (dim(R(T")) — 2g) = 2g.

Agora, sejam fy, ..., fm, geradores do ideal I + n3/n3. Nesse caso, temos
T +N?/N? = (dfi|]l <i<m)+ NN

Portanto, m > 2g. O

Corolério 4.7. Sejam (R, m) um anel regular local, essencialmente de tipo finito sobre
um corpo perfeito k, e I C n? um ideal tal que A = R/I é equidimensional e contém

uma singularidade isolada. Se S 4, 6 uma dlgebra reduzida e (Sajx)ms ., ¢ regular, entao
p(I +n?/n?) > min{dim(R), 2 ht(I)}.

Demonstragao. Suponha p(I 4+ n?/n?*) < dim(R) — 1, entdo Sap, ¢ um A-médulo livre
de torgao, devido ao Teorema [£.3] Seja p um primo minimal de A. Visto que A é

equidimensional e contém uma singularidade isolada, temos ht(p) = 0 e A, é anel
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regular para todo primo p minimal de A. Por meio de (3.3),

p((Qag)p) = dim(Ay) + gr.try(Ap/pA,)
= grtr (Ap/pA,)
= dim(A) + gr.tr,(A/m).

Observe que no final chegamos exatamente a (3.2). Logo, tk(Qapx) = p((Qapk)p) ¥V 9 €
Min(A). Sejam P € Min(Sax), p = PN A, e tomemos 7 (p), como na prova da pro-
posigao anterior. Temos 7 (p) C P o que implica em 7 (p) = P. Pela Proposicao [A.6]
dim(Sapr/T (p)) = dim(A/p) + 11(Qa,,,). Pela arbitrariedade de P e a equidimensiona-
lidade de A, segue-se que

. (Sa : :
dim (%) = dim(A) + u(Q4,,), paratodo P € Min(Sap), com p =P N A
Por outro lado, como Sy, é um A-mddulo livre de torgao, temos (14, de tipo li-
near. Consequentemente, {2, satisfaz F; e com maior razao, Fy. Entao, dim(Sa,) =
dim(A)+rk(Q4px) (Lema[3.5) e desse modo, S é um anel equidimensional. Portanto,
pela Proposicao [4.6] temos p(1 +n3/n®) > 2 ht([). O
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Capitulo 5

Algebra de Rees do Mddulo de

Diferenciais de Kahler

Neste capitulo abordamos a algebra R4, investigando situacoes nas quais temos
Cohen-Macaulicidade e normalidade dessa algebra. Em algumas demonstragoes, to-
mamos como base alguns resultados, presentes em [23], sobre a dlgebra de Rees de um
modulo .

Frequentemente, algebras simétricas de modulos revelam-se como anéis de coorde-
nadas de certas correspondéncias em geometria algébrica. Em varias projecoes dessas
variedades, a algebra de Rees surge de maneira natural. Em particular, se Q4 € o
moédulo de diferenciais de uma k-variedade projetiva, com k algebricamente fechado,
entao k ®4 R, é o anel de coordenadas homogéneas da variedade tangencial ([I6]).

Considerando um contexto mais geral, sejam A um anel local Cohen-Macaulay e
M um A-moédulo finito, com dimensao projetiva no maximo igual a 1 e matriz de
apresentacao ¢. Se M satisfaz a condigao Fi, entdo ht(l;(¢)) > rk(yp) —t + 2. Como
A ¢ Cohen-Macaulay, temos ht([;(¢)) = grade(;(p)). Pela Proposicao [A.3] a dlgebra
simétrica, Sym 4 (M), é Cohen-Macaulay e A-livre de torgao. Em particular, R4 (M) é
Cohen-Macaulay. No entanto, a Cohen-Macaulicidade de R 4(M) ndo implica em M
satisfazer JFj.

O teorema a seguir mostra um caso em que a reciproca é valida: quando M é o
modulo de diferenciais de Kéahler sobre um anel localmente interse¢do completa (toda
localizacao desse anel é uma intersecao completa, ver Deﬁnigéo, sobre um corpo de
caracteristica zero. Isto mostra que Cohen-Macaulicidade é uma propriedade bastante

restritiva para R 4.

Teorema 5.1. Sejam k um corpo de caracteristica zero e A uma k-dlgebra, essencial-
mente de tipo finito que € localmente uma intersecao completa. Assuma as sequintes

condigoes:
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(1) edim A, <2 dim A,, para todo primo p € Spec(A);
(2) Ry € Cohen-Macaulay.
Entao, edim A, <2 dim A, — 1, para todo primo nao-minimal p € Spec(A).

Demonstracao. Como A é localmente uma intersecao completa, para todo ideal primo
p de A, o anel A, é uma intersecao completa, consequentemente Cohen-Macaulay. Por
sua vez, todo anel Cohen-Macaulay é equidimensional (Observagao . Assim, sao
vélidas (3.1) e (3.2), tornando vélido o comentario de que o teorema estabelece, de
fato, a reciproca para a questao apresentada. Vamos provar por contradi¢ao. Seja
p € Spec(A) minimal tal que edim A, > 2 dim A, > 2. Localizando neste primo,
podemos assumir que A é local. Da condigao (1), segue-se que edim A = 2 dim A.

Para facilitar nossos argumentos, precisamos reduzir ao caso em que o corpo residual
K := A/m é algébrico sobre k. Para isso, seja r o grau de transcedéncia de K sobre
k e suponhamos que r > 1. Escreva A = k[zy,...,x,] e escolha r combinagoes k-
lineares v, ...,y de x1,...,x,, tais que suas classes residuais formam uma base de
transcedéncia de K sobre k. Entao, L := k(yi,...,y,) é um subcorpo de A. Além
disso, Qa = Qapi/(Ady, + --- + Ady,), onde d : A — Q4 é a derivacao universal.
Por outro lado, 1k(€4;) > 7, de acordo com (3.2). A escolha geral dos yi,...,y, e a
Cohen-Macaulicidade de R 4, produzem, por meio da Proposicao @, um isomorfismo
Rar =~ Raw/(dyr, ..., dy,), uma vez que um anel Cohen-Macaulay satisfaz todas as
condigoes (S,). Além disso, por esse isomorfismo, Ry, também é Cohen-Macaulay.
Assim, substituindo k£ por L, podemos assumir dessa forma, que K é algébrico sobre
k.

Vamos fazer indugao em d := dim(A). Suponha, inicialmente, d = 1. Pela Pro-
posicao , a Cohen-Macaulicidade de R 4, implica em Q41 /Ta(Qap) A-médulo livre.
Uma vez que todo corpo com caracteristica zero é perfeito, para cada primo minimal
q de A, o corpo A, é separdvel sobre k. Podemos aplicar o Teorema , e assim obter
que A é regular. Mas isto contradiz a igualdade edim(A) = 2.

Logo, podemos supor que d > 2. Como A é uma intersecao completa, podemos
escrever A = R/I, onde (R,n) é um anel regular local, essencialmente de tipo finito
sobre um corpo k, e I C n? é um ideal de R. Sejam n := dim(R) = edim(A) = 2d
e 0 : R — Qg a derivacao universal. O R-moédulo gy, € livre com posto igual a
n, devido a regularidade de R. Dai, como a extensao k C K ¢é algébrica e separavel,
existem n elementos Xi,..., X, em n tais que 6X;,...,0X, formam uma base de
Qpji. Para um dado elemento f € R, §f = Z?:l a;0X;. Podemos definir as “derivadas

» Of of of _ 9of

parciais” 73~ = a; € escrever g.- para suas imagens em A, isto é, T = X (mod I).

Por hipétese, I é gerado por uma sequéncia regular fi,..., fs (u(l) = grade(l) =
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dim(R) — dim(A) = d, pois R é Cohen-Macaulay e podemos aplicar o Teorema [1.11)).

Considere, ainda, as matrizes de tamanho n x d, a seguir:

_ {9/ _(9f;
-2+ - )

Agora, ¢ ¢é a matriz de apresentacao do A-mdédulo 4, cuja dimensao projetiva é
no maximo igual a 1 (Proposic¢ao . Da nossa hipdtese de inducao, segue-se que
Q)i satisfaz a condicao F; localmente em codimensao d — 1 > 1. Pela Proposicao
, o analytic spread ((Qa) é no maximo dim(A) + rk(Q4,) — 1. Usando (3.2),
obtemos que esse tltimo ntmero € igual a 2d — 1 = n — 1. Note que pela Proposicao
, pd(Qax) < 1. Como Ry, é Cohen-Macaulay, podemos aplicar as Proposicoes
e[A.5] para concluir que depois de uma k-linear mudanga de bases, temos

G, 8
L(0) = (aiaﬁ)

Assim,
df1 Ofa
L(©) C (8Xn’”"8Xn’I) )
Sejam J := I1(0) e Jy := (g};l, ce %). Note que J + I = Jy + I. Além disso, pelo

(TIP), ht(Jp) < d.
A ideia agora é mostrar que
IcCnl,

onde ~ denota o fecho inteiro. Assim, seja f um elemento de n. Obtemos a inclusao

of of
fen(aXl,...,aXn).

acima mostrando que

No entanto, ndo vamos fazé-lo, apenas tomar como referéncia [24], Teorema 7.1.5 (Pro-
posigao [A.12), embora as condigbes sejam ligeiramente um pouco diferentes.
Uma vez que a inclusdo I C nJ é valida, as propriedades de fecho inteiro nos

permitem concluir que
J+1=Jy+I1C Jy+nJCJo+n(J+1).

O critério valorativo para dependéncia inteira nos dd J + I C J,. Portanto,
ht(J + I) = ht(Jy) < d. Entao, dim(R/(J + I)) = dim(R) — ht(J + I) implica em
dim(R(J +I) > 2. Note que I,(0) = Jy+ I, assim, R/(J + 1) ~ A/1,(0). Pelo (TIP),
ht(1,(0)) < d. Por outro lado, a condigao (i) equivale a dizer que Qg satisfaz F;. Ou
seja, temos ht([;(0)) > rk(f#) =n —d = d. Logo, dim(A/I,(0)) < d —ht([,(0)) =0 =
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dim(A/I;(6)) = 0. Mas isto é uma contradicao.
[l

Agora, voltamo-nos ao estudo da normalidade de Ry,p. Sejam A um dominio
normal e M um A-médulo finito com rk(M) = r. Escrevemos M® para a i-ésima
componente graduada R4(M); de Ra(M) e a denominamos por i-ésima poténcia de
M. Notemos que M*® também é a i-ésima poténcia simétrica de M médulo sua A-
tor¢ao, isto 6, M® = Sym,(M)/Ta(Sym;(M)). Pelo fato de M possuir posto, M?
pode ser imerso em F' := A", induzindo uma imersdo de R (M) no anel polinomial
Sym(F) = A[T] = A[Ty,...,T,], como uma A-subalgebra graduada. Seja Ra(M) o
fecho inteiro de R4(M) em A[T], a qual é novamente uma A-subélgebra graduada.
Denotemos por M? C A[T);, a i-ésima componente graduada de R4 (M) e a chamamos
de i-ésima poténcia normalizada de M. Dizemos que o A-médulo M é integralmente
fechado, se M' = M'. Quando M? = M, para todo i > 0, dizemos que M é normal

ou, equivalentemente, que R4 (M) é normal. As seguintes inclusoes sao verificadas:
M c Mic (M")** C Sym;(A"). (3.4)

Recordemos, inicialmente, algumas defini¢oes. Seja M um moédulo finito sobre um

anel Noetheriano A:

(i) O anel A satisfaz a condi¢ao (S,) de Serre, se depth(A,) > min(n, ht(p)), V p €
Spec(A); Em outras palavras, A satisfaz (S,,) se, e somente se, para todo ideal

primo p de A, pA, contém uma sequéncia regular de comprimento pelo menos
min{n, ht(p)};

(ii) M é dito ser g-torsionfree, se toda A-sequéncia de comprimento no maximo ¢ é,
também, uma M-sequéncia . Além disso, se M é g-torsionfree, equivalentemente,
temos depth(M,) > min(g, depth(A,)), para todo p € Spec(A);

(ili) Representamos por Ba(M) = @,5,(M')**, o bidual graduado de R4(M), onde
(M*)** é o A-médulo bidual da i-ésima componente graduada de R 4(M). Essa
algebra é chamada de fecho reflexivo de Ra(M);

(iv) Se A é local com corpo residual K, entao a fibra especial de R4(M) é o anel
F(M) =K ®4 Ra(M). A dimensao de Krull de F(M) é chamada de analytic
spread de M e denotada por ¢(M)(notemos que (M) = dim(R4(M)/mRA(M)));

(v) Supondo que M possui posto igual a r, dizemos que satisfaz a condigao (L;), se
((M,) < dim(Ay) +r — ¢, para todo p € Spec(A) com dim(A,) > t.
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Proposicao 5.2. Sejam A um dominio normal, universalmente catenario, e M um

A-modulo finito. Sao equivalentes:

(1) Ra(M) é normal e M satisfaz (Ls);

(2) Ra(M) satisfaz a condigao (S3) de Serre e M satisfaz (Lo);
(3) Ra(M) = Ba(M).

Demonstracgao. (1) = (2) Seja p € Spec(A) com ht(p) > 2. Recordemos que um anel
A ¢é dito normal, se A, ¢ um dominio integralmente fechado, para todo ideal primo p
de A. Como (Ra(M)), é um dominio integralmente fechado com dimenséo pelo menos
igual a 2, existe x € p regular em (R4(M)),. De fato, caso existisse para cada z € p um
elemento s € A\p tal que sz =0, terfamos p C Q) € Ass(Ra(M)) e isto implicaria em
m =0, € Ass((Ra(M)),) = {0}, o que seria absurdo, pois ht(p) > 2. Pela Proposicao
A.14] m nao é um primo associado de z(Ra(M)),. Entao, existe um elemento y € p
tal que z,y é uma sequéncia regular em (R4(M)),. Assim, depth(Ra(M)), > 2.

(2) = (3) Ora, a igualdade é valida se M* é reflexivo, para todo i > 0. Pela Pro-
posicao [A.15] é suficiente mostrarmos que todas as poténcias de M satisfaz a condigao
(S2) de Serre. Para isso, seja p C A um ideal primo tal que ht(p) > 2 e m = pA,.
Temos ht(m(Ra(M)),) = dim((Ra(M))y) — €(My) = dim((A),) + k(M) — (M) > 2,
onde a primeira igualdade é valida pelo fato de que A é universalmente catenario, a
segunda segue da Proposi¢ao e a desigualdade pelo fato de M satisfazer (Ls). Dali,
dim((Ra(M)),) > 2. Como R4(M) satistaz (Ss), o ideal m contém uma (R4(M)),-
sequéncia com dois elementos, os quais também formam uma sequéncia regular em
cada poténcia (M?),. Portanto, depth((M*),) > 2, para cada i > 1.

(3) = (1) Pelas inclusées em (3.4), temos M’ = M e isto implica em R4(M)
normal.

Para provarmos que M satisfaz (Ls), consideremos p C A um ideal primo com
ht(p) > 2. Podemos assumir que A é local, com ideal maximal m = p e dim(A4) > 2.
Como ((M) = dim(Ra(M)) —ht(mR 4(M)), basta mostrarmos que ht(mR4(M)) > 2.
Para isso, vamos mostrar que grade(mR(M)) > 2 e assim, teremos o desejado, uma
vez que grade(l) < ht(I), para todo I C A.

Sabemos que a localizacao preserva normalidade e ja mostramos que, se A é um anel
normal, entao satisfaz a condicao (S5;). Neste caso, temos depth(A) > min(2, dim(A)) =
2. Logo, m contém uma sequéncia regular x|, z9, de comprimento dois. Por hipotese,
M? é reflexivo pra todo ¢ > 0. Aplicando a Proposicao , depth(A) > 2 implica em
M 2-torsionfree, para todo i > 0. Assim, x, z» é uma sequéncia regular em cada um
dos médulos M. Portanto, z; e x5 formam uma sequéncia regular no anel R4(M) e

estao contidos em mR 4(M). O
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Podemos melhorar o resultado acima, supondo pd(M) = 1. Para isso, iremos utili-
zar uma propriedade bésica de médulos integralmente fechados. Seja M um submédulo
integralmente fechado de um maédulo livre A", sobre um dominio normal A. Os pri-
mos associados de A" /M sao particularmente restritos quando M é um médulo com
dimensao projetiva finita. Este fenomeno foi estudado por Hong em [7], utilizando uma
condigao conhecida como m-fullness (vamos manter o termo em inglés). Sejam (A, m)
um anel Noetheriano local, com corpo residual A/m infinito, e M C A" um submédulo

de um moédulo livre. Dizemos que M é m-full, se existe um elemento x € m tal que
mM 4 x = M.

O critério valorativo para dependéncia inteira (A.13]) mostra que um médulo M C A"
integralmente fechado é m-full se A/m ¢é infinito.
Iremos usar o coroldrio 4.7 e o teorema 4.8 de [7], os quais apresentamos a seguir,

respectivamente, mas sem prova.

Proposicao 5.3. Sejam (A, m) um anel Noetheriano local e M um submédulo de A"
tal que mM :4» x = M, para algum x € m. Entao,
M N(MATm)EB(M+xAT)N(MATm)€B M

M M TA" M (M qr m)

Teorema 5.4. Sejam (A, m) um anel Noetheriano local e M um submddulo de A” tal
que mM 4 x = M, para algum elemento reqular x € m. Suponha que pd(M) <
oo eme Ass(A"/M). Entao, A é regular.

Semelhante a propriedade de Cohen-Macaulicidade, em geral a normalidade de
Ra(M) nao implica em M satisfazer (F3) ou (Ly). Por exemplo, tome M o ideal
maximal homogéneo de um anel polinomial sobre um corpo com duas variaveis.

No entanto, a implicagao é valida para um A-médulo M, cujo local nao-livre (con-
junto dos ideais primos p, tais que M, é nao-livre como Ap,-médulo) esta contido no
local singular do anel A (conjunto dos ideais primos p de A, tais que o anel local A, é

singular). Isto é o que estabelece o préximo teorema.

Teorema 5.5. Sejam A um dominio normal Cohen-Macaulay e M um A-modulo finito

com k(M) = r, tal que:

(i) M tem resolucao projetiva 0 — P, — Py — M — 0;

(11) M, é Ay-livre, para todo primo p € Spec(A) tal que A, € regular.
As sequintes condicoes sao equivalentes:
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(1) Ra(M) € normal;

(2) M' = M, no intervalo 1 < i < rk(Py) — r;
(3) M satisfaz a condi¢do Fo;

(4) Ra(M) = Ba(M).

Demonstragao. (1) = (2): Segue-se da prépria definigdo de normalidade de R 4(M).
(2) = (3): Suponhamos, por contradicdo, que M nao satisfaz F,. Localizando em
p, podemos assumir que A é um anel local de dimensao d > 2, M é um A-modulo
nao-livre com pu(M) > dim(A) + r — 1 e satisfaz F; localmente no espectro perfurado
de A, ou seja, satisfaz F, localmente no conjunto complementar de m em Spec(A).
Também podemos assumir que o corpo residual de A é infinito. Consideremos uma

resolucao livre minimal
0 — A" — A" — M — 0.

Por hipétese, n > d+r—1, logo s > d—1. Como F; vale no espectro perfurado, segue-
se que o complexo de Weyman é uma resolucao livre da poténcia simétrica Sy_1(M)
(decorre de . Este complexo tem comprimento d — 1, pois s > d — 1. Além disso,
M satisfaz F; no espectro perfurado e por hipotese, A é Cohen-Macaulay e M tem
dimenséo projetiva no méaximo igual a 1. Entao, pela Proposi¢ao[A.16] temos Sy_1 (M)
livre-de-tor¢ao. Assim, M?1 ~ S; (M) tem dimensao projetiva igual a d — 1. Daf,

utilizando proposicao (1.4 na sequéncia exata

Sa-1(A")

0— M1 — S (A") — T

— 0,

temos pd(S;_1(A") /M) = pd(M? ') 4+ 1 = d. J4 pela Proposicao , isto resulta
em depth(S; 1(A")/M? 1) = 0 e por sua vez, esta igualdade é valida se, e somente
se, m € Ass(Sy_1(A7)/M? ). Temos d—1 < s < tk(P) — r, aplicando nossa
hipétese principal, concluimos que M%~! é integralmente fechado. Pelo o comentario
que antecede esse teorema, temos M9~! um mdédulo m-full. Portanto, A é regular pelo
Teorema [5.4 Mas isto contradiz (ii), pois M nao ¢ livre.

(3) = (4): Temos Sym(M) = R4(M) e Ra(M) Cohen-Macaulay, pois M satisfaz
Fi ([A3). Anéis Cohen-Macaulay satisfazem a condigao (S,,) de Serre para todom > 1,
em particular R 4 (M) satisfaz (S3). Procedendo-se de maneira andloga a demonstragao
da segunda parte da implicacdo (2) = (3) da Proposigao [5.2] obtemos que M satisfaz
(L) e a igualdade desejada segue-se dessa mesma Proposigao.

(4) = (1): Segue da Proposicao
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]

O teorema acima se aplica naturalmente ao médulo M = €24, via a intervencao do
critério Jacobiano e a hipotese adicional que A é localmente uma intersecao completa.

Temos entao, o seguinte corolario:

Corolario 5.6. Sejam R um anel regular, essencialmente de tipo finito sobre um corpo
perfeito, e I C R um ideal com ht(/) = g, o qual é localmente uma interse¢ao completa.

Assuma que A = R/I é um dominio normal. Sao equivalentes:
(1) Ryp é normal;
(2) m = Qf4|k, no intervalo 1 <i < g;
(3) edim(A,) < 2 dim(A,) — 2, para todo primo nao-regular p € Spec(A);
(4) Rape = Bayi

Demonstragao. Temos A Cohen-Macaulay (Observagao e pd(Qax) < 1, pela Pro-
posicao Assim, A satisfaz as hipdteses do Teorema [5.50 Uma vez que R é
essencialmente de tipo finito sobre um corpo perfeito k, temos 4, ®r A ~ A", para
algum n > 0 € N. Segue-se da primeira sequéncia exata fundamental (Teorema ,
que a sequéncia

0—>A—>QA|k®RA2An—>QA|k—>O
é exata. Assim, a condigao (i) do Teorema é satisfeita. Por outro lado, como con-
sequéncia do critério Jacobiano, se A, é regular, entao (), é A,- livre, satisfazendo
assim, a condigao (ii).
Agora, sob essas hip6teses, podemos utilizar a igualdade (3.3)
((Qape)p) = edim(Ay) + gr.try,(Ay /P Ay).
Dai, Q4 satisfaz F, se, e somente se,

edim(A,) < 2 dim(A4,) —2, V p € Spec(A) nao-regular.

Portanto, todas as implicagoes seguem do Teorema [5.5]
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Apeéendice A
Resultados Auxiliares

Em algumas demonstragoes, usamos resultados cujas provas sao extensas e labori-
osas, nao sendo possivel fazé-las nesse trabalho de dissertacao. Por essa razao, apenas
referenciamos esses resultados as suas respectivas fontes. No entanto, compreendemos
que para o entendimento da argumentacao logica realizada nas demonstragoes onde os
fizemos uso é necessario que o leitor tenha conhecimento, pelo menos, do teor dos mes-
mos. Essa secao tem a finalidade de enuncia-los, seguindo a sequéncia em que foram

utilizados na dissertacgao.

Proposicao A.1 (Teorema da desigualdade da dimensao). Sejam A um anel Noethe-
riano e B uma extensao de A. Assuma que A e B sao dominios. Sejam ¢q um ideal

primo de B e p = qN A. Entao,

ht(q) + gr-trmac(a/ptrac(B/q) < ht(p) + gr.tra B,

Onde gr.try B = gr.trpac(a)Frac(B)

Proposicao A.2 ([I0], Proposigao 5.8). Sejam k um corpo, X uma matriz genérica
antissimétrica de tamanho 2n + 1 x 2n + 1, Y uma matriz genérica 2n + 1 x 1 sobre k,
P =Fk[X,Y]<xy> el C P oideal gerado pelas entradas da matriz produto XY. Entao,
I é um ideal primo perfeito (um ideal I C A ¢é dito ideal perfeito se grade(l) = pd(A/I))
e quase interse¢ao completa(isto é, u(I) = ht(I) + 1) de grade 2n em P.

Teorema A.3 ([9], Teorema 1.1). Sejam A um dominio Noetheriano universalmente
catendrio, que satisfaz a condi¢do (S,,) de Serre, e M um A-mddulo com uma resolugdo
livre finita,

0— A™ L5 A" — M — 0, = (a;)
Entao, sao equivalentes:

(1) Symy(M) é um dominio (logo, Sym,(M) = Ra(M));
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(2) grade(Iy(p)) > m+2—t para 1 <t < m;
(3) (M, Ay) <n—m+ grade(p) — 1, para todo primo p C A ndao-nulo.

Se qualquer (e portanto, todas) uma das condi¢oes acimas vale, entdo Symy(M) é uma
intersecao completa em A[Ty,...,T,]. Em particular, se A é Cohen-Macaulay (respec-
tivamente Gorenstein), entao Sym,(M) é Cohen-Macaulay (respectivamente Gorens-

tein).

Proposicao A.4 (Teorema do Ideal Primo de Krull -TIP). Sejam A um anel Noethe-

riano e I um ideal de A gerado por ay,...,a, € A. Se p é um primo minimal de 7,
entao ht(p) < r. Logo, ht(I) < r.
Além disso, se aq,...,a, é uma sequéncia regular, entao ht(p) = r para todo p

primo minimal de I.

Proposigao A.5 ([23], Teorema 4.7(a)). Sejam A um anel local Gorenstein, com corpo
residual infinito, e M um A-mddulo finitamente gerado com dimensao projetiva igual
a 1. Ponha e = rk(M) e seja s > e um inteiro. Assuma que M satisfaz a condigao
Gs_cy1 € que é localmente livre de tor¢ao em codimensao 1. Seja, ainda, ¢ a matriz de
M com respeito a sequéncia de geradores aq, ..., a,, onde n > s.

As seguintes condigoes sao equivalentes :
(1) Ra(M) é Cohen-Macaulay e ¢(M) < s;
(2) r(M) <Ul(M)—e<s—e

(3) 7(M,) < s —e para todo ideal primo p com dim(R,) = (M) —e+1=s—e+1
e (M) <s;

(4) Ap6s operagoes elementares de linhas, I, () é gerado pelos menores maximais

das ultimas n — s linhas de ¢;

(5) Apés uma mudanca na sequéncia de geradores, tem-se uma igualdade de ideais
de Fitting Fs(M) = Fo(M/U), para U + Y7 | Aa;.

Proposigao A.6 ([I§], Lema 1.2). Seja B um dominio Noetheriano, finitamente gerado
sobre um subanel A. Suponha que exista um ideal primo ¢ de B, tal que B = A +
@, ANgq=0. Entao,

dim(B) = dim(A) + ht(Q) = dim(A) + gr.tr4(B).

Segue-se que, se B é um anel graduado Noetheriano e A denota sua componente de
grau 0, entao:
dim(B/P) = dim(A/p) + gr.try k(P)
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dim(Bp) = dim(Ap) + gr.tru(B),
para qualquer ideal P de B,p = PN A.

Proposicao A.7 ([6], Lema 6.6(f)). Sejam A um anel local Cohen-Macaulay com
corpo residual infinito, M um A-mddulo finitamente gerado com rk(M) > 2, U uma
reducdo de M e z um elemento genérico de U. Escreva M = M/zA e Q) para o nticleo

do epimorfismo natural de R(M)/(z) sobre R(E). Se Ra(M) ou R(E) satisfaz (S5),
entao () = 0.

Proposicao A.8 ([23], Corolario 4.3). Sejam A um anel Cohen-Macaulay e M um A-
modulo finitamente gerado, livre de torgao e com posto. Se R 4(M) é Cohen-Macaulay,

entao M é localmente livre em codimensao um.

Teorema A.9 ([I1], Teorema). Sejam k um corpo e A um anel reduzido local da forma
Ay, onde A é uma k-dlgebra finitamente gerada. Assuma que para cada primo minimal
q de A, o corpo Ay € separdvel sobre k. Seja (4, 0 mddulo das k-diferenciais de A,
com submddulo de tor¢io T (Qask), e seja J o menor ideal de Fitting nao-nulo de Q4 yy.

Entao, as sequintes condicoes sao equivalentes:
(1) J € principal, gerado por um elemento reqular em R (i.e. J é invertivel).
(2) A € uma intersecao completa e Qas/T (Qasx) € livre.

Além disso, se k tem caracteristica zero, entdo Qas/T (Qayi) € livre se, e somente se,

A € regular.

Proposi¢ao A.10 ([26], Corolario). Sejam k um corpo e A um dominio afim sobre
k, com corpo quociente K separavel sobre k. Entao, A é localmente uma intersecao

completa se, e somente se, pd(£24;) < 1.

Proposicao A.11 (23], Proposicao 2.3). Sejam A um anel Noetheriano local de di-

mensao d > 0 e M um A-médulo finitamente gerado com posto e. Entao,
e<{(M)<d+e—1.

Proposicao A.12 ([24], Teorema 7.1.5). Sejam k um corpo de caracteristica zero,
Xy, ..., X, varidveis sobre k, A = k[[X1,..., X,]] o anel de séries de poténcias e f € A

tal que seu coeficiente constante é nulo. Com % definido formalmente,

0xX,"" T "oX,
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Teorema A.13 (Critério de valoracao para dependéncia inteira). [[24)/, Teorema 6.8.3]

Sejam A um anel, I um ideal em A er € A. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(1) rel,

(2) para todo p € Min(A) e para todo anel de valoragio V entre R/p e seu corpo de
fragoes k(p), r € IV.

Proposicao A.14. [24], Proposicao 4.1.1] Seja A um anel Noetheriano integralmente
fechado no seu anel total de fragoes. O Conjunto dos primos associados de um ideal
principal arbitrario gerado por um elemento regular x, é exatamente o conjunto minimal
dos ideais primos sobre ().

Além disso, tais ideais primos associados sao localmente principais.

Proposigao A.15 ([25], Lema 15.16.14). Sejam A um dominio normal Noetheriano

com corpo de fragoes K e M um A-moddulo finito. Sao equivalentes:
(1) M é reflexivo;
(2) M é livre de torgao e tem a propriedade (S5);
(3) M ¢é livre de tor¢ao e M = (=1 M, onde a intersecao acontece em M ®4 K.

Teorema A.16 (Auslander-Buschsbaum). ([5], Teorema 1.3.3). Sejam (A,m) um
anel local Noetheriano e M # 0 um R-mddulo finito. Se pd(M) < oo, entao

pd(M) + depth(M) = depth(A).

Teorema A.17 ([29], Teorema 1.b). Seja F' : 0 — F), ELN F, - F LN Fy uma

resolucao livre finita, M = coker fi. Entdao S;I' € exata se, e somente se:
(1) Para todo j par, depth(1(f;)) > ji;

(2) Para todo j impar,
depth(ly,—i+1(f;)) = ji, depth(Ir; —i+2(f;)) = ji — 1, depth(L,,(f;)) = (J —
1)i+ 1.

Se S;F' ¢ exata, entdo € uma resolugao livre finita de S;(M).
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