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Área de concentração: Matéria Condensada.
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Resumo

Sendo o experimento Hanbury Brown-Twiss bem estabelecido na literatura da ótica quântica,
dedicamos esta dissertação a embutir no mesmo experimento a questão da simetria por paridade e
reversão temporal. Para tanto, abrimos mão do formalismo da matriz de espalhamento que permitiu-
nos utilizar técnicas como a concatenação de matrizes de espalhamento de secções diferentes em
termos de apenas uma matriz e o problema do espalhamento em um sistema simétrico por paridade
e reversão temporal. Dessa forma, pudemos derivar a matriz de espalhamento para o experimento
Hanbury Brown-Twiss com simetria de paridade e reversão temporal(HBT-PT). De posse dessa matriz,
propusemos um modelo teórico que propicia a medição experimental a simetria desse sistema, o qual
chamamos de formalismo das funções de correlação.

Para estabelecermos o formalismo supracitado, estudamos o formalismo de Büttiker, onde verifica-
se como a correlação entre 2 part́ıculas incidentes em um sistema relaciona-se com o rúıdo devido ao
transporte dessas part́ıculas e que tipo de rúıdo estamos tratando, dado o regime em que o sistema
está operando. Em seguida, encontramos os estados de entrada em termos dos estados de sáıda de
2 part́ıculas incidindo em um sistema multiterminal, onde utilizamos a sua matriz de espalhamento
para estabelecer a relação entre os estados. Com isso, derivamos todas as posśıveis correlações (e, por
conseguinte, o rúıdo) de 2 part́ıculas incidentes nesse sistema. Assim, analisamos os casos extremos de
uma barreira acoplada ao experimento HBT-PT, a fim de estabelecer o regime em que o experimento
está simetricamente ajustado e demonstramos o Efeito Hanbury Brown-Twiss por paridade e reversão
temporal.

Palavras Chave: Experimento Hanbury Brown-Twiss, Efeito Hanbury Brown-Twiss, Büttiker, rúıdo
de disparo, rúıdo térmico, teorema flutuação-dissipação, função de correlação, teorema de Wiener-
Khintchine, concatenação de matriz, matriz de espalhamento, simetria PT.
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Abstract

The Hanbury Brown-Twiss experiment is very well established in quantum optics literature, so
we devoted this dissertation in order to embed the parity and temporal reversal symmetry in the
former experiment. Therefore, we developed the scattering matrix formalism which allow us use some
techniques such as the scattering matrices’ concatenation of different sections in terms of one matrix
and the scattering problem of a parity and temporal reverse symmetric system. In this manner,
we could derive the scattering matrix of a parity and temporal reverse symmetric Hanbury Brown-
Twiss experiment(HBT-PT). With the possession of this matrix, we proposed a theoretical model
which provides how to measure the symmetry of this system, which we called correlation functions
formalism.

In order to stablish the former formalism, we studied Büttiker formalism, which we verified how
the correlation between 2 incident particles in a system relates to the noise due transport of this par-
ticles and what kind of noise we are treating in a given regime which the system is operating. Then,
we found the input states in terms of the output states of two particles inciding in a multiterminal
system, which we used it’s scattering matrix to stablish the relation between the states. Thereat,
we derived all the possibles correlations(therefore, the noise) of two incident particles in the former
system. Thereby, we analysed the extreme cases of a barrier coupled to the HBT-PT experiment for
the purpose of stablish which regime the experiment is symmetric adjusted, so, demonstrating the
Hanbury Brown-Twiss Effect with parity and temporal reverse symmetries.

Key Words: Hanbury Brown-Twiss experiment, Hanbury Brown-Twiss Effect, Büttiker, shot noise,
thermal noise, fluctuation-dissipation theorem, correlation function, Wiener-Khintchine theorem, ma-
trix concatenation, scattering matrix, PT symmetry, parity, temporal reversal.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O universo microscópico consiste na busca de detalhes do comportamento ı́nfimo da matéria desde
os gregos, não havendo nenhuma conclusão significativa até a virada do século XIX, mesmo com o
anunciado “fim da f́ısica”por Lord Kelvin. Felizmente, no ińıcio do século XX, a nuvem que assolava
o entendimento da natureza em uma escala muito pequena evanesceu-se com o advento de uma das
teorias mais poderosas produzidas pelas mais perspicazes mentes: a Mecânica Quântica.

No seu processo natural de desenvolvimento, uma pergunta que eventualmente surgiria seria: é
posśıvel concatenar a mecânica quântica à mecânica clássica? Em termos técnicos, é posśıvel manter
a coerência da informação da part́ıcula à medida que aumentamos a escala dos nossos instrumentos
de medição? Embora trabalharemos nesta pergunta mais adiante, a resposta é sim, o que motiva o
ińıcio do estudo da F́ısica de Sistemas Mesoscópicos.

Este caṕıtulo mostrará, de forma superficial, as experiências que possibilitam o transporte eletrônico
a ńıvel quântico e o formalismo que é usualmente utilizado para descrever tal processo, o formalismo
da Matriz de Espalhamento. Estabelecido como se dá o transporte, iremos introduzir o experimento
Hanbury Brown-Twiss e indicar o efeito de mesmo nome.

Também apresentaremos alguns resultados usuais da literatura que serão necessários nesta dis-
setação, contudo, demonstrações mais sólidas e outros resultados serão pormenorizados nos caṕıtulos
seguintes.

1.1 O Transporte Quântico

Basicamente, a f́ısica mesoscópica consiste em fazer medições de uma part́ıcula transportada por
uma cavidade ligada à reservatórios por intermédio de guias com vários canais de propagação, ou fios
quânticos(figura 1.1).

Ao analisarmos um fio comum, devido às suas dimensões, não é posśıvel identificar seus estados
quantizados, assim; dada uma diferença de potencial de escala clássica, acabamos por fazer uma
corrente com muitos elétrons, uma vez que há muitos estados dispońıveis para ocupação. Entretanto,
quando trabalhamos com fios de escala nanométrica, o número de elétrons no transporte diminui
consideravelmente, devido ao baixo número de estados de ocupação e, assim, prevalece a mecânica
quântica. No fio quântico, ou guia, de comprimento infinito, estuda-se os estados posśıveis para a
ocupação de uma part́ıcula no plano XY do fio(figura 1.2) [1]. Mais adiante, veremos brevemente
como se dá o confinamento do elétron no plano bidimensional.

O comportamento quantitativo da part́ıcula no fio é dado pela equação de Schrödinger em duas
dimensões

− ~2

2m
∇2ψ(x, y) + V (y)ψ(x, y) = Eψ(x, y). (1.1)

Obedecendo a figura 1.2, consideraremos que a part́ıcula possui estados propagantes no eixo x e
está aprisionada no fio pela direção transversal aos estados propagantes. Então devemos denotar
que o potencial V não possui dependência com o eixo x, pois, para que este eixo possua estados
propagantes, a part́ıcula não pode ter nenhum tipo de interação, assim, fazemos do potencial V o
meio de confinamento da part́ıcula no fio quântico, dado esse que nos auxiliará na nossa concepção
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Figura 1.1: Ponto quântico ligado a terminais com
guias

Figura 1.2: Modelo de um nanofio..

mais adiante. Com V possuindo somente dependência com y, podemos tratar os eixos separadamente
fazendo

ψ(x, y) = ψx(x)ψy(y). (1.2)

Substituindo na equação (1.1) todas as assunções acima admitidas e com alguma manipulação algébrica,
temos

~2

2m

1

ψx

∂2ψx
∂x2

= − ~2

2m

1

ψy

∂2ψy
∂y2

+ V − E.

De onde extraimos as relações 
~2

2m

1

ψx

∂2ψx
∂x2

= ε,

− ~2

2m

1

ψy

∂2ψx
∂y2

+ V − E = ε.

onde ε são as auto-energias do sistema. Como já citado, no eixo x a part́ıcula tem caráter livre(ou
propagante), assim, sua solução para o ponto quântico na origem será

ψx(x) = beıkxx + ae−ıkxx, (1.3)

onde kx define o momento da part́ıcula no eixo x por p = ~kx.
No eixo y, a part́ıcula está confinada na região compreendida entre y = 0 e y = d, para tanto,

podemos tomar o potencial como nulo nas regiões 0 < y < d e infinito fora dessa região, para garantir
seu confinamento. Percebemos que trata-se de um poço de potencial infinito, assim

ψy(y) =

√
2

d
sen(kyy), (1.4)

e ky também define o momento da part́ıcula no eixo y. Assim, concluimos que

ψ(x, y) =

√
2

d

N∑
n=1

sen

(
~πn
d
y

)
(bne

ıkxx + ane
−ıkxx).

O resultado acima deflagra os estados posśıveis para um fio quântico e os posśıveis modos de propagação
da part́ıcula. Contudo, sempre trabalharemos com mais de um fio quântico no sistema. Então, se
considerarmos g fios acoplados ao ponto quântico, cada estado será dado por

ψg(x, y) =

√
2

d

Ng∑
n=1

sen

(
~πn
d
y

)
(b(g)n eıkxx + a(g)

n e−ıkxx), (1.5)
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Figura 1.3: Ponto Quântico ligado a dois reservatórios por 2 guias.

onde g é a quantidade de terminais utilizados, Ng o número de canais propagantes no referido terminal.
Por ora, o termo “terminal”deve ser entendido como um conjunto que contém o guia. As soluções
acima são as contribuições de cada fio para o estado geral do sistema que será definido mais adiante.
É importante que interpretemos o nosso resultado: para cada energia acesśıvel no eixo y, cujo estado é
estacionário, teremos um canal propagante no eixo x, dessa forma, os estados posśıveis nas ordenadas
regerão o número de estados para a propagação da part́ıcula, objeto esse que chamaremos de canais. O
número de canais dispońıveis são chamados de “canais abertos”. Como já sabemos, as amplitudes de

probabilidade, a
(g)
n e b

(g)
n , auxilia-nos a definir a probabilidade de transmissão e reflexão da função de

onda ao interagir com a cavidade, isto indica-nos que é posśıvel, à partir da equação de Schrödinger,
obter o número de canais abertos e as suas probabilidades de transmissão. O nosso problema, a
grosso modo, possui caracteŕısticas similares a um problema básico de mecânica quântica, entretanto,
a extensão da sua aplicação é diferente.

No caso padrão(ou, como nos referiremos também, standard) [2], ligamos dois fios considerados
baĺısticos(com probabilidade nula de reflexão) a um condutor e dois reservatórios(figura 1.3), o con-
junto fio-reservatório é o que caracteriza o conjunto que chamamos de terminal. O reservatório é o
meio que alimenta o sistema para a incidência de part́ıculas no ponto quântico por intermédio do fio,
ademais, mostraremos no caṕıtulo 4 que os reservatórios atuam de maneira mais fundamental no sis-
tema. As part́ıculas que são utilizadas pelos reservatórios para alimentar o sistema podem ser férmions
ou bósons. Para um reservatório de bósons, podemos considerar um corpo negro acoplado aos fios; que
será utilizado no caṕıtulo 3, nesse caso, as part́ıculas utilizadas serão fótons. A distribuição que rege
a distribuição dos fótons nos estados dentro da cavidade é chamada de distribuição de Bose-Einstein.
Para férmions, consideremos um gás de elétrons(que trataremos ainda neste caṕıtulo), denominamos
de distribuição de Fermi-Dirac. Podemos representar as duas distribuições pela equação

fα(E) =
1

e
E−µα
kbTα + ε1

,

onde E é a energia dispońıvel para a ocupação do elétron no reservatório, µα é o potencial qúımico do
reservatório α = 1, 2 e Tα sua temperaturaonde e ε é o fator que determina a natureza da part́ıcula
utilizada nos reservatórios, com ε = 1 contemplando o caso de férmions e ε = −1, para bósons. Esse
fator ε estará presente no desenvolvimento do formalismo para o estudo no caso multiterminal que
desenvolveremos no caṕıtulo final.

Figura 1.4: Condutor e correntes.
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Por ora, tomaremos nossas part́ıculas como elétrons nos reservatórios, isto é, ε = 1

fα(E) =
1

e
E−µα
kbTα + 1

. (1.6)

Para facilitar o tratamento teórico e experimental, tomamos reservatórios à temperaturas muito
baixas(T → 0). Temos, pois

f0(E) = θ(E − µα), (1.7)

onde θ é a função de Heaviside, ou degrau, definida como

θ(x) =

{
1, para x > 0
0, para x < 0

.

Fazendo µ1 > µ2, formar-se-á um fluxo de corrente I+
1 (figura 1.4) no terminal 1 definido por

I+
1 =

2e

h
N(µ1 − µ2), (1.8)

onde e é o valor da carga elétrica e N é o número de canais abertos. O fator 2 deve-se à degenerescência
de spin. À prinćıpio, o fator foi colocado à mão para que a expressão definida acima tenha dimensão
de corrente, no caṕıtulo 4 iremos demonstrar essa expressão por 2 formalismos diferentes.

Pela mecânica quântica, sabemos que ao interagir com o ponto quântico, a corrente sofre alteração
e reparte-se entre corrente transmitida (I+

2 ) e refletida (I−1 ), assim, temos

I+
1 = I−1 + I+

2 . (1.9)

Tomando os coeficientes de probabilidade de transmissão(T ) e de reflexão (1−T ), obtemos as relações
I+

2 =
2e

h
N(µ1 − µ2)T,

I−1 =
2e

h
N(µ1 − µ2)(1− T ).

Na verdade, o que nos interessa é a corrente que “passará”pelo condutor(I+
2 ), ela será responsável

pela transmissão da informação, assim, calculamos a condutância por

G =
I+

2

V
,

G =
I+

2
µ1 − µ2

e

,

G =
2e2

h
NT. (1.10)

Esta equação é conhecida como fórmula de Landauer para a condutância. Existe um cuidado no
resultado acima, pois estamos tratando de um ponto quântico que pouco emaranha os estados da
part́ıcula, dado que o ponto quântico baĺıstico para o caso de dois guias ignora a posśıvel transmissão
do elétron no canal n ao canal m, e isso é um ponto revés do formalismo de Landauer, uma vez que as
flutuações são partes fundamentais e inevitáveis em qualquer sistema quântico, contudo, no caṕıtulo
4, apresentaremos o formalismo de Büttiker que resolve tal revés.

1.2 Introdução a Matriz de Espalhamento.

Considerando um sistema com N terminais acoplados (equação 1.5) em um ponto quântico, temos
a função de onda desse sistema [3]

Ψ(x, y) =
N∑
g=1

ψg(x, y). (1.11)
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Da quântica elementar, sabemos que o output e o input do sistema são definidos pelas amplitudes
da solução dos estados assintóticos da função de onda Ψ(x, y). Pela conservação de carga, estas
amplitudes devem relacionar-se de tal sorte que

b
(g)
i =

N1∑
j=1

s
(1)
ij a

(1)
j +

N2∑
j=1

s
(2)
ij a

(2)
j + ...+

NN∑
j=1

s
(N )
ij a

(N )
j , (1.12)

b
(g)
i =

N∑
g′=1

Ng′∑
j=1

s
(g′)
ij a

(g′)
j , (1.13)

isto é, o output relaciona-se com todas os posśıveis inputs do sistema, o contrário também é posśıvel,
contudo, respeitaremos o que é disseminado na literatura. Podemos escrever a expressão acima na
forma matricial

B = SA, (1.14)

onde B = (b
(1)
1 ...b

(1)
N1
b
(2)
1 ...b

(2)
N2
...b

(g)
g ...b

(g)
Ng

)T e A = (a
(1)
1 ...a

(1)
N1
a

(2)
1 ...a

(2)
N2
...a

(g)
g ...a

(g)
Ng

)T . Dessa forma,
temos a matriz de espalhamento S dada por

S =


s1,1 s1,2 · · · s1,Ng

s2,1 s2,2 · · · s2,Ng

...
...

. . .
...

sNg ,1 sNg ,2 . . . sNg ,Ng

∑N
g=1Ng×

∑N
g=1Ng

. (1.15)

Omitimos o sobrescrito das entradas da matriz S, contudo, não devemos confundir a ordem da matriz,
como a notação sugere. O caso acima trata do caso mais geral posśıvel do caso multiterminal e
multicanal do ponto de vista da teoria da matriz de espalhamento, onde as amplitudes relacionam-se
linearmente.

Com a construção acima, podemos tomar considerações práticas para que facilitem o tratamento

do problema. Por exemplo, retomando o caso standard teremos B = (b
(1)
1 ...b

(1)
N1
b
(2)
1 ...b

(2)
N2

)T e A =

(a
(1)
1 ...a

(1)
N1
a

(2)
1 ...a

(2)
N2

)T , ou de forma mais compacta, B = (B(1)B(2))T e A = (A(1)A(2))T e o problema
reduz-se a [

B(1)

B(2)

]
=

[
r t′

t r′

][
A(1)

A(2)

]
, (1.16)

com r, r′, t e t′ são os blocos da matriz S que fazem a conexão input-output. Dessa forma, podemos
ter um insight do caso geral para a condutância definida por

G =
2e2

h
Tr(tt†). (1.17)

Esta é a fórmula de Landauer-Büttiker. É intuitivo concluir o uso do bloco t na definição da con-
dutância, uma vez que o transporte é definido pela transmissão do terminal 1 para o terminal 2.
Provaremos analiticamente esta expressão nos caṕıtulos seguintes. É importante ressaltar as proprie-
dades necessárias à matriz de espalhamento para que algumas leis de conservação sejam preservadas.
Uma delas é a conservação do fluxo de carga, definida por uma matriz de espalhamento unitária
(SS† = I), para o caso em que aplicamos um campo magnético no sistema e desprezamos o efeito
do acoplamento spin-órbita. Por outro lado, se eliminamos o campo magnético e consideramos a in-
variância por rotação de spin, temos uma matriz simétrica (S = ST ). Por fim, temos o caso em que
eliminamos o campo e desconsideramos o acoplamento de spin, chamamos de caso simplético, onde a
matriz de espalhamento é auto-dual, na linguagem do cálculo de quatérnions[6].
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Figura 1.5: Experimento utilizando o MOSFET
e produzindo o Ponto Quântico de Contato. por:
Henk van Houten and Carlo Beenakker [7]

Figura 1.6: Condutância vs. Voltagem. por:
Henk van Houten and Carlo Beenakker [8]

Podemos, ainda, tratar o caso multiterminal em (1.15) considerando que cada terminal possui

somente 1 canal aberto. Assim, teremos B = (b
(1)
1 b

(2)
2 ...b

(g)
g )T e A = (a

(1)
1 a

(2)
2 ...a

(g)
g )T e o problema fica


b
(1)
1

...

b
(g)
g

 =


s1,1 s1,2 · · · s1,g

s2,1 s2,2 · · · s2,g

...
...

. . .
...

sg,1 sg,2 . . . sg,g



a

(1)
1

...

a
(g)
g

 . (1.18)

O caso acima é o sistema que proporcionou-nos a trabalhar com o caso multiterminal e será utilizado
para montarmos nosso formalismo. Será explorado nesta dissertação em maiores detalhes no caṕıtulo
final, por ora, continuaremos a desenvolver os conceitos com aplicações.

1.3 Ponto Quântico de Contato

Como primeiro exemplo das discussões acima, trabalharemos com um MOSFET (Metal Oxide
Semiconductor Field Effect Transistor) de AlGaAs e GaAl, o resultado do acoplamento dessas duas
estruturas formam um gás bidimensional. Colocamos na interface um bloqueio (Gates) com apenas
uma constrição menor que o meio caminho livre do elétron (figura 1.5). Tal constrição é chamada
de Ponto Quântico de Contato [7]. É aplicado então uma certa voltagem nos gates e, dessa forma,
criam-se canais para a propagação do elétron. Por tanto, temos

T (Ef ) =
∑
n

θ(Ef − εn). (1.19)

onde εn são os modos de energia e Ef a energia de Fermi dos elétrons. Como o sistema é baĺıstico
e padrão, podemos aplicar (1.19) na fórmula de Landauer para encontrar a condutância do sistema,
assim temos

G =
2e2

h

∑
n

θ(Ef − εn). (1.20)

Uma forma mais clara de percebermos os canais gerados pela função degrau θ, é

G =
2e2

h
M, (1.21)

onde M são os modos dispońıveis para a propagação, assim, observamos que a condução é quantizada

em frações de
2e2

h
à temperaturas muito baixas, como mostra a figura (1.6) [8].
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Figura 1.7: Interferômetro de Hanbury Brown
- Twiss: dois feixes coerentes são enviados de 1
e 2 para o espelho semitransparente E e refle-
tem(transmitem) para os detectores 3 e 4.

Figura 1.8: Interferômetro de Michelson: um
feixe coerente é enviado para o aparato, reflete
em M1 e M2 até que seja transmitido no terminal
do detector O. Enciclopédia Britânica.

1.4 Experimento Hanbury Brown-Twiss

Em 1956, R. Hanbury Brown e Q. Twiss desenvolveram um interferômetro que difere em aspectos
fundamentais do interferômetro de Michelson. O feito sucede o avanço experimental do alto controle da
fotoemissão, dessa forma, a diferença de fase de dois fótons enviados para um espelho semitransparente
anula-se, permitindo que possa medir a correlação das intensidades devido somente à diferença de fase
causada pela interação com o espelho (figura 1.7)[69]1. Por outro lado, o aparato de Michelson envia
um feixe de luz coerente para refletir no aparato e ser projetado no anteparo O, preservando a fase
relativa entre os feixes, já que seu interesse era o estudo dessa diferença para diferentes posições do
espelho móvel, eliminando, pois, a correlação (figura 1.8) [9]. Com tal feito, R. Hanbury Brown e
Q. Twiss puderam medir o diâmetro angular da estrela Sirius com uma precisão mais elevada que os
dados existentes à época [10].

Dadas as condições, podemos projetar o experimento de Hanbury Brown-Twiss(HBT) no forma-
lismo da matriz de espalhamento [11]. Primeiramente observando que o aparato possui 4 terminais
e não deve ter blocos de reflexão para não retornar aos terminais de fotoemissão (1 e 2), assim, pela
equação (1.14), temos 

b1
b2
b3
b4

 =


0 0 s13 s14

0 0 s23 s24

s31 s32 0 0
s14 s24 0 0




a1

a2

a3

a4

 . (1.22)

Devemos observar que apesar de haver termos não-nulos que indicam input em 3 e 4, estes só foram
postos para que a conservação de carga não fosse quebrada, de toda sorte, a simetria do problema
também exige a presença de tais amplitudes. Dessa forma, podemos tomar o caso mais simples onde
s∗13 = s∗24 = s31 = s24 = r e s∗14 = s∗23 = s32 = s14 = t. Então, teremos

b†3
b†4
b3
b4

 =


0 0 r∗ t∗

0 0 t∗ r∗

r t 0 0
t r 0 0




a1

a2

a†1
a†2

 . (1.23)

1Na referência [69], o autor utiliza o mesmo procedimento considerando a emissão e recepção de fótons entre átomos,
contudo, encontrando a mesma relação de correlação.
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Tabela 1.1: Probabilidades do experimento Hanbury Brown-Twiss
Clássico Férmions Bósons

P(3,3) 2|r|2|t|2 2|r|2|t|2(1− |I|2) 2|r|2|t|2(1 + |I|2)
P(4,4) 2|r|2|t|2 2|r|2|t|2(1− |I|2) 2|r|2|t|2(1 + |I|2)
P(3,4) |r|4 + |t|4 |r|4 + |t|4 + 2|I|2|r|2|t|2 |r|4 + |t|4 − 2|I|2|r|2|t|2

Utilizando a unitariedade, temos os v́ınculos

|r|2 + |t|2 = 1 , (1.24)

Re(rt∗) = 0 . (1.25)

O resultado (1.24) já era esperado, pois se |r|2 e |t|2 são as probabilidades de reflexão e transmissão
respectivamente, temos que somando suas contribuições, devemos ter 100% de certeza que detecta-
remos a part́ıcula emitida. Mais adiante, o v́ınculo (1.25) será usado para analisar as correlações do
experimento nos caṕıtulos posteriores.

É interessante apontar que o experimento HBT possui um caráter mais fundamental que aparenta
ter. Quando calculamos as correlações desse sistema[66], temos os seguintes resultados para férmions

P (3, 3) = P (4, 4) = 2|r|2|t|2(1− |I|2), (1.26)

P (3, 4) = |r|4 + |t|4 + 2|I|2|r|2|t|2 (1.27)

onde I, por ora, deve ser visto como um fator que mede a interferência entre os estados de sáıda dos
dois elétrons utilizados no aparato e P a probabilidade de obter tais estados. Como se vê nas equações
acima, quando a interferência dos estados dos dois elétrons é total, a probabilidade do output para os
dois elétrons no mesmo terminal é nula e para o output com um em cada terminal de sáıda é 100%,
quanto utilizamos o v́ınculo (1.24) em (1.27) para I = 1. Isso recupera o prinćıpio de exclusão de
Pauli, que próıbe férmions de compartilhar o mesmo estado quântico do sistema. Quando emitimos
duas part́ıculas com nenhuma interferência entre seus estados, retomamos à estat́ıstica da emissão
clássica de elétrons. Na Tabela 1.1 podemos ver todos os resultados posśıveis, tanto para férmions
quanto para bósons, assim, podemos ver que a inserção do fator de interferência I altera o resultado
clássico de tal forma a causar um rúıdo no resultado até, invariavelmente, obter-se a discretização
da carga (que, mais adiante, veremos que trata-se do rúıdo de disparo, shot noise), encontrado nas
probabilidades nulas de se obter mais de 1 elétron em somente um terminal de sáıda. E é essa a
razão da condutância (1.10) não divergir quando o número de canais é muito grande: com um número
muito grande de estados dispońıveis para a ocupação, as part́ıculas pouco se correlacionarão, trazendo
os resultados determińısticos já estabelecidos. O estudo experimental do fator de interferência pode
ser visto nas referências [4, 5]. Assim, identificamos uma grande influência das correlações entre as
part́ıculas nos outputs do experimento HBT, a essa influência denominamos Efeito Hanbury Brown-
Twiss. É posśıvel encontrar o efeito Hanbury Brown-Twiss em outros contextos, como o decaimento de
antipróton em pares de ṕıons correlacionados[70]. Outro ponto fundamental no experimento HBT é o
uso de 2 part́ıculas no nosso sistema. Diferentemente como tratamos o caso de 1 part́ıcula incidindo no
sistema e, com isso, encontramos todos os estados posśıveis de ocupação. Contudo, com 2 part́ıculas,
os estados que determinam o sistema modificam-se. Primeiramente, devemos tomar que as part́ıculas
são indistingúıveis, resultando na inserção de mais um ı́ndice na função de onda geral do sistema. Para
N elétrons2 de um sistema inserido no espaço, o estado total será dado pelo determinante de Slater

Ψ(x1, x2, ..., xN ) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ1(x1) ψ1(x2) . . . ψ1(xN )
ψ2(x1) ψ2(x2) . . . ψ2(xN )

...
...

. . .
...

ψN (xN ) ψN (xN ) . . . ψN (xN )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (1.28)

2Atentamos para elétrons devido ao v́ınculo de bósons ser menos restrita. Ademais, como discutiremos no caṕıtulo 4,
o fato de haver condensação de estados bosônicos torna o problema de dif́ıcil tratamento.
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onde ψ são as autofunções do sistema em questão. Para o nosso problema, as autofunções são dadas
por (1.5). Com o estado acima, verificamos que só o fato de considerarmos a indistinguibilidade das
part́ıculas já gera o rúıdo causado por I. O estado total posto na forma de determinante também já
nos dá uma idéia de uma correlação entre os elétrons, ainda que em posições diferentes. Se fossem
independentes, o estado seria dado apenas pelo produto dos N auto-estados posśıveis. É precisamente
dessa correlação, e dos fatos acimas apontados, que vamos nos valer para montar o formalismo que
pretendemos desenvolver nesta dissertação.

Como foi dito anteriormente, este caṕıtulo busca motivar nosso estudo, com a preocupação de
introduzir a idéia básica para o leitor dos termos gerais e tentando motivá-lo a chegar no problema final.
Os outros caṕıtulos buscam aprofundar-se na f́ısica e nas ferramentas utilizadas para o desenvolvimento
final.

No caṕıtulo 2, assumiremos o formalismo de transporte utilizado nesta dissertação da matriz de
espalhamento, demonstraremos como chegar naturalmente na forma padrão do problema de espalha-
mento e descreveremos técnicas de sua obtenção e alguns fenômenos resultantes do formalismo.

Em seguida, no caṕıtulo 3, estudaremos o sistema de transporte unidimensional com simetria PT.
Introduziremos a idéia de flutuação utilizando como base o movimento Browniano a fim e mostraremos
como montar um sistema bidimensional com simetria PT, uma vez que é esse sistema que motivou o
desenvolvimento de nosso formalismo.

A fim de ganharmos fluência no tratamento do rúıdo, no caṕıtulo 4 apresentaremos o formalismo
desenvolvido por M. Büttiker, onde o mesmo determina a condutância (1.17) e uma equação geral
para o rúıdo gerado no transporte. Concomitantemente ao formalismo de Büttiker, introduziremos as
idéias de condutância e rúıdo que precediam o formalismo.

Por fim, no caṕıtulo 5, discutiremos uma idéia alternativa ao formalismo de Büttiker para deter-
minar o rúıdo de um sistema multiterminal. Encontraremos expressões de correlações para o caso
(1.18); uma vez que, demonstraremos no caṕıtulo 4 que as correlações equivalem ao rúıdo espectral,
e aplicaremos em um sistema de quatro terminais com simetria PT(constrúıdo à partir das técnicas
e idéias dos caṕıtulos 2 e 3); sistema esse que motivou-nos a encontrar funções de correlações para
sistemas multiterminais, gerando resultados novos para a literatura, rementendo-nos à generalização
da Tabela 1.1 para o caso de haver simetria por reversão temporal e paridade, que serão discutidos na
conclusão.

Nesta dissertação, buscamos ser o máximo detalhistas no desenvolvimento de todas as passagens,
incluindo nos apêndices, contudo, sem uma excessiva formalidade matemática. Acreditamos que as
funções de correlações encontradas, além de fornecer o estudo do sistema PT de 4 terminais, possa
proporcionar uma análise detalhada de outros sistemas multiterminais cuja matriz de espalhamento é
conhecida.
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Caṕıtulo 2

O Formalismo de espalhamento.

Ao longo da história da f́ısica quântica, o estudo do espalhamento é a mais importante técnica
experimental; este possibilitou a constatação das mais diversas teorias fundamentais até hoje em dia.
Dessa forma, há uma necessidade de desenvolver a teoria do espalhamento.

Até o ińıcio do século XX, o espalhamento era mais utilizado na propagação de ondas eletro-
magnéticas, dáı o advento do rádio e comunicações à longa distância. Uma outra marcante aplicação
foi o experimento de Rutherford de emissão de raios catódicos em uma fina camada de ouro quando
testara o modelo de Thomson. Ao certificar-se da discrepância entre a previsão teórica e os resultados,
isto lhe permitiu propor o modelo orbital que previa com boa precisão a direção dos raios espalha-
dos. À partir de então, nos anos 30, a f́ısica nuclear projetou-se sobre tal teoria a fim de mapear as
propriedades do núcleo atômico, incidindo part́ıculas extremamente energéticas em átomos pesados
para, assim, investigar seu interior por intermédio do espectro resultante. Contudo, lidar com espalha-
mento atômico é uma tarefa extremamente laboriosa. A primeira dificuldade que se encontra é manter
um núcleo (mesmo aquele com número atômico grande) estável para que se possa trabalhar sobre o
mesmo, outrossim a escala de energia extremamente alta para part́ıculas viajando próximo da veloci-
dade da luz e incidir no núcleo. Para a teoria, também há entraves quando tomamos o núcleo como
um sistema quântico complexo, isto é, vários corpúsculos (nucleons) encerram-se para formá-lo. Se
uma part́ıcula energética incide em um nucleon, devemos considerar a interação deste com os demais
(eletromagnética) ou por um potencial complexo (interação com os nêutrons), decaimentos, emissão,
absorção etc. Obviamente este é um problema intratável. Dada a impossibilidade do tratamento do
problema, surge a necessidade de uma manipulação estat́ıstica dos resultados. Depois da metade do
século, H. Feshbach, C. Porter e V. Weisskopf tratam do problema por intermédio do chamado modelo
ótico[12] que funciona muito bem para um range extenso de energias. Felizmente, o modelo ótico não
é apenas aplicável no caso nuclear, esse também foi aplicado para o caso de reações qúımicas, trazendo
o problema de escalas nucleareas para as moleculares, algo que; considerando as devidas proporções,
torna a questão mais simples.

Com essa isometria, podemos considerar um núcleo atômico como uma cavidade com paredes,
ou ponto quântico, acoplado a terminais propagadores que realizarão o transporte de part́ıculas de
reservatórios de elétrons, ou fontes de radiações de corpo-negro de fótons[13], para a cavidade por
intermédio de guia, ou canais (figura 2.1). Essa analogia foi devido a Ericson e Mayer-Kuckuk[14]
onde eles exploram o espalhamento de guias de ondas pelo condutor, atravessando-o por um caminho
complexo; caracteŕıstica de um núcleo ressonante, considerações essas que desenvolveremos agora.

2.1 Matriz de espalhamento S

Vamos considerar um sistema quântico com n part́ıculas não-interagentes que contempla momen-
tos e spins (helicidade, para part́ıculas sem massa) de cada part́ıcula. Esse sistema será descrito pelo
estado Ψα de tal modo que ∫

dαΨαΨα′ = δ(α− α′). (2.1)
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Figura 2.1: Ponto quântico ligado a dois guias ideias.

Aqui fizemos uma economia de notação colocando todas os posśıveis graus de liberdade que compõem
o estado no ı́ndice α, e δ(α − α′) é o produto de todos os eventuais deltas de Dirac e Kronecker que
ortogonalizam Ψα. Como são posśıveis estados do sistema, temos

HΨα = EαΨα, (2.2)

sendo Eα as posśıveis auto-energias do problema que soma a energia de cada part́ıcula do sistema.
Para o problema de espalhamento, analisaremos o mesmo problema nos tempos t → ±∞, onde

consideraremos o estado Ψ−α antes de interagir com um eventual potencial presente no sistema em um
passado remoto t → −∞ (input), e Ψ+

α como o estado que já não sente mais a interação de outrora,
estando, pois, em um futuro remoto t→ +∞ (output).

Embora esses conceitos sejam bastante convidativos a prosseguirmos em utilizá-los, podemos fu-
turamente cometer um erro ao calcular a probabilidade de seção de choque, pois o que na realidade
estamos medindo são part́ıculas livres cujo auto-estado é φα, e isso refletirá na hamiltoniana de tal
modo que H será separada em

H = H0 + V, (2.3)

com H0 sendo sua parte cinética e a interação representada por V . E assim, temos para φα

H0φα = Eαφα. (2.4)

Como já era esperado, φα possui o mesmo espectro que Ψ±α e a massa em H0 é a que de fato corresponde
à realidade f́ısica que é medida, não sendo necessariamente igual à H, pois o potencial V claramente
interfere nesta medição. Tão logo, após realizada a medida, para sabermos o estado do sistema quando
interage com o potencial, definiremos agora o input e o output como sendo

Ψ±α = U(±∞)φα (2.5)

para U(t) sendo o operador de translação temporal que depende de V . Para um potencial que depende
do tempo, teremos a série de Dyson[15]

U(t) =
∞∑
n=0

(
− i
~

)n ∫ t

0
dt1

∫ t1

0
dt2...

∫ tn−1

0
dtnT [V (t1)V (t2)...V (tn)] , (2.6)

onde T é o operador de ordenação temporal. Agora, os estados input e output estão normalizados de
acordo com uma part́ıcula livre, assim, podemos seguramente definir a matriz de espalhamento:

As entradas da matriz de espalhamento S conectam estados assintóticos de um sistema

aberto.

Então, se construimos um estado em t → −∞ tal que seu conteúdo quântico seja α, teremos o
input Ψ−α . Posteriormente, em t→ +∞, o seu conteúdo modificará-se para β, e teremos o output Ψ+

β ,
assim, pela definição acima, temos que

Sβα = 〈Ψ+
β |Ψ

−
α 〉 , (2.7)

Sβα = 〈φ+
β |U

†(+∞)U(−∞)|φ−α 〉 , (2.8)
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onde, podemos inserir o chamado operador Ŝ

Ŝ = U†(+∞)U(−∞). (2.9)

Este é útil para demonstrar a invariância de Lorentz da matriz de espalhamento e construir uma
teoria de perturbação dependente do tempo para a matriz S, contudo, isto não será explorado nesta
dissertação.

Nesta secção, obtivemos a matriz de espalhamento na forma bastante genérica, sem; contudo, espe-
cificar a obtenção do operador de translação temporal que foi obtido no contexto da Teoria Quântica
de Campos[16]. Na linguagem da f́ısica mesoscópica, estamos considerando os eventuais espalhamen-
tos inelásticos no ponto quântico, causados por uma rede de fônons, ou interação couloumbiana entre
a part́ıcula espalhada e a estrutura interna do ponto, e isso reflete na hamiltoniana tomando-se a de-
pendência temporal. Concluimos rapidamente que o problema é inviável de tratar neste formalismo.
Diferentemente de como fizemos no caṕıtulo 1, na próxima secção demonstraremos a forma standard
da matriz de espalhamento, tomando a interação local da part́ıcula com o ponto quântico.

2.2 Espalhamento pela equação de Lippmann-Schwinger.

No problema padrão, consideramos dois terminais acoplados a um ponto quântico e resolvemos a
equação de Schrödinger tomando as soluções à esquerda e direita do centro espalhador separadamente:

ψ
(±)
s (x), onde s = ±1 representa a direção de propagação da onda e o superscrito denota a onda

emergente (+), ou incidente (-). Notemos que estamos fazendo absolutamente o mesmo tratamento
da secção anterior, contudo, abordando o problema tomando soluções estacionárias. Esse tratamento
permite que expressemos o ponto quântico como um potencial local V (x′), assim, a solução geral do
problema é dada por[6]

ψ(±)
s (x) = φs(x) +

∫ +∞

−∞
G(±)(x, x′)V (x′)ψ(±)

s (x′)dx′, (2.10)

onde φs(x) é solução homogênea do problema, o segundo termo é a solução particular de

− ~2

2m

∂2ψ(x)

∂x2
+ V (x)ψ(±)(x) = Eψ(±)(x),(

~2

2m

∂2

∂x2
+

~k2

2m

)
ψ(±)(x) = V (x)ψ(±)(x). (2.11)

Nesse último passo, utilizamos o fato que a solução que estamos procurando está infinitamente distante
do ponto e isso reflete na energia contemplando o espectro de uma part́ıcula livre. De posse da equação
diferencial não-homogênea, esta terá uma função de Green G(x, x′) que satisfaz as mesmas condições
de contorno da equação acima de tal modo que(

~2

2m

∂2

∂x2
+

~k2

2m

)
G(±)(x, x′) = δ(x− x′), (2.12)

onde δ(x−x′) é a delta de Dirac. Podemos demonstrar essa assertiva atuando o operador ~2

2m
∂2

∂x2 + ~k2

2m
em (2.10), então, utilizamos o fato que φs(x) é a solução homogênea e na integral, substituimos (2.12)
e utilizamos a propriedade de filtragem da delta e obtemos (2.11). Podemos simplificar (2.11) e (2.12)
fazendo (

∂2

∂x2
+ k2

)
ψ(±)(x) = U(x)ψ(±)(x) , (2.13)(

∂2

∂x2
+ k2

)
g(±)(x, x′) = δ(x− x′) , (2.14)

pois, fizemos a substituição

U =
2m

~2
V , (2.15)

g(±) =
~2

2m
G(±). (2.16)
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A solução fica semelhante à anterior

ψ(±)
s (x) = φs(x) +

∫ +∞

−∞
g(±)(x, x′)U(x′)ψ(±)

s (x′)dx′. (2.17)

A equação acima é chamada de equação de Lippmann-Schwinger e podemos interpretá-lo como a

solução perturbada de ψ
(±)
s frente à existência de um potencial local V (x′) e a função de Green

encarrega-se de informar-nos como a solução em x modificará-se dada a flutuação em x′[17]. Dada as

considerações discutidas acima, estamos procurando pela forma assintótica de ψ
(±)
s . Assim, começamos

com solução homogênea assumindo a forma de uma onda plana

φs(x) =
eiskx√
2π ~2k

m

. (2.18)

É razoável sugerirmos essa solução, uma vez que em um ponto muito distante, a onda espalhada
comporte-se como uma onda plana. A função de Green não perturbada é definida por[18]

g(±)(x, x′) = ± 1

2ik
e±ik|x−x

′|. (2.19)

Assim, teremos a equação de Lippmann-Schwinger dada por

ψ(±)
s (x) =

eiskx√
2π ~2k

m

+
1

2ik

∫ +∞

−∞
e±ik|x−x

′|U(x′)ψ(±)
s (x′)dx′. (2.20)

Vamos avaliar uma solução emergente para a esquerda cuja direção de propagação é s = 1, primeira-
mente para o lado esquerdo tomamos x→ −∞, vem

ψ
(+)
+ (x) =

eikx√
2π ~2k

m

+
1

2ik

∫ +∞

−∞
eik(x′−x)U(x′)ψ

(+)
+ (x′)dx′,

ψ
(+)
+ (x) =

eikx√
2π ~2k

m

+ 2πi
e−ikx√
2π ~2k

m

∫ +∞

−∞

 e−ikx
′√

2π ~2k
m

∗ V (x′)ψ
(+)
+ (x′)dx′,

ψ
(+)
+ (x) = φ+(x)− 2πi 〈φ−|V |ψ(+)

+ 〉φ−(x). (2.21)

Analogamente para x→ +∞, vem

ψ
(+)
+ (x) =

(
1− 2πi 〈φ+|V |ψ(+)

+ 〉
)
φ+(x). (2.22)

Vamos nomear, convenientemente, os termos como

r = −2πi 〈φ−|V |ψ(+)
+ 〉 , (2.23)

t = 1− 2πi 〈φ+|V |ψ(+)
+ 〉 . (2.24)

É importante apontar que as amplitudes acima são resultantes da flutuação causada pelo potencial
local V , se não houvesse tal potencial, podemos ver que a solução seria dada somente por frente de
ondas propagando-se para a direita, como era esperado.

Teremos analogamente para as soluções ψ
(+)
− as soluções nos assintóticos

r′ = −2πi 〈φ+|V |ψ(+)
− 〉 , (2.25)

t′ = 1− 2πi 〈φ−|V |ψ(+)
− 〉 . (2.26)

A seguir, veremos a razão de tal taxação para as amplitudes acima. Podemos montar uma solução
geral para o problema fazendo a combinação linear de todas as soluções obtidas

Ψ(x) = a(1)ψ
(+)
+ + a(2)ψ

(+)
− . (2.27)
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É seguro fazer isso, pois a equação de Schrödinger é uma equação diferencial linear, então qualquer
combinação linear de suas soluções é também solução. Assim, utilizando os resultados acima, teremos
a solução

Ψ(x) =

{
a(1)φ+ + b(1)φ−, para x→ −∞
a(2)φ− + b(2)φ+, para x→ +∞. (2.28)

onde, as constantes b(1) e b(2) obedecem a relação linear(
b(1)

b(2)

)
=

(
r t′

t r′

)(
a(1)

a(2)

)
. (2.29)

que é o que denominamos de forma standard do problema de espalhamento: o próprio tratamento
introduzido nesta secção nos remete naturalmente à forma como trataremos daqui por diante nesta
dissertação quando nos referirmos à forma standard ou padrão.

Agora, é fortuito que demonstremos a propriedade mais importante das matrizes de espalhamento
de sistemas que não possuem simetrias adicionais. Tomando a definição de corrente JL,R, temos

JL,R ∝ Ψ
∂Ψ∗

∂x
−Ψ∗

∂Ψ

∂x
, (2.30)

onde o sub́ındice L e R atendem para x→ −∞ e x→ +∞, respectivamente. Encontrando, primeira-
mente, JL, temos

JL ∝
(
a(1)φ+ + b(1)φ−

) (
−a∗(1)φ− + b∗(1)φ+

)
−
(
a∗(1)φ− + b∗(1)φ+

) (
a(1)φ+ − b(1)φ−

)
,

JL ∝ |b(1)|2 − |a(1)|2 .(2.31)

Analogamente para JR, vem
JR ∝ |a(2)|2 − |b(2)|2. (2.32)

A corrente definida por (2.30) satisfaz a equação da continuidade com a densidade dada por |Ψ|2,
assim, a probabilidade deve preservar-se ao longo do espaço (pois, Ψ = 〈x |α〉, com |α〉 sendo o
estado da part́ıcula, então estamos fazendo o tratamento no espaço das posições.), isso acarreta na
conservação da corrente, assim, temos JL = JR. Então

|b(1)|2 + |b(2)|2 = |a(1)|2 + |a(2)|2 ,(
b(1)

b(2)

)†(
b(1)

b(2)

)
=

(
a(1)

a(2)

)†(
a(1)

a(2)

)
. (2.33)

Se substituimos (2.29) na expressão acima, observamos que a igualdade só é satisfeita se

SS† = I, (2.34)

que é a chamada condição de unitariedade. Esse v́ınculo está presente para o caso mais geral de
matrizes de espalhamento e garante a conservação da carga elétrica. Para fótons, este v́ınculo só é
garantido quando o sistema possui um mecanismo de bombeamento e absorção bem equilibrado, como
será visto no último caṕıtulo, uma vez que fótons não possuem carga elétrica.

Se analisarmos o sistema à partir de suas simetrias, temos que o caso acima sendo o mais ge-
ral posśıvel, então, esse está livre de qualquer simetria, onde alcançamos isso aplicando um campo
magnético no sistema e consideramos o efeito do acoplamento spin-órbita. Por outro lado, temos o
caso em que eliminamos o campo e consideramos o acoplamento de spin-órbita, chamamos de caso
simplético. Se eliminamos o campo magnético e consideramos a invariância por rotação de spin, temos
uma matriz simétrica(S = ST ), resultado esse que obteremos no nosso tratamento final.

Ademais, a forma matricial de S carrega consigo muitas informações: quando obtida, obedece
seguramente as condições de contorno do sistema, dado que a condição linear advém de uma função
de Green que satisfaz as condições de contorno do sistema, por definição. Podemos calcular ime-
diatamente a condutância pela fórmula de Landauer-Büttiker (vide caṕıtulo 1) e outros cumulantes
que caracterizam o ponto através da estat́ıstica de contagem de Levitov-Lesovik [19][20]. Existem
outras utilizações para a matriz de espalhamento, contudo, para nosso propósito, será necessário o
desenvolvimento da próxima secção.
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2.3 Concatenação de matrizes S.

Em algumas situações, o condutor possui algumas dezenas acima do comprimento de relaxação de
fase, por exemplo. Existe um formalismo de transporte não-coerente que resolve o problema, contudo,
de arcabouço teórico mais elaborado. Nesta secção, estabelecemos uma técnica de fácil tratamento
aplicando o formalismo da matriz de espalhamento no transporte quasi-coerente: consideremos um
condutor um pouco acima da escala mesoscópica ligado à quatro terminais. Como foi dito anteri-
ormente, o condutor não realiza um transporte coerente, para que possamos utilizar as técnicas já
desenvolvidas. Devemos separar o condutor em duas secções coerentes de matriz de espalhamento s(1)

e s(2) (figura 2.2). Isso garante que tenhamos uma função de onda para a equação de Schrödinger
na forma de guias de ondas e, por conseguinte, tenhamos uma matriz de espalhamento para cada
secção. Aqui, utilizaremos a mesma notação de b para sáıda e a para entrada. Observamos que a
estrutura acima poderia representar uma ponte Hall, assim, o transporte deveria ocorrer do guia 1 e
2, posto que 3 e 4 são guias de prova[21]. Podemos naturalmente tentar a equação de Schrödinger
para o sistema e encontrar suas soluções, porém, além do número de soluções ser demasiadamente
grande, o problema se alastra por dois centros espalhadores. Dessa forma, é melhor que apliquemos
o formalismo da matriz de espalhamento e tentemos concatenar as matrizes s(1) e s(2) de forma que
tenhamos, no final, reduzido o problema de forma semelhante ao problema de um centro espalhador.

Vamos escrever a matriz de espalhamento para cada lado do sistema como segue(
b13

b5

)
=

(
r(1) t′(1)

t(1) r′(1)

)(
a13

a5

)
,

(
a5

b24

)
=

(
r(2) t′(2)

t(2) r′(2)

)(
b5
a24

)
.

Aqui comprimimos todos os modos dos terminais 1 e 3 (2 e 4) em uma só amplitude, tornando, então,
as entradas de s(1) e s(2) blocos de matrizes, o que quer dizer que devemos ter cuidado para realizar
manipulações algébricas. Para concatenar as matrizes s(1) e s(2), devemos eliminar algebricamente
as amplitudes intermediárias a5 e b5. Escrevemos explicitamente ambas amplitudes de cada matriz
acima, temos. Aqui comprimimos todos os modos dos terminais 1 e 3 (2 e 4) em uma só amplitude,
tornando, então, as entradas de s(1) e s(2) blocos de matrizes, o que quer dizer que devemos ter cuidado
para realizar manipulações algébricas. Para concatenar as matrizes s(1) e s(2), devemos eliminar
algebricamente as amplitudes intermediárias a5 e b5. Escrevemos explicitamente ambas amplitudes de
cada matriz acima, temos.

b5 = t(1)a13 + r′(1)a5, (2.35)

a5 = r(2)b5 + t′(2)a24. (2.36)

Figura 2.2: Transporte quasi-coerente por duas secções de espalhamento coerentes.
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Substituindo (2.36) em (2.35), vem

b5 = t(1)a13 + r′(1)(r(2)b5 + t′(2)a24),

(I − r′(1)r(2))b5 = t(1)a13 + r′(1)t′(2)a24.

Aqui, devemos lembrar que os elementos das matrizes de espalhamento são também matrizes, tão logo,
devemos respeitar os lados que vamos operar as parcelas acima, então, multiplicando pela esquerda
(I − r′(1)r(2))−1

b5 = (I − r′(1)r(2))−1t(1)a13 + (I − r′(1)r(2))−1r′(1)t′(2)a24. (2.37)

Aplicando em (2.36), temos

a5 = r(2)(I − r′(1)r(2))−1t(1)a13 + [t′(2) + r(2)(I − r′(1)r(2))−1t′(2)]a24. (2.38)

Se aplicarmos (2.37) e (2.38) nas expressões de b13 e b24, organizamos ambas de forma que tenha a
relação matricial (

b13

b24

)
=

(
r t′

t r′

)(
a13

a24

)
.

Vamos demonstrar para b24 e encontrar t e r′. Escrevendo explicitamente b24, vem

b24 = t(2)b5 + r′(2)a24.

Substituimos (2.37), temos

b24 = t(2)
[
(I − r′(1)r(2))−1t(1)a13 + (I − r′(1)r(2))−1r′(1)t′(2)a24

]
+ r′(2)a24,

b24 = t(2)(I − r′(1)r(2))−1t(1)a13 +
[
r′(2) + t(2)(I − r′(1)r(2))−1r′(1)t′(2)

]
a24,

b24 = ta13 + r′a24.

Isto é,
t = t(2)(I − r′(1)r(2))−1t(1) , r′ = r′(2) + t(2)(I − r′(1)r(2))−1r′(1)t′(2). (2.39)

Da mesma forma, é posśıvel demonstrar que

t′ = t′(1)(I − r′(1)r(2))−1t′(2) , r = r(1) + t′(1)r′(2)(I − r′(1)r(2))−1t(1). (2.40)

É interessante notar que o resultado acima é válido para qualquer número de terminais: apesar de
estarmos utilizando apenas quatro, o tratamento pode ser estendido imediatamente para um número
maior, apenas inserindo nas amplitudes como fizemos com 1 e 3, por exemplo, além de cada terminal
possuir um número qualquer de canais. A técnica de concatenação de matrizes é análogo ao caso da
associação de resistores de um sistema elétrico clássico(figura 2.3 e 2.4.) substituindo todos por um
resistor equivalente, contudo, a seguir veremos que a associação no regime coerente permite que a
fase da trajetória influencie na condutância do sistema. Outrossim, o que torna o caráter de nosso
cálculo mais geral é o fato deste não se aplicar a somente condutores, como foi a nossa premissa
quando definimos o problema de espalhamento para um sistema f́ısico qualquer. Nosso resultado além
de válido para o regime coerente, também informa as posśıveis trajetórias do componente dentro do
condutor, que é o tema da nossa próxima secção.

2.4 Trajetórias de Feynman.

A matriz de espalhamento geral da seção anterior nos traz informações relevantes não só a respeito
do transporte da part́ıcula, como também a trajetória que a mesma percorre na região intermediária
nos canais como vemos a seguir.

Podemos redefinir a matriz (I−r′(1)r(2))−1 como uma série geométrica, assim, analisando somente
as amplitudes que realizam a condução longitudinal, escrevemos t utilizando (2.39)

t = t(2)(I − r′(1)r(2))−1t(1)

t = t(2)(I + [r′(1)r(2)] + [r′(1)r(2)][r′(1)r(2)] + [r′(1)r(2)][r′(1)r(2)][r′(1)r(2)] + ...)t(1)

t = t(2)t(1) + t(2)[r′(1)r(2)]t(1) + t(2)[r′(1)r(2)][r′(1)r(2)]t(1) + ... (2.41)
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Observamos que (2.41) nos apresenta todas as trajetórias posśıveis ao passar pela região intermediária
dos terminais e existir transmissão: no primeiro termo, a part́ıcula passa pelos dois centros espalha-
dores sem reflexões, no segundo, a part́ıcula adentra a região intermediária, é refletida pelo segundo
centro, é refletida pelo primeiro e é transmitida pelo segundo (figura 2.5) e assim por diante. Além
disso, esse formalismo especifica todos os canais que a part́ıcula ocupa no guia intermediário. Se
consideramos o elemento da matriz t que indique a passagem da part́ıcula do canal n dos guias da
esquerda para o canal m pertencente aos guias da direita, temos, por exemplo, para o segundo termo
de (2.41) que indica que part́ıcula sofreu reflexão dos dois centros antes de ser transmitida

(t(2)[r′(1)r(2)]t(1))mn =
∑
m1

∑
m2

∑
m3

t(2)
mm1

r′(1)
m1m2

r(2)
m2m3

t(1)
m3n (2.42)

A relação acima pode ser melhor entendida se considerarmos o termo t
(2)
m1r

′(1)
12 r

(2)
23 t

(1)
3n , como é visto na

figura 2.6. O problema acima é altamente similar ao caso do problema em mecânica quântica de uma
part́ıcula indo de um ponto “a”para o ponto “b”no espaço de configuração. Por isso, a esses caminhos
denominamos trajetórias de Feynman[15]. Portanto, podemos expressar tmn em uma representação
mais adequada para a transmissão de uma part́ıcula no canal n para o canal m que é por meio das
amplitudes de cada trajetória

tmn =
∑
P

AP , (2.43)

onde AP é a amplitude de cada caminho P posśıvel para a part́ıcula. A analogia é imediata: a entrada
tmn é o propagador, então, o módulo ao quadrado é a probabilidade de transmissão Tmn dado por

Tmn =
∑
P

APA
∗
P +

∑
P

∑
P ′

APA
∗
P ′ . (2.44)

Aqui, há uma sutileza se considerarmos o dispositivo incoerente, isto é, se o comprimento do dispositivo
for maior que seu comprimento de relaxação de fase. Definimos a amplitude de cada trajetória por[22]

AP = ke
i
~S , (2.45)

onde S é a ação clássica e k a constante que torna o propagador normalizado. Tomando um condutor
com dimensões maiores que a escala mesoscópica, então, a ação é consideravelmente grande, tão logo,
S/~ é um ângulo grandiośıssimo, isso faz com que as amplitudes das posśıveis trajetórias oscilem de
tal forma que cancelarão a sua contribuição no termo de interferência[23]. Assim, para um dispositivo
incoerente, podemos anular o segundo termo do somatório e facilmente obter a probabilidade de cada
trajetória Tmn. Podemos ver o efeito da interferência no exemplo de dois guias, cada um com um
canal. Então, temos {

T1 = |t1|2 = |t′1|2, R1 = |r1|2 = |r′1|2,
T2 = |t2|2 = |t′2|2, R2 = |r2|2 = |r′2|2.

Calculando seu coeficiente de transmissão longitudinal, temos

t =
t1t2

1− r′1r2
. (2.46)

Figura 2.3: Circuito clássico com dois resistores. Figura 2.4: Circuito Equivalente.
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Figura 2.5: Exemplos de trajetórias da part́ıcula em sua transmissão.

Aqui, os coeficientes não são mais matrizes. Encontrando a probabilidade de transmissão, temos

T =
t∗1t
∗
2

1− r∗′1 r∗2
t1t2

1− r′1r2
,

T =
T1T2

1− r∗′1 r∗2 − r′1r2 +R1R2
,

T =
T1T2

1− 2
√
R1R2 cos θ +R1R2

. (2.47)

No último passo, fizemos r1,2 =
√
R1,2e

ıϕ1,2 , onde ϕ é a fase da amplitude do caminho e θ = ϕ1 + ϕ2.
Como esperado, a transmissão de um condutor coerente depende da fase do caminho tomado, fazendo,
pois, que influencie diretamente na condutância.

Para um condutor incoerente é mais fácil se consideramos a discussão logo acima, basta tomar
o quadrado dos coeficientes da matriz(pois estamos considerando somente 1 modo) de cada secção e
substituir diretamente em T , onde teremos

T =
T1T2

1−R1R2
. (2.48)

Vamos explicar nossos resultados: se tivermos um condutor cuja dimensões sejam pequenas o suficiente
para serem considerados coerentes, efeitos quânticos irão influenciar de tal sorte que irão diminuir a
condutância, isto é, a interferência devido a interação na cavidade diminui a probabilidade do portador
de ser transmitido. Esse efeito já é conhecido na literatura, chamado de Localização de Anderson[24].
Para um dispositivo com dimensões não-mesoscópicas, temos uma condutância que não modifica-se
frente à fenômenos puramente quânticos, como podemos ver na equivalência entre a equação (2.48) e a
figura 2.4. É importante, também, ressaltar que a sequência das matrizes a serem acopladas é relevante
no transporte, como podemos ver nas equações (2.39) e (2.40), tal como o grau de interferência entre
as trajetórias das part́ıculas; dada a discussão acima, diferente no que ocorre em um condutor clássico,
onde nenhum dos fatos acima interfere na medição do circuito da figura 2.4.

Figura 2.6: Posśıveis trajetórias da part́ıcula nos guias de cada terminal.
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Neste caṕıtulo, estudamos as minúncias da matriz de espalhamento e algumas das informações
que esta apresenta que facilita o tratamento do problema em sistemas mesoscópicos. Tomamos resul-
tados imediatos para as técnicas que estão presentes no contexto da Teoria Quântica de Campos e
Eletrodinâmica Quântica[25] e apresentamos a técnica de concatenação de matrizes que será utilizada
no resultado final da dissertação quando acoplaremos 4 terminais, tratados como centro espalhadores,
em uma cavidade quântica baĺıstica. O sistema será montado escalonadamente, sendo este caṕıtulo
o primeiro degrau. O segundo degrau é investigar se este sistema é invariante por uma mudança de
paridade e reversão temporal. Por isso, desenvolveremos estes conceitos para o formalismo de matrizes
de espalhamento no caṕıtulo seguinte.
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Caṕıtulo 3

Simetria PT para o problema de
espalhamento.

Na primeira metade do século XX, os axiomas fundamentais da primeira quantização, introduzidos
por P. Dirac[26], compuseram as bases elementares da mecânica quântica das próximas décadas. Um
dos axiomas, em particular, é a hermiticidade do operador hamiltoniano

H = H†. (3.1)

Esse axioma possui um caráter de adaptação mais matemática que f́ısica propriamente: com um
hamiltoniano hermitiano, obter-se-á um espectro de energia real e permitirá a comparação com os
dados medidos. Contudo, na década de 90, C. M. Bender e S. Boettcher estenderam o conceito
de hermiticidade para uma hamiltoniana invariante por um deslocamento no espaço-tempo, isto é,
possuir simetria de paridade e de reversão temporal(ou simplesmente PT)[27], como podemos ver, por
exemplo, no hamiltoniano do oscilador quântico

H = p2 + x2, (3.2)

que tem espectro de energia E = 2n + 1, pois fizemos ~ = 1, m = 1/2, k = 2 e obtemos ω = 2. Se
adicionarmos o termo ix no hamiltoniano, isto é H ′ = H+ ix, não teŕıamos o axioma da hermiticidade
de Dirac cumprida, contudo, o hamiltoniano ainda seria invariante por simetria PT, como podemos
observar

PT H ′(PT )−1 = p2 + (−x)2 + (−i)(−x) = H ′, (3.3)

além disso, podemos encontrar facilmente o espectro de H ′ aplicando nas auto-funções do oscilador
quântico, isto é

H ′ψ =
(
p2 + x2 + ix

)
ψ =

[
p2 +

(
x+

i

2

)2

+ 1/4

]
ψ = (2n+

5

4
)ψ. (3.4)

Como observamos, apesar do hamiltoniano não ser hermitiano, ele possui um espectro real, positivo,
discreto e real, indicando que é posśıvel que as simetrias sejam categorias mais fundamentais que o
axioma de hermiticidade de Dirac.

Tão logo, podemos estender esse fato no formalismo de espalhamento construindo um sistema
invariante por simetria de reversão temporal[28] para uma secção de matriz de espalhamento S tal
que

S =

(
r t′

t r′

)
(3.5)

onde as entradas de S representam números, pois estamos analisando o caso de 1 canal na esquerda
e na direita. Se aplicamos a reversão temporal na função de onda que descreve o problema acima,
vem que T ψin,out = ψ∗out,in, como estamos no caso padrão, temos b = Sa, se tomamos o seu complexo
conjugado, a matriz S do problema, com o tempo invertido, será dada por

T S = [S∗]−1. (3.6)
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Figura 3.1: Estrutura representando um estado ligado com lentes de probabilidade de transmissão
Γ→ 0. [28]

Para a paridade, teremos Pψin,out(x) = ψin,out(−x), isso indica que as amplitudes de sáıda(entrada)
da direita trocam com as da esquerda, contudo, sem trocar o sentido de incidência(amplitudes de
sáıda/entrada continuarão a ser de sáıda/entrada), isso determina que os elementos da matriz de
espalhamento trocarão de posição de tal sorte que

PS = σxSσx, (3.7)

onde, σx é a matriz de Pauli em x. Agora, iremos aplicar tais considerações no sistema invariante-PT
mais simples posśıvel, e analisar as conseqüências.

Tomando uma cavidade ligada à dois terminais com um canal cada, dividiremos a cavidade em
duas secções de matrizes S1 e S2 com o v́ınculo que S2 deve possuir simetria de paridade e reversão
temporal com S1, como observamos na figura 3.1. Dessa forma, aplicando (3.6) e (3.7), temos para S2

S2 = σxS
∗−1
1 σx. (3.8)

Utilizamos a definição S∗1S
∗−1
1 = I para encontrar S∗−1

1 , teremos(
r∗1 t′∗1
t∗1 r′∗1

)(
a b
c d

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Obtemos o par de equações para a e d {
r∗1a+ t′∗1 d = 1,
t∗1a+ r′∗1 d = 0.

Encontramos, assim, que a = 1
(r1−t′1r

′−1
1 t1)∗

e d = (r′−1
1 t1)∗ 1

(t′1r
′−1
1 t1−r1)∗

. Usando o mesmo procedimento

para b e d, temos a matriz

S∗−1
1 =

( 1
(r1−t′1r

′−1
1 t1)∗

(r−1
1 t′1)∗ 1

(t1r
−1
1 t′1−r′1)∗

(r′−1
1 t1)∗ 1

(t′1r
′−1
1 t1−r1)∗

1
(r′1−t1r

−1
1 t′1)∗

)
.

Aplicando no v́ınculo (3.8), teremos a matriz

S2 =

( 1
(r′1−t1r

−1
1 t′1)∗

(r′−1
1 t1)∗ 1

(t′1r
′−1
1 t1−r1)∗

(r−1
1 t′1)∗ 1

(t1r
−1
1 t′1−r′1)∗

1
(r1−t′1r

′−1
1 t1)∗

)
.

Podeŕıamos simplesmente encontrar a matriz de espalhamento S do sistema apenas concatenando S1 e
S2 através da técnica desenvolvida no final do caṕıtulo anterior. Contudo, não teŕıamos como explorar
fisicamente esse sistema, pois não temos meios de controlar os parâmetros que caracterizam as entradas
da matriz S. Uma forma de contornar esse problema é fechando este sistema, assim, criaremos estados
estacionários caracteŕısticos deste, a seguir, fazemos incidir uma part́ıcula na cavidade ao passo que
ajustemos um parâmetro a ser escolhido da cavidade para descobrirmos os seus pontos de ressonância,
por conseguinte, suas propriedades[29].
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Para tanto, estudaremos os estados ligados deste sistema tomando-o como cavidade ressonante
acoplando barreiras na direita e na esquerda com probabilidade de transimssão Γ→ 0, onde trataremos
este como uma secção com matriz SΓ definindo o problema de espalhamento do espelho tal que(

âout
L

âin
1

)
= SΓ

(
âin

L

âout
1

)
, (3.9)

como é retratado na figura 3.1. Dessa forma, teremos meios de analisar o seu comportamento por
intermédio do parâmetro Γ: as barreiras serão nosso meio de medida das propriedades do sistema
montado acima, dáı a importância de haver determinado de antemão o parâmetro de probabilidade
de transmissão Γ. Assim, estabelecemos a matriz SΓ de tal sorte que esta respeite o v́ınculo da
unitariedade. Uma posśıvel representação seria

SΓ = −
( √

1− Γ ı
√

Γ

ı
√

Γ
√

1− Γ

)
(3.10)

Utilizando S1 definida pela forma (3.5) e SΓ por (3.10), temos para o lado esquerdo(
âout

L

âin
1

)
= −

( √
1− Γ ı

√
Γ

ı
√

Γ
√

1− Γ

)(
âin

L

âout
1

)
, (3.11)

(
âout

1

âright
0

)
=

(
r1 t′1
t1 r′1

)(
âin

1

âleft
0

)
. (3.12)

A nossa intenção é acoplar as matrizes S1 e SΓ e obter uma matriz equivalente para o lado esquerdo
da cavidade, a qual chamaremos de SL. Assim, aplicaremos a técnica da concatenação extraindo das
matrizes acima as equações {

âin
1 = −ı

√
Γâin

L −
√

1− Γâout
1 ,

âout
1 = r1â

in
1 + t′1â

left
0 .

Resolvendo para âin
1 e âout

1 , temos
âin

1 = − ı
√

Γ

1 + r1

√
1− Γ

âin
L −

t′1
√

1− Γ

1 + r1

√
1− Γ

âleft
0 ,

âout
1 = − r1ı

√
Γ

1 + r1

√
1− Γ

âin
L +

t′1
1 + r1

√
1− Γ

âleft
0 .

Agora, explicitando as equações restantes, temos{
âout
L = −

√
1− Γâin

L − ı
√

Γâout
1 ,

âright
0 = t1â

in
1 + r′1â

left
0 .

Substituindo âin
1 e âout

1 , obtemos (
âout

L

âright
0

)
= SL

(
âin

L

âleft
0

)
, (3.13)

onde

SL = −


r1 +

√
1− Γ

1 + r1

√
1− Γ

ıt′1
√

Γ

1 + r1

√
1− Γ

ıt1
√

Γ

1 + r1

√
1− Γ

t1t
′
1

√
1− Γ

1 + r1

√
1− Γ

− r′1

 . (3.14)

Podemos inferir o mesmo resultado para o lado direito da estrutura tomando(
âleft

0

âout
R

)
= SR

(
âright

0

âin
R

)
. (3.15)

Para encontrar SR, basta utilizarmos o fato que a estrutura possui simetria PT, assim

SR = PT SL ,

SR = σxS
∗−1
L σx. (3.16)
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Quando encontrarmos SR, procedemos da mesma maneira a fim de eliminar âright
0 e âleft

0 e encontramos
a matriz de espalhamento total do sistema S, contudo, não a apresentaremos pois na próxima secção
tomaremos simplificações em S1 e S2 que torna a expressão de S simples.

Com o parâmetro determinado, iremos estudar como o sistema responde à incidência de uma
part́ıcula devido ao reservatório, dado um valor de Γ. Por essa razão, devemos encontrar a emitância da
cavidade constrúıda. Contudo, para que possamos nos valer do uso das barreiras e extrair a emitância
da cavidade ressonante, devemos iniciar uma breve digressão do teorema flutuação-dissipação.

3.1 Teorema Flutuação-Dissipação.

Em qualquer sorte de experimento, a fim de analisar uma dada teoria, é necessário que construa-
mos um sistema que já possua as premissas bem estabelecidas para, em seguida, testar as previsões de
tal teoria. E tal assertiva é que norteia nossa intenção de encontrar a emitância da cavidade, como já
foi acentuado previamente. Para tanto, mergulharemos o sistema em um banho térmico. Esse banho
térmico emitirá radiações na cavidade de todas as frequências, eventualmente, um fóton irá propagar-
se nos canais com a frequência de ressonância da cavidade e teremos uma diferença, por exemplo, no
tempo de delay da emissão realizada pela cavidade[30]. Em outras palavras, analisaremos a resposta
da cavidade ao banho térmico, e isso nos remete naturalmente ao uso do teorema flutuação-dissipação.

Um exemplo simples e direto para analisar o teorema é considerarmos um pequeno espelho suspenso
por um fio ideal em uma sala com gás rarefeito(baixa densidade) e um raio de luz incidindo no centro do
espelho. Tomamos esse espelho extremamente senśıvel à força externa, movendo-se à qualquer variação
do momento direcionado a este, e podemos detectar tal movimento à partir de um ultramicroscópio. Se
a teoria atomı́stica não fosse um fato, a luz refletiria no espelho e voltaria pelo mesmo caminho(figura
3.2). Contudo, observa-se que a luz refletida emerge do espelho para outros pontos da sala de forma
irregular(figura 3.3). Podeŕıamos fazer um esforço e supor que a luz transferiu momento para o espelho
causando assim o seu movimento, contudo, a luz refletida iria oscilar em pontos próximos ao ponto
da origem do raio emitido, o que não é observado. Assim, é imediato concluir que o movimento
irregular do espelho é oriundo da transferência de momento do gás. É válido apontar que essa é uma
excelente deixa para implementarmos a teoria atomı́stica, que foi exatamente o que fez Einstein no
seu seminal artigo a respeito do movimento de part́ıculas suspensas em uma solução dilúıda[31], ou
simplesmente movimento browniano, que é exatamente o movimento que o espelho do nosso exemplo
acima obedece. Contudo, o ponto principal do nosso exemplo é que existe dois efeitos interessantes
que descrevem o comportamento do nosso sistema. O primeiro, como já mostrado, é o gás causar um
movimento randômico no espelho, o segundo é que o movimento do espelho inserido no gás sofre uma
resistência devido ao arrasto causado pelo último. Assim, deve haver uma certa correspondência entre
a flutuação do movimento do espelho e a força de arrasto que tenta impedir o mesmo, uma vez que
ambos são causados pelo mesmo agente, o gás. A essa correspondência entre os efeitos denominamos
de teorema flutuação-dissipação[32], que foi primeiramente percebida por H. Nyquist ao observar que
a agitação térmica dos portadores de carga gerava uma força eletromotriz em um circuito elétrico1[33],

1Mais adiante, veremos que essa é a causa do chamado rúıdo térmico que será trabalhado nesta dissertação.

Figura 3.2: Sistema para o caso da ausência
do gás.

Figura 3.3: Sistema respondendo à presença do gás.
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e posteriormente demonstrado por Herbert Callen e Theodore A. Welton em 1951[34].
É fortuito mostrarmos como o teorema flutuação-dissipação gera o movimento browniano, para

tanto utilizaremos o mesmo caso adotado por Einstein: uma pequena esfera suspensa em uma solução
dilúıda. Aqui, utilizaremos a derivação de Langevin[38], onde este considera a força de arrasto devido
à viscosidade η do flúıdo na pequena esfera de raio a e massa M dada pela lei de Stokes(dissipação)
e uma força Fa que mantém a agitação molecular(flutuação), pois; sem esta, a pequena esfera iria
inevitavelmente ao repouso. Assim, para a esfera, temos a equação diferencial

M
d2x

dt2
= −6πηa

dx

dt
+ Fa, (3.17)

multiplicando-a por x e com um pouco de álgebra, temos

M

2

d2(x2)

dt2
−M

(
dx

dt

)2

= −3πηa
d(x2)

dt
+ xFa. (3.18)

tomamos a média da expressão acima e utilizamos o fato que a força Fa atua em todos os lados da
pequena esfera, em média, ela não gera movimento, assim, o virial desta é nulo (〈xFa〉 = 0), o teorema
da equipartição no segundo termo e a substituição kb = R/Na, onde kb é a constante de Boltzman, R
é a constante dos gases ideais e Na o número de Avogadro, temos

M

2

d2 〈x2〉
dt2

−

〈
M

(
dx

dt

)2
〉

= −3πηa
d 〈x2〉
dt

,

M

2

d2 〈x2〉
dt2

− 1

2
kbT = −3πηa

d 〈x2〉
dt

,

M

6πηa

d2 〈x2〉
dt2

=
RT

6πηaNa
− d 〈x2〉

dt
.

Resolvendo para d 〈x2〉 /dt, temos

d 〈x2〉
dt

=
RT

6πηaNa
+ C exp

(
−6πηa

M
t

)
,

para tempos suficientemente longos, temos

d 〈x2〉
dt

→ RT

6πηaNa

〈x2〉 =
RT

6πηaNa
t. (3.19)

Toda a nossa discussão acima é ilustrada na simples equação (3.19), pois, partimos do teorema flu-
tuação-dissipação para o caso de uma part́ıcula suspensa em um flúıdo e obtivemos naturalmente que
a flutuação da sua posição é influenciado pelo arrasto causado pela viscosidade do ĺıquido. Como
regalo, ao utilizarmos uma esfera pequena, mostramos como Einstein impulsionou a teoria atomı́stica
de forma quantitativa, e proporcionou meios de medidas para demonstrar a veracidade de sua teoria,
como foi demonstrado posteriormente pelos experimentos de Jean Perrin[35].

Agora que já temos uma boa idéia a respeito do que se trata o teorema flutuação-dissipação,
tentaremos adaptar o primeiro exemplo para o caso de uma cavidade. Já que estamos tratando da
forma standard, fica impĺıcito que há reservatórios ligados aos canais e alimentando o sistema com
portadores. Esses reservatórios podem ser vistos como banhos térmicos, dessa forma, o sistema está
sujeito à radiação de toda frequência, como foi dito no começo da secção. De forma totalmente
análoga ao caso do espelho em movimento browniano, descrevemos o problema do espalhamento por
uma cavidade caótica ligada a um guia pela equação de Langevin em sua versão quântica[36, 37] e
obtemos como resultado

b̂ = Sâ+ Cĉ+ Dd̂† (3.20)
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onde C e D são matrizes que acoplam o rúıdo ao problema do espalhamento (3.13) e ĉ e d̂† são os
operadores de rúıdo que atuam dentro da cavidade, no contexto do problema do espelho, são estes
operadores que fazem a luz ser refletida em uma direção diferente da incidida por causa da flutuação
causada pelo gás, neste problema, devido ao banho térmico. Como já é sabido, â, ĉ e d̂, deve obedecer
a relação de comutação [

âm, â
†
n

]
±

= δmn, [âm, ân]± = 0. (3.21)

onde os ı́ndices m e n denotam o canal em questão, por ora, não precisaremos nos preocupar com isso,
pois estamos analisando o caso de 1 canal. E ± denotam se o parêntese trata-se de um comutador(-), ou
anticomutador(+), embora estejamos tratando do caso de radiação, vamos considerar, por enquanto,
o caso da cavidade emitir fótons. O operador b̂ também deve satisfazer as relações (3.21), contudo,
observamos que este não o satisfaz, para tanto, derivaremos o v́ınculo necessário para que a relação
de comutação de b̂ tenha a forma (3.21) aplicando-o na primeira relação, vem[

b̂, b̂†
]
±

= b̂b̂† ± b̂†b̂

= (Sâ+ Cĉ+ Dd̂†)(S∗â† + C∗ĉ† + D∗d̂)± (S∗â† + C∗ĉ† + D∗d̂)(Sâ+ Cĉ+ Dd̂†) ,

= |S|2(ââ† ± â†â) + |C|2(ĉĉ† ± ĉ†ĉ) + |D|2(d̂†d̂± d̂d̂†) ,[
b̂, b̂†

]
±

= |S|2 + |C|2 ± |D|2,

na terceira passagem, utilizamos a segunda relação de comutadores de forma que se anularam todos
os termos cruzados. Assim, para que a primeira relação de (3.21) seja satisfeita, é necessário que

|S|2 + |C|2 ± |D|2 = 1.

com um tratamento totalmente análogo, podemos generalizar a expressão para o caso do comutador
de sinal negativo acima por

SS† + CC† −DD† = I. (3.22)

Essa relação só é válida para o caso multicanais de fótons pois estes não precisam conservar carga,
por isso que o uso do anticomutador só é válido para o caso de um canal, pois, só teremos 2 férmions
propagando-se no canal, pelo prinćıpio da exclusão, o que não acarretaria em um erro na conservação
da carga devido ao rúıdo da cavidade, fato que não podeŕıamos assegurar no caso multicanal, fato esse
que utilizaremos mais adiante na derivação das funções das correlações.

Agora que sabemos descrever a cavidade inserida em um banho térmico à partir do teorema
flutuação-dissipação, estamos aptos a calcular a emitância da cavidade com simetria PT.

3.2 Emitância.

Munido do formalismo desenvolvido acima, vamos inserir a cavidade da figura 3.1 em um banho
térmico. Consideraremos ainda que o lado esquerdo é um meio absorvedor; descrito pela entrada da
matriz t1(por essa razão, podemos chamá-lo de parâmetro de bombeamento), assim, por simetria, o
lado direito é amplificador. Assim, de acordo com a equação (3.20), temos para o lado esquerdo(

âout
L

âright
0

)
= SL

(
âin
L

âleft
0

)
+QLb̂L, (3.23)

onde b̂L representa a flutuação quântica do lado esquerdo do sistema e QL a matriz que acopla a
flutuação devido à cavidade no problema do espalhamento. Pelo teorema flutuação-dissipação temos
que SL e QL devem obedecer o v́ınculo

QLQ
†
L = 1− SLS†L. (3.24)

Para o lado direito, temos analogamente(
âleft

0

âout
R

)
= SR

(
âright

0

âin
R

)
+QRb̂

†
R, (3.25)
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e o v́ınculo
QRQ

†
R = SRS

†
R − 1. (3.26)

Para trabalharmos com o caso mais simples posśıvel, consideraremos o caso de um ressonador com
dinâmica interna puramente baĺıstica(r1 = r′1 = 0), assim as matrizes SL e SR de (3.14) e (3.16) serão
dadas por

SL = −
( √

1− Γ ıt1
√

Γ

ıt1
√

Γ t21
√

1− Γ

)
, SR = −


√

1− Γ

t∗21

ı
√

Γ

t∗1
ı
√

Γ

t∗1

√
1− Γ

 . (3.27)

Não sabemos qual é a representação de QL e QR, vamos expressar de forma conveniente como uma
matriz 2x2.

QL =

(
a b
c d

)
, QR =

(
a′ b′

c′ d′

)
.

Se utilizássemos os v́ınculos (3.24) e (3.26) para tentar encontrar as soluções das entradas das matrizes
QL e QR, teŕıamos um sistema de equações com solução posśıvel e indeterminada. Tão logo, temos a
liberdade de escolher a forma das matrizes de acoplamento de sorte que respeitem os v́ınculos, assim
o fizemos

QL =
√

1− |t1|2
( √

Γ 0

−ıt1
√

1− Γ 1

)
, QR =

√
1

|t1|2
− 1

 − ı
√

1− Γ

t∗1
1

√
Γ 0

 (3.28)

Para que a equações (3.23) e (3.25) façam sentido, temos que tomar os operadores de rúıdo na forma

b̂L =

(
b̂L1

b̂L2

)
, b̂†R =

(
b̂†R1

b̂†R2

)
.

Agora, vamos expressar âleft
0 e âright

0 utilizando tudo que temos acima{
âright

0 = tLâ
in
L + r′Lâ

left
0 + cb̂L1 + db̂L2(I),

âleft
0 = rRâ

right
0 + t′Râ

in
R + a′b̂†R1 + b′b̂†R2(II).

Resolvendo para âright
0 e âleft

0
âright

0 = −
tLâ

in
L + r′Lt

′
Râ

in
R + r′La

′b̂†R1 + r′Lb
′b̂†R2 + cb̂L1 + db̂L2

rRr′L − 1
,

âleft
0 = −

rRtLâ
in
L + t′Râ

in
R + a′b̂†R1 + b′b̂†R2 + rRcb̂L1 + rRdb̂L2

rRr′L − 1
.

Por outro lado, temos para âout
L e âout

R{
âout
L = rLâ

in
L + t′Lâ

left
0 + ab̂L1 + bb̂L2, (I)

âout
R = tRâ

right
0 + r′Râ

in
R + c′b̂†R1 + d′b̂†R2.(II)

Substituindo as amplitudes intermediárias, âleft
0 e âright

0 , teremos para âout
L

âout
L =

(
rL −

rRtLt
′
L

rRr′L − 1

)
âin
L −

t′Rt
′
L

rRr′L − 1
âin
R −

a′t′L
rRr′L − 1

b̂†R1−

−
b′t′L

rRr′L − 1
b̂†R2 +

(
a−

rRct
′
L

rRr′L − 1

)
b̂L1 +

(
b−

rRdt
′
L

rRr′L − 1

)
b̂L2. (3.29)

Para âout
R

âout
R = − tLtR

rRr′L − 1
âin
L +

(
r′R −

r′Lt
′
RtR

rRr′L − 1

)
âin
R +

(
c′ −

r′La
′tR

rRr′L − 1

)
b̂†R1+

+

(
d′ −

r′Lb
′tR

rRr′L − 1

)
b̂†R2 −

ctR
rRr′L − 1

b̂L1 −
dtR

rRr′L − 1
b̂L2. (3.30)
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Podemos reescrever as expressões acima como

âout
L = S11â

in
L + S12â

in
R +

QR11S12

SR12
b̂†R1 +

QR12S12

SR12
b̂†R2+

+

(
QL11 +

QL21SR11S12

SR12

)
b̂L1 +

(
QL12 +

QL22SR11S12

SR12

)
b̂L2.

âout
R = S12â

in
L + S11â

in
R +

(
QR21 +

QR11SL22S12

SL12

)
b̂†R1 +

(
QR22 +

QR12SL22S12

SL12

)
b̂†R2+

+
QL21S12

SL21
b̂L1 +

QL22S12

SL21
b̂L2.

De forma mais compacta ainda, podemos escrever(
âout
L

âout
R

)
= S

(
âin
L

âin
R

)
+Rb̂†R + Lb̂L, (3.31)

onde definimos as matrizes de acoplamento dos rúıdos

R =

 QR11S12

SR12

QR12S12

SR12

QR21 +
QR11SL22S12

SL12
QR22 +

QR12SL22S12

SL12

 ,

L =

 QL11 +
QL21SR11S12

SR12
QL12 +

QL22SR11S12

SR12
QL21S12

SL21

QL22S12

SL21

 .

Agora, vamos calcular a emitância de ambos os lados, tomando a definição

IL =
1

2π
〈âout†
L âout

L 〉 , (3.32)

IR =
1

2π
〈âout†
R âout

R 〉 . (3.33)

A primeira observação que devemos fazer é que o estado utilizado para calcular a média é dado por
uma composição de três estados do sistema: |L〉, |R〉 e |f〉 onde |L〉 e |R〉 fazem referência aos canais
em que as part́ıculas propagam-se até adentrar no ponto quântico, |f〉 é o estado que contempla as
ressonâncias, tão logo, é onde encontram-se os rúıdos do transporte e onde os operadores b̂’s irão
atuar. É importante ressaltar que nesta secção o operador b̂ é operador de rúıdo, como foi definido no
começo da secção, não devendo ser confudido com o operador de sáıda. Como todos esses estados são
independentes entre si, podemos tomar o estado total do sistema como |〉 = |L〉 |R〉 |f〉. Como estamos
tomando somente um canal em cada lado da cavidade, temos que |L〉 = |R〉 = |0〉. Ao adentrar na
cavidade, a radiação irá interagir com a mesma, como o lado esquerdo é um meio absorvedor, então
a maioria dos elétrons da cavidade estão no estado fundamental. Por outro lado, a cavidade direita é
um meio amplificador, assim, a maioria dos seus elétrons estão no estado excitado. Para que o rúıdo
seja suprimido, tomamos todos os elétrons no meio absorvedor no estado fundamental, e do meio
amplificador com inversão de população.

É fácil entender que essa assunção minimiza o rúıdo: no lado esquerdo, um elétron, eventualmente,
vai excitar-se com a radiação, contudo, vai emiti-la em seguida, não contribuindo para a sua intensi-
dade. Por outro lado, os elétrons do meio amplificador, em média, não vão se perturbar, mas, aqueles
que se perturbarem, irão realizar a emissão estimulada, contudo, irão absorver parte da radiação,
fazendo, pois, uma contribuição nula. Dessa forma, podemos tomar

〈b̂†Lb̂L〉 = 0, (3.34)

〈b̂†Rb̂R〉 = 0. (3.35)
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Em outras palavras, a radiação que a cavidade do lado esquerdo emite para ambos os lados é

〈b̂†L1b̂L1〉 = 0, 〈b̂†L2b̂L2〉 = 0.

Analogamente para a cavidade do lado direito

〈b̂†R1b̂R1〉 = 0, 〈b̂†R2b̂R2〉 = 0.

Com as considerações e a assunção feito acima, podemos calcular a intesidade de radiação, posto que,
dentre todos os operadores que não irão anular-se, resta somente

IL =
1

2π

(
|R11|2 〈b̂R1b̂

†
R1〉+ |R12|2 〈b̂R2b̂

†
R2〉
)
.

IR =
1

2π

(
|R21|2 〈b̂R1b̂

†
R1〉+ |R22|2 〈b̂R2b̂

†
R2〉
)
.

Utilizando a relação de comutação [b̂, b̂†] = 1 e a consideração acima, temos

IL =
1

2π

(
|R11|2 + |R12|2

)
. (3.36)

IR =
1

2π

(
|R21|2 + |R22|2

)
. (3.37)

Aplicando o valor de R11 e R12 definidos em (3.31), temos para IL

IL =
1

2π

(1− Γ)Γ

∣∣∣∣∣∣∣∣
(

1

|t1|2
− 1

)
|t1|4

(t21(1− Γ)− t∗21 )2

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

+ Γ

∣∣∣∣∣∣∣∣
(

1

|t1|2
− 1

)
|t1|4t∗21

(t21(1− Γ)− t∗21 )2

∣∣∣∣∣∣∣∣
2
 ,

IL =
Γ
(
|t1|−2 − 1

)
(1− Γ + |t1|2)

2π|t1|−4|t21(1− Γ)− t∗21 |2
,

IL =
Γ
(
|t1|−2 − 1

)
(1− Γ + |t1|2)

2π|(t1/t∗1)2 − 1 + Γ|2
. (3.38)

Para o lado direito, temos

IR =
Γ

2π


∣∣∣∣∣
(
|t1|2 − 1

)
(t∗1Γt21 − Γt1|t1|2 + t∗31 − t∗1t21 + t1|t1|2)2

t21(t21(1− Γ)− t∗31 )2t∗21

∣∣∣∣∣+ (1− Γ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t21
(
|t1|2 − 1

) ∣∣∣∣ t41t21
∣∣∣∣

(t21(1− Γ)− t∗21 )2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

 ,

IR =
1

2π

Γ

(
1− |t1|2

)
(Γ|t1|3 − Γ|t1|3 + |t1|3 − |t1|3 + |t1|3)2

|t1|4|t21(1− Γ)− t∗21 |2
+ (1− Γ)Γ

|t1|2
(
1− |t1|2

) ∣∣∣∣ t41t21
∣∣∣∣

|t21(1− Γ)− t∗21 |2

 ,

IR =
1

2π

(
Γ

(
1− |t1|2

)
|t1|−4|t1|6

|t21(1− Γ)− t∗21 |2
+ (1− Γ)Γ

(
1− |t1|2

)
|t1|4

|t21(1− Γ)− t∗21 |2

)
,

IR =
1

2π
(|t1|−2 + 1− Γ)Γ

(
1− |t1|2

)
|t1|4

|t21(1− Γ)− t∗21 |2
,

IR =
1

2π

Γ
(
1− |t1|2

)
(|t1|−2 + 1− Γ)

|t1|−4|t21(1− Γ)− t∗21 |2
,

IR =
Γ
(
1− |t1|2

)
(|t1|−2 + 1− Γ)

2π|(t1/t∗1)2 − 1 + Γ|2
. (3.39)
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Se fizermos a aproximação Γ� 1, o que equivale a fechar o sistema, temos para ambas as expressões

IL = IR =
Γ
(
1− |t1|2

)
(|t1|−2 + 1)

2π|(t1/t∗1)2 − 1 + Γ|2
(3.40)

Tomando E≈ E0, onde E0 é a energia em que sucede uma ressonância do sistema PT, de tal forma
que Imt21(E0) = t20 = 0, então

IL = IR =
Γ
(
|t0|−2 − |t0|2

)
2π|(t1/t∗1)2 − 1 + Γ|2

(3.41)

Para o denominador, consideramos t1(E− E0) = |t1|eıθ(E), assim, teremos a razão

t2

t∗2
= e4ıθ(E) = 1 + 4ıθ(E) (3.42)

t2

t∗2
= 1 + 4ıIm(lnt1(E− E0)) (3.43)

t2

t∗2
= 1 + 4ıIm

1

t1

dt1
dE

∣∣∣∣
E=E0

(E− E0) (3.44)

t2

t∗2
= 1 + 2ıτ(E− E0) (3.45)

Onde fizemos τ = 2Im
1

t1

dt1
dE

∣∣∣∣
E=E0

, que é o tempo de delay de propagação que o fóton demora para

atravessar a cavidade, assim, teremos a expressão final

IL = IR =
Γ
(
|t0|−2 − |t0|2

)
2π|2ıτ(E− E0) + Γ|2

. (3.46)

É interessante notar dois fatos do resultado obtido: a equação final é definida inteiramente por
quantidades mensuráveis, dessa forma, é posśıvel medir quando o sistema está simetricamente ajustado
medindo emitâncias equivalentes em ambos os lados. E, por fim, as intensidades são definidas por uma
função lorentziana, que é a distribuição padrão esperada para o caso de identificarmos ressonâncias
no nosso sistema [39].

Todo esse tratamento foi tomado para que med́ıssemos o caso mais simples de uma cavidade PT,
observamos imediatamente que o tratamento seria muito mais elaborado para o caso multiterminal.
Contudo, no caṕıtulo final apresentaremos uma forma mais direta e clara de medir uma ressonância
do sistema.

Para finalizar o caṕıtulo, a próxima secção será dedicada a construção do mesmo sistema de simetria
PT, agora, bidimensional.

3.3 Simetria PT em um sistema de 4 terminais.

Agora, vamos tratar do problema análogo tratado acima, contudo, para um sistema multiterminal
e bidimensional. Temos a situação apresentada na figura 3.4, onde pusemos um centro espalhador Si
em cada terminal, que por sua vez, estão acoplados ao ponto quântico de matriz S. Podemos ver que
a simetria PT relaciona os terminais 1 → 3 e 2 → 4. Escreveremos na forma i → i+ 2, com i = 1, 2,
onde, temos

Si =

[
ri ti
ti ri

]
, (3.47)

Si+2 = PT Si = σxS
−1
i σx. (3.48)

Com a matriz de espalhamento do ponto quântico relacionando somente as entradas e sáıdas internas
bin1

bin2

bin3

bin4

 =


m1,1 m1,2 m1,3 m1,4

m2,1 m2,2 m2,3 m2,4

m3,1 m3,2 m3,3 m3,4

m4,1 m4,2 m4,3 m4,4




ain

1

ain
2

ain
3

ain
4

 , (3.49)
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podemos comprimir a relação para[
bin1,2

bin3,4

]
=

[
rin t′in

tin r′in

][
ain

1,2

ain
3,4

]
. (3.50)

Essa forma, remete-nos à situação descrita pelas trajetórias de Feynman, dada pelas expressões

rin = r(1) + t′(1)r′(2)(I − r′(1)r(2))−1t(1), (3.51)

t′in = t′(1)(I − r(2)r′(1))−1t′(2), (3.52)

r′in = r′(2) + t(2)(I − r′(1)r(2))−1r′(1)t′(2), (3.53)

tin = t(2)(I − r′(1)r(2))−1t(1), (3.54)

onde r(i) e t(i) são blocos de matrizes 2x2 que podem nos auxiliar na determinação do peso da
probabilidade de uma trajetória da part́ıcula para um terminal espećıfico, a saber[

b1,2

b5

]
=

[
r(1) t′(1)

t(1) r′(1)

][
a1,2

a5

]
, (3.55)

[
a5

b3,4

]
=

[
r(2) t′(2)

t(2) r′(2)

][
b5

a3,4

]
. (3.56)

Como podemos ver, abrimos mão da mesma técnica de concatenação dada no final do caṕıtulo anterior.
Para o nosso problema, vamos adotar que os terminais de emissão da part́ıcula, 1 e 2, são idealmente

amplificadores e/ou absorvedores descritos pelos parâmetros t1 e t2, dessa forma, teremos

Si =

[
0 ti
ti 0

]
, (3.57)

Si+2 = PT Si =

 0
1

t∗i
1

t∗i
0

 . (3.58)

Figura 3.4: Sistema bidimensional com simetria PT.
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É importante comentar que não importa se os terminais 1 e 2 sejam ambos, ou não, meios amplifi-
cadores ou absorvedores, o que realmente importa é se o terminal i for amplificador(absorvedor), por
simetria PT, o terminal i+ 2 seja absorvedor(amplificador).

Com isso, se tomamos as relações das amplitudes de cada terminal com a sua respectiva matriz de
espalhamento, podemos checar que[

bout
i

ain
i

]
=

[
0 ti

ti 0

][
aout
i

bini

]
, (3.59)

[
bout
i+2

ain
i+2

]
=


0

(
1

t∗i

)
(

1

t∗i

)
0


[
aout
i+2

bini+2

]
. (3.60)

Com as expressões acima, podemos determinar uma matriz geral realizando a concatenação de cada
terminal no ponto quântico por intermédio de suas matrizes de espalhamento. Por ora, vamos tomar
a primeira entrada da matriz (3.49), dada por[

bin1

bin2

]
= rin

[
ain

1

ain
2

]
+ t′in

[
ain

3

ain
4

]
. (3.61)

E substituimos as amplitudes a e b de (3.59) e (3.60) em (3.61) e teremos

[
t−1
1 bout

1

t−1
2 bout

2

]
= rin

[
t1a

out
1

t2a
out
2

]
+ t′in

 aout
3
t∗1

aout
2
t∗1

 ,
[
t1
−1 0

0 t2
−1

][
bout
1

bout
2

]
= rin

[
t1 0

0 t2

][
aout

1

aout
2

]
+ t′in

 1
t∗1

0

0 1
t∗2

[ aout
3

aout
4

]
,

[
bout
1

bout
2

]
= rout

[
aout

1

aout
2

]
+ t′out

[
aout

3

aout
4

]
. (3.62)

Os elementos deflagrados acima fazem parte da matriz de espalhamento total do sistema gerada pela
transformação

ST =

[
rout t′out

tout r′out

]
= Υ

[
rin t′in

tin r′in

]
Υ, (3.63)

onde

Υ =



t1 0 0 0

0 t2 0 0

0 0
1

t∗1
0

0 0 0
1

t∗2


.

Agora, vamos simplificar nosso problema, uma vez que temos interesse no experimento HBT e o
tratamento até agora é bastante geral.

Desejamos que as part́ıculas saiam dos terminais 1 e 2 e sejam transmitidas para 3 e 4(rin = 0),
sendo estes terminais somente de recepção(r′in = 0) e, considerar o dual da situação (tin = t′in†),
posto a simetria de reversão temporal do problema. Com tais considerações, encontramos as seguintes
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condições à partir de (3.51), (3.52), (3.53) e (3.54)

t(1) = t′(1)†,

t(2) = t′(2)†,

r(2) = r′(1)†,

r(1) = −t(1)†r′(2)(I − r′(1)r′(1)†)−1t(1),

r′(2) = −t′(2)†(I − r′(1)r′(1)†)−1r′(1)t′(2).

Podemos tomar a cavidade no caso baĺıstico, assim, o termo que “prende”a part́ıcula na cavidade
((I− r′(1)r(1))−1) é aproximado para r′(1)r′(1)† = 0. Assim, as expressões ficarão na forma simplificada

t′in = t′(1)t′(2), (3.64)

tin = (t′(1)t′(2))†, (3.65)

r(1) = (t(2)t(1))†r′(1)(t(2)t(1)), (3.66)

r′(2) = −t′(2)†r′(1)t′(2). (3.67)

Assim, tomando o produto t′(1)t′(2) como

t′(1)t′(2) =

[
r t

t r

]
.

Teremos a matriz de espalhamento da cavidade dada por

S =


0 0 r t

0 0 t r

r∗ t∗ 0 0

t∗ r∗ 0 0

 . (3.68)

Então, as considerações que tomamos foram escolhidos de tal forma que a matriz de espalhamento
central resultou no próprio espelho do experimento HBT2. Por fim, basta agora que acoplemos o
espelho nos terminais de bombeamento/absorção aplicando (3.68) em (3.63), temos o problema de
espalhamento do sistema dado por

S =



t1 0 0 0

0 t2 0 0

0 0
1

t∗1
0

0 0 0
1

t∗2




0 0 r t

0 0 t r

r∗ t∗ 0 0

t∗ r∗ 0 0





t1 0 0 0

0 t2 0 0

0 0
1

t∗1
0

0 0 0
1

t∗2


,

S =



0 0
rt1
t∗1

tt1
t∗2

0 0
tt2
t∗1

rt2
t∗2

r∗t1
t∗1

t∗t2
t∗1

0 0

t∗t1
t∗2

r∗t2
t∗2

0 0


, (3.69)

2Diferentemente do sistema apresentado no caṕıtulo 1, trocamos os ı́ndices dos terminais 3 ↔ 4, e ainda sim, tomamos
as amplitudes que levam a part́ıcula para os terminais 1(2) para 3(4) como r e, para o contrário, escolhemos t. O correto,
contudo, seria considerar o contrário. Mas, no caṕıtulo final, isso não trará diferença quando retomarmos esse sistema,
pois faremos os fatores de bombeamento/absorção iguais, isto é, t1 = t2, não trazendo nenhum erro por conta da troca
de ı́ndice.
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assim, teremos o problema do espalhamento para o experimento HBT com terminais de bombeamento
e absorção ajustados por paridade e reversão temporal dado por


bout
1

bout
2

bout
3

bout
4

 =



0 0
rt1
t∗1

tt1
t∗2

0 0
tt2
t∗1

rt2
t∗2

r∗t1
t∗1

t∗t2
t∗1

0 0

t∗t1
t∗2

r∗t2
t∗2

0 0




aout

1

aout
2

aout
3

aout
4

 . (3.70)

Nesta secção fizemos absolutamente o mesmo tratamento e as assunções tomadas para o caso
unidimensional, com a exceção das barreiras nas sáıdas de cada terminal que forma um sistema
ressonante quando tomamos sua probabilidade de transmissão tendendo à zero, contudo, a barreira
será colocada quando atacarmos diretamente o problema no caṕıtulo final, onde desenvolveremos as
funções de correlações e, então, encontraremos a matriz de espalhamento desse sistema.

O problema bidimensional é apenas mais um passo em direção ao nosso resultado final e é nesse sis-
tema que iremos estudar todas as probabilidades dadas pelas suas amplitudes aplicadas nas equações
das correlações para sistemas multiterminais, consequentemente, como veremos a seguir, iremos estu-
dar o rúıdo causado por esse sistema no transporte eletrônico. Apesar de termos citado neste caṕıtulo
brevemente, a equação geral do rúıdo para o caso standard multicanal é demonstrada utilizando o
formalismo deduzido por M. Büttiker, tópico esse que será desenvolvido no próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 4

Condutância e rúıdo no formalismo de
Büttiker.

Neste caṕıtulo apresentaremos o formalismo de Büttiker, onde o mesmo estende a definição da
fórmula de condução de Landauer, a seguir, deduz uma expressão para a densidade espectral gerada
pelo rúıdo de um condutor através da definição de correlação no contexto da mecânica estat́ıstica.

Introduziremos as noções gerais de condutância e rúıdo e veremos, em seguida, como essas gran-
dezas são constrúıdas no formalismo de Büttiker. Por isso dividimos as secções em duas versões para
a condutância e o rúıdo, nesse último aprofundaremos especificamente 2 tipos: o rúıdo térmico e o
rúıdo de disparo (shot noise). O primeiro já foi trabalhado em um problema prático no caṕıtulo an-
terior, aqui refinaremos a teoria, enquanto no segundo, introduziremos a idéia geral para, em seguida,
demonstrarmos a expressão de rúıdo de Büttiker.

O ponto central deste caṕıtulo é compreender o efeito do rúıdo presente nas correntes elétricas de
um condutor mesoscópico, desenvolvendo, pois, intuição a respeito da informação f́ısica que adquirimos
ao lidar com o rúıdo, detalhes esses que não estão presente quando implementamos a média do sistema
em equiĺıbrio. Para tanto, escolhemos o formalismo de Büttiker, pois este além de tratar do problema
multicanal, demonstra todas as correlações posśıveis do caso bidimensional. Ademais, neste caṕıtulo
mostraremos como a obtenção das funções de correlações nos remete ao rúıdo e em qual regime um
dado tipo de rúıdo prevalecerá, e isso tudo é alcançado à partir do formalismo de Büttiker. O nosso
interesse no rúıdo advém do fato que construiremos um formalismo com funções de correlações para
estudar a simetria do sistema constrúıdo no final do caṕıtulo anterior e, invariavelmente, precisamos
saber qual rúıdo estamos tratando ao estabelecer certas considerações, tão logo, em qual regime
estamos. Ademais, o formalismo de Büttiker por si só é uma ferramenta extremamente interessante
para qualquer estudioso da f́ısica do transporte quântico. Dessa forma, o rúıdo reserva um papel
importante da f́ısica do problema, como podemos perceber na frase de R. Landauer: “o rúıdo é o
sinal!”. Incorporando o tom poético do autor dessa glosa, faz-se mister que iniciemos nossa discussão
derivando a expressão da condutância que leva o nome do mesmo.

4.1 Condutância I: fórmula de Landauer.

Na derivação original de Landauer, ele argumenta que a distribuição eletrônica no espaço dos mo-
mentos é a mesma configuração dos elétrons no condutor, a menos de uma variação macroscópica de-
vido a um eventual gradiente de temperatura. Juntamente com essa assunção, considerava-se também
um campo incidindo uniformemente na amostra, dessa forma toda a configuração está sujeita à mesma
aceleração

dk

dt
= −eE

~
, (4.1)

onde k é o número de onda que caracteriza o momento no espaço de configuração, e E o campo
elétrico aplicado no sistema, o que não difere da forma standard, pois ao aplicarmos uma diferença de
potencial devido aos contatos acoplados ao condutor, o gradiente dessa diferença de potencial define
o campo elétrico E aplicado no sistema.
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Ao sair do equiĺıbrio, a configuração interna do sistema(quer por meio da vibração da rede do
material, ou ressonâncias) tenta retornar à configuração de equiĺıbrio, isso caracteriza a condutividade
do condutor.

Classicamente, a condutância de um condutor é definida pelo seu comprimento e pela área da
secção transversal em relação à direção incidente da corrente e pela condutividade, que é um fator que
contempla a estrutura ı́ntima de diferentes condutores. A estrutura ı́ntima de um condutor é vista
pela mecânica quântica como um problema de espalhamento e suas consequências serão detalhadas a
seguir.

Se considerarmos um condutor livre de meios espalhadores, então, um eventual elétron transpor-
tado por esse condutor não sofreria nenhuma alteração no seu estado (figura 4.1). Por outro lado, se
tomarmos um pequeno obstáculo no caminho tomado pelo elétron, então, passaria a haver um processo
de amontoação em um lado deste obstáculo dado pelos elétrons que nele incidem e uma pequena parcela
transmitida no outro lado através do obstáculo. Com excesso de carga em um lado do obstáculo, há
uma geração de momento de dipolo definida pela distribuição desse excesso de carga gerado. Esse di-
polo elétrico cresceria até um momento em que o obstáculo não interviesse mais em elétrons vindouros,
isto é, a presença do obstáculo cria um certo número de estados para ocupação de elétrons, após esses
estados serem totalmente preenchidos, os elétrons seguintes não seriam capturados mais pelo obstáculo
(figura 4.2). Assim, o dipólo elétrico gerado por cada obstáculo do condutor constitui o campo elétrico
associado à corrente total que passa pelo condutor, e a medição do espaçamento desses dipolos é o
que caracteriza a condutividade do mesmo[40]. Posto isso, Landauer lançou uma nova proposta a fim
de eliminar a necessidade do campo ser uniforme, pois, como comentado acima, cometeŕıamos um
erro de cálculo relevante. Assim, Landauer trabalhou o comportamento do problema do transporte
frente à variação do espaço, utilizando a equação de Boltzmann. Contudo, derivaremos a sua fórmula
utilizando as referências [1, 41, 42], onde os autores assumem a visão reducionista do problema: con-
sideraremos dois contatos descritos por dois parâmetros intensivos macroscópicos, temperatura e o
potencial qúımico, ligados a um condutor baĺıstico de dimensões mesoscópics quasi-unidimensional
(figura 4.3). Aqui, nos referiremos como caso “ideal” a ausência de reflexão do condutor para um dos
contatos, onde a rećıproca não é verdadeira. Isso caracteriza o caso de um condutor baĺıstico, onde a
resistência do sistema é dada somente na interface entre o condutor e o contato, chamada resistência
de contato. Dessa forma, o condutor vai possuir estados +k e −k, oriundos dos contatos da esquerda
e da direita, respectivamente, pois, cada contato vai possuir um potencial eletroqúımico, digamos µ1

ou µ2, assim, a configuração dos contatos obedecerá à distribuição de Fermi-Dirac, tão logo, estabele-
cemos a forma como µ1 e µ2 relacionam-se com os estados +k e −k. Se o condutor possúısse somente
1 guia propagador de onda, teŕıamos uma corrente elétrica dada pela forma semi-clássica

I = nev, (4.2)

onde n é a densidade de elétrons no condutor por unidade de comprimento à velocidade v definida no
espaço de fase e e, o valor da carga elétrica. Tomando agora um condutor com k estados propagantes,

Figura 4.1: Elétron atravessa o condutor sem
sofrer espalhamento.

Figura 4.2: Os elétrons preencheram todos os
estados posśıveis formados pelo potencial, per-
mitindo ao elétron seguinte atravessar.
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Figura 4.3: Condutor e contatos.

teŕıamos uma corrente ajustada pela Fermi-Dirac para cada estado k, assim, vem

I = ne
+∞∑
k=0

v(k)f(k),

I = ne

+∞∑
k=0

1

~
∂E

∂k
f(k). (4.3)

O estado referente à k = 0 é considerado como possuidor da energia de corte do condutor ε, assim,
para qualquer energia abaixo desta, não existe estado propagante. A soma no espaço dos momentos
pode ser entendida como uma ladrilhação do espaço cont́ınuo dos momentos em intervalos de 2π/L,
pois, consideramos que cada elétron ocupe o condutor obedecendo a sua periodicidade no espaço dos
momentos. Para cada ladrilho, temos uma degenerescência de 2 elétrons, pelo prinćıpio de exclusão
de Pauli, assim, podemos fazer a substituição∑

k

→ 2
L

2π

∫
dk. (4.4)

Assim, temos a (4.3)

I = n
2eL

2π~

∫ +∞

0

∂E(k)

∂k
f(k)dk. (4.5)

Como sabemos, a densidade eletrônica é dada por 1/L e, também, substituimos a variável de inte-
gração, vem

I =
2e

h

∫ +∞

ε
f(E)dE. (4.6)

Para um condutor operando na energia E, existe um número M de canais abertos nesse condutor,
assim, o número total de canais abertos M para uma dada energia E será

M(E) =
∑
N

θ(E − εN ). (4.7)

Como podemos ver, o número de canais é dado pela função acumulação, dada pela função de Heaviside
θ. Para o ńıvel de enegia de corte temos 1 canal aberto, para o ńıvel seguinte, 2 e assim por diante.
Então, a corrente total será a contribuição de todos esses estados modulados pela Fermi-Dirac

I =
2e

h

∫ +∞

−∞
f(E)M(E)dE. (4.8)

aqui, utilizamos o fato que a Heaviside é não-nula à partir da energia de corte. Essa corrente é
originada à partir da criação dos estados k devido aos contatos, dessa forma, teremos que definir a
corrente devido ao contato da esquerda e o da direita, respectivamente, como

I+ =
2e

h

∫ +∞

−∞
f1(E)M(E)dE, (4.9)

I− =
2e

h

∫ +∞

−∞
f2(E)M(E)dE. (4.10)
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Figura 4.4: Condutor ligado a contatos por intermédio de guias.

Assim, a corrente total será dada por

I = I+ − I− =
2e

h

∫ +∞

−∞
(f1(E)− f2(E))M(E)dE. (4.11)

Assim, quando tomamos o caso de baixas temperatures, recuperamos a equação (1.10). Contudo,
como foi apontado na introdução, a fórmula de Landauer não contempla as flutuações dos elétrons
entre os canais, não expressa a condutância para o caso multiterminal, não contempla o sistema sendo
banhado por uma cavidade de corpo negro; sendo pois a estat́ıstica dada pela distribuição de Bose-
Einstein, tampouco, o formalismo não possibilita expressar o rúıdo devido ao tipo de tratamento
adotado. Apesar desses defeitos, o resultado de Landauer foi rigorosamente testado no regime que
esse se dispõe, sucedendo em bons resultados [43]. Agora, derivaremos o resultado mais geral aceito
pela literatura, concomitantemente, desenvolveremos o formalismo.

4.2 Condutância II: o formalismo de Büttiker

Em seu formalismo, Büttiker preserva parte do sistema definido pela forma standard de Lan-
dauer, com a exceção que agora existem vários reservatórios acoplados ao centro espalhador [3, 13],
muito embora, sua real motivação era encontrar uma expressão para o rúıdo térmico no caso quasi-
unidimensional multicanal considerando o espalhamento intercanal(quando o elétron é espalhado para
um canal diferente do original). A f́ısica desse problema já estava discutida por Landauer [44, 45],
Büttiker, no entanto, desejava quantifica-la, por isso, sem perda de generalidade, tomaremos, a
prinćıpio, o caso standard [11]. Vamos considerar uma part́ıcula que sai de um dos dois reservatórios,
ligados ao condutor por intermédio de guias, com número de ocupação dado pela distribuição de
Fermi e adentra em um condutor (figura 4.4). Tomaremos a condução possivelmente separável por
uma função de onda transversal e outra longitudinal. A função de onda longitudinal define os modos
propagantes, enquanto a transversal provê o canal onde a part́ıcula irá propagar-se, dada por uma
função de onda com ortogonalidade bem definida. Posta essa análise, podemos prever a função de
onda no condutor.

Ψ(~r, t) =

N(E)∑
n

∫
dE

e−ı
Et
~√

hvn(E)
χn(y)(aneıknx + bne−ıknx), (4.12)

ondeN(E) é o número de canais de uma dada energia E, vn a velocidade no espaço de fase. Reservamos
a parte transversal para o eixo y, e a longitudinal para o x, portanto, χn é uma função ortogonal e an
e bn as amplitudes das frentes de ondas de entrada e sáıda, respectivamente; obedecendo a notação
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padrão. Antes de prosseguirmos, devemos fazer alguns comentários a respeito da expressão (4.12): a
fim de implementar o caso multiterminal, Büttiker precisou estimar soluções de tal forma que pudesse
mapear o caso em termos do problema de 1 canal, dessa forma, ele tomou o caso do condutor multicanal
como um conjunto de vários canais singurales, por isso, a normalização deve conter a densidade de
estados ∂E

∂k , como vimos em (4.3). Essa assunção, mais tarde, vai permitir que possamos discutir a
flutuação no número de ocupação.

Um outro ponto é a aparente contradição que no interior do reservatório, no equiĺıbrio, só sucedem
processos inelásticos, enquanto no condutor, por definição, o processo é elástico. Isso é resolvido
lembrando que a nossa premissa afirma que o reservatório deve ser muito maior que o condutor,
dessa forma, a secção de choque devido ao condutor é pequena em comparação com as dimensões
do reservatório, possibilitando que o tratemos como um provedor de flutuação local em que ocorre
processos elásticos, não afetando a condição de equiĺıbrio do reservatório.

Outrossim, apesar da dinâmica do sistema ser descrita por um hamiltoniano, o processo todo é
irreverśıvel, pois, para o caso geral, a única simetria que devemos considerar é conservação de carga,
não havendo, a prinćıpio, nenhuma relação entre o canal que a part́ıcula entra, com o canal que sai.

Por fim, tomamos essa solução nessa forma pois estamos analisando a solução longe do condutor,
então, a função de onda será dada por frentes de ondas moduladas pelas funções ortogonais χn, como
vimos no caṕıtulo 2.

Agora, abriremos mão da segunda quantização e definiremos (4.12) como operador de campo no
espaço de Fock, a extensão natural do espaço de Hilbert, onde tomaremos o estado como a soma direta
entre todos os N canais do condutor, sobre o qual atuará Ψ̂, composto pelos operadores de aniquilação
â e b̂, dessa forma, teremos

Ψ̂L(~r, t) =

N(E)∑
n

∫
dE

e−ı
Et
~√

2π~vLn(E)
χLn(y)(âLneıkLnx + b̂Lne−ıkLnx). (4.13)

Aqui, adicionamos o sub́ındice L denotando o lado em que estamos trabalhando a solução. Se estamos
interessados na corrente resultante, podemos utilizar a definição usual, dada uma distribuição de
corrente, teremos o operador de corrente no lado esquerdo como

ÎL(t) =

∮
~JL · ~dl =

∫
ĴLdy. (4.14)

Da quântica elementar, temos que a densidade de corrente

ĴL(t) =
~e

2ım

∫
dy

(
Ψ̂†L(~r, t)

∂Ψ̂L(~r, t)

∂x
− Ψ̂L(~r, t)

∂Ψ̂†L(~r, t)

∂x

)
,

ĴL(t) =
~e

2ım

∫
dy

(
Ψ̂†L(~r, t)

∂Ψ̂L(~r, t)

∂x
− c. c.

)
. (4.15)

Podemos ver imediatamente que

∂Ψ̂L(~r, t)

∂x
= ı

N(E)∑
n

∫
dE

e−ı
Et
~√

2π~vLn(E)
χLn(y)kLn(âLneıkLnx − b̂Lne−ıkLnx). (4.16)
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Dessa forma, substituimos diretamente em (4.15) e teremos

ÎL(t) =
e

4πm

∫
dy

N(E)∑
n,n′

∫
dEdE′

eı
(E−E′)t

~ χ∗Ln(y)χLn′(y)kLn′√
vLn(E)vLn′(E’)

(â†Lne−ıkLnx + b̂†LneıkLnx) ·

· (âLn′eıkLn′x − b̂Ln′e−ıkLn′x)− c.c.
)
,

ÎL(t) =
e

4πm

N(E)∑
n

∫
dEdE′√

vLn(E)vLn(E’)
eı

(E−E′)t
~

(
kLn(â†Lne−ıkLnx + b̂†LneıkLnx)(âLneıkLnx−

−b̂Lne−ıkLnx)− c.c.
)
,

ÎL(t) =
e

4πm

N(E)∑
n

∫
dEdE′√

vLn(E)vLn(E’)
eı

(E−E′n)t

~

[
(kLn + k′Ln)(â†lnâln − b̂

†
Lnb̂Ln)+

+(kLn − k′Ln)(...)] . (4.17)

Como vemos, é extremamente improvável que essa expressão nos leve a algum tipo de conclusão,
contudo, podemos fazer uma simplificação bastante substancial. Devemos atentar para o fato que a
corrente dos reservatórios operam na energia de Fermi, assim, quando calculamos um cumulante do
sistema em questão(no presente caso, condutância e rúıdo), as energias E e E′ são aproximadamente
iguais à EF , então, quando utilizamos o fato que ~kLn = mvLn e que a velocidade varia com a energia
na ordem da escala de Fermi, assim, podemos negligenciar a dependência energética da velocidade,
fazendo pois, nossa expressão diminuir para

ÎL(t) =
e

2π~

N(E)∑
n

∫
dEdE′eı

(E−E′)t
~ (â†Ln(E)âLn(E′)− b̂†Ln(E)b̂Ln(E′)). (4.18)

O resultado acima indica que a corrente total no terminal da esquerda é dado pela diferença da
evolução temporal do número de ocupação entre os estados de entrada e sáıda, como intuimos na
secção anterior ao derivar a fórmula de Landauer. Uma derivação alternativa da expressão acima
pode ser vista na referência [46]. Se tomamos a relação linear correspondente entre â e b̂ através da
matriz de espalhamento, teremos

ÎL(t) =
e

2π~

N(E)∑
n

∫
dEdE′eı

(E−E′)t
~ (â†Ln(E)âLn(E′)−

∑
α,β,m,k

â†αm(E)s∗Lα,mk(E)sLβ,kn(E′)âβn(E′)),

(4.19)
onde adicionamos o ı́ndice m a fim de não eliminar os termos cruzados do produto das amplitudes de
sáıda. Podemos reescrever a expressão acima definindo

ÎL(t) =
e

2π~
∑
α,β

N(E)∑
m,n

∫
dEdE′eı

(E−E′)t
~ â†αm(E)Amnα,β(L;E,E′)âβn(E′), (4.20)

com
Amnα,β(L;E,E′) = δmnδαLδβL −

∑
k

s∗Lα,mk(E)sLβ,kn(E′). (4.21)

Agora, é fortuito que estendamos para o caso multiterminal a expressão acima, assim, a equação (4.21)
será dada por

Amnα,β(γ;E,E′) = δmnδαγδβγ −
∑
k

s∗γα,mk(E)sγβ,kn(E′). (4.22)

A equação acima é chamada matriz-corrente, ela é responsável em caracterizar a corrente no terminal
γ na existência de um estado incidente no terminal α e β, no canal m e n. Como o próprio conceito nos
induz a intuir, e como veremos mais adiante, os elementos da matriz-corrente governam as flutuações,
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e serão necessários para o cálculo do rúıdo. De posse do operador corrente, podemos aplicá-lo no
estado de Fock dos contatos para o caso deste em equiĺıbrio térmico com os reservatórios

〈â†αm(E)âβn(E′)〉 = δmnδαβδ(E − E′)fα(E). (4.23)

É importante comentar que a assunção acima é extremamente não-trivial e carrega em si a f́ısica
que possibilita o cálculo da média e, mais a frente, a flutuação do sistema. Para cada estado de
Fock do contato, precisamos associar um peso para que procedamos com a média de (4.20), caso
contrário, realizar esse cálculo seria imposśıvel. Portanto, se considerarmos que os contatos estão em
equiĺıbrio térmico com os reservatórios, as part́ıculas transmitidas para os contatos irão obedecer a
estat́ıstica já conhecida dos reservatórios onde sabemos como atuar os operadores de aniquilação e
criação, conseguindo, pois, os pesos para cada auto-estado e podemos fazer a assunção (4.23).

Prosseguindo, teremos, para a expressão (4.20)

〈ÎL〉 =
e

2π~

N(E)∑
n

∫
dEdE′eı

(E−E′)t
~ (δ(E − E′)fL−

−
∑

α,β,m,k

s∗Lα,mk(E)sLβ,kn(E′)δmnδαβδ(E − E′)fα(E))

〈ÎL〉 =
e

2π~

N(E)∑
n

∫
dE(fL −

∑
α,k

s∗Lα,nk(E)sLα,kn(E)fα) (4.24)

〈ÎL〉 =
e

2π~

N(E)∑
n

∫
dE((1−

∑
k

s∗LL,nksLL,kn)fL −
∑
k

s∗Lα,nksLα,knfR)

〈ÎL〉 =
e

2π~

N(E)∑
n

∫
dE(

∑
k

s∗Lα,nksLα,kn)(fL − fR)

〈ÎL〉 =
e

2π~

∫
dETr(t†t)(fL − fR), (4.25)

no limite de temperatura zero, resgatamos a fórmula de Landauer, como esperado. Citaremos, à
t́ıtulo de completeza, que esse formalismo ainda permite a generalização de teorias escalares de uma
dimensão [47, 48] para dimensões maiores[49].

Para o caso multiterminal, temos a corrente dada por (4.24), apenas substituindo o subscrito L por
outro que contemple o terminal de interesse. O resultado derivado acima é notável não somente pelo
seu caráter genérico teórico, mas também foi submetido a uma medida direta e obteve bom êxito[50].

Como afirmamos na introdução, o formalismo de Büttiker ainda permite que estudemos o caso
do não-equiĺıbrio que, como demonstraremos mais adiante, permite-nos conhecer mais a respeito do
sistema. Primeiramente, vamos escrever explicitamente a equação (4.24) na sua forma geral, como já
atentamos logo acima

〈Îα〉 =
e

2π~

N(E)∑
n

∫
dE(fα −

∑
β,k

s∗αβ,nk(E)sαβ,kn(E)fβ). (4.26)

A equação acima representa a situação do sistema quando alcança o equiĺıbrio. Para analisar a situação
fora do equiĺıbrio, aplicamos uma voltagem Vβ no terminal β, assim, o potencial qúımico será afetado
de tal sorte que µβ = µ + eVβ, onde µ é o potencial qúımico do reservatório em equiĺıbrio. Essa
voltagem certamente vai afetar o sistema como um todo, como podemos ver pela equação (4.26), tão
logo, a configuração eletrônica de todos os reservatórios será afetada levemente. Portanto, tomamos
a expansão em primeira ordem da distribuição em torno do equiĺıbrio

fα = f(µ) +
∂f

∂E
(µα − µ),

fα = − ∂f
∂E

(µ− µα),

fα = − ∂f
∂E

eVα. (4.27)
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Na segunda passagem, utilizamos o fato que a distribuição em torno de µ é ponto de mı́nimo, então,
podemos tomá-la como zero fazendo os ajustes adequados. Substituindo (4.27) em (4.26), vem

〈Îα〉 =
e2

2π~

N(E)∑
n

∫
dE

(
− ∂f
∂E

)
(Vα − Vβ

∑
β,k

s∗αβ,nk(E)sαβ,kn(E)),

〈Îα〉 =
e2

2π~
∑
β

Vβ

N(E)∑
n

∫
dE

(
− ∂f
∂E

)
(δαβ −

∑
k

s∗αβ,nk(E)sαβ,kn(E)),

〈Îα〉 =
e2

2π~
∑
β

Vβ

∫
dE

(
− ∂f
∂E

)
(Nαδαβ −

∑
n,k

s∗αβ,nk(E)sαβ,kn(E)),

〈Îα〉 =
e2

2π~
∑
β

Vβ

∫
dE

(
− ∂f
∂E

)
(Nαδαβ − Tr[s†αβsαβ]). (4.28)

Essa forma permite-nos que reobtenhamos a lei de Ohm

〈Îα〉 =
∑
β

GαβVβ, (4.29)

onde Gαβ é a matriz de condutância dada por

Gαβ =
e2

2π~

∫
dE

(
− ∂f
∂E

)
(Nαδαβ − Tr[s†αβsαβ]). (4.30)

É importante ressaltar a diferença entre as correntes (4.25) e (4.29): a primeira é a corrente após
o sistema ter entrado em equiĺıbrio, a última avalia a corrente resultante dada uma perturbação no
sistema.

A expressão (4.30) nos dá um resultado interessante quando fazemos duas considerações que são
a base de qualquer teoria do transporte eletrônico.

A primeira é a conservação da corrente, dada por∑
α

Î(t) = 0. (4.31)

Notamos que essa expressão possui um v́ınculo forte, uma vez que a corrente deve ser conservada não
na média, mas, à cada instante de tempo. Para a condutância, isso implica imediatamente de (4.29)
que ∑

α

Gαβ = 0. (4.32)

A importância dessa equação se dá quando consideramos a segunda condição para estabelecer uma
teoria de transporte, a chamada invariância por transformação de gauge, ou de calibre. Em teoria de
campos, uma invariância de calibre significa que independentemente da forma do campo, dada uma
transformação, o observável tem que ser o mesmo. No nosso contexto, isso significa que se aplicarmos
o mesmo shift em todos os potenciais, Vβ → Vβ + V , a média da corrente não será alterada, de fato,
tomando o shift em (4.29), temos que

〈Îα〉 =
∑
β

VβGαβ + V
∑
β

Gαβ,

para que haja invariância por transformação de calibre, temos que∑
β

Gαβ = 0. (4.33)
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Podemos nos certificar da veracidade dos v́ınculos acima se tomarmos o caso standard para (4.32),
vem ∑

α

Gαβ = GLβ +GRβ,

∑
α

Gαβ =
e2

2π~

∫
dE

(
− ∂f
∂E

)(
NLδLβ − Tr[s†LβsLβ] +NRδRβ − Tr[s†RβsRβ ]

)
,

tomando β = L, temos∑
α

Gαβ =
e2

2π~

∫
dE

(
− ∂f
∂E

)(
NL − Tr[s†LLsLL + s†RLsRL]

)
.

Quando aplicamos a condição de unitariedade no argumento do traço, obteremos uma matriz identi-
dade de ordem L×L, então, quando procedemos com o traço, teremos o número de canais na esquerda
que se cancelará com o outro NL e reobteremos o v́ınculo (4.32). De forma análoga, teremos para o
caso de β = R. Esse tratamento é válido para demonstrar também o v́ınculo (4.33). Disso, podemos
concluir que a unitariedade da matriz de espalhamento automaticamente garante a conservação da
corrente, devido à conservação de carga, e a invariância por mudança de gauge, devido a invariância
de Lorentz, como foi comentado no caṕıtulo 2. Todo esse tratamento foi para demonstrarmos que∑

α

Gαβ =
∑
β

Gαβ, (4.34)

esta expressão apresenta as chamadas Relações de Onsager-Casimir, já citadas aqui nesta dissertação
no caṕıtulo anterior, resultado mais que esperado quando estamos tratando de um sistema em regime
de não-equiĺıbrio. As relações Onsager-Casimir Gαβ = Gβα são mais evidentes e diretas quando
tomamos o caso standard.

É notável os resultados que obtemos apenas realizando o estudo da corrente nos regimes do
equiĺıbrio e do não-equiĺıbrio, resultados esses muito bem estabelecidos pela f́ısica do transporte
quântico e da mecânica estat́ıstica. O formalismo de Büttiker, de fato, é pasśıvel de chamar a atenção
por revelar um grande potencial de compreender melhor as nanoestruturas.

Além do mais, como citamos anteriormente, este formalismo impulsionou o estudo quantitativo
do rúıdo, fato esse que exploraremos a seguir. Primeiramente, devemos ter uma base elementar e
introdutória dos diferentes tipos de rúıdo que se acometem no condutor.

4.3 Rúido I: flutuação térmica e a quantização da carga.

Nas secções anteriores, afirmamos que a importância do rúıdo advém do fato deste nos trazer
mais informações a respeito do sistema que são perdidas quando implementamos apenas a média
de um observável que descreve o sistema. Um exemplo de grande importância, já descrito nesta
dissertação, é o próprio movimento Browniano: o rúıdo causado pelo fluido na trajetória da part́ıcula
suspensa possibilitou uma forma de medição para assentar a teoria atomı́stica e finalizar o debate
entre os atomicistas e os energicistas. Para o caso de um circuito elétrico, podemos imaginar que a
temperatura naturalmente pode causar rúıdo na medição da carga. É imediato tomar essa suposição
quando estabelecemos o circuito RL(figura 4.3) alimentado por uma força eletromotriz ε. Tomando a
equação diferencial que determina a carga que é lançada no circuito, temos

L
d2q

dt2
+R

dq

dt
= ε. (4.35)

Percebemos imediatamente que, comparando com a equação (3.17), podemos fazer uma analogia com
o caso de uma part́ıcula massiva suspensa em um fluido viscoso, isto é, podemos intuir a relação
〈q2〉 ∼ t. Se compararmos (4.35) com o valor da flutuação (3.19), temos que o fator de proporção é
dado pelo termo que acompanha a derivada primeira da equação diferencial, então, podemos tomar

〈q2〉 = 2
kbT

R
t = 2GkbTt. (4.36)
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Figura 4.5: Representação de um circuito RL.

Essa é uma maneira bem simplória de modelar o movimento browniano no caso de circuito elétrico,
mas essa mesma analogia foi levada à cabo por H. Nyquist [51] e J. B. Johnson [52] e a equação (4.36)
é precisamente o rúıdo devido à agitação térmica causada no circuito. Àquela equação denominamos
de rúıdo de Nyquist-Johnson, devido a seus descobridores, ou rúıdo térmico, ou rúıdo branco. O rúıdo
branco é útil para que mascaremos outras formas de rúıdo no nosso sistema. Um exemplo contextual
do rúıdo branco é quando não desejamos escutar sons indesejáveis, então, tapamos nossos ouvidos
e passamos a emitir sons próprios para suprimir o som externo, da mesma forma, o rúıdo térmico
no circuito elétrico impede que o sinal sofra menos flutuações de outras naturezas, e isso viabiliza
a lei de Ohm no regime clássico, isto é, o sistema submetido à altas temperaturas, caso contrário,
a condutância apresentaria medições desgovernadas, o que precisamente sucede no regime quântico.
Contudo, esse rúıdo não nos permite contemplar a discretização da carga, muito embora, no contexto
de Nyquist e Johnson, a carga elétrica já havia sido descoberta. Mas, com um rúıdo que expressasse
a discretização da carga, podeŕıamos calcular o seu valor, e é o que desenvolveremos agora.

Em 1880, Thomas Edison desejava descobrir a razão do mal-funcionamento dos filamentos das
lâmpadas produzidas por sua empresa, na ocasião, ele notou que o lado do filamento mais perto do
terminal positivo estava mais preto que o lado do terminal negativo, indicando que ali havia uma
carência de elétrons para emitir luz. Assim, com o conhecimento cient́ıfico que possuia e, princi-
palmente, motivado a melhorar o produto de sua empresa, investigou o caso colocando papéis de
alumı́nio dentro do bulbo da lâmpada, e conectou nesse alumı́nio um galvanômetro (figura 4.6). Ao
ligar a lâmpada, quando ele polarizava o papel de alumı́nio negativamente, o galvanômetro não acu-
sava nada. Quando polarivaza positivamente, o galvanômetro acusava a passagem de uma corrente
quando o filamento estivesse devidamente aquecido. Esse resultado permitiu que Edison concluisse
que a carga que flúıa para a folha de alumı́nio fosse devido à agitação térmica da corrente no fila-
mento, esse fenômeno é conhecido como emissão termiônica, ou efeito Edison[53]. Com isso, muito
pôde desenvolver com a emissão termiônica, algumas delas foi a construção de receptor de rádio e o
osciloscópio [54]. Anos mais tarde, Owen W. Richardson tomou o estudo da emissão termiônica [55].
Richardson postulou que a corrente JT gerada pelo emissão é descrita pelo processo que obedece o
fator de Boltzmann

JT ∝ e
− ∆E
kbT . (4.37)

Figura 4.6: Experimento de Edison: no primeiro caso, temos a folha ligada a um terminal positivo,
gerando fluxo de carga, no segundo, quando a folha está no terminal negativo, não há correte.
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O fator de Boltzmann expressa a probabilidade do evento à energia ∆E e temperatura T ocorra.
Assim, como sabemos do efeito fotoelétrico, a menor energia necessária para que um elétron seja
arrancado de uma placa é a função trabalho W . Utilizando argumentos básicos das propriedades
do elétron no metal e normalizando a expressão acima, como feito em [56, 57], temos a equação de
Richardson

JT = ART
2e
− W
kbT , (4.38)

onde

AR =
4πqmk2

b

h3
(4.39)

é a constante de Richardson, com q sendo a carga emitida. Mais tarde, em outro contexto, Walter
Schottky realizou o estudo da emissão termiônica em armas de elétrons, com a vantagem que este
aparelho permite um controle maior no sinal do feixe de elétrons emitidos. No caso, ele percebeu que
havia um rúıdo na corrente produzida pelos elétrons emitidos, além do próprio rúıdo térmico. Esse
rúıdo era causado pelo fato do elétron emitido afetar a distribuição eletrônica da placa emissora(figura
4.7) com o surgimento de um campo elétrico devido a uma carga-imagem à 2x do elétron emitido

Ex =
e

4πε0(2x)2
. (4.40)

Schottky percebeu que o campo elétrico (4.40) causava uma diminuição na função trabalho W da
placa para cada elétron “disparado”, acarretando assim, uma flutuação na corrente JT . Para medir
tal flutuação, Schottky aplicou uma variação ∆W na equação de Richardson

JT = ART
2e
−W−∆W

KbT (4.41)

onde

∆W =

√
e3Ex
4πε0

. (4.42)

Com isso e mais o aparato adequado para tal medição, Schottky pôde concluir que a flutuação causada
pelo elétron emitido acarretava em um aumento na corrente termoelétrica: um elétron emitido “faci-
litará” as condições para outro elétron ser emitido! A esse fenômeno dá-se o nome de Efeito Schottky
[58], e à flutuação denominamos rúıdo de disparo(shot noise). O ponto mais importante de toda essa
análise é mostrar que o rúıdo de disparo só é posśıvel graças à natureza discreta da carga elétrica.
Infelizmente, a história cronológica do valor da carga elétrica impediu que Schottky fosse o pioneiro na
medição de tal quantidade, sendo primeiramente realizada por Millikan; com seu experimento da gota
de óleo. Contudo, o experimento de Schottky proporcionou um valor mais preciso que o de Millikan,
e tudo isso graças à análise do rúıdo do sistema.

Uma forma de derivar o rúıdo de disparo para o caso do emissão termiônica é considerar esta como
um processo de Poisson: em um dado tempo t, haverá uma probabilidade; regida pela distribuição de
Poisson; da placa emitir uma dada quantidade de carga q[59]. Como propriedade da distribuição de
Poisson, temos que a flutuação da carga transmitida é dada por

〈(q − 〈q〉)2〉 = e 〈q〉 , (4.43)

Figura 4.7: Termoelétron emitido pela placa.
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onde e foi posto a fim de corrigir dimensionalmente (4.43). Como 〈q〉 representa a carga média
transmitida, podemos fazer a substituição

〈(q − 〈q〉)2〉 = eIt ,

〈δq2
t 〉 = eIT t , (4.44)

onde IT é a corrente termiônica. Fazendo a decomposição espectral de (4.44), temos

〈δq2
ω〉 = eIT

∫ +∞

−∞
teiωtdt ,

〈δq2
ω〉 = eIT i

d

dω

∫ +∞

−∞
eiωtdt ,

〈δq2
ω〉 = eIT 2πi

d

dω
δ(ω) ,

〈δq2
ω〉 = eIT 2πiδ′(ω) . (4.45)

aqui, tomaremos uma das posśıveis representações da função delta de Dirac que é dada por δ(x) =

lim
a→∞

senax

x
, obteremos o gráfico de sua derivada representado na figura (4.8). Como podemos perceber

pelo seu gráfico, a derivada de delta só vai contemplar valores próximos à origem de ω, além disso, a
expressão (4.54) deve contemplar as frequências significativas positivas e negativas próximas à origem,
assim temos que colocar um fator 2 na expressão, assim, após normalizarmos a expressão, temos a
equação de Schottky dada por

〈δq2
ω〉 = 2eIT . (4.46)

Na realidade, no artigo original, Schottky encontrou a expressão (4.44) pela decomposição espectral
da função de correlação entre diferentes pulsos de correntes, técnica essa que desenvolveremos na
secção final deste caṕıtulo para encontrar a equação do rúıdo do formalismo de Büttiker. Fizemos a
decomposição de (4.44) no intuito de reobtê-la no espaço de Fourier utilizando o formalismo trabalhado
neste caṕıtulo, apesar de, novamente, deduzirmos a expressão (4.46) de forma simplória e rude, sem
preocupações formais. Na próxima secção, iremos reobtê-la de forma mais convincente.

O ponto central desta secção foi apresentar a importância do rúıdo que auxilia na visualização do
sistema f́ısico e apresentamos com um certo detalhe o rúıdo térmico e o rúıdo de disparo. O primeiro
pelo fato de ser o tipo de rúıdo mais comum em qualquer sistema eletrônico, ele está presente em
qualquer faixa de frequência. O segundo porque deflagra a quantização da carga. A identificação de
tais rúıdos permite-nos que saibamos classificar com mais precisão o que sucede na medição da corrente
sem, contudo, confundirmos as diferentes fontes de flutuação. Ademais, esses são rúıdos que operam
à frequências altas. O segundo, em especial, possui independência com a frequência e é linearmente
relacionado com a corrente do circuito.

Outrossim, existem outras fontes de rúıdos quando o sistema opera em baixas frequências: se
considerarmos o circuito RL da figura 4.5 nesse regime, haverão flutuações dependentes do tempo na
condutância devido ao movimento desordenado das impurezas, a esse rúıdo denominamos de rúıdo de

Figura 4.8: Plotagem de
d

dω

sen(aω)

ω
, onde fizemos a = 1000.
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Flicker, ou rúıdo de 1/f , devido à dependência com o inverso da frequência. Esse é o rúıdo dominante
à frequência baixa aplicada a esse sistema, como também em muitos outros, como é contemplado na
referência [60].

Por fim, temos um rúıdo extremamente importante e inevitável no estudo do transporte quântico
que é aquele causado pela divisão da corrente e um ou mais caminhos, a esse caso denominamos rúıdo
de partição. Esse rúıdo já era conhecido no contexto da ótica quando observava-se um feixe luz inci-
dindo em um material que refletia uma certa porcentagem da intensidade do feixe incidente. Como
sabemos da mecânica quântica básica, devido à natureza ondulatória do elétron, este também pos-
suirá probabilidade de ser refletido ou transmitido, e isso naturalmente causará uma certa flutuação
na condutância. Então, conclúımos que, essencialmente, o rúıdo de partição é devido à natureza
ondulatória das part́ıculas. No final desta dissertação, apresentaremos o rúıdo de partição do sis-
tema (1.18) apresentado na introdução. Para conhecimento de outros tipos de rúıdos, indicamos as
referências [61, 62]

Agora que temos uma boa noção a respeito do rúıdo em um sistema eletrônico, na próxima secção,
nós, finalmente, iremos demonstrar a expressão que informa a decomposição espectral do rúıdo, uma
conseqüência direta do formalismo de Büttiker.

4.4 Rúıdo II: densidade espectral.

Nesta secção, que finaliza o caṕıtulo, apresentaremos a função de correlação. É nela que estamos
interessados desde o prinćıpio para o cálculo das correlações multiterminais. Assim, é fortuito que
apresentemos a definição de função de correlação, antes de a calcularmos no formalismo de Büttiker.

Tomaremos como exemplo, novamente, o movimento Browniano de uma part́ıcula suspensa em um
fluido viscoso. Já sabemos que a posição x(t) varia randomicamente com o tempo. Se definimos um
intervalo de tempo, podemos calcular a média da posição nesse intervalo, dada por 〈x〉. Para o caso
unidimensional, temos o problema análogo ao andar do bêbado em uma rua, assim 〈x〉 = 0. Isso não
afetará a generalidade de nossas considerações. A flutuação da posição também varia com o tempo,
como podemos ver pela definição

δx(t) = x(t). (4.47)

Sabemos da estat́ıstica elementar que não é interessante realizar a média dessa quantidade, pois,
como vemos pelo seu lado direito, ela é nula. Por essa razão, no problema do movimento browniano
calculamos a média quadrática desta

〈δx(t)2〉 = 〈x(t)2〉 . (4.48)

Contudo, quando estamos trabalhando com outro sistema clássico com observável flutuante, é natural
perguntarmos se a medida da flutuação em um dado tempo t′ afetará a medida da flutuação em um
tempo posterior t, se sim, o quanto, em média, afeta? Para tanto, precisamos calcular a chamada
função de correlação definida por [63]

S(t− t′) = 〈δx(t)δx(t′)〉 = 〈x(t)x(t′)〉 − 〈x(t)〉 〈x(t′)〉 . (4.49)

Na realidade, o nome mais adequado para a equação (4.49) é função de autocorrelação, pois refere-se ao
mesmo observável do sistema. A palavra “correlação”deve ser empregada quando estamos analisando
2 observáveis diferentes do mesmo sistema, como faremos mais adiante ao analisar a correlação entre
2 part́ıculas incidentes em terminais diferentes acoplados ao ponto quântico, entretanto, por ora,
procederemos com a terminologia padrão.

Só podemos proceder com esta média se a hipótese ergódica for aqui imposta, para tanto, o
resultado da média da correlação acima deve ser a mesma calculada após um ponto do espaço de fase
ter percorrido todos os estados posśıveis do sistema. Em termos experimentais, essa média deve ser
calculada em um tempo te suficientemente longo

S(t− t′) = lim
te→∞

∫ +te/2

−te/2
dtxδx(t+ tx)δx(t′ + tx), (4.50)
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onde te é o tempo ergódico. Essa consideração é feita para que obtenhamos o resultado da média de
estados microscópicos igual ao que é observado macroscopicamente, procedimento esse muito comum
em mecânica estat́ıstica. É válido notar que para o caso t − t′ = 0, reobtemos a média quadrática.
Em outras palavras, se estamos interessados em obter a correlação de um observável, seu ponto ini-
cial será a média quadrática. Outro importante fato da função de correlação é quando realizamos a
segunda medida quase imediatamente após a primeira, o sinal de 〈x(t)x(t′)〉 não deve mudar aprecia-
velmente, então, temos que 〈x(t)x(t′)〉 > 0. À medida que t se distancia de t′, o sinal vai oscilar de tal
forma que o número de amplitudes negativas será aproximadamente igual às positivas, então, quando
|t − t′| → ∞, existirá tantas amplitudes positivas quanto negativas, cancelando-se umas as outras,
resultando em S(t− t′)→ 0. Este resultado infoma-nos que quando realizamos duas medidas no siste-
mas em tempos muito distantes, eles tornam-se totalmente descorrelacionados, em outras palavras, o
sistema “esquece”a flutuação inicial. Esse tempo infinitamente longo também é chamado de tempo de
relaxação. Como vimos nos caṕıtulos iniciais, estamos operando abaixo desse tempo onde as funções
de correlações são não-nulas. Só pudemos concluir pelo fato da função de correlação ser positiva, pois,
se fosse negativa, isso significaria que observáveis com valores cada vez maiores se relacionariam com
valores cada vez menores, o que não implica que à tempos longos a função de correlação se anula.

Quando estamos tratando de sistemas quânticos, obteremos os resultados por intermédio da álgebra
de operadores. Logo, devemos assumir uma representação. Como no formalismo de Büttiker demons-
tramos o operador corrente Î como função de tempo, é natural que tomemos a representação de
Heisenberg. Ademais, essa representação permite a transição microscópica para a macroscópica ime-
diata. Outro ponto que devemos atentar é que esses operadores, em geral, não comutam, então,
tomamos a função de correlação na sua representação quântica dada por

S(t− t′) =
1

2
〈δx̂(t)δx̂(t′) + δx̂(t′)δx̂(t)〉 , (4.51)

onde x̂(t) satisfaz a equação de Heisenberg

i~
∂x̂(t)

∂t
= [x̂(t), Ĥ], (4.52)

com Ĥ sendo o operador Hamiltoniano do sistema. Contudo, como agora estamos em um regime
onde as escalas são pequeńıssimas, devemos ter em mente que a função de correlação cai rapidamente
com o tempo, fato esse que torna nosso estudo desinteressante, outrossim, em sistemas mesoscópicos,
estamos operando abaixo do tempo de relaxação, onde a correlação é não-trivial. Podeŕıamos resolver
esse problemas analisando a função de correlação em sua representação espectral, contudo, essa análise
não é tão direta, uma vez que estamos lidando com dois observáveis com duas variáveis distintas, o
que não traria nenhum resultado significativo sem uma interpretação extremamente elaborada. Esse
outro problema é contornado através do teorema de Wiener-Khintchine[64], que derivaremos agora.

Fazendo a decomposição espectral da variável estocástica δx(t), analogamenta a como fizemos para
o caso do rúıdo de disparo, vem

δx(ω) =

∫ +∞

−∞
δx(t)eiωtdt. (4.53)

Novamente, aqui assumimos que o sistema está em regime estacionário, isto é, já percorreu todos os
seus estados posśıveis. Agora definiremos uma função real positiva-definida como

S(ω) = lim
te→∞

|δx(ω)|2

te
. (4.54)

Essa função chama-se densidade espectral, ela é definida de tal sorte a realizar a análise espectral de
variáveis estocásticas, por essa razão, a expressão (4.45) é também chamada de rúıdo de potência1, uma
vez que estamos fazendo a análise espectral de rúıdos, que incorpora o caso que estamos trabalhando.

1Tradução livre de power noise.
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Aplicando (4.53), temos

S(ω) = lim
te→∞

δx∗(ω)δx(ω)

te
,

S(ω) = lim
te→∞

1

te

∫ +∞

−∞
δx(t1)e−iωt1dt1

∫ +∞

−∞
δx(t2)eiωt2dt2,

S(ω) =

∫ +∞

−∞
eiω(t2−t1) lim

te→∞

1

te

∫ +∞

−∞
δx(t1)δx(t2)dt1dt2.

Na segunda passagem, utilizamos o fato já conhecido que δx(t) deve ser real. Se fizermos a substituição
t2−t1 = tx e tomarmos t2 = t, a segunda integral do lado direito nada mais é que a expressão (4.50): a
função de correlação definida para um sistema estacionário. Realizando outra translação em t, teremos

S(ω) =

∫ +∞

−∞
S(t− t′)eiω(t−t′)d(t− t′). (4.55)

Aqui, demonstramos que a função de correlação é decomposta na densidade espectral, o que contorna o
problema apontado logo acima e, também, o problema da escala do tempo ser muito pequena, apenas
expressando a função de correlação no espaço rećıproco de Fourier. Contudo, a demonstração não
está completa: a expressão (4.55) não garante que a função de correlação é o rećıproco da densidade
espectral. Demonstraremos isso no desenvolvimento da expressão do rúıdo que faremos a seguir.

Já demonstramos o operador corrente no regime de baixa frequência do terminal α definido por
Îα(t). Contudo, como sabemos, para qualquer sistema eletrônico existem várias categorias de rúıdo.
Um exemplo é a flutuação de uma part́ıcula que emerge no n-ésimo canal, essa part́ıcula irá flutuar
entre os diferentes canais adjacentes de n. A única forma de analisarmos a questão da flutuação da
corrente é fazendo medidas sucessivas na mesma, e isso naturalmente nos leva à pergunta feita no
ińıcio desta secção e, naturalmente, nos leva à análise logo acima feita. Assim, o nosso observável será
Îα(t), cuja flutuação será dada por ∆Îα(t). Então, substituindo em (4.51), vem

Sαβ(t− t′) =
1

2
〈∆Îα(t)∆Îβ(t′) + ∆Îβ(t′)∆Îα(t)〉 . (4.56)

Como foi acentuado mais acima, para muitos problemas é mais adequado que trabalhemos com o
espectro de frequências, então

Îα(ω) =

∫ +∞

−∞
Îα(t)eıωtdt. (4.57)

Notemos que diferentemente de quando demonstramos Î, estamos tratando do caso multiterminal,
denotado pelo ı́ndice α, e isso também deve ser contemplado na função de correlação, como observamos
em (4.56). Invertendo (4.57), temos

Îα(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
Îα(ω)e−ıωtdω. (4.58)

Aplicando a definição acima em (4.56), vem

Sαβ(t− t′) =
1

(2π)2

∫
dω

∫
dω′

1

2
〈∆Îα(ω)∆Îβ(ω′) + ∆Îβ(ω′)∆Îα(ω)〉 e−ıωte−ıω′t′ . (4.59)

Para que o lado direito seja uma função apenas de t− t′, como é requerido pelo esquerdo, é necessário
que imponhamos a condição

1

2
〈∆Îα(ω)∆Îβ(ω′) + ∆Îβ(ω′)∆Îα(ω)〉 = 2πSαβ(ω)δ(ω + ω′). (4.60)

Assim, teremos

Sαβ(t− t′) =
1

(2π)2

∫
dω

∫
dω′2πSαβ(ω)δ(ω + ω′)e−ıωte−ıω

′t′ ,

Sαβ(t− t′) =
1

2π

∫
dωSαβ(ω)e−ıω(t−t′). (4.61)

59



Como prometido, finalizamos a demonstração que a função de correlação é o rećıproco da densi-
dade espectral, então, demonstrando o teorema de Wiener-Khintchine, embora, sem o devido rigor
matemático.

O problema já está essencialmente resolvido: já temos a densidade espectral; que resolve o pro-
blema da correlação extremamente curta e temos a forma do observável; dado pela equação (4.20).
Agora, como requerido pela densidade espectral, devemos decompor o operador corrente no espaço
das frequências, então, aplicando (4.20) em (4.57), então, vem

Îα(ω) =
e

2π~
∑
λγmn

∫
dEdE′dteı

(E−E′)t
~ â†λm(E)Amnλγ (α;E,E′)âγn(E′)eıωt,

Îα(ω) =
e

2π

∑
λγmn

∫
dEdE′d

(
t

~

)
â†λm(E)Amnλγ (α;E,E′)âγn(E′)eı

t
~ (E−E′+~ω),

Îα(ω) = e
∑
λγmn

∫
dEdE′δ(E− E′ + ~ω)â†λm(E)Amnλγ (α;E,E′)âγn(E′),

Îα(ω) = e
∑
λγmn

∫
dEâ†λm(E)Amnλγ (α;E,E + ~ω)âγn(E + ~ω). (4.62)

É interessante notar que a própria decomposição retoma a nossa assunção de outrora que estamos
operando em baixas frequências, nada mais natural que esperar que a matriz-corrente, que define o
rúıdo, só contemple os termos próximos da frequência em questão. Com (4.62) estabelecida, vamos
calcular 〈Îα(ω)Îβ(ω′)〉:

〈Îα(ω)Îβ(ω′)〉 = e2
∑
λγmn

∑
µνpq

∫
dE

∫
dE′Amnλγ (α;E,E + ~ω)Apqµν(β;E′, E′ + ~ω′)·

· 〈â†λm(E)âγn(E + ~ω)â†µp(E)âνq(E
′ + ~ω′)〉 . (4.63)

Para evaluar o braket acima, basta que tomemos 〈â†λm(E1)âγn(E2)â†µp(E3)âνq(E4)〉, abordando todas

as combinações posśıvels dos ı́ndices. É importante ter em mente, também, a assunção (4.23) e a
discussão procedente da mesma. Como afirmamos na ocasião, é devido a ela que é posśıvel o cálculo
da flutuação do sistema que estamos realizando agora. Assim, tomando primeiramente as combinações
diretas, isto é λ = γ, m = n, E1 = E2, µ = ν, p = q e E3 = E4.

〈â†λm(E1)âλm(E1)â†µp(E3)âµp(E3)〉 = fλ(E1)fµ(E3). (4.64)

Pois estamos considerando o caso do equiĺıbrio térmico com os terminais, então, utilizamos (4.23) na
última passagem. Agora, tomando as combinações cruzadas, temos

〈â†λm(E1)âµp(E3)â†µp(E3)âλm(E1)〉 = 〈â†λm(E1)âλm(E1)[1∓ â†µp(E3)âµp(E3)]〉 = fλ(E1)[1∓ fµ(E3)].
(4.65)

Aqui, inserimos o ± no intuito de abranger todas as naturezas posśıveis da part́ıcula incidente, tal
que + atende para a álgebra fermiônica e −, álgebra bosônica. No último caso, os reservatórios são
substitúıdos por cavidades de corpo negro e a distribuição fα é dada pela estat́ıstica de Bose-Einstein.
Quando formos tratar diretamente com a equação, devemos ter em mente que o sinal acima é o
reservatório de elétrons, o debaixo, bósons. Essa álgebra se dá por intermédio de comutadores e será
melhor comentada no próximo caṕıtulo. Não vamos contemplar o caso de todos os ı́ndices iguais pois
isso representaria 2 part́ıculas em canais subjacentes, e isso, frente ao número cont́ınuo de estados
posśıveis do sistema, representa poucos termos do somatório (4.63) e a possibilidade de ocorrência dos
mesmos no sistema é muito pequena, logo, podemos, sem receio, ignorar essa contribuição. Com as
expressões acima, podemos evaluar o braket

〈â†λm(E1)âγn(E2)â†µp(E3)âνq(E4)〉 = δλγδmnδµνδpqδ(E1 − E2)δ(E3 − E4)fλ(E1)fµ(E3)

+δλνδmqδµγδpnδ(E1 − E4)δ(E2 − E3)fλ(E1)[1∓ fµ(E3)]

〈â†λm(E1)âγn(E2)â†µp(E3)âνq(E4)〉 = 〈â†λm(E1)âγn(E2)〉 〈â†µp(E3)âνq(E4)〉+
+δλνδmqδµγδpnδ(E1 − E4)δ(E2 − E3)fλ(E1)[1∓ fµ(E3)] (4.66)
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Podemos notar que a avaliação do braket nos trouxe um termo extra que, quando aplicando em (4.63)
irá gerar 〈Îα(ω)〉 〈Îβ(ω′)〉 que, ao ser transferido para o lado esquerdo, teremos a própria definição de

correlação entre as correntes 〈∆Îα(ω)∆Îβ(ω′)〉 definida em (4.63). Podemos notar um belo resultado
da expressão acima: esta estabelece uma relação entre todos os canais, mesmo aqueles que são de
terminais diferentes, isso nos leva a concluir que além da flutuação devido à interferência entre as
frentes de ondas propagando-se nos canais, temos também aquela causada simplesmente pela indistin-
guibilidade das part́ıculas, chamada de interferência de exchange, e isso é um resultado essencialmente
quântico, sem análogo clássico [65]. Retomaremos esse fato no caṕıtulo final e obteremos as funções de
correlações devido essencialmente à indistinguibilidade das part́ıculas. Prosseguindo, aplicamos (4.66)
na expressão (4.63), vem

〈∆Îα(ω)∆Îβ(ω′)〉 = e2
∑
λγmn

∑
µνpq

∫
dE

∫
dE′Amnλγ (α;E,E + ~ω)Apqµν(β;E′, E′ + ~ω′)·

δλνδmqδµγδpnδ(E − E′ − ~ω′)δ(E′ − E − ~ω)fλ(E)[1∓ fµ(E′)],

〈∆Îα(ω)∆Îβ(ω′)〉 = e2
∑
λγmn

∫
dE

∫
dE′Amnλγ (α;E,E + ~ω)Anmγλ (β;E′, E′ + ~ω′)·

·δ(E − E′ − ~ω′)δ(E′ − E − ~ω)fλ(E)[1∓ fγ(E′)],

〈∆Îα(ω)∆Îβ(ω′)〉 = e2
∑
λγmn

∫
dEAmnλγ (α;E,E + ~ω)Anmγλ (β;E + ~ω,E + ~(ω + ω′))·

·δ(−~ω − ~ω′)fλ(E)[1∓ fγ(E + ~ω)],

〈∆Îα(ω)∆Îβ(ω′)〉 =
e2

~
∑
λγmn

∫
dEAmnλγ (α;E,E + ~ω)Anmγλ (β;E + ~ω,E + ~(ω + ω′))·

·fλ(E)[1∓ fγ(E + ~ω)]δ(ω + ω′). (4.67)

Contudo, precisamos ainda realizar o cálculo da quantidade com a posição dos observáveis invertida,
com requerido pela equação (4.60). Para evaluar 〈∆Îβ(ω′)∆Îα(ω)〉, basta que troquemos os ı́ndices dos
terminais que estamos avaliando a correlação da expressão acima e as frequências angulares ω → ω′,
teremos

〈∆Îβ(ω′)∆Îα(ω)〉 =
e2

~
∑
λγmn

∫
dEAmnλγ (β;E,E + ~ω′)Anmγλ (α;E + ~ω′, E + ~(ω + ω′))·

·fλ(E)[1∓ fγ(E + ~ω′)]δ(ω + ω′). .(4.68)

Aplicando (4.67) e (4.68) em (4.60), observamos que a função delta está presente em ambos os lados,
então, integramos a equação com respeito a ω′, temos, a expressão

2πSαβ(ω) =
e2

2~
∑
λγmn

∫
dEAmnλγ (α;E,E + ~ω)Anmγλ (β;E + ~ω,E)fλ(E)[1∓ fγ(E + ~ω)]+

+Amnλγ (β;E,E − ~ω)Anmγλ (α;E − ~ω,E)fλ(E)[1∓ fγ(E − ~ω)]. (4.69)

Podemos fazer para o segundo termo um shift na energia de ~ω, em seguida, fazer a substituição de
ı́ndices λ↔ γ no segundo termo, então, podemos associar as matrizes-correntes e temos, finalmente,

Sαβ(ω) =
e2

4π~
∑
λγmn

∫
dEAmnλγ (α;E,E + ~ω)Anmγλ (β;E + ~ω,E)

(fλ(E)[1∓ fγ(E + ~ω)] + fγ(E + ~ω)[1∓ fλ(E)]) . (4.70)

Essa é a muito prometida equação do rúıdo no formalismo de Büttiker.
Agora, nada mais natural que testar o resultado obtido. Vamos trabalhar com a expressão (4.70)

em limites que já conhecemos. Primeiramente, para o caso de altas temperaturas kbT � ~ω, a
dependência com ω pode ser ignorada, e as distribuições serão essencialmente iguais, então, teremos

Sαβ =
e2

2π~
∑
λγmn

∫
dEAmnλγ (α;E,E)Anmγλ (β;E,E)f [1∓ f ]. (4.71)
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Se atentamos para a distribuição f , vem que

f =
1

e
E−µ
kbT ± 1

,

∂f

∂E
= −e

E−µ
kbT

kbT

1(
e
E−µ
kbT ± 1

)2 ,

∂f

∂E
= − 1

kbT

1∓ f
f

f2,

−kbT
∂f

∂E
= f(1∓ f). (4.72)

Para as matrizes-corrente, temos

∑
mnλγ

Amnλγ (α;E,E)Anmγλ (β;E,E) =
∑
mnλγ

(
δmnδαλδαγ −

∑
k

s∗αλ,mksαγ,kn

)
·

·

(
δmnδβλδβγ −

∑
k

s∗βγ,nksβλ,mk

)
,∑

mnλγ

Amnλγ (α;E,E)Anmγλ (β;E,E) = 2
∑
m

δαβ −
∑
m,k

sβα,mksβα,km + sαβ,mksαβ,km,∑
mnλγ

Amnλγ (α;E,E)Anmγλ (β;E,E) = 2Nαδαβ − Tr (sβαsβα + sαβsαβ) , (4.73)

onde utilizamos para o último termo direto o fato que∑
mnλγ

∑
kk′

s∗αλ,mksαγ,kns
∗
βγ,nk′sβλ,mk′ =

∑
λγ

∑
k′

[
s†αλsβλs

†
αγsβγ

]
k′
,

∑
mnλγ

∑
kk′

s∗αλ,mksαγ,kns
∗
βγ,nk′sβλ,mk′ =

∑
λγ

Tr
[
s†αλsβλs

†
αγsβγ

]
,

∑
mnλγ

∑
kk′

s∗αλ,mksαγ,kns
∗
βγ,nk′sβλ,mk′ = Tr

[∑
λ

s†αλsβλ
∑
γ

s†αγsβγ

]
, (4.74)

∑
mnλγ

∑
kk′

s∗αλ,mksαγ,kns
∗
βγ,nk′sβλ,mk′ = Tr [IλδαβIγδαβ] = Nαδαβ.

Substituindo (4.72) e (4.73) em (4.71), temos

Sαβ = kbT
e2

2π~

∫
dE

(
− ∂f
∂E

)
(2Nαδαβ − Tr (sβαsβα + sαβsαβ)) . (4.75)

Aqui, observamos que a forma da integral é justamente a definição de condutância demonstrada em
(4.30), assim, substituindo

Sαβ = kbT (Gαβ +Gβα) ,

Sαβ = 2kbTGαβ, (4.76)

onde utilizamos as relações de Onsager-Casimir (4.34), também demonstradas na secção 4.2. Como
sabemos, a expressão (4.75) é o rúıdo de Nyquist-Johnson como podemos ver na expressão (4.36). Esse
resultado já era esperado, uma vez que tomamos justamente o regime onde o rúıdo térmico predomina
no sistema. Ainda sim, a expressão (4.70) já nos mostra que está bastante de acordo com o que foi
estabelecido.
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Agora, estudaremos a equação do rúıdo no regime oposto ao adotado logo acima: tomaremos o
caso da temperatura nula. Para o caso do portador ser elétron, fα será a distribuição de Fermi-Dirac2,
à temperatura nula, é dada pela função degrau

fα(E) = θ(µα − E). (4.77)

E, tomaremos ω = 0 em (4.70)e veremos as conseqüências dessas considerações.
Quando procedemos com o somatório de λ e γ em (4.70), observamos que haverão termos onde

γ = λ de tal sorte que recáımos no caso do rúıdo térmico, como estamos à temperatura nula, esses
termos desaparecerão da equação do rúıdo, como podemos constatar por (4.76), o que já era esperado
dado o regime. Assim, a expressão do rúıdo só haverá termos tal que λ 6= γ e os termos do produto
das matrizes-correntes serão definidos por (4.74), então, teremos

Sαβ(0) =
e2

4π~
∑
λ,γ

∫
dETr

[
s†αλsβλs

†
αγsβγ

]
·

(fλ(E)[1− fγ(E)] + fγ(E)[1− fλ(E)]) .

Sαβ(0) =
e2

2π~
∑
λ,γ

∫
dETr

[
s†αλsβλs

†
αγsβγ

]
(fλ(E)[1− fγ(E)]) , (4.78)

onde utilizamos a propriedade ćıclica do traço e renomeando os ı́ndices λ ↔ γ. Aqui, para facilitar
análise, iremos considerar o caso standard. Assim, procedemos com o somatório, teremos

Sαβ(0) =
e2

2π~

∫
dE
{

Tr
[
s†αLsβLs†αRsβR

]
(fL(E)[1− fR(E)]) +

+ Tr
[
s†αRsβRs†αLsβL

]
(fR(E)[1− fL(E)])

}
,

Sαβ(0) =
e2

π~

∫
dE
{

Tr
[
s†αLsβLs†αRsβR

]
(fL(E)[1− fR(E)])

}
,

onde na última passagem utilizamos, novamente, a propriedade ćıclica do traço. Como estamos à
temperatura zero, como já comentamos, a distribuição será dada por (4.77), se tomarmos que µL > µR,
temos que fLfR = fR, uma vez que o degrau de fR está atrás do degrau de fL, assim, os termos a
frente de fR irão se anular, e isso acarretará em

Sαβ(0) =
e2

π~

∫
dETr

[
s†αLsβLs†αRsβR

]
(fL − fR) ,

vamos considerar o caso α = β = R, vem

SRR(0) =
e2

π~

∫
dETr

[
s†RLsRLs†RRsRR

]
(fL − fR) ,

SRR(0) =
e2

π~

∫
dETr

[
s†RLsRL(IL − s†RLsRL)

]
(fL − fR) ,

onde utilizamos o v́ınculo da unitariedade da matriz de espalhamento do sistema. Como estabelecemos,
o fluxo ocorre da esquerda para a direita, se considerarmos o sistema como um processo de Poisson,
temos que a probabilidade de transmissão é muito pequena, então, podemos negligenciar o termo do
parênteses e finalmente, observamos que sRL é o próprio bloco de transmissão, assim tomamos sRL = t
e temos

SRR(0) =
e2

π~

∫
dETr

(
t†t
)

(fL − fR) . (4.79)

Se compararmos a expressão acima com (4.25), obteremos o resultado

SRR(0) = 2e 〈ÎL〉 , (4.80)

2Para o caso de bósons, discutir sobre a distribuição é mais complicado, uma vez que existe a transição para a
condensação de Bose-Einstein.
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assim, temos que o resultado (4.80) é, precisamente, o rúıdo de disparo (4.46), como definimos ante-
riormente. Esse resultado, embora formidável, já era esperado: quando eliminamos o rúıdo térmico e
tomamos a frequência do pulso tendendo à zero, estabelecemos que o nosso sinal se reduz a 1 elétron,
então, quando tomamos nossa estrutura como um processo de Poisson(no caso, um termo-emissor),
obteremos naturalmente o resultado de Schottky. Por essa razão, a expressão (4.78) representa a
equação geral para o rúıdo de disparo de um sistema multiterminal e, como já esperado, está sempre
presente para qualquer sistema.

Os resultados obtidos, apesar de forma fat́ıdica, mostram-nos o quão poderoso é o formalismo de
Büttiker: derivamos 2 rúıdos comuns encontrados em contextos distintos com apenas um formalismo.
Observamos que a expressão (4.70) carrega em si quase todas as quantidades necessárias para descrever
o sistema: temos a forma da distribuição dos reservatórios dados pela função f , temos a informação do
ponto quântico e forma como os terminais se correlacionam dado pelos elementos da matriz-corrente
Am,nλγ . Além disso, derivamos outros resultados fundamentais já estabelecidos na literatura como a
fórmula de Landauer e as relações de Onsager-Casimir. Obviamente, podeŕıamos explorar indefini-
damente outros tipos de rúıdos derivados à partir desse formalismo, contudo, só estamos realmente
interessados no conceito de rúıdo em sua forma mais completa atualmente conhecida, condição essa
que, na nossa concepção, é alcançada pelo formalismo de Büttiker. Por essa razão, tentamos ocultar
minimamente tanto passagens algébricas como arcabouço teórico, a fim de que nossa discussão seja
autocontida.

O formalismo de Büttiker contempla uma f́ısica muito profunda e possui um caráter genérico
e bastante laborioso, como pudemos perceber ao derivar 2 expressões para o rúıdo que derivamos
rapidamente na secção anterior. Para sistemas mais complexos (sistemas bidimensionais; por exem-
plo) o formalismo exigirá mais considerações e os cálculos, mais cuidado. E é nesse ponto em que
apostamos nas nossas expressões para o rúıdo. As equações que propomos não são mais genéricas
que a de Büttiker, mas possuem as caracteŕısticas de que o cálculo é realizado de forma sistemática
e diretamente calculado à partir das entradas da matriz de espalhamento. Contudo, não diferindo
muito do formalismo de Büttiker, as expressões do rúıdo aumentam significativamente a medida que
aumenta-se o número de terminais, embora isso seja contornável com o desenvolvimento de um simples
programa para realizar tais cálculos(como o Maple, por exemplo). O único v́ınculo considerado no
desenvolvimento do método é a unitariedade da matriz de espalhamento. Outra vantagem das ex-
pressões que derivaremos é que a natureza da part́ıcula é contemplada pelas equações explicitamente,
desnecessitando o uso de funções de distribuições.

Após discutir tais tópicos até aqui trabalhados nesta dissertação, estamos minimamente aptos
a obter as funções de correlações, desevolvendo as discussões com uma certa eloqüência, haja vista
que já temos estabelecido qual regime trabalha-se na f́ısica mesoscópica, o formalismo da matriz
de espalhamento caracterizando o ponto quântico onde acoplaremos os terminais que propagarão as
part́ıculas e, finalmente, as expressões para o rúıdo com as mesmas interpretações f́ısicas comentadas
neste caṕıtulo. No fim, aplicaremos as funções de correlação
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Caṕıtulo 5

Equações das Correlações para um
sistema multiterminal.

Como pode-se perceber em vários momentos da dissertação, tentamos contextualizar o nosso
estudo direcionando o que está sendo tratado para o nosso problema de interesse: o estudo da simetria
PT em sistemas bidimensionais.

No caṕıtulo 4, o caso unidimensional foi trabalhado à partir da emitância da cavidade, dessa forma,
pôde-se avaliar quando havia a quebra de simetria ajustando o parâmetro que bombeava(aniquilava)
as part́ıculas incidentes. No caso bidimensional mais simples, montamos um sistema com 4 terminais,
possuidores de simetria PT cada, acoplados a um espelho . Tal como no caṕıtulo 3, também estamos
interessados no estudo desse caso, contudo, diferentemente como foi adotado no problema unidimensi-
onal, acreditamos que esse problema pode ser trabalhado à partir das funções de correlações ou, pelo
teorema de Wiener-Khintchine, o rúıdo do sistema e, então, com o conhecimento do caṕıtulo anterior,
saberemos que tipo de rúıdo estamos lidando quando o formalismo for desenvolvido.

Vamos derivar essa expressão para o caso de mais terminais, utilizando procedimentos da segunda
quantização, para em seguida, aplicá-lo para o caso supracitado. Primeiramente, vamos encontrar os
estados de entrada e sáıda do problema.

5.1 Estados de input e output

Na introdução, apresentamos o experimento Hanbury Brown-Twiss (figura 1.7), onde temos a
criação de duas part́ıculas de diferente estados em cada guia (1 e 2) que leva ao ponto quântico. Após
interagir com o mesmo, calcula-se a probabilidade de ambas as part́ıculas surgirem em um guia e em
guias diferentes (3 e 4). Observamos que, no experimento, desconsidera-se a probabilidade da part́ıcula
retornar para 1 e 2, ou mesmo criá-las nos guias 3 e 4. Contudo, é posśıvel encontrar todos os estados
posśıveis de 2 part́ıculas ao incidir em qualquer ponto quântico partindo de qualquer terminal, quer
em guias diferentes, quer no mesmo guia.

Assumindo o conceito de “terminal”do caso standard, reservatório e guias, à temperatura zero, é
sabido que em um sistema multiterminal aplicado ao problema de espalhamento é dado pela equação

B = SA.

Contudo, tomaremos a relação linear onde as amplitudes de input são escritas em termos do output,
então, supomos a relação

A = SB, (5.1)

essa notação sugere que os ı́ndices das entradas de S sejam organizados inversamente a como foi
estabelecido, isto é, si→j, com a flecha denotando o espalhamento da part́ıcula do canal i para o
canal j. No problema trabalhado, cada terminal possuirá somente 1 canal, fazendo com que, no nosso
contexto, guias e canais referem-se essencialmente a mesma coisa. No problema de espalhamento, isso
acarretará que as amplitudes de entrada de cada terminal se relacionarão linearmente com os outros
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terminais por uma amplitude de sáıda. Assim, só haverá uma amplitude que acompanha o coeficiente
de reflexão, os demais serão todos de transmissão, então, teremos

aα = rααbα +
∑
a6=α

tαaba. (5.2)

Onde adotamos os mesmos ı́ndices gregos para contemplar os terminais, como no caṕıtulo anterior,
e ı́ndice latino para soma dos ı́ndices que somam todo o resto dos terminais. De forma análoga ao
formalismo de Büttiker, propomos a solução da equação de Schrödinger de cada terminal dada pelo
operador de campo definido no espaço de Fock

ψ̂†αi =

∫
d~rαψi(~rα)â†(~rα) (5.3)

onde â† é o operador de criação da part́ıcula no terminal α. Estamos expressando o operador (5.3) de
tal forma que quando o aplicamos em um estado do terminal α, teremos como resultado a posição ~rα
do elétron neste terminal, para o caso de bósons, será descrito pela frequência de emissão. Embora
permaneceremos a utilizar ~rα, sempre devemos atentar qual variável, que dependerá da natureza da
part́ıcula em questão, constituirá o operador de campo.

Agora, definiremos a álgebra que utilizaremos para contemplar a natureza da part́ıcula incidente.
Como estamos considerando o caso padrão, já é conhecida a álgebra dos comutadores de â†, tomando
tais comutadores e estendendo para ψ̂†, temos[

ψ̂αi, ψ̂
†
αi

]
ε

= 1, (5.4)[
ψ̂αi, ψ̂

†
αj

]
ε

=
[
ψ̂αj , ψ̂

†
αi

]∗
ε

= I, (5.5)[
ψ̂αi, ψ̂βj

]
ε

=
[
ψ̂αi, ψ̂βi

]
ε

= 0, (5.6)

onde I é chamado de integral de overlap, que é definida por

I =

∫
d~rαψ

∗
i (~rα)ψj(~rα). (5.7)

Essa integral contempla o grau de interferência entre os estados das part́ıculas no mesmo terminal[15,
67]. E as demais relações de comutação são zero. Aqui, tomamos os comutadores definidos pelo valor
de ε = ±1, onde define os comutadores

[A,B]ε = AB + εBA.

Quando ε = 1, estamos considerando que os operadores obedecem a estat́ıstica para férmions, para
ε = −1, é o caso para bósons. Os comutadores (5.4)-(5.6) estão todos demonstrados detalhadamente
no Apêndice A.

Agora, com os operadores e a álgebra definida, iremos construir o estado de Fock de duas part́ıculas
do sistema. Assim, devemos contemplar o caso para quando o estado inicial é composto pelas duas
part́ıculas no mesmo terminal, e em terminais diferentes. Como em cada terminal existe somente 1
canal, o operador de campo (5.3) atuando no estado de vácuo |0〉 irá criar a part́ıcula no determinado
terminal. Então, temos os estados de Fock normalizados[66]

|αα〉 =
[
1− ε|I|2

]−1/2
ψ̂†αiψ̂

†
αj |0〉 , (5.8)

|αβ〉± =
[
2(1± |I|2)

]−1/2
(
ψ̂†αiψ̂

†
βj ± ψ̂

†
αjψ̂

†
βi

)
|0〉 , (5.9)

onde a normalização é demonstrada no Apêndice B. É importante comentar que nosso modelo não
leva em consideração o spin, ou helicidade, das part́ıculas, pois estamos fixando a direção daqueles na
mesma direção em todos os canais, sendo os estados acimas (5.9) conseqüência da indistinguibilidade
das part́ıculas incidentes. Uma pergunta que pode eventualmente surgir é a construção de um estado
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simétrico para férmions, por exemplo. Isso não é problema, pois, como veremos mais adiante, o
próprio formalismo não vai permitir que estados incidentes fermiônicos simétricos, por exemplo, sejam
compostos por estados de sáıda que descrevem férmions no mesmo terminal não trazendo nenhuma
contradição com condições impostas pelas bases da mecânica quântica (no caso, o prinćıpio de exclusão
de Pauli). Também deixamos impĺıcito que as part́ıculas, por definição, foram emitidas com uma
diferença de tempo, portanto, elas nunca terão a mesma função de onda, isto é, para o nosso problema,
a mesma posição(frequência). Isso é percebido quando atentamos para a integral de overlap, pois,
I < 1, caso contrário, os estados acima não podem ser normalizados. Esse fato vai permitir que
calculemos a correlação entre os estados incidentes.

Agora, observando a relação (5.2), podemos sugerir que o operador (5.3) pode ser uma composição
dos operadores dos outros terminais. Tomamos uma relação linear entre as partes de tal sorte que é
dada pelas entradas da matriz de espalhamento

ψ̂†αi = rααψ̂
†
αi +

N∑
a

tαaψ̂
†
ai, (5.10)

onde a condição do somatório é a 6= α e N é o número total de terminais. Vamos, primeiramente, ver
o efeito disso em um estado com as part́ıculas no mesmo terminal. Substituindo a equação (5.10) em
(5.8), temos

|αα〉 =
[
1− ε|I|2

]−1/2

rααψ̂†αi +
N∑
a6=α

tαaψ̂
†
ai

rααψ̂†αj +
N∑

a′ 6=α
tαa′ψ̂

†
a′j

 |0〉 ,
=
[
1− ε|I|2

]−1/2

r2
ααψ̂

†
αiψ̂
†
αj + rαα

N∑
a6=α

tαa

(
ψ̂†αiψ̂

†
aj + ψ̂†aiψ̂

†
αj

)
+

N∑
a6=α

N∑
a′ 6=α

tαatαa′ψ̂
†
aiψ̂
†
a′j

 |0〉 .
Atentando para o 3◦ somatório, percebemos que há termos quadráticos em a = a′ que tornam o
somatório redundante. Para os termos onde a 6= a′, podemos fixar, por exemplo, a e variar a′, em
seguida, fixar a′ e variar a. Isso permite que possamos renomear a′ → a com a inserção de um
parâmetro n que tem apenas a função de variar o ı́ndice do terminal, sem relação com o mesmo.

Essa análise serve para mostrarmos que podemos reescrever o 3◦ somatório na seguinte forma

N∑
a6=α

N∑
a′ 6=α

tαatαa′ψ̂
†
aiψ̂
†
a′j =

N∑
a6=α

{
t2αaψ̂

†
aiψ̂
†
aj +

N−a∑
n

tαatαa+n

(
ψ̂†aiψ̂

†
a+nj + ψ̂†a+niψ̂

†
aj

)}
, (5.11)

onde introduzimos a nova variável n, avaliada de 1 até N − a. Observamos que não precisamos nos
preocupar com os coeficientes de ordem maior acometida pelo crescimento de n (por exemplo, o coe-
ficiente t15, no caso de um sistema com 4 terminais), porque esses termos representarão estados que
simplesmente não existem para o nosso problema. Outro ponto importante a ser notado é que po-
deŕıamos tomar o limite superior do somatório de n para infinito, mas isso não é adequado fisicamente,
porque devemos sempre manter em mente que estamos em um regime que exige um número finito
e pequeno de terminais, caso contrário, estaŕıamos descontemplando o regime mesoscópico. Outra
razão é que variando livremente o parâmetro n traria dificuldades computacionais como veremos na
próxima secção.
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Agora, retomando o problema, substituimos a equação acima no problema inicial

|αα〉 =
[
1− ε|I|2

]−1/2

r2
ααψ̂

†
αiψ̂
†
αj + rαα

∑
a6=α

tαa

(
ψ̂†αiψ̂

†
aj + ψ̂†aiψ̂

†
αj

)
+

+
∑
a6=α

{
t2αaψ̂

†
aiψ̂
†
aj +

∑
n

tαatαa+n

(
ψ̂†aiψ̂

†
a+nj + ψ̂†a+niψ̂

†
aj

)} |0〉 ,
=
[
1− ε|I|2

]−1/2

r2
ααψ̂

†
αiψ̂
†
αj + rαα

∑
a6=α

tαa

(
ψ̂†αiψ̂

†
aj − εψ̂

†
αjψ̂

†
ai

)
+

+
∑
a6=α

{
t2αaψ̂

†
aiψ̂
†
aj +

∑
n

tαatαa+n

(
ψ̂†aiψ̂

†
a+nj − εψ̂

†
ajψ̂
†
a+ni

)} |0〉 ,
= r2

αα |αα〉+
√

2rαα
∑
a6=α

tαa |αa〉−ε +
∑
a6=α

{
t2αa |aa〉+

√
2
∑
n

tαatαa+n |aa+ n〉−ε

}
,

|αα〉 = r2
αα |αα〉+

√
2rααtαa |αa〉−ε + t2αa |aa〉+

√
2tαatαa+n |aa+ n〉−ε , (5.12)

Aqui, omitimos os somatórios, tendo apenas o cuidado de sempre lembrar que a 6= α e que n não
representa um terminal, sendo apenas um parâmetro de variação. Outro ponto importante é que
devemos tomar cuidado para não contemplar outros estados já existentes na expressão, por exemplo,
se fizermos α = 3, o último estado pode repetir os estados do segundo termo, cometendo um erro no
peso correto atribúıdo aos estados.

É interessante notar o caráter genérico do cálculo: calculamos os estados que informam as ampli-
tudes de probabilidade para N terminais ligados ao ponto quântico! E manteremos essa generalidade
do nosso cálculo até o fim.

Agora, aplicando (5.10) em (5.9), temos

|αβ〉± =
[
2(1± |I|2)

]−1/2

rααψ̂†αi +
∑
a6=α

tαaψ̂
†
ai

rββψ̂†βj +
∑
b 6=β

tβbψ̂
†
bj

 ±
±

rααψ̂†αj +
∑
a6=α

tαaψ̂
†
aj

rββψ̂†βi +
∑
b6=β

tβbψ̂
†
bi

 |0〉 ,
|αβ〉± =

[
2(1± |I|2)

]−1/2

rααrββ (ψ̂†αiψ̂†βj ± ψ̂†αjψ̂†βi)+ rαα
∑
b6=β

tβb

(
ψ̂†αiψ̂

†
bj ± ψ̂

†
αjψ̂

†
bi

)

rββ
∑
a6=α

tαa

(
ψ̂†aiψ̂

†
βj ± ψ̂

†
ajψ̂
†
βi

)
+
∑
a6=α

∑
b 6=β

tαatβb

(
ψ̂†aiψ̂

†
bj ± ψ̂

†
ajψ̂
†
bi

) |0〉 .
Observamos que, embora exista uma restrição para a e b nos somatórios; com α e β respectivamente,
não há restrição do contrário, isto é, a = β e b = α. Assim, tomando o primeiro somatório, temos

rαα
∑
b6=β

tβb

(
ψ̂†αiψ̂

†
bj ± ψ̂

†
αjψ̂

†
bi

)
= rααtβα

(
ψ̂†αiψ̂

†
αj ± ψ̂

†
αjψ̂

†
αi

)
+ rαα

∑
b6=α
b6=β

tβb

(
ψ̂†αiψ̂

†
bj ± ψ̂

†
αjψ̂

†
bi

)
,

rαα
∑
b 6=β

tβb

(
ψ̂†αiψ̂

†
bj ± ψ̂

†
αjψ̂

†
bi

)
= rααtβα(1∓ ε)ψ̂†αiψ̂

†
αj + rαα

∑
b6=α
b 6=β

tβb

(
ψ̂†αiψ̂

†
bj ± ψ̂

†
αjψ̂

†
bi

)
,

Analogamente, para o 2◦ somatório, vem

rββ
∑
a6=α

tαa

(
ψ̂†aiψ̂

†
βj ± ψ̂

†
ajψ̂
†
βi

)
= rββtαβ(1∓ ε)ψ̂†βiψ̂

†
βj + rββ

∑
a6=α
a6=β

tαa

(
ψ̂†aiψ̂

†
βj ± ψ̂

†
ajψ̂
†
βi

)
.
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Nossa intenção aqui é fazer com que a e b tenham as mesmas condições a fim de reduzir o número de
parâmetros para descrever o número de terminais, assim, façamos o mesmo para o 3◦ somatório,∑

a6=α

∑
b6=β

tαatβb

(
ψ̂†aiψ̂

†
bj ± ψ̂

†
ajψ̂
†
bi

)
=
∑
a6=α

tαatβα

(
ψ̂†aiψ̂

†
αj ± ψ̂

†
ajψ̂
†
αi

)
+

+
∑
a6=α

∑
b6=α
b6=β

tαatβb

(
ψ̂†aiψ̂

†
bj ± ψ̂

†
ajψ̂
†
bi

)
,

= tαβtβα

(
ψ̂†βiψ̂

†
αj ± ψ̂

†
βjψ̂

†
αi

)
+
∑
a6=α
a6=β

tαatβα

(
ψ̂†aiψ̂

†
αj ± ψ̂

†
ajψ̂
†
αi

)
+

+
∑
b 6=α
b6=β

tαβtβb

(
ψ̂†βiψ̂

†
bj ± ψ̂

†
βjψ̂

†
bi

)
+
∑
a6=α
a6=β

∑
b 6=α
b 6=β

tαatβb

(
ψ̂†aiψ̂

†
bj ± ψ̂

†
ajψ̂
†
bi

)
.

Agora, substituindo as 3 relações acima em |αβ〉±, vem,

|αβ〉± =
[
2(1± |I|2)

]−1/2
[
rααrββ

(
ψ̂†αiψ̂

†
βj ± ψ̂

†
αjψ̂

†
βi

)
+ rααtβα(1∓ ε)ψ̂†αiψ̂

†
αj+

+rαα
∑
b 6=α
b 6=β

tβb

(
ψ̂†αiψ̂

†
bj ± ψ̂

†
αjψ̂

†
bi

)
+ rββtαβ(1∓ ε)ψ̂†βiψ̂

†
βj + rββ

∑
a6=α
a6=β

tαa

(
ψ̂†aiψ̂

†
βj ± ψ̂

†
ajψ̂
†
βi

)
+

+tαβtβα

(
ψ̂†βiψ̂

†
αj ± ψ̂

†
βjψ̂

†
αi

)
+
∑
a6=α
a6=β

tαatβα

(
ψ̂†aiψ̂

†
αj ± ψ̂

†
ajψ̂
†
αi

)
+

+
∑
b6=α
b6=β

tαβtβb

(
ψ̂†βiψ̂

†
bj ± ψ̂

†
βjψ̂

†
bi

)
+
∑
a6=α
a6=β

∑
b 6=α
b 6=β

tαatβb

(
ψ̂†aiψ̂

†
bj ± ψ̂

†
ajψ̂
†
bi

) |0〉 .
Agora, observamos que o 1◦ termo relaciona-se com o 6◦, abrindo mão das propriedades de comutação.
Como agora todos os ı́ndices dos somatórios possuem as mesmas condições, podemos igualar a =
b(menos o último somatório que possui termos cruzados), e, pelas mesmas relações de comutação,
juntamos o 3◦ com o 7◦ e o 5◦ com o 8◦ termo, assim, temos a simplificação.

|αβ〉± =
[
2(1± |I|2)

]−1/2
[
(rααrββ ∓ εtαβtβα)

(
ψ̂†αiψ̂

†
βj ± ψ̂

†
αjψ̂

†
βi

)
+ rααtβα(1∓ ε)ψ̂†αiψ̂

†
αj +

+rββtαβ(1∓ ε)ψ̂†βiψ̂
†
βj +

∑
a6=α
a6=β

(rααtβa ∓ εtαatβα)
(
ψ̂†αiψ̂

†
aj ± ψ̂

†
αjψ̂

†
ai

)
+

+
∑
a6=α
a6=β

(rββtαa ∓ εtαβtβa)
(
ψ̂†βiψ̂

†
aj ± ψ̂

†
βjψ̂

†
ai

)
+
∑
a6=α
a6=β

∑
b 6=α
b6=β

tαatβb

(
ψ̂†aiψ̂

†
bj ± ψ̂

†
ajψ̂
†
bi

) |0〉 .
Notamos que podemos construir os estados de output, a menos do último termo. Para o somatório
duplo, se utilizamos o mesmo racioćınio da primeira identidade, obtemos uma equação mais geral que
(5.11), tal que

∑
a,b

tαatβbψ̂
†
aiψ̂
†
bj =

∑
a

[
tαatβaψ̂

†
aiψ̂
†
aj +

∑
n

(
tαatβa+nψ̂

†
aiψ̂
†
a+nj + tαa+ntβaψ̂

†
a+niψ̂

†
aj

)]
. (5.13)

Observando que fazendo β = α, retomamos a equação (5.11). Ainda, n possui a mesma liberdade da
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primeira equação. Agora, substituimos em cada parcela do somatório duplo

∑
a,b

tαatβb

(
ψ̂†aiψ̂

†
bj ± ψ̂

†
ajψ̂
†
bi

)
=
∑
a

[
tαatβaψ̂

†
aiψ̂
†
aj +

∑
n

(
tαatβa+nψ̂

†
aiψ̂
†
a+nj + tαa+ntβaψ̂

†
a+niψ̂

†
aj

)]

±
∑
a

[
tαatβaψ̂

†
ajψ̂
†
ai +

∑
n

(
tαatβa+nψ̂

†
ajψ̂
†
a+ni + tαa+ntβaψ̂

†
a+njψ̂

†
ai

)]
,

=
∑
a

[
tαatβa(1∓ ε)ψ̂†aiψ̂

†
aj +

∑
n

(tαatβa+n ∓ εtαa+ntβa)
(
ψ̂†aiψ̂

†
a+nj ± ψ̂

†
ajψ̂
†
a+ni

)]
.

Substituindo a expressão acima no somatório duplo, temos, então

|αβ〉± =
[
2(1± |I|2)

]−1/2
[
(rααrββ ∓ εtαβtβα)

(
ψ̂†αiψ̂

†
βj ± ψ̂

†
αjψ̂

†
βi

)
+ rααtβα(1∓ ε)ψ̂†αiψ̂

†
αj +

+rββtαβ(1∓ ε)ψ̂†βiψ̂
†
βj +

∑
a6=α
a6=β

(rααtβa ∓ εtαatβα)
(
ψ̂†αiψ̂

†
aj ± ψ̂

†
αjψ̂

†
ai

)
+

+
∑
a6=α
a6=β

(rββtαa ∓ εtαβtβa)
(
ψ̂†βiψ̂

†
aj ± ψ̂

†
βjψ̂

†
ai

)
+
∑
a

[
tαatβa(1∓ ε)ψ̂†aiψ̂

†
aj

+
∑
n

(tαatβa+n ∓ εtαa+ntβa)
(
ψ̂†aiψ̂

†
a+nj ± ψ̂

†
ajψ̂
†
a+ni

)]]
|0〉 . (5.14)

Como podemos ver, conseguimos expressar as entradas em termos dos estados conhecidos a menos dos
operadores que acompanham o termo (1 ∓ ε), pois a constante de normalização difere de (5.8), para
tanto, fazemos, por exemplo, para o termo

(1∓ ε)√
2(1± |I|2)

rααtβαψ̂
†
αiψ̂
†
αj |0〉 = (1∓ ε)

√
1− ε|I|2

2(1± |I|2)
rααtβα |αα〉 ,

(1∓ ε)√
2(1± ε|I|2)

rααtβαψ̂
†
αiψ̂
†
αj |0〉 = I±ε

√
(1∓ ε)rααtβα |αα〉 ,

onde introduzimos a quantidade

I±ε =

√
1− ε|I|2

(1± |I|2)
(5.15)

e utilizamos a propriedade

(1∓ ε)2 = 1∓ 2ε+ 1 = 2(1∓ ε),
(1∓ ε) =

√
2(1∓ ε).

Com a consideração acima, substituimos diretamente as expressões (5.8) e (5.9) em (5.14) e obtemos,
finalmente

|αβ〉± = I±ε
√

(1∓ ε) (rααtβα |αα〉+ rββtαβ |ββ〉+ tαatβa |aa〉) +

+ (rααrββ ∓ εtαβtβα) |αβ〉± + (rααtβa ∓ εtαatβα) |αa〉±+

(rββtαa ∓ εtαβtβa) |βa〉± + (tαatβa+n ∓ εtαa+ntβa) |aa+ n〉± . (5.16)

onde, novamente, omitimos o somatórios. Assim, sempre chamamos a atenção que o ı́ndice a soma o
terminais diferentes dos terminais de entrada e n o parâmetro que varia livremente para contemplar
os outros terminais. Com os estados (5.11) e (5.16), temos todos os estados de input de Fock posśıveis
para o sistema bidimensional em termos dos estados output, apenas supondo a superposição linear
entre os operadores de campo.

Notamos que, como comentamos no ińıcio do desenvolvimento, um estado simétrico fermiônico não
é descrito por estados com os férmions no mesmo terminal, assegurando-nos do prinćıpio da exclusão.
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O leitor pode questionar a existência de estados de sáıda com os férmions no mesmo terminal para
estados de entrada antissimétricos. Apenas lembramos que os estados em que as part́ıculas estão no
mesmo terminal são formados por funções de onda diferentes, fato esse garantido por I, novamente
não trazendo nenhuma contradição.

Antes de prosseguirmos, é adequado que recuperemos os estados da referência [66], para assegu-
rarmos que estamos no caminho certo. Para tanto, este considera 4 terminais ligados a um espelho
ideal de tal forma que as part́ıculas em 1 e(ou) 2 só podem ser transmitidas para os terminais 3 e(ou)
4. Experimetalmente, isso significa que os terminais 1 e 2 são terminais de emissão e 3 e 4 são de
detecção. Dado isso, para o lado esquerdo temos α = 1, 2 e qualquer entrada da matriz que contemple
a transmissão da part́ıcula para um dos terminais de emissão será nulo (rαα = tαβ = tβα = 0), posto
isso, temos para 2 part́ıculas no mesmo terminal

|αα〉 = t2αa |aa〉+
√

2tαatαa+n |aa+ n〉−ε . (5.17)

Para 2 part́ıculas em terminais diferentes, vem

|αβ〉± = I±ε
√

(1∓ ε)tαatβa |aa〉+ (tαatβa+n ∓ εtαa+ntβa) |aa+ n〉± . (5.18)

Consideramos, agora, que a transmissão do terminal 1(2)→ 3(4) é dada pelo fator r e para 1(2)→ 4(3)
é dada pelo fator t, assim teremos

|11〉 = r2 |33〉+ t2 |44〉+
√

2rt |34〉−ε , (5.19)

|22〉 = t2 |33〉+ r2 |44〉+
√

2rt |34〉−ε , (5.20)

|12〉+ = I+
ε

√
(1− ε) (rt |33〉+ rt |44〉) +

(
r2 − εt2

)
|34〉+ , (5.21)

|12〉− = I+
ε

√
(1 + ε) (rt |33〉+ rt |44〉) +

(
r2 + εt2

)
|34〉− , (5.22)

quando aplicamos a natureza da part́ıcula à partir de ε e observando que I±∓ = 1, retomamos todas
os estados encontrados na referência supracitada. Por ora, conseguimos mostrar que a referência que
inspira nosso cálculo é um caso bem particular do nosso resultado. Outro ponto importante é que
as considerações acima nos remetem imediatamente ao experimento de Hanbury Brown-Twiss (vide
figura 1.7), fato esse que nos traz segurança que considerações vindouras representem o resultado
correto, uma vez que esse experimento é muito bem estabelecido na literatura da ótica quântica,
da mesma forma que argumentamos na confiabilidade da teoria quando construimos o formalismo
de Büttiker. Contudo, é importante observar que não há relação linear que conecta os estados de
entrada e sáıda, como pode-se ver pelas expressões gerais obtidas. Isso acontece porque os estados
que estamos trabalhando são compostos por 2 part́ıculas, sendo claro que não há relação linear entre
as entradas e sáıdas dos estados de Fock destas, outrossim, a relação linear dada pela matriz de
espalhamento foi assumida para uma das part́ıculas incidentes, dáı a importância da integral de overlap
na expressão: ela informa o peso correto para o estado extra que surge quando se considera o caso de 2
part́ıculas. Outrossim, a principal vantagem do resultado acima é que este nos informa imediatamente
a probabilidade de se obter um determinado estado de sáıda quando projeta-se o estado de entrada
no mesmo, independentemente da natureza da part́ıcula. Esse fato vai nos permitir que calculemos as
correlações de forma imediata, objeto de estudo da próxima secção.

5.2 As Funções de Correlação.

Nesta secção utilizaremos o resultado geral acima a fim de obter a função de correlação. Como
dissemos anteriormente, está impĺıcito que as part́ıculas foram emitidas em tempos distintos, condição
essa necessária quando se está interessado em calcular a correlação entre as part́ıculas incidentes. Isso
também foi assumido no caṕıtulo anterior quando definimos a função de correlação S(t− t′).

Para calcular as correlações, construimos um estado |input〉 tal que será projetado no estado de
sáıda desejado, e a probabilidade será dada pelo módulo ao quadrado da amplitude encontrada, assim,
temos

| 〈αα | input〉 |2 = (∆nα)2 (5.23)

| 〈αβ | input〉+ |2 + | 〈αβ | input〉− |2 = 〈nαnβ〉 (5.24)
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onde o lado direito de (5.23) e (5.24) representam as mesmas funções de correlação definidas no caṕıtulo
anterior no formalismo de Büttiker. Para representarmos o estado |input〉, tomaremos um aparato
que lance uma part́ıcula no terminal α com uma função de onda ψi e outra em β com uma função de
onda ψj , fazemos isso através de (5.9), onde rearranjamos os estados simétricos e assimétricos de tal
forma que

ψ̂†αiψ̂
†
βj |0〉 = 1

2

[
2(1− |I|2)

]1/2 |αβ〉− + 1
2

[
2(1 + |I|2)

]1/2 |αβ〉+
= 1

2

[
2(1− |I|2)

]1/2 [I−ε √(1 + ε) (rααtβα |αα〉+ rββtαβ |ββ〉+ tαatβa |aa〉) +

+ (rααrββ + εtαβtβα) |αβ〉− + (rααtβa + εtαatβα) |αa〉−+

(rββtαa + εtαβtβa) |βa〉− + (tαatβa+n + εtαa+ntβa) |aa+ n〉−
]

+

+1
2

[
2(1 + |I|2)

]1/2 [I+
ε

√
(1− ε) (rααtβα |αα〉+ rββtαβ |ββ〉+ tαatβa |aa〉) +

+ (rααrββ − εtαβtβα) |αβ〉+ + (rααtβa − εtαatβα) |αa〉+ +

(rββtαa − εtαβtβa) |βa〉+ + (tαatβa+n − εtαa+ntβa) |aa+ n〉+
]
. (5.25)

A expressão acima é o resultado geral para as part́ıculas sendo criadas em terminais diferentes. Apesar
desse resultado ser totalmente impróprio para conclusões, nosso interesse é calcular as funções de
correlações, portanto, somente as amplitudes de cada estado vão interessar. Agora, para identificar a
flutuação quadrática, projetamos o estado de entrada no respectivo estado de nosso interesse. Vamos
realizar primeiro para o estado |αα〉. Tomando os estados ortogonais entre si, projetamos o estado
acima e observamos que somente o primeiro termo de cada parêntese torna-se não-nulo, assim, vem

〈αα|ψ̂†αiψ̂
†
βj |0〉 = 1

2

[
2(1− |I|2)

]1/2 I−ε √(1 + ε)rααtβα + 1
2

[
2(1 + |I|2)

]1/2 I+
ε

√
(1− ε)rααtβα,

〈αα|ψ̂†αiψ̂
†
βj |0〉 = 1

2

[
2(1− ε|I|2)

]1/2
rααtβα

[√
(1 + ε) +

√
(1− ε)

]
,

〈αα|ψ̂†αiψ̂
†
βj |0〉 = 1

2

[
(1− ε|I|2)

]1/2
rααtβα [(1 + ε) + (1− ε)] ,

(∆nα)2 = |rαα|2|tβα|2
[
(1− ε|I|2)

]
,

onde, no primeiro passo, utilizamos (5.15). Realizando um cálculo análogo para |ββ〉 ou |aa〉, obtemos
para as flutuações quadráticas

(∆nα)2 = |rαα|2|tβα|2(1− ε|I|2), (5.26)

(∆nβ)2 = |rββ |2|tαβ|2(1− ε|I|2), (5.27)

(∆na)
2 = |tαa|2|tβa|2(1− ε|I|2). (5.28)

Um ponto muito interessante do resultado acima é que se considerarmos, diferentemente da nossa
premissa, que se as funções de onda interferirem totalmente, isto é; se tomamos a integral de overlap
I = 1, temos que a projeção do estado (5.25) em estados que contemplam part́ıcula no mesmo terminal
é nula para o caso fermiônico, estando de acordo com o prinćıpio de exclusão. Isso já era esperado,
dada a discussão acima.

Agora, calcularemos a projeção da entrada no estado |αβ〉−, teremos〈
αβ
∣∣∣ ψ̂†αiψ̂†βj ∣∣∣ 0〉−

= 1
2

[
2(1− |I|2)

]1/2
(rααrββ + εtαβtβα) ,∣∣∣∣ 〈αβ ∣∣∣ ψ̂†αiψ̂†βj ∣∣∣ 0〉−

∣∣∣∣2 = 1
2(1− |I|2)

(
|rαα|2|rββ |2 + |tαβ|2|tβα|2+

+ε
(
r∗ααr

∗
ββtαβtβα + rααrββt

∗
αβt
∗
βα

))
. (5.29)

Projetando o input no estado |αβ〉+, temos analogamente∣∣∣∣ 〈αβ ∣∣∣ ψ̂†αiψ̂†βj ∣∣∣ 0〉+

∣∣∣∣2 = 1
2(1 + |I|2)

(
|rαα|2|rββ |2 + |tαβ|2|tβα|2−

−ε
(
r∗ααr

∗
ββtαβtβα + rααrββt

∗
αβt
∗
βα

))
. (5.30)
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Realizando a soma de (5.30) e (5.31), temos que

〈nαnβ〉 = |rαα|2|rββ |2 + |tαβ|2|tβα|2 − ε|I|2
(
r∗ααr

∗
ββtαβtβα + rααrββt

∗
αβt
∗
βα

)
(5.31)

Analogamente, para os outros estados, temos

〈nαna〉 = |rαα|2|tβa|2 + |tαa|2|tβα|2 − ε|I|2(rααtβat
∗
αat
∗
βα + r∗ααt

∗
βatαatβα). (5.32)

〈nβna〉 = |rββ |2|tαa|2 + |tβa|2|tαβ|2 − ε|I|2(rββtαat
∗
βat
∗
αβ + r∗ββt

∗
αatβatαβ). (5.33)

〈nana+n〉 = |tαa|2|tβa+n|2 + |tαa+n|2|tβa|2 − ε|I|2(tαatβa+nt
∗
αa+nt

∗
βa + t∗αat

∗
βa+ntαa+ntβa), (5.34)

onde as correlações acimas são conhecidas também como rúıdo de partição, visto no caṕıtulo anterior.
Assim, como proposto desde o prinćıpio, encontramos as funções de correlações para um sistema
multiterminal e, como apontamos no final do caṕıtulo anterior, demonstramos as funções de correlações
para as 2 naturezas posśıveis das part́ıculas que alimentam o sistema, e isso está expĺıcito nas funções
de correlações, dispensando a necessidade de recorrer à forma da distribuição das part́ıculas nos
reservatórios. Outro ponto importante é que as funções de correlações foram constrúıdas à partir
das mesmas considerações(temperatura zero e delay no tempo de emissão) que nos levaram ao regime
do rúıdo de partição no formalismo de Büttiker, assim, o estudo do rúıdo no caṕıtulo anterior nos
mostra que as funções de correlações acima acentuam principalmente a quantização das part́ıculas
utilizadas. Apesar de, dado um número de terminais, o número de funções de correlação podem
crescer indefinidamente, contudo, as expressões encontradas possuem uma vantagem computacional
pois existe uma recursividade no cálculo das funções: de posse da matriz de espalhamento do sistema,
implementamos as suas entradas nas funções acima e variamos o parâmetro n e encontramos toda a
estat́ıstica do sistema1.

Agora, como fizemos na secção anterior, vamos resgatar a estat́ıstica de Hanbury Brown-Twiss.
Para retomarmos o experimento, aplicamos as mesmas condições para as entradas da matriz de espa-
lhamento da secção anterior, então, as equações acima são nulas a menos da (5.28) e (5.34). Contudo,
agora, se quisermos identificar algum dado estat́ıstico, precisamos fixar a. Assim, utilizando primei-
ramente (5.28), para a = 3, vem

(∆n3)2 = |t13|2|t23|2(1− ε|I|2),

(∆n3)2 = |r|2|t|2(1− ε|I|2). (5.35)

Para a = 4, temos, analogamente

(∆n4)2 = |r|2|t|2(1− ε|I|2). (5.36)

Agora, tomando as correlações para terminais diferentes, utilizamos a equação (5.34), como conside-
ramos anteriormente, tomamos a = 3 e n = 1, devido ao limite do somatório de n que só possui 1
termo, então, vem

〈n3n4〉 = |t13|2|t24|2 + |t14|2|t23|2 − ε|I|2(t13t24t
∗
14t
∗
23 + t∗13t

∗
24t14t23),

〈n3n4〉 = |r|4 + |t|4 − ε|I|2(r2t∗2 + r∗2t2).

É importante retomar a discussão dada na secção anterior a respeito do limite do somatório de n.
Agora observamos a dificuldade computacional que surgiria aplicando o procedimento acima para n
variando até infinito no computador, pois, ao implementar a matriz de espalhamento no sistema, este
não reconheceria termos como t15. Ademais, contornar esse problema por métodos computacionais
também seria um trabalho desnescessário posto que podemos simplesmente fixar o limite do somatório
na definição, tal como fizemos.

No experimento, considera-se somente 2 terminais de sáıda, assim, utilizamos a condição de uni-
tariedade onde

rt∗ + r∗t = 0,

r2t∗2 + r∗2t2 = −2|r|2|t|2.
1Isso foi feito de fato. O mais importante é que o programa criado não exige uma capacidade computacional subs-

tancial, permitindo que calculemos a estat́ıstica do problema em segundos.
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Substituindo na correlação, temos que

〈n3n4〉 = |r|4 + |t|4 + ε2|r|2|t|2|I|2. (5.37)

As correlações (5.35)-(5.37) são precisamente as estat́ısticas de Hanbury Brown-Twiss, o que mais
uma vez reforça nosso formalismo.

Um fato interessante que podemos apontar é que, para o caso fermiônico, quando há interferência
total entre as funções de onda, a estat́ıstica é totalmente descrita por (5.37), mais uma vez obedecendo
o prinćıpio de exclusão. Quando temos duas funções de ondas totalmente descorrelacionadas, I = 0,
reobtemos as correlações clássicas [68], onde não há distinção entre as estat́ısticas de Férmions e Bósons,
como já é esperado. Todas essas propriedades valem para as funções de correlação encontradas.

Assim, dado toda essa análise, estamos capacitados a trabalhar no problema que motivou-nos na
busca de uma estat́ıstica multiterminal que é o problema da simetria PT em 4 terminais, sendo sua
única dificuldade no presente momento é demonstrar sua matriz de espalhamento, que derivaremos na
secção seguinte.

5.3 Correlações de um sistema PT-bidimensional.

Agora que sabemos a estat́ıstica de um sistema multiterminal com um canal cada, podemos iniciar
o estudo de um sistema com simetria PT, para tanto, como pede nosso formalismo, precisamos da
matriz de espalhamento de tal sistema. Contudo, a primeira dificuldade que surge é como implemen-
taŕıamos a simetria PT em um sistema e proporcionaŕıamos uma forma de medir experimentalmente
tal regime. Fortuitamente, respondemos essa pergunta no caṕıtulo 3 e lá apresentamos como se mede a
simetria PT de um sistema ressonante de 2 terminais e introduzimos a matriz de espalhamento de um
sistema em 4 terminais na equação (3.63), assim, devemos agora demonstrar a matriz de espalhamento
para um ressonador com 4 terminais. Vamos utilizar o sistema que constrúımos no caṕıtulo 4 e aplicar
uma barreira em cada terminal de sáıda a fim de construir o ressonador. Então, para contemplarmos
a barreira na matriz de espalhamento devemos atentar que o novo sistema será o mesmo dado pela
figura 3.4, onde, as amplitudes externas do sistema de outrora serão as amplitudes internas e as novas
amplitudes externas serão dadas por(

bout
α

ain
α

)
= −

( √
1− Γ ı

√
Γ

ı
√

Γ
√

1− Γ

)(
aout
α

binα

)
, (5.38)

onde mantemos o ı́ndice α fazendo referência aos terminais, no presente caso α = 1, 2, 3, 4, e Γ a
probabilidade de transmissão da barreira. Para a estrutura interna haverá o problema de espalhamento
(3.63), agora com as amplitudes modificadas


bin1

bin2

bin3

bin4

 =



0 0
rt1
t∗1

tt1
t∗2

0 0
tt2
t∗1

rt2
t∗2

r∗t1
t∗1

t∗t2
t∗1

0 0

t∗t1
t∗2

r∗t2
t∗2

0 0




ain

1

ain
2

ain
3

ain
4

 . (5.39)

Para que expressemos o problema em termos das amplitudes de sáıda, basta que resolvamos o sistema
de sequações gerados por (5.38) para ain

α e binα , vem

binα = i

√
1− Γ√

Γ
aout
α +

i√
Γ
bout
α , (5.40)

ain
α = − i√

Γ
aout
α − i

√
1− Γ√

Γ
bout
α . (5.41)

Quando substituimos as expressões acima em (5.39), devemos realizar uma manipulação algébrica de
tal forma que deixemos na forma padrão do problema de espalhamento B = SA. Para facilitar, vamos
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fazer algumas considerações. A primeira é que os fatores de absorção(bombeamento) terão a mesma
intensidade em cada terminal, isto é, t1 = t2 = t. A seguir, consideramos que a cavidade central é dada
por um espelho que permite uma taxa equivalente de reflexão e transmissão, isto é, −r = it =

√
2/2,

então, substituindo todas essas considerações, teremos


i
(√

1− Γaout
1 + bout

1

)
i
(√

1− Γaout
2 + bout

2

)
i
(√

1− Γaout
3 + bout

3

)
i
(√

1− Γaout
4 + bout

4

)
 =



i

√
2

2

t

t∗
(√

1− Γbout
3 + aout

3

)
−
√

2

2

t

t∗
(√

1− Γbout
4 + aout

4

)
−
√

2

2

t

t∗
(√

1− Γbout
3 + aout

3

)
+ i

√
2

2

t

t∗
(√

1− Γbout
4 + aout

4

)
i

√
2

2

t

t∗
(√

1− Γbout
1 + aout

1

)
+

√
2

2

t

t∗
(√

1− Γbout
2 + aout

2

)
√

2

2

t

t∗
(√

1− Γbout
1 + aout

1

)
+ i

√
2

2

t

t∗
(√

1− Γbout
2 + aout

2

)


. (5.42)

Agora, realizamos uma manipulação algébrica e evidenciemos os vetores coluna de sáıda e entrada, B
e A, respectivamente, assim, teremos

BB = AA, (5.43)

onde B e A são matrizes de ordem 4 dadas por

A = −
√
b


1 0 a

b iab
0 1 iab

a
b

a
b −iab 1 0
−iab

a
b 0 1

 (5.44)

B =


1 0 a ia
0 1 ia a
a −ia 1 0
−ia a 0 1

 , (5.45)

onde definimos as quantidades

a = −
√

2

2

√
1− Γ

t

t∗
, (5.46)

b = 1− Γ. (5.47)

Com as considerações acima, percebemos rapidamente que a matriz de espalhamento do problema se
reduz a inverter a matriz B e realizar o produto com A, assim teremos a matriz S dada por

S = − 1

(1− Γ)
(
t
t∗

)2 − 1


a′ 0 b′ ib′

0 a′ ib′ b′

b′ −ib′ a′ 0
−ib′ b′ 0 a′

 , (5.48)

onde fizemos

a′ =
√

1− Γ
[(

t
t∗

)2 − 1
]
,

b′ =

√
2

2

t

t∗
Γ.

A demonstração da matriz S é feita no Apêndice C.
Os resultados acima são as entradas da matriz de espalhamento para um sistema Hanbury Brown-

Twiss com a possibilidade de estudá-lo sob o regime de paridade e reversão temporal. É intessante
notar que no caso sem barreira (Γ = 1), retomamos à matriz do experimento HBT derivada no caṕıtulo
3.

De posse da matriz de espalhamento, aplicaremos as suas entradas nas funções de correlações
encontradas na secção anterior, assumindo que as part́ıculas adentram no sistema pelo terminal 1 e
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2, fazemos, pois, α = 1 e β = 2, então realizamos o mesmo tratamento para o caso do experimento
HBT-PT e temos as correlações

(∆n1)2 = (∆n2)2 = 0, (5.49)

(∆n3)2 = (∆n4)2 =
1

4

Γ4∣∣∣(1− Γ)
(
t
t∗

)2 − 1
∣∣∣4 (1− ε|I|2), (5.50)

〈n1n2〉 = (1− Γ)2

∣∣∣( tt∗ )2 − 1
∣∣∣4∣∣∣(1− Γ)

(
t
t∗

)2 − 1
∣∣∣4 , (5.51)

〈n1n3〉 = 〈n2n4〉 = 〈n1n4〉 = 〈n2n3〉 =
1

2
Γ2(1− Γ)

∣∣∣( tt∗ )2 − 1
∣∣∣2∣∣∣(1− Γ)

(
t
t∗

)2 − 1
∣∣∣4 , (5.52)

〈n3n4〉 =
1

2

Γ4∣∣∣(1− Γ)
(
t
t∗

)2 − 1
∣∣∣4 (1 + ε|I|2). (5.53)

As expressões acima mostram as prováveis projeções do estado de entrada. Uma objeção que o leitor
pode fazer é que aplicamos as entradas da matriz de espalhamento da forma standard B = SA
nas equações das correlações do formalismo desenvolvido com a forma A = SB. Isso não nos traz
nenhum problema, pois, apenas lembramos que para as funções de correlações só importa o módulo
ao quadrado e, por definição, as entradas da matriz de espalhamento devem obedecer o v́ınculo da
unitariedade, então, a matriz de espalhamento da forma padrão pode ser aplicada no nosso formalismo
conservando todas as interpretações até aqui desenvolvidas. Outro ponto importante que notamos é
que as expressões acima prosseguem a respeitar o prinćıpio de exclusão quando tratamos do caso para
férmions e as funções de onda estão interferindo totalmente, como vemos pela anulação da equação
(5.50) nesse caso.

Para constatar a validade das equações acimas, tomemos a probabilidade de transmissão do espelho
em seus limites. Primeiramente, tomando para Γ→ 1 que equivale ao caso do experimento HBT com
um espelho de transmissão e reflexão equivalentes, obtemos as correlações

(∆n1)2 = (∆n2)2 = 〈n1n2〉 = 〈n1n3〉 = 〈n2n4〉 = 〈n1n4〉 = 0, (5.54)

(∆n3)2 = (∆n4)2 =
1

4
(1− ε|I|2), (5.55)

〈n3n4〉 =
1

2

(
1 + ε|I|2

)
. (5.56)

como podemos verificar pelas equações (5.35)-(5.37) ao aplicarmos a condição de equivalência nas
amplitudes de reflexão e transmissão do espelho em (1.26) e (1.27).

Agora, aplicando a condição de uma barreira intranspońıvel, Γ→ 0, vem

(∆n1)2 = (∆n2)2 = (∆n3)2 = (∆n4)2 = 0, (5.57)

〈n1n3〉 = 〈n2n4〉 = 〈n1n4〉 = 〈n2n3〉 = 〈n3n4〉 = 0, (5.58)

〈n1n2〉 = 1. (5.59)

O resultado acima afirma que para o sistema com probabilidade zero de penetrar uma part́ıcula, a
única projeção para o estado de entrada com part́ıculas em 1 e 2 é o estado em que há a reflexão total
das part́ıculas emitidas, independentemente de sua natureza, o que é esperado fisicamente.

Outro ponto interessante é que se tomamos a condição (t/t∗)2 = 1 (que equivale a Im(t2) = 0)
para um Γ qualquer, retomamos o experimento HBT dado pelas equações (5.54)-(5.56). Utilizaremos
esses resultados para medir a simetria PT no experimento HBT descritos na conclusão.

Este caṕıtulo, que encerra o desenvolvimento, mostrou-nos o formalismo das funções de correlação.
Para tanto, utilizamos da extensão auto-adjunta do espaço de Hilbert para descrevermos o estado de
2 part́ıculas no sistema multiterminal proposto no ińıcio desta dissertação. Obtivemos o resultado

76



teórico dos estados de entrada em termos dos estados de sáıda, o que permite que encontremos o rúıdo
de disparo do sistema através das equações de correlação, apenas com o conhecimento da matriz de
espalhamento.

Por fim, uma vez que obtemos a matriz de espalhamento do experimento Hanbury Brown-Twiss
com os parâmetros que propiciam a simetria PT do sistema, aplicamos suas entradas nas equações de
correlação e estendemos o resultado do experimento usual.
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Caṕıtulo 6

Conclusão

No caṕıtulo que conclui esta dissertação, descreveremos a generalização do experimento de Han-
bury Brown-Twiss dado na tabela 6.1.

No caso unidimensional, temos que a simetria de reversão temporal faz com que a matriz de
espalhamento torne-se ortogonal, assim, suas entradas devem ser reais. Como o único parâmetro que
descreve a cavidade é t1, basta que tomemos a condição Im(t1) = 0 que estabalecemos o sistema
invariante por reversão temporal, o que de fato foi feito. Para que possamos ver explicitamente a
ressonância surgir nas equações das emitâncias, além da condição anterior, devemos tomar o regime
opaco do sistema (Γ→ 0).

Por outro lado, no caso bidimensional, realizamos o cálculo das correlações que embutem a simetria
PT no experimento HBT, sendo uma ressonância encontrada de forma análoga ao caso unidimensional,
quando Im(t2) = 0 e Γ → 0, como podemos ver pelas expressões na tabela. Experimentalmente, a
simetria PT será mais facilmente medida neste caso, como explicamos a seguir.

Primeiramente, deve-se montar o aparato proposto no caṕıtulo anterior. Inicialmente, o resultado
de todas as medições será dado pelas expressões da tabela 6.1. A seguir, deve-se ajustar a barreira
no regime opaco de tal sorte que obter-se-á a correlação (5.59). Estabelecido o regime, basta que
ajustemos o parâmetro de bombeamento a tornar a matriz de espalhamento ortogonal (Im(t) = 0).
Quando o sistema estiver ajustado por simetria PT, as medições estarão de acordo com o experimento
Hanbury Brown-Twiss sem a barreira (5.54)-(5.56), ainda que a barreira esteja no limite opaco.

Quando utilizamos as trajetórias de Feynman para analisar os posśıveis resultados, observamos
certas propriedades interessantes: devido a equivalência e simetria PT do sistema de bombeamento-
absorção, temos o já esperado resultado 〈n1n3〉 = 〈n1n4〉 = 〈n2n3〉 = 〈n2n4〉 (como podemos ver pelos
diagramas da figura 6.1) independetemente do overlap dos estados das part́ıculas incidentes, tão logo,
o resultado é determińıstico, não apresentando rúıdo.

Outro ponto de discussão é a questão da inexistência da variância de reflexão, uma vez que isso
contradiz a intuição, dado que existem possibilidades de reflexão pelos terminais de entrada e as
trajetórias de Feynman permitem as duas part́ıculas propagarem-se por um dos terminais incidentes.
Contudo, estamos implementando médias, logo, apesar de que em algumas realizações do experimento

Tabela 6.1: Generalização da estat́ıstica do experimento Hanbury Brown-Twiss com simetria PT.
Clássico Férmions Bósons

(∆n1)2 = (∆n2)2 0 0 0

(∆n3)2 = (∆n4)2 1
4

Γ4∣∣∣(1−Γ)( t
t∗ )

2−1
∣∣∣4 1

4
Γ4(1−|I|2)∣∣∣(1−Γ)( t

t∗ )
2−1

∣∣∣4 1
4

Γ4(1+|I|2)∣∣∣(1−Γ)( t
t∗ )

2−1
∣∣∣4

〈n1n2〉 (1− Γ)2

∣∣∣( t
t∗ )

2−1
∣∣∣2∣∣∣(1−Γ)( t

t∗ )
2−1

∣∣∣4 = =

〈n1n3〉 = 〈n1n4〉 = 〈n2n3〉 = 〈n2n4〉 Γ
2 (1− Γ)

∣∣∣( t
t∗ )

2−1
∣∣∣2∣∣∣(1−Γ)( t

t∗ )
2−1

∣∣∣4 = =

〈n3n4〉 Γ4

2
1∣∣∣(1−Γ)( t
t∗ )

2−1
∣∣∣4 Γ4

2
(1+|I|2)∣∣∣(1−Γ)( t

t∗ )
2−1

∣∣∣4 Γ4

2
(1−|I|2)∣∣∣(1−Γ)( t

t∗ )
2−1

∣∣∣4
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Figura 6.1: Resultados das correlações 〈n1n3〉, 〈n1n4〉, 〈n2n3〉 e 〈n2n4〉. Todas estas são equivalentes
dada a simetria do sistema e os ajustes dos parâmetros de bombeamento/absorção.

realmente haver tais resultados, na média ergódica(isto é, muitas realizações), eles são nulos. Isso
acontece primeiramente devido a nossa cavidade ter sido constrúıda de forma que fosse baĺıstica e as
barreiras serem determińısticas, então, os portadores terão taxa de transmissão e reflexão fixas. Por
essa razão que o correlator clássico 〈n1n2〉 é o mesmo para os dois tipos de part́ıculas.

Outrossim, recuperamos a estat́ıstica clássica de Hanbury Brown-Twiss aplicando no formalismo
aqui constrúıdo das funções de correlação. Esse formalismo permite-nos encontrar as estat́ısticas de
forma imediata e sistemática, apenas com a posse da matriz de espalhamento do sistema, sendo válido
tanto para férmions, quanto bósons. E deflagra imediatamente o rúıdo de disparo devido ao overlap
dos estados das part́ıculas incidentes, pelo teorema de Wiener-Khintchine.

Diferentemente de como foi abordado no caṕıtulo 3, para medir experimentalmente quando o
sistema está simetricamente ajustado por reversão temporal e paridade através da sua emitância, as
funções de correlação permitem uma forma direta de medição experimental para qualquer sistema.
Para o experimento HBT-PT, podemos ver que pela tabela 6.1 que todos os correlatores possuem
parâmetros ajustáveis experimentalmente, não havendo necessidade de recorrer a outro método de
medida, como a medição da emitância, por exemplo.

Um resultado bastante interessante é quando sintetizamos os resultados das correlações nos limites
quando o sistema está ajustado por simetria PT, como segue

(∆n3)2 = (∆n4)2 =

 1− ε|I|2

4
, se Im(t0) = 0

0, se Im(t0) 6= 0
, (6.1)

〈n3n4〉 =

 1 + ε|I|2

2
, se Im(t0) = 0

0, se Im(t0) 6= 0
, (6.2)

〈n1n2〉 =

{
0, se Im(t0) = 0
1, se Im(t0) 6= 0

. (6.3)

Notamos que as correlações resultantes geram uma relação binária de 1’s e 0’s quando ajustamos
o parâmetro de overlap, assim, devemos investigar futuramente como realizar computação clássica
com esse resultado. É plauśıvel, ainda, comentar que temos perspectivas em aplicar o formalismo
das funções de correlação e o resultado final encontrado em contextos diferentes dos abordados aqui.
Como exemplo, a aplicação mais imediata em um desses contextos é da Informação Quântica, onde
pretendemos realizar o estudo do emaranhamento de dois qubits, tal que a sua quantificação será pela
técnica chamada de Concorrência.

Desenvolvemos nesta dissertação os mais diversos estudos das áreas da f́ısica, como mecânica
estat́ıstica(no estudo de distribuições e correlação), eletromagnetismo(pelo uso avulso dos conceitos
do transporte eletrônico e suas consequências), mecânica quântica, teoria quântica de campos(pela
definição genérica de matriz de espalhamento, Trajetórias de Feynman e transformação de Gauge
em sistemas eletrônicos.) etc. Todos foram importantes não somente para o resultado final desta
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dissertação, como também, para resultados vindouros que possam agraciar em mais contributos para
a literatura.

80



Apêndice A

Os comutadores do operador de campo.

Tomando o operador de campo definido em (6.8), vem

ψ̂†αi =

∫
drαψi(rα)â†(rα). (A.1)

Como já é sabido, a amplitude â†(rα) obedece a álgebra[
â(rα), â†(r′α)

]
ε

= δ(rα − r′α), (A.2)

onde ε = ±1, nos remetendo ao tipo de comutador tratado, isso reflete na natureza da part́ıcula, como
já foi colocado. Vamos avaliar o comutador para o operador de campo tomando[

ψ̂αi, ψ̂
†
αi

]
ε

= ψ̂αiψ̂
†
αi + εψ̂†αiψ̂αi,

substituindo (A.1), temos[
ψ̂αi, ψ̂

†
αi

]
ε

=

∫
drαψ

∗
i (rα)â(rα)

∫
dr′αψi(r

′
α)â†(r′α) + ε

∫
dr′αψi(r

′
α)â†(r′α)

∫
drαψ

∗
i (rα)â(rα),

=

∫ ∫
drαdr′αψ

∗
i (rα)ψi(r

′
α)
[
â(rα)â†(r′α) + εâ†(r′α)â(rα)

]
,

=

∫ ∫
drαdr′αψ

∗
i (rα)ψi(r

′
α)δ(rα − r′α),

=

∫
drαψ

∗
i (rα)ψi(rα) = 1,

que é precisamente o comutador (6.4).
Agora, vamos demonstrar a expressão (6.5). Avaliando o comutador à partir da definição, vem[
ψ̂αi, ψ̂

†
αj

]
ε

=

∫
drαψ

∗
i (rα)â(rα)

∫
dr′αψj(r

′
α)â†(r′α) + ε

∫
dr′αψj(r

′
α)â†(r′α)

∫
drαψ

∗
i (rα)â(rα),

=

∫ ∫
drαdr′αψ

∗
i (rα)ψj(r

′
α)
[
â(rα)â†(r′α) + εâ†(r′α)â(rα)

]
,

=

∫ ∫
drαdr′αψ

∗
i (rα)ψj(r

′
α)δ(rα − r′α)

=

∫
drαψ

∗
i (rα)ψj(rα) = I. (A.3)

Para demonstrar a igualdade entre os comutadores de (6.5), basta fazermos a troca de ı́ndices i↔ j,
notamos que a integral em (A.3) vai resultar em[

ψ̂αj , ψ̂
†
αi

]
ε

= I∗ =
[
ψ̂αi, ψ̂

†
αj

]∗
ε

(A.4)

que é a própria expressão (6.5).
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A igualdade (6.6) é justificada considerando que os operadores de campo atuam em terminais
diferentes, assim, podendo comutar-se entre si, então temos imediatamente[

ψ̂αi, ψ̂
†
βi

]
ε

=
[
ψ̂αi, ψ̂

†
βj

]
ε

= 0. (A.5)

Esses operadores serão necessários para normalizar os estados de Fock que criamos para o sistema
multiterminal com 2 part́ıculas e calcular os estados que relacionam o input e o output do sistema,
como é demonstrado no apêndice seguinte.
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Apêndice B

Normalização dos estados de Fock para
o sistema multiterminal.

Vamos primeiramente normalizar o estado

|αα〉 = Aψ̂†αiψ̂
†
αj |0〉 . (B.1)

Tomando a condição de normalização do estado de Fock 〈αα|αα〉 = 1, utilizando a álgebra demons-
trada no apêndice anterio, vem

|A|2 〈0|ψ̂αjψ̂αiψ̂†αiψ̂
†
αj |0〉 = 1,

|A|2 〈0|ψ̂αj
(

1− εψ̂†αiψ̂αi
)
ψ̂†αj |0〉 = 1,

|A|2 〈0|1− εψ̂†αjψ̂αj − εψ̂αjψ̂
†
αiψ̂αiψ̂

†
αj |0〉 = 1,

|A|2 〈0|1− ε
(
I∗ − εψ̂†αiψ̂αj

)(
I − εψ̂†αjψ̂αi

)
|0〉 = 1,

|A|2
(
1− ε|I|2

)
= 1, (B.2)

onde utilizamos a condição da inexistência de auto-estados abaixo do estado de vácuo ψ̂αi |0〉 = 0.
Agora, vamos evaluar a normalização dos estados simétricos(antissimétricos), a saber

|αβ〉± = B
(
ψ̂†αiψ̂

†
βj ± ψ̂

†
αjψ̂

†
βi

)
|0〉 ; (B.3)

Assim, tomando novamente a normalização do estado de Fock, vem

〈αβ|αβ〉± = 1,

|B|2 〈0|
(
ψ̂βjψ̂αi ± ψ̂βiψ̂αj

)(
ψ̂†αiψ̂

†
βj ± ψ̂

†
αjψ̂

†
βi

)
|0〉 = 1,

|B|2 〈0|
(
ψ̂βjψ̂αiψ̂

†
αiψ̂
†
βj + ψ̂βiψ̂αjψ̂

†
αjψ̂

†
βi

)
±

±
(
ψ̂βjψ̂αiψ̂

†
αjψ̂

†
βi + ψ̂βiψ̂αjψ̂

†
αiψ̂
†
βj

)
|0〉 = 1,

|B|2 〈0|
(
ψ̂αiψ̂

†
αiψ̂βjψ̂

†
βj + ψ̂αjψ̂

†
αjψ̂βiψ̂

†
βi

)
±

±
(
ψ̂αiψ̂

†
αjψ̂βjψ̂

†
βi + ψ̂αjψ̂

†
αiψ̂βiψ̂

†
βj

)
|0〉 = 1,

|B|2 〈0|
[(

1− εψ̂†αiψ̂αi
)(

1− εψ̂†βjψ̂βj
)

+
(

1− εψ̂†αjψ̂αj
)(

1− εψ̂†βiψ̂βi
)]
±

±
[(
I − εψ̂†αjψ̂αi

)(
I∗ − εψ̂†βiψ̂βj

)
+
(
I∗ − εψ̂†αiψ̂αj

)(
I − εψ̂†βjψ̂βi

)]
|0〉 = 1,

|B|2(2± 2|I|2) = 1. (B.4)

Que é precisamente o fator de normalização que acompanha a expressão (6.9). É importante apontar
que no terceiro passo os comutadores não comutam, diferentemente como está surgerido. Cada per-
mutação de operadores de campo geram um −ε, como se sucede duas permutações, temos um termo
neutro.
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Apêndice C

Matriz de espalhamento do
experimento HBT PT.

Como colocamos na secção 5.3, encontramos 2 matrizes, A e B ,geradas pela manipulação algébrica
que elimina as amplitudes internas à barreira do sistema, a saber

A = −
√
b


1 0 a

b iab
0 1 iab

a
b

a
b −iab 1 0
−iab

a
b 0 1

 (C.1)

B =


1 0 a ia
0 1 ia a
a −ia 1 0
−ia a 0 1

 , (C.2)

com

a = −
√

2

2

√
1− Γ

t

t∗
, (C.3)

b = 1− Γ. (C.4)

Invertendo B, temos

B−1 =
1

2a2 − 1


−1 0 a ia
0 −1 ia a
a −ia −1 0
−ia a 0 −1

 . (C.5)

Assim, como vimos pela forma standard, temos a matriz de espalhamento S = B−1A, vem

S = − 1

2a2 − 1


2a2−b√

b
0 a√

b
(b− 1) i a√

b
(b− 1)

0 2a2−b√
b

i a√
b
(b− 1) a√

b
(b− 1)

a√
b
(b− 1) −i a√

b
(b− 1) 2a2−b√

b
0

−i a√
b
(b− 1) a√

b
(b− 1) 0 2a2−b√

b

 . (C.6)

Tomando a′ = 2a2−b√
b

e b′ = a√
b
(b− 1), substituimos (c.3) e (C.4), temos que

a′ =
√

1− Γ

[(
t

t∗

)2

− 1

]
, (C.7)

b′ =

√
2

2

t

t∗
Γ. (C.8)

Como queŕıamos demonstrar.
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