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RESUMO

A classe das funcgdes recursivas primitivas ndo constitui uma versao formal para a
classe das fungbBes algoritmicas, estudamos esta classe especial de funcdes
numericas devido ao fato de que muitas das funcdes conhecidas como algoritmicas
sao recursivas primitivas. A abordagem acerca da classe das fungbes recursivas
primitivas tem como objetivo explorar esta classe especial de funcdes e, a partir disto,
apresentar solucdes para os seguintes problemas: (1) dada a classe das derivacoes
recursivas primitivas, ha um algoritmo, ou seja, um procedimento mecanico, para
reconhecer derivagdes recursivas primitivas? (2) Existe uma fun¢do universal para a
classe das funcdes recursivas primitivas? Se sim, essa fungéo € recursiva primitiva?
(3) Toda funcéo algoritmica é recursiva primitiva? Para apresentar solu¢des para
estas questdes, nos pautamos no método hipotético-dedutivo e argumentamos com
base nos manuais de Davis (1982), Mendelson (2009), Dias e Weber (2010), Rogers
(1987), Soare (1987), Cooper (2004), entre outros. Apresentamos a teoria das
maquinas de Turing, que constitui uma versdo formal para a nocado intuitiva de
algoritmo, e, em seguida, a famosa tese de Church-Turing, a qual identifica a classe
das funcdes algoritmicas com a classe das fungbes Turing-computaveis. Exibimos a
classe das funcdes recursivas primitivas, e mostramos que a mesma constitui uma
subclasse das fun¢gbes Turing-computaveis. Tendo explorado a classe das funcdes
recursivas primitivas, como resultados, provamos que existe um algoritmo
reconhecedor para a classe das derivagOes recursivas primitivas; que existe uma
funcado universal para a classe das fun¢fes recursivas primitivas a qual ndo pertence
a esta classe; e que nem toda funcao algoritmica € recursiva primitiva.

Palavras-chave: fungbes algoritmicas, funcBes recursivas primitivas, algoritmo
reconhecedor, fungéo universal.



ABSTRACT

The class of primitive recursive functions is not a formal version to the class of
algorithmic functions, we study this special class of numerical functions due to the fact
of that many of the functions known as algorithmic are primitive recursive. The
approach on the class of primitive recursive functions aims to explore this special class
of functions and from that, present solutions for the following problems: (1) given the
class of primitive recursive derivations, is there an algorithm, that is, a mechanical
procedure for recognizing primitive recursive derivations? (2) Is there a universal
function for the class of primitive recursive functions? If so, is this function primitive
recursive? (3) Are all the algorithmic functions primitive recursive? To provide solutions
to these issues, we base on the hypothetical-deductive method and argue based on
the works of Davis (1982), Mendelson (2009), Dias e Weber (2010), Rogers (1987),
Soare (1987), Cooper (2004), among others. We present the theory of Turing
machines which is a formal version to the intuitive notion of algorithm, and after that
the famous Church-Turing tesis which identifies the class of algorithmic functions with
the class of Turing-computable functions. We display the class of primitive recursive
functions and show that it is a subclass of Turing-computable functions. Having
explored the class of primitive recursive functions we proved as results that there is a
recognizer algorithm to the class of primitive recursive derivations; that there is a
universal function to the class of primitive recursive functions which does not belong
to this class; and that not every algorithmic function is primitive recursive.

Keywords: algorithmic functions, primitive recursive functions, recognizer algorithm,
universal function.
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INTRODUCAO

A Teoria da Computabilidade, Teoria da Recursédo, ou Teoria das Funcodes
Recursivas (como também é conhecida), constitui uma subarea da l6gica mateméatica
e também da teoria da computacdo. Um dos objetivos dessa teoria é classificar certos
problemas como soluveis ou insollveis. Entretanto, para que fosse possivel classificar
esses problemas nessas duas categorias, l6gicos e matematicos como Turing, Post,
Church, Godel e Kleene, entre outros, tiveram num primeiro momento, a tarefa de
formalizar a noc¢ao intuitiva de algoritmo. Nesse sentido, a Teoria da Computabilidade
€ importante para a epistemologia e, portanto, para a filosofia, uma vez que em
epistemologia, tal como em outras ciéncias, geralmente parte-se de um conceito
intuitivo para precisa-lo posteriormente. Dessa forma, acredita-se que a no¢ao intuitiva
de algoritmo foi precisada de uma maneira formal através dos estudos da Teoria da
Computabilidade. Os argumentos a favor da tese de Church-Turing, que é a tese
segundo a qual toda funcéo algoritmica é Turing-computavel, e vice-versa, reforcam
a ideia de que a Teoria da Computabilidade precisou definitivamente a no¢ao intuitiva
de algoritmo.

A palavra algoritmo teve sua origem devido ao trabalho do matematico e
astrénomo persa do século IX, Mohammed Ibn Musa al’Khwarizmi, cujo livro sobre o
uso dos numerais hindu-arabicos descreve procedimentos para operacdes aritméticas
usando esses numerais. Autores europeus usaram uma adaptacao latina de seu
nome, até finalmente chegarem na palavra algoritmo para descrever a area da
aritmeética com numerais hindu-arabicos. (FONSECA FILHO, 2007).

Independentemente de sua etimologia, a nhocao intuitiva de algoritmo, a saber,
um conjunto finito (ndo vazio) de instru¢des precisas para computar uma fungao
numérica (fungéo cujo dominio e codominio sdo conjuntos de numeros naturais),

possui algumas caracteristicas que passamos a expor a segulir:

1. Existe um agente computacional A que aplica um procedimento P (um conjunto
de instrugdes) a um input simbdlico | (huma notacéo padréo), e, de acordo com
P, desenvolve uma computacdo C (uma sequéncia finita de passos ps,...,pn),
obtendo ao final um output simbélico O (huma notag&o padrao).

2. Chamamos o procedimento P de algoritmo (um numero finito de instrucdes

precisas, ndo ambiguas, escrito em linguagem simbdélica ou natural).



11

3. O agente computacional ndo precisa ser necessariamente humano, pois devido
a precisdo de P, nenhuma criatividade é exigida de sua parte para realizar uma
computacédo, que é completamente mecéanica, podendo ser realizada também
por uma maquina, contanto que ela apresente algumas capacidades minimas
como efetuar, armazenar e recuperar 0s passos pzi,...,pn de uma computacao
C.

4. A computacao C desenvolvida a partir da aplicacdo das instrugdes de P a um
dado input | deve ser executada da seguinte forma: (1) de maneira discreta, ou
seja, passo a passo, e (2) de maneira deterministica, ou seja, hdo pode ser
regida por recursos aleatérios externos ao algoritmo.

5. Levando em consideracdo o que € computavel em principio e ndo o que é
computavel na pratica, podemos afirmar que ndo existe um limite finito para:
(1) o tamanho dos inputs simbdlicos, (2) o tamanho do conjunto P de instrucdes,
(3) a capacidade de efetuar, armazenar e recuperar 0S passos pi,...,pn de uma
computacdo C, e (4) o tamanho de uma computacdo C. Entretanto, a Unica
coisa que se exige é que tenham um limite. Por exemplo: um algoritmo pode
ter 1 trilhdo de instru¢des, um input pode ter comprimento 1 milhdo, mas
embora sejam compostos de numeros demasiado grandes, esses numeros sao

finitos.

A nocdo intuitiva de algoritmo teve varias tentativas de formalizagdo nos anos
30, século XX, como as nocdes de funcdes recursivas, funcdes Turing-computaveis,
funcdes A-definiveis e outras mais. Um fato importante a ser observado é que essas
varias nocdes produzem uma mesma classe ! de funcdes, a saber, funcbes
algoritmicas, funcdes cujos valores podem ser calculados mecanicamente num
namero finito de passos, o que é em parte argumento para a tese de Church-Turing.
Ressalta-se que os trabalhos de Turing, Post, Church, Godel e Kleene, entre outros,
foram decisivos para que se tivesse formalizado — assim se acredita — de uma vez por
todas a nocao intuitiva de algoritmo. A partir desses fatos desenvolveu-se

intensamente o que nés conhecemos hoje como Teoria da Computabilidade.

1 Ao longo desta dissertagéo, sempre que o termo classe for mencionado, estaremos nos referindo a
conjunto.
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Uma parte dessa teoria procura responder a problemas do seguinte tipo: dado
um conjunto A e um elemento x quaisquer, ha um algoritmo que nos permita sempre
decidir se x € A ou x ¢ A? Esse problema é chamado de problema de deciséao para A.
Se a resposta for positiva, dizemos que A é decidivel; caso contrario, dizemos que A
é indecidivel.

Considerando a classe das funcdes recursivas primitivas (que sera exibida),
busca-se, em nossa dissertacdo ponderar, avancar ou mesmo resolver as seguintes

questodes:

1. Dada a classe das derivacfes recursivas primitivas, isto €, a classe de todos
0s conjuntos de instru¢des para computar funcdes recursivas primitivas, ha um
algoritmo reconhecedor para ela? Note-se que: por um reconhecedor de uma
classe de algoritmos, entendemos um algoritmo que decide se um dado
conjunto de instrucdes pertence ou ndo a classe. Nesse caso, a existéncia de
um reconhecedor de uma classe de algoritmos seria a solug¢éo para o problema
de decisao dessa classe.

2. E possivel demonstrar a existéncia, ou a ndo existéncia, de uma funcgéo
universal para a classe das fun¢des recursivas primitivas? Em caso afirmativo,
seria essa funcéo recursiva primitiva?

3. Toda funcdo algoritmica é passivel de ser classificada como recursiva

primitiva?

Para que possamos apresentar respostas (ou pelo menos avangos) para estas
questdes, precisamos tracar alguns objetivos especificos (ou objetivos
intermediarios). Dessa forma, para lograrmos éxito em nossa empreitada, nossa
abordagem sera realizada em trés capitulos.

No primeiro capitulo apresentaremos uma versdo formal para as nogdes
intuitivas de algoritmo e funcao algoritmica, a saber, a teoria das maquinas de Turing.
Escolhemos a versédo de Turing por se tratar da versdo mais adotada nos manuais
(tomada aqui como versdo standard) e também por ser a versdo que mais se
assemelha ao modelo de computador digital que conhecemos.

No segundo capitulo exibiremos a classe das fungdes recursivas primitivas, e

mostraremos que ela constitui uma subclasse das fun¢des Turing-computaveis.
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Feito isto, no terceiro e Ultimo capitulo apresentaremos os resultados obtidos
para as questdes anteriormente mencionadas como o problema de dissertagéo.
Embora essas questdes ja tenham sido por demais trabalhadas, a nossa abordagem
sera constituida de uma maneira diferente da encontrada nos manuais pesquisados
na literatura.

NOs nos pautaremos no Método Hipotético-Dedutivo, e argumentaremos
baseados em ampla base bibliografica, principalmente com base em Martin Davis,
Elliott Mendelson, Matias Francisco Dias, Hartley Rogers, Robert Soare e Barry

Cooper.
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1. MAQUINAS E PROGRAMAS DE TURING: UMA TENTATIVA DE FORMALIZAR
A NOCAO INTUITIVA DE ALGORITMO

Neste capitulo, temos como propdsito apresentar uma versdo formal para a
nocao intuitiva de algoritmo. Exibiremos aqui a teoria das maquinas e programas de
Turing, a sua aritmetizacéo, e também a tese de Church-Turing, que reforca a ideia

de que a nocéao intuitiva de algoritmo foi (de uma vez por todas) formalizada.

1.1. CARACTERIZANDO MAQUINAS E PROGRAMAS DE TURING

Podemos definir uma maquina de Turing como um mecanismo teorico
constituido de um cabecote de leitura/escrita e de uma fita infinita em ambas as
direcbes (tanto a esquerda quanto a direita), dividida em quadrados de tamanhos
iguais (em sentido horizontal), que sdo observados individualmente pelo cabecote.
Em cada quadrado, somente um dos elementos do conjunto alfabeto A = {so, s1, sz, s3,
...} chamados de simbolos da fita pode estar escrito. Quando o cabecote de
leitura/escrita examina um quadrado, a maquina s6 pode estar em um dos elementos
do conjunto de estados internos Q = {qo, q1, q2, g3, ...} chamados de estados internos.
Contudo, como a maquina examina apenas um quadrado por vez, ela s6 pode

executar um dos seguintes procedimentos:

1. Apagar o simbolo da fita que esta sendo examinado, e escrever outro simbolo
da fita em seu lugar;
Mover-se para o quadrado adjacente a direita;

3. Mover-se para o quadrado adjacente a esquerda.

Utilizaremos o simbolo R (de right) para indicar que a maquina passa a
observar o quadrado imediatamente a direita do qual estava sendo observado
anteriormente, e L (de left) para indicar que a maquina passa a observar o quadrado
imediatamente a esquerda do qual estava sendo observado anteriormente. Esses
elementos do conjunto de movimento M = {R, L}, sdo chamados de simbolos de
movimento. Com base nessa descricdo, para que uma maquina de Turing possa

executar tais procedimentos, ela deve ser guiada por um conjunto finito (néo vazio) de
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instrucdes, chamado de programa de Turing. No que se segue, caracterizaremos o

que é um programa de Turing.

Definicdo 1: A linguagem utilizada para criar programas para uma maquina de Turing

€ composta pelos elementos dos conjuntos A, Q e M, que serdo chamados de

simbolos de programas de Turing.

Definicdo 2: Uma expressao da linguagem de programas € uma sequéncia finita de

simbolos de programas de Turing.

Definicdo 3: Uma quadrupla é uma expressao de um dos seguintes tipos:

1. qisjskq
2. qisjiRqi
3. qisiLqi

Observacdao: De acordo com a primeira quadrupla, quando a maquina esta no estado
interno gi examinando o quadrado com o simbolo sj, ela apaga s;j, escreve sk e assume
o estado interno qi.. No que concerne a segunda quadrupla, quando a maquina esta
no estado interno gi examinando o quadrado com o simbolo s;j, ela move-se para o
guadrado imediatamente a direita e assume o estado interno qi. Por fim, de acordo
com a terceira quadrupla, quando a maquina esta no estado inicial gi examinando o
quadrado com o simbolo s;, ela move-se para o quadrado imediatamente a esquerda

e assume o estado interno qu.

Definicdo 4: Dizemos que duas quadruplas séo inconsistentes, se ambas tém os dois
primeiros simbolos iguais, e pelo menos um dos dois simbolos restantes diferentes;

caso contrario dizemos que sao consistentes.

Definigcdo 5: Um programa de Turing € um conjunto finito (ndo vazio) de quadruplas

consistentes. Essa restricdo € adotada para evitar comandos contraditorios, e é

chamada de restricdo de consisténcia.
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Observacdo: Se fosse o caso de termos num programa de Turing as quédruplas
qosiLg1 e qosisoqz, ambas seriam inconsistentes e portanto, a maquina ndo saberia
como agir diante de tais comandos. Contudo, se levarmos em considera¢cdo maquinas
de Turing nado-deterministicas — as quais ndo entraremos em detalhes aqui —, a

magquina executaria as duas possibilidades simultaneamente.

Definicdo 6: Uma descricdo instantanea é uma expressdo da linguagem de
programas de Turing que contém um anico gi, ndo contém nenhum dos simbolos de

movimento, e a Unica restricdo é que qi hdo seja o ultimo simbolo a direita.

Exemplo: A expressao qosos: € uma descri¢ao instantanea, ao passo que a expressao

sos1Rqz ndo é uma descricao instantanea.

Definicdo 7: Sendo t:1 e t2 sequéncias finitas de simbolos da fita, dado um programa
de Turing W e dadas descricGes instantaneas a e 3, escrevemos a — B (W) [‘a

acarreta 3 via W”] se uma das seguintes condicdes vale:

1. gisjskqr € W, a = tiqisitz, B = tiqisktz;
2. qisjiRqr € W, a = taqisjsktz, B = tisjqisktz, OU O = t1qisj, B = t1sjqiSo;

3. gisiLqi € W, a = tiskqisjtz, B = tiqisksijtz, OU a = qisjtz, B = qisosjta.

Observacdao: Perceba que na primeira condicdo, dada uma quadrupla do programa
W e uma descrigao instantanea a, quando a maquina encontra-se no estado interno
gi observando s;j, ela reage apagando sj, escrevendo sk em seu lugar e assumindo o
estado interno qi, resultando em B. A segunda e terceira condi¢cdes sdo analogas a
primeira, porém, na segunda condigcdo a maquina reage movimentando-se para o
quadrado adjacente a direita, e na terceira condicdo a maquina reage movimentando-
se para o quadrado adjacente & esquerda. E importante salientar que de acordo com
a definicdo 6, dada uma descricao instantanea, o simbolo de estado interno ndo pode
ser o ultimo simbolo a direita. Por esta razado acrescentamos o simbolo so em 3 na
segunda condi¢do. Ja no que diz respeito a terceira condi¢cdo, acrescentamos o
simbolo so em B, pois quando a maguina move-se para a esquerda e assume o estado

interno qi, 0 quadrado examinado por qi € vazio.
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Definicdo 8: Dado um programa de Turing W, dizemos que a é uma descricao

instantanea inicial se a = qosita.

Definicdo 9: Dado um programa de Turing W, dizemos que a é uma descrigdo
instantanea terminal se a = tigisjtz € W ndo possui quadruplas comeg¢ando com g;s;.

Nesse caso, a maquina para.

Nota: Se fosse o0 caso de W possuir uma quadrupla comegando com gisj, a hao seria
uma descricdo instantanea terminal, pois de acordo com tal quadrupla a maquina

continuaria trabalhando.

Definicdo 10: Uma computacdo de acordo com um programa de Turing W € uma
sequéncia finita ai,...,am de descri¢des instantaneas tais que ai € inicial, am € terminal
e ai — ai+1 (W), para todo i tal que 1 <i < m. Nesse caso, escrevemos Resw(01) = Om,

e dizemos que am € a resultante de a1 com respeito a W.

Exemplo: Considere o programa de Turing W = {qosisoqz, qzsoRqo} € a seguinte

sequéncia finita de descrigdes instantaneas asi,...,ao:

a1. qosisisisi (inicial)
0O2. 2S0S151S1
03. S0q0S1S1S1
O4. S0q2S0S1S1
Os. S0S0q0S1S1
Q6. S0S0(2S0S1
07. S0S0S0q0S1
8. S0S0S0q2S0

09. S0S0S0S0qoso (terminal)

Essa sequéncia finita de descri¢cdes instantaneas é uma computacdo obtida
através do programa de Turing W, e portanto, dizemos que Resw(a1) = a9, OU Seja,

Resw(qos1515151) = $0S0S050q0S0.



18

Para que uma maquina de Turing possa executar computacdes numeéricas, faz-
se necessario introduzirmos uma representacado simbolica para denotar niumeros

naturais, como veremos a seguir:

1. Ao simbolo so associaremos o simbolo B (de blank) para indicar um quadrado
vazio durante a computacao.

Ao simbolo s1 associaremos o simbolo |.

3. A respeito da descricdo instantanea inicial de uma computacao, para que
possamos representar um numero natural n, escreveremos | em n+1
guadrados adjacentes. Desse modo, nds representamos 0 numero natural 3,
por exemplo, como segue: ||]].

4. Ja no que diz respeito a descricdo instantanea terminal de uma computacao,
um ndmero natural n serd representado por n tragos verticais nao
necessariamente adjacentes.

5. Representaremos n + 1 tracos verticais (|) por 7.

6. Para representarmos uma n-upla ky, ..., k,,, escreveremos k1B...Bkn.

Observacao: NOs iniciaremos toda computacdo com uma descricdo instantanea

inicial da forma qo|t1.

Definicdo 11: Seja W um programa de Turing. Entéo, para cadan > 1, esta associada
a W uma unica fungéo n-aria ¥, (x4, ..., x,), da seguinte maneira: para cada n-upla

(kq, ..., kn), NOs fazemos a1 = qok1B...Bkx e distinguimos dois casos:

1. Ha uma computagio ai,...,am de acordo com W, e, neste caso, n0s colocamos
Y (kq, ..., ky) = (0m) = (Resw(ai1)), em que (am) representa o numero de tragos
verticais na descricao instantanea terminal am;

2. Nado ha uma computagdo ai,...,am de W, e, neste caso, Y, (kq, ..., k,) fica

indefinida.

Definicdo 12: Uma funcdo numérica n-aria f(xy, ..., x,,) diz-se parcialmente Turing-

computavel, se existe um programa de Turing W tal que f(xy, ..., x;) = YR (X1, o) Xp)-
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Entretanto, se f (x4, ..., x,) € total, isto €, se esta definida para todas as n-uplas dos

naturais, diz-se que ela é Turing-computavel.

Observacao: Em outras palavras, dizemos que uma funcéo é (parcialmente) Turing-

computavel, se existe uma maquina de Turing que a computa.

A distincdo que apresentamos entre maquinas e programas de Turing é
bastante intuitiva. De um ponto de vista formal, falariamos apenas em maquinas de

Turing, jA que maguinas e programas denotam a mesma coisa.

1.2. ARITMETIZACAO DAS MAQUINAS OU PROGRAMAS DE TURING

Também conhecida como numeracao de Godel, a aritmetizacéo foi inicialmente
utilizada para traduzir os enunciados metalinguisticos da aritmética elementar de
primeira ordem de Peano? na linguagem-objeto da aritmética, cujo dominio é
constituido por nuameros naturais. De forma andloga a aritmética de Peano, a
aritmetizacdo também pode ser utilizada para qualquer linguagem formal, atribuindo
nameros aos seus componentes basicos. Com base nisso, aritmetizaremos a seguir
a teoria das maquinas ou programas de Turing codificando os simbolos, expressées
e sequéncias de expressoes da linguagem de programas de Turing, fazendo uso dos
nameros naturais. Inicialmente, para cada simbolo de programas de Turing,
atribuiremos uma funcao g(x) — que denota o numero de Gdédel de x — para codifica-

los, como veremos a seguir:

9(R) =3;
g(L) =5;
g(si) =7+ 4., parai=z0;

A W NP

g(q) =9 + 4., parai=0.

2 O leitor encontrara uma apresentacéo detalhada da aritmética elementar de primeira ordem de Peano
na obra de MENDELSON, E. Introduction to Mathematical Logic, 5. ed. New York: Chapman and
Hall/CRC, 2009, p.149.
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Observacao: Note-se que todo numero natural imparn > 1, é cédigo de um unico

simbolo de programas de Turing.

Agora, atribuiremos para cada expressao E da linguagem de programas de
Turing, um numero de Gddel denotado por g'(E). Se E for uma expressao vazia,
atribuiremos para ela o nimero 1 como seu coédigo. Se E é uma expressao de
comprimento ai,...,0n, onde cada ai € um simbolo de programa de Turing, nés a

codificaremos da seguinte forma:

gl(E) — l_lpig(a”l)

i<n
Observacgdo: p; denota o i-€simo numero primo e p, = 2.
Exemplo: Se E € a expressao qosisoq1, €entdo o numero de Godel para ela é o seguinte:

g'(E) = pbq(%)' pig(51)- pég(s()) _ p?‘?(ql) — 29 311 g7 713

Atribuiremos para cada sequéncia finita de expressfes da linguagem de
programas de Turing S = Ei,...,En, um nimero de Godel, denotado por g”(S), da

seguinte forma:

g”(S) = npig,(EHl)

i<n

Exemplo: Considere a seguinte sequéncia finita de expressdes da linguagem de

programas de Turing:

E1 = qosisis1
E2 = qis1s1So

E3 = soqzs1s1
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O numero de Gddel para essa sequéncia finita de expressdes da linguagem de
programas de Turing € o seguinte:

! ! 1A
" _ .9 (E) g (E) g'(E3) _ 529311511 711 213311511 77 57 317 511 711
g"'(S)=py " .py ¥ .py; V=2 .3 .5

Observacéo: Dado um numero naturaln > 1, se n for um numero de Gdodel, nos
podemos encontrar o simbolo, a expressdo ou a sequéncia de expressdes da

linguagem de programas de Turing da qual n € cédigo, da seguinte forma:

1. Sen é impar maior que 1, n € cédigo de um Unico simbolo da linguagem de
programas de Turing.

2. Sen =1, n é codigo de uma expressao vazia.

3. Sen=1o0uné par e sua decomposi¢cdo no seguimento inicial dos nimeros
primos possui expoentes impares maiores que 1, entdo n € o numero de Godel
de uma Unica expressao da linguagem de programas de Turing.

4. Se n é par, quando fatoramos n no seguimento inicial dos nimeros primos, n
sera codigo de uma Unica sequéncia de expressdes da linguagem de

programas de Turing, se e somente se:

I. Os expoentes de n forem iguais a 1.

II. Os expoentes de n forem iguais a 1 e a nimeros pares, e a decomposicao
desses expoentes pares em fatores primos resultarem em expoentes
impares maiores que 1.

lll. Os expoentes de n forem pares, e a decomposicao desses expoentes

pares em fatores primos resultarem em expoentes impares maiores que 1.

Vimos até aqui como codificar simbolos, expressbes e sequéncias de
expressdes da linguagem de programas de Turing. Entretanto, se W € um programa
de Turing, entdo W é um conjunto (ndo vazio) de quadruplas e ndo uma sequéncia
finita de quadruplas. Dessa forma, se W possui um numero n de quadruplas, entdo W

possui n! numeros de Godel.
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1.3. TESE DE CHURCH-TURING

Como vimos, ha uma classe formal de fun¢cdes numéricas que é constituida de
todas as fungdes algoritmicas, a saber, a classe das fun¢gfes Turing-computaveis. A
identificacdo dessas duas classes (classe das func¢des algoritmicas e classe das
funcdes Turing-computaveis) é apresentada na famosa tese de Church-Turing. Nesta
secdo, apresentaremos a tese de Church-Turing em duas versdes: estrita e ampla.
Contudo, vale ressaltar que estamos tratando de uma tese e ndo de um teorema
matematico, ja que a mesma ndo é demonstravel em termos matematicos, apenas

mostra que uma versao informal corresponde a uma versao formal.

1.3.1. Tese de Church-Turing (versao estrita)

Toda funcgéo algoritmica € Turing-computavel, e vice-versa.

1.3.2. Tese de Church-Turing (versédo ampla)

Toda funcdo parcialmente algoritmica € parcialmente Turing-computavel, e

vice-versa.

Observacdo: Embora esta tese ndo possa ser comprovada matematicamente,
existem fortes argumentos para sustenta-la. Citaremos aqui dois deles:

1. Até hoje, ndo se conseguiu encontrar uma funcéo parcial algoritmica ou funcéo
algoritmica que nao seja parcialmente Turing-computavel ou Turing-
computavel, respectivamente.

2. Até hoje, todas as tentativas de caracterizar formalmente as noc¢des intuitivas
de funcdo parcial algoritmica e fung&o algoritmica produziram exatamente as
mesmas classes de funcdes, a saber, a classe das func¢des parcialmente
Turing-computaveis e a classe das fungdes Turing-computaveis,

respectivamente.



23

Nos capitulos que seguem, utilizaremos a tese de Church-Turing como método

informal de prova para demonstrar alguns resultados.
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2. FUNCOES RECURSIVAS PRIMITIVAS: UMA SUBCLASSE DAS FUNCOES
TURING-COMPUTAVEIS

Apresentaremos neste capitulo a classe das funcgbes recursivas primitivas
juntamente com a sua aritmetizacdo, e mostraremos que ela constitui uma subclasse

das fungBes Turing-computaveis.

2.1. FUNCOES RECURSIVAS PRIMITIVAS

No que se segue, apresentaremos algumas nocfes basicas concernentes a
classe das funcdes recursivas primitivas, que vem a ser de grande importancia em
l6gica matematica e ciéncia da computacdo. O motivo pelo qual escolhemos
apresentar esta classe especial de funcées numeéricas deve-se ao fato de que muitas
das func¢des conhecidas como algoritmicas (soma, multiplicacdo, exponenciagéo,

entre outras), sao recursivas primitivas.
Definigdo 1: As seguintes fungdes sao chamadas fungdes iniciais.

1. Afuncao nulo, N(x) = 0 para todo x.
2. A funcéo sucessor, S(x) = x + 1 para todo x.

3. Afuncéo projegédo, U (xy, ..., x,) = x;, 1 <i <n, paratodo x, ..., x,.

Definicdo 2: As seguintes operacfes sdo chamadas operacdes basicas entre

funcdes.
1. Afuncao f (de n variaveis, n = 1) é obtida por composic¢éao, da funcdo h (de m

variaveis, m = 1) e das func¢des g,,..., gm (todas de n variaveis) se, e somente

Se:

f(x1, e, xy) = h(gl(xl, vy Xn)y e G (X4, ...,xn))

2. A funcao f (de n+ 1 variaveis, n 2 0) é obtida por recursdo primitiva, da

funcdo g (de n variaveis) e da funcao h (de n+2 variaveis) se, e somente se:
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fxq, ey X0, 0) = g4, e, X)
f(xl, ...,xn,S(y)) = h(xl, v X Vo f (x4, ...xn,y))

Se considerarmos n = 0, a funcdo f sera obtida por recursdo primitiva apenas

pela funcdo h como segue:

f(0) =k
f(SO) =h(y, f(»)

Observacdo: k € um numero natural fixo, ou seja, uma constante.

Definicdo 3: Uma fungé@o f € recursiva primitiva, se e somente se existe uma
sequéncia finita de fungbes f;, ..., f, tal que f, = f e, para 1 <i<n, ou f; € uma
funcao inicial, ou f; vem de fun¢bes anteriores da sequéncia por aplicacdo de uma

das operacdes basicas.

Observacéo: Note-se que dada uma sequéncia finita de fungdes para f, podemos
reconhecer se tal sequéncia € recursiva primitiva especificando como cada funcéo da
sequéncia € obtida. Dessa forma, quando especificamos cada funcéo da sequéncia,
obtemos uma derivacéo recursiva primitiva para f. Como consequéncia, dizemos
também que uma fungédo f € recursiva primitiva se e somente se existe uma derivagao

recursiva primitiva para ela.

Para melhor compreender o que acabamos de dizer, apresentaremos a seguir

um exemplo de derivagéo recursiva primitiva para a funcdo soma x + y.
Definigcdo intuitiva:

x+0=x
x+y+1D)=(x+y)+1

Derivagéo:
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S(x) =x+1 funcéo inicial

U3(x,y,z) = z funcdo inicial

90(x,v,2) = S(U3(x,y,2)) 1,2/ composicdo

Ui (x) = x funcéo inicial

91(x,0) = Ui (x)

91(x,S®)) = go(x,¥,9:(x,y)) 4,3/ recursdo primitiva

a b w0 P

Uma derivagao recursiva primitiva para uma fung¢ao f nos fornece um conjunto
finito de instrucdes para computa-la efetivamente. Dito isto, nés obtemos a
computacédo a partir das funcdes mais interiores para as mais exteriores, no sentido

das funcBes a esquerda para as funcdes a direita.

Exemplo: Seguindo as instrucdes fornecidas pela derivacéo recursiva primitiva para
a funcdo g,(x,y) =x+y apresentada acima, executaremos a seguir uma

computacédo para g,(2,1).

91(2,1) = go(Z, 0,9:(2, 0))
= 90(2,0,U{(2))
= 90(2,0,2)
= S(U3(2,0,2))
= 5(2)
=3

Apresentaremos a seguir, como teorema, algumas func¢des algoritmicas que
séo recursivas primitivas. Entretanto, faz-se necessario, de anteméo, apresentarmos

um lema que seré primordial para que possamos expor estas funcdes.

Lema 1: Para qualquer niumero natural n, a funcdo constante C,(x) = n € recursiva

primitiva.

Prova:
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A prova é feita por inducdo em n. Primeiro provamos pra base: C,(x) = N(x). A seguir,
supomos entdo que C,(x) é recursiva primitiva. Dessa forma, Cn,1(x) = S(C,(x)) €

recursiva primitiva, por cComposigao.

Teorema 1: As seguintes funcdes sao recursivas primitivas:
a) Multiplicagéo:

Definicao intuitiva:

x.0=0
x.(y+1D)=((x.y)+x

Derivacao:

. N(x) =0 funcao inicial

. U3(x,y,z) = x funcéo inicial

. U3(x,y,z) = z funcéo inicial

. 91(x,0) = U (x)

91(x,S) = go(x,v,9:(x,y)) fungdo recursiva primitiva

A W DN P

o

. 92(0,y,2) = g1(Ui(x,y,2),U3(x,y,2)) 4,2,3/composi¢do
6. g3(x,0) = N(x)
936, S) = 92(x,¥,95(x,¥)) 1,5/ recursdo primitiva

b) Exponenciacao:

Definicao intuitiva:

x° =1

XVt = xV ., x

Derivagéo:



. N(x) =0 funcao inicial
. S(x) =x+1 funcao inicial
. g4(x) = S(N(x)) 2,1/ composicéo
. U3(x,y,z) = x funcdo inicial
. U3(x,y,2z) = z funcdo inicial
. 93(x,0) = N(x)
93(x,S(™) = g2(x,y,95(x,y)) funcdo recursiva primitiva

o 00 A W DN PP

7. 95(x,v,2) = g3(Ui(x,y,2),U3(x,y,2)) 6,4,5/composi¢do
8. go(x,0) = gu(x)
96(,S(™) = g5(x,y,96(x,y)) 3,7/ recursdo primitiva

c) Predecessor:

Definicao intuitiva:

x —1, sex >0
pd(x) = {O, sex=0

Derivacéao:

1. U3(x,y) = x funcéo inicial
2.9,(00=0
9:,(S®)) = U(y,g,(y)) 1/recursdo primitiva

d) Subtracéo propria:

Defini¢ao intuitiva:

o (x=y, sex =y
x—y—{o’ sex <y

28
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Derivacéao:

1. Ui(x) = x funcdo inicial
2. U3(x,y,z) = z funcdo inicial
3.9,(00=0
9,(S®)) = UZ(y,g,(y)) funcdo recursiva primitiva
4. gs(x,y,2) = g,(U3(x,y,2)) 3,2 /composigéo
5. go(x,0) = U{(x)
9o(x,S®)) = gs(x,¥,go(x,y)) 1,41 recursdo primitiva

e) Diferenga absoluta:
Definicao intuitiva:

_(x=y, sex =y
|x_y|_{y—x, sex <y

Derivagao:

1. g1(x,0) = Ui (x)

91, S() = go(x,¥,9:(x,¥)) fung&o recursiva primitiva
2. go(x,0) = Ui(x)

99(%,S(») = gs(x,¥,99(x,¥)) fungdo recursiva primitiva
3. g1o(x,y) = 91(99(9@ ¥), 9oy, x)) 1,2 / composicao

f) Sinal

Definicao intuitiva:

1, sex 0
sg(x) = {O, sex=0



Derivacéao:

1. C;(x) =1 funcdo recursiva primitiva
2. U?(x,y) = x funcéo inicial
3. 911(x,y) = ¢;(UZ(x,y)) 1,2/composi¢do
4. g1,(00=0
912(S) = 911(, 912(y)) 3/ recursdo primitiva

g) Contrassinal
Definicao intuitiva:

_ 0, sex#0
sg(x) = {1, sex=0

Derivagao:

1. N(x) = 0 funcdao inicial
2. U?(x,y) = x funcéo inicial
3. 913(x,y) = N(U%(x,¥)) 1,2/ composicéo
4. g14,(0) =1
914(S) = 913(y,914(y)) 3/ recursdo primitiva

h) Fatorial

Defini¢ao intuitiva:

0l =1
S'=SW).y!

Derivacéao:

30
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2.
3.
4.

5.
6.

)

S(x) =x+1 funcéo inicial

UZ(x,y) funcéio inicial

UZ(x,y) funcio inicial

93(x,0) = N(x)

93(x,S(™) = g2(x,y,95(x,y)) funcéo recursiva primitiva
gis(x,y) = g3 (S(Ulz(x, ¥)), U2(x, y)) 4,1,2,3 / composicao
916(0) = 1

916(S) = 915(3, 916(y)) 5/ recursdo primitiva

Resto da divisdo de y por x

Definicao intuitiva:

Rm(x,0) =0
Rm(x,S(y)) = S(Rm(x, y)) .sg(|x — S(Rm(x, y))D
Derivacéo:

1. S(x) =x+1 funcao inicial

2. U3(x,y,z) = z funcéo inicial

3. U3(x,y,z) = x funcéo inicial

4. g12(0)= 0

(3]

10.

912(S) = 911(, 912(y)) fungéo recursiva primitiva

- 91006, ¥) = 91(99(x,¥),99(y,x)) funcao recursiva primitiva
. gg(x, O) = N(.X')

93(x,S(™) = g2(x,y,95(x,y)) funcéo recursiva primitiva

. N(x) =0 funcao inicial
. 917(x,y,2z) = S(U3(x,y,2z)) 1,2/ composig&o

. 918(x,y,2) = glO(Uf(x,y,z),g17(x,y,z)) 5,3,8 / composicao

9100, ¥,2) = g12(918(x,,2)) 4,9 / composicao

31
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12.

)

9206,7,2) = g3(g17(x,,2), g10(x,¥,2)) 6,8,10 / composi¢&o
g21(x, 0) = N(.X')
9216 SO)) = ga0(x,y,921(x,y)) 7,11/ recursdo primitiva

Quociente da divisdo de y por x

Definicao intuitiva:

Qt(x,0) =0
Qt(x,S»)) = Qt(x,y) + 5g(|x — S(Rm(x,»))|)

Derivagéo:

aa b W N

11.
12.
13.
14.

. U3(x,y,z) = x funcio inicial
. U3(x,y,2z) = z funcdo inicial
. N(x) =0 funcao inicial
.S(x) =x+1 funcdo inicial

. 91(x,0) = U{ (x)

91(6,S®)) = go(x,¥,9:1(x,¥)) fungdo recursiva primitiva

. 914(0) =1

914(S(») = 913(y, 914(y)) fungéo recursiva primitiva

- 9100, ¥) = 91(99(x,¥),99(y,x)) funcao recursiva primitiva
. 921(x,0) = N(x)

921(%,50)) = g20(x,y,g21(x,y)) fungdo recursiva primitiva

- G22(x,y,2) = 921 (Ui (x,y,2),U3(x,y,2)) 8,1,2/composi¢do
10.

923(x,y,2) = S(gzz(x, Yy, Z)) 4,9 / composicdo

9246, ¥,2) = g10(Ui (x,,2),923(x,y,2)) 7,1,10 / composicéo
925(%,7,2) = g14(924(x,y,2)) 6,11/ composicéo

926(x,y,2) = g1(U3(x,7,2), g25(x,¥,2)) 5,2,12 / composi¢&o
g27(x,0) = N(x)

927(%,S)) = ga6(x,y,927(x,y)) 3,13/ recursdo primitiva

32
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Como acabamos de ver, para toda funcao recursiva primitiva ha uma derivacao
recursiva primitiva, isto €, um algoritmo para computa-la. Dessa forma, dizemos que
toda funcdo recursiva primitiva € algoritmica. Portanto, via tese de Church-Turing,
podemos afirmar que as funcbes recursivas primitivas sédo parcialmente Turing-
computaveis. Porém, como toda funcéo recursiva primitiva € total, ela é Turing-
computavel. Com base nisto, mostraremos no proximo capitulo que embora toda
funcéo recursiva primitiva seja algoritmica, ha ao menos uma funcéo algoritmica que
nao € recursiva primitiva. Portanto, a classe das funcdes recursivas primitivas constitui

uma subclasse das fun¢des Turing-computaveis.

2.2. SOMAS E PRODUTOS LIMITADOS

Definiremos a seguir algumas operacdes, as quais quando aplicadas a funcdes

recursivas primitivas, geram novas funcées recursivas primitivas.

Definigéo 4:

z ( )= {O, sez=0
f, e, X, y) = f(x1, s X, 0) + o+ f (g, v, X, 2 — 1), sez>0

y<z

D Gt ) = D Ot )

y<z y<z+1

1_[ ( )= {1, sez=0
flx, s 2n, y) = fly, o %0, 0) o f(Xq, v, Xz — 1), sez>0

y<z

[ [renmm = ] e mm»

y=z y<z+1

Teorema 2: Se f(xy,..,x,,y) € recursiva primitiva, entdo Y, ., f(xy,..,xn,y) €

recursiva primitiva.

Prova:
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1. UF2(xy, ..., X, ¥, W) = x; funcéo inicial

n+l. UM 2(xq, ..., x, v, w) =y funcéo inicial
n+2. UM 2(xq, ..., X, v,w) = w funcéo inicial
n+3. U}*(xy, ..., xn) = x; funcéo inicial
n+4. N(x) = 0 funcao inicial
n+5. g,(x,0) = Uj(x)
91(,S®)) = go(x,¥,9:(x,y)) fungfo recursiva primitiva

n+6. f(xq,...,x,,y) funcgéo recursiva primitiva por hipotese
N+7. h3(xq, ..., xn) = N(U(xy, ... x,)) N+4,n+3 / composicao
N+8. hy(Xq, o) Xy, Y, W) = f(Uln“Lz(xl, s Xy VW), e, UME2 (X, 0, X0, Y, W)) n+6,1,n+1
/ composicao
N+9. hs(xq, o, X, Y, W) = G1(Ra(xq, oo, X, ¥, W), U2 (Xg, o X, v, W) N+5,04+8,042 /
composicao
N+10. g3, (xq, oo, X, 0) = h3(xq, v, xp)

931(xX1, w0, %0, S(2)) = hs(xq, e, X, 2, g31 (X, e X, 2)) n+7,n+9 / recurséo

primitiva

Corolario 1: Se f(xy,..,x,,y) € recursiva primitiva, entdo Y, f(xy,..,xp,y) €

recursiva primitiva.
Prova:
1. UM (xq, oo, Xy, 2) = x;  funcdo inicial

n. U (xy, ..., xp,2) = x, funcéo inicial
n+1l. UM (xy, ..., xp,z) = z funcdo inicial
n+2. S(x) = x + 1 funcao inicial
n+3. a(xy, ..., xXn, z) = S(URL (x4, ..., xp,2)) N+2,n+1/ composic&o

n+4. g31(x1r vy X 0) = h3(xll ---;xn)
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g31(x1,...,xn,5(z)) = h5(x1,...,xn,z,g31(x1,...,xn,z)) funcdo recursiva
primitiva
N+5. g3z (X1, oo, X0, 2) = Ga1 (U (1, o) Xy 2), v, URFL (24, oony X, 2), Xy, oo, X, Z))

n+4,1,n,n+3 / composicao

Teorema 3: Se f(xy,..,x,,y) € recursiva primitiva, entdo [[,<,f(xq,..,xny) €

recursiva primitiva.
Prova:
A prova € analoga ao teorema 2.

Corolario 2: Se f(xy,..,x,,y) € recursiva primitiva, entdo [[,<,f(xq,..,xn,y) €

recursiva primitiva.
Prova:

A prova é analoga ao corolario 1.

2.3. RELACOES E PREDICADOS RECURSIVOS PRIMITIVOS

Como sabemos, em Teoria da Computabilidade trabalhamos apenas com
nameros naturais. Dessa forma, dizemos que uma relacdo numérica n-aria R (n = 1),

€ um subconjunto de N™.
Definigdo 5: A funcao caracteristica de uma relagédo n-aria R € a seguinte:

1, se (xq,..,x,) ER

XR(xl’ ---:xn) = {O, se (xl, ...,xn) €R

Definicdo 6: Uma relagdo R(xy, ..., x,) € recursiva primitiva se e somente se sua

funcdo caracteristica yz (x4, ..., x,,) € recursiva primitiva.
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Teorema 4: A classe das relacdes recursivas primitivas n-arias é fechada sob as

operacoOes de unido, intersecado e complemento.

Prova:

Dadas duas relacdes recursivas primitivas n-arias, a saber, R e S, e suas

respectivas funcdes caracteristicas yj € xs, temos:

1 xrus = (Xr + Xs) = (Xr-Xs)
2. XrRns = XR-Xs
3. xg =1+ 1r

Ja a contrapartida linguistica das relagdes numéricas, € o que chamamos de
predicado numérico. Vale ressaltar que o conjunto dos predicados numéricos € infinito
enumeravel, ao passo em que o conjunto das relacdes € infinito ndo-enumeravel.
Portanto, h& relagbes para as quais ndo existem contrapartida linguistica. Um
predicado numérico n-ario (n = 1), € uma expressdo com n variaveis (com ou sem
subscrito), que torna-se uma sentenca (verdadeira ou falsa) quando estas variaveis
sdo substituidas® por nimeros naturais. Para darmos um exemplo, considere a
seguinte expressédo: x +y = 4. Como sabemos, esta expressdo ndo constitui uma
sentenca, entretanto, quando substituimos as variaveis por numeros, obtemos uma

sentenca que pode ser verdadeira: 2 + 2 = 4; ou falsa: 2 + 3 = 4.

Observacéao: Fazendo uso dos quantificadores V e 3, podemos também quantificar

as variaveis de um predicado para obtermos uma sentenca.

Definicdo 7: Se P(x4, ..., x,,) € um predicado n-ario, sua extensdo € a relacédo n-aria
{(xq, ..., %) : P(xq, ..., x,)}. Ou seja, 0 conjunto de todas as n-uplas (x4, ..., x,,) para as

quais P(x,, ..., x,) € verdadeiro.

3 Uma variavel que ocorre mais de uma vez na expressio, € substituida pelo mesmo nimero natural.
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Exemplo: Considere o predicado x +y = 4. A sua extenséo, {(x,y) : x+y =4}, €
constituida por todos os pares ordenados que o tornam verdadeiro, a saber, (2,2),
(3,1), (1,3), (4,0) e (0,4).

Definicdo 8: A funcéo caracteristica de um predicado n-ario P(xy, ..., x,), € a funcéo
caracteristica de sua extensédo {(xy, ..., x,) : P(xq,...,x,)}, € € escrita yp(xq, ..., %,).

Dessa forma, temos:

yo(x %) = {1, se P(xy, ..., x,) é verdadeiro
PR 0, caso contrario

Definicdo 9: Um predicado n-ario P(x4, ..., x,) € recursivo primitivo, se sua funcéo

caracteristica € recursiva primitiva.

Dado um ou mais predicados, podemos obter novos predicados fazendo uso
dos conectivos proposicionais. O teorema a seguir mostra que, se os predicados
previamente dados forem recursivos primitivos, os que obteremos com auxilio dos

conectivos proposicionais também serdo recursivos primitivos.

Teorema 5: Se R(xy,...,x,) € S(xy4,...,x,) Sao predicados recursivos primitivos n-

arios, entdo os seguintes predicados sao recursivos primitivos:

1. =R(xq, .., Xp)

2. R(xq, e, xp) N S(xq, ., Xp)
3. R(xq, e, X)) V S(xq, e, Xp)
4. R(xq, e, %) = S(xq, 0, Xp)
5. R(x1, e, Xp) © S(xq, .00, %)

Prova:

Ly r=1=xg
2. Xras = XR - Xs
3. Xrvs = (Xr + Xs) = (Xr-Xs)

4. Xr—s = X-Rvs
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S. Xros = X(R-S)A(S—R)
Além dos conectivos proposicionais, podemos também aplicar o0s
quantificadores limitados a predicados recursivos primitivos (n + 1)-arios previamente
dados, com (n = 0), para obtermos novos predicados recursivos primitivos (n + 1)-

arios. Estes quantificadores limitados serdo definidos a seguir.

Definicao 10:

\/P(xl, vy X V) © P(x1,0,%,,0) VP(xq, o, X, DV . VP(Xq, 0, X0, 2 — 1)

\/P(xl, vy X V) © P(x1,0.,%,,0) VP(xq, .o, x, 1) V.o VP(Xq, ., Xp, 2Z)

/\P(xl, vy X, V) © P(xq, .0, x0,0) AP(Xq, 0, %, 1) Ao AP(Xq, 00, X, 2 — 1)

/\P(xl,...,xn,y) o Pty Xy 0) APCXL, s Xy 1) A oo AP(Xy, e X 2)

Os simbolos V e A, denotam o quantificador limitado existencial, e o

quantificador limitado universal, respectivamente.

Teorema 6: Se P(xq,..,x,,y) € recursivo primitivo, entdo V,, P(xy,..,xn,y) €

recursivo primitivo.
Prova:
Seja Q(xy, ..., xn, z) 0 predicado V, , P(xy, ..., X, y). Entdo:

XQ(xlr e X, Z) =S5g ZXP(xlf o Xn, y)

y<z

Corolario 3: Se P(xy,...,x,,y) € recursivo primitivo, entdo Vy<,P(xq,...,x,,Yy) €

recursivo primitivo.
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Prova:
Seja R(xy, ..., xp, z) 0 predicado V<, P(xy, ..., X, ¥). Entao:

XR(xli e X, Z) =Ssg ZXP(xll '")xn’y)

y<z

Teorema 7: Se P(xy,..,x,,y) € recursivo primitivo, entdo Ay, P(xy,..,xn,y) €

recursivo primitivo.

Prova:

Seja S(xy, ..., xp, z) 0 predicado Ay, P(xy, ..., x,,y). Entdo:
XS(le v Xy Z) = HXP(xli v Xy y)

y<z

Corolario 4: Se P(xy,...,x,,y) € recursivo primitivo, entdo Ay<,P(xq,...,x,,Yy) €

recursivo primitivo.

Prova:

Seja T(xy, ..., Xy, z) 0 predicado Ay, P(xy, ..., Xn, y). Entao:
XT(xll e Xn, Z) = l_IXP(xli v X J’)

y<z

Apresentaremos a seguir, em forma de teorema, alguns predicados recursivos

primitivos que serao retomados adiante.
Teorema 8: Os seguintes predicados s&o recursivos primitivos:
ax=y

Prova: Sua funcéo caracteristica € dada por sg |x — y|
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b)x <y

Prova: Sua funcéo caracteristica € dada por sg(y = x)
C) x| y, isto é, “x divide y”

Prova: Sua funcéo caracteristica € dada por sg (Rm(x, y))
d) Primo(x), isto é, “x é primo”

Prova: Primo(x) se, e somente se,x #0 A x#1 A /\ysx(y |lx - (y=1Vvy= x)).
Sua fungéo caracteristica é dada por:

(sglx = 0l.sglx = 1).| [ (s9(Rm(. ) +s9Galy — 11 + 5gly — xD)

y<x

Definiremos agora o u-operador limitado, que quando aplicado a predicados

(n + 1)-arios ja definidos, nos permite definir fungdes recursivas primitivas.
Definicdo 11:

{0 menor yt.q.0 <y <zeP(xq,..,X,Y),Se \/P(xl, ey X, YY)

y<z

Hy<z P(Xl, o Xy y) = !

LO, se —l\/P(xl, iy X, V)

y<z

Teorema 9: Se P(xy,...,xn,y), n =0, € um predicado recursivo primitivo, entdo a

funcéo py, P(x4, ..., xn, y) € recursiva primitiva.

Prova:

yez POy, ) = 5G| D spCras o) | (] |50 Gets om0

y<z y<z \usy
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Observacdo: Se ndo existe y<z tal que P(xq,..,x,Yy) , entdo
sg(Xy<zxp(x1, ..., %, ¥)) =0 . Entretanto, se existe tal y , entdo
sg(2y<z)(p(x1, ...,xn,y)) =1, e 0 menor y < z serd o valor determinado pela outra
funcdo, a saber, Y, (ITu<ySgxp(xs, .., %, 1)) , que soma 1 cada vez que

xp(x1, .., xp,u) = 0, para u < y. Esta fungéo é desenvolvida da seguinte forma:

ﬂ@xp(xl, o Xy U) + H@)(p(xl, v X, W)+ 1_[ sgxp(xq, e, Xp, )

u<0 us<il usz-1

Exemplo: Considere o predicado P(x,y) como (x < y). Dessa forma, aplicando o u-
operador limitado a ele e atribuindo para x e z os valores 1 e 3 respectivamente,

temos:

byes P =13 (| 5900w

y<3 \usy

Agora fazemos 0s seguintes calculos:

[ [smraw+] [ssoaw+] [srew

us<o0 us1l us2

@XP(llo) +
sgxp(1,0) .sgxp(1,1) +
sgxp(1,0) .5gxp(1,1) .5gxp(1,2)

Isto &, 1 + (1.1) + (1.1.0) = 2.

2.4. ARITMETIZACAO DAS FUNCOES E DERIVACOES RECURSIVAS PRIMITIVAS

De forma analoga a aritmetizacdo das maquinas de Turing vista no capitulo
anterior, apresentaremos aqui a aritmetizagao das funcdes e derivacdes recursivas

primitivas. Como a classe das funcdes recursivas primitivas é fechada sobre as
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funcBes bésicas e sobre as operagbes de composicdo e recursdo primitiva,

atribuiremos inicialmente as func¢des basicas a seguinte codificacéo:
c(N)=11
c'(S) =13

c(U") = pis

Observacao: Atribuimos o simbolo ¢’ para codificar as fungdes e o simbolo ¢ para

codificar as derivagodes.

Codificaremos a seguir funcdes obtidas pela operacédo de composi¢cao. Quando
f(xg, e xp) = h(gl(xl, vy Xn)y v G (X4, ...,xn)), sendoc'(h)=aec(g;) =a; paral<

i <m, entdo:

am

¢'(f) = 2%.3P6" . Pms

Exemplo: Dada a funcéo f(x) = S(Ull(x)), 0 numero de Gddel para ela sera:

¢'(f) = 20 3270 i3 g2y

No que diz respeito a codificacdo das funcdes obtidas pela operacdo de

recursao primitiva, quando f € obtida de g e h, sendo c'(g) =b e ¢’(h) = d, entéo:
c'(f)= 5b. 74
Exemplo: Considere a seguinte fungao:

f(x,0) = N(x)
f,SO) = U3 (x5, f(x, )

O numero de Godel para ela sera o seguinte:
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¢(f) = 50 7e3) = g1 729

Ao passo em que apresentamos a aritmetizacédo para as funcdes recursivas
primitivas, apresentaremos agora a aritmetizacdo para as derivacdes recursivas
primitivas. Seja B uma derivagao recursiva primitiva com n passos, = (B1,...,n). Dito

isto, a codificacado para 3 é obtida da seguinte forma:

c(B) = npic’(ﬁi+1)

i<n

Exemplo: Voltemos ao exemplo de derivacao recursiva primitiva para a fungdo soma

apresentado no inicio do capitulo:

B1l. S(x) =x+1 funcéo inicial
B2. U3(x,y,z) = z funcdo inicial
B3. go(x,y,2) = S(U3(x,y,2)) 1,2/composi¢do
B4. Ul(x) = x funcéo inicial
B5. g1(x,0) = Ui (x)
91(x,S®)) = go(x,¥,9:(x,y)) 4,3/ recursdo primitiva

Para codificarmos B, precisamos inicialmente codificar cada funcéo de B da

seguinte forma:

c'(By) =c'(S) =13
¢'(B) = c'(U3) = p3is

3
P3+5

c'(B3) = c'(go) = 2"3. 3P0
c'(By) =c'(UD) = p%+5

P
¢ (Bs) = c'(gy) = 5P 72 A0

Feito isto, codificaremos 3 como segue:
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c(B) = 2¢'® . 3¢'(UD)  5¢'(g0) | 7¢'(U1) | 11¢" (a0

3
DP3+5

03
213 3Po>*® 5213 3P0

= 213, 3P . 5 7Phes | 115745,

Como vimos na aritmetizacdo das maquinas de Turing, assim como podemos
codificar as funcdes e derivacdes recursivas primitivas, também podemos, dado um
namero natural n, decodifica-las, da seguinte forma: fatoramos n em fatores primos,
depois fatoramos seus expoentes em fatores primos, e assim por diante, até obtermos
uma expressao constituida somente de primos. Dessa forma, se n for um namero de

Godel n6s podemos encontrar a derivagao recursiva primitiva da qual n é codigo.
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3. ALGUNS RESULTADOS PARA A CLASSE DAS FUNCOES RECURSIVAS
PRIMITIVAS

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados para a classe das funcdes
recursivas primitivas, tais como: a existéncia de um algoritmo reconhecedor para a
classe das derivagbes recursivas primitivas, funcdo universal para a classe das
funcdes recursivas primitivas, e por fim, mostraremos através de uma generalizacao
do método da diagonal, que existe ao menos uma funcédo que é algoritmica e ndo é

recursiva primitiva.

3.1. ALGORITMO RECONHECEDOR PARA A CLASSE DAS DERIVACOES
RECURSIVAS PRIMITIVAS

Quando falamos em um algoritmo reconhecedor para uma classe de
algoritmos, entendemos um algoritmo que decide se um dado conjunto de instrucdes
pertence ou ndo a classe. A existéncia de um algoritmo reconhecedor para uma classe
de algoritmos é a solucao para o problema de deciséo dessa classe.

Apresentaremos nesta se¢ao, resposta para a seguinte questao: dada a classe
das derivacdes recursivas primitivas, ha um algoritmo reconhecedor para ela? Bem,
de acordo com Dias e Weber (2010), sabe-se que n&o existe um algoritmo para
decidir, dado um conjunto finito (ndo-vazio) de instrucdes, se este conjunto pertence
ou nao a classe de todos os algoritmos. Entretanto, existe um algoritmo reconhecedor
para uma subclasse desta classe supracitada, a saber, a classe das derivacdes
recursivas primitivas.

Provamos intuitivamente a existéncia de um algoritmo reconhecedor para a

classe das derivagOes recursivas primitivas, da seguinte forma:
Seja DRP = {x : x é codigo de uma derivagio recursiva primitiva}
Sua funcao caracteristica € a seguinte:

(x) = {1, sex € DRP
XprpX) = 10 sex & DRP
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Esta fungdo caracteristica é algoritmica. De fato, como foi mostrado na sec¢éo
2.4, dado um numero natural x, quando vocé o decodifica, vocé tem como saber se x

> c6digo ou ndo de uma derivacao recursiva primitiva. Isto encerra a prova.

Observacdo: Embora tenhamos provado que essa funcdo caracteristica é
algoritmica, isto €, que existe um algoritmo para computé-la, nés ndo sabemos como

construir um algoritmo especifico para ela.

Com base no algoritmo reconhecedor para a classe das derivacdes recursivas
primitivas, podemos listar todas as derivagbes recursivas primitivas, definindo a

seguinte fungao:

f(0) = .Uy()(DRP()’) =1)
f(n+1) = ,uy(XDRP(y) =1Ay> f(n))

Ao passo em que fatoramos 0s numeros naturais no segmento inicial dos
nameros primos, quando encontramos 0 primeiro nimero que é codigo de uma
derivacao recursiva primitiva, este codigo nos dara a primeira derivacao da lista, a
saber, f(0). O segundo nos dara a segunda derivacao da lista, isto &, f(1). O terceiro
nos dara f(2). E assim sucessivamente. Esta lista € infinita, porém, cada derivacao

pode ser encontrada em algum ponto finito da mesma.

3.2. FUNCAO UNIVERSAL PARA A CLASSE DAS FUNCOES RECURSIVAS
PRIMITIVAS

Nesta secdo definiremos uma funcéo universal para a classe das fungdes
recursivas primitivas, e mostraremos adiante que embora essa fungcdo nos permita

listar e computar todas as fungdes recursivas primitivas, ela ndo € recursiva primitiva.

Definicdo 1: Uma funcdo universal U para uma classe C de fun¢des n-arias, com
(n = 1), € uma funcdo 1 + n-aria que enumera as funcdes de C e seus argumentos.

Portanto:
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(P (Y1s s Vi), se Px (Y1, s Yn) 4
U1, e Jn) = {T, se 0, (¥1, 0, y) T

Observacao: ¢, é a funcéo cuja derivacao tem como cédigo x.

Definindo U para a classe das fungdes recursivas primitivas n-arias, temos:

Or) Vs Yn) S€ Py (V1 s V) 4
U(f(x), vy, .., =
(f( ) Y1 yn) {T ) se (pf(x)(ylf ---'yn) T

De posse dessa fungédo universal, podemos listar e computar efetivamente

todas as funcdes recursivas primitivas n-arias, como segue:

1. Apoés listarmos efetivamente todas as derivagcfes recursivas primitivas (como
vimos na secdo anterior), podemos listar efetivamente todas as funcbes

recursivas primitivas n-arias, da seguinte forma:

Pr(0) (}’1; o Yn-1 0), Pr(0) (J’1: = Yn-1 1)' Pr(0) (}’1: o Yn-1, 2)
Pr(1) (3’1» o Yn-1 0), Pr(1) (J’1: o Yn-1 1)' Pr(1) (}’1: o Yn-1, 2)
Pr(2) (3’1» o Yn-1 0), Pr(2) (J’1: = Yn-1 1)' Pr(2) (}’1: o Yn-1, 2)

Observacéo: Percebe-se que @) (¥4, .-, ¥n-1,2) € a fungdo recursiva primitiva n-
aria cuja derivacdo tem como codigo f(x) e (y1, ..., Yn-1,Z) COMoO argumentos. Os

argumentos (yy, ..., Yn—1) Sao fixados aqui como parametros.
2. U computa todas as fungdes recursivas primitivas n-arias da seguinte forma:

Como vimos, U(f(x),y1, ., ¥n) = @re)Y1, -, ¥n) . Dessa forma, se U tem
como argumentos (f(x),y1, -, ¥n), O que temos que fazer € encontrar a f(x)-ésima

derivacéo recursiva primitiva e aplicid-la aos argumentos de ¢, a saber, (4, ..., Vn)-
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Quando, e somente quando, @s)(yy,...,¥,) tem um valor, atribua esse valor a
U(f(x),y1,..,¥n). Entretanto, como toda funcdo recursiva primitiva é total, sempre

haverd um valor para U(f (x), Y1, «» Yn)-

Observacao: Podemos reduzir todas as funcdes recursivas primitivas n-arias, com
(n = 2), a funcdes recursivas primitivas de uma variavel, através da fungéo J de

Cantor* — a qual ndo apresentaremos aqui — que nos possibilita codificar n-uplas.

3.3. NEM TODA FUNCAO ALGORITMICA E RECURSIVA PRIMITIVA

Como vimos na sec¢do 2.1, toda funcéo recursiva primitiva € algoritmica, e
portanto, via tese de Church-Turing, € Turing-computavel. Entretanto, o contrario nao

acontece, isto €, nem toda fungéo algoritmica é recursiva primitiva.

Teorema 1: Para toda classe de fun¢des recursivas primitivas n-arias (n = 1), existe

ao menos uma funcao n-aria que é algoritmica, e ndo € recursiva primitiva.

Prova:

Tendo em vista as consideracoes feitas nas secfes 3.1 e 3.2, vamos mostrar
através de uma generalizacdo do método da diagonal — método que pode ser aplicado
a uma variedade de classes formalmente caracterizadas de funcdes, e que, em cada
caso, a partir do tracado da diagonal a uma classe previamente dada, produz uma
funcd@o que nao pertence a classe —, como construir uma fungéo algoritmica que nao

€ recursiva primitiva.

Defina a seguinte funcdo: gy, ., Vn-1,X) =U(f(X), V1, e, Vn—1,X) +1 =
©re) Y1 - Yn—1,x) + 1. Sabemos que g € algoritmica, pois para computa-la, basta
encontrarmos @) (¥4, ..., ¥n—1,x) Na lista de todas as fungées recursivas primitivas, e

somar 1 ao seu valor. Agora, suponha que g € uma fungao recursiva primitiva n-aria.

4 Uma exposicéo detalhada a cerca dessa fungéo, pode ser encontrada em DIAS, Matias Francisco e
WEBER, Leonardo. Teoria da recursdo. Sdo Paulo: Ed. UNESP, 2010, p.134.
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Se isto ocorre, entdo g € uma das fungdes da lista, isto €, g = @f;) para algum i.
Portanto, g(y1, ..., Yn-1,1) = @ri)(Y1, -, ¥n-1,1) . Mas, por definicdo, temos que,
I s Yn—1,1) = @iy (Y1, -, Y1, 1) + 1. Portanto, temos que, @iV, oes Yn-1,0) =
©reyY1, - ¥n-1,1) + 1, 0 que nos leva a uma contradi¢do. Dessa forma, concluimos
que, embora g seja algoritmica, ela ndo esta na lista e portanto ela ndo é recursiva
primitiva.

7

Provamos acima que nem toda funcd@o algoritmica é recursiva primitiva.
Apresentaremos a seguir, como corolario, que a funcao universal para a classe das
funcdes recursivas primitivas, apresentada na se¢édo 3.2, é algoritmica mas nao é

recursiva primitiva.

Corolario 1: A funcdo universal definida para a classe das funcbes recursivas

primitivas ndo € recursiva primitiva.

Prova:

Com base nos resultados anteriores, e levando em consideracao que podemos
reduzir todas as fungdes recursivas primitivas n-arias a fungdes recursivas primitivas
de uma variavel, apés listarmos efetivamente todas as derivacdes recursivas
primitivas, listamos todas as fun¢des recursivas primitivas de uma variavel da seguinte

forma:

Definimos U(f(x),y) = ¢fu)(¥), € portanto temos a seguinte listagem:

Pr(0) (0), ‘Pf(o)(l)' <Pf(o)(2)
Pr(1) (0), Pr(1) (1), Pr(1) (2) -
Pr2) (0), ‘Pf(z)(l)' <Pf(2)(2)

Agora que temos uma lista com todas as fungdes recursivas primitivas de uma
variavel, mostraremos por diagonalizacdo que a funcdo universal para a classe das

funcdes recursivas primitivas nao é recursiva primitiva.
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Hipétese: Se U(f(x),y) = ¢rx)(y) € recursiva primitiva, entdo U(f(x),x) =

©re)(x) = h(x) € recursiva primitiva por composicéo.

Defina a seguinte funcéo g(x) = h(x) + 1 = @s)(x) + 1. Sabemos que g é
algoritmica. De fato, basta encontrarmos ¢(.)(x) na lista de todas as fungGes
recursivas primitivas, e somar 1 ao seu valor. Agora, suponha que g(x) é uma fungéo
recursiva primitiva de uma variavel. Se isto ocorre, g € uma das funcgdes da lista, isto
€, g = @rx) para algum k. Portanto, g(k) = @ru)(k). Mas por definicdo, g(k) =
©rx) (k) + 1. Portanto, temos que, @ru)(k) = @rxy(k) +1, 0 que nos leva a uma
contradicdo. Dessa forma, concluimos que, embora g seja algoritmica, ela ndo esta

na lista, e portanto, ela ndo é recursiva primitiva.

Percebe-se que se U(f(x),y) fosse recursiva primitiva, entdo U(f(x), x) seria
recursiva primitiva, e portanto U(f(x),x) + 1 seria recursiva primitiva. Entretanto,

temos que U(f(x),x) + 1 = @r)(x) + 1 = g(x), que ndo é recursiva primitiva.
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CONCLUSAO

Vimos que, a classe das fun¢des recursivas primitivas constitui uma subclasse
das fun¢bes Turing-computaveis. Embora a classe das fungdes recursivas primitivas
nao seja equivalente a classe de todas as fun¢des algoritmicas, trabalhamos com esta
classe especial de funcdes pelo fato de que muitas das fun¢cées que conhecemos
como algoritmicas, como por exemplo, a soma, a multiplicacdo, a exponenciacao,
entre outras, sdo recursivas primitivas. Como a classe das funcdes recursivas
primitivas ndo da conta de todas as fun¢des algoritmicas, apresentamos, num primeiro
momento, uma das mais conhecidas tentativas de se formalizar a noc¢éo intuitiva de
algoritmo, a saber, a teoria das maquinas de Turing, para so entdo podermos trabalhar
com a classe das funcdes recursivas primitivas e chegar a resultados importantes para
esta classe.

Para que pudéssemos alcancar nossos objetivos, dividimos nosso trabalho em
trés capitulos porque na primeira parte precisamos apresentar através de algumas
definicdes, a teoria das maquinas e programas de Turing, a qual constitui uma versao
formal para a nocao intuitiva de algoritmo. Isto, para que na segunda parte
pudéssemos apresentar a aritmetizacdo das maquinas de Turing, isto é, mostrarmos
como codificar essa teoria, atribuindo nimeros naturais aos componentes basicos de
sua linguagem, com o fim de traduzir seus enunciados metalinguisticos na linguagem-
objeto da aritmética. De posse desses resultados, pudemos apresentar, na terceira
parte, a famosa tese de Church-Turing em suas duas versoes, a estrita e a ampla.

A partir de entdo, foi preciso organizar o segundo capitulo em quatro partes.
Na primeira parte, precisamos exibir a classe das funcfes recursivas primitivas por
meio de definicdes e teoremas, e mostrarmos que ela constitui uma subclasse das
funcdes Turing-computaveis. Em seguida, precisamos apresentar atraves de algumas
definicbes, teoremas e corolarios, as operacdes de soma e produto limitado, as quais,
quando aplicadas a fun¢des recursivas primitivas, geram novas funcdes recursivas
primitivas. De posse disso, introduzimos, na terceira parte, relagcdes e predicados
recursivos primitivos, para, na quarta parte, apresentarmos a aritmetizacéo da classe
das fungdes recursivas primitivas.

Tendo exibido a classe das fungbes recursivas primitivas, apresentamos no

Nosso terceiro e Ultimo capitulo, solugdes para as trés questdes concernentes a esta
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classe de fungdes, que propomos como objetivo do nosso trabalho. Nossos resultados

mostram que:

1. Existe um algoritmo reconhecedor para a classe das derivagdes recursivas
primitivas, a qual constitui uma subclasse da classe de todos os algoritmos.
Consideramos inicialmente o conjunto DRP e sua funcao caracteristica. A partir
disso, mostramos que essa funcao caracteristica é algoritmica, isto €, existe
um algoritmo para computa-la. Contudo, embora essa funcao seja algoritmica,
nos ndo sabemos como construir um algoritmo especifico para ela.

2. Existe uma funcao universal para a classe das funcdes recursivas primitivas.
De fato, definimos uma funcdo 1 + n-aria que enumera e computa todas as
funcdes recursivas primitivas n-arias (n = 1).

3. Toda funcéo recursiva primitiva é algoritmica, mas nem toda fungéo algoritmica
€ recursiva primitiva. Como toda funcdo recursiva primitiva é algoritmica,
concluimos, via tese de Church-Turing, na sua versdo estrita, que todas as
funcdes recursivas primitivas sdo Turing-computaveis. Entretanto, o contrario
nao vale, isto é, toda funcéo recursiva primitiva € Turing-computéavel, mas nem
toda funcdo Turing-computavel é recursiva primitiva. Dessa forma, provamos,
através de uma generalizacdo do método da diagonal, que existe ao menos
uma funcéo Turing-computavel que néo é recursiva primitiva. Portanto, se toda
funcdo recursiva primitiva € Turing-computavel, mas nem toda fung¢éo Turing-
computavel é recursiva primitiva, a classe das fungbes recursivas primitivas
constitui uma subclasse das fun¢des Turing-computaveis. Como consequéncia
desse resultado, mostramos também, através do método da diagonal, que
embora a funcdo universal para a classe das fungcbes recursivas primitivas
enumera e computa todas as fung¢des recursivas primitivas n-arias, ela ndo é

recursiva primitiva.

Embora estas questdes ja tenham sido por demais discutidas, a abordagem e
0s resultados aos quais chegamos aqui foram apresentados diferentemente das
formas como s&o expostos nos manuais pesquisados na literatura. A analise que
fizemos das funcbes recursivas primitivas possibilita também uma melhor
compreensao da classe das fungBes algoritmicas, no sentido de que esta classe

possui um algoritmo reconhecedor e uma funcdo universal, caracteristicas que a
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classe das fun¢des algoritmicas ndo possui. De todas as maneiras, temos que nossa
andlise favorece a uma compreensdo mais acurada da classe das funcdes

algoritmicas.
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