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ABSTRACT

Recent observations seemed to indicate that the rate of the expansion
of the universe is accelerating. Such observation, along with the fact
that only approximately 5% of its content is composed of barionic
matter, suggests that it is necessary to modify general relativity, in
order to explain this acceleration. In this thesis, we study some well-
known proprosal for such endeavour, such as f(R) theories of gravity,
Brans-Dicke theory and Lovelock theories. These models are studied
in three subjects, namelly: The relation between these theories, in par-
ticular, the correspondence between Brans-Dicke and f(R) theories;
classical gravitating solutions involving cosmic strings; and the quasi-
normal modes of black holes, in composition with topological defects
(cosmic strings and monopoles). The classical solutions are studied
numerically, and the astrophysical and cosmological effects due to
the defect are analyzed. We found that, for a specific class of f(R)
theories, such as f(R) = R —2A + «R? + BR™, with m > 2, the angu-
lar deficit generated by the defect is attenuated, and the attenuation
increases as the value of m decreases. In the context of quasinormal
modes, we calculate the spectrum of quasinormal modes of a black
hole, with a global monopole, in f(R) theories. After that, we study
how this spectrum differs from the same system in general relativ-
ity. We also calculate the spectrum of a black hole, with a cloud of
strings, in Lovelock gravity. After that we study how this spectrum
differs from the spectrum of the same system, without the clound of
strings. Also, we compare it with the same system, with a cloud of
strings, but now in general relativity.



RESUMO

Observagdes recentes sugerem que o universo estd se expandindo
aceleradamente. Este fato, juntamente com a descoberta que apenas,
aproximadamente, 5% de sua composi¢do é relativa a matéria bar-
idnica conhecida, representam indicios de que a teoria gravitacional
proposta por Einstein deva ser modificada. Nesta tese, estudamos al-
gumas das propostas mais conhecidas de teorias modificadas da grav-
itagdo, a saber, teorias f(R), Brans-Dicke e de Lovelock. Estas teorias
sdo estudadas dentro de trés contextos especificos: A relacdo entre es-
sas teorias, especificamente, a correspondéncia entre as teorias f(R) e
Brans-Dicke; solugdes classicas que envolvem cordas césmicas; e o es-
pectro de emissdo de ondas gravitacionais, a partir de buracos negros,
em conjunto com defeitos topolégicos (cordas césmicas e monopolos).
As solugoes cléssicas sdo estudadas numericamente, e efeitos astrofisi-
cos e cosmolégicos gerados por tais defeitos sdo, entdo, analisados.
Encontramos que, para uma classe especifica de teorias f(R), a saber,
f(R) = R—2A + aR? + BR™, com m > 2, o déficit angular gerado
pela corda é atenuado, e a atenuagdo ocorre com mais intensidade
para menores valores da poténcia m. No estudo dos modos quasinor-
mais, investigamos como o espectro dos modos em um buraco negro,
com um monopolo global, em teorias f(R), diferem do mesmo sistema
no contexto da relatividade geral. Realizamos também estudo semel-
hante para um buraco negro, com uma nuvem de cordas, em teorias
de Lovelock, e analisamos como a introduc¢do da nuvem de cordas
altera o espectro dos modos, em relagdo a0 mesmo sistema sem a
presenga desta nuvem, assim como em relacdo ao mesmo sistema na
relatividade geral.

Vi



Se a vida lhe der limdes,
faga uma limonada (ou uma caipirinha).

— Ditado Popular

AGRADECIMENTOS

Gostaria de agradecer ao meu orientador, prof. Valdir Bezerra, por
todo o apoio durante esses tltimos seis anos. Pelas conversas sobre
fisica, filosodficas, e também pela precisdo cirtrgica de retirar o supér-
fluo de um texto, mantendo apenas o essencial. Agradeco a todos
os professores do departamento de fisica, desta universidade federal,
que contribuiram de uma forma ou de outra para minha formacéo.

Devo agradecer também aos professores José Helayel Neto e Jorge
A. Vieira, verdadeiros mestres na arte diddtica. Ao professor Hen-
rique Boschi, meu orientador de graduacdo, por além de estar sem-
pre disposto a ajudar, ser uma pessoa fantdstica. Também a professora
Betti Hartmann, cujo ensinamento de métodos numéricos possibilitou
a realizagdo desta tese.

Aos amigos, que tornam o mundo destas geometrias fantasticas
menos inabitados. Sem a convivéncia com eles, é possivel que a gente
se perca dentro de algum buraco negro, pelo caminho. E uma pena
que, em algum momento, cada um tome sua prépria geodésica, e a
forca de maré nos separe.

Aos meus pais, pelo apoio incondicional dado durante os dltimos
trinta e cinco anos. Sei que ndo sdo todos que tiveram o mesmo car-
inho, e a mesma liberdade, que eu tive. Muito obrigado.

Em especial, queria agradecer a Regine Wieseler, pelo acolhimento
desta familia de brasileiros, na Alemanha. Continuamos a pedir des-
culpas pelas manchas de café.

Por fim, para Deise e Benjamim, é claro. Por todos os momentos
passados juntos. Por aceitar se casar com alguém de chinelos. Pelas
caminhadas por Vegesack. Se perdi a capacidade que ja tive, quando
crianga, de teletransportar-me do sofa para o quarto, ao adormecer,
agora virei eu o teletransportador. There is no place like home.

vii






CONTEUDO

1

ii

INTRODUCAO 1
TEORIAS DA GRAVITAGAO 5
MODELOS DE GRAVITAGAO 7
2.1 Fundamentos da relatividade geral 7
2.2 Conceitos de geometria diferencial 8
2.2.1 A derivada exterior 11
2.2.2 A métrica 11
2.3 Cinematica 12
2.3.1 A 2-forma de curvatura 14
2.3.2 A conexdo afim 15
2.4 A equacdo de Einstein 15
2.4.1 Elementos de volume 16
2.4.2 A acdo de Einstein-Hilbert em formas diferenci-
ais 17
2.4.3 Adicionando novos termos 18
2.5 Teorias de Lovelock 18
2.6 Teorias f(R) 20
2.6.1 Equagdes de campo 21

2.7 Teoria de Brans-Dicke 23

SOLUGOES EXATAS E CORRESPONDENCIAS ENTRE TEO-
RIAS 27

3.1 A correspondéncia entre teorias f(R) e Brans-Dicke 27
3.2  Solugdes exatas em teorias f(R) 29

3.3 O monopolo global em teorias f(R) 32

3.4 O método reconstrutivo em Brans-Dicke 34

DEFEITOS TOPOLOGICOS 39
KINKS E CORDAS COSMICAS 41
4.1 Sélitons 41
4.2 Kinks 41
421 O método de Bogomol'nyi 44
4.3 Vortices e cordas césmicas 46
4.4 A corda Abeliana na relatividade geral 49
4.4.1 O limite BPS no caso y = 0. 55
A CORDA ABELIANA NA GRAVITAGAO DE STAROBINSKY
ESTENDIDA 59
5.1 Starobinsky sem constante cosmoldgica 60
5.2 A corda abeliana no modelo de Starobinsky estendido
5.3 Starobinsky e Starobinsky estendido com constante cos-
molégica 70

ix



X CONTEUDO

iii

iv

5.3.1 A corda Abeliana em de Sitter na gravitagdo de
Einstein 75

5.3.2 A corda Abeliana em de Sitter no modelo de
Starobinsky 76

MODOS QUASINORMAIS 81

MODOS QUASINORMAIS NO MONOPOLO GLOBAL EM f(R)

6.1 Os modos quasinormais 83

6.2 O método WKB 84

6.3 O monopolo global 86

6.4 Modos quasinormais escalares 89

6.5 Modos quasinormais espinoriais 97

NUVEM DE CORDAS EM TEORIAS DE EINSTEIN-GAUSS-

BONNET 103

7.1 Nuvens de cordas na relatividade geral 103

7.2 Solugdes esfericamente simétricas em dimensdes supe-
riores 105

7.3 A nuvem de cordas em Einstein e Einstein-Gauss-Bonnet
7.3.1 A nuvem de corda na relatividade geral. 110
7.3.2 A nuvem de cordas na teoria de Einstein-Gauss-

Bonnet 111
7.4 Os modos quasinormais da nuvem de cordas 113
CONCLUSOES 121

APENDICES 125

EQUAGOES DE CAMPO E TENSOR DE ENERGIA-MOMENTO
PARA A CORDA ABELIANA 127

EQUACOES DE CAMPO PARA TEORIAS f(R) DA GRAVI-
TACAO 131

BIBLIOGRAFIA 135

83

109



LISTA DE IMAGENS

Figure 1

Figure 2

Figure 3
Figure 4

Figure 5

Figure 6

Figure 7

Figure 8

Figure 9
Figure 10

Figure 11

Configuragdo de campo de um Kink para A =
2 en = 1. Esta configuracdo estende-se até o
infinito em ambas as dire¢des. 43
Densidade de energia de um kink localizado
na origem. Notamos que existe um pico de en-
ergia ao redor da localiza¢do do kink, e esta en-
ergia diminui rapidamente a medida que nos
afastamos dele. 44

Perfil dos campos escalar e de gauge para difer-

entes valores de «. 53
Métrica induzida por uma corda césmica para
diferentes valores de . 54

Campos de matéria e fungdes da métrica para
a corda Abeliana no modelo gravitacional de
Starobinsky. Os parametros utilizados sdo & =
1.0,y =13e&=0.001. 63

Solug¢des numéricas da corda césmica no mod-
elo de Starobinky, para « = 2.0 ey = 1.8.
Na parte superior, da esquerda para a direita,
temos & = 0.01 e & = 0.1. Na parte inferior,
da esquerda para a direita, temos & = 1.0 e
& =10.0. 64

Como o déficit angular gerado pela corda cés-
mica é influenciado pelo modelo de Starobin-
sky, fixando-se os parametros « e y, e variando-
se o parametro & de 0.001 até 1000. O eixo ver-
tical mede o déficit angular por 2. 65
Valor critico do parametro y como fungdo de
&, para « = 1. A inclusdo do termo RZ na agao

diminui o valor do déficit angular. 66
Perfil dos campos escalar e de gauge, para difer-
entes valores do parametro &. 66

Energia da corda c6smica em fungdo do parametro

&, para valores fixos dos parametros oce . 67
As fungdes métricas para « = 1.0, vy = 1.0,
& = 0.01 e x = 100 no modelo de Starobinsky
estendido, para diferentes valores da poténcia
m em f(R) = R+ ER? + xR™. A linha continua
representa o modelo na relatividade geral, ou
seja, com & =x = 0. 69

Xi



xii Lista de imagens

Figure 12 Déficit angular gerado pelas corre¢des ctibicas
e de ordem quatro do modelo de Starobinsky
estendidos. Os seis graficos correspondem a
£ =0.001,0.01,0.1,1,10 e 100, respectivamente,
comecando na figura superior a esquerda, 71

Figure 13 Os gréficos acima mostram como o valor de
Yer € afetado pela corregdo ctbica e de quarta
ordem, em rela¢do ao termo quadratico. A comecar
pelo gréfico superior a esquerda, a intensidade
do termo quadrético é dada por & = 0.001,0.1, 1
e 10. 74

Figure 14 Perfil da fun¢do N(x) no modelo de Starobin-
sky. O horizonte cosmolégico ocorre em N(x) =
0. 78

Figure 15 Perfil da fun¢do N(x) no modelo de Starobin-
sky. O horizonte cosmolégico ocorre em N(x) =
0. 79

Figure 16 Potencial efetivo sentido por um campo escalar
no espago-tempo de Schwarzschild em funcao
do parametro 1. 91

Figure 17 Posi¢do do pico do potencial efetivo para o
campo escalar no espago-tempo de um buraco
negro, com um monopolo global, em f(R) 92

Figure 18 Potencial efetivo para o campo escalar no espago-
tempo de um buraco negro, com um monopolo
global, em f(R). Sdo considerados diferentes
valores do parametro . 93

Figure 19 As linhas tracejadas (ao meio) representam os
modos quasinormais para o buraco negro com
um monopolo global em f(R) para 1}y = 0.02
e n — 0. As linhas pontilhadas e tracejadas
(a esquerda) representam o mesmo monopolo
global, porém agora com 8m? = 0.02. As lin-
has continuas (a direita) representam os mo-
dos quasinormais da métrica de Schwarzschild
na gravitagdo de Einstein. 96

Figure 20 Variacdo dos modos quasinormais para n = 0
e 1 = 0 do buraco negro com monopolo global
em f(R) a medida que }p aumenta. 96



Figure 21

Figure 22

Figure 23

Figure 24

Figure 25

Figure 26

A linha pontilhada representa os modos quasi-
normais no espacgo-tempo de um buraco negro,
com um monopolo global, na gravitacdo f(R).
Os parametros utilizados sdo Pp = 0.02, M =1
e 8m? = 107>. A linha continua representa
0 mesmo conjunto de modos na métrica de
Schwarzschild. As unidades estdo em funcao
da massa total. 101

Modos quasinormais para a métrica de Schwarzschild-
Tangherline em D dimensdes, com | = 2 e
n=0. 114

Modos quasinormais escalares para a solugdo
de Boulware-Deser, com 1 =2 e n = 0, para di-
mensdes D = 6,7,8 e 2, em termos do parametro
x. 116

Modos quasinormais escalares para a solugdo
de um buraco negro, com uma nuvem de cor-
das. Os parametros utilizados foram 1 = 2 e
n = 0, para dimensdes D = 5 (esquerda) e
D =7 (direita). 116

Modos quasinormais escalares para a solugao
de um buraco negro, com uma nuvem de cor-
das, na teoria de Einstein-Gauss-Bonnet. Os paramet-
ros utilizados foram 1 = 2 e n = 0, para dimen-
sdo D =7 (acima) e D = 9 (abaixo), variando-
se x. 117

Modos quasinormais escalares para a solugao
de um buraco negro, com uma nuvem de cor-
das, na teoria de Einstein-Gauss-Bonnet. Os paramet-
ros utilizados foram 1 = 2 e n = 0, para dimen-
sdo D =7 (acima) e D = 9 (abaixo) variando-se

n%. 118

LISTA DE TABELAS

Table 1

Table 2

Table 3

Valores de energia (por comprimento) da corda
e déficit angular. 55

Valores de energia (por comprimento) da corda
e déficit angular para « = 1.0,y =1.0em =
3. 72

Valores de energia (por comprimento) da corda
e déficit angular para « = 1.0,y =1.0em =

4, 73

xiii



Xiv

Lista de tabelas

Table 4

Table 5
Table 6

Table 7

Table 8

Table 9

Modos quasinormais da métrica de Schwarzschild
utilizando o método de WKB de quinta or-
dem. 93

Alguns valores numéricos para os modos quasi-
normais da métrica de Schwarzschild. 94
Modos quasinormais para o monopolo na rel-
atividade geral com 87m = 0.02. 94

Modos quasinormais para o buraco negro com
um monopolo global em f(R) tomandon — 0

e Po = 0.02. 95

Modos quasinormais para o buraco negro com
um monopolo global em f(R) tomando n —=
0.02 e Py = 0.02. 95

Modos quasinormais da métrica de Schwarzschild-
Tangherline, utilizando o método de WKB de
quinta ordem, para D=4,5,6,7e 8. 115



INTRODUCAO

z

"Einstein estava certo?" é o titulo de um livro de divulgacéo cientifica
do relativista Clifford M. Will, langado originalmente em 1986". Sua
resposta ndo deixava sombra de daividas: Sim. A relatividade geral
tivera nota primorosa em todos os testes observacionais as quais fora
submetida durante os tltimos cem anos. No entanto, esta tese trata de
teorias modificadas da gravitacdo. Ou seja, sdo teorias que propdem
a substituicdo da relatividade geral por outros modelos. O por que
disso? Por que tentar modificar uma teoria tdo bem sucedida? Ainda
que os motivos sejam varios, ndo é facil dar uma resposta satisfatoria.
O correto é dizer que a gravidade ainda nos fascina, nos intriga, talvez
até nos iluda...

Se o século XX foi o século do infinitamente pequeno, do quanta,
da descoberta do modelo sub-atomico das particulas elementares, é
possivel que o século XXI seja o século do infinitamente grande (ou,
quiga, finitamente grande), do cosmos, da gravidade. Por que o uni-
verso aparenta estar se expandindo de forma acelerada? O que é a
matéria escura? A energia escura? Houve mesmo um periodo infla-
ciondrio do universo, quais foram suas premissas e suas consequén-
cias? Detectaremos ondas gravitacionais? Como, enfim, quantizar a
gravidade?

Das telas de cinema até as salas de aula, a gravidade é um dos as-
suntos da moda. Na busca de uma teoria de tudo, as ideias alcancam
lugares até pouco mais populares em livros de ficgdo-cientifica. Nossa
realidade é feita de cordas, ou de uma espuma de matéria? A quan-
tas dimensoes, de fato, podemos ter acesso? Serd nosso mundo con-
hecido apenas um holograma? E preciso propor, porque é preciso
explicar. Essa tese é sobre propostas que tentaram responder, ainda
que de forma aproximada ou parcial, a questdes que aparentemente
ainda estdo longe de uma resposta satisfatéria.

Nesta tese iremos considerar trés teorias da gravitagdo que modi-
ficam a relatividade geral, a saber, as teorias de Brans-Dicke [BD61],
f(R) da gravitagdo [SF10] e de Lovelock [Lov71]. A teoria de Brans-
Dicke é o exemplo mais popular das teorias ditas escalar-tensorial, e
teve sua origem nos anos 60. Nela, a gravitagdo é mediada ndo apenas
por um tensor de ordem dois, mas também por um campo escalar
que tem o papel de substituir a constante gravitacional de Newton.
As chamadas teorias f(R) da gravitagdo tem uma histéria mais re-
cente, ainda que sua grande generalizacdo ndo nos permita indicar

1 A edigdo Brasileira foi lancada em 1996 pela editora da UNB [Wilg6]



INTRODUGAO

um periodo certo para seu inicio. A ideia bésica é substituir o escalar
de curvatura da acdo de Einstein-Hilbert por uma fungdo analitica do
mesmo. Esta proposta possibilitou a concordancia dos dados obser-
vacionais relativos a aceleragdo do universo em um modelo gravita-
cional, bem como outros cendrios, o que significa dizer que possui
grande generalidade. Dentro do contexto das teorias f(R) iremos es-
tudar em maiores detalhes dois modelos especificos: De Starobinsky,
dado por f(R) = R+ aR?, e de Starobinsky estendido, a saber, f(R) =
R+ aRZ 4+ BR™, com m > 2. O modelo de Starobinsky tem recebido
bastante atencdo, recentemente, por conta de sua boa concordancia
com dados observacionais relativos ao suposto periodo inflacionério
do universo. Por dltimo, iremos apresentar também as teorias de
Lovelock, e em especial o modelo de gravitagdo conhecido como teo-
ria de Einstein-Gauss-Bonnet. A proposta de Lovelock caracteriza-se
por suas equagdes de campo ndo conterem derivadas de ordem supe-
rior a dois, na métrica. Tais teorias sdo vistas como extensdes naturais
da gravitacdo de Einstein em dimensdes superiores.

Estas teorias da gravitagdo, que de fato, sdo modificagdes da grav-
itagdo, serdo entdo utilizadas em trés situagdes distintas. A primeira
relaciona-se com solucoes exatas e dualidades entre teorias, mais es-
pecificamente a dualidade entre as teorias de Brans-Dicke e f(R) da
gravitacdo. A segunda trata de defeitos topoldgicos, que sdo config-
uragdes localizadas de energia > que podem ter sido formados du-
rante uma transicdo de fase no universo primitivo. Defeitos topologi-
cos podem ter um papel relevante em vérios cendrios cosmolégicos,
como nas flutuagdes primordiais de densidade, e também sdo con-
hecidos por seus efeitos astrofisicos, como na emissdo de radiagdo
e em sua atuagdo como geradores de lentes gravitacionais [VSoo].
A observagdo e caracterizacdo de tais defeitos, ou mesmo sua néao-
observacado, deve impor limites aos parametros fisicos relacionados a
sua constitui¢do, como o valor de vacuo do campo escalar que fun-
damenta sua origem. Como tais efeitos relacionam-se diretamente ao
modelo gravitacional proposto para a interagdo com esses defeitos, os
limites para os parametros fisicos devem ser, entdo, fungdo do mod-
elo gravitacional escolhido, ou mais precisamente, dos parametros
do modelo gravitacional escolhido. Como iremos ver, a utilizagdo do
modelo de Starobinsky permite uma liberdade maior para os valores
de vacuo do campo escalar, quando comparados com os resultados
obtidos no contexto da relatividade geral.

Finalmente, iremos tratar do espectro de emissdo de ondas gravita-
cionais por buracos negros, em conjunto com algum defeitos topolégico,
em teorias f(R) da gravitacdo e de Lovelock. Tal espectro de emissao
¢é denotado por modos quasinormais, e possuem duas componentes:
Uma oscilatéria e outra de decaimento. Os modos quasinormais car-

Defeitos topolégicos podem ser infinitamente longos, porém, ao menos em uma
dimensdo espacial eles podem ser precisamente localizados.
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regam informagdes sobre o objeto emissor, e também sobre o mod-
elo gravitacional proposto. Seu estudo tem recebido bastante atencao
nos ultimos anos, e podemos citar dois fatores essenciais para este
fato: O primeiro tem a ver com o forte investimento na construgdo
de detectores de ondas gravitacionais, que sdo naturalmente descrito
pelos modos quasinormais. O segundo é mais tedrico, e esta rela-
cionado com as chamadas dualidades gravitagdo/teorias de gauge,
onde, neste contexto, os modos quasinormais do modelo gravitacdo
estdo relacionados com os polos de um propagador da teoria de
campo dual.

Esta tese estd dividida em seis capitulos, esta introducdo, a con-
clusdo e dois apéndices. No capitulo 2 faremos uma breve revisao
dos conceitos de geometria diferencial utilizados nesta tese, além de
apresentar os modelos gravitacionais que serdo trabalhados. O capi-
tulo 3 trata de algumas solucdes exatas destas teorias, e também da
correspondéncia entre teorias de Brans-Dicke e teorias f(R) da grav-
itagdo. Os dois capitulos seguintes abordam os defeitos topolégicos.
O capitulo 4 apresenta os modelos de kink, vértices e da corda cos-
mica na relatividade geral. Salvo poucas excegdes, tais modelos ndo
possuem solugdo analitica e precisam ser estudados numericamente.
O capitulo 5 trata da corda césmica Abeliana nos modelos de gravi-
tagdo de Starobinsky e de Starobinsky estendido, com a presenca de
uma constante cosmoldgica. Iremos estudar como a introdugdo de
tais termos extras a agdo de Einstein-Hilbert influenciam nos efeitos
cosmologicos e astrofisicos produzidos pela corda. Os capitulos 6 e
7 referem-se ao estudo dos modos quasinormais. O capitulo 6 trata
de um buraco negro com um monopolo global em teorias f(R) da
gravitacdo. Iremos apresentar um modelo realistico para o monopolo,
encontrar a solugdo métrica gerada para o mesmo longe de seu nu-
cleo, e calcular os modos quasinormais relativos a perturbagdo de
dois tipos de campo teste: escalar e espinorial. O capitulo 7 trata de
um buraco negro, com uma nuvem de cordas, nas teorias de Lovelock,
e com maiores detalhes na teoria de Einstein-Gauss-Bonnet, que é o
nome dado as teorias de Lovelock de ordem dois. Iremos ver algumas
solucdes exatas para tais teorias, em dimensodes superiores, e calcular
o espectro de modos quasinormais para um campo teste escalar. Fi-
nalmente, no capitulo oito, apresentaremos as conclusdes desta tese
e as perspectivas futuras acerca dos trabalhos realizados que serdo
aqui mencionados. Nos dois apéndices estdo detalhados alguns cal-
culos que foram omitidos no texto principal, a saber, as equacdes de
campo da corda Abeliana, e as equag¢des de campo para as teorias
f(R) da gravitagao.






Parte I

TEORIAS DA GRAVITACAO

Desde a introducdo da relatividade geral por Einstein, di-
versas novas teorias gravitacionais foram propostas. Nos
proximos dois capitulos iremos ver algumas destas ideias,
suas motivac¢Oes e consequéncias.






MODELOS DE GRAVITACAO

2.1 FUNDAMENTOS DA RELATIVIDADE GERAL

Sabemos hoje que a interagdo entre os corpos se da através de qua-
tro forcas fundamentais. Destas, sem duvida alguma a gravidade é
aquela mais presente em nossas vidas. Que as coisas caem nos é
6bvio desde a tenra idade, mas descobrir o porque as coisas caem
foi um desafio para o intelecto humano durante séculos. O grande
filésofo grego Aristoteles, por exemplo, acreditava que alguns obje-
tos caem por ser a terra seu lugar natural, enquanto outros objetos
sobem (como a fumacga) por ndo ser a terra seu lugar natural. Essa
visdo Aristotélica de mundo dominou o pensamento ocidental até a
revolugdo cientifica ocorrida por volta dos séculos XV e XVI, no con-
tinente Europeu. Aos poucos, as ideias de Copérnico e Galileu pas-
saram a suplantar tais pensamentos seculares e 0 mundo viu nascer,
com Isaac Newton, uma nova teoria para explicar o porque as coisas
caem.

Doravante seria a gravidade, uma for¢a matematicamente mensu-
ravel, a responsével tanto por explicar o porque as coisas caem como
por explicar porque os planetas revolucionam ao redor do Sol, e a
Lua ao redor da Terra. Durante os dois séculos seguintes foi obra de
grandes fisicos e matematicos, em especial Pierre Simone de Laplace,
o refinamento de métodos algébricos e numéricos para calcular, com
precisdo cada vez maior, o0 movimento dos corpos celestes. A de-
scoberta de novos planetas, como Urano (sec. XVIII), Netuno (sec.
XIX) e Plutdo (sec. XX), através de mensura¢des da sua perturbagao
a oOrbita de planetas ja conhecidos, representa talvez o dpice da teo-
ria Newtoniana da gravitagdo. Que esta teoria teria de ser revista, e
conceitualmente modificada por Einstein no inicio do século XX, ndo
parecia em nada plausivel para os fisicos na virada daquele século.

Ap6s 100 anos da formulagdo de uma nova teoria da gravidade por
Einstein, em 1915, continuam os debates se esta teoria também deve
ser modificada, e de que forma. Suas conquistas sdo tdo impression-
antes como foram as da teoria Newtoniana nos séculos passados. Ela
foi capaz de explicar a precessdo do periélio de Merctrio e o desvio
da luz pelo Sol, além de prever o redshift gravitacional [Wilg3]. Por
que, entdo, pensar em modificar a teoria de Einstein?

H4 vérias respostas possiveis para esta pergunta. Arthur Edding-
ton e Hermann Weyl ja cogitavam uma versdo modificada para a
gravitagdo nos anos seguintes a sua introdugdo por Einstein [Scho6].
Os motivos costumam ser véarios, desde a mera curiosidade cientifica,

Uma breve histéria
da gravitagdo, de
Aristételes até
Einstein.

As versoes
modificadas da
gravitagdo apds
Einstein.
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passando por aspectos filoséficos inerentes a uma teoria que visa de-
screver o movimento dos corpos, até questdes que sé recentemente
vieram a ser colocadas, como a renormalizabilidade da teoria e a ob-
servacdo da expansdo acelerada do universo.

Se levarmos em conta a agdo proposta por Einstein e Hilbert para

A acio de a teoria da gravitagao,
Einstein-Hilbert e a
possibilidade de

modifica-la. 1 4
S= ZKZJ\/—gd XR, (2.1)

onde R é o escalar de Ricci, podemos perguntar por que ndo adicionar
a esta acdo outros invariantes, como RZ, RuvR™Y ou pr;\R“"p)‘,
onde os ultimos dois tensores sdo, respectivamente, o de Ricci e Rie-
mann? E isso s6 para mencionar os termos quadréticos. Em principio,
nada nos impede de inserir tais termos na teoria, e deve ser a exper-
iéncia que dira ao final o que é permitido ou proibido na natureza.

Para a gléria da fisica do inicio do século XX, a experiéncia tem fa-
vorecido enormemente a teoria de Einstein. Até o presente momento
as observagoes astrofisicas, tanto no limite de campo fraco como no
limite de campo forte, tem imposto limites cada vez mais restritivos
na possibilidade de alterarmos a teoria gravitacional vigente. Por que,
entdo, prosseguir na busca?

As melhores respostas provém da cosmologia e da fisica de altas
energias, como veremos melhor nos préximos capitulos. Antes de nos
aventurarmos no mundo das teorias alternativas da gravita¢do, no en-
tanto, iremos introduzir alguns conceitos que serdo utilizados nesta
tese. A principal razdo desta introdugdo é que os métodos que iremos
apresentar, que usam as equagdes de Einstein-Cartan, ndo costumam
ser apresentados nos textos tradicionais. Tais métodos sdo no entanto
fundamentais para o estudo de algumas das teorias modificadas, em
especial as teorias de Lovelock [Lov71]. Sdo também necessérios no
estudo do acoplamento da forga gravitacional com férmions, posto
que estes dltimos sdo construidos como representacdes fundamentais
do grupo de Lorentz, e ndo possuem correspondente como repre-
sentacdes do grupo de transformagdes gerais de coordenadas. Estes
conceitos ficardo mais claros nas préximas segdes.

2.2 CONCEITOS DE GEOMETRIA DIFERENCIAL

Nesta se¢do introduziremos brevemente alguns conceitos de geome-
A Variedade tria diferencial que serdo utilizados nesta tese.
semi-Riemanniana O espago-tempo sera representado por uma variedade semi-Riemanniana.
Em termos gerais, uma variedade semi-Riemanniana é um conjunto
de pontos (ou eventos, no nosso caso) onde podemos definir, em cada
regido nas vizinhangas de um ponto, uma correspondéncia biunivuca
com o R™. Em termos fisicos, a defini¢do acima incorpora o fato de
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que localmente o espago é plano, e a gravidade pode ser detectada
apenas como forgas de maré.

Um dos principais ingredientes da relatividade geral é que o espaco-
tempo ndo possui um sistema de coordenadas predeterminado, e por-
tanto, temos a liberdade de alterar nosso sistema de coordenadas,
desde que usemos funcdes suaves e diferencidveis. Localmente, sem-
pre podemos encontrar um sistema de coordenadas onde a métrica
corresponde a métrica de Minkowski, ainda que isto somente seja
possivel em todo o espago quando o espago for globalmente plano.

Em cada ponto da variedade podemos definir objetos como fungdes,
vetores, tensores, formas diferenciais, etc. Fun¢des representam o ob-
jeto mais simples que podemos pensar em definir. Dada uma var-
iedade M, fung¢des sdo mapas de M em R. O segundo objeto mais
simples que podemos definir sdo vetores, ou derivadas direcionais.
Vetores sdo objetos intrinsecos a variedade, definidos no espago tan-
gente, e ndo precisam de nenhuma mengdo as coordenadas para serem
definidos, porém vamos nos utilizar de coordenadas para ilustrar um
simples exemplo. Dado um ponto na variedade e um sistema de coor-
denadas definido neste ponto, por exemplo, x*(M), exemplos de ve-
tores sdo derivadas direcionais em relacdo as coordenadas utilizadas,
por exemplo, dp, 01, 02, onde (0,1,2...,N — 1) denotam as coorde-
nadas x°, x!, x2, etc. Este conjunto de N vetores em uma variedade
N-dimensional forma uma base, a base natural deste sistema de co-
ordenadas.

Dada uma base, qualquer outro vetor pode ser escrito em termos
dela. Por exemplo, dada a base 9,,, um vetor genérico pode ser escrito
como v = Vv*9,,. Note que o vetor em si ndo possui indices, o que cor-
robora o fato que o vetor é um objeto intrinseco a variedade, e nado
necessita de um sistema de coordenadas. Sendo mais correto, vetores
sdo definidos em um espago tangente a um determinado ponto na
variedade. Definir objetos no espago-tangente é uma forma de asse-
gurar que nossos objetos sdo locais, e estdo associados a um ponto da
variedade. Podemos também definir campos vetoriais, e consecutiva-
mente vetores em diferentes pontos da variedade, porém cada vetor
serd definido localmente.

Como o sistema de coordenadas que utilizamos ¢é arbitrario, dados
dois sistemas de coordenadas distintos, x* e x"*, um vetor pode ser
escrito em qualquer um desses sistemas de coordenadas, e expandido
em qualquer uma das bases naturais destes sistemas de coordenadas.
Ou seja, v=v"0, = v’”au/. Muitas vezes é mais util considerarmos
as componentes do vetor como representando o préprio vetor, da
forma que também podemos chamar v* ou v'* de vetor, desde que
fique claro que estes tltimos referem-se aos componentes do vetor em
um determinado sistema de coordenadas. Nesta tese iremos utilizar
ambas abordagens, sendo que o uso de uma ou outra ficard claro
dentro do contexto.

Os objetos que
vivem na variedade:
Fungdes, vetores,

co-vetores e tensores.

Vetores podem ser
definidos como
derivadas
direcionais.

Vetores siio objetos
intrinsecos a
variedade e nio
precisam de um
sistema de
coordenadas para
serem definidos.
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As componentes de um vetor em dois sistemas de coordenadas
distintos estdo relacionadas de forma que

!/ / ax’,u v
VE(X) = vV (x), (2.2)
0x
~ = Y = I ! ~
Transformagio entre em relagdo a transformacao de coordenadas x — x’ = x’(x). Fungoes
componentes de un escalares sdo aquelas que se transformam da forma

vetor em dois

sistemas de
coordenadas. f,(X/) = f(x), (2.3)

ou seja, seu valor pontual é preservado perante uma transformacao
de coordenadas.

Nos exemplos acima nés utilizamos de um sistema de coordenadas
para definir uma base de vetores. Nao precisamos, necessariamente,
fazer isso. Podemos escolher uma base de vetores que néo esteja lig-

Podemos utilizar ado a nenhum sistema de coordenadas. Dessa forma, é mais correto
uma base escrevermos um vetor genérico como v = v(a)e(a), onde o indice
nito-coordenada. (a) vai de 0 até N — 1. Apesar de parecer, em principio, que estamos
escrevendo o vetor da mesma forma que acima, ha uma diferenca
conceitual. Quando utilizamos (9,,) estamos nos referindo ao fato
que nos utilizamos das coordenadas x* para definir nossa base de
vetores, enquanto que na segunda definigdo estamos nos referindo a
uma base abstrata (e(q)), que pode ou ndo ser uma base coordenada.
Uma diferenga ocorre, por exmplo, quando tomamos o comutador de
vetores. No caso de uma base coordenada, obviamente [0,,0+] = O,
pois as derivadas parciais usuais comutam. O mesmo ndo é o caso
para uma base arbitraria, e em geral [e(q), €(p)] # 0.
Co-vetores vivem no Da mesma forma que definimos vetores, podemos definir um es-
espaco co-tangentee  paco dual ao espago tangente e definir covetores, tensores e formas
S?SUZZIZZZQ;Z‘:S‘];’Z diferenciais. Rigorosamente falando, covetores sdo mapas de vetores
reta real. DA reta real, ou seja, dado um vetor v, um covetor w é uma aplicagao
que leva v em um ndmero. Reciprocamente, podemos definir vetores
como mapas de covetores na reta real, e expandir essa ideia para ten-
sores, que nada mais é que uma aplicagdo de n vetores e m covetores
na reta real. Em um sistema de coordenadas (x°,x', ..., xN"1) a base
natural para os covetores é dada por dx°, dx', ..., dxN~1 e os covetores
podem ser expandidos nela da forma w = w,, dx". Em relagdo a trans-
formagdo de coordenadas x — x’ = x’(x), as componentes do covetor

Transformagio das se transformam como
componentes de um
co-vetor.
oxY

WL(X/) = WWV (x), (2.4)

e, em uma base arbitréria, covetores sdo escritos da formaw = wq) dx(@),
Lembrando que covetores sdo mapas que levam vetores na reta real,
podemos definir a aplicacdo de covetores em vetores da forma

w(v) = wvYdx*(9y) = wyvt, (2.5)
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onde impomos a relagdo natural dx"(d-) = &%.

Tensores do tipo (n, m) sdo objetos que possuem n componentes
que se transformam como um vetor e m componentes que se trans-
formam como um covetor. Aqui estamos interessados em tensores do
tipo (0, p) e totalmente anti-simétricos em suas componentes. Tais ob-
jetos sdo denominados de p-formas diferenciais. Um escalar é natu-
ralmente uma o-forma diferencial, e um covetor é naturalmente uma
1-forma. J& uma 2-forma é escrita como w = A(a)(b)dx(‘” A dx(®),
onde a operagdo "/\" é chamada de produto externo e é 1til para nos
lembrar da anti-simetria do objeto. Uma propriedade fundamental é
que dx(®) A dx(®) = —dx(®) A dx(¢). De forma andloga podemos escr-
ever uma m-forma como w = A(a)(b),_,(m)dx(a) A dxP) A A dx (M),

2.2.1 A derivada exterior

Podemos definir um mapa de uma p-forma diferencial em uma p + 1-
forma diferencial através da derivada exterior. Como uma funcao é
uma O-forma diferencial, a derivada exterior de uma funcdo é dada

por

f — df = (0,f)dx", (2.6)

onde vemos que o resultado é uma 1-forma diferencial. A derivada
exterior de uma 1-forma diferencial é dada por

w =wydx" — dw = 0, w,dx¥ A dx*, (2.7)

e, em geral, a derivada de uma p-forma diferencial é uma (p + 1)-
forma diferencial, de maneira que

W =wy vdx* AL AAXY = dw = 0w v dXxP AdxHALAdXY. (2.8)

2.2.2 A métrica

A métrica é um tensor do tipo (0,2) simétrico que tem um papel im-
portante na descri¢do da geometria do espago-tempo. Com a utiliza-
¢do da métrica, podemos introduzir o conceito de produto interno
entre dois vetores, da forma que sejam u e v dois vetores definidos
em um espago-tangente a algum ponto x na variedade, entdo, dada
uma meétrica g, o produto escalar pode ser escrito como g(u,v), ou,
em termos de coordenadas, dados v =v¥0, e u = utd,,, temos

g(uMd,,v¥oy) =urv¥g(0,,0y) =utvtg,., (2.9)

11

Tensores, formas
diferenciais e o
produto externo.

A derivada exterior é
uma nova aplicagio
que transforma
p-formas em

(p + 1)-formas.

A métrica nos
permite introduzir o
conceito de produto
interno entre
vetores.
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A métrica nos
permite subir e
descer indices, ou
seja, é uma mapa
entre vetores e
co-vetores.

A derivada exterior
da vielbein nio é
invariante com
respeito
transformagdes de
Lorentz. A adigio de
um termo extra nos
leva a primeira
equagdo de estrutura
de Cartan.
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onde g, é a aplicacdo da métrica na base coordenada, g(d,,0~).
Através da métrica podemos definir um mapa 1 : 1 entre vetores
e covetores, permitindo subir e descer os indices tensoriais de um
determinado objeto, da forma

B kY — v
AP =g""A,, Al=guA". (2.10)
No secdo seguinte iremos ver como a métrica se relaciona com os

conceitos de geometria diferencial, previamente definidos.

2.3 CINEMATICA

O estudo da Relatividade Geral pode ser dividido entre a geracgdo
da curvatura do espaco-tempo pela matéria (e energia) e o efeito da
curvatura do espaco-tempo na matéria. Nesta segdo iremos estudar a
curvatura do espago-tempo, sem entrarmos na consideragdo de como
ela é gerada.

Vamos comecar definindo uma base local de 1-formas. Ou seja, em
uma variedade N dimensional, escolhemos N 1-formas linearmente
independentes, que serao denotadas por e(%), onde (a) indica a qual
das N 1-formas estamos nos referindo. Quando N=4, este conjunto
é chamada de tetrada. Para N genérico, costuma-se usar o nome em
alemdo, vielbein. Ao adotarmos um sistema de coordenadas, pode-
mos expandir estas N 1-formas na base natural deste sistema, da
seguinte maneira

eld) = e(ua)dx”. (2.11)
Utilizando as regras da derivada exterior, a primeira derivada da
vielbein é dada por

de!®) = aveha)dx" A dxt.

(2.12)

Devido a anti-simetria nos indices espaciais, as componentes da 2-
forma acima sdo invariantes segundo transformagdes gerais de coor-
denadas. Existe uma segunda transformacao, contudo, que devemos
considerar. Nossa escolha da base e(®) foi arbitréria, e qualquer outra
base poderia também ter sido escolhida. Considerando uma transfor-

macio de Lorentz em nossa base de vielbein, e'(®) = /\(a)(b)g(b), a
equacao (2.12) transforma-se da forma
de’(®) = d(/\(a)(b)g(b)) = /\(a)(b)dg(b) +dAW  Ae®)) (2.13)
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e logo ndo é invariante segundo transformacdes locais de Lorentz.
Podemos remediar este fato inserindo novos termos na equagéo (2.12).

A derivada da vielbein serd, entdo, dada por

de(®) ‘H,Q(a)(b) Nel®) =Tla), (2.14)

(a)

onde w (b) € Uma 1-forma diferencial e se transforma como

@)  _ pla) —1(c) (a) (c) —1(d)
w A (C)d/\ b)—F/\ ()W (d)/\ (b)” (2.15)

(

e o objeto T(¢) é uma 2-forma e se transforma como um vetor pelo

(a)

grupo de Lorentz, T(@ = A (b]l"(b). Com estas transformacoes, a

equacao (2.14) é uma equagdo invariante de Lorentz. A 2-forma Tl
é chamada de 2-forma de torcao e na relatividade geral ela é tomada
como sendo nula. Nosso interesse nido é nos mantermos, estritamente,
no ambito da relatividade geral, porém, consideraremos que a torgao
é nula, e no resto desta tese iremos considerar que T(%) = o.

A equacdo (2.14) é também conhecida como primeira equacao de
estrutura de Cartan, e a 1-forma cg(a)(b) é conhecida como conexdo
de spin, tendo em vista que ela é utilizada para acoplar férmions
com a gravitagdo. No caso de tor¢do nula, a equagdo (2.14) nos dd a
conexdo de spin para uma determinada escolha da vielbein.

Com a métrica, podemos mapear cada vielbein em um vetor dual,
de forma que g(“)(e(b)) = 6%8%, onde e() = e(b)”au é o vetor corre-
spondente a vielbein e(*). Lembrando que um conjunto de N vetores
linearmente independentes e(y,) pode ser visto como uma base nao-

coordenada, podemos escolher uma base que seja ortonormal, ou seja,
uma base em que

gle(a), em)) =N(a)(b) = gwe(a)”e(b)”. (2.16)

Podemos também inverter (2.16), da forma que

Juv :n(a)(b)e(a)ue(b)v- (2.17)
Neste formalismo as componentes da vielbein podem ser vistas como
uma espécie de raiz quadrada das componentes da métrica.

Outro papel importante das componentes da vielbein (e sua inversa)
é trocar os indices espago-temporais pelos indices de Lorentz. Ja vi-
mos que um vetor pode ser escrito tanto em base coordenada quanto
em base ndo-coordenada, da forma que A = A", = A(a]e(a). Va-

13

Nesta tese, a torgdo
serd considerada
como nula.

As componentes da
vielbein e sua
inversa podem ser
utilizadas para
trocar indices
espago-temporais por
indices locais de
Lorentz.
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A segunda equagio
de estrutura de
Cartan nos permite
calcular a curvatura
em termos da
conexdo de spin.
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mos aplicar este vetor em uma forma diferencial dada por e(®) *, da
forma que

AlVe(q)(e!™) = A4D, (e!™). (2.18)

O lado esquerdo da equagdo acima é uma delta de Kronecker, re-
sultando em

Al — A”bu(g(b)). (2.19)

Para realizar a aplicacdo a direita, basta expandir a forma diferencial
na base coordenada. Com isso, temos

AP = Arel® 5 (dxY) = Are'®) . (2.20)

4 M= H A (P)
De forma analoga, podemos obter que A" = e ,"A').

2.3.1 A 2-forma de curvatura

A transformacdo da conexdo de spin é dada pela equagdo (2.15), e
uma quantidade invariante sobre tais transformagoes é

Ruv(a)(b) = OuWv(a)(b) — OvWy(a)(b)

(c) (c)
T W@ Py (b)) T Pv(a)(®WP, (b (2.21)

em componentes. A partir destes componentes podemos definir uma
2-forma,

1
g(a)(b) = zRuv(aJ(b)dx“ AdxY, (2.22)

conhecida como 2-forma de curvatura. A segunda equacao de estru-
tura de Cartan nada mais é que a expressdo dessa invaridncia escrita
com formas diferenciais,

dw(@)(®) Jr(y(a)(c) Awe)(®) = pla)b) (2.23)

A partir de (2.23) podemos determinar a 2-forma de curvatura em
funcdo da conexdo de spin. Computacionalmente, esta forma de cal-
cular as componentes da curvatura é muito mais rdpida do que o
método mais tradicional, baseado na métrica e na conexdo. Nosso
maior interesse, no entanto, é que este método baseado em formas
diferenciais nos permite acoplar os férmions com o campo gravita-
cional, além de nos permitir discutir as teorias de Lovelock com mais
facilidade.

Anteriormente definimos a aplicagdo de um co-vetor em um vetor, porém a aplicagdo

de um vetor em um co-vetor pode ser definida de forma analoga, e o resultado é o
mesmo.




2.4 A EQUAQAO DE EINSTEIN

2.3.2 A conexdo afim

Nesta se¢do abordaremos, brevemente, a relacdo entre a conexdo de
spin e a conexdo afim. A compatibilidade métrica nos diz que a
derivada covariante da métrica é nula,

Vigvp = 0ugvp — rﬁvgcp - rgpg\/(f =0, (2.24)

onde I'7, € a conexdo afim, cuja definicdo pode ser encontrada em
livros introdutérios de relatividade geral 2.

No formalismo de formas, a compatibilidade métrica estd presente
na derivada covariante da inversa da vielbein. No entanto, a vielbein e
sua inversa possuem dois tipos de indices, e(a)u, um indice espaco-

temporal e outro indice ligado as transformacgdes de Lorentz. A derivada

covariante deve, entdo, agir em ambos os indices com sua respectiva
conexao, ou seja,

Lrw Y e -l =o.

(a
ne W (b)

D,e', = (2.25)

Podemos trabalhar a equagédo (2.25) para escrever a conexdo afim em
termos da vielbein e dos componentes da conexdo de spin, porém o
cdlculo é longo e o resultado ndo nos é necessério.

A partir da conexdo afim, a cinemdtica de uma particula livre é
dada pela equacdo de geodésica,

d?x* p dxY dxP 0 (2.26)

e == 2 2.2
ds? VP ds ds ’

onde x" é a representacdo em coordenadas da curva parametrizada

pelo parametro s.

2.4 A EQUAGAO DE EINSTEIN

A equacdo de Einstein é aquela que nos diz como a curvatura é ger-
ada pela matéria na relatividade geral. Esta equagdo precisa ser postu-
lada, e é exatamente este postulado que serd contestado nesta tese. A
maior parte das teorias modificadas da gravitacdo nos da a curvatura
em termos da matéria através de uma equagdo que é uma extensdo
da equagdo de Einstein, em geral adicionando novos termos a ela.

A equacdo de Einstein sem constante cosmolégica é dada por

1
Ruv — igwR = 8nGTyuv, (2.27)

A conexao afim é necessaria na equacdo da geodésica, como veremos a seguir. Nesta
tese, ndo iremos utilizar a equacgdo da geodésica, da forma que ndo precisamos nos
preocupar em calcular a conexdo afim.
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onde Ryv = R oy, RiyP7 = Rw(a)(b)e(a)pe ,R=RM eTu é
o tensor de energia-momento da fonte geradora de curvatura. Esta
equacdo pode ser obtida a partir da variacdo da agdo de Einstein-
Hilbert em relacdo a métrica,

S_Jd“x\ﬁusm_Jd“x\ﬁwG (2.28)

onde S, é a agdo dos campos materiais. Como a agdo e a Langrangeana
sdo invariantes por transformagdes gerais de coordenadas, o elemento
de volume também precisa ser. Nao ¢é dificil mostrar que d*x,/—g
é um invariante, porém vamos reescrever este elemento de volume
em termos de formas diferenciais, generalizando para D dimensdes.
Antes disso, precisamos fazer uma pequena digressdo sobre como
escrever elementos de volume utilizando formas diferenciais.

2.4.1 Elementos de volume

No espaco Euclideano em D dimensdes, o elemento de volume é dado
basicamente por dx'dx?..dxP. Ao realizarmos uma transformacio
de coordenadas, o elemento de volume se altera para

V = |AldxFdx"...dxP, (2.29)

onde |A| é o Jacobiano da matriz de transformacdo de coordenadas
e dxM..dxP engloba todas as componentes das novas coordenadas.
Podemos escrever o resultado acima utilizando formas diferenciais,

pois
dV = w1z _pdx'dx?..dxP, (2.30)
Podemos escrever o tem como equivalente
elemento de volume
em termos de formas
i iai 1
diferenciais. av = o — Wy DX A AXFZ A LA dXMD. (2.31)

Lembramos que o Jacobiano é o determinante da matriz Jacobiana, e
existe uma forma simples de escrever o determinante de uma matriz
em termos de tensores de Levi-Civita, dada por

_ ajg az ap
detA€p,b,..bp = €ajay..apA b1A bz...A b (2.32)

Aplicando (2.32) na vielbein, temos a identidade

_ (a1) (a2) _(ap)
€€t = €(ar)(az)-(ap)Ch1  Chy Cup (2.33)
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onde, utilizando (2.17), temos que e = \/—g. Dessa forma podemos
definir o elemento de volume como

dv = e @A AP
- %e(m)...(aD)s(a‘)/\...g(aD)
= %eemuz...deXm/\../\dXHD

= e/ (2.34)

onde go, e gD_l formam uma base de 1-formas independentes. A
passagem da segunda para a terceira foi feita com o uso da identidade

(2:33).
2.4.2 A agio de Einstein-Hilbert em formas diferenciais

Juntando o elemento de volume escrito em termos de formas difer-
enciais e a 2-forma de conexdo, a agao de Einstein-Hilbert pode ser
generalizada para D dimensdes, como segue

| b
SEH = 13D 21 Je(a)(b)(cn.‘.(cDz)e“"AmAe(CDZ)AP(“” ),

(2.35)

onde k? é uma constante que vai depender da dimenséo do espago-
tempo. Por enquanto, podemos considera-la unitdria. Em D = 4, a
acdo acima é dada por

1

(a)(b) a
EH = 4K2J€((1)(b)(c1)(cz)R(c)(d) Vel Aelel Aeled el

(2.36)

e, utilizando o fato que

el@) A Ael@a) AeB) A AelPr) — _¢lar).(aq)(bi)..(bg) gy (2.37)

temos

1

SEH = _4Je(m)(cz)(a)(b)e(”(d)“‘“C”R

(a)(b)

(©)(d) dv. (2.38)
A contra¢do dos tensores de Levi-Civita na equagdo (2.38) nos da

a equagdo de Einstein-Hilbert na forma dada por (2.28). Pode pare-

cer que tomamos um caminho desnecessério ao definir a equagdo de

Einstein-Hilbert utilizando formas diferenciais, porém este caminho

é, na verdade, muito 1til para descrever as teorias de Lovelock.
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2.4.3 Adicionando novos termos

Baseado na agdo de Einstein-Hilbert dada por (2.35), um segundo
termo pode ser facilmente escrito como

p(a)(b)/\p(C)(dJ_

SgB —“JQ(a)(b)(c)(d) (2.39)

Este termo é claramente um invariante de Lorentz, e é denotado
por termo de Gauss-Bonnet. Em 4 dimensdes ele é uma derivada
total, ndo contribuindo, entdo, para as equagdes de campo.

Um segundo termo que pode ser facilmente escrito é

P

Je(C1)(Cz)(CsJ(C4)e(C1) Aele2l nelI Neled) (2.40)

Este é um termo de constante cosmolédgica, e encontra-se presente
nos modelos mais recentes de cosmologia. Note que nessas trés acdes
se destacam a presenca de 0 (constante cosmolédgica), 1 (Einstein-
Hilbert) e 2 termos de curvatura (Gauss-Bonnet). Estes sdo exata-
mente os termos de ordem 0, 1 e 2 de Lovelock. Como o tensor de
Levi-Civita possui apenas quatro indices em quatro dimensdes, ndo
podemos inserir termos de ordem superior. No entanto, em D di-
mensdes, o tensor de Levi-Civita possui D componentes, e isto nos
permite incluir termos de ordem superior. Iremos estudar tais teorias
na proxima secao.

2.5 TEORIAS DE LOVELOCK

Existem diversas formas de incluir novos termos a acdo de Einstein-
Hilbert. Nossa tinica exigéncia fundamental sera que tais termos se-
jam invariantes de Lorentz. Os termos quadréticos R?, Ry, R*Y e
RopuvR*PHY claramente obedecem este requisito.

Nesta se¢do estamos interessados, no entanto, em incluir termos de
ordem superior que resultem em equagdes de campo com derivadas
de, no méximo, segunda ordem na métrica. Como os tensores de
Riemann, Ricci e o escalar de curvatura incluem derivadas de se-
gunda ordem na métrica, termos quadraticos nestes objetos irdo levar
a derivadas de quarta ordem na métrica, apds as necessdrias inte-
gragoes por partes. No entanto, serd que existe alguma combinagdo
entre esses objetos que nos resultem em uma teoria com, no maximo,
derivadas segundas na métrica? A resposta é afirmativa, e tais teorias
sdo conhecidas por teorias de Lovelock de ordem n, onde n indica a
poténcia dos componentes de curvatura.

Uma teoria de Lovelock de ordem 0 nao inclui nenhum termo de
curvatura na ac¢do, e na prética ndo é uma teoria dindmica. Porém,
o termo de Lovelock de ordem 0 é a constante cosmolégica, e pode
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aparecer junto com termos superiores. Quando queremos nos referir
a uma teoria onde aparece unicamente o termo de ordem n, dize-
mos tratar-se de uma teoria de Lovelock pura. A teoria de Lovelock
de ordem 1 é a teoria de Einstein, e pode conter ou ndo o termo
de constante cosmolégica. A teoria de ordem 2 é tambem conhecida
como Gauss-Bonnet, e em geral inclui também o termo de ordem 1,
de Einstein. Tal teoria é, entdo, conhecida como teoria de Einstein-
Gauss-Bonnet. A partir da ordem 3 ndo hd um nome especifico, e é
comum ser chamada de teoria de Lovelock de ordem n, pura ou néo.

A ordem possivel para uma teoria de Lovelock depende da dimen-
sdo do espaco-tempo. Para que o termo exista e seja dinamico, ele
precisa ser proposto em um espago-tempo de dimensdo maior que
2n 4+ 1. Ou seja, um termo de Lovelock de ordem 2 s6é é dinamico
em cinco ou mais dimensdes. Este termo, em quatro dimensdes, é um
termo de fronteira. Em D dimensdes, o termo de Lovelock de ordem
n é dado por

Kn
SL= Doy Je(a1 (01 (an) (B (e1)eep2n) € T A
_Aelcp-2n) /\p(a1)(b1) /\‘”/\p(an)(bn)‘ (2.41)

Em cinco dimensdes, por exemplo, o termo de Gauss-Bonnet é
dado por

Sgp = (XJ €(a)(b)(c)(d)(cr)e ") AplaP) Aplel(d), (2.42)

E aqui que todo esse ferramental em formas diferenciais comeca a
fazer a diferenca. Escrever os termos de Lovelock em formas diferen-
ciais é simples, e escreve-los em termos dos tradicionais tensores de
curvatura é uma mera questdo de combinatdria. Seguindo o mesmo
método utilizado na ac¢do de Einstein-Hilbert, a equacdo (2.42) pode
ser reescrita como

X
Sg = _4J€abcdc1 e(mefgh)Rabechdgth’ (2.43)

onde deixamos de incluir os parénteses em volta dos indices locais
por questdo de espago. A contragdo dos tensores de Levi-Civita com
os termos de curvatura, dadas por

€abcdc1 €C1 efghRabefRCdgh — —4(RZ + RabcdRade _4RabRab)/
(2.44)

nos permite escrever o termo de Gauss-Bonnet da seguinte forma

Sge = _CXJ d5X\/_79(R2 + RP-VOCBRPWOCB _4RHVRHV)‘ (2‘45)
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Termos de Lovelock de ordem superior sdo facilmente calculdveis
de forma andloga, porém, suas expressoes sdo longas e ndo muito con-
vidativas para andlise. Uma prova simples de que a variagdo destes
termos resulta em equagdes de campo com derivadas de no méximo
segunda ordem na métrica pode ser encontrado em [Zum86].

2.6 TEORIAS f(R)

As teorias de Lovelock adicionam corregdes a agao de Einstein-Hilbert,
com o vinculo de que as equagdes de campo decorrentes devam pos-
suir derivadas na métrica de, no maximo, segunda ordem. Em quatro
dimensoes, este vinculo seleciona a acdo de Einstein-Hilbert com uma
constante cosmoldgica, e apenas ela. Com isso, podemos entender as
teorias de Lovelock como uma generaliza¢do natural da relatividade
geral apenas para dimensdes superiores. Se deixarmos este vinculo
de lado e permitirmos que as equag¢des de campo resultantes sejam
de ordem superior na métrica, ha varias extensdes da gravitagdo de
Einstein que podem ser propostas.

Uma extensdo bem conhecida é o modelo de Starobinsky [Sta8o],
onde a agdo do campo gravitacional é dada por

1 _
Sst:KZJ'd“x\/—g(R—l—och), (2.46)

ou seja, adicionamos um termo quadrético na acdo. O artigo orig-
inal de Starobinsky trata de um modelo cosmolégico ndo-singular,
porém a adicdo de um termo quadratico na agdo também mostrou
uma melhora na renormalizabilidade da teoria [Ste77]. Mais recente-
mente, dados do satélite Planck indicaram que o modelo inflaciondrio
de gravitacdo de Starobinsky é um dos que melhor se adequam as ob-
servagdes feitas [Planck14].

O modelo de gravitagdo de Starobinsky pode ser visto como uma
primeira corre¢cdo de uma teoria polinomial no escalar de curvatura.
Mais genericamente, pode ser visto como um modelo do tipo f(R),
onde a a¢do de Einstein-Hilbert é substituida por uma fung¢do genérica
no escalar de curvatura, do tipo

1
StR) = ol J d4x\/—gf(R), (2.47)

onde, no caso de Starobinsky, f(R) = R + aR?.

Teorias f(R) de gravitagdo foram muito estudadas nas tdltimas duas
décadas, especialmente depois da descoberta que nosso universo ap-
resenta uma expansdo acelerada (para uma revisdo, ver [SFi0]). A
gravitacdo de Einstein ndo explica este fato, a menos que se introduza
uma constante cosmolégica ad hoc. Uma outra fonte de explicagdo
para tal aceleragdo € a existéncia de um tipo de energia desconhecida,
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com propriedades similares ao de uma constante cosmolégica. Até o
presente momento, no entanto, ndo ha um consenso para a origem
da expansao acelerada do universo.

Teorias f(R) ganharam interesse por incluir, naturalmente, em seu
formalismo um universo acelerado [Capoz, CDTTog]. Alguns mod-
elos f(R) conseguem incorporar em um mesmo modelo tanto esta
aceleracao tardia do universo quanto a expansao inicial, conhecida
como inflacdo [NOo3].

Uma segunda forma de trabalharmos com teorias f(R), que néo re-
sulta em derivadas superiores na métrica, é o chamado formalismo
de Palatini [SF10]. Neste formalismo, a métrica e a conexdo sdo ob-
jetos independentes, o que faz com que o escalar de curvatura seja
funcdo de uma derivada primeira na conexdo. Variando a agdo em
termos da conexdo, o resultado serd uma equagdo de campo com
derivada segunda na conexdo. Variando a agdo em relagdo a métrica,
obteremos uma relagdo que nos da a conexdo em fung¢do da métrica
e do tensor de energia-momento envolvido. Tais teorias em geral
sdo mais fdceis de trabalhar do que as teorias ditas métricas, onde
a conexdo é pré-definida pela métrica. Ainda que as teorias f(R) no
formalismo de Palatini contenham problemas [BSMo8], tais ndo sdao
maiores ou menores do que nas teorias f(R) no formalismo métrico.
Neste tese, no entanto, vamos nos ater ao formalismo métrico, onde
a conexdo ndo é uma varidvel independente.

2.6.1 Equagoes de campo
As equagoes de campo para teorias f(R) sdo encontradas variando-se
a acdo de f(R) em relacdao a métrica, da forma
1
58S = ZKZJd“x(&/—g)f(R) —I-Jd“x\/—gf’(R)éR. (2.48)
Os detalhes desta derivagdo serdo deixados para o apéndice (B). Aqui

iremos apenas apresentar o resultado final. Igualando esta variagdo a
zero, obtemos

1
~f(R)guv — [VuVy — guvOIf (R) =0 (2.49)

f' (R)R v —
(IR —

no vacuo, ou

1
#'(RIRuv = 5F(R) gy — [V Vy — gun I (R) = K*Tyy  (2.50)
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se incluirmos matéria, onde k? = 8nG, f/(R) = df(R)/dR e Tuv é0
tensor de energia-momento relacionado aos campos de matéria, dado
por

L _ -2 8m
" VEgsg

e V,, é a derivada covariante associada com a conexdo afim.
Notamos que as equagdes (2.50) possuem derivadas de quarta or-
dem na métrica, em vista que f'(R) ja possui derivadas de segunda
ordem. Outra caracteristica das equagdes (2.50) é que se reduzem as
equagOes de Einstein quando f(R) = R.
Tomando o trago de (2.50), obtemos

(2.51)

f/(R)R — 2f(R) + 30f'(R) = «T, (2.52)

a qual merecem alguns comentarios importantes. O primeiro é que
o escalar de curvatura agora obedece uma equacao diferencial, e ndo
mais uma equagdo puramente algébrica, como no caso da relativi-
dade geral. Este é um fato importante, pois nos permitird utilizar o
escalar de curvatura como um campo dindmico, reduzindo, assim,
uma equacdo de quarta ordem em duas equagdes de segunda ordem.
O segundo fato importante é que, no vacuo, ndo mais temos a im-
posigdo que R = 0. No limite assimptético, se considerarmos que o
escalar de curvatura é constante, a equagdo (2.52) no vacuo se reduz
a

Rcf,(Rc) - Zf(Rc) =0, (2-53)

que pode, obviamente, conter solu¢des com R. # 0. Uma segunda
forma de ver isto é reescrever (2.50) de uma forma que nos lembre as
equacoes de Einstein, ou seja,

1 K
Guv =Ryv — EguvR = ]C,(T)(pr + Tflf/f)/ (2.54)
onde
1 /f(R) —Rf’(R
T = - (Uz()gw + V.V~ f'(R) — gWDf’(R)> . (2.55)

Este tensor de energia-momento efetivo pode funcionar como uma
constante cosmoldgica e explicar a aceleragdo observada do universo.
Mas um dos grandes problemas com as teorias f(R) pode ser exata-
mente esta liberdade. Se pensarmos nas equagdes de Einstein, pode-
mos, em principio, encontrar qualquer solugdo que imaginarmos. Dado
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uma métrica, as equagdes de Einstein nos fornecem um tensor de
energia-momento. A pergunta, entdo, se resume a saber se o tensor de
energia-momento encontrado tem alguma ligagdo com a realidade. O
analogo em teorias f(R) é que, dada uma métrica, a teoria nos fornece
uma forma analitica para a fun¢do f(R). Isto nos remete a uma per-
gunta, que é a seguinte: Esta forma funcional tem alguma ligacdo
com a realidade?

Uma segunda forma de lidar com teorias f(R) é escolher a forma
analitica de f(R) desde o inicio. Isto nos tira a liberdade de impor
condi¢gdes na métrica que ndo sejam aquelas ligadas a simetria do
problema a ser tratado. O modelo de Starobinsky é uma boa escolha,
assim como um modelo estendido de Starobinsky, do tipo polinomial.
Nesta tese iremos trabalhar com todas essas possibilidades.

2.7 TEORIA DE BRANS-DICKE

A teoria de Brans-Dicke [BD61] é o exemplo mais conhecido das
chamadas teorias escalar-tensoriais [FMo7], que recebem esse nome
pelo fato da gravidade ser mediada tanto por um tensor de ordem 2,
a métrica, como por um campo escalar. Na gravitacdo tradicional, a
métrica se acopla com os campos de matéria através do acoplamento
minimo, e a matéria determina a métrica através das equacdes de Ein-
stein. Na teoria de Brans-Dicke, a métrica continuaa se acoplar com
os campos de matéria através do acoplamento minimo 3, porém um
campo escalar se acopla com os tensores de curvatura diretamente na
acdo, o que modifica as equagdes de campo para a métrica.

Sdo vérias as motivagdes para o modelo escalar-tensorial. Uma
das mais importantes foi o aspecto filoséfico acerca da natureza da
propria interacdo gravitacional. Quando Einstein desenvolveu sua
teoria, ele tentou incorporar dentro dela a ideia do filésofo Mach,
de que, se o espago absoluto ndo existe, a interacdo gravitacional en-
tre os corpos deve ser uma func¢do unicamente da distribuicdo destes
corpos no espago-tempo. Ou seja, a constante de gravitagdo de New-
ton, que representa a forca de interacdo gravitacional entre os corpos,
deve ser uma fungdo de toda a matéria presente no universo. Deve
ser, entdo, uma fungdo que varia no espago e também no tempo. A
ideia que a constante gravitacional varia no tempo ja havia sido ap-
resentada antes pelo fisico P. A. M. Dirac, ao perceber uma relagdo
entre a idade do universo e tal constante [Dir38].

A ideia do espaco absoluto de Mach foi de grande motivagao para
Einstein, porém, suas equagdes apresentam solugdes que a contrariam.
A solugdo mais 6bvia é o proprio espago de Minkowski, que é uma
solucdo onde ndo ha presenca alguma de matéria. Se ndo ha presenga
alguma de matéria, segundo Mach, nado faz sentido em falar de es-

Esta é a caracteristica das teorias métricas, como a Relatividade Geral, teoria de
Brans-Dicke e teorias f(R) no formalismo métrico.
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pago ou espago-tempo. A exclusdo do espago de Minkowski como
possivel solugdo de suas equagdes foi um dos motivos que levou Ein-
stein a incluir um termo de constante cosmolégica, além de questdes
cosmoldgicas. Uma segunda solugdo que ndo obedece o principio de
Mach ¢é a solugdo de Godel [God49], um espago-tempo em rotagdo
com matéria distribuida homogeneamente.

Como mencionado, uma forma de tentar incorporar as ideias de
Mach na gravitagdo é substituir a constante gravitacional por uma
fungdo, ou por um campo escalar. Uma agdo para este cendrio pode
ser escrita da forma

1 o ot
S :J'd“x\/—gm7T <¢R—w”¢> + S, (2.56)
onde Sy, é a acdo dos campos materiais e w é um parametro indepen-
dente. Variando-se a agdo (2.56) em relagdo ao termo métrico, encon-
tramos as equagdes de campo para a mesma, dadas por

8 1
Guv = Ty + p7(0u00vd — 30u30560°0)
1
+ a(vuvvd)_guvljd))- (2.57)

Podemos ver um pouco de semelhanca com as equacdes para a teo-
ria f(R), e vamos explorar melhor esta semelhanga no préprio capi-
tulo. A primeira solu¢do métrica para a teoria de Brans-Dicke foi
encontrada pelo proprio Carl Brans em sua tese de doutoramento,
no caso de vacuo exterior a um objeto esfericamente simétrico. Esta
solucdo, que seria o equivalente a solucdo de Schwarzschild da grav-
itagdo de Einstein, mostrou-se incompativel com os dados referentes
ao sistema solar, a menos para valores de w muito grandes. De fato,
recentes valores observacionais estabelecem um limite inferior para
w, de forma que w > 40.000, o que é um valor aparentemente nio
muito natural para um paradmetro independente. Quando w — oo,
recuperamos a gravitagdo de Einstein em alguns casos [Faro4]+.

Apesar de aparentemente incompativeis com os dados observa-
cionais relativos ao sistema solar, as teorias escalar-tensoriais tem
sido bastante estudadas nos ultimos anos, em parte devido a sua
relagdo com teorias superssimétricas e teorias de cordas. Isto porque
as teorias de cordas (e certas teorias de supergravidade) preveem a
presenga de um campo escalar que se acopla ndo-minimamente aos
termos gravitacionais. Nestes casos, os dados observacionais podem
ser facilmente ignorados ao impormos um termo de massa para o
campo escalar. Sendo um campo massivo, seu alcance se limita ao
das particulas elementares, e ele ndo exerce influéncia alguma nos

4 Ao menos quando o trago do tensor energia-momento néo for nulo.
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limites planetdrios ou cosmolégicos. Por esta razdo teorias de Brans-
Dicke em geral aparecem com um termo de potencial na acdo, escrita
em sua forma geral como

1 o o+
S = Jd“x\ﬁ—g dR— b0 V(b)) +Sm,.  (259)
lém ()
Como veremos no préximo capitulo, é justamente a presenga deste
potencial escalar que permite uma correspondéncia entre teorias f(R)
e teorias de Brans-Dicke.
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SOLUCOES EXATAS E CORRESPONDENCIAS
ENTRE TEORIAS

3.1 A CORRESPONDENCIA ENTRE TEORIAS f(R) E BRANS-DICKE

A principio, teorias de Brans-Dicke e f(R) da gravitacdo podem pare-
cer totalmente distintas. A primeira é uma teoria que envolve a métrica
e um campo escalar, ambos obedecendo equagdes diferenciais de se-
gunda ordem. A segunda é uma teoria com derivadas de quarta or-
dem na métrica, sem a presenca de um campo escalar. Porém, ape-
sar da aparente diferenga, veremos neste capitulo que ha uma corre-
spondéncia matemadtica entre elas ' [GB15]. Podemos pensar na re-
lagdo entre estas duas teorias da mesma forma que equagdes diferen-
ciais de ordem superior podem ser reduzidas em ordem se aumentar-
mos o nimero de equagdes diferenciais. Equagdes
Dada uma equagéo diferencial de quarta ordem, podemos reduzi-  diferenciais de
la a um conjunto de duas equagdes diferenciais de segunda ordem, :ZSZZ;SP :ie': s
acopladas. Este é justamente o caso de Brans-Dicke. No entanto, que equagdes diferenciais
as teorias f(R), quando reduzidas, recaiam justamente em um caso de primeira ordem.
particular de Brans-Dicke ndo é nada 6bvio, nem esperado a priori.
Lembrando que as equagdes em f(R) no vacuo sdo dadas por

1
F'(RIRuy = 5F(R) g = ViV — g HIF'(R) = 0, (3.1)

onde f’(R) recebe a aplicacdo de uma operador que contém derivada
de segunda ordem. Como queremos manter esta a ordem maxima de
derivagdo, devemos tratar esta fun¢do como uma varidvel indepen-

dente. Definindo ¢(r) = f/(R(r)), obtemos A relagiio entre
teorias de
1 Brans-Dicke e f(R)
SRy — Ef(R)gw —[Vu.Vy —guvOld =0. (3-2) comega com a
identificagdo de ¢ (r)
Comparando esta equacdo com a equacdo de Brans-Dicke, com f'(R)(r)

1 1
O(Riv =30 = (0ubdyd — 50v0060°0)

+ (Vuvv - guvD)d)/ (33)

podemos igualar as duas equagdes de campo se tomarmos w = 0 e
somarmos, na equagao (3.3), o termo

1 1
Eguvq)R_if(R)guv (3-4)

1 Se ha uma correspondéncia fisica ou ndo, ainda é questdo em debate
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Este termo pode ser incluido como um potencial na agdo, dado por

V($) = Rp —f(R). (3.5)

Nesta caso, a acdo de Brans-Dicke com um potencial é dada por

Sp — de4x(¢R—V(¢)J, (3.6)

onde deve ficar claro que a a¢do (3.6) é a acdo de Brans-Dicke no
contexto da correspondéncia Brans-Dicke com f(R), ou seja, com w =
0 e o potencial como determinado pela equacdo (3.5). Um primeiro
ponto que nos chama atencgao é o fato de que a agdo (3.6) ndo possui
termo cinético no campo escalar. Isto ndo quer dizer, no entanto, que o
campo escalar, em si, ndo seja dindmico. A dindmica estd, na verdade,
escondida dentro do acoplamento ndo-minimo, o que veremos com
mais detalhes a seguir.

Outro ponto importante é que uma anélise superficial desta relagdo
pode dar a entender que teorias f(R) representariam uma subclasse
de solugdes da teoria de Brans-Dicke, em vista da restrigdo imposta
que w = 0. Isto, no entanto, ndo é verdadeiro. A relacdo entre Brans-
Dicke e f(R) é possivel apenas com a introdugdo de um termo poten-
cial, e este termo potencial depende explicitamente da forma analitica
da f(R) escolhida. Ou seja, nossa teoria de Brans-Dicke necessita de
um potencial cuja forma analitica é restrita pela teoria f(R) correspon-
dente.

Variando a agdo (3.6) em relacdo a métrica e ao campo escalar
temos, respectivamente,

1
d)Gpw“'Egm/V(d))_(vuvv_guvm)d) =0 (3-7)
e
oV

Ainda que a equagdo (3.8) possa parecer indicar que o campo es-
calar ndo possui dindmica, isso ndo é verdade. Tomando o trago de
(3.7), temos

—Rp+2V(dp)+30p=0 — R= ich + 2Vd()¢)- (3.9)
Substituindo este resultado em (3.8), obtemos
oV 2
g = 22y, (3.10)
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que mostra claramente que o campo escalar possui dindmica.

Antes de nos estendermos na relagdo entre teorias f(R) e Brans-
Dicke, precisamos estudar um pouco mais detalhadamente um método
de encontrar solugdes exatas nestas teorias

3.2 SOLUGOES EXATAS EM TEORIAS f(R)

Para encontrar solugdes exatas em teorias f(R) devemos, como de cos-

tume, resolver as equagdes de campo. No entanto, pela ndo-linearidade

da equacdo (3.1) nota-se que esta ndo é das tarefas mais faceis. Uma solugio para
Vamos comegar com um caso simples, onde o escalar de curvatura teorias f(R) com

é constante. Tomando o trago da equagdo (3.1), obtemos iz;ilfarnij curoatura

f'(R)R —2f = 0. (3.11)

Substituindo esta expressdo em (3.1), obtemos que

1
f/(R)va - Zf/(R)Rgpv =0, (3.12)

0 que nos lembra muito a equacdo de Einstein, porém a constante
multiplicativa do segundo termo foi alterada. Para uma métrica es-
fericamente simétrica do tipo Schwarzschild, dada por

ds? = —A(r)dt? + A(r) " Tdr? + r2dQ?, (3.13)

onde dQ? representa o angulo s6lido, temos como solugdo do con-
junto de equagdes (3.12) a expressao

a
Ar)=(1- - + br?). (3.14)
Esta é justamente a métrica de Schwarzschild-(anti-)de Sitter! E como A métrica de
a métrica de Schwarzschild-de Sitter explica naturalmente a expan-  Schwarzschild-(anti-
~ . . s )de Sitter é uma
sdo acelerada do universo, aparentemente teorias f(R) da gravitacdo

. . . solugio para teorias
poderiam dar conta deste problema sem a introduc¢do de uma con- )

stante cosmoldgica ad hoc.

No entanto, a solugdo acima apresenta sérias nuances que devem
ser consideradas. Inicialmente, vamos ver porque ela funciona. Se
tomarmos uma equagdo tipo-Einstein, da forma

Rp.v - CRguv =0, (3-15)

seu trago é dado por

R(1—4c) =0, (3.16)
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o que nos impde duas solugdes. Ou R = 0, 0 que implica um espago as-
simptoticamente plano, ou ¢ = 1/4, que é o caso da equagdo (3.12), 0
que explica porque obtivemos uma solugdo com constante cosmol6g-
ica. Na gravitacdo de Einstein, isto s6 é possivel se introduzirmos
uma constante cosmoldgica ou, é claro, na presenca de matéria.

Para chegar até a equacdo (3.12), no entanto, foi preciso estabelecer
que o escalar de curvatura é constante. Ha algum problema nisso?
Devemos recordar que em teorias f(R) o escalar de curvatura é con-
siderado um campo dindamico, ou seja, ele obedece a equagoes diferen-
ciais, e as solugdes de equagdes diferenciais dependem de condi¢des
de contorno. Em [ESo6] foi mostrado que o escalar de curvatura ndo
pode ser nulo nas proximidades de uma estrela para teorias do tipo
f(R) = R+ «/R, porque tal resultado ndo é condizente com suas
condicdes de contorno. Posteriormente, tal resultado foi generalizado
para uma classe maior de teorias f(R) [CSEo7]. Desta forma, devemos
ter muito cuidado em estabelecer que a métrica de Schwarzschild-de
Sitter é uma solugdo valida para teorias f(R) da gravitagdo.

Do ponto de vista da correspondéncia entre f(R) e Brans-Dicke, a
solugdo acima é muito natural ao lembrarmos que a correspondéncia
exige a presenca de um potencial escalar. Partindo da afirmagdo que o
escalar de curvatura é constante, temos que o potencial V(¢) também
é constante, e a acdo de Brans-Dicke da correspondéncia é dada por

Sp — J\fgd"X(CdJ “V(e)), (3.17)

onde c é uma constante. Esta é a acdo de Einstein-Hilbert com uma
constante cosmolégica, que tem como solugdo particular a métrica de
Schwarzschild-de Sitter.

Vamos passar agora ao caso em que o escalar de curvatura nado é
constante. A melhor forma de resolver o sistema de equagdes (3.1) na
presenca de matéria, é reescreve-los da forma

f'(R)Ryy — Vu V' (R) — KTy = guvK(R, T), (3.18)

onde K(R,T) é uma funcdo do escalar de curvatura e do traco da
métrica. A forma analitica de K(R,T) ndo nos interessa muito, mas
tdo somente o fato de que ele ndo depende dos indices u e v. Com
iSs0, a expressao

o _ P(RRy = Vi Vuf'(R) — k* Ty (3.19)
" Juu

para o indice p fixo é vélida para qualquer indice escolhido. Assim, a
relacdo C,, — C, também nos fornece um conjunto valido de equagdes
diferenciais que o sistema deve obedecer. Vamos utilizar este método
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na préxima secdo para calcular a métrica do monopolo global em
teorias f(R) da gravitacao.

Outra forma de encontrar solu¢des exatas em teorias f(R) é utilizar
o método Lagrangeano, que consiste em reescrever a agdo da teoria
em termos da métrica. Este método foi utilizado em [SZ11] para o
caso de solugoes esfericamente simétricas. Na abordagem usada pelos
autores, foi deixado em aberto a forma analitica de f(R) e utilizado
um multiplicador de Lagrange para o escalar de curvatura.

Admitindo que a métrica pode ser escrita na forma

:
ds? = —B(r)e?*Mat? + ——dr? +1%dQ?,

B(r) (3.20)
0s autores reescreveram a agéo como
s— [at|ar (e“(”rz) [R—A(R(r) — R(c, B))] (3.21)
ZKZ 4 7 .

onde R(e, B) é o escalar de curvatura escrito em termos da métrica.
Variando a agdo (3.21) em relagdo a B e « e integrando por partes,
pode-se encontrar um conjunto de equagdes diferenciais ordindrias
para as fungdes B, «, f(R) e R.

No caso de «(r) ser constante, ou seja, no caso de uma métrica do
tipo Schwarzschild, a fungao f(R) necessariamente obedece a condigdo

f'(R) = ar + b. (3.22)

De forma semelhante, a fungdo B(r) obedece a uma equagédo difer-
encial que pode ser resolvida. Aqui ndo estamos interessados no con-
junto completo de solugdes, e vamos nos restringir ao caso particular
onde b = 0. Neste caso, a fungdo B(r) é dada por

:
B(r) = = <1 —Sz‘+czr2>.

3 (3-23)

Podemos, entdo, inserir « e B no escalar de curvatura e inverter a
funcgdo R(r), ou seja, podemos encontrar que

S (3-24)

~\/6C, R 3-24
Inserindo este resultado na equacgéo (3.22), encontramos que

f'(R) = « 1 (3.25)

= 6C,—R’ 3-25
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e, integrando este resultado, obtemos

f(R) = —2/6Cy —R. (3.26)

O que encontramos no final é que a forma analitica de f(R) nos foi
dada pela teoria, e ndo imposta do inicio. Este é um tipo de técnica
conhecida como reconstrugdo, em vista que reconstruimos a forma
analitica de f(R) a partir de um ansatz para a métrica.

Na relatividade geral, nada nos impede de aplicar uma técnica
semelhante. Dada uma métrica que gostariamos de obter, podemos
calcular qual tensor de energia-momento pode gerar tal requerida
métrica. No caso de teorias f(R), o que calculamos é qual forma
analitica de f(R) pode nos gerar determinada meétrica. Se a forma
analitica encontrada possui alguma conexdo com a realidade ou ndo
€ uma questdo a parte.

Este método tem sido amplamente utilizado em modelos cosmolégi-
cos, em vista a tentar reconstruir todas as fases evolutivas do uni-
verso para uma unica forma analitica de f(R). Seu sucesso pode ser
utilizado, por exemplo, na construgdo de teorias efetivas [NOSGog].

3.3 O MONOPOLO GLOBAL EM TEORIAS f(R)

Nesta secdo iremos encontrar a métrica de um monopolo global em
teorias f(R) da gravitacdo. Para isso iremos utilizar o primeiro método
entre os descritos na segdo anterior, utilizando a igualdade entre os
coeficientes C,, dados pela expressdo (3.19).

Monopolos sdo defeitos topolégicos. No préximo capitulo iremos
explicar no que se constituem os defeitos topolégicos e trabalhar em
detalhes dois tipos de defeitos, os kinks e as cordas. Nessa se¢do nos
limitaremos a encontrar a métrica gerada por um tensor de energia-
momento especifico. No caso, iremos utilizar o tensor de energia-
momento que tenta reproduzir um monopolo global idealizado. Tal
tensor de energia-momento é dado por

2 .2
A
Ty ~ diag <r2' T—Z,O, 0) , (3.27)

onde 1 é um parametro da teoria que se relaciona com o valor es-
perado no vacuo de um campo escalar primordial. Novamente, neste
momento ndo estamos interessados na origem do tensor de energia-
momento acima, apenas em encontrar uma solugdo métrica cuja fonte
pode ser modelada por um tensor deste tipo.

Devido a simetria esférica do sistema fisico, o elemento de linha da
geometria gerada por este objeto pode ser escrito como

ds? = B(r)dt? — A(r)dr? — r?(d8? + sen’0dd?). (3.28)
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Na relatividade geral, este sistema foi resolvido em [BV89] e a
solucdo encontrada, em termos das fungdes A(r) e B(r) é dada por

2GM
B=A"" z]—SnGnZ—G—,

(3-29)
onde M é a massa do monopolo.

Nosso objetivo é generalizar este resultado para o caso de teorias
f(R). Como ja vimos, dado a expressdo C,, definida por (3.19), a re-
lagdo C,, — Cv = 0 é valida para todos os indices p e v. Com isso,
temos um conjunto de equagdes que devem ser satisfeitas.

Utilizando o mesmo ansatz (3.28), podemos construir duas equagdes
diferenciais linearmente independentes [CBAMG11], dadas por

BOF 1
?:F_E?B (3-30)
e
F/ F/ 4ABk*n?
—4B +4AB — 41B— + 2r’B'— + 21’B” —17B'B + 2Brp — % =0,
(3.31)

onde B = B’/B+ A’/A, o simbolo (') indica derivagdo em termos da
componente radial e a fungdo F(R) é dada por df(R)/dR, ou seja, a
derivada da fungao f(R) em relagdo ao escalar de curvatura.

Até onde sabemos, estas equagdes ndo possuem solugdo exata, de
forma que iremos utilizar uma aproximagdo de campo fraco. Para
obter uma solugdo, vamos assumir que as fungdes A(r) e B(r) sdo
dadas por A(r) = 1+ a(r) e B(r) = 1+ b(r), onde |a(r)| e [b(r)| sdo
valores bem menores que a unidade. Vamos, também, considerar que
a teoria f(R) em questdo é apenas uma corregdo da relatividade geral,
da forma que temos F(r) = 1+1(r), com hp(r)| <« 1.

Admitindo estas condig¢des, as equagdes (3.30) e (3.31) podem ser
aproximadas por [CBdMG11]

% =" (3-32)

4a—4rp’ +2r(a’ +b) = 2r?b" —4(1+a+b—P)k’n? = 0. (3.33)

Para continuar, devemos adotar uma forma analitica para a funcao
P(r). A forma mais simples que podemos pensar é uma dependéncia
linear, da forma 1\ (r) = Por >. Com isso, a equagao (3.33) nos dd como

2 Esta escolha foi recentemente generalizada em [LGFN15]
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resultado a(r) = —b(r). Nesta escolha, a equagdo (3.32) se reduz a
expressao

1

577b” —=b—rho — (1 —hor)x*n? =0, (3-34)

que tem como solugdo

C
b(r) = ~* +ear? — k0’ —hor(1 — k%n?), (3:35)

onde os parametros cq e ¢, sdo constantes de integragdo. O primeiro
termo da expressdo acima é um termo de massa na aproximagdo
Newtoneana. O segundo termo é do tipo gerado por uma constante
cosmoloégica, e em principio iremos considerd-lo nulo. Admitindo que
KZT]Z < 1, 0 que é vélido para a maioria das teorias de grande unifi-

A métrica do cacdo, a fungdo métrica B(r) é dada por
monopolo global em
uma classe das

teorias f(R), onde 1 2GM . 2
R~ o B(r) =1 —— —8nGn” —or, (3-36)

sendo que A(r) = B(r)~'. Se compararmos com o resultado para
o monopolo global na relatividade geral, vemos que as teorias f(R)
adicionam em primeira ordem uma contribui¢do a métrica dada por
VPor [CBAMG11].

Agora podemos reconstruir esta teoria f(R), ou seja, encontrar qual
f(R) estd associada a métrica que obtivemos. Para isto, basta calcular
o escalar de curvatura do elemento de linha, da forma R(r), e inverte-
lo, ou seja, encontrar r(R). Apds substituir esta expressdo em F(r) =

A reconstrucio da 14+ =1+, basta integrar. O resultado é dado por
forma analitica da

fungio f(R).
f(R) = R_31|)(2)£ —zwo\/91pg —16mGn2R (3-37)
Ro
\/911,% — 167GN2R — 3 \/91|)(2) —16mGn2R + 3o
— 32 — 3
/903 — 16mGn2Ro — 3o /903 — 167Gn2Ro + 1o

3.4 O METODO RECONSTRUTIVO EM BRANS-DICKE

Na secdo anterior, trabalhamos com uma solucédo esfericamente simétrica
de uma teoria f(R). Aqui vamos lembrar que Sebastiani e Zerbini
[SZ11], trabalhando também com teorias esfericamente simétricas em
f(R) concluiram que, dado um elemento de linha do tipo Schwarzschild
da forma

ds? = —A(r)dt? + A(r) " dr? +12dQ?, (3-38)
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a fun¢do f(R) necessariamente obedece a equagdo f'(R) = ar+Db,
onde a derivada (') é dada em fun¢do do escalar de curvatura. No
caso do monopolo global, supomos que o« =1y e b =0.

O que iremos mostrar nesta se¢do é que este método de recon-
strucdo também pode ser utilizado em teorias de Brans-Dicke com
w =0, onde o elemento a ser reconstruido é o potencial escalar.

Como ja vimos anteriormente, existe uma correspondéncia entre
tais teorias de Brans-Dicke e teorias f(R), com o potencial escalar é
dado por

V($) =Rd —1(R), (3-39)

da forma que as solugdes obtidas em teorias f(R) tenham uma corre-
spondéncia em teorias de Brans-Dicke. O que néo é 6bvio, a principio,
é que seja possivel resolver as equagdes de Brans-Dicke de uma forma
reconstrutiva. Aqui iremos trabalhar esta questdo, no mesmo caso ja
estudado por Sebastiani e Zerbini para teorias f(R) [SZ11].

As equagdes de campo na teoria de Brans-Dicke, no vacuo, com o
pardmetro w nulo podem ser escritas como

1 1 ov
(bGuv ZVqu¢+6V(¢)9m—39wa£b¢)¢ (3-40)
e
CTav(e), 2
U = gwdD - gv(¢)~ (3-41)

A expressao (3.40) refere-se a trés equagdes independentes, enquanto
que a expressdo (3.41) refere-se a apenas uma equacdo. Em termos
dos componentes da métrica e do campo escalar, elas sdo dadas por

1—A—rA’ 1T.,., 1 10,

T—A—r1A’ 1., 1 106,
¢<r2)+2¢A +¢ A—EV+§$¢—O (3-43)

_¢(Ar+2A>+fbA 1. 1034

Vit —d=0 (344

2r 6 3¢
G'Ar+"Ar+2¢'A 2 10,
" +3V—3¢¢—0 (3-45)

onde o simbolo (') indica derivada em rela¢do a coordenada radial.
Comparando as equagdes (3.42) e (3.43), temos imediatamente que
¢ = ar + . Obtemos assim, rapidamente, a mesma conclusdo que
Sebastini e Zerbini obtiveram para a expressdo f’(R). Para facilitar
nossos calculos, vamos trabalhar com 3 = 0.
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O que faremos agora é tratar as expressdes V(¢) e 0V/0¢dp como
expressoes independentes. Utilizando as equacdes (3.44) e (3.45), é
possivel encontrar suas formas funcionais, dadas por

a(T2A" +4rA’ + 2Ar
Vi) = ' ) (3.46)
e
OV | _ STA £ 2A - 2r2A" (a7

Substituindo as expressoes (3.46) e (3.47) em (3.42), obtemos que

A +2—4A +12A" = 0. (3.48)

A equagdo acima pode ser facilmente resolvida e tem como resul-
tado

1 C
A(r) = 5(1+ 5 +Ci1?),
T

2 (3-49)

exatamente a mesma expressdo encontrada por Sebastiani e Zerbini
[SZ11], ainda que tenhamos utilizado um método diferente. Deve-
mos, agora, verificar a consisténcia de nosso sistema de equagdes, e
encontrar as expressdes para o potencial e sua derivada em termos do
campo escalar. Substituindo a fungdo A(r) dada por (3.49) em (3.46)
e (3.47), obtemos que

V(r) = % +12aCyr (3.50)
e

oV 1

%(r) ——T7+12C1. (3.51)

Por fim, substituindo ¢ = or nas expressdes acima, temos
o2

V() = o 12C1¢ (3-52)
e

A% o?

() = +12Cy, (3:53)

0P $?
onde confirmamos a coeréncia de nosso resultado, e encontramos os
mesmos resultados obtidos na literatura [SZ11].
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Vamos, por fim, verificar explicitamente a correspondéncia entre
as teorias de Brans-Dicke e f(R). O escalar de curvatura da solugao
obtida é dada por

1
R=—73+12C, (3.54)

que pode ser invertida, de modo que

1
V12Ci =R

Com isso, a expressdo para f(R) pode ser obtida com uma mera

(3-55)

T =

integracdo, da forma

f(R) :Jf’(R)dR :JocrdR = —2xv12C —R. (3.56)

A correspondéncia entre Brans-Dicke e teorias f(R) é realizada através
de um potencial dado por V(r) = f’(R)R — f(R), assim como pela
identificacdo da funcdo ¢(r) com f’(R(r)). Com esta identificacdo, e
utilizando a expressdo encontrada para f(R), temos

1 2
V(r) = ar(12C1 — 5) +2/12C; =R =12C1d + %, (3:57)

que é exatamente 0 mesmo potencial que obtivemos em nossos calcu-
los.

Nesta secdo realizamos o mesmo procedimento usualmente ado-
tado em teorias f(R), que é conhecido como reconstrugdo. No caso
de teorias f(R), o que é reconstruido é a forma funcional da fungao
f(R), enquanto que em Brans-Dicke o que é reconstruido é o potencial
escalar.

Uma das vantagens em trabalhar com o campo de Brans-Dicke é
que podemos estudar sua estabilidade através do potencial escalar.
Podemos reescrever a equacao (3.41) como

aw
O — =0, .58
b+ o (3.58)
e estudar a dindmica deste campo através do potencial W. Substi-
tuindo o resultado encontrado para V(¢) e sua derivada, temos que

0.4
_4 , .
e Cod+ l (359)
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e, realizando a integragdo acima, temos

W =2Ch + o*In(d). (3.60)

No caso de C > 0, o potencial acima ndo apresenta um ponto de in-
flexao, e no caso de C < 0 ele ndo apresenta um minimo bem definido.
Este é um indicativo que o sistema é instavel.



Parte 11

DEFEITOS TOPOLOGICOS

Defeitos topologicos sdo configuragdes localizadas de en-
ergia cuja estabilidade é mantida por sua variedade de
véacuo. Acredita-se que possam ter sido formados em uma
transi¢do de fase no universo primitivo, e nos préximos
dois capitulos iremos tratar de alguns exemplos cléssicos,
como as paredes de dominio e as cordas césmicas.






KINKS E CORDAS COSMICAS

4.1 SOLITONS

A primeira mencdo que temos ciéncia a respeito da existéncia de
sOlitons deve-se a John Scott Russell, que no ano de 1834 notou a
propagacdo de uma onda solitdria em um canal. * De acordo com
a teoria ondulatéria cldssica (linear), ondas devem dispersarem-se
rapidamente, em vista que ondas com diferentes comprimentos se
propagam com diferentes velocidades. A onda observada por Russell
era diferente, propagando-se com velocidade constante e mantendo
a mesma forma por vérios quildmetros. Se na época essa observacao
foi recebida com ceticismo, hoje sabemos que este fendmeno pode ser
modelado quando utilizamos uma proposta ndo-linear para a teoria
ondulatoria.

Nesta tese iremos utilizar a palavra séliton dentro da ideia de teoria
de campos. Um séliton, para nés, é um conceito mais geral que uma
onda solitdria e constitui-se de uma configuragdo de campo onde a
energia encontra-se localizada e é ndo dissipativa, de forma analoga
as ondas observadas por Russell. > Podemos classificar os s6litons em
dois tipos: Sélitons topolégicos e ndo-topoldgicos. A existéncia e esta-
bilidade de soélitons topoldgicos deve-se a conservagdo de uma carga
topoldgica que esta diretamente relacionada a configuracdo de vacuo
da teoria. J4 a existéncia e estabilidade de um séliton ndo-topolégico
esta relacionado a ndo-linearidade do mesmo [Shi12, Rubo2].

4.2 KINKS

O soliton topolégico mais simples de ser descrito em uma teoria de
campo é o modelo Z; Kink em 1+1 dimensdes. Nesta se¢do iremos
utilizé-lo para demonstrar as principais caracteristicas de um séliton
topolégico. Comecemos com a seguinte agdo para um campo escalar,

S= szx[(am)z — V()] = szx[(am)z — ng -1%)%. (4.1)

Esta agdo é invariante segundo a transformagdo ¢ — —¢ que, junta-
mente com a transformagédo identidade, formam o grupo Z,.

1 Para uma leitura detalhada sobre a histéria da descoberta e evolucdo da ideia de
sélitons, ver [Filoo]

2 Quando hé dissipagdo, ela ocorre tdo lentamente que podemos tratd-la como uma
perturbacao.
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Estamos interessados na configuragdo de mais baixa energia desta
teoria, e é facil ver que ele ocorre quando o segundo termo do lado
direito de (4.1) anula-se. Dado que temos uma simetria Z, na teoria,
tal configuragdo de mais baixa energia engloba duas possibilidades,
a saber, ¢ = £n. O ponto crucial é que o campo precisa estar em
uma dessas configuragdes, e a partir do momento em que o campo
encontra-se em uma delas, a simetria Z, é quebrada, e dizemos que

Se o campo assume  houve uma quebra espontinea da simetria.
valores de vdcuo Vamos considerar o caso em que o campo encontra-se em config-
diferentes em Ses dif dif localidades d
diferentes uragOes diferentes em diferentes localidades do espago-tempo, como
localidades do  POT exemplo ¢(x = —oo,t) = —1m e ¢(x = +o00,t) = +1. Se imagin-
espago-tempo, a armos que o campo precisa ser continuo e suave, para que ele varie

regido de transigao entre — e 41 é necessario que se anule em algum ponto, e ¢ = 0
entre 05 dois vicuos 5, ¢ um estado de minima energia. Com isso vemos claramente que

serd , . ..
obrigatoriamente o campo estard excitado nas proximidades deste ponto, onde ocorre

uma regido com a transicdo entre estes minimos.
densidade de energia A estabilidade desta excitacdo pode ser entendida como a conser-
ndo nula.

vacdo de uma carga que depende apenas da configuracdo do campo
no infinito. Definindo o tensor

1
it = Ee”"av(b (4.2)
Conversacio da onde e*Y é um tensor totalmente antissimétrico, a quantidade
carga topologica.
. 1
Q =[x = 3-blx = +o0) — d{x =~ 43)
é uma carga ndo-nula quando ¢(x = +00) # Pp(x = —oo). Devido a

anti-simetria de e"Y, temos que 9,,j" se anula e é facil mostrar que
Q é uma quantidade conservada. Esta quantidade é o que chamamos
de carga topolégica, pois ndo utilizamos as equagdes de movimento
para mostrar sua conservagao.

Outra forma de explicar esta estabilidade é perceber que seria necessaria
uma quantidade infinita de energia para que a configura¢do de campo
decaisse toda para o mesmo valor de vécuo. Esta configuracdo, onde
0 campo encontra-se em apenas um dos valores de vicuo em todo
0 espago, por exemplo, com ¢(x = £oo) =1 ou $p(x = £oo) = -,
é uma configuracdo em que o soéliton estd ausente. Na impossibili-
dade de tal decaimento, o campo mantém-se estdvel na configuracao
que esta e dizemos que ele saturou o limite de energia. Veremos isso
melhor mais adiante quando estudarmos o método de Bogomol'nyi
[Bog76].

As equagdes de campo deste sistema sdo facilmente encontradas a
partir da agdo (4.1), variando-a em relagdo ao campo. Ao fazer esta
variagdo, encontramos

07p — 2 + A(d? —n?)d =0, (4.4)



4.2 KINKS

cuja solugdo pode ser analiticamente obtida para o caso estético (0¢$p =
0). Escolhendo as condi¢des de contorno acima mencionadas para o
campo ¢, temos como solucao

cujo gréfico estd representado na figura (1).

2

tanhix) ——

2 1 1 1 1 1
-4 2 0 2 4

Figura 1: Configuragdo de campo de um Kink para A = 2 en = 1. Esta
configuragdo estende-se até o infinito em ambas as direcdes.

A densidade de energia do campo pode ser calculada pela teorema
de Noether. Para um campo escalar estético, ela é dada por

£ = J(0u0)* + V() 46)

onde, substituindo (4.5), obtemos

RN 4 \/X
S—Tsech < S |- (4-7)

O gréfico desta configuracdo de energia estd representado na figura
(2). Podemos ver que a energia do campo encontra-se localizada em
torno da origem, e essa energia localizada representa o séliton. Para
encontrar a energia total do séliton é preciso integrar a expressao
acima em todo o dominio do espago. Isto nos da

_ 4 3
E_3ﬁn VA (4.8)

Para teorias em 1+1 dimensdes, a energia acima possui dimensdo
de massa e um sdliton pode representar uma particula. No caso de
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Ex)

45 I L L L 1
3 2 A 0 1 2 3

Figura 2: Densidade de energia de um kink localizado na origem. Notamos
que existe um pico de energia ao redor da localizacdo do kink,
e esta energia diminui rapidamente a medida que nos afastamos
dele.

D=1+2 e D=1+3 dimensdes, estamos falando, respectivamente, de
uma linha e de uma parede de dominio, objetos que a principio
estendem-se por todo o espago-tempo e possuem energia total in-
finita3
4.2.1 O método de Bogomol'nyi

A forma mais simples de resolver a equagdo (4.4) para o caso es-

tatico é reduzi-la a uma equagdo de primeira ordem. O motivo deste
método ficara claro em breve. Primeiro notemos que

dZ
L A )0 =0 49)

pode ser reescrito como uma derivada total

4 (‘”’)Z ~ A2 —n?2| =0

ax | ax 2 (4.10)

cuja primeira integragdo € trivial e nos resulta na equagdo de primeira
ordem

dp\? A, .,
() —3

Uma linha recente de pesquisa trata nosso universo fisico como existindo em D=1+4
dimensdes, e por algum motivo estariamos presos nas dimensoes perpendiculares
ao soliton (ou a brana, como é melhor conhecida). Algumas particulas elementares,
como por exemplo o graviton, ndo estariam presos ao séliton (brana) e poderiam
vagar por todas as dimensdes (bulk), inclusive aquela a qual ndo temos acesso.

71’]2)2 :Or (4'11)
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onde a constante de integracdo é nula para que o campo se anule no
infinito. Para encontrar a solu¢do dada por (4.5) basta realizar uma
segunda integracdo em (4.11).

Vamos agora generalizar esse método. Note que a equagdo acima
tem a forma de energia cinética mais energia potencial, o que nos
inspira a introduzir uma fungdo auxiliar W, da forma

_ AT 2
W_ﬁ(3¢ n°é), (4.12)

onde o potencial de (4.11) pode ser obitido por
1w,
27 do

Com isso, a energia total do sistema pode ser escrita da forma

ot (2 (2]

e, completando o quadrado da expressdo acima, temos

1/dd  dW\? dddw
E=|dx|= (=24 — =20 .
J X[Z(dx dq>> T ax ao (4-15)
H4a duas opgdes de sinais em (4.15), e eles estdo relacionados a ex-
isténcia de kinks e anti-kinks. Vamos no ater ao sinal de positivo para
o primeiro membro do lado direito da equagdo acima (kink), porém,
a mesma ideia valeria para o sinal de negativo (anti-kink). O segundo

membro do lado direito é uma derivada total, de forma que equagao
acima se torna

V(id) : (4.13)

2
E=-AW+ J dx% <i§: + ?2;) , (4.16)
onde
AW = W(x — o0) — W(x — —o0). (4.17)

A energia é, entdo, minimizada caso o segundo termo da equagdo
(4.16) se anule, ou seja, caso

d __aw

T 19
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que é exatamente a equagdo de primeira ordem encontrada anterior-
mente (4.11). Quando isso acontece, dizemos que o limite de Bogo-
mol'nyi foi saturado, e temos que E = —AW. Este método é extrema-
mente importante, pois mostra que a energia atinge seu minimo para
determinado perfil de campo. Em teorias mais complicadas, muitas
vezes nos deparamos com uma solugdo que satisfaz as equagdes de
movimento, porém, ainda é preciso mostrar que tal solucdo é estavel.
H4, em geral, duas formas de verificar a estabilidade da solugdo: Per-
turbar o sistema e verificar se tal perturbagdo decai com o tempo, ou
mostrar que tal solugdo satura o limite de Bogomol'nyi. Caso consig-
amos fazer esta segunda demonstragdo, como no caso do kink, entao,
a solugdo é automaticamente estével, pois essa solugdo seria a solucao
de menor energia e ndo haveria um outro estado de menor energia
na qual ela possa decair.

4.3 VORTICES E CORDAS COSMICAS

Em dimensdes maiores que 1+1, nos deparamos com a possibilidade
de novos tipos de defeitos topolégicos. O modelo mais simples que
podemos imaginar é o vértice de Nielsen-Olesen em D=1+2 dimen-
sOes. Este modelo foi introduzido por Nielsen e Olesen em 1973
[NO73] com o objetivo de representar, através de um modelo de
campo, a corda de Nambu-Goto, utilizada naquela época para o es-
tudo da interacdo forte entre Hadrons. Para este objetivo eles intro-
duziram a seguinte Lagrangeana,

L= —lFWF“" + 1(aH +ieAy)d* (A" —ieAH)dp — g(q)*cp —v?)?

4 2
(4.19)

onde F,y = 90,Ay —0vA é 0 tensor de intensidade de campo eletro-
magnético.

Este é o modelo para um campo escalar complexo com simetria
de gauge Abeliana local, e o potencial acima foi escolhido de forma
a permitir uma quebra espontanea de simetria. Este modelo é tam-
bém conhecido como o modelo de Higgs, e o campo escalar, apds a
quebra espontanea de simetria, é conhecido como campo de Higgs.
E f4cil verificar que a Lagrangeana acima é invariante sob a seguinte
transformacao

d(x) — e *Mo(x),

Ap(x) = Ap(x) — 1EE)uoc(x). (4.20)

Antes de voltarmos para as equagdes de movimento, devemos, ini-
cialmente, estudar a configuragdo de vacuo deste modelo, posto que
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é exatamente a configuracdo de vacuo que garante a estabilidade do
mesmo. Um campo que obedeca a condigdo |¢p(x)| = |v| ird minimizar
o potencial acima, o que nos diz que qualquer solucdo da forma
d(x) = velflOx) corresponde a uma solugdo de vacuo da teoria,
onde f(0(x)) é qualquer fungdo que obedece a periodicidade do argu-
mento. O ponto crucial é exatamente a absoluta liberdade da natureza
em escolher qualquer configuracdo de vacuo para o campo escalar no
infinito, desde que este campo seja regular em todo o espago.

Vamos supor que a uma longa distancia da origem o campo escalar
possua uma configuragdo radial ¢p(x) = vel®™) com 0(0) = 6(2n),
para o angulo polar. Esta configuragdo nos diz que em qualquer ponto
do espago longe da origem o campo estd em seu estado de véacuo,
porém o estado de vacuo assume diferentes valores em diferentes
posi¢des, em um tipo de configuragdo que circula no espago. O ponto
crucial é que a medida que o campo se aproxima da origem ele ird
necessariamente se anular, pois de outra forma deixaria de ser regular.
No entanto, o campo nulo ndo representa um estado de vacuo da
teoria, o que gera necessariamente uma configuracdo localizada de
energia, o sOliton. Da mesma forma que o kink, esta configuragdo
localizada de energia mantém-se estdvel devido a configuracdo de
vacuo no infinito. Dai o fato de ser um séliton topolégico.

Nao ¢ suficiente, no entanto, verificar a energia apenas para o po-
tencial escalar da teoria. Temos que garantir que aconfiguracdo de
vacuo minimiza a energia total do sistema, e para garantir a estabil-
idade de o sdliton (que, por exemplo, ele ndo decaia em outros soli-
tons de menor energia) devemos garantir também que a configuragdo
de vacuo satura completamente a energia. Para uma configuracdo de
campo estética, e onde Ay =0, a energia do sistema é dada por

(4.21)

ondei,j=1,2,3.

Vamos primeiro estudar o termo 0;$(x), pois este termo estaria
presente no caso de considerarmos uma simetria U(1) global, e ndo
uma simetria local. Utilizando o ansatz ¢(x) = vet™®(X) temos

in0; in® i
0ip(x) = e inv(0:0) = (e nv)(—;eijnj), (4.22)
onde n; é o vetor unitdrio na direcdo i. Podemos ver que a energia
ira divergir logaritmicamente, pois a energia cresce com r e o termo

acima quadrado, de energia cinética do campo escalar, cresce com
72, de forma que a teoria apenas com o campo escalar é divergente.
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4 H4 na teoria, no entanto, o campo de gauge, e o comportamento
que devemos estudar é o da derivada covariante, e ndo da derivada
parcial. Escolhendo uma configuragado assintética para o campo de
gauge em seu estado de vécuo,

Ai = *%eijﬂjr (4.23)
o termo divergente da parte cinética do campo escalar serd compen-
sado, e a derivada covariante serd nula quando ambos 0s campos
estiverem em seu estado de vacuo. Podemos verificar que o termo
cinético para o campo de gauge ird cair mais rapidamente que T no
infinito, e logo, a densidade de energia total do sistema serd nula no
infinito. Comparando a expressdo acima para o estado de vacuo do
campo de gauge com (4.20), podemos ver que esta configuragdo nada
mais é que uma transformagdo de gauge, e ndo possui dinadmica.
Com isso mostramos que a solugdo proposta de vacuo, realmente,
minimiza a energia do sistema. O que devemos fazer, agora, é encon-
trar uma solugdo das equagdes de movimento que tenha a solucdo
de vacuo como limite. Tais equa¢des de movimento podem ser en-
contradas aplicando-se o principio variacional em (4.19). Nesta tese
estamos interessados em estudar tais configura¢des de campo em um
espago curvo, e logo nossa agdo serd mais geral que a dada por (4.19).
No entanto, é instrutivo que estudemos brevemente o modelo de
Nielsen-Olesen para o espago plano. Em 1+3 dimensdes, a métrica

de Minkowski em coordenadas cilindricas é dada por

ds? = dt* — dr? —r*de? — dz?, (4.24)

e o vortice em 1+2 dimensdes pode ser obtido ao ignorarmos a coor-
denada z. De fato, os célculos em 1+2 ou 1+3 dimensdes sdo analogos
e a diferenga principal se da na definicdo de energia. Em trés dimen-
sOes espaciais, a energia definida em (4.21) é, na verdade, a energia
por comprimento, e o vértice corresponde a uma corda que se situa
ao longo do eixo z. Devido a simetria do problema, as equagdes de
campo e sua solu¢do ndo podem depender de z. Neste sistema de
coordenadas, o ansatz é dado por

d(1,0) = ve "o f(r), (4.25)
A dxH(r,0) = %[1 —P(r)]d8, (4.26)

4 Este fato, que ndo ha solugoes estaveis para sélitons em dimensdo maior que D=1+1,
é conhecido como teorema de Derrick. Este teorema, porém, é vélido apenas quando
ha somente campos escalares presentes.
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onde, por simplicidade, iremos nos restringir a configuracdo onde
n = 1. Para que o ansatz se reduza a configura¢do de vacuo no infinito,
as funcdes f(r) e P(r) devem ser dadas, assimptoticamente, por

f(0) =0 foo) =1
P(0) =1 P(oo) = 0. (4-27)

As equagdes de campo sdo encontradas inserindo a Lagrangeana
(4.19) nas equacgdes de Euler-Lagrange, e sdo dadas por >

T‘f, / PZ
(G T) +(7\v2(1—f2)—r—2)fzo (4.28)
P/
T(T)/ —e?v2f2P = 0. (4-29)

Até o presente momento ndo ha nenhum método analitico conhecido
para resolver este sistema de equacdes diferenciais, da forma que pre-
cisamos resolvé-lo numericamente. Iremos postergar a solucdo deste
problema para a se¢do seguinte, onde trataremos um caso mais geral.

4.4 A CORDA ABELIANA NA RELATIVIDADE GERAL

Nas dltimas décadas, cordas césmicas tem estado presente como um
elemento importante nos modelos cosmolégicos. Apds ser proposto
[Kib76] que tais objetos podem ter sido formados por uma transigdo
de vacuo no universo primitivo, o papel das cordas na formagao de
estruturas em larga-escala tem sido alvo de intenso debate. Além
disso, seus efeitos astrofisicos também tem sido considerados, como
por exemplo sua atuagdo como lentes gravitacionais. Desta forma fica
claro que devemos estudar tais defeitos topolégicos como geradores
de campos gravitacionais, e o efeito da gravitagdo sobre tais configu-
ragdes de campo.

O primeiro estudo sobre o campo gravitacional produzido por uma
Unica corda césmica estética, infinitamente longa e sem espessura,
foi realizado por Vilenkin [Vil81], seguido por Gott [Got85] e out-
ros. Esses estudos, no entanto, se valem de uma aproximacdo para
o tensor de energia-momento que representa a corda como fonte de
curvatura. Vilenkin aproximou a corda por uma linha infinitamente
fina, e Gott por um cilindro de raio finito e densidade de energia con-
stante. Neste contexto ideal, o espago-tempo encontrado por ambos é
o de uma métrica plana com deficit angular.

Esta é, no entanto, uma forma apenas aproximada de se obter o
campo gravitacional, ou seja, a métrica. A forma correta é resolver ao
mesmo tempo as equagdes acopladas entre a matéria e a geometria,
ou seja, resolver as equagdes de Einstein juntamente com as da corda.
Este problema foi abordado pela primeira vez por Garfinkle em 1985

5 Detalhes deste calculo podem ser encontrados no apéndice (A).
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[Gar85]. Resolver e estudar este sistema de equagdes é o objetivo prin-
cipal desta segdo.

Ja vimos que longe do ntcleo da corda, tanto o campo escalar
quanto o campo de gauge se aproximam de seu valor de vacuo. Logo,
0 espago-tempo gerado pela corda deve ser assimptoticamente plano
6, Como trata-se de uma configuracdo com simetria axial, devemos
buscar a solucdo mais geral para as equagdes de Einstein, no vacuo,
que obedega tal simetria. Esta é dada pela métrica de Kasner,

ds? = (kr)29dt? — (kr)?°dz? — dr? — B2 (kr)2(®=1)r2a¢?, (4-30)

onde (a, b, c) devem também satisfazer a condi¢do de Kasner,

a+b+c=a’+b>+c? (4.31)

Tal condi¢do pode ser encontrada inserindo a métrica de Kasner
(4.30) nas equagdes de Einstein no vacuo. Devido a simetria de boost
do problema, podemos impor que a = ¢, e as condi¢des de Kasner
nos deixam apenas duas opg¢des. Ou o que chamaremos de ramo da
corda cosmica [BLoo, CLVgg]

a=c=0, b=1 (4-32)

ou o chamado ramo de Melvin

a=c=2/3, b=-1/3. (433)

As solugdes encontradas por Vilenkin, Gott e Garfinkle sao do tipo
corda césmica, e apenas mais recentemente solugdes para o ramo de
Melvin foram encontradas e tiveram seu comportamento melhor es-
tudado [BLoo, CLVgg]. Neste trabalho iremos nos focar apenas no
ramo da corda césmica, em vista que até o momento nao foi encon-
trada uma interpretacdo fisica para o ramo de Melvin. Por isso, a
partir de agora, ao nos referirmos a solucdo assimptoticamente plana,
estaremos nos referindo ao ramo da corda césmica.

A geometria que buscamos é assimptoticamente plana, porém, pos-
sui curvatura nas proximidades da corda césmica. Por isso devemos
propor um ansatz que seja axialmente simétrico, estatico, e se reduza
ao regime assimptoticamente plano no infinito. No caso da métrica,
esse ansatz é dado por

ds? = N?(r)dt? — K?(r)dz? — dr? — L?(r)d¢>. (4-34)

Na presenca de um termo de constante cosmoldgica, o espaco-tempo gerado pela
corda sera representado, assimptoticamente, pelo espaco de (anti-)de Sitter.
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O mesmo regime deve ser aplicado aos campos de matéria, da
forma que iremos utilizar o mesmo ansatz da secdo anterior, definido
pelas expressdes contidas em (4.26).
A acdo do modelo Abeliano de corda césmica na gravitagdo de
Einstein é A agio de
Einstein-Hilbert
tendo como fonte o

‘[d4X\/—79R+Jd4X\/TQLNO/ (4.35) modelo abeliano de

Nielsen-Olesen.

1

S=16nG

onde a Lagrangeana de Nielsen-Olesen é definida em (4.19). Variando
esta agdo em relagdo ao campo escalar e ao campo de gauge, encon-

tramos as equagdes para as fungdes f(r) e P(r), respectivamente, As equagdes para os
campos escalar e de
5 gauge.
(LKNf’)’ 2 > P
—— 4+ AW (1 =)= =)f=0 .
e W1 =) = ) (436)
e
L NKP’, 2 2.2
— () —e2vEPP =0 .
) ey ) (4.37)

onde (') indica derivada em rela¢do a coordenada .
O tensor de energia-momento para os campos escalar e de gauge,
em conjunto, é dado por

T =p=est+evtenty, T =-Ppr=—€—€& tewtu
—T$:—p¢:es—ev—ew+u —TZ=—p.=p
(4.38)
onde
€5 = szf’z, ey = 2:2/; (4-39)
€ = szpLzzfz, u= 7\;’4(1 —2)2, (4.40)

Para este tensor de energia-momento e levando em conta a forma da

métrica definida em (4.34), as equagdes de Einstein sdo Equagdes de
Einstein para a
corda césmica

LKN')’ cort
% = 4G (p+pr+ Py +P2) = —8nGley—1),  (441) P
NKL')’
% = —47’(G(p_pr +P¢ —Pz) = —87‘[G(€V—i—2ew+u)’ (442)
e
(ENKT)!

N —4nG(p—pr —po +Pz) = —8nG(ey —u).  (4.43)
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As quatro equacoes
do modelo Abeliano
de Nielsen-Olesen
para a corda césmica
na relatividade geral,
em termos de
fungoes e pardmetros
adimensionais.

As condigdes de
contorno para o0s
campos escalar e de
gauge sdo escolhidas
de forma que tais
campos sejam
requlares na origem
e recaiam em seus
valores de vdcuo no
infinito. Para as
fungoes da métrica é
necessdrio apenas
que tais fungdes
sejam regulares na
origem.
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Devido a simetria de boost ao longo do eixo z, as fung¢des K(r) e
N(r) da métrica sdo iguais. Com isso, temos apenas duas equacdes
independentes para resolver.

Para facilitar a analise numérica destas equagdes, e também para
deixar a andlise mais transparente, é importante reescrever todas as
fungdes e parametros da teoria como fungdes e parametros adimen-
sionais. Um comprimento caracteristico do problema é dado por vAv2,
e logo a coordenada x dada por x = VAV2r é a escolha mais 6bvia.
A partir deste comprimento caracteristico podemos também definir
a funcdo adimensional L(x) = VAVZL(r). Vamos também introduzir
dois novos parametros, x = e?/A e y = 8nGv?. Em termos destas no-
vas quantidades, encontramos um conjunto de quatro equagdes difer-
enciais acopladas. Sao elas

(N;?:)/Jr“ —fz—};ﬂ =0 (4.44)
NLz(NZLP/)'—“sz =0 (4-45)

o (g~ ¢ (049
S —Yigaz + T +30-) =0 (4

onde o e y sdo dois pardmetros que temos liberdade para escolher.

Por fim, para fixar a solucdo das quatro equagdes diferenciais de
segunda ordem, necessitamos de oito condi¢des de contorno. Uma
solucdo tipo corda necessita que as fungdes f(x) e P(x) obedecam as
condigdes

f(0) =0
P(0) =1

f(oo) =1
P(o0) =0. (4-48)

Tais condi¢des sdo necessarias para a regularidade das fungdes f(x) e
P(x) na origem, e também para que recaiam em seu valor de vacuo no
infinito. No caso das func¢des da métrica, L(x) e N(x) devem satisfazer
as seguintes condi¢des de contorno,

L(0) =0,L'(0)
N(0) =1,N’(0)

1
0 (4-49)

para que sejam fungdes regulares bem definidas.

O que precisamos agora é resolver as equagdes (4.44-4.47), junta-
mente com as condigdes de contorno (4.48) e (4.49). Até onde é con-
hecido, ndo existe solugdo analitica para este sistema (nem mesmo no
caso plano) e precisamos resolve-lo numericamente. Faremos isto uti-
lizando o método de Newton-Raphson para diferengas finitas [AMRS87,
ACRy9].
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O caso plano ocorre quando vy = 0, em vista que este procedi-
mento desacolpa as equagdes de Einstein das equagdes dos campos
de matéria. Neste caso, o perfil para as fung¢des f(x) e P(x) é mostrado
na figura (3) para diferentes valores do parémtro «. Este parametro é
proporcional a razdo entre as massas do campo de gauge e do campo
escalar. Quando a massa do campo de gauge é maior que a do campo
escalar, o comprimento efetivo deste campo é menor, e logo o campo
escalar dominara. Quando a massa do campo de gauge for menor,
ocorrerd o contrario, e o campo de gauge ird dominar. Quando as
duas massas forem iguais, nenhum dos campos terd dominio sobre o
outro, e veremos que serd esta a configuracdo de campo que ird satu-
rar a energia do sistema. Este é o chamado limite BPS para o caso da
corda abeliana com n = 1.

f(x)
P()

Figura 3: Perfil dos campos escalar e de gauge para diferentes valores de «.

A corda césmica na relatividade geral ocorre quando y # 0. A con-
figuracdo da corda, ou seja, o perfil das fung¢des f(x) e P(x) ndo sofre
grandes alteragdes ao variarmos o parametro y. Com isso, a geome-
tria do espaco-tempo ndo afeta tanto a estrutura da corda. O contrario,
no entanto, ndo é verdadeiro. A presenca da corda césmica afeta con-
sideravelmente a geometria, em especial através da funcdo L(x) da
métrica. O perfil das fungdes L(x) e N(x) da métrica sdo mostrados
na figura (4), para diferentes valores do parametro .

A funcdo N(x) sofre apenas uma pequena varia¢gdo com a mudanga
no pardmetro y, porém a fungdo L(x) é altamente dependente deste
parametro, e se aproxima cada vez mais de uma reta horizontal & me-
dida que o parametro cresce. De fato, o comportamento da fungdo
L(x) é o ingrediente mais importante deste estudo, pois, como vere-
mos, ele é o responsavel pelo déficit angular gerado pela corda cés-
mica, e consecutivamente pela geragdo de uma topologia ndo-trivial.

A andlise da equacdo (4.44) longe do ntcleo da corda, ou seja,
quando f(x) — 1 e P(x) — 0, nos permite encontrar uma solugao
assimptotica para L(x), dada por

L(x — o0) =bx+c, (4.50)
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A relagiio entre as
massas do campo
escalar e do campo
de gauge,
proporcional ao
pardmetro o,
influencia
profundamente o
perfil das fungoes
f(x) e P(x) dos
campos de matéria.

O perfil das fungdes
L(x) e N(x) da
métrica dependem
profundamente do
pardmetro 'y, que é
proporcional ao
valor esperado de
vdcuo assumido pelo
campo escalar.
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A métrica da corda
cosmica,
assimptoticamente, é
dada pela métrica de
Minkowski com um
déficit angular
proporcional i
inclinagdo da fungdo
L’ (x).

O déficit angular
gerado pela corda
depende dos
pardmetros ey, e
no modelo ideal de
Vilenkin é
proporcional 4 sua
densidade de enegia.
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1.05 T T T T

1.04
1.03

3t T 1.02 b

L(x)
N(x)

1.01 |

0.99

0.98 L L L L

Figura 4: Métrica induzida por uma corda césmica para diferentes valores
de .

onde vamos assumir que b > 0. Como podemos observar na figura
acima, maiores valores de y correspondem a menores valores para
b, até atingirmos um valor critico para y, denotado por vy, onde
b = 0. A relagdo entre o déficit angular e o parametro b é facil de ser
calculada. Fazendo a redefini¢do by = bx + ¢, temos que bdy = bdx,
e a métrica (4.34) pode ser reescrita como

ds? = dt? — dz? — dy? —y?d$?, (4.51)
onde ¢ = b¢. Como ¢ varia entre 0 e 27, ¢ ird variar entre 0 e 27tb, e
a diferenca entre estes dois dngulos é chamada de déficit angular,

8¢ = 2m(1 —b) = 2m(1 — L' (c0)). (4.52)

Quando L’(c0) = 0, ou seja, quando a reta se torna horizontal, o
déficit angular chega a 27t e o espago-tempo deixa de ser regular 7.
Por isso devemos nos limitar a valores de b > 0, ainda que seja ttil
considerar o caso em que L’(x) = 0 como um valor critico. Iremos
denotar por y.r o valor de y quando L’(x) = 0. Este é o maior valor
que Y pode atingir antes do espago-termo perder sua regularidade, e,
na relatividade geral, é fun¢do do parametro «.

Para modelos aproximados é possivel encontrar uma expressao

analitica para o déficit angular. Para a aproximacédo adotada por Vilenkin,

a expressdo é dada por 6¢ = 4nGu, onde pn é a densidade linear
de energia da corda. No nosso caso, ndo podemos calcular uma ex-
pressdo analitica para o déficit angular, porém podemos calcula-lo
como fung¢do dos pardmetros de nossa teoria, « e y. Os calculos
numéricos nos mostram que a variacdo do déficit angular com re-
speito ao parametro « é muito pequena, porém é consideravel em
relagdo a y. Lembrando que y = 87tGvZ, a0 aumentarmos v, estamos,

7 Em alguns modelos podemos ter um espago-tempo regular mesmo com b < o, porém
tais modelos ndo serdo estudados nesta tese [Vilgg].
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Tabela 1: Valores de energia (por comprimento) da corda e déficit angular.

o4 Y Energia/ w2 8d/2m

0.5 0.1 1.346674 6.7343 x 1072
0.5 0.5 1.373885 0.343768

0.5 1.0 1.417096 0.707899

0.5 1.3 1.450194 0.947191

1.0 0.1 1.159077 5.7955 x 1072
1.0 0.5 1.169168 0.292343

1.0 1.0 1.184187 0.592369

1.0 1.3 1.195029 0.777341

2.0 0.1 1.000000 5.0000 X 1072
2.0 0.5 1.000000 0.250000

2.0 1.0 1.000000 0.500000

2.0 1.3 1.000000 0.650000

4.0 0.1 0.866575 4.3329 x 1072
4.0 0.5 0.860979 0.215269

4.0 1.0 0.853310 0.426773

4.0 1.3 0.848274 0.551599

na verdade, aumentando o valor esperado de vacuo onde ocorre a
quebra de simetria. Como a energia da corda é proporcional a este
valor, encontramos que o déficit angular é proporcional a energia da
corda, exatamente como obtido por Vilenkin [Vil81].

O valor obtido para o déficit angular para alguns valores de «x e y
é listado na tabela (1), juntamente com a energia (por comprimento)
da corda césmica. A energia (por comprimento) é definida como

E= ZWVZJ\/—9(3)TS,

onde /—g(3) = NL. Podemos notar alguns padrdes. O primeiro, ja
mencionado, é que o déficit angular aumenta com o aumento de v, e
varia pouco com a varia¢do de «. Ja com a energia da corda ocorre o
contrério, sua variagdo é maior com « e pouco depende de y. Algo
diferente ocorre quando o = 2.0. Neste regime, a energia torna-se
unitaria e fixa com a variagdo de vy, enquanto o déficit angular toma
valores aparentemente exatos.

(4.53)

4.4.1 O limite BPS no casoy = 0.

No caso dos kinks, mencionamos o limite de Bogomol'nyi, onde o
kink satura o valor da energia e por isso torna-se automaticamente
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O limite BPS se dd
quando a massa do
campo escalar é
igual @ massa do
campo de gauge.
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As massas do campo
escalar e de gauge
sdo iguais quando

o = 2. Com isso, 0
vortice gerado por
ambos o0s campos
possuern o mesio
tamanho
caracteristico, e nio
exercem forca em
outros vortices. Este
é o motivo por trds
da estabilidade
presente no limite
BPS.

KINKS E CORDAS COSMICAS

estdvel. Nesta secdo veremos que o mesmo se dd também com os
vortices (e cordas) para um determinado valor de «. Este é o chamado
limite BPS (Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield), e ocorre quando as
massas dos campos escalar e de gauge tornam-se iguais.

A massa (classica) de um campo é dada pelo termo quadratico do
mesmo, na Lagrangeana, apds a quebra espontanea da simetria. Os
termos quadraticos do vortice sdo

1 x
Lquadratico = _EeZVZAuAu - }\‘Vzd) ¢, (4-54)

da onde podemos obter que as massas do campo de gauge e escalar
sdo, respectivamente mﬁ\ =e?vie mZH = 2Av2. A relacdo entre as

duas massas é dada por

2 2
ma e o

miﬁ =T 7 (4.55)
e logo, quando as massas sdo iguais, temos que x = 2. Resta-nos
mostrar que este limite realmente satura a energia do sistema e ¢,
automaticamente, estdvel. Para isso precisamos realizar um truque
semelhante ao que fizemos no caso dos kinks.

A energia do vortice no espaco plano é dada por (4.21). Fazendo
a substituicdo A = e?/«, e escrevendo a energia em termos de suas
componentes, temos

I L T Py S e . 212742
E= |82+ D10 D20+ 50307 D2g+ (6" 0~V dx (4:56)
onde B=F;,, D; =07 +1ieA; e Dy =97 —ieA;.
Vamos agora completar o quadrado na expressdo acima,

2
E— J {] [B+;(|¢|2—v2) +%\(D1 +iD2)¢|2} d®x

2 V2«
B 1 _
—J [ V%(mz—vzu2(1D2¢*D1¢—1D1¢*Dz¢)] d*x. (4.57)

O segundo termo presente na segunda linha de (4.57) pode ser mel-
hor trabalhado, até concluirmos que ele é igual a

e

5 (4.58)
e, portanto, se «x = 2, este termo se cancela com o outro termo
quadrético em ¢? da segunda linha da equagio (4.57). O termo restante
da segunda linha é dado por

Be
(01A2 —02A1)|0)* = 7|¢\2,

J 1Bev2 o vzn,

2 (4-59)
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onde n é chamado de namero de enrolamentos, e dado pelo fluxo do
campo magnético (pelo ntcleo da corda no caso de D=1+3). Como a
primeira linha da equagdo (4.57) é estritamente positiva, temos que o
limite de energia é saturado se as equacdes

B+ (1912 —v?) =0, (D1 +iD2) =0 (4.60)

forem satisfeitas. Este é o limite BPS, e neste regime a configuragdo
da corda é automaticamente estdvel, em vista que ela satura o limite
de energia. Neste caso as equagdes de campo sdo de primeira ordem,
ao invés de segunda ordem.
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No limite BPS, os
campos obedecem a
equagdes diferenciais
de primeira ordem.






A CORDA ABELIANA NA GRAVITACAO DE
STAROBINSKY ESTENDIDA

O objetivo deste capitulo é estudar a corda Abeliana em modelos al-
ternativos da gravitagdo, mais especificamente o modelo de Starobin-
sky e o modelo de Starobinsky estendido. Ambos sdo casos especi-
ficos de uma teoria f(R), sendo o modelo de Starobinsky dado por
f(R) = R+nR?. Entre as principais caracteristicas deste modelo, pode-
mos citar o fato de atender de forma satisfatéria dados referentes
a inflagdo cosmolégica obtidos pelo satélite Planck [Plancki4], além
de ser uma teoria cuja renormalizibilidade é mais favoravel do que
o modelo proposto por Einstein [Stey7]. Como essa corregdo a agdo
de Einstein-Hilbert é dada por um termo quadratico no escalar de
curvatura, é de se esperar que tal termo exerca pouca influéncia em
regides de baixa energia, porém, deve ser considerado em regides de
curvatura intensa, como nas proximidades de objetos compactos e no
universo primitivo. Neste tiltimo caso, devemos estudar a formagao e
comportamento de defeitos topolégicos nesta teoria, e ndo na teoria
da gravitagdo de Einstein.

Recentemente, modelos estendidos de Starobinsky foram propos-
tos, da forma f(R) = R+nR? 4+ BR™, com n > 3, na tentativa de mel-
horar ainda mais sua concordancia com os resultados obtidos pelo
satélite Planck. Desta forma, vamos também considerar este modelo
no estudo da corda Abeliana. Como veremos, o resultado obtido com
tais corregdes decai a medida que a poténcia n aumenta.

Outro caso que iremos considerar é o da presenga de uma constante
cosmolégica. Como ja observamos, um dos maiores atrativos das teo-
rias f(R) é a possibilidade de modelar um comportamento andlogo
ao da existéncia de uma constante cosmolégica, sem a necessidade
da introdugdo ad hoc de tal constante. No caso de uma teoria do
tipo f(R) = R+ aR™, esta constante cosmolégica simulada é dada por
A= (1/o)V/ (=1, para n > 2. Infelizmente, um modelo como este é
dificil de ser estudado numericamente, em vista que o termo do tipo
constante cosmoldgica é inversamente proporcional a (n-1) raiz do
parametro de corregdo e, logo, para uma constante cosmolégica pe-
quena, é necessdrio um pardmetro de corre¢do muito grande. Nossa
estratégica serd, entdo, introduzir uma constante cosmolégica ad hoc
e estudar como os modelos estendidos de Starobinsky se comportam
frente a esta constante cosmolégica.
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O modelo de
Starobinsky
introduz uma
corregdo quadrdtica
no escalar de
curvatura. Tal termo
deve ser importante
em ambientes de
curvatura forte.

O modelo estendido
de Starobinsky
inclui termos
polinomiais de
poténcias maior que
dois. Ele pode ser
utilizado para
simular a presenga
de um termo do tipo
constante
cosmoldgica.
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O ansatz para os
campos escalar e de
gauge, e também
para as fungdes da
métrica, sGo 0s
mesmos do capitulo
anteriot.

A CORDA ABELIANA NA GRAVITAQAO DE STAROBINSKY ESTENDIDA

De forma geral, o modelo que iremos estudar neste capitulo é dado
por

S= J Vigld*x[Lm + Lf(R)J (5.1)

lenG
onde L., representa a Lagrangeana de matéria e é a mesma do capi-
tulo anterior,

L= —%FWF”V+%(aquieAu)d)*(a“—it’fA“)d)—%(d)*d)—\’z)z- (5-2)

As seguintes seg¢Oes irdo tratar de diferentes formas analiticas para
a fungao f(R). Inicialmente iremos tratar do modelo de Starobinsky
sem constante cosmoldgica [Gra16], onde veremos que o déficit angu-
lar gerado pela corda césmica é atenuado pela corregdo de Starobin-
sky. Posteriormente iremos estudar o modelo estendido de Starobin-
sky, ainda sem a presenca de uma constante cosmolégica [GB16],
onde veremos que termos de poténcia superior tem como resultado
uma atenuac¢do menor para o déficit angular, em relagdo ao termo
quadratico de Starobinsky. Finalmente, iremos estudar o caso da corda
césmica em um espago-tempo com uma constante cosmoldgica, tanto
no modelo de Starobinsky como no modelo de Starobinsky estendido,
e iremos analisar como o horizonte cosmolégico é influenciado por
tais corre¢des, comparando ao mesmo sistema na relatividade geral
[GB16].

5.1 STAROBINSKY SEM CONSTANTE COSMOLOGICA

O modelo de Starobinsky sem constante cosmolégica caracteriza-se
por f(R) = R+mnR2. Nesta e nas demais segdes iremos utilizar o
mesmo ansatz para a métrica e para os campos de matéria, dados
respectivamente por

ds? = —N(r)2dt? + dr? + L(r)?dd? + N(r)?dz?, (5.3)

O(r) = vi(r)e'?, (5-4)
e

Apdxt = %[1 —P(r)]ld¢. (5.5)

E importante lembrar que este ansatz é escolhido de forma que os
campos de matéria atinjam seu valor esperado no vacuo no infinito,
e que formem uma configuragdo tipo corda. As equagdes de campo
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para f(r) e P(r) sdo as mesmas do capitulo anterior, a diferenga es-
tando presente apenas nas equagdes para o campo gravitacional, ou
seja, para as fungdes N(r) e L(r). Variando a ac¢do (5.1) em relagdo a
métrica, obtemos a equagao

Guv(1+21R) + 1ngu R — (T, ¥y~ gun IR = €Ty (56
onde Guv = Ruv — $g,vR, k2> = 8nG e T,y é o tensor de energia-
momento da corda. Como o escalar de Ricci j& contém duas derivadas
na meétrica, este é na verdade um conjunto de equagdes diferenciais
ndo-lineares de quarta ordem. Nao é de se estranhar que seu trato seja
de grande dificuldade, o que explica a pouca quantidade de solu¢des
exatas ja obtidas para este modelo. Um truque muito utilizado neste
caso é considerar o escalar de Ricci como um campo independente,
o que faz com que as equagdes acima se comportem como um con-
junto de equagdes diferenciais de segunda ordem para as fungdes
N(r), L(r) e R(r). Este truque é bem conhecido para reduzir a ordem
de equagdes diferenciais. Tirando o traco de (5.6), temos

—R+6n0R = 2T, (5.7)

e podemos utilizar esta relacdo em (5.6) para eliminar o termo pro-
porcional a [JR. Isto nos mostra que o escalar de Ricci é uma varidvel
dinamica, diferentemente da gravitacdo de Einstein, onde ele obedece
uma relagdo puramente algébrica com o tensor de energia-momento.
Outra caracteristica que podemos observar na equacdo acima é que,
para R constante e no vacuo, temos R = 0, o que implica naturalmente
um espago assimptoticamente plano. Caso queiramos um espago de
curvatura constante precisamos introduzir um termo de constante
cosmolégica. Como veremos mais adiante, 0 mesmo ndo é verdade
para os modelos estendidos de Starobinsky.
Inserindo (5.7) em (5.6), temos

R R T
Guv (14+2nR) + (ﬂz + 3> guv — 2NV VR = k? (TLW — 3> . (5.8)
O tensor de energia-momento para o campo de matéria é calculado

de forma usual,

B 2 8Sm
\/|9|59w,

e seus componentes sdo os mesmos do capitulo anterior, em vista que
a Unica alteracdo se d4 na arena gravitacional. Também da mesma
forma que no capitulo anterior, iremos introduzir uma escala carac-
teristica de tamanho, dada por 1/ VAvZ, de forma a deixar todas os

i (5.9)
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nossos parametros e fungdes adimensionais. A nova coordenada es-
pacial é entdo x = szr e as fun¢des da métrica sdo redefinidas por
= VAVIL(r = R(r)/Av2. Desta vez iremos trabalhar com

tres parametros ad1mens1onals, o =e?/A vy =Kk>v? e & =nAv2.

Temos agora um conjunto de cinco equagdes diferenciais ndo-lineares
acopladas, com trés parametros livres. O parametro « esta relacionado
a relagdo entre as massas do campo de gauge e do campo escalar, o
pardmetro y estd relacionado a escala de quebra de simetria e, con-
sequentemente, a tensdo da corda césmica, enquanto o parametro &
estd relacionado com a correcdo de Starobinsky em relacdo a teoria
de Einstein. No limite £ — 0, devemos reobter os resultados da corda
césmica na gravitagdo de Einstein.

Com tais defini¢des, as equagdes de campo para as funcdes da
métrica e o escalar de curvatura sdo dadas por

1 1
= 3N ¢ 2Ry L RIN T RN
—yN2(10aP?£2 + (1 — £2)? L2 — 2f"2L? + 6P"?)

+4L2(3N'? + RN?)],

—4R'L'N?) (5.10)

yo ] 1

— ﬂm[&iaLR(SN’NL’+4N’2L—|—RLN2) (5.11)
—YN?(10af*L? — 2aP?f2 + (1 — £2)* 4 6P2)
+4x(6N’LNL’ + 3N"2L? 4+ RN?L?)],
e
1 1
L= [6&xL(4N"?LR — R2N2L — 8N'/NL'R(5.12)

24 LaN2(1 4 2ER)
+8R/N/LN —4R'L/N?) — yN? (o221 + 14P%£2 — L2 (1 — 2)?)
+18P"?) + 4L (3N"?L — RN2L — 6N'/NL")],

onde agora o (') nas equagdes acima indica derivada em relagdo a
coordenada x. As equagdes para os campos escalar e de gauge sdo as
mesmas do capitulo anterior, da forma que ndo as repetiremos. As
condicdes de contorno para as fun¢des da métrica sdo dadas por

L(0)=0,L"(0) =1, (5-13)
N(0) =1,N’(0) =0, (5.14)
R’(00) = 0,R(00) =0 (5.15)

onde as duas primeiras condi¢des sdo as mesmas da corda na grav-
itagdo de Einstein. Como agora o escalar de curvatura obedece uma
equacdo diferencial, também precisamos estabelecer duas condi¢oes
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de contorno para ele. O fato de que R(x) — 0 no infinito é uma pre-
rrogativa da teoria, o que nos leva a derivada nula do mesmo. *

Nosso problema agora é resolver as equagdes (5.10-5.12) com as
condigdes de contorno (5.13-5.15), juntamente com as equagdes para
os campos escalar e de gauge.

3 T | I :
- Higgs |
N
LX) - -
RGY -
6 : |

Figura 5: Campos de matéria e fun¢des da métrica para a corda Abeliana
no modelo gravitacional de Starobinsky. Os pardmetros utilizados
sdfox=1.0,vy=13e & =0.001.

A partir da equacdo para o escalar de curvatura, equagdo (5.11),
podemos notar que ndo podemos tomar & = 0, pois isto acarretaria
em uma divisdo por zero. Tal se deve ao fato ja mencionado que na
relatividade geral o escalar de curvatura ndo é dinamico, e satisfaz
uma relacdo algébrica com a matéria. Nada nos impede, no entanto,
de tomar um valor pequeno para o parametro & e verificar se nosso
resultado recai nos mesmos valores ja obtidos para a corda césmica
na relatividade geral. A figura (5) mostra a configuragdo da corda no
modelo de Starobinsky para o = 1.0, y = 1.3 e £ = 0.001. Os gréficos
obtidos para os campos de matéria e as fun¢des da métrica estdao
impressos por cima dos graficos obtidos no capitulo anterior para
a corda na relatividade geral, sem diferenga aparente. Desta forma,
podemos considerar & = 0.001 como praticamente sendo um limite
em que o sistema recai na relatividade geral. Nesta figura podemos
notar também o grafico para o escalar de curvatura, que comega em
torno de R = 2.25 e cai a zero a medida que nos afastamos do ntcleo
da corda. Para x — oo, temos naturalmente R — 0.

Nosso proximo passo é comegar a aumentar gradativamente o valor
de & para estudar como os campos de matéria e as funcdes da métrica
se comportam quando a corregdo de Starobinsky comeca a ficar mais

O mesmo sistema de equagdes foi também analisado substituindo a condigdo de con-
torno R’(c0) = 0 pela condigdo R’(0) = 0, e os resultados obtidos ndo apresentaram
diferenga observavel.

63

A medida que o
pardmetro &
aumenta, o termo de
Starobinsky torna-se
mais efetivo, e as
fungdes L(x) e R(x)
tem o seu perfil
consideravelmente
alterado.



64 A CORDA ABELIANA NA GRAVITAQAO DE STAROBINSKY ESTENDIDA

importante. Um exemplo disto para o caso « = 2.0,y = 1.8 é mostrado
na figura (6). Nesta figura é exibida a configuracdo para nossas cinco
fungdes: Os campos de matéria, as duas fungdes da métrica e o escalar
de curvatura. Das cinco fungdes, as que mais apresentam alteragdes
sdo a fun¢do da métrica L(x) e o escalar de curvatura R(x). A func¢éo
da métrica N(x) também apresenta uma pequena variagdo, porém ver-
emos que tal ndo exerce grande influéncia na geometria do sistema
neste modelo de Starobinsky sem constante cosmolégica.

4 T T T T 4 T T T T
Higgs Higgs
35 Gauge --------- 1 35 Gauge --------- 1
N(x) oo N(x) oo
3F L() 7 ST L) 1
o RO e ey R0 ]
o« . € 2t ’ :
e 3 [
z 1 Z 15~ 1
7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777 1 L. 7,1\ - ST
1 05 N 1
Szl ! ! 0 T Nmee ! 1
4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X
4 T T 4 T T T . T
~"Higgs
35+ k 35+t < Gauge --------- k
N(x) oo
3r 1 3r L(x) 1
o 25Ff 1 o 25¢ ROQ ===
€ 2f - € 2} .
— =
Z LB e E Z 15t
1k
m 05 F . 4
S . foJ . . .
4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X

Figura 6: Solugdes numéricas da corda césmica no modelo de Starobinky,
para « = 2.0 e vy = 1.8. Na parte superior, da esquerda para a
direita, temos & = 0.01 e £ = 0.1. Na parte inferior, da esquerda
para a direita, temos & =1.0 e £ = 10.0.

Vale a pena recordar que a func¢do L(x) esta diretamente relacionada
com o déficit angular gerado pela corda. Tal déficit é dada por

5¢ =2m(1 —L'(00)), (5.16)

No modelo de de forma que quanto mais horizontal for a fun¢do L(x) no infinito,
Starobinsky, o déficit major seré o déficit angular. Pela figura (6) podemos notar que quando
angular gerado pela T < ~ s .
corda com wm aumentamos &, a inclinagdo em relagdo a horizontal aumenta, e logo
determinado o déficit angular se torna menor. Ou seja, a topologia do sistema é
pardmetro y é menor menos afetada. A geometria também ndo permanece a mesma, como

do que no casoda pode ser observado pela atenuagdo do escalar de curvatura.
relatividade geral.
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Figura 7: Como o déficit angular gerado pela corda césmica é influenciado
pelo modelo de Starobinsky, fixando-se os parametros « e v, e
variando-se o parametro & de 0.001 até 1000. O eixo vertical mede
o déficit angular por 2.

O fato do déficit angular diminuir como fung¢do do parametro de
corre¢do de Starobinsky tem uma grande relevancia fisica, pois per-
mite alargar o intervalo de valores possiveis para a escala de quebra
espontanea de simetria. Vamos explicar este fato melhor. Como vi-
mos na corda césmica na relatividade geral, o déficit angular esta
diretamente relacionado com o parametro y, que é proporcional a
escala de quebra de simetria. O déficit angular, por sua vez, é em
principio uma quantidade mensurédvel por processos astrofisicos e
cosmolégicos, pois relaciona-se, entre outros, com efeitos de lentes
gravitacionais e emissdo de radiacdo. A detecgdo (ou ndo) de efeitos
relacionados as cordas césmicas deve impor limites a possivel escala
de quebra. Em especial, a ndo detecgdo de déficits angulares consid-
erdveis deve impor limites superiores a possivel escala de quebra. A
introdugdo da corre¢do de Starobinsky no modelo gravitacional pro-
posto por Einstein altera o nosso cendrio, pois essa corre¢do é respon-
sdvel por uma atenuagdo no déficit angular. O modelo de Starobinsky
pode, entdo, explicar naturalmente a ndo-observagio destes efeitos,
sem alterar a escala de quebra. Ou seja, para os mesmos limites
observacionais, o modelo de Starobinsky possibilita maiores valores
para a escala de quebra em relacdo a relatividade geral. Na figura (7)
mostramos o déficit angular (em razdo de 27) em trés conjuntos de
dados («,v), para diferentes valores do pardmetro &.

Uma forma simples de quantificar estes dados é trabalhar com o
pardmetro 7y critico, que é o valor de y cujo déficit angular é 2. Ou
seja, ¢ o maior valor que o parametro y pode assumir antes que o
espago-tempo deixe de ser regular. Este valor é uma fungdo de «, no
caso da gravitacdo de Einstein, e serd uma funcdo de o e &, no modelo
de Starobinsky. Podemos observar tal comportamento na figura (8),
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Figura 8: Valor critico do pardmetro y como funcdo de &, para o« = 1. A
inclusdo do termo R? na agao diminui o valor do déficit angular.

onde o valor de vy critico para o« = 1.0 é calculado para diferentes val-
ores de &. No caso da gravitagdo de Einstein, y¢r(x = 1.0) = 1.66. No
modelo de Starobinky, v, comeca a aumentar a medida que aumen-
tamos &. Como os valores permitidos para y sdo os valores abaixo da
linha tracejada, vemos que o intervalo de valores permitidos é maior
quanto mais relevante for a corre¢do de Starobinsky.

Devemos também estudar o efeito da correcdo de Starobinsky nos
campos de matéria. Como ja mencionado, no entanto, tal efeito nao é
muito considerdvel, em vista que a mudanga na teoria gravitacional
ndo altera as equagdes de campo para a corda, e mesmo a métrica
ndo sofre grandes alteragdes no ntcleo da corda. Na figura (9) é apre-
sentada a configuragdo dos campos de gauge e Higgs para diferentes
valores de &. Como podemos perceber, ndo ha variagdo consideravel.

1 T T T T
08 f 1
06 f |

= =

T = 0.001 ——
0.4} 0.01 -------- 1

0.1 wwevveeee

g 1.0

02| j 10.0 ----- 1

0 1 1 1 1 1 1 1

Figura 9: Perfil dos campos escalar e de gauge, para diferentes valores do
parametro &.

Outra quantidade que podemos calcular é a energia da corda por
unidade de comprimento. Um grafico desta energia para 3 diferentes
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Figura 10: Energia da corda c6smica em fun¢do do parametro &, para valores
fixos dos parametros o e y.

configuragoes de parametros («,v) é apresentada na figura (10). Pode-
mos notar que a energia cresce um pouco com o aumento da correcao
de Starobinsky até atingir um méximo. Apds este maximo, e energia
parece se aproximar de um valor assimptético.

Iremos agora estudar o que ocorre quando adicionamos corre¢des

polinomais de ordens maiores a acdo de Einstein-Hilbert, em um
modelo atualmente conhecido como Starobinsky estendido.

5.2 A CORDA ABELIANA NO MODELO DE STAROBINSKY ESTEN-
DIDO

Uma forma de estender o modelo de Starobinsky é adicionar cor-
recdes de ordem superior ao termo quadrético ja presente, da forma
f(R) = R+nR% 4 BR™ para m > 2. Neste trabalho iremos nos aprofun-
dar em duas possibilidades, m = 3 e m = 4, e mencionar brevemente
o caso de poténcias maiores. Isto se deve ao fato de que, quanto maior
a ordem da poténcia, menor serd o efeito desta extensdo em nosso
modelo.

Para teorias f(R) de forma geral, a equacdo de campo, derivada da
agdo (5.1) é dada por

1
*f(T)qu — (vuvv - quD)f/(R) = KZTuv (5.17)

f'(R) Ry —
(RIRyv — 5

onde (') representa a derivada em relagdo ao escalar R(r). Essa equagao
é melhor escrita em termos do tensor de Einstein, da forma

2 _ m—1
Guv“ +2nR—l—m[5Rm*1)—|— T]gpzvR + (m 1)g§V(5R .
(VuVy — gD/ (R) = k% Ty (5.18)
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Como da vez anterior, podemos substituir o termo D’alambertiano
utilizando o trago da equagdo (5.18). Ele é dado por

—R+ (m—2)BR™ + 300f'(R) = «*T, (5.19)

da forma que

2 . m
Of'(R) = KTT + g — (mé)BR’ (5.20)

e substituindo este resultado em (5.18), chegamos ao formato final de
nossa equagao para o campo gravitacional, que é dada por

R R?2 1)BR™
G (1 +2nR+m[3Rm_1)+gw(§+n2 + (m+6)[3 )

Tguv
—VuVV(ZnR—i-mBRm*]) = KZ(TW— 93“ ) (5.21)

e esta é a equagdo que precisamos resolver, juntamente com as equagdes
para os campos de gauge e escalar.

Da mesma forma que fizemos na se¢do anterior, iremos reescalar
as fun¢des da métrica e os campos de matéria, assim como todos
os parametros envolvidos na teoria, para que fiquem adimensionais.
Nossos parametros serdo, agora, dados por o = e?/A\, Yy =k2v%, E =
nmvZex = p(Av2)(m=1) da forma que agora temos cinco parametros,
ao invés de quatro. A redefinicio dos campos é a mesma da secdo
anterior.

Nossas equagdes finais para as fungdes da métrica, e do escalar de
curvatura, sdo dadas por

1 1

= 12 N2L2aR(2ER2 + m(m — 1)xR™)
+8N/NL’) + 2xaR™L((m + 1)R3N?L — 6m(m? — 3m + 2)R"*N?L
+6mR2N"2L + 12mR*N'NL’) — yR3N? (100f*L? — 20P? 2
+al?(1 — %)% + 6P’?) + 4aR?L(6N/NL’ + 3N'?L + RN?L)
—4AxN?L?R3],

[6£ LR (RN2L +4N'215.22)

—1 1
= oLZN(R + 2ERZ + myR™)
—4R'L'N?) + 2xaR2L((m 4+ 1)R™ 'N?L — 6m(m — 1)R’L'N?
+6mLR™ 2N’2) — yRNZ(10aP2f2 — 20f L2 + L2 (1 — £2)2 + 6P'2)
+4xRL?(N?R +3N'?) —4AaN?L?R],

[6EXRL(4RLN'? + R?LNG5.23)
3
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1 1
S A NINTT T 2R TR T
—8N/NL'R+8R'N/LN —4R'L'N?) — 2axRL(2(m + 1)R™ N2L
—6mR™ 2LN’2 + 12mN/R™2NL’ — 12m(m — 1)R’N/LNR™ 3
+6m(m —1JR™ N?R'L’) —yN? (a(2f"2L? +14P?2 — L2 (1 — 2)?)
+18P"?) + 4oL (3N"2L — RN2L — 6N’NL’) + 4Aal*N?].

[6EL(4N"?LR — R*N?{5.24)

As condigdes de contorno para os campos da métrica sdo, como
usualmente,

L(0)=0,L'(0) =1, (5-25)
N(0) =1,N’(0) =0, (5.26)
R’(00) = 0,R(c0) =0, (5-27)

onde agora R(x) — 0 para x — oo é uma escolha e ndo mais uma
imposicdo da teoria, em vista que podemos ter também R(x) — A,
onde A é uma constante determinada pela forma analitica escolhida
para a fungdo f(R). Claramente esta teoria é analoga a uma teoria com
constante cosmoldgica, e estudaremos esta possibilidade na préxima
secao.

1.7 T T T
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Figura 11: As fun¢des métricas para o« = 1.0, y = 1.0, £ = 0.0T e x = 100

no modelo de Starobinsky estendido, para diferentes valores da
poténcia m em f(R) = R+ ER% +xR™. A linha continua repre-
senta o modelo na relatividade geral, ou seja, com & =x = 0.

Nosso objetivo neste momento é comparar como a introdugdo de
uma corre¢do de ordem superior ao modelo de Starobinsky afeta a
energia da corda e, em especial, o déficit angular gerado pela corda.
Considerando a funcio f(R) = R+ &R? +xR™, para determinados
valores fixos de «, v, & e x, o perfil das fun¢des da métrica é mostrado
na figura (11). O resultado obtido nos mostra que quanto maior for
a ordem da poténcia m, menor serd o efeito desta corre¢do em re-
lagdo a relatividade geral. Dito de outra forma, o termo quadratico
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de Starobinsky é o que exerce a maior corre¢do, seguido do termo
ctbico, e etc. Todas as corre¢des tendem a diminuir o déficit angular
gerado pela corda, e pouco influenciam a fungdo métrica N(x).

Ainda que diminuam de intensidade ao aumentarmos a ordem da
poténcia m, as corre¢des sdo acumulativas. Na figura (12) é mostrado
o déficit angular calculado para diferentes valores dos parametros
& e X, para as poténcias m = 3 e m = 4. Sdo exibidos seis gra-
ficos onde o parametro do termo quadrético, &, possui os valores
& =0.001,0.01,0.1,1,10 e 100. Nota-se que a medida que & aumenta,
o déficit angular deixa de ser afetado pelo aumento do parametro
Xx. Para & = 10, nenhum valor do polindmio de ordem quatro até
X = 1000 consegue diminuir o déficit angular, e mesmo o termo
ctibico com x = 1000 apenas o diminui ligeiramente. Para & = 100,
nem mesmo o termo ctibico com x = 1000 consegue atenuar ainda
mais o déficit angular.

O mesmo efeito pode ser visto se considerarmos o parametro yer,
como exibido na figura (13). Lembramos que os valores para y abaixo
da curva de vy, sdo os valores permitidos para o valor de vacuo do
campo escalar, tomando como limite maximo o valor de y que man-
tém a regularidade do espaco-tempo. Ao aumentarmos o parametro
de correcdo ctibico ou de ordem quatro, mais valores para y sdo per-
mitidos, porém quanto maior for o valor de &, menos tais efeitos sdo
percebidos para as ordens superiores.

Na tabela (2) encontram-se os valores calculados para m = 3 com
o = 1.0 e y = 1.0. Na tabela (3) encontram-se os valores calculados
para m =4 também com o = 1.0 e y = 1.0. Tais valores demonstram
claramente como a atenuacdo do déficit angular é acumulativa entre
os termos quadratico e de ordem superior, seja ele com m = 3 ou
m = 4. Nao foram realizados calculos detalhados para m > 4, porém
dado o comportamento exibido em (11) para as ordens superiores, é
de se esperar que o padrdo se repita, e poténcias de ordem m > 4
influenciem pouco na atenuagdo do déficit angular.

Nossos resultados para o modelo estendido de Starobinsky nos in-
dicam que, ao menos para este caso, apenas os polindmios de ordem
mais baixa afetam consideravelmente seu comportamento. Com isto,
se pensarmos que qualquer func¢do analitica para a fungdo f(R) deve
poder ser escrita como uma série de poténcias, apenas os primeiros
termos da série precisam ser considerados, e 0 modelo estendido de
Starobinsky pode ser considerado uma aproximagao boa o suficiente
para qualquer teoria f(R), a0 menos no caso da corda Abeliana.

5.3 STAROBINSKY E STAROBINSKY ESTENDIDO COM CONSTANTE
COSMOLOGICA

O modelo estendido de Starobinsky pode ser utilizado para intro-
duzir naturalmente na teoria um termo do tipo constante cosmolég-
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Figura 12: Déficit angular gerado pelas corre¢des ctibicas e de ordem quatro
do modelo de Starobinsky estendidos. Os seis gréficos correspon-
dema & =0.001,0.01,0.1,1,10 e 100, respectivamente, comecando
na figura superior a esquerda,
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Tabela 2: Valores de energia (por comprimento) da corda e déficit angular
paraax=10,vy=1.0em=3.

& X Energia 0 /21
0.001 0 1.1710 0.5918
0.001 0.001 1.1739 0.5911
0.001 0.01 1.1867 0.5867
0.001 0.1 1.2130 0.5683
0.001 1.0 1.2329 0.5335
0.001 10 1.2372 0.4947
0.001 100 1.2331 0.4600
0.001 1000 1.2266 0.43110
0.01 o} 1.2266 0.5872
0.01 0.001 1.1800 0.5867
0.01 0.01 1.1899 0.5829
0.01 0.1 1.2136 0.5663
0.01 1 1.2329 0.5328
0.01 10 1.2372 0.4945
0.01 100 1.2331 0.4599
0.01 1000 1.2266 0.4309
0.1 0.001 1.2065 0.5586
0.1 0.01 1.2083 0.5575
0.1 0.1 1.2187 0.5500
0.1 1 1.2328 0.5265
0.1 10 1.2369 0.4926
0.1 100 1.2329 0.4594
0.1 1000 1.2266 0.4308
1 0.001 1.2307 0.4938
1 0.01 1.2307 0.4937
1 0.1 1.2310 0.4933
1 1 1.2325 0.4903
1 10 1.2345 0.4777
1 100 1.2319 0.4547
1 1000 1.2262 0.4295
10 0.1 1.2262 0.4310
10 10 1.2262 0.4306
10 100 1.2259 0.4281
10 1000 1.2237 0.4188
100 1 1.2153 0.3858
100 100 1.2153 0.3858

100 1000 1.2152 0.3856
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Tabela 3: Valores de energia (por comprimento) da corda e déficit angular

paracx=10,vy=1.0em=4.

g X Energia d¢/2n
0.001 0.001 1.1766 0.5910
0.001 0.01 1.1916 0.5868
0.001 0.1 1.2138 0.5735
0.001 1.0 1.2311 0.5509
0.001 10 1.2387 0.5240
0.001 100 1.2382 0.4974
0.001 1000 1.2362 0.4732
0.01 0.001 1.1816 0.5866
0.01 0.01 1.1948 0.5832
0.01 0.1 1.2142 0.5713
0.01 1 1.2311 0.5498
0.01 10 1.2372 0.5235
0.01 100 1.2392 0.4972
0.01 1000 1.2361 0.4731
0.1 0.001 1.2066 0.5587
0.1 0.01 1.2089 0.5580
0.1 0.1 1.2181 0.5534
0.1 1 1.2307 0.5402
0.1 10 1.2380 0.5191
0.1 100 1.2388 0.4953
0.1 1000 1.2360 0.4723
1 0.001 1.2307 0.4938
1 0.01 1.2307 0.4938
1 0.1 1.2308 0.4937
1 1 1.2316 0.4931
1 10 1.2304 0.4896
1 100 1.2357 0.4800
1 1000 1.2344 0.4652
10 0.1 1.2262 0.4310
10 10 1.2262 0.4310
10 100 1.2262 0.4310
10 1000 1.2263 0.4302
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Figura 13: Os graficos acima mostram como o valor de y., é afetado
pela correcdo ctibica e de quarta ordem, em relagdo ao termo
quadratico. A comegar pelo gréafico superior a esquerda, a inten-
sidade do termo quadrético é dada por & = 0.001,0.1,1 e 10.

ica. Como também ja discutimos, esta constante cosmoldgica serd
muito grande se considerarmos pequenas corre¢des a relatividade
geral. O que faremos para remediar este fato é introduzir um termo
de constante cosmoldgica ja na acdo de f(R), de forma que o modelo
estendido de Starobinsky ird apenas corrigir levemente esta constante
cosmoldégica introduzida.

Considerando a forma analitica de f(R) como f(R) = R+nR2 + BR™
- 2A, para m > 2, o trago das equagdes de campo é dado por

—R+ (m—2)BR™ + 300f"(R) +4A = k*T, (5.28)

e, para o vacuo, e no regime assimptotico onde o escalar de curvatura
é uma constante, temos

—R+(Mm—2)BR™ +4A =0. (5.29)
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Esta equagdo ndo possui uma solugdo analitica para qualquer m, de
forma que vamos resolve-la aproximadamente. Tomando R =4A + ¢,
e considerando € < 4A, temos

—4A—e+ (Mm—=2)B@AA+€)™+4A =0, (5.30)

onde, considerando apenas termos de ordem ¢, temos

—e+(m—=2)pm(m—2)4A) ™ Ve 4 B(m—2)4A)™ =0, (5.31)
que possui solugdo

plm—2)4A)™

T TS mm—2)B@A) T

(5-32)

Desta forma, a constante cosmolégica pode ser pequena, em vista
que o modelo estendido de Starobinsky apenas a corrige. Para termos
uma ideia da ordem de grandeza que 3 que pode alcangar, vamos
tomar o caso em que A = 0.01. Em nossos célculos, nunca iremos
ultrapassar este valor, que ja é bem elevado. Neste caso, podemos
tomar {3 até um valor em torno de 10% para m = 3, por exemplo.

Antes de examinarmos a corda com constante cosmolégica no mod-
elo de Starobinsky, devemos fazer uma pequena revisdo da corda
Abeliana com constante cosmolégica na relatividade geral.

5.3.1 A corda Abeliana em de Sitter na gravitagdo de Einstein

O elemento mais importante do espaco de de Sitter é a presenca de
um horizonte cosmolégico 2. Ele ocorre porque, com a expansdo do
universo, a partir de um certo ponto do espago-tempo a causalidade
se perde. Seria necessirio que a informacdo se propagasse com ve-
locidade mais que a da luz para conseguir escapar deste limite. No
horizonte cosmolégico ocorre um efeito analogo ao horizonte de even-
tos gerado por um buraco negro, porém a origem deste horizonte ndo
¢ a mesma.

O aparecimento deste horizonte cosmolégico pode ser observado
na solugdo das equagdes de campo para as equagdes de Einstein
com constante cosmoldgica, no vacuo. Tal solugdo, para as func¢des
da métrica N(x) e L(x) ja introduzidas, é dada por [Lin86]

3/2
N(x) = cos <\/37\X> (5-33)

2

Se a constante cosmoldgica for negativa, o espaco assimptético serd o espago de
anti-de Sitter. Ndo estudaremos este caso nesta tese.

Espacos com
constante
cosmoldgica positiva
ddo origem a um
horizonte
cosmoldgico, além da
qual a causalidade é
perdida.

Funcdes da métrica
N(x) e L(x), no caso
de um espago
axialmente simétrico
com constante
cosmoldgica. O
horizonte
cosmolégico é dado
pela primeiro zero da
fungdo N(x).
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e
22/3 1/3 2/3
L(x) = \/ﬁ [SQTL(\/?)/\X)] [tan(\/3/\§)} . (5.34)

Da fungéao (5.33), podemos obter que o horizonte cosmolégico ocorre
quando N(x) = 0, ou seja, em x = 7/v/3A. Vamos denotar este hori-
zonte cosmolégico por xo. Para dois valores que serdo utilizados no
futuro, temos xo(A = 0.01) = 18.14 e xo(A = 0.005) ~ 25.25.

Quando inserimos a corda césmica no sistema, o que ocorre é que
o valor do horizonte cosmolégico diminui em fung¢do do pardmetro
v. Como este parametro estd diretamente relacionado com o valor
esperado de vdcuo do campo escalar, quanto maior for este valor,
menor serd o horizonte cosmolégico. Nosso objetivo é tentar entender
como essa relagdo é afetada no modelo estendido de Starobinsky.

5.3.2 A corda Abeliana em de Sitter no modelo de Starobinsky

No estudo da corda Abeliana com constante cosmoldgica, encontramos
uma diferenca mais acentuada entre o modelo de Starobinsky e o

modelo de Starobinsky estendido, do que o encontrado na corda

Abeliana sem constante cosmolégica. Neste tltimo caso, a diferenca

entre adicionar ou ndo termos extras em f(R) era apenas quantita-

tiva: Termos extras significam uma maior atenuacdo no déficit angu-

lar. Com a presenga da constante cosmoldgica, tal diferenca é também

qualitativa.

A razdo disto consiste no fato que o termo quadrético no escalar
de Ricci ndo adiciona corre¢des a constante cosmoldgica. Tomando a
expressdo (5.32), temos que € = 0 para m = 2, ou seja, no caso de
Starobinsky puro.

Nossos resultados obtidos para o modelo de Starobinsky podem
ser vistos na figura (14), onde seis graficos sdo mostrados. O quarto
grafico ocorre sem a presenga de matéria, com y = 0 e A = 0.005.
Como ja dissemos, para este valor da constante cosmolégica, o hori-
zonte cosmolégico é aproximadamente 25.25, o que condiz com nosso
resultado. Neste grafico podemos ver que o valor para o pardmetro
de corregdo de Starobinsky ndo afeta o horizonte cosmolégico, ou
a fun¢do N(x). Ou seja, ndo importa o valor do parametro &, o hori-
zonte cosmolégico serd o mesmo. O mesmo ndo pode ser dito quando
vy # 0. Os trés primeiros graficos mostram o comportamento de N(x)
paray = 1.5,1.0 e 0.5, respectivamente. Nota-se que quanto maior o
valor de vy, mais o horizonte cosmolégico é afetado. Porém, a medida
que aumentamos o parametro relacionado a correcdo do modelo de
Starobinsky, 0 parémetro &, esta correcdo comeca a se atenuar, e o
horizonte cosmolégico comega a se aproximar do mesmo valor do
horizonte cosmolégico obtido com y = 0, ou seja, no véacuo. Isto in-
dica que o parametro de corre¢do do modelo de Starobinsky tem o
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papel de influenciar no efeito da corda césmica, mas nado influencia
em nada no efeito da constante cosmoldgica.

Em outras palavras, o papel do termo quadrético de Starobinsky
é anular o efeito gerado pela corda sobre o horizonte cosmolégico.
Para valores elevados do parametro &, é como se a corda néo existisse
e o horizonte cosmolégico é completamente definido pela constante
cosmoldgica. Para valores intermedidrios do parametro de correcao
do modelo de Starobinsky, ocorre o estranho fato do horizonte cos-
moloégico apresentar-se levemente superior ao horizonte cosmolégico
de vacuo. Os dois tltimos gréficos da figura (14) apenas reproduzem
o mesmo padrdo comentado, agora para A = 0.01, confirmando que
a corregdo efetuada pelo modelo de Starobinsky é tdo maior quanto
maior for o pardmetro y. Este resultado também é condizente com o
que sabemos, em vista que quanto maior o pardmetro y, mais o hori-
zonte cosmoldgico serd afastado do valor que ele tomaria no vécuo.

Ja para o modelo de Starobinsky estendido, o comportamento é
diferente. Na figura (15) sdo mostrados também seis gréficos, todos
para m = 3. De acordo com a expressdo (5.32), agora a constante
cosmolégica recebe uma corre¢do. Este resultado pode ser visto no
quarto gréfico da figura (15), onde a funcdo N(x) é mostrada para
Y = 0 e variando-se o parametro x. Ao contrario do caso de Starobin-
sky puro, notamos que o horizonte cosmolégico diminui ao aumen-
tarmos de x. Este comportamento era esperado, em vista que o termo
ctibico aumenta o valor da constante cosmolégica. Os trés primeiros
graficos mostram o comportamento da fun¢ao N(x) agora para y # 0.
Aqui encontramos um fato interessante. O horizonte cosmolégico
pode aumentar ou diminuir em fun¢do do parametro x, sendo que
aparenta aumentar para altos valores de y e diminuir para baixos
valores de y. Os dois ultimos gréficos apenas reproduzem o com-
portamento ja apresentado, para diferentes valores da constante cos-
moldgica.

Esse comportamento pode ser explicado da seguinte maneira: O
parametro de corregdo de Starobinsky para m > 2 tem dois efeitos
no espago de de Sitter. O primeiro é enfraquecer a contribuigdo da
corda césmica, o que j4 estd presente no modelo de Starobinsky, e o
segundo é aumentar a constante cosmolégica. Enquanto o primeiro
efeito tende a aumentar o horizonte cosmolégico, o segundo tende
a diminuir o horizonte cosmolégico. Quando o pardmetro de acopla-
mento da corda é grande (y grande), o primeiro efeito se sobressai,
aumentando o horizonte. Quando o parametro de acoplamento da
corda é pequeno, é o segundo efeito que se sobressai, diminuindo o
horizonte cosmolégico.

Se considerarmos que o horizonte cosmolégico pode funcionar como

um limite observacional para as teorias modificadas da gravitagdo, o
comportamento do modelo estendido de Starobinsky somente pode
ser definido dada a relacdo entre a constante cosmolégica e o valor

No modelo de
Starobinsky com
constante
cosmoldgica, o papel
do termo quadrdtico
é anular o efeito da
corda sobre o valor
do horizonte
cosmoldgico.

No modelo de
Starobinsky
estendido, o papel do
termo ciibico é
duplo: Atenuar o
efeito da corda sobre
0 horizonte
cosmoldgico, e
aumentar o valor da
constante
cosmoldgica.
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Figura 14: Perfil da funcdo N(x) no modelo de Starobinsky. O horizonte cos-
molégico ocorre em N(x) = 0.
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molégico ocorre em N(x) = 0.



8o

A CORDA ABELIANA NA GRAVITAQAO DE STAROBINSKY ESTENDIDA

de vadcuo do campo escalar. Ja para o modelo puro de Starobinsky, o
comportamento é claro e o horizonte cosmolégico serd sempre maior
que o mesmo do sistema correspondente na relatividade geral.



Parte III

MODOS QUASINORMAIS

As ondas gravitacionais emitidas por buracos negros pos-
suem uma componente oscilatéria e outra componente de
decaimento. O espectro de emissdo é dado por seus mo-
dos quasinormais, e tais dependem apenas dos paramet-
ros fisicos do objeto. Aqui estudaremos o espectro de emis-
sdo em dois exemplos relacionados com teorias alternati-
vas da gravitagdo, a saber, um buraco negro com a pre-
senca de um monopolo global em teorias f(R), e um bu-
raco negro com uma nuvem de corda em teorias de Einstein-
Gauss-Bonnet.






MODOS QUASINORMAIS NO MONOPOLO GLOBAL
EM f(R)

6.1 0S MODOS QUASINORMAIS

Modos normais sdo os modos de vibragdo de um determinado sis-
tema. No caso de instrumentos musicais, sio chamados de harmoni-
cos. Tais modos sdo denotados por quasinormais quando a vibragao é
amortecida no tempo, e costumam ser representados por um ntmero
complexo, onde a parte real indica a frequéncia de oscilagdo e a parte
imagindria indica a taxa de amortecimento. Modos quasinormais sdo
encontrados em vérias dreas da fisica, e estdo presentes na emissdo de
ondas gravitacionais por objetos compactos, como os buracos negros
[BCSo9].

Buracos negros isolados sdo descritos por apenas uns poucos paramet-

ros, como massa, carga e momento angular. No entanto, objetos este-
lares isolados sdo uma abstragdo. Devido a forte forca gravitacional,
buracos negros estdao constantemente influenciando e sendo influenci-
ados pelo meio exterior, de forma que devem ser considerados como
objetos perturbados. Essa perturbacdo deforma a simetria esférica do
sistema e leva a emissdao de ondas gravitacionais.

Para encontrar os modos quasinormais de um objeto estelar com-
pacto devemos perturbar o sistema. Essa perturbagdo pode ser feita
de vérias formas, seja através da perturbagdo das equagdes de campo
da gravitacdo ou através da perturbacdo de objetos testes pelo campo
gravitacional. Por objetos testes devemos entender aqueles objetos
que sdo influenciados pelo objeto compacto, porém, ndo o influen-
ciam de volta. No caso de teorias alternativas a gravitagdo, este se-
gundo procedimento é mais simples de ser efetuado, em vista que
envolve as equagdes de campo do objeto teste e ndo do campo grav-
itacional, equacdes estas altamente ndo-lineares. Nesta segdo iremos
estudar a perturbacdo de campos escalares e espinorais no espaco-
tempo de um buraco negro com um monopolo global em uma teoria
f(R).

O estudo de modos quasinormais de buracos negros tem recebido

bastante aten¢do da comunidade cientifica nos tltimos anos, por varios

motivos. Um deles é o crescente investimento em detectores de ondas
gravitacionais que podem revelar informacdes cada vez mais precisas
sobre o universo e seus constituintes. Um outro motivo foi o desen-
volvimento da teoria de cordas e, mais recentemente, das dualidades
entre teorias gravitacionais e teorias de gauge. Segundo a teoria de
cordas, nosso universo ndo possui apenas quatro dimensdes, porém,
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Ondas
gravitacionais
emitidas por objetos
compactos sio
caracterizados pelos
modos quasinormais.

A perturbagdo de
um buraco negro
com a introdugdo de
campos de teste é
uma forma de
encontrar os modos
quasinormais do
mesmo.



84

Nesta tese iremos
utilizar o método
WKB para o cdlculo
dos modos
quasinormais.

O método WKB nos
permite encontrar
solugoes
aproximadas de
equagdes diferenciais
do tipo Schroedinger.

MODOS QUASINORMAIS NO MONOPOLO GLOBAL EM f(T)

dez ou onze dimensdes, compactadas ou ndo. Tais teorias abriram
um leque de possibilidades tedricas no contexto gravitacional, com o
estudo de novos tipos de objetos negros ' em dimensdes superiores.
Ja em dualidades que envolvem teorias de gravitagdo e teorias de
gauge, os modos quasinormais estdo diretamente relacionados com
os polos do propagador na teoria dual [AE15, Nas15]. Desta forma, ao
menos em teoria, podemos encontrar resultados em fisica Hadronica
realizando os calculos na teoria gravitacional dual.

H4 vérios métodos para o calculo dos modos quasinormais de ob-
jetos compactos, porém, somente em casos altamente idealizados tais
célculos podem ser realizados de forma exata. Para a grande maio-
ria das situa¢des devemos recorrer a métodos numéricos ou semi-
analiticos. Nesta tese iremos utilizar um método semianalitico bas-
tante conhecido, chamado WKB. Este método costuma ser utilizado
em mecanica quantica para tratar particulas em barreiras de potencial
cuja forma ndo permite solu¢des exatas. Como veremos, as equagdes
de campo das particulas teste perturbadas podem ser reduzidas a
equagdes do tipo Schrodinger, onde o método WKB pode ser apli-
cado. E interessante, entdo, antes de prosseguirmos com o calculo dos
modos quasinormais das particulas testes, que fagamos uma pequena
revisdo do método WKB.

6.2 O METODO WKB

Nesta se¢do iremos tecer alguns comentérios sobre o método WKB.
Nosso objetivo é resolver, aproximadamente, equagdes diferenciais
do tipo

2
Y L Qi) = o, (6.1)

dx?

onde Q(x) é uma fung¢do que varia suavemente em relacdo a variavel
x. No caso de fungdo Q(x) ser constante, a solucdao é 6bvia e dada
por P(x) = AetVQx Com isso, para fungdes suaves Q(x), um bom
ansatz é dado por P (x) = A(x)et*®) Inserindo este ansatz em (6.1),
e ignorando termos de derivada segunda em ), obtemos como uma
primeira aproximagao

1
P(x) = Wexp {iiJ\/Q(x’)dx’}. (6.2)

Em mecdanica quantica, em geral temos Q(x) = [E — V(x)]2m/h?,
onde V(x) é alguma barreira de potencial e E é a energia da particula
(onda) incidente. Para este tipo de equacéo, a solugao (6.2) ¢ uma boa
aproximagdo desde que |E — V(x)| ndo se torne muito pequeno. Os

1 Objetos que possuem ao menos um horizonte de eventos.
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pontos onde V(x) = E sdo chamados pontos de contorno, e a regido
onde V(x) — E ndo pode ser a solugdo da fung¢do { aproximada
por (6.2). O método WKB usual consiste em aproximar a regido entre
os pontos de contorno de alguma forma, encontrar a fungdo \(x)
satisfeita entre os pontos de contorno por esta fun¢do aproximada,
e entdo unir esta solu¢do encontrada com a solu¢do WKB dada por
(6.2) em cada um dos pontos de contorno. Este é um bom método
para o calculo das amplitudes de transmissdo e reflexdo para uma
onda incidente.

Para o caso que queremos estudar, que é a emissdo de radiagdo por
buracos negros, o método acima precisa ser ligeiramente modificado.
Vamos explicar brevemente o motivo. No caso de reflexdo de uma
onda por uma barreira de potencial, a amplitude de onde refletida
costuma ser bem maior que a onda transmitida. Temos, entdo, trés
tipos de ondas: Onda incidente, onda refletida e onda transmitida.
No caso da emissdo de radiacdo pela barreira de potencial, hd apenas
dois tipos de onda, ambas emitidas e cada uma em uma dire¢do no
espaco. Uma das ondas serd emitida em direcdo a x — +oo, que é
o infinito. A outra onda serd emitida em dire¢do a x — —oo, que
é o horizonte de eventos no sistema de coordenadas da tartaruga,
ou tortoise. Desta forma é esperado que estas duas ondas possuam
amplitude comparavél, e nesta caso ndo existe onda incidente. Este
conjunto de condi¢gdes somente ocorre quando o maximo da fungdo
—Q(x) for nula, ou seja, quando —Q(x)max =~ 0. Neste caso, o valor
da energia estara préxima do méaximo do potencial V(x), e os pontos
de contorno estardo préximos um do outro.

A forma de modificar o método WKB para englobar estes casos
é unir ambas a solugdo WKB com ambos os pontos de contorno si-
multaneamente [SW85]. Caso ambos os pontos de contorno estejam
igualmente separados, Q(x) pode ser aproximado por uma pardbola,
da forma Q(x) = Qo + %Q(’)’(x—xo) + O(x —x)3, onde x¢ é o pico da
funcdo |Q(x)l, Qo = Q(x0) < 0 e QF = d2Q/dx?|y, > 0. Utilizando as
defini¢bes

—_

K= ng' t= (4k)"* e/ H (x —x0), (6.3)
1 —iQo

a equagdo (6.1) pode ser escrita como

d2 T 1,
A equagdo (6.5) tem como solugdo as fungdes cilindricas parabdlicas
Dy (t), cuja forma assimptética pode ser encontrada em [SW85] e

ndo iremos reproduzir. Aqui somente vamos comentar que, para a
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solucdo de (6.5) ser compativel com a solu¢do WKB nos pontos de
contorno, e reproduzir as condi¢des de ondas de radiacdo, é preciso
que a condic¢do I'(—v) = oo seja satisfeita, ou seja, é preciso que v seja
um inteiro. Com isto, a condigdo para a existéncia de modos normais

2

e

1
\/(%g —i(n+3). (6.6)
A condicdo (6.6) nos permite encontrar os modos quasinormais do
buraco negro, em uma primeira aproximagao. E possivel realizar o
calculo acima em ordens superiores, e 0 método WKB como descrito
foi estendido até a terceira ordem em [IW87], e posteriormente até a
sexta ordem em [Kono3]. Nesta tese iremos utilizar o método WKB
em quinta ordem. Nele, a férmula para o cdlculo dos modos quasi-
normais é dada por [Kono3]

. Qo 1
—N—A3—A4— A5 = = .

i 2Q0 2= A A= As=n+ (6.7)
onde A; representa uma corre¢ao de i-ésima ordem. A férmula analitica
destes coeficientes depende das derivadas da fun¢do Q(x), e podem
ser encontrados em [IW87] e [Kono3].

63 O MONOPOLO GLOBAL

No capitulo (3) foi calculada a métrica gerada por um monopolo
global em teorias f(R), porém, ndo entramos em detalhes no que con-
siste um monopolo global. Tudo o que fizemos foi, dado uma tensor
de energia-momento do tipo

2 2

A0 0,0, 6.8)

vV o~
T~z

w
obter a métrica gerada por este tensor de energia-momento em teo-
rias f(R), no limite de campo fraco. No caso da fungdo analitica f(R)
obedecer ao vinculo f/(R) = 1+ or, com Por| < 1, a solug¢do encon-
trada foi

ds? = A dt? — A7 dr? —+2(d6? +sin? 0 dd?), (6.9)
onde
M
A=1-— - 8?2 — Por. (6.10)

Nosso objetivo nesta se¢do é apresentar brevemente o monopolo
global. Assim como os kinks, os vortices e as cordas, o monopolo é
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um séliton topoldgico, o que quer dizer que sua estabilidade é garan-
tida pela configuragdo de vacuo da teoria. Ele existe naturalmente em
3+1 dimensdes, e possui uma configuragao esfericamente simétrica. O
monopolo magnético foi introduzido independentemente por t’'Hooft
em [tH74] e Polyakov em [Pol74], através da Lagrangeana

£ = TRS PS4 (D0 (DROY) — 2 (6%0¢ —m2)%, (6.1)
onde F,y = 0,A$ —0,Al +ee®PADAS € o tensor intensidade de
campo do campo de gauge A, e a derivada covariante é dada por
D¢ =0,p%+ eeabcABd>°, onde os indices (a, b, c...) serdo discuti-
dos logo adiante. Esta Lagrangeana ¢é invariante sob transformacdes
locais do grupo SU(2).

Assim como no caso do vortice, o campo escalar assume sua con-
figuragdo de vacuo no infinito, que é dada por $2$p® = v2. Na rep-
resentagdo fundamental, o campo ¢ é representado por um tripleto,
e esta relacdo é, entdo, dada por (¢(1)2 + ($?))2 + (32 = 1?2,
onde os indices (1), (2) e (3) indicam as componentes do tripleto ¢ <.
Esta equagdo nos lembra a equagdo de uma casca esférica em coorde-
nadas cartesianas, e de fato a estrutura de veriedade do grupo SU(2)
é a 2-esfera S2. Ou seja, qualquer ponto da 2-esfera, representada
pela equagao (¢pM)2 + ($2))2 + (¢3))2 =n? é uma possivel escolha
para o valor de vacuo. Atentamos que ndo estamos nos referindo as
coordenadas espago-temporais. Os indices (1),(2) e (3) sdo indices
internos, do grupo SU(2), e a 2-esfera é uma 2-esfera nos indices in-
ternos. Assimptoticamente o campo escalar pode assumir qualquer
destes valores.

O que precisamos, agora, é indicar qual valor de vicuo o campo
escalar vai assumir em cada dire¢cdo do espago-tempo. Como o con-
junto das diregdes é também um espago S?, podemos fazer um mapa
biunivoco entre o espaco fisico S? e o espago interno S?, da forma
que

G (rF — 00) = dg(F), (6.12)

onde ¢“(rf — oo) indica o campo escalar na dire¢cdo , no limite
assimptotico de v — oo, e ¢§(f) indica um dos possiveis valores de
vacuo do campo escalar que, na 2-esfera interna, tem a diregdo de *.
Quando o campo escalar assumir seu valor esperado de vacuo, a
simetria do grupo SU(2) serd quebrada, e a nova simetria obedecida
pelos campos serd a do grupo U(1). Este modelo é conhecido como
modelo de Georgi-Glashow e é a base do monopolo de t'Hooft-
Polyakov [tH74]. Inserindo a Lagrangeana (6.11) nas equagdes de
Euler-Lagrange, pode-se encontrar as equagdes a serem obedecidas
pelos campos escalar e de gauge. No limite em que A — 0 tais equagdes
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possuem uma solugdo analitica * [PSy5], mas para A # 0 elas precisam
ser resolvidas numericamente. G. t'Hooft foi capaz de mostrar que
este sistema também d& origem a um séliton, cujo campo magnético
é radial. Dai a origem do termo monopolo magnético.

O monopolo global consiste no mesmo sistema acima, porém, na
auséncia de campos de gauge. Nesta tese 0 monopolo serd utilizado
unicamente como fonte, de forma que tudo o que precisamos calcular
dele é seu tensor de energia-momento. O tensor de energia momento
serd calculado de forma usual, a partir da relacdo

3L

g +g"ve, (6.13)
1Y

T = 2
5

onde £ é dada por (6.11) e gy é dada pelo elemento de linha

ds? = —A(T)?N(r)dt? + dr? +7%(d6? + sen’0dd?). (6.14)

N(r)

Como se trata de um problema com simetria esférica, o elemento
de linha (6.14) claramente reflete esta simetria. O ansatz para o campo
escalar é escolhido como

$ = erH(n, (6.15)

onde e_r> é o vetor unitario na direcdo radial, nas coordenadas internas
do tripleto. O célculo do tensor de energia-momento nao é trivial, em
vista que é preciso escrever o campo escalar em coordenadas esféri-
cas no espago interno [VNWP76]. Em termos destas componentes, o
tensor de energia-momento é dado por

H2n? 1 1
_ g:?? +aN(H™M)? + gAnt (H2 =12, (6.16)

H?n? 1 1

B L 12 Iadg2 132
T = 5 = INHM2 4+ A (H2 1) (6.17)
e

1 1

—T3 = T3 = IN(H"M)* + P (H2 = 1), (6.18)

Longe do ntcleo do monopolo, o campo escalar se aproxima de seu
valor esperado de vacuo, H — 1 e a métrica se aproxima da métrica

2 Este é exatamente o limite BPS para o monopolo de t'Hooft-Polyakov
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de Minkowski com um pequeno déficit angular. Desta forma, o tensor
de energia-momento pode ser aproximado por

2 2
nn
T\};L ~ <T‘2/ 1‘2,0/O> ’ (619)

como consideramos no inicio desta se¢cdo. Podemos dizer que este é
o tensor de energia-momento de um monopolo global idealizado.

64 MODOS QUASINORMAIS ESCALARES

Nesta segdo iremos calcular os modos quasinormais para o campo
escalar no espago-tempo de um buraco negro com um monopolo
global idealizado em teorias f(R) [GVB15]. Campos escalares obede-
cem a equagao de Klein-Gordon, que em um espago-curvo assume a
seguinte forma covariante

1
\/f—gao(gmv—gaw)Jru% ¥Y=0, (6.20)
onde pp é um parametro que quanticamente pode ser identificado
como a massa da particula escalar representada por este campo.

A métrica do monopolo global em f(R) ja foi calculada no capitulo
(3), e é dada por

ds? = A dt? — A" dr? —12(d6? +sin? 0 ddp?), (6.21)
onde

A=1— @ — 8m? —Por (6.22)
onde G = 1. Tal métrica se torna mal definida quando A = 0, o

que define duas hipersuperficies nulas, chamadas de horizontes. O
horizonte interno é conhecido como horizonte de eventos, e tem sua
origem na presenca do buraco negro. O horizonte externo deve-se
ao parametro o e é de origem cosmoldgica, de forma analoga ao
horizonte cosmolégico do espago de de Sitter.

Tomando A = 0, podemos encontrar ambos os horizontes, a saber,

(1—8m?) £+ /(1 —8m?)2 —8Muo
2o '

Quando Py = (1 —8m?2)2/8, a raiz quadrada da expressdo acima
serd nula, e teremos apenas um horizonte. Neste caso, dizemos que
o buraco negro é extremo. No entanto, os dois horizontes de nosso
sistema possuem origem distinta, de forma que ndo esperamos que o

Th =

(6.23)
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valor de Ty, seja degenerado. Este é um indicio que temos de consid-
erar valores de Py em que Pp < 1.
Substituindo a métrica (6.21) em (6.20), obtemos

2 32
[ r 9 +a(r2Aa>—L2—u%r2}‘P—O,

Ao T\ %% (6.24)

onde L? é o operador de momento angular.

Devido a independéncia do Hamiltoniano com o tempo, e também
a simetria esférica do problema, a solugdo da equagdo (6.24) pode ter
suas variaveis separadas da forma

Y =VY(r,t) = R(T)Y{™(O, p)e T, (6.25)

onde Y™ (0, ¢) sdo os tradicionais harmonicos esféricos. Substituindo
a equagdo (6.25) em (6.24), encontramos que

d 2 dR Tzwz 2.2 _
dT(T A(h‘)+( A _)\h—n_uor R—O,

onde Ay = 1(1+1).

Esta é a equagdo que devemos resolver, porém, poucas sdo as situ-
a¢des onde podemos encontrar solugdes exatas para ela. Com o intu-
ito de deixar esta equagdo em uma forma mais conveniente para a
utilizacdo do método WKB, vamos fazer uma transformagao de coor-
denadas definida pela relagao

(6.26)

dr
dr, = N

(6.27)

A coordenada r, mapeia a regido entre os horizontes na regido en-
tre (—oo, +00). Ela é conhecida como coordenada da tartaruga, ou tor-
toise. Utilizando esta transformacao de coordenadas, e transformando
a fungdo R(r) em R)(r) = R(r)/r, a equagio de Klein-Gordon torna-se

d’R .
a2 V(r) = w?R, (6.28)
onde
L+1) A
V(r) = A( ( 2 ) + T)' (6.29)

e (') indica derivada em relagdo a coordenada radial r. A equagdo
(6.28) é uma equacao tipo Schrodinger, e logo, é apropriada para se
usar o método WKB.

Antes de fazer isso, devemos dar uma olhada no potencial V(r). A
métrica de Schwarzschild é recuperada se tomarmos o = 8mm =0, e
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Figura 16: Potencial efetivo sentido por um campo escalar no espago-tempo
de Schwarzschild em fung¢do do parametro 1.

sua forma é exibida na figura (16) para diferentes valores de 1. Como
podemos ver, o potencial efetivo é positivo definido para r > 2, que
corresponde a regido externa ao horizonte de eventos.

Quanto maior 1, maior serd o potencial efetivo correspondente, e o
valor rmax correspondente ao pico do potencial pode ser encontrado
derivando a equacdo (6.29) e igualando a zero. Fazendo isso, obtemos

2M /1(1+1) 2M M A(1+1) M\
r2< 2 *ﬁ)*(‘—r)(—rs—ﬂ)—““-%’)

e, no limite 1 — oo, temos

Tmax — 3M. (6.31)

De agora em diante vamos normalizar a massa da solugdo para
o valor unitdrio. O mesmo estudo pode ser feito para a métrica do
monopolo global em f(R), porém, agora temos, além do parametro
1, os parametros o e 8rm. Vamos nos concentrar no parametro o,
pois é ele que controla como a gravitagdo em f(R) se diferencia da
gravitagdo de Einstein. Derivando o potencial efetivo com 1y # 0, e
tomando o limite em que 1 — oo, temos

Por? —2r+6=0. (6.32)
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Figura 17: Posi¢cdo do pico do potencial efetivo para o campo escalar no
espago-tempo de um buraco negro, com um monopolo global,
em f(R)

O gréfico de rmax em fungdo de o é apresentado na figura (17).
Como podemos observar, o valor diverge quando 1o > 1/6. Este é
mais um indicio que a métrica encontrada para o monopolo global
nao é bem comportada fora do limite o < 1.

O potencial efetivo para diferentes valores do parametro 1o é ex-
ibido na figura (18). Como podemos ver, o potencial comega a diminuir
com o aumento do parametro o, até o momento que deixa de ser
positivo definido. Neste momento o método WKB que estamos uti-
lizando ndo pode ser mais utilizado. O que estd ocorrendo é que, no
limite que o — 1, o horizonte de eventos e o horizonte cosmolégico
se encontram. Como queremos um espago-tempo bem definido, onde
os horizontes estejam distantes um do outro, iremos nos ater ao regime
onde Py < 1.

Vamos iniciar calculando os modos quasinormais da métrica de
Schwarzschild utilizando o método de WKB de quinta ordem. Os val-
ores obtidos estdo listados na tabela (4). O método WKB funciona
melhor para | > n, porém, em quinta ordem ele consegue obter um
resultado aceitdvel mesmo para valores baixos de 1 e n. A nivel de
comparagdo, resultados numéricos para a métrica de Schwarzschild
sdo apresentados na tabela (5). Os valores semi-analiticos se aproxi-
mam dos valores numéricos quando 1 > n.
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Figura 18: Potencial efetivo para o campo escalar no espago-tempo de um
buraco negro, com um monopolo global, em f(R). Sdo considera-
dos diferentes valores do parametro .

Tabela 4: Modos quasinormais da métrica de Schwarzschild utilizando o
método de WKB de quinta ordem.

1 n Re(w) -Im(w)
0 0 0.1053 0.1057
0 1 0.0860 0.3567
1 0 0.2931 0.0977
1 1 0.2645 0.3065
1 2 0.2291 0.5466
2 0 0.4837 0.0968
2 1 0.4639 0.2956
2 2 0.4301 0.5090
2 3 0.3920 0.7422
3 0 0.6754 0.0965
3 1 0.6607 0.2923
3 2 0.6335 0.4960
3 3 0.5981 0.7118
3 4 0.5593 0.9420
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Tabela 5: Alguns valores numéricos para os modos quasinormais da métrica

de Schwarzschild.
1 n Re(w) -Im(w)
0 0 0.1104 0.1048
0 1 0.0861 0.3480
1 0 0.2929 0.0977
1 1 0.2645 0.3063
2 0 0.4836 0.0968
2 1 0.4639 0.2956
2 2 0.4305 0.5086

Tabela 6: Modos quasinormais para o monopolo na relatividade geral com

8mn = 0.02.
1 n Re(w) -Im(w)
0 0.1012 0.1015
0 1 0.0826 0.3426
1 0 0.2839 0.0938
1 1 0.2566 0.2041
1 2 0.2225 0.5241
2 0 0.4690 0.0929
2 1 0.4501 0.2838
2 2 0.4179 0.4884
2 3 0.3812 0.7118

Vamos agora comparar como os modos quasinormais da métrica de
Schwarzschild sdo afetados devido a presenca do monopolo global.
Como 87m2 < 1, vamos calcular os modos para 871112 = 0.02. Os
valores calculados sdo apresentados na tabela (6). Como podemos
ver, em relagdo a métrica de Schwarzschild os valores reais se tornam
menores, enquanto os valores imagindrios se tornam maiores. Como
estamos interessados no médulo da parte imagindaria, podemos dizer
que ambos os valores diminuem. Esta é a métrica do monopolo global
na relatividade geral.

O mesmo procedimento pode ser realizado para o monopolo global
em f(R). Inicialmente, vamos considerar o caso em que 8m? — 0.
Para valores muito pequenos do valor esperado no vacuo do campo
escalar, ou seja, para 1 — 0, o método WKB ndo tem precisdo su-
ficiente para descrever como os modos quasinormais sdo influencia-
dos pela presenca do monopolo, porém, nos dé indicagdes de como
os modos quasinormais em f(R) diferem dos modos na gravitacdao
de Einstein. Tomando, por exemplo, 8m? = 1072 e Py = 0.02, os
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Tabela 7: Modos quasinormais para o buraco negro com um monopolo
global em f(R) tomandon — 0 e Yo = 0.02.

1 n Re(w) -Im(w)
0 0 0.0895 0.0974
0 1 0.0748 0.3136
1 0 0.2624 0.0865
1 1 0.2387 0.2701
1 2 0.2084 0.4793
2 0 0.4366 0.0852
2 1 0.4199 0.2601
2 2 0.3912 0.4468
2 3 0.3581 0.6500

Tabela 8: Modos quasinormais para o buraco negro com um monopolo
global em f(R) tomando n —= 0.02 e o = 0.02.

1 n Re(w) -Im(w)
0 0 0.0853 0.0932
0 1 0.0713 0.2994
1 0 0.2530 0.0826
1 1 0.2305 0.2577
1 2 0.2016 0.4569
2 0 0.4215 0.0814
2 1 0.4057 0.2482
2 2 0.3785 0.4262
2 3 0.3469 0.6197

valores dos modos quasinormais sdo mostrados na tabela (7). Como
podemos ver, tanto a parte real quanto a parte imagindria, em mo-
dulo, diminuem.

Resta-nos calcular os dois efeitos em conjunto, do monopolo global
em f(R). Faremos isso tomando os valores 8mm? = 0.02 e Py = 0.02.
Os resultados obtidos encontram-se na tabela (8). Da mesma forma
que os anteriores, tanto a parte real quanto a parte imagindria, em
modulo, diminuem, em um efeito acumulativo.

Os resultados podem ser melhor apreciados na figura (19), onde
sdo comparados os casos de Schwarzschild e do buraco negro com
um monopolo global em f(R), tanto com 1 — 0, quanto com 8m? =
0.02. Quanto maior estes parametros de desvio, mais a curva se desloca
para a esquerda e para baixo, mostrando que todos os valores dimin-
uem em médulo.
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Figura 19: As linhas tracejadas (ao meio) representam os modos quasinor-
mais para o buraco negro com um monopolo global em f(R)
para Yo = 0.02 e n — 0. As linhas pontilhadas e tracejadas (a
esquerda) representam o mesmo monopolo global, porém agora
com 8rm? = 0.02. As linhas continuas (a direita) representam os
modos quasinormais da métrica de Schwarzschild na gravitagao

de Einstein.
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Figura 20: Varia¢do dos modos quasinormais para n = 0 e L = 0 do buraco
negro com monopolo global em f(R) a medida que ¢ aumenta.
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A figura (20) mostra como os modos quasinormais paran = 0 e
l = 0 variam a medida que 1{p aumenta. Podemos ver que ambos
os valores se aproximam de zero, o que poderia indicar uma certa
instabilidade na solugdo. Porém para 1o ~ 0.1 hd vdrios problemas
que precisamos considerar, como o fato de [por| < 1 ndo descrever
mais o espago-tempo globalmente, e também com o fato da aprox-
imagdo dos dois horizontes. Este grafico, entdo, apenas corrobora o
que ja indicamos, que a solugdo encontrada para o monopolo global
é consistente apenas para o < 1.

Na préxima secdo iremos calcular os modos quasinormais para o
campo de spin 1/2. Nosso objetivo serd ver se o mesmo padrdo obser-
vado para o caso do campo escalar repete-se também para o campo
de Dirac.

65 MODOS QUASINORMAIS ESPINORIAIS

Para encontrar os modos quasinormais espinoriais, devemos estu-
dar a equagdo de Dirac em um espago-tempo curvo. O desenvolvi-
mento desta equagdo ndo é tdo simples quanto o desenvolvimento da
equacdo de Klein-Gordon. O que ocorre é que espinores sdo repre-
sentacoes do grupo de Lorentz, porém, na relatividade geral o grupo
de simetria é o grupo de transformagdes gerais de coordenadas, e
ndo mais o grupo de Lorentz, e ndo ha representa¢des espinorais do
grupo de transformacgdes gerais de coordenadas. Ou seja, somente
sabemos definir espinores no espago plano de Minkowski.

A forma de contornar este problema é definir espinores localmente
no espago-tempo de Minkowski, levando-se em conta como esta base
local no espago-tempo de Minkowski varia no espago-tempo curvo.
Isto se d4 com o uso de tetradas, suas inversas e a conexdo de spin, ja
apresentadas no capitulo (2). Tetradas e suas inversas sdo utilizadas
para definir a base local, e a conexdo de spin nos indica como a base
local varia no espago-tempo [BW57]. A equagdo de Dirac no espago-
tempo de Minkowski é dada por

YUY —mV¥ =0, (6.33)

onde as matrizes Y sdo dadas por

. i
’YO = 0 7 Yi = O e ’ (634)

0 i ioct 0
e, como usual, o' sdo as matrizes de Pauli. O indice a é um indice
local e varia de zero até trés. Para passar do espago-tempo plano para
0 espago-tempo curvo ndo podemos, simplesmente, aplicar o método
do acomplamento minimo, substituindo os indices de Lorentz por
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indices do grupo de transformacdes gerais de coordenadas, tendo em
vista que Y* ndo seria bem definido. Porém, nos valendo das tetradas,
podemos reescrever a equacao (6.33) como

ve oW +m¥ =0, (6.35)
onde y“ continua representando as matrizes de Dirac no espago de
Minkowski. No entanto, a equagdo (6.35) ndo é covariante, devido a
presenca de uma derivada parcial. Devemos transformar esta derivada
parcial em uma derivada covariante, com o objetivo de deixar a equagao
(6.35) covariante. Fazendo isso chegamos a equagdo de Dirac em um
espago-tempo curvo, que é dada por

yeet (0 +TW)+mV¥ =0, (6.36)

ab

onde Iy = (1/4)w,*Pyayp, e w,

de spin.

Lembrando que as tetradas sdo definidas por eauebvnab = Guv,
e suas inversas por eq"e,Yguv = Nab, entdo, dada a métrica (6.21),
uma boa escolha para as tetradas é dada por

sdo as componentes da conexao

1
e, = diag(\/g, ﬁ,r, Tsing), (6.37)
e
et —dia(—\/Zl ] ) (6.38)
a = 109 VAT Tt rsing 3

Os coeficientes de spin podem ser calculados a partir da primeira
equacao de estrutura de Cartan com tor¢do nula, dada por

de® = —w% Ne® = —w %, dxH A e® dx". (6.39)

A titulo didatico, iremos calcular explicitamente um destes compo-
nentes. Escrevendo a equagdo (6.39) em termos de seus componentes,
temos

ﬂdxv Adx* = —w®  dx* Aeb dxY (6.40)
XV H v
e, igualando as componentes, temos
(a)
0
St mw@ e, (6.41)
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onde temporariamente voltamos a utilizar parénteses para indicar os
indices locais. Tomando (a) = 0, temos

0% _ o )
P I (O S I (642)
onde p = 0, pois, os componentes das tetradas sdo diagonais, e

. 0 . N
v =1 =1, pois, a componente el® o somente possui dependéncia na

coordenada radial. Também pelo fato das tetradas serem diagonais,
temos obrigatoriamente que b = 1, de forma que

2e'%g © (1)
axt @ mef (6-43)

ou, substituindo as componentes das tetradas,

1 A (0) 1

2VA Y o p (6-44)
de forma que

A/
01 = @M = = (6.45)

Da mesma maneira podemos calcular os outros coeficientes de spin
e, a partir deles, calcular a matriz I',, cujas componentes sdo

o= %A'Yowr M =0, = %\/ZYHQ
I3 = %(sinex/gng + cos By2v3). (6.46)
Substituindo estes resultados na equagao (6.36), temos
}%§f+\f +1+i%—A)W+¥(%+;cote)‘i’+ (6.47)
rszile gi +m¥ =0,
onde A = ———8701 —or.

1 .
Seguindo [GJo5], vamos reescalar ¥ como ¥ = A~ 4 ®. Fazendo isso,
nds chegamos a uma forma mais simples para a equagdo de Dirac,
que pode ser escrita como

Yo 0@

o 1 o 1
+VAY (o + )0+ 2 (o Scoth) 0+ (6.48)

JA ot or 20 ' 2
Y3s 0O

4 md =
rsind 0 + 0
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Esta equagdo estd diretamente relacionada a equagdo de Dirac para
um potencial central, de forma que iremos propor o mesmo ansatz,
a saber

iGH(r) (+
o ( e 0.0) )e_m, (6.45)
0 ¢T (0,1)

onde os espinores harmonicos sdo

]'+mYm—1/2

+ i 1 1 6

jm — j—mym+1/2 4 paraj = +2 ’ (-50)
5 N

j+1—mym—1/2
2jr2 'l

Cb)_m = \/mYm+]/2 7 <Paraj =1- ;) ’ (651)
o 2

j+2 "

+1/2 o L .
com Y{“ / (6,V) representando os harmonicos esféricos usuais. Ire-

mos repetir aqui o mesmo procedimento adotado no caso do campo
escalar, e redefinir a coordenada radial como

dr B
dr,

A, (6.52)

no intuito de obter uma forma para a equagao de Dirac que seja propi-
cia a andlise dos modos quasinormais através do método WKB. Apods
esta transformacao, a equacao de Dirac pode ser escrita de forma ma-
tricial, dada por

F+ Al Kg /T m F* _ 0 —w F*
G* m  —K4/T G* w 0 Gt )’
(6.53)

onde k4 sdo os auto-valores do operador K? = j2 + 1/4. De agora
em diante iremos nos concentrar unicamente no caso de massa nula.
Pode-se mostrar que as equagdes radiais em relagdo as componentes
mais (+) e menos (—) de (6.53) sdo iguais, da forma que o resul-
tado para os casos de spin up e down sdo, formalmente, os mesmos
[Choos, Jino4]. Desta forma, iremos nos limitar a escrever as funcoes
F(r) e G(r) sem os indices (+). Feitas tais considerac¢des, nao é dificil
mostrar que as equacgdes para F(r) e G(r) se desacoplam, e podemos
escrever

dF

P (w? = V4 (1)F =0, (6.54)
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Figura 21: A linha pontilhada representa os modos quasinormais no espago-
tempo de um buraco negro, com um monopolo global, na grav-
itagdo f(R). Os parametros utilizados sdo Py = 0.02, M =1 e
8m? = 107>. A linha continua representa 0 mesmo conjunto
de modos na métrica de Schwarzschild. As unidades estdo em
funcdo da massa total.

d?G
W—i_( Z—VZ(T))GZ(), (6.55)

onde

Vi(r) = \FMII\f L) (K=j+;,j=1+;) (6.56)

Vo) = Va1 ), (k=j-gi=1-5) 6

Para o célculo dos modos quasinormais espinoriais, iremos utilizar
o mesmo método WKB empregado no caso do campo escalar. Em
principio, temos dois conjuntos de modos, um relacionado a fungao
F(r) e outro relacionado a fun¢do G(r). Os potenciais V7 e V3, no en-
tanto, sdo parceiros superssimétricos advindos de um mesmo super-
potencial, e possuem o mesmo espectro de modos quasinormais no
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caso de espagos assimptoticamente planos [Choo3]. Este resultado foi
estendido para modelos onde o espaco é assimptoticamente anti-de
Sitter [GJos]. Neste caso dos modos quasinormais espinoriais, opta-
mos por realizar o calculo do espectro para ambas as fung¢des F(r) e
G(r) separadamente, e o resultado encontrado foi que os valores sdo
compativeis para um erro da ordem de 1%. Como este erro estd den-
tro de uma tolerancia aceitavel para o método WKB, podemos con-
siderar que também nesse espaco o espectro para ambas as fung¢des é
0 mesmo.

Alguns valores calculados para os modos quasinormais espinori-
ais, para o = 0.02 e 8m? = 107> sdo exibidos na Figura (21), onde
o resultado é comparado com os valores obtidos para a métrica de
Schwarzschild, calculados para os mesmos valores de k e n. O com-
portamento observado segue o mesmo padrdo do caso do campo es-
calar, da forma que ndo iremos analisar em maiores detalhes o caso
espinorial.



NUVEM DE CORDAS EM TEORIAS DE
EINSTEIN-GAUSS-BONNET

7.1 NUVENS DE CORDAS NA RELATIVIDADE GERAL

Objetos estendidos na forma de sélitons topolégicos ja foram apre-
sentados nos capitulos precedentes, como as cordas césmicas e os
monopolos. Em alguns modelos recentes de fisica de altas de ener-
gias, como as teorias de supercordas e teorias-M, tais objetos tam-
bém encontram-se presentes, na forma de constituintes fundamen-
tais da natureza. Dentre tais objetos estendidos, as cordas merecem
um maior destaque. Diante deste quadro, é natural que estudemos
o comportamento coletivo de tais objetos, da mesma forma que em
cosmologia é natural considerar a matéria do universo como uma nu-
vem de poeira, e estudar seu comportamento coletivo. Para objetos
estendidos em uma dimensdo espacial, chamaremos este comporta-
mento coletivo de nuvem de cordas, e nosso interesse serd calcular a
geometria gerada por ela [Letyg].

Para descrevermos a dindmica de uma corda, iremos comegar recor-
dando brevemente a descri¢do da dindmica de uma particula relativis-
tica. Para particulas massivas, a agdo é dada por

S= —mJ dt, (7.1)

onde dt é o tempo préprio da particula, m é a massa da particula e
estamos considerando ¢ = 1. A forma mais facil de verificar a con-
sisténcia da acdo acima é tomar seu limite ndo-relativistico. Dado
dt = /dt?2 — dx2 — dy? — dz2, temos

S——det\H—vzz—J'dt <m—mv2>, (7.2)

2

que é a agdo da particula ndo relativistica com um termo extra, rela-
cionado a energia interna da mesma. A quantidade dt pode também
ser vista como a linha de universo tragada pela particula, o caminho
que ela percorreu no espago-tempo. Objetos de dimensdo D tracam
uma superficie (D + 1)-dimensional no espago-tempo, e um objeto es-
tendido em uma dimensdo, como a corda, ird tragar uma superficie
de dimensao dois. Ao invés de uma linha de universo, uma corda
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gera uma superficie bi-dimensional de universo. Esta superficie pode
ser parametrizada pela agdo de Nambu-Goto,

SNG =P JZ dzzv —h, (73)

onde X é uma superficie bi-dimensional, h é o determinante da métrica

induzida nessa superficie pela métrica do espago-tempo, e p é uma
constante relacionada a tensdo da corda. Uma superficie bi-dimensional
é parametrizada por dois parametros, A° e A, de forma que a métrica
induzida pelo espago-tempo na superficie sera
oxH oxY
hab = — .
Uma forma alternativa de descrever a corda é através de um bivetor
anti-simétrico, dado por
ox* oxY
IHY —ab = (7.5)
OA® OAP
Antes de continuarmos, vamos mostrar uma identidade ttil para
este bivetor. Uma relagdo entre trés bivetores é dada por
oxM 0x% 4 0xP Ox™T p0x* OxY
HLOyPTYy XV _ ab cd ef
EUETE Googra = €00 oA ond e oar 9oPIe
oxH oxY
_ ab .cd .ef
= hbchde € € € a)\ia W
oxH oxY
— h€ab€be€Cd77
OA® OAF
= hIMY,—x (7.6)
onde a passagem da segunda para a terceira linha foi realizada uti-
lizando a defini¢do do determinante de hqp. A partir deste resultado,
temos que
Ty
h=5I"T,y, (7.7)
e a acdo de Nambu-Goto pode ser escrita como

1 1/2
SnG = deZZ <—2>:sz> . (7.8)

O tensor de energia-momento desta fonte pode ser encontrado da
forma usual, usando a relacao

__8SnG
Tuw =250, 79)
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cujo resultado, no caso da nuvem de cordas, é

r %X

w xXv
v-h '
onde p é a densidade da nuvem de cordas.
Aqui estamos interessados em descrever uma nuvem de cordas
esfericamente simétrica, da forma que as tnicas componentes nao-
nulas de I"*Y sdo dadas por I'" = —L"". Inserindo este resultado
em (7.10), as Unicas componentes ndo nulas do tensor de energia-
momento sdo

T =T = —pz'". (7.11)

Para continuar nosso célculo, precisamos de mais uma relagdo, que
iremos postular sem prova. Seguindo [HR10], pode-se mostrar que

aH( \% _gpzup) = O,

onde g é o determinante da métrica do espaco-tempo. Inserindo a
relacdo (7.11) em (7.12), temos

(7.12)

Ou(v—=gT{) =0, (7.13)
ou seja,
a
=T =t (7.14)

onde D ¢é a dimensdo do espago-tempo e a é uma constante a princi-

pio arbitraria. No caso particular, do espago-tempo quadridimensional,
temos que T = —a/r2. As outras componentes do tensor de energia-

momento sdo nulas, e ele mantém profundas semelhangas com o ten-

sor de energia-momento do monopolo global idealizado. De fato, os

sistemas sdo muito semelhantes, em vista que ambos representam

fluxo radial de energia.

7.2 SOLUGOES ESFERICAMENTE SIMETRICAS EM DIMENSOES SU-
PERIORES

Nesta secao estamos interessados em encontrar solugdes esfericamente
simétricas, do tipo Schwarzschild, para dimensdes superiores. Nosso
sistema de coordenadas é dado por xA = (t,7,071,02,...,04_2,$) onde
d é a dimensdo do espaco-tempo e deve ser maior ou igual a trés. No
caso do espago-tempo quadridimensional, nosso sistema de coorde-
nadas é dado por xN = (t,1,0, ), como de costume.
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O tensor métrico é, entdo, definido como

1
dS2 = —f(T') dtz + mdrz + TdeZ/ (715)

onde

dQ? = (d07)% +sen(07)?(d02)% +... + sen(07)%...sen(04_2)>dd?,
(7.16)
Em dimensdes onde 0; € [0, e ¢ € [0, 27].

superiores, a solugio Em quatro dimensdes, o teorema de Jebsen-Birkhoff nos garante
de Schwarzschild ~ 1 4 . ~ s .
que a solugdo de Schwarzschild é a tinica solugdo estatica e esferi-

ndo € a iinica . . . .
solugdio estdtica e camente simétrica das equagdes de Einstein, no vacuo. No caso de
esfericamente dimensdes superiores isto ndo é verdade, e é necessdrio um estudo
simétricaparao  perturbativo para identificar quais solucdes sdo estdveis. Nesta tese
vdcuo.

ndo iremos nos preocupar com estas questoes.
As equagoes de Einstein, no vacuo, se reduzem a

RAB =0, (717)

e por questdes didéticas iremos calcular explicitamente o tensor de
Ricci para a métrica (7.18). Faremos isso utilizando o método de Car-
tan, em vista que ele é ideal para lidar com métricas que contenham
subvariedades. Comegamos reescrevendo (7.18) na forma

ds2 — —az(T)dtz + dar? + rzyu\,dxudxv, (7.18)

a?(r)
onde v,y é a métrica de um espago de dimensdo (d —2) com cur-
vatura constante, e u,v = 2,3,..., d. Futuramente iremos exigir que
ele represente a métrica da 2-esfera, mas nada impede que ele repre-
sente um espaco hiperbdlico, ou plano.

Um conjunto de vielbein ortonormais * é dado por

e =a(r)dr, el® =rel”, (7.19)

ondea=2.d—2,e géa) é um conjunto de vielbein relativo a métrica
Yuv que, em principio, ndo precisamos conhecer sua forma analitica.

Tomando a derivada exterior da vielbein e(t), temos

de = d’drAdt=a’eM AelV (7.20)

t t
= —w' e =l el (7.21)

1 Ortonormais em relacdo a métrica de Minkowski.
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onde na primeira linha escrevemos explicitamente a derivada exterior
da T-forma, e na segunda linha reproduzimos a primeira equagdo de
estrutura de Cartan. Comparando ambos os resultados, temos que

W' = a’e™, w (@) =0 (7.22)

Realizando o mesmo célculo para a vielbein e (") temos

dg(r) —0= _w(r)(t) /\g(t) — wm /\e(a), (7.23)

(r)

T ~
e, como (y( )( x g(t), entdo, ou W

t)
fim, a derivada exterior da vielbein e'®) é

dg((l) — dr/\géa) +ngéa) — ag(T) /\g(()a) +ng(()a) (7.24)
= @Al =@ Al - @ etz 25)

onde concluimos que

(a) GO
W) T agy = ;E(a)/ (7.26)

o= 0, como calculado acima. A vielbein géa) satis-

. (a)
em vista que w
faz sua prépria equagdo de estrutura, dgéa) = —cy(a) (b) A\ géb).
A 2-forma de curvatura pode, entdo, ser calculada. Lembrando que

ela é dada por Q(a)(b) = d(y(a)(b) + Q)(a)(c) /\(Q(C)(b), temos, para

Ve = a0+ A (7.27)
= a’adrAdt+a’?dtAdt, (7.28)

onde ambos os termos da segunda linha vieram de d(y(t) (r)-Ja que o
segundo termo da primeira linha é nulo. Desta forma podemos obter
todas as componentes da 2-forma de curvatura p (t)

termo ndo nulo é dado por

(r)7 cujo unico

P e = @"a+a’?, (7.29)

onde os indices sem o0s parénteses representam os indices espago-
temporais. Para encontrar as componentes do tensor de Riemann,
basta transformar todos os indices para indices do espago-tempo,
com a ajuda das componentes da vielbein,

eT(T)e(t)T’Rtrrt _ a//a+ a/ZI (730)
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de forma que

a”’a+a’?

R* ”: (7.31)

rrt —

Para a componente p t

o (1) (r) (b)

P e = dw g tw AL W Aw T (((7:32)
= a’e(t)/\(—%)g(a), (733)
= a’adt N\ (—a)eg(q)udx", (734)

de onde podemos obter as componentes

P oy = —a'a%e0(ay (7.35)

Ea partir de (7.35) que comegamos a ver como o método de Cartan

é poderoso, pois conseguimos escrever os componentes da 2-forma

de conexdo em termos das vielbein da subvariedade. Até o momento

ndo especificamos nem qual é essa variedade, nem qual a dimensao

total do espago-tempo. A partir de (7.35) podemos calcular mais com-
ponentes do tensor de Riemann, como, por exemplo

e(t)te(a)vRtvtp = —alﬂzeom)u (7-36)

— e(a)thvtu = _a/ae(a)Ow (737)
a’a

— Rtvtu = — ; Yvu, (738)

onde a terceira linha foi encontrada contraindo a segunda linha com
(a) P o .

€y '« €7Yuv éamétrica da subvariedade.
Ja temos componentes suficientes do tensor de Riemann para cal-

cular a componente (tt) do tensor de Ricci, dada por

Rtt = Rtttt + thrt + Rutut (7-39)
a’a
= 0—(a"a+a'?)— . I (7.40)
1
= —(a"ar+a”r+(d-2)a'a), (7.41)

onde d é a dimensdo do espago-tempo. Da mesma forma, podemos
encontrar as outras componentes dos tensores de Riemann e Ricci,
porém a componente R'; ja é suficiente para obtermos um resultado.
A equagdo (7.41) é resolvida mais facilmente fazendo a substituicdo
a(r) — /b(r), de modo a obtermos a seguinte equacao

™" +(d—2)b' =0, (7.42)



7.3 A NUVEM DE CORDAS EM EINSTEIN E EINSTEIN-GAUSS-BONNET

que tem como soluc¢do

C
b(r)=Ci + a3 (7.43)
Nao iremos calcular explicitamente as outras componentes do ten-
sor de Ricci, mas a equagao RHILL = 0 nos d4 como resultado

Cq
b(r) =K— a3’ (7-44)
onde K é uma constante relacionada com a curvatura da variedade
parametrizada pela métrica y,. No caso de uma (d —2) esfera, K =1
e a métrica

Cy
;a3

Cy

2 _
ds® =—(1— a3

)dt? 4 (1 — )~ 1dr? +12dQ? (7.45)

é conhecida como métrica de Schwarzschild-Tangherline, e é a equiv-
alente da métrica de Schwarzschild em dimensdes superiores. A con-
stante K também pode assumir os valores K = 0 e K = —1, que da
origem aos chamados buracos negros topolégicos.

7.3 A NUVEM DE CORDAS EM EINSTEIN E EINSTEIN-GAUSS-BONNET

Para a métrica (7.18), onde v dx*dx"” representa uma (d — 2) esfera,
os tensores de Riemann sdo dados por

Rtrtr _ 7(1/2 . aa/// (746)
aa’

R =R === (7.47)
1—a?

REY ny — 2 7 (7.48)

onde os indices (i, v) ndo estdo contraidos, mas indicam apenas um
dos indices da variedade interna. Os tensores de Ricci sdo dados por

1
R', =R', = ——(a"ar+a”r+ (d—2)a’a), (7.49)

R“u:—:—Z(Za’ar+(d—3)a2—(d—3)). (7.50)

Finalmente, o escalar de curvatura é dado por

—1
R=—(4(d—2)a’ar+2a"*r* +2a"ar® + (d—2)(d—3)(a® —1)).
(7.51)
A partir destes tensores é possivel formar os tensores de Einstein e
de Gauss-Bonnet. Ap6s isto, devemos resolver as equagdes de campo.
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7.3.1 A nuvem de corda na relatividade geral.

O tensor de Einstein ¢ dado por G", = R", —(1/2)8",R. As tnicas
componentes ndo nulas sdo

2
Gt =G, = ‘127 (2a’ar + (d—3)a® — (d—3)) (7.52)

e

G*, = rlz ((2d—6)a’ar—|— (d_4)2(d_3) (a?—1)+a"ar® + a’2r2> ,

(7.53)

onde, devemos lembrar, os indices u,v... ndo estdo contraidos, mas
representam um dos indices da variedade interna. Fazendo a substi-
tuicdo a(r) — /b(r), as equagdes de Einstein se tornam

(d—2)

t _
Gh=G\r = 272

(b'r+bd—3b—d+3) =0, (7.54)

1
G' =33 ((2d—6)b'r+ 120" +(d—4)(d—3)(b—1)) =0. (7.55)

Como temos apenas uma funcdo a ser calculada, b(r), ambas as
equagOes precisam fornecer o mesmo resultado. A solugdo geral de

G,' =0 é dada por

b =1+ 5=, (7.56)

que € a ja descrita métrica de Schwarzschild-Tangherline. A solugao
geral de G",, = 0 é dada por

C C
b(r) :1+rd%3+rc%4. (7.57)

Como as equagdes precisam ser compativeis, no caso do vacuo,
temos que impor que C, = 0. Vamos, agora, obter a solu¢do da nu-
vem de cordas na relatividade geral. O tensor de energia-momento
¢ dado por TH, = (—m?2/r9472,—2/r4-20,...,0), onde somente 0s
dois primeiros termos sdo ndo-nulos. Como os termos de energia-
momento relacionados a variedade interna sdo nulos, as equagdes de
Einstein G”H = 0 precisam ser satisfeitas, e devem ter como solugdo
a fung¢do dada por (7.57).

As componentes relacionadas aos indices t e 1, agora, sdo dadas
por G} = GI = 8nGT}, e a solugdo geral é

C; lénGn? 1
rd737 d_z Td74/ (758)

b(r)=1+
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onde vemos que as solugdes sdo compativeis se C; = —16nGn?/(d —
2). Caso tais solugdes ndo fossem compativeis seria um indicio que o
ansatz (7.18) ndo era uma boa escolha.

7.3.2 A nuvem de cordas na teoria de Einstein-Gauss-Bonnet

O termo de Lovelock puro de ordem dois, ou termo de Gauss-Bonnet,
gera as equagdes de campo dadas por

5% = 2Rac,c,c;RPCT2S —4RAc g, RAME —4RA(,RETE
1
+ 2RR,B - zzsABRZ + 28" 5Rc, c,RETC2
1
N ESABRC1C2C3C4RC]CZC3C4 =0, (7.59)

onde A,B,Cy,..., C4 sdo indices abstratos. Em termos dos compo-
nentes da métrica (7.18), e realizando a transformacgéo a(r) — +/b(r),
temos

—1

§*, = 572(d—4)(d—-3)(r*b"b—1"b" +b'?)
2r
+ (d—6)(d—5)(d—4)(d—3)(1—1b)?
+ 4(d—5)(d—4)(d—3)(b'Tb—-b'r)] =0 (7.60)
e
gt = GBTT:Z_TL[Z(d—4)(d—3)(d—2)(b’rb—b/r).
+ (d—5)(d—4)(d—3)(d—2)(1—-b)?] =0. (7.61)

A equagdo (7.60) tem como solugdo geral

Cy

No caso de d = 5, a solugdo (7.62) pode ser vista como um termo
topoldgico. Para que o ansatz (7.18) tenha sido uma boa escolha, é
preciso que esta solugdo encontrada seja compativel com a solugao
de (7.61), a saber,

b(r) =14 +/Cqr5—d 4 Coré—d. (7.63)

Se C; = 0, entdo, a solugdo (7.63) serd compativel com a solugdo
(7.62), e encontramos a solucdo de Gauss-Bonnet no vacuo.

Da mesma forma que no caso da relatividade geral, também no
caso de Gauss-Bonnet puro, a solugdo (7.63) deve ser obedecida para
o tensor de energia-momento da nuvem de cordas. Com isso, basta
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inserir a solugdo (7.63) na equagdo G', = —m?/r472, e verificar se

existe compatibilidade. O que encontramos é que a compatibilidade
existe quando

4n?

TeA +2A, —Ad (7.64)
onde A7 = (d—4)(d—3)(d—2) e A, = (d—5)(d—4)(d—3)(d—
2). Com isso encontramos uma solugdo para a nuvem de cordas em
Gauss-Bonnet, em dimensdes arbitrarias.

Por dltimos, estamos interessados em encontrar a solug¢do da nu-
vem de cordas na teoria de Einstein-Gauss-Bonnet, onde as equagdes
de movimento sdo dadas por

Cy=

—1
K Gap—aGap = Tas, (7.65)
onde k e o sdo constantes relativas as teorias de Einstein e Gauss-
Bonnet, respectivamente. No caso de vacuo, TaAg = 0, a equagdo
A solugiio de k! GOO — ocGBOO = 0 tem como solugdo
Boulware-Deser é
uma solugdo de
) : 2 5 el —d
vdcuo, para teorias T C1 8&KT
de Einstein-Gauss- b(r) =1+ 2% (1 + \/1 - Td-2) 2) , (7.66)
Bonnet.

onde & = ak(d —4)(d—3) e C; é uma constante de integragdo. Esta
métrica é conhecida como métrica de Boulware-Deser [BD85]. No
caso da nuvem de cordas, com T¢ = T] = —m?/r4=2 e todos os outros
componentes zero, a solugdo é dada por

2 C18akr!—4d 8n2akr2—4d
b(r)=1+r~<1i\/1— 1o TRt ) (7.67)

2& (d—2) (d—2)

Para finalizar, precisamos descobrir o valor da constante de inte-

A métrica de gracdo Cj. Tomando o limite de (7.66) em que o« — 0, temos
Boulware-Deser
deve ter como limite

2 rrl—d
a solucio de 147 . ]_%
Schwarzschild- b(r) =1+ 2& [ (d—2) ’ (7.68)
Tangherlini d
e {ij g e para que a solugdo acima recaia na métrica de Schwarzschild-Tangherlini,
precisamos ter que C; = —M(d —2), onde M é a massa de um objeto

esfericamente simétrico, e por simplicidade iremos considerar que
k = 1. Apenas uma das duas solu¢des dadas por (7.66) é valida,
e nossa solucgdo final para uma métrica esfericamente simétrica, no
ambiente de uma nuvem de cordas, na gravitacdo de Einstein-Gauss-
Bonnet, é dada por

2 8M& 8n2a
b(r)—1—|—2a<1—\/1+rd_1—i-(d_z)rd_z . (7.69)
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Antes de calcularmos os modos quasinormais da nuvem de cordas,
vamos calcular os modos quasinormais da solugdo de Schwarzschild-
Tangherline. No capitulo anterior mostramos o resultado para o caso
D =4, e agora vamos estender esse resultado para dimensdes superi-
ores.

Como usual, a equagdo para os modos escalares parte da equagdo
de Klein-Gordon, onde iremos considerar o caso de massa nula. O
que precisamos €, entdo, encontrar uma solucdo para

O =0, (7.70)

onde @ é um campo escalar. Fazendo a transformacado para as coor-
denadas da tartaruga, dr* = dr/b(r), onde

2M
b(r) =1— D—3’ (7.71)

a equagdo (7.70) pode ser escrita como uma equagao tipo Schrodinger,

d? 2
<dr*2 +w” — V(r)) Y =0, (7.72)

onde ¥ é a componente radial de @, e

472 2r r2
(7.73)

V(r) =b(r) <(D_2)(D_4)b(r) + L_zb/(r) 4 1(1‘|—D—3)> ,

sendo 1 é o nimero quantico relacionado ao momento angular. Ire-
mos utilizar o mesmo método do capitulo anterior, de forma que ndo
entraremos em maiores detalhes sobre o calculo do espectro dos mo-
dos quasinormais.

Vamos apenas fazer uma breve andlise do maximo do potencial
(7.73) para L — oo. No capitulo anterior, vimos que o méximo do
potencial para a solugdo de Schwarzchild ocorre quando r — 3. No
caso de uma dimensdo arbitrdria, para 1 — oo, o potencial (7.73) recai
em

2M 1 (12
V(r) = (1 —TD3> <r2> (7.74)

e, para uma massa unitdria, a equagdo (7.74) encontra seu maximo
em Tmax = (D —1)(P~3). Os valores calculados para o espectro de
modos quasinormais, nas dimensdes D =4,5,6,7 e 8, em func¢do dos
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Figura 22: Modos quasinormais para a métrica de Schwarzschild-
Tangherline em D dimensdes, com l =2en = 0.

numeros quanticos 1 e n estdo listados na Tabela (9). Podemos obser-
var que tanto os valores reais e imagindrios, aumentam em moédulo
com 0 aumento da dimensdo do espago-tempo. Este comportamento
esta melhor retratado na Figura (22).

Vamos passar agora para a solucdo de Boulware-Deser, onde estu-
daremos o espectro de modos quasinormais em fung¢do do parametro
& da teoria. Por conveniéncia, iremos a partir de agora denotar &
simplesmente de . Antes, no entanto, devemos fazer um comentario
sobre a solu¢do de Boulware-Deser. Seu horizonte de eventos é dado

por

2 8o

=1+ — — /1 4+ —— .
0=T+5 1 g ) Y (7-75)
onde consideramos M = 1. Tomando o quadrado da relacdo acima,
encontramos que o horizonte é dado pela equagao

r2  2p5—d
14 ——
o 04

=0. (7.76)

Em D = 5, esta relacdo torna-se 2 = 2 — «, e somente existe um
horizonte quando « < 2. Por esta razdo iremos evitar trabalhar com
D =5.ParaD =6,7,8 e 9, os valores obtidos para os modos quasinor-
mais, utilizando o formalismo WKB de quinta ordem, estdo mostra-
dos na Figura (23). Como podemos observar, o decaimento é ampli-
ficado com o aumento de «, e isto ocorre com maior amplitude em
seis dimensdes. De fato, foi mostrado [KZo8] que em D = 6 a solucdo
de Boulware-Deser nédo é estavel, o que deve explicar tal comporta-
mento.

Vamos analisar, agora, o comportamento dos modos quasinormais
no caso de um buraco negro, com uma nuvem de cordas, na rela-
tividade geral. Escolhendo os pardmetros 1 = 2 e n = 0, a figura



Tabela 9: Modos quasinormais da métrica de Schwarzschild-Tangherline,
utilizando o método de WKB de quinta ordem, para D=4,5,6,7 e

7.4 OS MODOS QUASINORMAIS DA NUVEM DE CORDAS

8.

1(D=4) n Re(w) -Im(w)
0 0 0.1053 0.1057
1 0 0.2931 0.0977
1 1 0.2645 0.3065
2 0 0.4837 0.0968
2 1 0.4639 0.2956
2 2 0.4301 0.5090
1(D=5) n Re(w) -Im(w)
0 0 0.369 0.267

1 0 0.720 0.257

1 1 0.609 0.819

2 0 1.068 0.253

2 1 0.985 0.781

2 2 0.842 1.372
1(D=6) n Re(w) -Im(w)
0 0 0.705 0.417

1 0 1.155 0.409

1 1 0.959 1.300

2 0 1.597 0.399

2 1 1.421 1.237

2 2 1.093 2.199
1(D=7) n Re(w) -Im(w)
0 0 1.088 0.552

1 0 1.600 0.552

1 1 1.240 1.727

2 o 2.100 0.532

2 1 1.812 1.649

2 2 1.210 2.934
1(D=8) n Re(w) -Im(w)
0 0 1.507 0.686

1 0 2.056 0.690

1 1 1.551 2.092

2 0 2.591 0.654

2 1 2.183 2.017

2 2 1.206 3.544
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Figura 23: Modos quasinormais escalares para a solugdo de Boulware-Deser,
coml=2en =0, para dimensdes D =6,7,8 e 9, em termos do
parametro «.
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Figura 24: Modos quasinormais escalares para a solu¢gdo de um buraco ne-
gro, com uma nuvem de cordas. Os pardmetros utilizados foram
l=2en =0, para dimensdes D =5 (esquerda) e D = 7 (direita).

(24) exibe o comportamento dos modos em relagdo ao parametro
16mGn?/(d — 2), a qual denotaremos pela letra a. Foram realizados
os célculos para as dimensdes D = 5 (esquerda) e D = 7 (direita). O
resultado obtido para ambas dimensdes é similar, a saber, que o valor
absoluto tanto da parte real dos modos, quanto da parte imaginaria, é
menor do que seria sem a presenga da nuvem de cordas. Esse fato nos
mostra que o papel da nuvem de cordas é tanto diminuir a frequéncia
de oscilagdo das ondas gravitacionais, quanto também de atenuar o
seu decaimento.

Resta-nos estudar o comportamento dos modos quasinormais quando

ambos os termos estiverem presentes, a saber, o termo de Gauss-
Bonnet e o termo relacionado a energia da nuvem de cordas, dados
respectivamente por o e N> [MGVB16]. Inicialmente realizaremos o
célculo da seguinte forma: Mantendo fixo o parametro «, iremos
variar o parametro n?, para um exemplo onde 1 = 2 e n = 0. Este
célculo foi realizado tanto para D = 7, quanto para D = 9, sendo
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Figura 25: Modos quasinormais escalares para a solugdo de um buraco ne-

gro, com uma nuvem de cordas, na teoria de Einstein-Gauss-
Bonnet. Os pardmetros utilizados foram 1 = 2 e n = 0, para
dimensdo D =7 (acima) e D = 9 (abaixo), variando-se .
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Figura 26: Modos quasinormais escalares para a solugdo de um buraco ne-
gro, com uma nuvem de cordas, na teoria de Einstein-Gauss-
Bonnet. Os parametros utilizados foram 1 = 2 e n = 0, para
dimensdo D = 7 (acima) e D = 9 (abaixo) variando-se 12.

que « foi escolhido fixo em o« = 0.5,1,5 e 10. Ou seja, o que estamos
querendo estudar neste gréfico é como a solucdo de Boulware-Deser é
modificada com a introduc¢do de uma nuvem de cordas. Os resultados
obtidos estdo exibidos na figura (25). Para todas as configuragdes estu-
dadas, tanto o valor da parte real, quanto o valor da parte imaginéria,
diminuem. Este comportamento é andlogo ao do mesmo sistema na
relatividade geral, como exibido na figura (25).

Uma segunda forma de estudar o mesmo problema é manter o
parametro n? fixo, e variar o pardmetro o. O comportamento deste
estudo estd mostrado na figura (26). Como podemos observar, a aten-
uacdo do valor da parte imagindria dos modos ocorre até um deter-
minado valor do pardmetro &, quando entdo passa a ocorrer uma am-
plificacdo. Este comportamento aparenta depender da dimensdo do
espaco-tempo, tendo em vista que ele ocorre para um valor menor
de « quando D = 7, em relagdo ao mesmo sistema em D = 9. Este
fato, no entanto, ja estava presente para a métrica de Boulware-Deser,
como j& visto na figura (23). O efeito mais notavel da presenca da
corda cdsmica é atenuar o valor dos modos, tanto em sua parte imag-
indria quanto em sua parte real. A forma como a atenuagdo ocorre

10 12 14 16 18

20
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parece ndo depender do valor do parametro n?, ou seja, do valor es-
perado de vacuo do campo escalar que origina a corda. A excegdo
mais visivel ocorre quando n? = 20, especialmente para D = 7. Este
estudo nos mostra que, se a forma como a atenuagdo dos modos
quasinormais ocorre é dependente do parametro n?, é necessério o
parametro 2 assuma valores bem acima da unidade para que este
efeito comece a ser observado.
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CONCLUSOES

Esta tese foi composta, em grande parte, de dois estudos: Defeitos
topoldgicos e modos quasinormais, ambos no contexto de teorias
modificadas da gravitacdo. As razdes de modificar a relatividade
geral sdo vdrias, e em especial podemos destacar as recentes obser-
vagdes cosmoldgicas, que indicam um universo se expandindo aceler-
adamente. Destaca-se, também, a necessidade de encontrar um regime
quantico para a forca gravitacional, tarefa esta que aparenta ser mais
promissora com a modificacdo da relatividade geral. No primeiro as-
pecto, a saber, o da expansdo acelerada do universo, teorias f(R) da
gravitagdo tem obtido um relativo sucesso, principalmente na mode-
lagem de teorias efetivas da gravitagdo. No segundo aspecto, relativo
a quantizacdo da gravitacdo, sdo as teorias de cordas e da supergravi-
dade que tem apresentado resultados promissores. Essas teorias, no
entanto, necessitam que o espago-tempo seja uma variedade de di-
mensdo superior a quatro, e a generalizacdo natural da relatividade
geral em dimensdes superiores sdo as teorias de Lovelock.

Por estes motivos, esta tese concentrou-se nestas duas teorias mod-
ificadas da gravitacdo, a saber, teorias f(R) da gravitacdo e teorias de
Lovelock. No capitulo 3 estudamos um exemplo da correspondéncia
entre teorias f(R) da gravitagdo e Brans-Dicke. Utilizando as equagdes
de Brans-Dicke, reobtemos uma solug¢do métrica que ja haviam sido
obtida no contexto de teorias f(R) da gravitagdo. Argumentamos tam-
bém que a solucdo de Schwarzschild-de Sitter obtida em teorias f(R),
que poderia, em principio, explicar a expansdo acelerada do universo,
pode ser melhor entendida através de sua versdo correspondente em
teorias de Brans-Dicke.

Nos capitulos 4 e 5, estudamos uma classe particular de fungdes
f(R). Ao invés de utilizarmos o método usual, de manter a liber-
dade de escolha da forma analitica da funcdo f(R) antes das equacdes
de movimento, optamos por escolher a forma analitica previamente.
A fungdo escolhida representa um modelo estendido do modelo de
Starobinsky, a saber, f(R) = R—2A + aR? + BR™. No caso de A =
B = 0, este modelo corresponde ao modelo classico de Starobin-
sky. No contexto desta classe de teorias modificadas da gravitagéo,
estudamos a corda césmica Abeliana, resolvendo numericamente as
equagdes de campo para as fun¢des da métrica, o campo escalar e o
campo de gauge. Os resultados mostram que os campos escalar e de
gauge continuam gerando uma configuragdo do tipo corda césmica,
e o perfil da funcédo radial é pouco modificado em relacdo ao mesmo
sistema na relatividade geral. Em relacdo as fun¢des da métrica, o
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mesmo nhdo ocorre, e isto afeta diretamente tanto o déficit angular
gerado pela corda, quanto o valor do horizonte cosmolégico.

Na auséncia do termo de constante cosmoldgica, o déficit angular
é atenuado para todos os valores positivos dos parametros x e 3, e
a atenuacdo é tanto maior quanto maior forem tais parametros. A
atenuacdo do déficit angular pode ajudar a explicar a ndo observacao
de alguns efeitos astrofisicos que, espera-se, sejam resultados da in-
teragdo entre a luz e a geometria cénica gerada pela corda. Como
um exemplo, podemos citar os efeitos de lente gravitacional. Com
isto, os possiveis valores permitidos para o valor esperado de vacuo
do campo escalar, sdo maiores no contexto do modelo estendido de
Starobinsky, em relagdo ao mesmo sistema na relatividade geral. Tam-
bém foi estudado como a atenuacdo ocorre em relacdo ao polindmio
utilizado para o termo estendido de Starobinsky, e o resultado é que
a atenuacdo é tanto maior quanto menor a poténcia do polindmio.
Este é um indicio que o modelo de Starobinsky estendido é uma boa
aproximagdo para uma funcdo f(R) arbitrdria, tendo em vista que,
considerando a fungdo f(R) como uma série de poténcia, apenas os
primeiros termos sdo relevantes. Seria interessante o estudo do mod-
elo de Starobinsky estendido no contexto de outros defeitos topolégi-
cos, como por exemplo, no caso do monopolo de t'Hooft, com o obje-
tivo de verificar se este mesmo comportamento é reproduzido.

Estudamos também o comportamento do horizonte cosmolégico,
devido a presenca da constante cosmolégica. Para o modelo de Starobin-
sky puro, encontramos que, a medida que aumentamos o parametro
relacionado ao termo quadratico, o valor do horizonte cosmolégico,
na presenc¢a da corda, tende a se aproximar do valor do horizonte
cosmolégico, na auséncia da corda. Ou seu, a medida que o termo
quadrético tende a se tonar mais relevante, menos a presenca da
corda influi no valor do horizonte cosmoldgico, sendo este totalmente
definido pelo valor da constante cosmolégica. No caso estendido de
Starobinsky, o mesmo estudo apresentou diferengas qualitativas. Isto
se deve ao fato de que os termos do polindmio de ordens superiores
sdo geradores de dois efeitos, a saber, de atenuar as consequéncias
da corda césmica sobre o horizonte cosmoldgico, como também de
aumentar o valor da constante cosmolégica.

Nos capitulos 6 e 7 foi estudada a emissdo de ondas gravitacionais,
por buracos negros, com a presenca de defeitos topoldgicos. Inicial-
mente estudamos o caso da presenca de um monopolo global, em
teorias f(R) da gravitagdo. Posteriormente estudamos o caso da pre-
senca de uma nuvem de cordas, desta vez em teorias de Lovelock,
mais especificamente na teoria de Einstein-Gauss-Bonnet. Para o cél-
culo dos modos quasinormais foi utilizado o método WKB de quinta
ordem, cujo resultado é uma boa aproxima¢do quando o momento
angular é superior ao ntiimero quantico de energia, ou seja, | > n, em
especial quando 1 > n.



CONCLUSOES

Para o buraco negro, com um monopolo global, em teorias f(R) da
gravitagdo, calculamos tanto o espectro escalar quanto o espectro es-
pinorial. Nosso primeiro resultado foi de que o espectro de modos
comeca a apresentar problemas quando o parametro 1o, relacionado
a funcdo f(R) da teoria, se aproxima da unidade. Em termos fisicos,
no limite 1o — 1, o horizonte de eventos e o horizonte cosmolégico
tendem a se aproximar, e mesmo antes de 1o = 1 eles ja se encontram.
Para o < 1, o espectro dos modos quasinormais é comparado com
o espectro do mesmo sistema, na relatividade geral. O resultado en-
contrado é que os valores em médulo, tanto para a parte real, quanto
para a parte imagindria, sdo atenuados. Este resultado encontra-se
presente para o caso escalar, como também para o caso espinorial.

A nuvem de cordas foi analisada no contexto das teorias de Love-
lock, através de seu espectro de modos escalares. Como teorias de
Lovelock sdo naturais generalizagdes da relatividade geral em dimen-
sdes superiores, o estudo foi realizado para D > 4, onde D ¢ a di-
mensdo do espago-tempo. O resultado encontrado foi que a presenca
da nuvem de cordas atenua o valor dos modos quasinormais, tanto
em sua parte real, como também em sua parte imagindria. Para val-
ores nao muito elevados do parametro n?, relacionado ao tensor de
energia-momento da nuvem de corda, a atenuagdo em relagao a este
parametro ndo parece depender do pardmetro «, relacionado a teo-
ria de Einstein-Gauss-Bonnet. Ja4 para valores mais elevados de n?,
o valor real dos modos aparenta aproximar-se de um valor assimp-
totico, e essa aproximagdo ocorre para menores valores de n?, quanto
menor for a dimensdo D. Ou seja, para o valor real dos modos quasi-
normais, neste sistema, a teoria de Einstein-Gauss-Bonnet parece ser
menos afetada quanto maior for a dimensao do espago-tempo.
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Parte IV

APENDICES






EQUACOES DE CAMPO E TENSOR DE
ENERGIA-MOMENTO PARA A CORDA ABELIANA

Neste apéndice, iremos derivar as equagdes de campo da corda Abeliana,
em um espago-tempo curvo. A acdo para os campos escalar e de
gauge ¢ dada por

] ]
S Jd“x 01— PP + 5 (0 + LA, )b (0% — teAM),

2@V (A

onde F,, = 0,A, —0yA,, o chamado tensor de intensidade de
campo. Nosso ansatz para os campos escalar e de gauge sdo dados,
respectivamente, por

¢(r,0) = velf(r) (A.2)
e
ApdxH(r,0) = %[1 — P(r)]do (A.3)

onde, por simplicidade, iremos nos restringir ao caso em que o nimero
de enrolamentos, dado por n, é igual a um.

Para o elemento de linha da métrica, iremos propor um ansatz axi-
almente simétrico, dado por

ds? = N?(r)dt? — dr? — L?(r)dd — K?(r)dz?. (A.4)

Podemos trocar o campo escalar e seu conjugado como varidveis
independentes. Desta forma, os termos da agdo que contém o campo
escalar podem ser escritos como

d*x N *
S:Jz[—(b (3,.0"d)V/Igl+ d*(3,.d)(3"/Ig])

+o*(e?A, —1ie((d,v/Ig)AFd*dAFD)/gl
+/191(0,AM)0* D) + V/IgIAHd* 0. —ieA L d* (3% D) /Igl)), (A.5)

onde foram realizadas duas integrais por partes, e posteriormente
negligenciados os termos de superficie. A expressdo acima pode ser,
entdo, expressa como

S = —Jd4x\é§c|>*[D<b—eZAuA”d)+ie(VuA”)c|>—2ieAua”¢], (A.6)
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onde Of = 3, (1/Iglg"¥a+f)/1/Igl e V. f* =3, (1/IgIf*)//1gl.

Desta forma, variando (A.6) em relagdo ao conjugado do campo
escalar, encontramos a equagdo

Od — e?A At d +ie(V AM)d —2ieA 0 d +A(d*d —vE)d =0, (Ap)

e basta substituirmos o campo ¢ por nosso ansatz proposto. O calculo
é direto, porém iremos realiza-lo em detalhes aqui. O terceiro termo
de A.7 é nulo, enquanto os outros quatro termos sdo

0 (NKLoHvfet?) N (1—P)?
NKL L2

2i(1—P)
L2
FA(VIFE =V )vfel® =0, (A8)

viel® + 0¢ (vfel®)

O primeiro termo de (A.8) possui dependéncia tanto na compo-
nente radial quanto na direcdo do angulo ¢. Realizando as devidas
derivadas, temos

NKLf")" | W (1-2P+P?)_,
—7( NK]L) vel® + vaez + ( + )fe“bl_z +
2(1—-P)

—vaeid’ +A(V2F2 —v2)vfelt® =, (A.9)

e, reorganizando os termos da expressdo acima, temos

NKLf)" 1
_ (NKLT)” NKL) +F(erf—ZPf—i—sz—Zf—irZPf)—?\\/2(1—fz)f:
(NKLf")’ p2
e (AVZ(1—f2) — 12)f=0A.10)

que representa nossa expressdo final da equagdo de campo, ao qual
o campo escalar deve obedecer. Vamos passar agora para o campo
de gauge. Expandindo a acdo (A.1) em todos os componentes que
envolvam o campo de gauge, encontramos

] ]
S J ae/lgll5 (0, AVOFAY — 0 AVOYAM) + 5 (0,

HieA ) (9% —ieAM)dl.  (A.11)

Vamos realizar algumas integrais por partes em (A.11), de forma a
deixar sempre um termo do campo de gauge a esquerda de qualquer
operador diferencial. Fazendo isto, e negligenciando os termos de
superficie, encontramos

S = Jd4xv2|g ALV, VFAY — AV, VYAH 4 2 A AY O* P
—Avie(dV ")+ Ayd*ie(0Vd)l. (A.12)
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Finalmente, variando a a¢do acima em respeito ao campo de gauge,
a equacdo a ser obedecida pelo campo de gauge sera

VL VHAY — ALV VYAR 4+ 22AY " b —ie(dV d*)d + dp*ie(dVd) = 0 (A.13)

onde V VHAY = 0,(1/Iglg"*gvpdcA,)/+/Igl. Tudo o que temos a
fazer agora € inserir o nosso ansatz para o campo de gauge. Fazendo
isto, a equagdo diferencial a ser obedecida pela funcdo P(r), é dada

por

L NK
W(TP')’—eZVZfZP = 0. (A.14)






EQUACOES DE CAMPO PARA TEORIAS f(R) DA
GRAVITACAO

A agdo das teorias f(R) da gravitacdo é construida substituindo o
escalar de curvatura, da acdo de Einstein-Hilbert, por uma funcao
analitica do mesmo. Ela é entdo dada por

S:Jd‘lx\/—gf(R), (B.1)

onde, como iremos realizar o cdlculo no vdcuo, ndo nos preocupamos
com a introducdo de constantes desnecessarias. A variagdo da agdo
acima é entdo

55:Jd“x((é\/—g)f(R)Jrf’(R)éR), (B.2)

onde, utilizando a definicdo R = g*Y R+, e a relagdo 6/ —¢g =
_ 1 g suv
>V =99 uv ,

. 1
S :Jd“x\/—g (f’(R)(Ruvég‘” + g*VoR ) —zguvég”"f(R)) )
(B.3)

Vamos agora trabalhar um cdlculo mais detalhado para o termo
gV dR . Para este estudo, é 1til considerarmos um referencial ini-
cial local, onde

va(P):nuv(P) e V,y=25d8,. (B.4)

Da defini¢do do escalar de Ricci, temos

ghtYoRLy = ghvo,8rf, —ghvousry,. (B.5)

Os indices da expressao acima podem ser expressados como uma
derivada total, de forma

9“V5va=apwp, (86)

onde

WP = ghvers, —ghPery,. (B.7)
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Na agdo de Einstein-Hilbert, este termo ndo ird contribuir para as
equagOes de campo, tendo em vista que ele é um termo de fronteira.
Porém, na acdo (B.2), este termo encontra-se multiplicado por f’(R)
e, logo, ndo é mais um termo de fronteira. Devemos, entdo, expressa-
lo em termos do tensor métrico.

A variac¢do da conexdo é dada por

1
51—‘6”\/ = Z[gca(auégow+a\/59p.(x_aoc59p.v)]/ (BS)

onde utilizamos a compatibilidade métrica, a saber, que 9, g4p. Con-
traindo dois dos termos da conexdo, temos

1

5rvuv - E[Qva(auégav+av59uoc_aoc59uvﬂf (B.9)

onde os dois dltimos termos formam um tensor anti-simétrico, e este
se anula quando contraido com a métrica. Logo, temos que

ary V0,00 v - (B.10)

uv:ig

A conexdo, contraida com a métrica, é dada por

1
grvere,, = 2 (g°*g"¥0udgay +9°*g"v0v0gua — 9"V g dadguvy) -
(B.11)

Vamos trabalhar melhor o primeiro termo do lado direito de (B.9g),
de forma que

gpaguvauégcxv = 9’”%(9‘)“59“0 =—g""(gavg""), (B.12)

onde novamente utilizamos a compatibilidade métrica. De forma andloga,
podemos expressar o segundo termo de (B.9), como

g°%g"" = —g""0v (gund9”%). (B.13)
Rearrumando os termos de (B.9), ap6s um pouco de algebra, obte-
mos
1
g oMy = 507(guv8g™Y) — 8% (guvbg™"). (B.14)

De forma andloga, rearrumando os termos de (B.11), obtemos

1
grPEI Ly = —50°(guvoghY). (B.15)
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Podemos agora expressar o termo de derivada total (B.7), como
WP =0P(guvo"Y) — 0" (gurv0¥?), (B.16)
de forma que
Jd4x\/—gf’(R)g”V6Rw = Jd“xég [9uv00° (v/—gf'( g'pvdPd, (v—gf'(R))]

(B.17)

Assim, a variagdo total da agdo para as teorias f(R), no formalismo
métrico, serd dada por

1
6Jd4x —g = Jd‘lx\/—gég‘” [f’(R)RuV — ngf(R)

0,0° , 0.0° ,
guv——(V—9f (R)) — gov ——(v/—9gf (R))|. (B.18)
v v
Desta forma, como a variagdo na métrica é arbitraria, o integrando
tem de ser nulo. Retornando para um referencial arbitrario, encon-

tramos as equacdes de campo para as teorias f(R) da gravitagdo, no
vacuo, a saber

1
f'(R)Ryy — Ef(R)guv —[VuVy — g O (R) = 0. (B.19)
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