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Resumo da Dissertagao apresentada ao PPGMMC/CI/UFPB como parte dos
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Apresenta-se, nesta dissertacao, uma formulagao nova e geral para um modelo de
difusao com retencao, recentemente introduzida por Bevilacqua et al., onde a equa-
¢ao resultante ¢ uma equagao diferencial parcial (PDE - partial differential equation)
de quarta ordem. Além disso, nesse modelo o termo de retencao esta associado ao
termo de ordem superior da PDE, podendo ser interpretado como uma pequena
perturbacao singular de um fendémeno de difusao pura, levando-se em conta as dife-
rentes ordens de grandeza nos respectivos parametros, como geralmente é observado
nos dados experimentais. Esta abordagem possibilitou a proposta de uma expansao
assintotica para a PDE de quarta ordem, onde obtemos trés termos acoplados (de
difusao pura) mais um pequeno termo remanescente, que pode ser desprezado, per-
mitindo aproximar a solucao numérica da difusao anémala espacial por um método
de solugoes fundamentais do tipo Kansa (KMFS), considerando-se a soluc¢ao funda-
mental do operador de difusao. Em particular, neste trabalho serao apresentados
alguns resultados numeéricos da aplicacao do MFS em problemas de difusao com
retencao onde realizaremos uma analise de sensibilidade de seus parametros, o que

nos auxiliard na discussao da viabilidade da metodologia ora proposta.
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Presented in this dissertation, a new formulation and general diffusion model with
retention, recently introduced by Bevilacqua et al., where the resulting equation
is a fourth order partial differential equation (PDE-partial differential equation).
Besides, in this model the retention term is associated with higher-order term of
the PDE, and can be interpreted as a small perturbation of a pure diffusion phe-
nomenon, taking into account the different orders of magnitude in their parameters,
as is generally observed in experimental data. This approach allowed the proposal
of an asymptotic expansion for the fourth-order PDE, where we obtain three terms
coupled (pure diffusion) plus a small remaining term, which may be despised, al-
lowing closer to the numerical solution of the anomalous diffusion for a space of
fundamental solutions of the type method Kansa (KMFS), considering the funda-
mental solution of the diffusion operator. In particular, this work will be presented
some numerical results of application of MFS in diffusion problems with retention
where we will perform a sensitivity analysis of its parameters, which will aid in the

discussion of the feasibility of proposed methodology.
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Capitulo 1
Introducao

O Método das Solugoes Fundamentais (Method of Fundamental Solutions - MFS)
é uma eficiente técnica numérica que vem sendo utilizada para obtencao de aproxi-
macoes numéricas com um alto grau de precisao de solugoes de Equagoes Diferenciais
Parciais (Partial Difererential Equations - PDE) e com pequeno esfor¢o computaci-
onal [13|. Em contrapartida, a aplicagao do MFS s6 é possivel quando uma solugao
fundamental da PDE homogénea que rege o problema é explicitamente conhecida.
A partir de entao, a solucao ¢ aproximada por uma combinacao linear de solugoes
fundamentais com os pontos fonte (singularidades) localizados fora do dominio de
interesse, isto ¢, em uma fronteira ficticia, e as condigoes de contorno e/ou iniciais
sao avaliadas em pontos de colocagao. Recentemente o MFS foi estendido para pro-
blemas regidos por PDE nao homogéneas através de um método denominado Kansa
[2], ao qual passaremos a nos referir como (KMFS).

O Método das Solugoes Fundamentais ¢ usualmente aplicado em problemas de
engenharia com o propoésito de encontrar a solucao do fluxo de calor para varios
problemas de conducao de calor, incluindo os problemas de difusao e transporte. Foi
proposto e investigado, recentemente, a aplicagao do MFS para a equagao do calor
linear em uma dimensao no espaco [21]. Este estudo foi estendido para a condugao de
calor em materiais em camadas unidimensionais |24] e para problemas de superficie
livre de Stefan [9]. Motivados pela eficiéncia do método e pelos resultados viaveis
alcancados neste trabalho, em especial, pretendemos estudar a aplicagao do MFS
para problemas de difusao classica e anomala.

O presente texto esta organizado do seguinte modo: no capitulo 2, introduzimos
os fenémenos difusivos partindo da o6tica do Principio da Conservacao de Energia
Térmica descrevendo a equagao do calor e sua solu¢ao fundamental; no capitulo 3,
apresentamos um problema de difusao com retencao enfocando o recente modelo
via equacoes diferenciais parciais de quarta ordem, introduzido por Bevilacqua et
al. (2011) [5, 6]. Em seguida no capitulo 4, propomos uma expansao assintotica da

solucao da equacao de quarta ordem, demonstrando que o modelo introduzido na



secao anterior, pode ser aproximado por trés problemas de difusao simples acopla-
dos e mais um termo remanescente que poderd ser desprezado quando o efeito da
difusao andémala for consideravelmente menor que o da difusao simples, i.e., quando
a PDE de quarta ordem puder ser representada por uma PDE de segunda ordem
singularmente perturbada pelo efeito de retengao, como sera evidenciado no texto.
Expomos, no capitulo 5, de maneira formal, a ideia do MFS para PDE homogéneas ,
apresentando dois exemplos unidimensionais estacionarios. Abordamos no capitulo
6 uma aplicagao do MFS para problemas de condugao de calor transiente [23| com
pontos fonte dependente do tempo localizados na fronteira do dominio de interesse.
Finalmente, no capitulo 7, apresentamos alguns exemplos numéricos que mostram
que boas aproximacoes podem ser obtidas eficientemente com pequeno esforco com-
putacional, além de realizarmos uma andlise de sensibilidade dos parametros do
MFS.



Capitulo 2
Fenomenos Difusivos

O fenomeno de difusao é de fundamental importancia na modelagem de feno-
menos biolégicos, fisicos, quimicos e sociais, por exemplo sendo um dos fenémenos
de transporte mais proeminentes encontrados na natureza. Grande parte dos pro-
cessos cinéticos', em um meio adequado e sob determinadas condicoes, requerem
a redistribuicao de seus componentes tal qual ocorre com o processo de transporte
de massa, energia, impulso ou carga em distancias macroscopicas, encaminhando-se
para o estado de equilibrio. Esta redistribuicao ocorre devido a um processo alea-
torio e irregular denominado difusao, como ocorre na propagacao de fumaga pelo ar
ou no alastramento de uma substancia quimica em um solvente, por exemplo, e que
sao casos particulares dos processos de transporte de substancias. Estes processos
se caracterizam pelo fato de haver transferéncia de matéria das zonas mais elevadas
de concentragao para as zonas de baixa concentracao.

Os fenémenos de difusao citados acima sao processos onde, antes de um estudo
aprofundado, estao inseridos em meios aparentemente continuos, ou seja, sem a de-
limitacao do espaco do dominio estudado. E neste meio que acontece a transferéncia
de energia interna, como na conducao térmica; o processo de transporte de massa,
tal qual ocorre na difusao de um gas ou o transporte anémalo do momento linear,
como pode ocorrer em fluidos. Estes problemas quando tratados de forma mode-
radamente semelhantes e considerando suas respectivas grandezas, como acontece
em alguns fluidos por exemplo, correspondem, em cada caso particular, hd uma
determinada lei de conservagao. Um ponto comum em todos os processos difusivos
aqui mencionados é a equacao de continuidade, que expressa matematicamente a
natureza fisica dos principios de conservagao. Além disso, fazendo-se uso das leis
constitutivas, que sao as caracteristicas do fendmeno especifico, chegamos a mode-
lagem de cada situagao, em particular.

Na literatura ha pelo menos quatro pontos de vista diferentes para o estudo e

IProcesso que estuda a velocidade das reacdes quimicas e os fatores que as influenciam.



analise de problemas difusivos [14]:

1. Matemdtico: como um topico em Equacoes Diferenciais Parciais;

2. Fisico-Quimico: como um topico em Termodinédmica do Nao Equilibrio;
3. Engenharia: como um tema na Ciéncia dos Materiais;

4. Probabilidade: como um tépico em Processos Estocasticos.

Para analisarmos processos difusivos se faz necessario, primeiramente, expressar
a equacao da continuidade que, na verdade, é uma expressao matematica, de na-
tureza fisica, que reflete os principios de conservacao. Logo apds, para obtermos
os modelos de cada processo de transporte comentado anteriormente, fazemos uso
de leis constitutivas que sao as caracteristicas particulares ao fenémeno especifico
estudado.

Em particular, partiremos de um processo simples de transporte de massa para
chegarmos a uma perspectiva classica do principio da conservagao da massa com o
intuito de deduzirmos a equacao de continuidade e estarmos respaldados para intro-
duzirmos a equacao de difusao e a equagao do calor em uma dimensao. Consideremos

uma barra de comprimento L com as seguintes caracteristicas:

e A barra é constituida por um material homogéneo;

e O corpo fisico da barra é representado por parte de um cilindro reto, de segao
circular uniforme de area A com eixo posicionado longitudinalmente na diregao

do eixo ;

e A superficie lateral estd completamente isolada.

A quantidade de massa que, na situagao estudada denotaremos por J(z,t), estéa
sendo tratada como uma grandeza escalar, portanto, a mensuramos por unidade
de area e de tempo fluindo pela secao A, na posicao x no instante t. Podendo ser
chamada de densidade de massa, e como nos referimos a um caso unidimensional,
podemos defini-la positiva quando o fluxo se realiza no sentido positivo do eixo z, e
negativa quando ocorre o contrario.

I(x, t) I(x+ax,1)

Figura 2.1: Pequena porcao cilindrica de uma barra.



A Figura (2.1) representa o esquema de parte de um cilindro reto, com eixo de
simetria em x, de segao transversal circular de area A e massa M (t), sujeito a um
fluxo de particulas J(z,t) por unidade de area e tempo.

A variagao de fluxo nas posi¢oes x+Azx e x, durante um determinado intervalo de
tempo At, nos leva a entender que estd havendo uma variacao de massa presente na
regiao espacial analisada. Caso o fluxo resultante seja positivo é porque esta saindo
do sistema mais massa do que entrando; caso o fluxo seja negativo, se verifica o
contrario, ou seja, um aumento de massa na regiao considerada. Assim, o fluxo
resultante e a variagao de massa terao sinais opostos. Consequentemente, para Ax
e At pequenos e levando em conta o principio da conservagao de energia que nos
diz que: “a quantidade de calor cedida por um corpo somada com a quantidade de
calor que o outro recebeu é nula”, nos leva a concluir que a variacao de massa pode

Ser expressa por

AM; = —[J(x + Ax,t) — J(z,t)|AAL. (2.1)

Na Equacao (2.1) podemos acrescentar ainda a variagao de massa através da
presenca de “fontes” e “sumidouros”, que podem ser representadas por uma fungao
F(z,t) supostamente conhecida que descreva a quantidade de massa por unidade

de volume e tempo, que & incorporada (ou subtraida) em cada posigao e instante da

regiao analisada. Nesse caso, a equacao pode ser remodelada como

AMy = F(x,t)AAzAt. (2.2)

Desta forma, entre os instantes ¢ e ¢t + At, a variagao da massa em Ax é aproxi-

madamente

= —[J(x+ Ax,t) — J(x,t)|AAL + F(z,t) AAzAt, (2.3)

ou

p(z,t + At) — p(x,t)] = =[J(x + Az, t) — J(z,t)|AAL + F(z,t) AAzAt, (2.4)

onde a densidade de massa no cilindro, na posicao x e no instante ¢, é denotada
por p(z,t). Portanto, com base no exemplo ilustrativo classico do principio da
conservagao, apresentamos a equagao da continuidade em sua forma mais geral, em

uma dimensao

<t



dp oJ
S @D+ 5 (@, 1) = F(a.1). (2.5)

Usando-se leis constitutivas que relacionam J e p e que devem ser especificadas
em cada situacao particular, podemos estudar situacoes especialmente importantes.

Em particular, para fenomenos de “advecgao”, onde

J = a(z,t)p(z,t) (2.6)

para alguma fungao? a(z,t) podendo ser considerada como a velocidade (no ponto
x e no instante t) com que se desloca a substancia cuja densidade é p. A equagao de
continuidade, obtida ao se substituir a Equagao (2.6) na Equacao (2.5), é chamada
de equacao de transporte
%)(:L',t) + %(ap) = F(x,1). (2.7)
Por outro lado, na hipotese de uma determinada regiao do espaco ser ocupada por
um gas cuja concentracao (ou densidade) seja irregular, havendo a transferéncia de
particulas do gas das regioes de maior concentracao para aquelas onde a concentragao
¢ menor, estamos nos referindo a um processo difusivo. Este processo também
ocorre em solugoes liquidas, onde a concentracao do soluto é da mesmo forma como
mencionamos anteriormente, irregular ou nao uniforme.
Conforme uma das leis constitutivas, a lei de Nernst, o fluxo das particulas de
um gas, por unidade de area e de tempo, através da secao x, no instante ¢, é dada

por

dp
J(x,t) = —D(x)=—(x,1), 2.8
(z,1) ()5, (@ t) (2.8)
onde D(z) > 0 & o coeficiente de difusdo em = e p(z,t) é a densidade do gas em
analise. Logo, pontuadas estas consideragoes, a Equagao (2.5) pode ser reescrita
como

dp 0 dp
E(%t) = —[D(ff)%

pe (x,t)] + F(x,t), (2.9)
denominada equacao de difusao.

No caso em que supomos como constante o coeficiente de difusao D(z) = D, a

Equagao (2.9) toma a seguinte forma

op N

2Sua grandeza é necessariamente expressa em unidades de distancia por unidades de tempo.




2.1 A Equacao do Calor

A temperatura, que denotaremos por u(:z:, t), é o fator determinante para o pro-
cesso de condugao do calor. Como ja é conhecido na literatura, o calor flui dos
pontos de mais alta temperatura até aqueles pontos que apresentam uma tempera-
tura mais baixa. Nesse caso, a equagao de continuidade (2.5) é expressa da seguinte

forma,
o0 9 _
ot Or

onde ¢(x,t) ¢ a densidade de calor (energia interna) no ponto x e no instante ¢, e

Fz,1), (2.11)

J(z,t) é o fluxo de calor por unidade de area e de tempo. Conforme a Lei de Fourier,
que é a lei constitutiva para este caso em particular, o fluxo de calor é dado por
J(z,t) = —k($)@($,t), (2.12)
ox
em que k(z) > 0 & o coeficiente de condutividade térmica do material. O sinal
negativo do coeficiente nos indica o sentido contrario do fluxo ao gradiente de tem-
peratura.

Em contrapartida, a definicao de calor especifico® diz que a variacao temporal
da quantidade de calor por unidade de volume (densidade de calor por unidade de
tempo) que um meio experimenta, se reflete em uma variagao local de temperatura,
dada por

%(w, t) = C(l’)p(l‘)%(l‘, t), (2.13)
onde ¢(x) denota o calor especifico da substancia e p(z) a densidade de massa.

Temos ainda que incluir a presenca de fontes (ou sumidouros) F(x) de calor na
Equagao (2.13), que representa a quantidade de calor, por unidade de tempo e de
volume, acrescentada (ou retirada) do sistema na posigdo x, no instante t. Desta

forma, a Equagao (2.13) &, portanto, reescrita da seguinte forma

0 0 0
e(w)p(e) 3z (,t) = 5-[k(2) 5 (2. )] = Fa,0), (2.14)
denominada como a equacao do calor. Caso o meio seja homogéneo, a Equacao
(2.14) é descrita como
ou 0u
N t) = a>=—
ot (z.8) =a 81:2(

em que a® = k/cp ¢ o coeficiente de difusividade térmica e f(x,t) = F(z,t)/cp.

x,t) + f(x,t), (2.15)

Apesar de modelarem fenomenos diferentes, a Equagao (2.10) e a Equagao (2.15)

3 C

C:E’

em que C é a capacidade térmica de um corpo e m é a massa desse corpo.



tém a mesma forma e, portanto, as trataremos de forma semelhante nas proximas
secoes. Estas equacOes representam a maneira mais simples de descrever os pro-
cessos de transporte de massa e de energia interna. No entanto, é notavel que o
coeficiente de condutividade térmica (k) e o calor especifico (c), assim como a densi-
dade (p), em se tratando estritamente da equacao do calor, sao fung¢oes que variam
com a temperatura. Do mesmo modo acontece com o termo de fonte (F') poder
ser dependente da temperatura, como no caso de fontes de calor vindas das reagoes
quimicas. Entao, para manter os parametros citados acima constantes, nao sera
somente exigido a homogeneidade do meio como, também, pequenas variagoes de
temperatura. Caso estas duas condi¢Oes nao sejam satisfeitas, teremos modelos nao

lineares e, nesta situacao, a equacgao tem a seguinte forma geral

c(x,u)p(x,u)%(x,t) = 6% [k(m,u)%(:p,t)] + F(z,t), (2.16)

cujo estudo foge ao escopo deste trabalho.

2.2 A Solucao Fundamental da Equacao do Calor

Em nosso trabalho, iremos abordar a Equagao (2.10) e a Equagao (2.15) sem
distin¢oes uma da outra e passaremos a identificd-las pelo nome mais abrangente de
“equacao do calor”. Teremos a mesma intencao anterior com as fontes e sumidouros,
as quais denominaremos de “fontes externas” e denotaremos por f(x,1).

Assim como ocorre com qualquer equacao diferencial parcial, a equacao do calor
pode admitir varias ou nenhuma solucao. As condicdes iniciais sao essenciais para
que uma unica solucao seja obtida, além de condicoes de contorno apropriadas no
caso de regioes limitadas.

Comecaremos a investigar as solugoes da equacao do calor a partir de uma si-
tuacao em um meio infinito e sem fronteira que é equivalente a uma modelagem
simplificada de um cilindro infinito com eixo de simetria coincidindo com o eixo z
do sistema de referéncia. A equacao que modela esta situacao, na auséncia de fontes

externas, tem a seguinte forma:

ot a8x2

A partir de um estudo feito sobre a solucao da equacao da onda e baseados na

= 0. (2.17)

dedugao de d’Alembert [25] para a obtengao da mesma, ¢ comum perguntarmos se
podemos usar os mesmos artificios a fim de encontrar uma “solucao geral” para a
Equagao (2.17), a partir da qual, dada uma condigao inicial, pudéssemos obter a
solucao correspondente. Rapidamente perceberiamos que os argumentos utilizados

para a equacao da onda nao se enquadram na resolucao da equacao do calor funda-



mentados nas seguintes observagoes. Preliminarmente, qualquer combinagao linear
de solugoes do problema (2.17) é também uma solugao, conforme o Principio da
Superposigao. Além de que se denotarmos u(z,t) como uma solugao, sob condigoes
adequadas, sao validas as proximas propriedades:

i. qualquer derivada de u (?3—7; ou %) ¢ também uma solucao;
ii. v(z,t) =u(x —y,t) & uma solucdo, Yy € R;
jii. v(z,t) = [7° u(z —y,t)g(y)dy € uma solugao;

iv. v(z,t) = u(Ar, \*t) é uma solugao, V) € R.

Amparados nestas propriedades, estabeleceremos uma solucao fundamental a
partir da qual serao produzidas “todas” as outras solugoes utilizando a propriedade
(ii). A primeira vista, notamos que a propriedade (iv) indica que a equacio do calor
homogénea & invariante em relagao as transformagoes (x,t) — (Az, \*t), X € R.
Estas transformacoes tornam qualquer funcio (x,t) — ¢(z/+/t) invariante, o que
nos faz perguntar se a Equagao (2.17) possui solugoes desta forma (denominadas
autosemelhantes).

Vamos considerar ¢(¢) uma funcio de classe C? e definir u(z,t) = ¢(z/V1).

Entao, a Equacao (2.17) pode ser reescrita como

Ou_ pPu_ @ o) @z _
a5 = wa ()7 () =° 219

De onde se segue que

§() + 550/(6) =0, (2.19)
que tem como solugao geral
3 §2
o) = 01/0 exp <—4—a2)ds + Cs. (2.20)
Verificamos, desta forma, que
Vi s
#(€) = C, / exp (——2>d8 + (s, (2.21)
0 4a

¢ uma solugao autosemelhante, para quaisquer que sejam as constantes C e Cs.
Exceto para o caso trivial, quando C7; = Cy = 0, as solucGes acima apresentam

uma caracteristica inconveniente: nao sao fungoes integraveis em R (para t > 0

fixado, como fungoes espaciais) e, por isso, limitam a utilizagao da propriedade (iii).

No entanto, sabemos que a derivada espacial em u é uma solucao a partir da propri-

edade (i). Por isso podemos considerar as fungoes da forma (Cy/v/t)exp(—2?/4a’t).
A funcao



1 < x?
2a\/Tt P da?t

¢ denominada de solugao fundamental para a equacao do calor (2.17).

1
2a+/ Tt

G(x,t) = ) , (z,t) € (0,+00) x R, (2.22)

Vale ressaltar que a constante particular C; = , na definigao (2.22) acima,

é uma “constante de normalizagao”, isto é

/ G(z,t) de =1, Vt>O0. (2.23)

Estamos munidos com condi¢oes fundamentais, a partir de agora, para utilizar-
mos a propriedade (iii) a fim de construirmos novas solugoes. E o que justifica o
teorema a seguir.

Teorema 1: Seja ¢ € C(R) uma funcao limitada. Defina

u(z,t) = /_Z Gz —y,t)p(y) dy. (2.24)
Entao,
1. u(z,t) é uma fungao de classe C*((0,+00) x R);
2. u —a’u,, =0,t >0,z €R;
3. limy o u(t,z) = p(x), Vo € R.

Uma propriedade evidente e muito significativa para a equacao do calor, de-
nominada propriedade regularizante, & exposta pelo Teorema (1) acima. Além de
estabelecer uma “formula explicita” para a solucao do problema de valor inicial para
a equacao do calor, a sua solugao ¢ C* no dominio de interesse, nao importando o
quanto a condi¢ao ¢(x) incial seja irregular.

A condigao inicial deve ser entendida no sentido do limite do item (3) do Teorema
(1). Na verdade, G(x,0) nao esta definida, como se pode observar. Deste modo, o

problema de valor inicial

ou  ,0%
S22l -0, t>0, z€R
ot “o T T (2.25)

u(z,0) = p(z), = €R,
possui uma solugao dada através da férmula

u(x,t) = 2a\1/ﬁ /_: exrp (—%;;)Q)cp(y) dy. (2.26)

A fungao G(x — y,t) ¢ positiva para cada t > 0 e para cada y € R fixados

satisfazendo a Equacao (2.23) e
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+00 se T =Y

0 se T #vy,

Pn% G —y,t) = (2.27)

uniformemente nos intervalos fechados que nao contém o ponto .

Esta observagao baseia-se no seguinte Corolario acerca dos “nticleos de Dirac” (ver
Apéndice A), que sao determinados a partir de uma fungao geradora do seguinte
modo:

Corolario: Seja ¢ : R — R é uma funcao positiva e integravel tal que

/Rap(x) dr = 1. (2.28)

Logo, as funcoes D,(z) = p~to(ut2), com p > 0 sao nicleos de Dirac.

A fungao G(z — y,t), para t > 0, define uma aproximacao para a “fungao 0 de
Dirac” no ponto y, representada por 6(x —y). De maneira formal podemos escrever
essa aproximagao através de uma igualdade onde interpretamos estar fundamentada

no item (iii) do Teorema (1)

G(x —y,0) =d(x —y). (2.29)

Formalmente, podemos ainda dizer que a funcao

r—= G —y,t)= Qa;\/ﬁexp (—%) , (2.30)

satisfaz o problema de valor inicial

oG o ,0°G
E(x—y,t)—a W(x_yat)a t>0,.’E€R (231)

Gr—vy,0)=0r—-y), zeR,

uma vez que

/ " Gl — . 0)p(y) dy = / T Sw—yely) dy=p@).  (2.32)

~
Para o caso do problema (2.25) apresentar uma fonte externa f(x,t), temos o

seguinte problema de valor inicial

11



ou  ,0%u
E—a@—f(x,t) $€R,t>0
u(z,0) = p(z), xR

(2.33)

Para resolvé-lo vamos considerar a decomposi¢ao u = v+w, onde v(z) é a solugao
da equagao homogénea (2.25) e w(z) ¢ a solu¢ao do problema (2.33) com a condigao
inicial nula, i.e., p(x) = 0.

A solugao w é dada pela seguinte expressao

w(z,t) = /Ot /00 Gz —y,t—7)f(y,7) dydr, (2.34)

em que G & a solugao fundamental ja definida na (2.22). A prova deste fato pode ser

simplesmente verificada quando, tomando a derivada de w em relacao a t, obtemos

%w(w,t) = /Ot /_Z G(x —y,t —7)f(y,7) dydr + /_Z Gz —vy,0)f(y,t) dy.(2.35)

De outra maneira,

2 t  poo
%(iB, t) = /0 /_Oo me(l' -, t— T)f(y’ 7') dydT‘/ (236)

e a conclusao segue da Equagao (2.31) e da Equagao (2.32).

A interpretacao para este resultado estabelece que nos processos dissipativos
nao pode ocorrer acimulo de grandezas que se dissipam. Em particular, no caso
da transferéncia de calor sem fontes externas como modelado pelo problema de
valor inicial (2.25), por exemplo, os pontos em que a temperatura ¢ maxima em um
determinado instante ¢ > 0 nao podem estar mais quentes do que aqueles onde a
temperatura era maxima no instante anterior ¢ = 0.

A unicidade de solugdo & uma consequéncia desse resultado, uma vez que se
uy(x,t) e ug(z,t) sao solugdes para o problema nao homogéneo (2.33), fica evidente
que w(x,t) = uy(z,t) — uz(x,t) é solugao do problema homogéneo (2.25) com con-
digao inicial nula em R. Logo, pelo Principio do Maximo, w(z,t) = 0, Vo € R e
Vt > 0, e consequentemente, uy(z,t) = ug(x,t).

Usaremos em nosso trabalho a versao discreta da Equagao (2.26) para as solu-
¢Oes numéricas cuja aproximacao serd feita através de um método de aproximacao
denominado Método das Solugoes Fundamentais.

Para finalizar, vamos mostrar que, de fato, a solu¢ao fundamental ¢(x,t) repre-

sentada pela Equagao (2.30), satisfaz a equagao da difusao dada por

12



99 _ 0%

TRyt (2.37)
Temos que
A
—_——
1 (z —y)?
t) = — 2.38
otat) = 5t e (- (239
B

Calculando a derivada temporal de A e B, que aqui estamos representando por

A’ e B, temos

% = A'exp(B) + AB'exp(B). (2.39)
Assim,
06 -1 1 (x—w1
— = B + . . 2.40
3% =B | s g (240)
Simplificando a expressao, obtemos
9¢ _ —1 (z—y)p?
i A exp(B) {215 t e | (2.41)

Por outro lado, derivando a func¢ao ¢(x,t) com respeito a x, obtemos

8¢ _ / _ —2(1’ - y)
9 AB'exp(B) = A T, exp(B). (2.42)
Temos ainda,
@—A =2 (B) + A —2x—y) i (B) (2.43)
oxr? 102t ) P 4a?t cEPE)- '
Assim,
%0 —2 Az —y)?
—=A B 2.44
Ox? exp(B) [4@215 + (4a?t)? ] (2.44)
Podemos ainda reescrever a Equagao (2.41) da seguinte forma
o0 —2a’t + (x — y)?
Fri A exp(B) [ s : (2.45)

e a Equacao (2.44) também pode ser reescrita como

13



0%¢ B —2(4a’t) + 4(x — y)?
a2~ AerlB) { (4a?t)?
9.2 2
_ 44 exp(B) [—2a*t + (x — y) (2.46)
4a? 4at?
_ 19
a2 ot
De onde temos,
dp 0%
— =a"—. 2.47
ot “ 0x? (247)

14



Capitulo 3
Difusao com Retencao

Processos difusivos requerem a redistribuicao de seus componentes tal qual ocorre
com o processo de transporte de massa, energia, impulso ou carga em distancias ma-
croscopicas, que encaminham-se para o estado de equilibrio. E uma caracteristica
do processo de difusao pura a dependéncia linear no crescimento temporal do deslo-
camento quadratico médio da variancia, havendo um comportamento semelhante a
distribuicao de Gauss. Entretanto, quando este deslocamento cresce mais depressa
(superdifusao) ou mais lentamente (subdifusao) do que a distribui¢ao de Gauss es-
taremos nos referindo a um processo de difusao andémala que caracteriza-se pelo
crescimento nao linear da varidncia no decorrer do tempo. Este fendmeno é, muitas
vezes, observado em materiais viscoelasticos [4] e no escoamento em meios hetero-
géneos como de aquiferos subterraneos.

Ao longo das ultimas duas décadas, uma grande quantidade de artigos cienti-
ficos tém mostrado que os novos modelos desenvolvidos para fenémenos de difu-
sao an6mala podem ajustar-se melhor aos dados experimentais quando comparados
aos modelos de difusao pura, justificando sua aplicacao, mesmo face a uma maior
complexidade. Em particular, tem sido bastante difundido o modelo por equagoes
diferenciais fracionarias [34].

Neste trabalho, nos limitaremos aos problemas de difusao com retencao que,
por sua vez, estao presentes em varios fenomenos relevantes aplicados na compu-
tacao cientifica, como nas reacées quimicas que induzem processos de adsorcao e
fluxo multifasico em meios porosos heterogéneos [8]. Bevilacqua et al. (2011) [5, 6]
propoem complementar a equacao de difusdo simples incluindo termos de ordem
superior para modelar o fendmeno de difusao. Esta proposta foi formulada tendo-se
em vista a necessidade, como nos processos de adsorcao, de anisotropia, em retencao
parcial e temporal de particulas e em muitos fenémenos fisico-quimicos, de melhoria
em sua formulagao analitica que apresentam alguns efeitos nao incluidos no modelo
de difusao. De fato, todos estes exemplos citados sao modelados pela difusdo com

retencao, que apresentam um “atraso” em relacao a difusao classica. Nesta disserta-



¢ao, consideraremos os fendmenos de retencao como uma perturbagao no modelo de
difusao classica, utilizando uma nova formulacao analitica para processos de difusao
anomala através de uma PDE de quarta ordem introduzida por Bevilacqua et al.

(2011) [5, 6] que sera alvo de nosso estudo.

3.1 Modelo com PDE Fracionaria

Nas ultimas duas décadas, os processos de difusao anomala tém sido modela-
dos adequadamente por equagoes diferenciais fracionarias |8, 36]. No entanto, no
presente trabalho vamos considerar apenas a derivada fracionaria no tempo devido
a0 nosso interesse no estudo da ‘retencao temporal” conforme comentado na segao
acima. Como exemplo, vamos considerar o seguinte problema de valor inicial e de

contorno:

‘Diu(x,t) = Au(z,t)+ f(x,t), x€Q,t€ (0,T)

u(x,t) = g(x,1) x € 0 te (0,T) , (3.1)

u(x,0) = up(x) x € (),
onde © ¢ um dominio limitado em R™,n € {1,2,3} com borda suave 02 e T" > 0
um parametro fixo que representa o tempo final do processo difusivo. Além disso,
D¢ (0 < a < 1) denota a derivada Caputo (1999) [36] de ordem « com respeito a
t e é definida por

. _ 1 " ou(x,m) dn
Dtu(x,t)—r(l_a)/o o = 0<a<l, (3.2)

onde I'(+) é a fungao gama, definida por

t
['(z) :/ s 'e7*ds, Real(z) > 0. (3.3)
Em particular, quando o = 1, a derivada Caputo coincide com a derivada tem-
. ou(x,t
poral usual, i.e., “Dju(x,t) = % e o problema (3.1) passa a representar um

fenomeno de difusao pura.

Tendo em vista as limitacoes do modelo via equacoes diferenciais fracionarias,
tanto do ponto de vista tedrico, com varios resultados de existéncia, unicidade e
estabilidade em aberto; quanto do ponto de vista numérico, sendo os principais re-
sultados disponiveis na literatura limitados a problemas unidimensionais [19], iremos
utilizar o modelo via PDE de quarta ordem, proposto por Bevilacqua et al. (2011)

[5], que sera descrito na proxima segao.
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3.2 Modelo com Equagao Diferencial Parcial de
Quarta Ordem

Embora o modelo de difusao simples seja aplicavel a uma grande quantidade de
problemas de interesse fisico, existem alguns fenémenos difusivos cujos dados nao
sao representados por este modelo, ainda que se tente ajustar os coeficientes do
mesmo.

Recentemente, Bevilacqua et al. (2011) [5, 6] demonstraram que processos de
difusao com retencao temporal podem ser modelados com derivadas de quarta or-
dem na variavel espacial representando o efeito da retencao, além das derivadas de
segunda ordem representarem o termo de difusao.

A partir de uma formulagao matematica discreta do processo de difusao ano-
mala, ¢ introduzido um parametro 0 < § < 1 que representa uma fracao capaz de
se difundir a partir da concentracao total da célula tornando a difusao mais lenta
do que para o problema da difusao classica, conforme mostra a Figura (3.1). Para
chegar a este resultado de forma mais clara, os autores partiram de um conjunto dis-
creto de células justapostas segundo um arranjo unidimensional conforme os efeitos

observados em processos de difusao com retencao.

n-1 n nt+l

Ji\N

t+1

Figura 3.1: Distribuicao simétrica com retencao |38].

Na Figura (3.1) esta esquematizado o arranjo de células justapostas, bem como
as regras de distribuicao do conteido de uma célula genérica para as células vizinhas,
com retengao de parte do conteido nesta mesma célula vizinha, assim (1 — ) ¢ a
fracao retida em cada etapa de tempo.

Considerando uma distribui¢ao simétrica, cada célula vizinha (n — 1) e (n+ 1)

é carregada com uma fracao 5 da concentracao de p em n células em cada passo
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de tempo. Assim, a redistribuigao do contetido de cada célula é governada pelas

expressoes algébricas
=(1—=B)p, '+ ﬁp L+ ﬁpm, (3.4)

1 1
pitt = (1= B)p, + 55?2—1 + 55]72“' (3.5)

Da manipulagao algébrica da Equagao (3.4) e da Equacao (3.5), ver Apéndice

B, surge o seguinte modelo simétrico para a difusao anomala:

-(1=5)7

A t+At 1L2 AQ " A 2

1 L4 A4pn t—At
At 2T, Ax? Ax? >

4 T() Azt

onde Ty, Ly e L sao fatores que assumiremos constantes ao longo de todo este
2 1

trabalho. Denotando-se as constantes Ky = ﬁ e Ky = ﬁ e assumindo p(x,t)

suficientemente suave, podemos tomar o limite de At —0e A:E — 0, obtendo

ap 82 O*p
o 5K2 — BK4(1 5)@,

Observe que, se [ = 1, o problema é reduzido a difusao pura, isto porque a

O<z<L, t>0. (3.7)

estrutura contida na equacao de difusao padrao é totalmente preservada. O termo
negativo associado ao termo de quarta ordem corresponde ao efeito de retengao.
Em geral, a Equagao (3.7) envolve parametros de diferentes ordens de magnitude
K, = O(1072K,) = O(107*p) |5], sendo o termo de retengao significativamente
menor do que o coeficiente de difusao. Devido as diferencas de magnitude dos
parametros, consideramos neste trabalho o termo de retencao como uma pequena
perturbacao na difusao pura, o que nos permite interpretar o modelo acima num
contexto de problemas singularmente perturbados, i.e., a equacao de segunda ordem
sofre uma pequena perturbacdo que aumenta a sua ordem, como ficard mais claro

no proximo capitulo.
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Capitulo 4

Problemas Singularmente
Perturbados

Problemas Singularmente Perturbados sao problemas relacionados a perturba-
¢oes nao suaves no dominio que ocorrem naturalmente nas aplicagoes em eletros-
tatica, hidrodinamica [11, 40], por exemplo. Uma rigorosa analise assintotica de
tais problemas comecou a ser desenvolvida na literatura mecanica ha cerca de 30
anos. No entanto, o desenvolvimento do tratamento de expansoes assintoticas para
solucoes de equagoes diferenciais que possuem parametros pequenos foi avancando
com as ideias basicas da teoria das perturbacoes, a qual tem relevante importancia
em aplicacoes tanto na Engenharia como na Matemaética.

A ideia basica da analise assintdtica, de modo geral, se baseia na decomposicao de
um problema complexo em intimeros problemas relativamente mais faceis de resolver.
As solucoes aproximadas destes problemas sao obtidas a partir de uma expansao
assintotica da solucao envolvendo um pequeno parametro geralmente denotado por
¢, chamado de parametro de perturbacao. A importancia desta teoria consiste no
fato de que, em geral, os primeiros termos da expansao assintética sao suficientes
para apresentar caracteristicas significantes de um problema. Com o intuito de fixar
as ideias, nas proximas secoes iremos reproduzir dois simples exemplos apresentados

em Kozlov (1999) [30] envolvendo um parametro de perturbacao e.

4.1 Exemplo de Problema Regularmente Pertur-
bado

Comegamos com o seguinte problema de valor de contorno regularmente pertur-

bado (PVC), cuja perturbagao nao modifica a ordem da equagao analisada.
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w(x) — 2uc(x) =1, 0<z<1,

u(0) =0, wu(l)=

Aqui, consideramos ¢ > (0 como um pequeno parametro positivo. Queremos

(4.1)

obter uma aproximacao de u(z) quando £ — 0.
A solugao exata u.(z) do problema (4.1) é
66.73 + e—€$ _ 2 66.73 + e—€$

ue(x) = 922 + 2e2(ef — e—°) 2-—€e—e"+ 262)7 (4.2)

e sua principal ordem de aproximagao assintotica ug(z) (para valores pequenos de
) é

112

ule) = 5 + 3. (4.3)

A fungao uo(x) satisfaz o problema de valor de contorno (PVC)

= (4.4)

naf E 1

iy

06F 1

07F iz

06 5

04t -

03F s

02 5

01} 1

L L L L L . L L L L L L L L . L L .
0 01 02 03 04 05 086 0r 08 08 1 0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 08 1
X b

@ (b)
Figura 4.1: Em (a): analise das curvas de u. e uo. Em (b): Erro absoluto |u. — .

O comportamento das fung¢oes y = u.(z) e y = ug(x) para ¢ = 0.1 esta plotado
na Figura (4.1a). As curvas sao praticamente indistinguiveis para o problema (4.1)
com ¢ = 0.1, e o erro de aproximacao ¢ pequeno |u.(z) — ug(x)], com o mesmo
e = 0.1 conforme o grafico plotado na Figura (4.1b).

Quando o parametro de perturbacao estiver associado a derivada de maior ordem

da equagao, teremos um problema singularmente perturbado. Como consideramos o
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parametro de perturbagao tendendo a zero (¢ — 0) ocorre a degeneragao da equagao
diferencial em algum sentido, reduzindo sua ordem e muitas vezes, tornando as

condigobes de contorno incompativeis com o problema.

4.2 Exemplo de Problema Singularmente Pertur-
bado

Admitamos que u satisfaga o PVC

() —u(z) =1, 0<z<1,

w(0) =0, u(l)=1. (49

Do ponto de vista fisico, a solucao u pode ser interpretada como a temperatura
de uma haste ligando dois grandes corpos que sao mantidos cada um a uma tempe-
ratura constante, como mostrado na Figura (4.2). O coeficiente positivo £? denota a

condutividade térmica normalizada, e a temperatura do meio exterior é igual a —1.

Figura 4.2: Fina haste conectando dois corpos sob temperaturas constantes.

Formalmente, se definirmos € = 0 em (4.5), entao a aproximagao ug é obtida por

up = —1. (4.6)
Porém, uy nao satisfaz as condigoes de contorno do problema singularmente
perturbado (4.5). Neste caso, a solu¢ao exata u. do problema (4.5) ¢
T 4+ ——e-¢ (4.7)
que tem expansao assintotica Ugssin: dada por

—(1-=)

Unssint = —1 + €7 +2e <, (4.8)

e que satisfaz a equacao e deixa um erro exponencialmente pequeno nas condigoes
de contorno do problema (4.5). Os dois ultimos termos em (4.8) sao os termos de
corregao que estao concentrados perto das extremidades do intervalo (0,1) e sdo

chamados de “camada limite”.
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Na Figura (4.3) plotamos a fungao y = u.(z) quando £ = 0.1. Podemos observar
que as fungoes u. e ug sao muito proximas uma da outra na regiao média do dominio.
No entanto, |u. — ug| torna-se grande nas proximidades dos pontos finais * = 0 e
x = 1. Por outro lado, as funcoes u, € Ugssins S20 muito proximas, de modo que é
quase impossivel distinguir entre seus graficos (quando € = 0.1, a diferenga u. —tgsgint

tem a ordem 107%).

Figura 4.3: Comportamento das solugoes ug, e € Ugssing Para o problema singular-
mente perturbado.

Percebemos que a aproximacao assintética pode ser construida envolvendo os
termos da camada limite para a solu¢do do problema (4.5) sem o conhecimento
prévio de u.. Observamos também que a solucao assintética nao satisfaz as condigoes
de contorno para quaisquer valores de e, principalmente quando o parametro de
perturbacao assume valores grandes. Logo, entendemos que, para valores cada vez
menores de ¢, a equagao diferencial de (4.5) tende a degenerar e, consequentemente,
a mudar de ordem.

Em particular, no presente estudo, iremos abordar o modelo unidimensional
representado pela Equagao (3.7) como um problema singularmente perturbado (P.)
que consiste em encontrar p.(z,t), definida em (z,t) € (0, L) x (0,7 satisfazendo o
seguinte problema:

Ope | 0%p. '
+d +e
ot Ox? oxt

Iremos considerar as condi¢oes de contorno e iniciais dadas por

— 0. (4.9)
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p8(07 t) = Qo, pE(L7t) =ar,
Pp| _ Op.
0x?  Ox?

=0

p=(x,0) = g(x),

=0, (4.10)
z=L

onde d = Ky e e = (1 — 3)K, sao parametros constantes associados a difusao
e retengao respectivamente, g(r) uma determinada condigao inicial, ag e aj sdo
constantes que satisfazem as condigoes de compatibilidade, ou seja, ag = g(0) e
ar, = g(L). Em geral, conforme previamente mencionado, em aplicagoes praticas,
temos que € << d.

Entao, podemos interpretar os fendémenos de retencao como uma perturbacao
singular da difusao pura. Tendo em conta este fato, para o problema nao perturbado
(P), nos desconsideramos o termo associado a retengao e obtemos um problema de

difusao simples, consistindo em encontrar po(z,t) que satisfazem o problema:

8p0 a2100
ot T

com as condicoes iniciais e de contorno dadas por

=0, (4.11)

po(0,) = ao, po(L,t) = ar, (4.12)
Po(xa O) = g(x)

Observando a difusao com retengao sob esta oOtica de um problema de difusao
pura singularmente perturbado com um termo de ordem superior (quarta ordem)
nos permitird usar a solucao fundamental da equacgao de difusao para aproximar os

termos associados & expansao assintotica, como serd evidenciado no Capitulo 6.
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Capitulo 5

O Método das Solucoes

Fundamentais

O Método das Solugoes Fundamentais ¢ uma técnica numérica usada para a so-
lucao de problemas homogéneos de valor de contorno, sendo aplicavel quando pelo
menos uma solucao fundamental da equacao que rege o problema é explicitamente
conhecida. Esse método numérico sem malha, cujas ideias basicas para sua formu-
lagao foram introduzidas por Kupradze e Aleksidze [31] em 1964, foi desenvolvido
como um método computacional por Mathon e Johnston [32], em 1977. Desde en-
tao, a utilizacao do MFS é crescente e tem demonstrado muita eficiéncia para uma
consideravel variedade de problemas fisicos. Atualmente, o método tem sido utili-
zado para uma grande variedade de problemas da modelagem computacional como
pode ser observado no artigo de revisao de Fairweather e Karageorghis (1998) [13] e
nas referéncias encontradas neste trabalho. Devemos destacar ainda a sua aplicacao
em problemas inversos, onde os métodos de discretizagao de malha podem ser asso-
ciados a melhorias artificiais da solucao, o que é conhecido na literatura por crimes
inversos [12].

A visao geral do MFS é que a solugao é aproximada através de uma combinagao
linear entre as solugoes fundamentais onde os pontos de singularidade (pontos fonte)
sao colocados fora do dominio de interesse 2. Estes pontos fonte formam um pseudo-
dominio Q) envolvendo toda a geometria do problema, impondo-se, desta maneira,
as singularidades no exterior. Pontos de colocacao sao alocados sobre a superficie
da fronteira 02 onde se impde as condigoes iniciais e/ou de contorno do problema.
A escolha do namero e da posicao dos pontos de colocacao, dos pontos fonte bem
como a distancia entre estes gera um grau adicional de arbitrariedade a solucao do
problema. Além do mais, o sistema de equagoes algébricas resultante do MFS é mal
condicionado [3].

A Figura (5.1) representa o dominio de definigao € e sua fronteira 02 onde sao

posicionados os pontos de colocacao (e) e a fronteira ficticia 02, onde sao posicio-
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2 dominio @,_f-;@ .
052 fronteira
Q pseudo dominio 2
o0 pseudo fronteira

o 2 Pontos de Colocagio

&\\\ e
@
x

Pontos Fonte

Figura 5.1: Geometria do problema 2D em MFS.

nados os pontos fonte (o).

Em geral, a abordagem do MF'S apresenta todas as vantagens de um método sem
malha sobre os métodos de discretizacao de dominio, como o Método das Diferencas
Finitas (FDM) ou o Método de Elementos Finitos (FEM), por exemplo. A saber,
nesses métodos é observado um alto custo computacional da discretizacao em di-
mensoes mais elevadas ou para os casos onde o dominio apresenta geometria muito
irregular. Por outro lado, considerando o Método de Elementos de Contorno (BEM)
que também é um método sem malha, o MFS evita integracoes sobre a fronteira
e a solucao em pontos arbitrarios é calculada sem a necessidade de quadraturas.
Além disso, as derivadas das solucoes sao calculadas de uma forma muito simples
a partir da derivada da solucao fundamental. Finalmente, a facilidade de aplicacao

do método e o pequeno esforco computacional utilizado devem ser enfatizados.

Malha | Suavidade | Exatidao na | Precisao na | Rapidez
fronteira fronteira
FEM | Sim Nao Sim Sim Sim
FDM | Sim Sim Sim Nao Nao
BEM | Nao Sim Nao Sim Nao
MFS | Nao Sim Nao Nao Sim

Tabela 5.1: Tabela de Comparagoes entre os métodos numéricos: FEM, FDM, BEM
e MFS.

Para efeito de comparagao, montamos a Tabela (5.1) onde apresentamos as prin-
cipais caracteristicas contidas nos métodos numéricos mais utilizados pela comuni-
dade de computacao cientifica e sua respectiva eficiéncia. A primeira vista o FEM
aparenta ser o mais robusto dos métodos citados, porém o sistema de equacoOes
integrais e as interpolacoes o tornam de dificil implementacao. O MFS, quando
aplicavel, se destaca mais eficiente do que o FEM e os demais por ser sem malha,

evitar integragoes e interpolagoes e de facil implementagao. Com centenas de arti-



gos publicados anualmente sobre esta nova técnica, cada vez mais o MFS vem se
estabelecendo como uma ferramenta computacional na anélise de engenharia e uma

alternativa viavel em relagao aos demais métodos numéricos.

N, L

. N,

N N
[ ] [ ]
/./ g
/7
i A

FEM BEM MFS FDM

Figura 5.2: Tlustracao das discretizagoes de diversas técnicas numéricas para um
problema 2D com geometria complexa.

Podemos enumerar algumas desvantagens do MFS, como a necessidade da so-
lucao fundamental do operador diferencial ser explicitamente conhecida; o sistema
algébrico resultante ser mal condicionado e a escolha de alguns parametros do mé-
todo, como a posicao e o numero de pontos fonte ou de colocacao ser feito de forma

arbitraria o que pode influenciar o resultado obtido.

5.1 Meétodo das Solucoes Fundamentais do tipo

Kansa

Com a finalidade de superar a limitacao do MFS em lidar com PDE nao homo-
géneas, o método de solugoes particulares foi introduzido por Goldberg e Chen [15],
em 1998. Alves e Chen [1] apresentaram uma nova metodologia para aproximar
uma solugao particular para o MFS em 2005. Mais recentemente, em 2007, Alves
e Valchev [2] introduziram o Método de Solugdes Fundamentais do tipo Kansa, ao
qual iremos nos referir de modo abreviado por KMFS, para resolver PDE nao ho-
mogéneas de uma maneira bastante direta. Recentemente aplicado em problemas
elipticos |27| e problemas poli-harmoénicos 28], o KMFS tem apresentado resulta-
dos animadores de acordo com as referéncias examinadas. No KMFS uma solugao

aproximada u**1(z) ¢ expressa da seguinte forma

k+1 Z Z k+1¢km l‘ N yn) (51>

m=1n=1

onde a®*1 sdo os coeficientes de cada etapa (k+ 1) de tempo; m e n sdo os nimeros
de pontos de colocacao e os numeros de pontos fonte, respectivamente; k,, sao os
autovalores do operador homogéneo; ¢y, sao as solu¢oes fundamentais do operador
correspondente aos autovalores ja mencionados e, por fim, ¥, sao pontos fonte em

uma pseudo fronteira fora do dominio 2.
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5.1.1 Solucao via Equacao de Helmholtz

Problemas do tipo Helmholtz surgem, frequentemente, em diversas aplicacoes na
area da Fisica e Engenharia como, por exemplo, no estudo das vibragoes de uma
estrutura em acustica [12] ou no estudo da transferéncia de calor em uma haste de
ferro |29].

A equagao de Helmholtz, introduzida pelo fisico alemao Hermann von Helmholtz,

é um tipo particular de PDE obtida a partir da equacao da onda

P,
onde ¢ ¢ a velocidade potencial assumindo a solugao harménica ¢(x,t) = e~ “u(z).

A razao pela qual utilizaremos a equagao de Helmholtz é que, ao aproximarmos
a derivada temporal da equacao do calor por diferencas finitas avancadas, obtemos
uma equacao do tipo Helmholtz a ser resolvida em cada etapa de tempo. Em nosso
estudo consideramos a equacao do tipo Helmholtz em um dominio limitado 2 C R",
n = 2,3, ou seja

Au(x) + k*u(r) =0, (5.3)

onde a equacao de Helmholtz modificada, dada por

Au(z) — Ku(z) =0, z €, (5.4)

esta relacionada com a transferéncia de calor, como ocorre na equagao que modela

a conducao de calor em hastes. Ja a equacao de Helmholtz, dada por

Au(x) + k*u(z) =0, z€Q, (5.

ot
<t
S~—

modela problemas associados a meios acusticos.

Inicialmente, vamos realizar uma discretizacao na derivada temporal a partir de
uma aproximagao por diferenca finitas a serem resolvidas a cada passo de tempo
tr+1. Suponhamos que o intervalo de tempo [0, 7] é discretizado uniformemente em
k subintervalos, entao, definimos ¢, = kAt, k = 1,2, ..., k, onde At = T/k & o passo
de tempo.

Em particular, vamos resolver o seguinte problema modelo para dar um exemplo
do procedimento proposto. Dados f,(z,t), gu(z,t), up € uy encontrar u(z,t) de

modo que
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ou 0*u

N d@ = fus
w(0,t) = ug, u(L,t) =uy, (5.6)
u(:p, O) = Gu,

onde (z,t) € (0,L) x (0,7).
Denotamos por u(z,t;) o valor exato da funcao u(z,t) na etapa t = t;. Por
outro lado, usamos v’ (z) para representar a aproximagao numérica de u(x,t;). Em

seguida, utilizamos a aproximacao por diferencas finitas progressivas

ou(w, 1)  w(w,tj) —u(z,t;) -
5 = Al + O(At), (5.7)

a fim de aproximar a derivada temporal.

Substituindo a equagao (5.7) para o problema anterior (5.6), obtemos o seguinte

problema de Helmholtz modificado: encontrar w/**(z) de modo que

d*u/ T (x)
dx?
wWTH0) = ug, WTH(L) = up,

W (@) - K — FI*(a),

(5.8)

seja resolvida em cada passo de tempo t;41 onde z € (0, L), K = dAt e Fitl(z) =
AtfitH(x) + uw/(x). Ressaltamos que a solu¢io em um tempo ¢;,; depende das
solugoes de todos os tempos anteriores t; < t;+1. Em geral, este fato implica em
um alto consumo de tempo computacional quando usamos métodos de baixa ordem

para a discretizagao espacial. A solugao u/*!(z) entao ¢ aproximada por

M N
w (z Z Z atloe (2 —G), (5.9)

m=1 n=1
onde M e N sao os numeros dos autovalores e os pontos fonte, respectivamente.
Em particular, para este estudo unidimensional temos N = 2. Além disso, a/ ! sdo
os coeficientes da etapa j + 1; ¢, sao os pontos fonte e a autofuncao ¢, ¢é solugao

fundamental do operador de Helmholtz:

1 CUQ) - C7 Q)
H(p) = Ap+Erpo. (5.10)

onde g > 2.

Inserindo a equagao (5.9) na equagao (5.8), obtemos o seguinte sistema
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Z%:l Zr]:,:]. a%l(l + K/ifn) ¢Hm($i - Cn) = Fj+1($i)v Vi=1,..,

I
| | (5.11)
S S @it G, (0—C) =M SN @l 6, (L —G) =0,

onde z; indica os pontos interiores. O sistema (5.11) pode ser representado como

uma equacao matricial da forma

Aaftt = pFrt (5.12)

onde a**! = [a’fjl, ai i aki L db ] (v xa € o vetor de coeficientes desconhecidos

e b & o vetor de dados. A ordem da matriz A depende do nimero de pontos de
colocacao (n,) no interior do dominio © e do namero de pontos de coloca¢ao na
borda (n;) da pseudo fronteira onde n. = n, + nyp, ou seja, A, xmn-

Se n. = M N, temos uma matriz quadrada de coeficientes cujo sistema é facil-
mente resolvido por eliminagao de Gauss. Caso contrario, a equagao matricial (5.12)
deve ser resolvida por um método para problemas nao lineares, como o Método dos
Minimos Quadrados, por exemplo. Como é tipico do MFS, o sistema linear (5.11)
¢ mal condicionado e algum método de regularizacao se faz necessério, como sera

melhor detalhado na préxima secao.

5.2 Meétodos de Regularizacao

A regularizacao surgiu da necessidade de se resolver problemas mal condiciona-
dos. Em particular, vamos adotar o Método de Regularizagao de Tikhonov [39], que
objetiva reduzir a influéncia dos erros de aproximacao sobre os resultados numeéricos.
Portanto, a fim de obtermos uma regularizacao da solucao estavel para a equagao

matricial (5.12), resolveremos o sistema

(ATA+ Aa= ATb, (5.13)

onde AT é a transposta da matriz A, I é a matriz identidade e X é o parametro de
regularizagao. A escolha do parametro A é uma questao delicada, embora existam
regras consagradas na literatura para este objetivo. Neste trabalho usaremos o

critério da curva-L [16].

5.3 Exemplos Numeéricos Preliminares

Nesta secao vamos aplicar o MFS em dois exemplos unidimensionais com solugao

analitica e analisar alguns dos seus parametros. Como comentado anteriormente, o
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MFS apresenta algumas desvantagens inerentes, como a arbitrariedade da escolha
dos pontos fonte e colocacao e da distancia entre eles, além do sistema algébrico

associado ao método ser mal condicionado.

5.3.1 Exemplo 1

Vamos considerar o seguinte problema nao-homogéneo:

0*u
— — 9u = —9z, € (0,1
9z~ Ju="97, z€(0,1) (5.14)
uw(0) =2, wu(l)=2e>+1.
Neste exemplo, a solucao analitica é dada por
u(z) = 2e** + x. (5.15)

A solucao fundamental para o operador de Helmholtz modificado unidimensional

Qﬁ(l’,y) = e”mlx_y‘ — emlz_y|’ (516)

Assim, considerando a equagao (5.16) na equagao (5.14), obtemos o seguinte

sistema de equacoes:

1( mR + émem(l—i-R)) — 2’
1(m — 9)( em(@it+R) Ny em(zﬁ-R)) =—9x;, Vi=2,.2M -1 (517)

(eI g emB) = 2¢3 41,

ﬁiﬁiﬁi

2
2
2

+  Solugdo do KMFS
Solugdo Analitica

Figura 5.3: Exemplo 1: Solu¢ao analitica x KMFS
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Resultados obtidos

Vale salientar que, neste exemplo, temos uma equagao de Helmholtz modificada
(5.4) nao homogeénea (5.6). Foram utilizados dois pontos de coloca¢ao zo = 0e xy, =
1, N=2( =—x9— R, (o =+ R. Além disso, devemos tomar as frequéncias de
teste (autovalores) k,, = m; m = 1, ..., M. Finalmente, a fim de termos uma equagao
matricial quadrada escolhemos K =2M — 1,ie., 0 <zp <z < ...<zx7 < 1.

A Figura (5.3) exibe a solu¢ao numérica do KMFS (x) e analitica (-), para
R =1.0e M =10. Embora a equagao da matriz correspondente ao sistema (5.17)
seja mal condicionada, podemos verificar resultados muito precisos, tendo em conta

a abordagem KMFS, mesmo sem qualquer tipo de regularizagao.

5.3.2 Exemplo 2

Consideremos agora o seguinte problema difusivo:

Ouyg D*ug .
S "o =0 (x.1)€(0,1)x (0.7),
uo(0,t) = uo(1,t) =0, (19

uo(z,0) = sin(mx),

que tem solugao analitica dada por

uo(z,t) = e~ sin(rx). (5.19)

Usando a discretizagao temporal, obtemos os problemas de Helmholtz associados
ao problema (5.18) a serem resolvidos em cada etapa de tempo, ou seja, a solu¢ao
gerada em um tempo ¢;,; depende das solucoes de todos os tempos anteriores t; <

tis1.

Resultados obtidos

Neste exemplo transiente, apos a discretizacao da derivada temporal como acima
descrito, resolvemos o método KMFS com os seguintes parametros: M = 20 (na-
mero de autovalores); N = 2 (nmero de pontos fonte); At = 0.01 (intervalo de
tempo); na = 36 (pontos interiores); R = 1 (distancia dos pontos fonte); A = 1077
(parametro de regularizacao de Tikhonov) e, por fim, d = 1 (coeficiente de difusao).

A Figura (5.4) apresenta o comportamento da solugao aproximada (x) pelo
KMFS em relagao a solugao analitica (-) quando variamos T. Nota-se que quanto
menor o intervalo de tempo melhor se torna a solucao aproximada em relacao a
solugao analitica do problema: em (a), usamos 7' = 0.15; em (b), 7" = 0.30; em (c),
T =0.60 e em (d) T = 1.00.
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Figura 5.4: Exemplo 2: Solucao analitica x KMFS, quando variamos T, (a) T' =

0.15, (b) T = 0.30, (¢) T = 0.60 e (d) T = 1.00.

Este simples exemplo, demonstra a limitacao da metodologia de discretizacao da
derivada temporal para se resolver problemas estacionarios acoplados (neste caso, do
tipo Helmholtz) para cada etapa de tempo. A necessidade de resolver um problema
nao homogéneo aumenta a dimensao do sistema associado ao método numérico.
Além do mais, o parametro de regularizacao necessita ser atualizado em cada passo
de tempo, o que inviabiliza seu uso. A falta de acuracia do resultado numeérico
apdés um pequeno intervalo de tempo se impoe como um grande limitador para a
aplicacao do método proposto.

Devemos ressaltar que a utilizagao do MFS em PDE fracionarias, como descrito
na Sec¢ao (3.1), utiliza uma analogia com a proposta discutida neste Capitulo, re-
alizando uma discretizagao da derivada de Caputo (Equacao (3.2)), como se pode
verificar no trabalho de Yan e Yang (2014) [41]. Este resultado reforca a dificuldade
do desenvolvimento de métodos numéricos para o modelo de equacoes diferenciais
fracionarias, como previamente mencionado e ressalta a importancia do desenvolvi-
mento de novos modelos para se estudar difusdo anomala, como, o modelo proposto

por Bevilacqua et al., introduzido na Segao (3.2). Tendo em vista a limitagao da

32



metodologia empregada no atual exemplo, no proximo Capitulo iremos explorar a
aplicacao do MFS para a equacao de difusao pura utilizando a solucao fundamental
(Equagao (2.30)) da equagao do calor e criando uma fronteira ficticia ao longo do

tempo, i.e., externamente ao dominio € X (¢, ).
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Capitulo 6

O MF'S para o Problema da

Conducao do Calor Unidimensional

Neste capitulo vamos considerar a formulagao do MFS de maneira generalizada

para problemas regidos por uma equagao da forma

Lu(p) =0, pe, (6.1)

em que L é um operador linear eliptico e  é um dominio limitado em R, com
ronteirz . uca ' UN é expressa atravé mbinacoes linear
fronteira 9). A solucao do MFS, , & expressa através de combinacoes lineares

de solugoes fundamentais ¢,, n =1, ..., N,

N

UN(P) = Zan(bna pe Qa (62>

n=1
que sdo densas no espago do dominio das solugdes [7]. Os coeficientes {a, }2_; sdo
encontrados impondo que a Equagao (6.2) satisfaga as condi¢oes de contorno sobre
os pontos de colocacgao.

Estudaremos nesse Capitulo uma analise do problema da condugao de calor tran-
siente e unidimensional. Como previamente mencionado, os pontos fontes (singulari-
dades) serao colocados fora do dominio de interesse. Dada a caracteristica transiente
do problema sob andlise, vamos levar em conta uma condicao inicial dada no tempo
t = 0, para a qual deveremos inserir pontos de colocacao no interior do dominio,
como na Figura (6.1).

Mais especificamente, o Problema da Condugao de Calor abordado aqui ¢ dado

por
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Ou(x,t) d82u(:p, t)

ot g (@) €(0,1)x(0,7),
w(0,t) = u(1,t) =0, (63)
u(z,0) = uo(),

onde ugp(z) é uma fungao suficientemente suave.

Pontos de Colocagio = C-pontos
Pontos Fonte = S-pontos

t
[Distribuigio dos pontos
T * *
¥ +
¥ I
i 3 ¥ 1
¥ i
3 I
5 /'r ¥ 3 \ 7
¥ *
I i I
[ I e 1 T OISR, o
M, C-pontos ¥ * M, C-pontos v
* *
3 I
-R 0 1 1+R x
, 1 z
K C-pontos
M \ / ke
5o 7
N, S-pontos N, S-pontos
r ki
-T

Figura 6.1: Distribuicao dos pontos fonte e colocagao para um problema unidimen-
sional e transiente [23].

Em particular, vamos determinar uma solugdo u para o problema (6.3) no domi-
nio Qr = Q x (0,7") com condigao de contorno de Dirichlet. Para outras condigoes
de contorno como Neumann ou Robin, bastaria uma pequena mudanga na imple-
mentacao computacional do MFS.

Além do mais, vamos considerar ug(z) analitica em 2, de modo que o Problema
(6.3) seja bem posto [20, 35].

6.1 Descricao do Método

De modo analogo ao algoritmo apresentado no trabalho de Johansson et al. [22],
a solucao fundamental para a equacao do calor unidimensional, dada pela Equacao

(2.30), sera reescrita por

H(t—rT) _leu?
Flax, t,y,7) = ———Fexp 1, 6.4
(z,t;9,7) (i )5 (6.4)
onde H ¢ a fungao de Heaviside |24]. Note que aqui estamos considerando o coefi-

ciente de condutividade térmica d = 1.



A verificagao de que a Equagao (6.4) satisfaz a equagao do Problema (6.3) é
imediata e analoga & demonstracao apresentada no Capitulo 2. A construcao da

solugdo para o Problema (6.3) ¢ dada por

2N1 2
u(z, t) = uy(z,t) = ZZag)F(:ﬁ,t; Yj,Tn), (z,t) € Qp, (6.5)
n=1 j=1

onde N = 4N;. A funcao de Heaviside é aqui introduzida a fim de enfatizar que a
solucao fundamental é zero para todo ¢t < 7, vide Apéndice C.

A variavel temporal sera discretizada como:

Para gerar os pontos fonte (V) sobre o intervalo (=T, T), existem dois casos
diferentes, dependendo se Ny > M; ou N; < M;. Supomos que seja Ny = KM; ou
M, = KN para algum inteiro K > 0. A relagdo entre os pontos fonte e colocacao
para t > 0, com (7,,)n=1.._2n, ¢ dada por:

aaaa

T+ = T—L nzl,...,QNl, se leKMlel,

To = fean T 2R (6.7)
_T+5\{4_TT_2TWI> ?’Lzl,...,2N1, se N1<M1:KN1-

A garantia de que cada 7, é diferente de cada t; é fornecida pelos respectivos
fatores de mudanca T'/(2K M) e T/(2M;). Além disso, a disposi¢ao dessa constru-
¢ao faz com que cada dos (t;)i=1,a, € (Tn)n=12n, seja distribuido uniformemente nos
intervalos (0,77 e (=7, T), conforme a Figura (6.1).

Os pontos fonte serao definidos nas retas suporte verticais dadas por:

yi(t) =—R e wp(m)=1+R, n=1,.,2N,

e em Q x {0} definimos

(LI P
T il L K (6.8)
A condicao de contorno de Dirichlet e a condicao inicial sao dados do Problema

(6.3). Dessa forma, obtemos o seguinte sistema de equagoes:

uN(:Eél),O) = u0($él)), l=1,.,K,

(6.9)
’LLN(O,t,‘) :UN(l,tl) :0, izl,...,Ml.

Substituindo-se a Equagao (6.5), no sistema (6.9) obtemos um sistema de
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M = 2M; + K equagoes, com N = 4N, incognitas a¥y paraj =1,2en=1,...,2N;.
Este sistema pode ser reescrito de modo analogo a equagao matricial (5.12) e, tam-
bém, pode ser resolvido aplicando o Método dos Minimos Quadrados Penalizado,
comumente conhecido como o Método de Regularizagao de Tikhonov. Como ja
mencionado anteriormente, o critério da curva L foi usado para determinar uma boa

escolha para o parametro de regularizagao A > 0.

6.2 Resultados Numeéricos

A fim de avaliar a precisao das solu¢oes numéricas obtidas pelo MFS, aplica-
remos a metodologia descrita na Secao anterior em um benchmark e comparamos
os resultados numeéricos com sua solucao exata. Os exemplos sao construidos pro-
positalmente de modo que o nimero de pontos fonte e de colocagao sejam grandes
o suficiente para garantir que qualquer aumento desses nimeros nao melhora sig-
nificativamente a precisao da solucao numeérica sem afetar sua estabilidade, fato
corriqueiro no emprego no MFS.

Em particular, vamos considerar a condicao inicial dada por

u(z,0) = sin(rzx), =€ (0,1). (6.10)

A solugao analitica do Problema (6.3) ¢ entao dada por:

u(z,t) = sin(rx)exp(—n?t), (x,t) € (0,1) x (0,7T), (6.11)

a qual satisfaz a equacdo do calor, bem como verifica as condigOes iniciais e de

contorno — condig¢oes de Dirichlet homogéneas, i.e.,

w(0,8) =0, u(l,t)=0, te(0,T), (6.12)

como pode ser diretamente verificado.

6.2.1 Dados sem Ruidos

Inicialmente, vamos considerar os seguintes parametros: k = 20, M; = 20,
Ny =5, T =025 e R =1, que traduzem o dominio do problema representado
pela Figura (6.2) onde indica que foram utilizados 60 pontos de colocacao (M = 60)
posicionados na fronteira do dominio e 20 pontos fonte (N = 20) colocados na
fronteira do pseudo dominio.

A Figura (6.3) também foi construida levando-se em conta os parametros acima.
O canto da curva L, mostrado na Figura (6.3), plotado a partir da norma do residuo

||Aa—b||, versus a norma da solu¢ao ||a||z, apresenta o melhor valor de aproximacao
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Figura 6.2: Distribuigdo dos pontos fonte (0) e de colocacao (*) no dominio unidi-
mensional.

atribuido para o parametro de regularizacao A = 1078 localizado justamente na
regido de transigao entre os valores com menos filtro (superior a curva) e mais filtro
(inferior a curva), ou seja, valores mais proximos a 1 e valores mais distantes de
1, respectivamente. Para produzir as melhores aproximacoes possiveis, diferentes
valores do parametro de regularizacao foram escolhidos dependendo do nivel de

ruido atribuido.

r=10"

r=10"

IlAa-bl,

Figura 6.3: Exemplo de curva L. para o exemplo numérico com dados sem ruido com
(M =60) e (N =20).

Com estes elementos temos que a Figura (6.4) representa a solugdo do MFS
versus solucao analitica em T = 0.25.
Abaixo apresentamos os resultados obtidos para T € {0.5,0.7,1.0}.

Podemos observar que, no presente caso, os resultados foram mais precisos do
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Figura 6.4: (Solugao MFS) (%) x (Solugao Analitica) (-) para T = 0.25, com A\ =
1078,

}{1073 T=04a

Figura 6.5: (Solugao MFS) (%) x (Solugao Analitica) (-) para T = 0.50, com \ =
10710,
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uix,T)

Figura 6.6: (Solucao MFS) (%) x (Solugao Analitica) (-) para T = 0.70, com X\ =
107,

w10? T=1.00
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Figura 6.7: (Solugao MFS) (%) x (Solugao Analitica) (-) para T = 1.00, com \ =
107,
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que ocorreu quando discretizamos a derivada temporal e utilizamos a solucao fun-
damental para a equacao do tipo Helmholtz. De fato, o MFS apresentou resultados
bastante acurados para valores até T' = 0.5, apresentaram uma pequena discrepancia
no caso em que 7' = 0.7 e, finalmente, foram imprecisos para o caso em que 7" = 1.0.
A presente abordagem, portanto, demonstrou-se mais adequada para aplicagao na
equacao do calor, para até um certo limite de tempo 7. Embora o método discutido
nesta Se¢ao nao seja iterativo, é de se esperar, com o passar do tempo, os erros do
método numeérico fiquem da mesma ordem de grandeza da solucao do problema, difu-
sivo. Motivados pelos resultados obtidos, a seguir vamos explorar o comportamento
do método na presenca de dados ruidosos, que sao muito importantes no contexto

das aplicacoes de engenharia.

6.2.2 Dados com Ruidos

Nesta Subsegao, vamos adicionar ruido gaussiano branco (GWN — Gaussian
White Noise) aos dados iniciais e comparar a solugao numeérica obtida com a analitica
para diferentes niveis de ruido. Mais especificamente, vamos utilizar como condigao

inicial a funcao

uy = sin(rx)exp(—m*T) + N(0, 0?), (6.13)

onde N(0,0?%) representa a distribuigio normal com meédia zero e desvio padrao

unitario,

0 =6 X mazaeq|uo| = deaxp(—m3T), (6.14)

e 0 ¢ o nivel percentual do ruido relativo. A Figura (6.8) apresenta o confronto entre
os dados iniciais sem ruido e poluidos com 10% de GWN.

No que segue, vamos apresentar os resultados obtidos para diferentes ni-
veis GWN para diferentes momentos. Em particular, vamos considerar § €
{0.05,0.10,0.15,0.20}, nos instantes de tempo T = {0.25,0.50,0.70}, levando-se
em conta os mesmos parametros para o MFS considerados anteriormente no caso
sem ruido.

Os resultados expostos nas figuras abaixo nos permitem concluir que a meto-
dologia ora analisada é bastante robusta na presenca de ruidos do tipo GWN para
pequenos intervalos de tempo. De fato, para T = 0.25 o MFS demonstrou acurécia
mesmo na presenca de ruido até um nivel de 20%. Para intervalos de tempo maiores,
o MFS fica mais sensivel a ruidos nos dados iniciais. Em particular, podemos obser-
var que para § = 0.10, i.e., 10% GWN a solu¢ao numeérica ¢ insatisfatoria quando

T = 0.70. No entanto, para os niveis de ruido usuais em aplicagoes (6 < 5%) o

41



Condigdo inicial com dados ruidosos (10%)
1.4 T T T T T T T T T
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Figura 6.8: uj(—) x ug () para 10% de GWN.

Solugdo numérica obtida com 6=58% em T=0.25
0.09 T T T T T T T T T

0.og

0.o7

008

0.0s

0.04

003

002

0o

Figura 6.9: (Solugao MFS) (x) x (Solugao Analitica) (-) em 7" = 0.25 com 5% de
GWN.

Solugdo numerica oblida com &= 10% em T=025
0.09 T T T T T T T T T
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Figura 6.10: (Solugao MFS) (%) x (Solu¢ao Analitica) (-) em 7" = 0.25 com 10% de
GWN.
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Solugdo numerica obtida com &= 15% em T=025
0.09 T T T T T T T T T
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Figura 6.11: (Solu¢ao MFS) (%) x (Solu¢ao Analitica) (-) em 7" = 0.25 com 15% de
GWN.

Solugdo numérica obtida com 6= 20% em T=0.25

Figura 6.12: (Solu¢ao MFS) () x (Solugao Analitica) (-) em 7" = 0.25 com 20% de
GWN.
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w107 Solugan numerica obtida com &= 6% em T=0.50

ulx,T)

0 01 02z 03 04 05 0B 07 08 08 1

Figura 6.13: (Solugao MFS) (%) x (Solu¢ao Analitica) (-) em 7' = 0.50 com 5% de
GWN.

w10? Solugdn numérica obtida com &= 10% em T=050

uix,T)

Figura 6.14: (Solu¢ao MFS) () x (Solu¢ao Analitica) (-) em 7" = 0.50 com 10% de
GWN.
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i Solugdo numerica oblida com &= 15% em T=050

x 10

ulx,T)

Figura 6.15: (Solugao MFS) (x) x (Solu¢ao Analitica) (-) em 7" = 0.50 com 15% de
GWN.

w10? Solugdn numeérica obtida com &= 20% em T=050
B

uix,T)

Figura 6.16: (Solu¢ao MFS) () x (Solu¢ao Analitica) (-) em 7" = 0.50 com 20% de
GWN.
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10 Solug#o numérica obtida com &= 5% em T=0.70

uix,T)

1} a1 02 03 04 05 0B 07 08 08 1

Figura 6.17: (Solugao MFS) (%) x (Solu¢ao Analitica) (-) em 7' = 0.70 com 5% de
GWN.

w10 Solugan numerica obtida com 6= 10% em T=070
12 T T T T T ; T T T

+** 4

Figura 6.18: (Solu¢ao MFS) (x) x (Solu¢ao Analitica) (-) em 7= 0.70 com 10% de
GWN.
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método apresentado foi bastante satisfatoério.

6.3 Analise de Sensibilidade

Como ja mencionado no texto, a escolha de alguns parametros do MFS é ar-
bitraria e influencia nos resultados obtidos, sendo essa uma das principais criticas
em relacao ao método. Com a finalidade de balizar nossa discussao acerca dessa
questao, iremos estudar a sensibilidade do erro em relacao aos parametros R e T
para alguns dos exemplos explorados acima, sempre considerando um nivel de GWN
de 5% nos dados iniciais.

A Figura (6.19) exibe o desempenho do erro méaximo absoluto max(|[ue, —
u](z,0)]) produzido pelo MFS sobre R € (0,5] para A = 107 (=), A = 1072
(——=) e A =107'" (<), obtidos com os seguintes parametros: k = 20, M; = 20 (60
pontos de colocac¢ao), T = 0.5, Ny = 5, § = 5%. Notamos da Figura (6.19) que a
melhor escolha para R esta entre 0.5 e 1.5, para todos os valores de A considerados.

Sensibilidade do maximo erro absoluto em relagdo ao pardmetro R
1.4 T T T T T T T T T

S
12} shomgingls |
4 =101

u)x, Tl

fn-
a

max|liu

Figura 6.19: (Erro Méaximo Absoluto) x R para A = 107" (-), A = 1072 (),
A=1071 (<).

O erro maximo absoluto nao é apropriado para a analise de sensibilidade em
relacao ao parametro T por conta da diferenca de escala da solucao ao longo do
tempo. Na Figura (6.20) apresentamos a analise levando-se em conta o erro relativo,
definido por

B max||tg, — ul|
= e 1

6.15
maz||ul| ( )

onde podemos observar que o esquema numérico deixa de funcionar adequadamente
tanto para pequenos quanto para grandes intervalos de tempo. De fato, quanto o

intervalo de tempo é muito pequeno, nosso esquema numeérico representado pela
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Figura (6.2) nao ¢ adequado. No entanto, corroborando com nossos exemplos nu-
méricos, o MFS é bastante preciso para 0.2 < T < 0.6, desde que o parametro
de regularizacao \ seja escolhido apropriadamente, como ocorre para A = 10710 e
A=10"8.

(Erro relativo) = (tempo) para diferentes valores de A

45 ; ;
S— =
L il H
4 e Ko
o« =18
gl : =10 ||
I
I
= 3 P 4
S
£ 25
=
s 2r
=
T
=
E 15}
1_
0s
0

Figura 6.20: (Erro Relativo) x T para A =107'2 (-), A=10719 (=), A= 1078 (<).

Ressaltamos que a Figura (6.20) foi construida mantendo-se os mesmos pontos
fonte e coloca¢ao acima, tomando-se R = 1, e variando-se T' € (0,1.5]. O erro
relativo ,, dado pela Equagao (6.15) ¢ entao examinado sobre T para A = 10712 (—),
A=10"" (—=) e A =108 (<), considerando-se 5% o nivel de ruido.
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Capitulo 7
Conclusoes

Os processos difusivos desempenham papel de destaque na ciéncia, com aplica-
¢oes em diversas areas do conhecimento como na modelagem de processos fisico e
quimicos, nos processos migratérios, na difusao do conhecimento e da informacao,
dentre outros. O processo de difusao (simples) é em geral modelado por uma equa-
cao diferencial parcial transiente de segunda ordem, o que é bem estabelecido na
literatura, tanto do ponto de vista tedérico quanto numérico.

Alguns processos difusivos, no entanto, nao sao adequadamente modelados por
uma PDE de segunda ordem, ocorrendo o que se denominou de “difusao anémala”
[26] e que ocorrem também em diversas aplicagoes de interesse, como no cresci-
mento de superficies, transporte de um fluido através de um meio poroso, analise do
histograma obtido a partir das batidas do coragao de um individuo saudavel e nas
variagoes de sistemas financeiros, por exemplo [5, 8.

Observando-se que o modelo via PDE de segunda ordem nao era adequado para
estes fenomenos difusivos, foi proposto um modelo via PDE fracionarias, que vem
sendo empregado para a analise de processos de superdifusao e subdifusao. No
entanto, ap6s mais de uma década, esta metodologia ainda preserva importantes
resultados de existéncia, unicidade e estabilidade em aberto, além de os métodos
numeéricos disponiveis serem bastante limitados e via—de-regra restritos a exemplos
unidimensionais [41].

Em contrapartida a este desenvolvimento, Bevilacqua et al. [5, 6] propuseram
um novo modelo para difusao anémala através de uma PDE, onde um novo termo
de quarta ordem e relacionado a perturbacao do fenémeno de difusdo pura foi in-
troduzido. Esta nova metodogia perpassa as dificuldades inerentes do modelo de
equacoes diferenciais fracionarias e possibilita a utilizacao das técnicas numeéricas ja
consolidadas no meio cientifico, como o Método dos Elementos Finitos, Método das
Diferencas Finitas e Método dos Elementos de Contorno, por exemplo.

Em particular, o modelo de Bevilacqua pode ser decomposto em trés problemas

de difusao simples acoplados e mais um termo “remanescente” que pode ser despre-
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zado quando o coeficiente do termo de quarta ordem é consideravelmente pequeno
em relagao ao coeficiente do termo de segunda ordem (termo de difusao) [37]. Em
outras palavras, quando o fenémeno de difusao andémala pode ser considerado como
uma perturbagao singular [30] no processo difusivo. Esta interpretagao, entre outras
consequéncias, nos permite empregar o Método das Solugoes Fundamentais, como
um método para a solucao numérica do modelo de difusao anémala.

Dentre os métodos numéricos mais empregados na computagao cientifica, o MF'S
se destaca por suas vantagens de método sem malha, sobre os métodos de discretiza-
¢ao de dominio, bem como também apresenta vantagens sobre o BEM, por evitar o
calculo via quadraturas tanto para a solucao quanto para suas derivadas em pontos
arbitrarios do dominio. De particular interesse é o emprego do MFS em problemas
inversos, como o ajuste de varidveis do modelo a dados experimentais, por exemplo
(fitting). O emprego de métodos numéricos de discretizagao de dominio em proble-
mas inversos pode ser associado a melhorias artificiais da solugao, quando utilizamos
a mesma malha para a simulacao computacional dos dados e para a reconstrucao
dos parametros, fato relatado na literatura como crimes inversos. Além do mais,
a rapidez do MFS, que gera uma matriz pequena (por ser um método de redugao
de dominio) e sua facilidade de implementagao sao atrativos relevantes para seu
emprego.

Neste trabalho, portanto, investigamos a viabilidade da utilizacgao do MFS na
solucao de modelos associados a difusao andmala.

A primeira estratégia a ser observada, foi a discretizacao da derivada temporal
em um esquema de diferencas finitas adiantadas, de modo que o problema estacio-
nario em cada etapa de tempo resultasse em uma equacao do tipo Helmholtz, que
apresenta solucao fundamental — um dos pré—requisitos bésicos para o emprego do
MFS. Devemos destacar que esta abordagem ja é conhecida na literatura, sendo
utilizada até mesmo para derivada Caputo em modelos de PDE fracionarias [41].
Em nossos resultados numéricos, podemos constatar, no entanto, que esta proposta
s6 é adequada para espacos de tempo curtos. De fato, por se tratar de um processo
iterativo, o erro acumulado em cada iteragao limita sua aplicacao.

A segunda estratégia para o emprego do MFS foi a utilizacao da solucao funda-
mental para a equagao do calor, dada pela Equagao (6.4) em um esquema proposto
por Johansson et al. (2011) [23]. Os experimentos numéricos demonstraram que o
MES, neste caso, ¢ um método preciso e robusto para intervalos de tempo maiores
do que a metodologia anterior. Como consequéncia deste resultado, temos que este
esquema demonstrou-se apropriado para a solucao dos problemas acoplados associ-
ados & decomposigao assintotica proposta por Rocha de Faria et al. (2015) [37] para
o modelo de Bevilacqua.

O desenvolvimento e a analise desse método numérico ¢ uma proposta para um



desenvolvimento futuro deste trabalho. Assim como sua extensao para problemas

em duas e em trés dimensoes.
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Apéndice A: Ntucleos de Dirac

Nicleos de Dirac sao as fungoes Dy : R — R, o > 0, que satisfazem as proprie-

dades abaixo:

1.
/DM($) de=1, VYu>0,
R
2.
/ |D,(x)] doe < o, Vp >0,
R
3.

lim |D,(x)| dx =0, Va >0,

120 J{|z|>a}

onde o > 0 nao depende de ;4 e as integrais devem ser entendidas como integrais

improéprias de Reimann, i.e.,

/Rf(x) de = Nl_i)rzloo /NM f(x) du,

M —+o00

/{leza} f(z) dz = /: f(z) dr + /aoo f(z) da.

A caracteristica fundamental dos nucleos de Dirac esta estabelecida pela propo-
sicao que segue junto a sua prova.
Proposigao: Seja f: R — R uma fungao continua e limitada. Entao, para cada

r € R, tem-se:

lim [ Dy(z = y)f(y) dy = f(2).
p—=0 Jp

Prova: Para cada x € R, consideremos

fulz) = / Dy(a — ) f(y) dy.

A integral acima converge, sendo f continua e limitada, e para cada p > 0, define

uma fungao na variavel x.



A comecar pelo item (1) das propriedades acima ja mencionadas, temos

ful@) - fla) = / (& — 1) — f(@)]Duly) dy. W)

Por f ser limitada, existe M > 0 tal que |f(y)| < M para todo y € R. Além
disso, por f ser continua em z, dado ¢ > 0 existe um ¢ > 0 tal que se |y| < 0, entao
|f(z —y) — f(z)] < ¢/2a. Portanto, resulta do item (2),

fule) — f(@)] < / @ — 1) — F@)]1Duw)] dy
€ )
< g [ mwlaren [ pwlay

€
< S+am / D, (y)| dy.
{ly|>6}

Agora pelo item (3), fixando g tal que se p < o, entao

€

|Du(y)] dy < —.
/{mza} " 4M

Logo, teremos

p—po = [fulz) — f(z)] <€
e terminamos a prova da caracteristica fundamental dos nucleos de Dirac.
Os nicleos de Dirac sao determinados a partir de uma fungao geradora, na
maioria das aplicagoes, tal como

Corolario: Seja ¢ : R — R é uma funcao positiva e integravel tal que

/ch(:t) dx = 1.

Logo, as fungoes D, (z) = p~to(p ' x) sdo nicleos de Dirac.
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Apéndice B: Modelo de Quarta

Ordem para Difusao com Retencao

Neste apéndice vamos apresentar, com maiores detalhes, a derivacao do modelo
devido a Bevilacqua at. al. [5, 6] partindo-se do modelo discreto representado pelas

equagoes (3.4) e (3.5) que reproduzimos aqui para maior comodidade.

=1 -8 "+ ﬁp i ﬁpn—kl? (2)

1 1
5/)’]72_1 + 5/3P§L+1~ (3)

A distribuigao do contetido na célula genérica (n) da expressao (3) esta sendo

Pt = (1= P)p, +

avaliada no instante ¢. Para que a mesma seja avaliada no instante (¢—1) é necessario

fazer a distribuicao em cada célula genérica ja definida:

1
ph=(1-3)pi! 23}7 + ﬂpn+1, (4)
Py =1 —B)p )+ Bp + Bpn %) (5)
P = (1= + 517 + 3pn+2v (6)

Feito isto, basta substituirmos as identidades (4), (5) e (6) nos seus respectivos

termos em (3).



_ 1, 1 .,
Pt = (1-0) [(1 — Bl + 561)2_11 + §6p2+11]
1 I
+ A=)+ =80 + =8Pl
2 2 2
1 1 — B)ptL 1 t—1 1 t—1

Convenientemente, agrupando-se os termos obtemos:

N T e _ 1 _ _ _ ‘
?—1 =(1—- 5)217?—1 +(1—-p)p ;—11 "‘pﬁw-ll] + 1/32 ;—12 + QP:L ! +pfl+12], (7)

Subtraindo a equagao (2) da Equacgao (7), temos

1
W = Bl = 2 e )+ (0 = 2650+ ps)]
1 _ _ _ _ _
+ 8= B)(=Phls + Pt = P+ Pt — D). (8)
Observamos que, quando avaliamos a Equagao (8) pelo lado esquerdo, obtemos

a diferenca da célula (n) em dois instantes consecutivos (¢ + 1) e (¢), denotado por

Aypl, ou seja

Atp; = pZH - p:r

Por outro lado, quando avaliamos a Equagao (8) pelo lado direito, obtemos
diferencas de segunda ordem do contetido de trés células consecutivas no instante

(t — 1), denotadas por
AZpi =l —2h Y+l
AZpih =it = 2plnh 4 Pl

respectivamente.

Sendo assim, a equagao (8) pode ser reescrita da seguinte forma

1 B I
A, = B ipi_lﬁﬁipiﬁl)—;l(l—/?)AipZ : (9)



Obtendo a diferenca de segunda ordem em cada termo da expressao (A2p' % +

AZpi=1) no contetdo de trés células consecutivas, no instante (¢ —1) e considerando

os demais termos de ordem O(Az?). Entao, a equagao (9) pode ser reescreita como:

Al = 5{%%5292‘1 + O(Az%)] — 411(1 — B)Aipi}. (10)

A partir dos proximos passos, passamos do modelo discreto para o modelo con-
tinuo quando At — 0 e Az — 0. Para isso, escrevemos a equacao (10) da seguinte

forma equivalente:

Ayp
At

1A | O(A2?)
2 (Ax)? (Azx)?

DAL= ﬁ’{(Afb’)2 — (Az)'2(1-9) Baty } (11)

Os fatores de escala Ly, Ly, Ty e m sao definidos como:

Ly Ly
A = — = ——
T T Um
¢ Ti
At = =2
m
A relagao (h) pode ser reescrita quando introduzimos os coeficientes
ko = L Lg eky= L Lo €omo:
2T o1, T, '
Apt 1 A2pi=t O(Az?) Alpt
L= [ ko | = —2 2 — (1= B)ks—22 . 12
A VR A T2 A | T T MR (12)

Tomando (p(x,t);x € R,t € RT) como um elemento da classe de fungoes sufici-

entemente regulares, tais que:

Atp; _ 8p(:£,t)

Ao At ot
o AR 97p(a,t)
lim lim = ,
Az0 At=0  Ag2 02

A Ol t)
lim lim = .
Az—0Al—0 At oxt
Desta maneira, desenvolvendo o calculo do limite da equagao (6) quando At — 0

e Az — 0, obtemos
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o .. Op o*p
5 QKQw — BK4(1 - ﬂ)%,

que representa a equagao diferencial que governa o problema transiente de difusao

O<z<L, t>0. (13)

com retencao temporal em um dominio unidimensional.

A partir da regra de distribui¢ao esquematizada pela figura (3.1), verifica-se que:
e Se 3 =1, temos um problema de difusao pura;
e Se 3 =0, temos um problema estacionario, definido como retencao pura;

e Se 0 < 8 < 1, temos o problema de difusao com retencgao, caracterizado pela

presenca do termo de quarta ordem na equagao (3.7).

61



Apéndice C: Funcao de Heiviside

O calculo simbolico de Heaviside foi introduzido em 1893 pelo engenheiro He-
aviside interessado nos estudos das equacoes diferenciais ordinarias que modelam
fenomenos elétricos transientes. Um pouco mais adiante, em 1927, com a publica-
¢ao do artigo Proceedings of the Royal Society of London, escrito pelo fisico teérico
inglés Paul Adrian M. Dirac, incorporava-se um novo tipo de “funcao” com a qual
conseguia-se deduzir formulas extraordinarias, porém nao faziam sentido do ponto
de vista da Matemaética mas, sob os olhos da Fisica conduziam & resultados corretos.
Umas das muitas técnicas usadas por Heaviside em seu método era o “impulso uni-
tario”, que nada mais era do que a fun¢ao § de Dirac. Parte do calculo simbélico de
Heaviside foi justificado matematicamente apenas apds sua morte, em 1926, através
da utilizagao da transformada de Laplace por Norbert Wiener e Carson. Mas foi
em 1944 com a Teoria das Distribuigoes que Schwartz generaliza o conceito classico
do Calculo Diferencial e varios problemas envolvendo Equacoes Diferencias Parciais
puderam ser resolvidas, entre elas os calculos formais de Heaviside e Dirac puderam
ser rigorosamente justificados na literatura.

Na resolucdo de diversos problemas fisicos leva-se em consideracao a atuacao de
forcas externas, supondo-as conhecidas e agindo em cada instante t. Entretanto,
existem situacoes em que estas forcas atuam durante um curto periodo de tempo,
mas de forma intensa e consideravel agindo como se fossem “pulsos”. Tais forcas
podem ser modeladas, de modo aproximado, pela funcao § de Dirac.

Partiremos de um exemplo envolvendo o conceito de pulso de duragao infinita-
mente curta com a finalidade de introduzirmos o conceito da funcao de descontinui-
dade de Heaviside. Consideremos uma particula P de massa m = 1 (em unidade
qualquer) que encontra-se em repouso (¢t = 0) na origem, em um sistema inercial
referencial conhecido. Apliquemos a essa particula P uma forga externa F.(t), cons-
tante e de modulo 1, durante o intervalo de tempo [tg,to + €), onde ty,e > 0. Em

termos matematicos, consideremos

1,0,0) se ty<t<ty+e,
Py =) 00 e stsh (1)

(0,0,0) caso contréario.
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Concluimos que, a partir da segunda lei de Newton, nessas condigoes a particula

se desloca sobre o eixo dos x com velocidade escalar igual a

0 se t <1,
v-(t) =Rt —ty se to<t<to+e, (15)
€ se t>1ty+e.

Observamos nitidamente da expressao acima que para ¢t € R fixado, v.(t) — 0
quando € — 0.
Em outra situagao, imaginemos a forga F.(¢) agindo sobre P durante o intervalo

de tempo [to, %, + €), mas com intensidade 1/e. E perceptivel ver que, neste caso,

0 se t<ty,
ve(t) = (t —to)/e se ty<t<ty+e, (16)
1 se t>tyg+e.
e, para t € R fixado, temos
limov.(t) = 0w tsh, (17)
e=0 1 se t>t.

Estas duas situagoes sao bastante diferentes entre si para £ > 0 suficientemente
pequeno. Temos, como aproximacao, a velocidade nula na primeira situagao e, na
segunda, a velocidade se comporta com um salto de descontinuidade em t = t.
Assim, caso desconsideremos a atuacao da forca para € > 0 suficientemente pequeno
na primeira situac¢ao, nao devemos fazé-lo na segunda.

Nosso interesse maior estd na segunda situacdo citada acima. Nas condigoes
consideradas, descartamos o carater vetorial do problema e escrevemos a componente
x da forca F. na forma F.(t) = D.(t — ty), sendo

D(€) = (H(§) - H(E —¢€)) (18)

e onde € — H (&) denota a fungao de Heaviside

H(E) = 0 se &£<0, (19)
1 se £€2>0.

Como podemos observar, a fungao D.(t — to) satisfaz as seguintes propriedades
para todo ty € R:
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D.(t—ty) > 0, (20)

ii.

/ Dat—to) dt = 1, Ve>0, (21)
iil.
b
lim [ D.(t—ty)dt = 1, VYa<ty<b. (22)
e—=0t J,

Além disso, é facil perceber que

+o00 se t=ty,
lim D.(t — ty) = (23)
&0 0 se t#t.

Optamos usar como artificio para aplicacao do MFS em um dos nossos exemplos
numeéricos a funcao de Heaviside a fim de obtermos resultados viaveis para anali-
sarmos o comportamento da solucao aproximada pelo método e a solucao analitica
do problema que propusemos. Em particular, a introducao desta funcao tem por
objetivo enfatizar que a solugao fundamental do problema (6.3) é zero para t < T
em (6.4).
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