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RESUMO

Neste trabalho, novas solucdes, baseadas no Método dos Elementos de Contorno (MEC), s&o
estabelecidas para a analise linear de problemas de flexdo e estabilidade de barras de
Bickford-Reddy. Todos os passos matematicos para estabelecer a representacdo do MEC séo
apresentados: transformacgdes das equacdes diferenciais governantes em equacgOes integrais
equivalentes, deducdo das solugfes fundamentais, obtencdo e solugdo do sistema alébrico.
Além disso, fundacdes elasticas (Winkler e Pasternak) em barras de Bickford-Reddy também
sdo analisados pelo MEC. E também abordada uma conveniente estratégia para de
discontinuidades no dominio tais como: mudanca abrupta de geometria da secao transversal
(viga escalonada), carga axial intermediaria, apoios rigidos no dominio (viga continua).
Exemplos numéricos incorporando varios tipos de condi¢Ges de contorno e discontinuidades

no dominio sdo apresentadas para validar as solu¢ées do MEC propostas.

Palavras-chave: Teoria de vigas. Bickford-Reddy. MEC. Flambagem. Solu¢do Fundamental.

Equacao Integral.



ABSTRACT

In this work, new solutions based on the Boundary Element Method (BEM) are established
for the linear analysis of bending and stability problems of Reddy-Bickford beams. All
mathematical steps to write the BEM representation are properly presented: transformation of
governing differential equations into equivalent integral equations, deduction of fundamental
solutions, formation and solution of algebraic representation.In addition, elastic foundations
(winkler and pasternak’s types) attached to Reddy-Bickford beams are solved by BEM as
well. It is also addressed a convenient strategy for discontinuities in the area such as abrupt
change in geometry of the cross section (stepped beam), intermediate axial load, intermediate
supports  (continuous beam). Numerical examples incorporating various types of
discontinuities and boundary conditions in the field are presented to validate the solutions
proposed BEM.

Keywords: Beam theory. Reddy-Bickford. BEM. Buckling. Fundamental solution. Integral

equation.
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1. REVISAO BIBLIOGRAFICA

1.1. Considerac0es iniciais

As estruturas sdo compostas por um os mais elementos ligados entre si de
modo a formar um conjunto estavel e resistente as solicitacbes. O desenvolvimento das teorias
que descrevem o comportamento de estruturas se deu inicialmente para estruturas reticuladas,
isto €, para estruturas formadas por barras (ou elementos estruturais unidimensionais), que sdo
corpos deformaveis alongados analisados como elementos estruturais unidimensionais por
apresentarem o comprimento bem maior do que as dimensdes da secdo transversal. Tais
elementos representam estruturas como vigas, colunas, arcos, porticos, etc. As teorias de vigas

sd0 a base para a representacdo matematica do comportamento estrutural desses elementos.

1.2. Revisdo Bibliografica

A principal ideia nos modelos de vigas é a tentativa de descricao satisfatoria de certos
componentes estruturais, originalmente definidos no espago tridimensional, por um conjunto
de variaveis que estdo definidos em um espaco unidimensional (no caso, o eixo longitudinal
da barra). A representacdo de barras em problemas 1D implica em equagdes governantes
definidas em dominios 1D, acOes externas definidas sobre um eixo, condi¢Ges de contorno
prescritas em pontos, uso de recursos matematicos e solugdes numéricas menos complexas do

que em modelos bi ou tridimensionais.

Conforme apresentado por WANG et al. (2000), um dos primeiros modelos de vigas €
a teoria classica de Euler-Bernoulli, que ndo considera a deformacéo por forca cortante ja que
a planicidade da secéo transversal e sua ortogonalidade com eixo da viga sdo mantidas mesmo
apos a viga deformada. Como uma evolucao direta da teoria classica surge o modelo de vigas
com deformacdo por cortante de primeira ordem, proposto por TIMOSHENKO (1921). Este
difere da teoria anterior por incorporar o efeito da distor¢do transversal, consequentemente
ndo mais se considera a ortogonalidade da se¢do com o eixo longitudinal. Outros modelos de
vigas incorporam hipoteses nas quais a planicidade da secdo transversal ndo € mais requerida.
Isto implica que os deslocamentos axiais ndo sdo mais distribuidos linearmente ao longo da
secdo transversal recaindo-se em deformaces por cortante de alta ordem. Um desses modelos
mais difundido é o de Bickford (1982) — Reddy (1984).



Uma das maneiras de obter a solucdo desses modelos matematicos pode ser realizada
via métodos analiticos, sendo este disponivel apenas para alguns casos. Desta forma, mais
comumente sdo empregados métodos numeéricos, tais como o Método das Diferencas Finitas
(MDF), Método dos Elementos Finitos (MEF), e o mais recente, Método dos Elementos de
Contorno (MEC).

CHENG e CHENG (2005) explicam que, diferente dos outros dois métodos
numericos, MDF e MEF, que séo classificados como métodos de dominio, no MEC, por ser
um método de contorno, a discretizagdo numérica reduz a dimenséo espacial do problema. Ou
seja, para problemas em trés dimensdes (3D), a discretizacdo ocorre na superficie (2D)
delimitadora e em corpos de duas dimensdes espaciais, ocorre no limite do contorno (1D). Por
extensdo, no caso de problemas de barras, o contorno resume-se aos dois pontos de

extremidade do corpo.

Desde as primeiras investigacOes através do MEC, o principal foco na Mecénica dos
Solidos tem sido dirigido para os problemas bi e tridimensionais BECKER (1992),
DOMINGUEZ(1993), ALIABADI(2002), KATSIKADELIS(2002). S6 a partir da década de
1980 solucbes numeéricas baseadas na filosofia do MEC foram apresentadas no estudo de
barras. A aplicacio do MEC a viga de Euler-Bernoulli nos problemas estaticos foi
apresentada por BANERJEE e BUTTERFIELD (1981), nos dindmicos por PROVIDAKIS e
BESKOS(1986) e nos problemas de estabilidade a flambagem por MANOLIS et al.(1986).
Outro avanco do MEC em analise de barras foi a incorporacdo do modelo de Timoshenko
proposto por ANTES (2003). J& em CRUZ (2012) a técnica foi estendida a estruturas
aporticadas planas e espaciais. Em PASSOS (2014) foi desenvolvida uma formulacdo do
MEC para o estudo da estabilidade estatica e dindmica de vigas de Timoshenko submetida a

cargas axiais apoiadas, ou ndo, em bases elasticas.

Solucdes numéricas tém sido apresentadas para problemas envolvendo o modelo de
Bickford-Reddy para barras de secdo transversal retangular. Em HEYLIGER e REDDY
(1988), KANT e GUPTA (1988), EISENBERGER (2003) a solugéo é obtida utilizando-se o
Método dos Elementos Finitos enquanto que em YESILCE (2008) sdo construidas respostas
baseadas no Método de Matriz de Transferéncia. No entanto, este cenario ndo € o0 mesmo para
solugdo dos problemas envolvendo essas teorias pelo MEC, existindo assim questdes no
modelo de Bickford-Reddy que ainda merecem ser elucidadas para o estabelecimento dessa

técnica de contorno.



1.3. Objetivos

A proposta desse trabalho € apresentar uma formulacdo do Método dos Elementos de
Contorno para a andlise linear de flexdo e estabilidade de barras de Bickford-Reddy com, ou

sem, fundacao el&stica.
Ja os objetivos especificos desta pesquisa sao:

e Deduzir as equacdes integrais para flexdo e estabilidade de barras de Bickford-Reddy
apoiadas ou ndo em base elastica (de Winkler e Pasternak);

e Propor solugdes fundamentais pertinentes a estes problemas;

e Obtencao do sistema algébrico do MEC,;

e Adaptacdo do MEC para barras com descontinuidades no dominio.

1.4. Organizagdo do trabalho

No capitulo 2 sdo tratados assuntos referentes as teorias de flexdo e estabilidade de
barras apoiadas, ou ndo, em bases elasticas culminando na obtencdo das equacles de
equilibrio nos modelos de Euler-Bernoulli, Timoshenko e Bickford-Reddy. A partir do
capitulo 3 comeca a andlise propriamente dita das vigas de Bickford-Reddy pelo MEC com
obtencdo do problema fundamental, equacéo integral e equacdo algébrica. Desta forma, nos
capitulos 3, 4, 5 e 6 seguintes sdo abordadas, respectivamente, vigas sob flexao, sob flexdo e
fundacdo eldstica, estabilidade de barras e estabilidade de barras apoiadas em base eldstica.
No capitulo 7 sdo realizadas manipula¢fes em nivel de sistema algébrico com o objetivo
viabilizar a resolucdo de problemas com descontinuidades no dominio. Finalmente no
capitulo 8 sdo apresentados exemplos para a validagcdo numérica das solugbes propostas pelo
MEC.



2. FUNDAMENTACAO DE BARRA

Neste capitulo sdo tratados os assuntos pertinentes as teorias de flex&o e estabilidade
de barras apoiadas, ou ndo, em bases elasticas. Grande parte das discussdes feitas neste
capitulo sdo baseadas principalmente em WANG et al. (2000) e PASSOS (2014).

2.1. Relages constitutivas para o estado triplo de tenséao

No estudo de tensdes e deformacdes de corpos, TIMOSHENKO (1951) assume as
seguintes hipoteses: material elastico linear, homogéneo — qualquer regido do corpo
representa as propriedades e fenémenos do todo — e isotropico, ou seja, mesmas propriedades

em todas as direcdes.

Existem dois tipos de forcas externas que podem atuar em um corpo, sdo elas as forcas
de superficie, as quais estdo distribuidas na superficie do corpo, e as forcas de corpo, sendo
estas mobilizadas a distancia e distribuidas no volume, tais como forca gravitacional e
magnética.

Seja um corpo em equilibrio sob a acdo de forcas externas, quando seccionado e
analisado o efeito dessas forgas internamente em um elemento infinitesimal de dimensdes dx,
dy e dz tém-se as tensdes, indicadas na Figura 2.1(a). As deformagdes implicam em mudanga
de forma do corpo e podem ser classificadas em deformacéo linear e/ou deformacao angular
(distorcdo), Figura 2.1(b).
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Figura 2.1 — (a) Componentes de tensdo. (b) Deformacéo no plano (x, z). Fonte: Adaptado de
TIMOSHENKO, 1951, p.3 e 5.



As relacOes de deformacéo-deslocamento para pequenos campos de deslocamentos e
deformacdes sdo dadas por TIMOSHENKO (1951):

ey =120 2.1)
£ =5 (22)
& =5 (2.3)
Yoy = Sot o (2.4)

__0Ou n ow (25)

Yaz =5, T 5%

0 0
Yoz =5 5y (2.6)

Onde,
&x) £y, €, S80, respectivamente, deformagcéo linear na direcdo dos eixos x, y, z,
Yxy» Yxz: Vyz S80, respectivamente, deformagcéo angular (distor¢do) nos planos xy, xz, yz, e,
u, v, w Séo, respectivamente, o deslocamento na diregéo x, y, z.

Para um corpo formado por um material homogéneo, isotropico e elasto-linear, as
relacBes tensdo-deformacao definidas por TIMOSHENKO (1951) séo:

exz%—v%—v% (2.7)
o X zZ

ey=§—v%—v% (2.8)
zZ X o

sz=%—v%—v?y (2.9)

Yy = -2 (2.10)
Txz

Vs = 22 (2.11)
TyZ

Yyr = 2 (2.12)

Em que,

0y, 0y, 0, S30, respectivamente, as tensdes normal nas diregdes x, y, z, respectivamente,
Txy» Txzs Ty SA0 a8 tensoes cisalhantes nos planos xy, xz, yz, respectivamente,
E € 0 mddulo de elasticidade do material,

G € 0 mbdulo de elasticidade transversal do material e,



v ¢é o Coeficiente de Poisson.

Sendo a relagéo entre os modulos de elasticidade dada por:

R
T 2.(1+v)

(2.13)

2.2. Energia de deformacéo (flexdo da barra)

Segundo WANG et al. (2000), um dos primeiros modelos de vigas é a teoria classica
de Euler-Bernoulli que ndo considera a deformacdo por cortante (teoria de deformagéo por
forca cortante de ordem zero), nesta teoria a secdo transversal permanece plana e formando
angulo de 90° com a linha elastica. Como uma evolucdo direta da teoria classica surge o
modelo proposto por TIMOSHENKO (1921), que incorpora o efeito da deformacéo por forca
cortante (sendo este de primeira ordem) e um fator de forma para a secdo transversal é
requerido para que as tensbes cisalhantes sejam devidamente representadas. A hipotese
comum entre essas duas teorias é que a secdo transversal deve permanecer plana durante o

processo de flexao.

A partir da década de 1980 surgiram teorias de vigas com deformacdo por forca
cortante de alta ordem, cujo modelo mais difundido é o de Bickford(1982) — Reddy(1984). As
teorias de alta ordem implicam na relaxacdo da imposicdo da planicidade para a se¢do
transversal. No modelo de Bickford-Reddy, o deslocamento axial € cubicamente distribuido
na altura da secdo e escrito em funcdo da rotacdo da secdo e da inclinacdo da eldstica.

Também sdo mobilizados os esfor¢os de segunda ordem.

A Figura 2.2 apresenta a configuragdo deformada da viga para cada uma das trés
teorias quando esta sofre deformacéo.



Figura 2.2 — Deformacdo de viga. (a) Teoria de Euler-Bernoulli (b) Teoria de Timoshenko (c)
Teoria de Bickford — Reddy. Fonte: Adaptado de WANG et al., 2000, p.12.

O sistema cartesiano de referéncia empregado no desenvolvimento desta pesquisa
passa pelo centro de gravidade da secdo transversal da barra. A coordenada x é tomada ao
longo do comprimento da barra, a coordenada z ao longo da altura da secdo transversal e a

coordenada y ao longo da largura da sec¢éo transversal.
As principais hipoteses associadas aos modelos de barras sdo os seguintes:

e O problema tridimensional pode ser reduzido ao espaco unidimensional, 1D, desde
que o comprimento L, seja suficientemente maior que as dimensdes da segédo
transversal;

e Material homogéneo, ou seja, qualquer regido do corpo representa as propriedades e
fendmenos do todo;

e Material isotropico, ou seja, mesmas propriedades em todas as dire¢oes;

e Material elastico linear. Implica que em um ciclo de carga e descarga ndao havera
deformacéo residual, ja a linearidade exige uma proporcionalidade direta entre tenséo

e deformacao;



e Deformacbes transversais da secdo serdo desprezadas, ou seja, as deformacdes
induzidas transversalmente a se¢do pela acdo do carregamento nao é levado em conta,
isso implica em desprezar o efeito Poisson;

e Os campos de deslocamentos e deformacgdes sdo assumidos pequenos para a viga e
base eléstica (quando presente), desta forma ndo se faz necessario incorporar parcelas
de ordem superior da expansédo da Taylor.

Além disso, o problema sera desenvolvido para:

e Barras prismaticas, ou seja, a se¢do transversal ndo varia ao longo do comprimento.

2.2.1. Modelo de Euler-Bernoulli

Outras hipéteses adicionais devem ser incluidas no modelo classico de vigas:

e Secbes transversais inicialmente planas permanecem planas durante a flexao,
implicando na conservacao da planicidade da secdo transversal.

e Conservagédo da ortogonalidade da secdo transversal e o eixo longitudinal fletido da
viga, implicando na supresséo na distorgéo transversa, vide Figura 2.2 (a).

Os deslocamentos axiais e transversais sao dados por:

u(x,z) =z.0(x) (2.14)
w(x, z) = w(x) (2.15)
Sendo,

z a profundidade da fibra em anélise na secao transversal,
@ a rotacdo da secéo, e
w a deflexdo transversal.

Como as distorgdes transversas sdo nulas, implica que:

=Ly (2.16)

Vez = 5, T 57 =
Ou, substituindo o deslocamento axial e transversal, Equagdes (2.14) e (2.15), na
Equacéo (2.16):

& _g (2.17)

ox



Conforme Equacdo (2.1), a deformacdo axial é dada por:

ou d?w(x)
Ey :a: — # (218)
A energia potencial de deformacéo ¢é dada por:
1y == [, (0. £)dV (2.19)

Se o material for eléstico linear e ainda suprimindo-se o efeito de Poisson (v = 0), a

Equacdo (2.7) é valida podendo ser reescrita como:

o, =E.&, (2.20)
O momento fletor pode ser obtido por:

M, = [,(0x.2)dA (2.21)
O momento fletor pode ainda ser escrito em fungdo da curvatura, substituindo-se

(2.18) e (2.20) em (2.21).

a2 w(x) d?w(x)

M, = fE 2.dA=— — D« (2.22)
Onde,
D, = fAE.zsz (2.23)
Substituindo a deformacdo axial, Equacdo (2.18), na Equagdo (2.19) da energia
potencial:
d?w(x)
my =~ =5, (z o) dA]dx (2.24)
Fazendo a Equacdo (2.24) em funcdo do momento M,., a Equacéo (2.21) fica:
1 d?w(x) d?w(x)
My = =2 [, oD Mydx = 5 [, Dy | ] dx (2.25)

Ja a primeira variacdo de (2.25) fica:

. o) o)  Pol) o)
57Tp:6{5fLDxx[ To] d}fDxx L) 5800 e = [ D LD sa(x)dx  (2.26)

XX d4

A primeira variagdo do funcional de energia, Equacdo (2.26) produz também termos

d2w(x) 5 dw(x) L

L d2w(x) L .
de contorno iguais a [Dxx 7 e [—DxfoSw(x)] . Assumindo que as
0

dx lg
condigdes essenciais de contorno sdo atendidas pelas variacdes, implica na nulidade de ambos

0s termos de contorno.



Comparando as Equacdes (2.25) e (2.26), a variagéo da energia potencial pode ainda

ser relacionada aos momentos fletores como:

ém, =~ Mx%&u(x)dx (2.27)

2.2.2. Modelo de Timoshenko

Outras hipdteses adicionais devem ser incluidas no modelo de TIMOSHENKO
(1921):
e Secbes transversais inicialmente planas permanecem planas durante a flexdo,
implicando na conservagao da planicidade da secao transversal.
e A secdo transversal e o eixo longitudinal fletido da viga ndo ficam necessariamente,
ortogonais durante a flexdo, mobilizando da distorgdo transversa no processo, vide
Figura 2.2 (b).

Os deslocamentos axiais e transversais sao dados por:

u=2z0(x) (2.28)
w = w(x) (2.29)
Sendo,

z a profundidade da fibra em anélise na secao transversal,
@ a rotacdo da secéo, e
w a deflexdo transversal.

As distorcdes transversais, Equacédo (2.5), sera dada por:

dw(x)

ou | 0
Var =5 o= 0(x) + == (2.30)
As deformagdes axiais, Equagéo (2.1), ficam:
_ 6_u __do(x)
X =g = I (2.31)
A energia potencial de deformacéo da viga de Timoshenko é dada por:
T, = %fv(ax. Ex + Tz Vaz)AV (2.32)

Sendo o material elastico linear e ainda suprimindo-se o efeito de Poisson, as

Equacdes (2.7) e (2.11) podem ser reescritas como:
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o, =E.&, (2.33)

Txz = G.Vaz (2.34)
O momento fletor e a forca cortante podem ser obtidos por:

M, = [, (0.2)dA (2.35)

Qx = [, TxzdA (2.36)

O momento fletor pode ainda ser escrito em funcdo da curvatura, substituindo-se a

tensdo normal e a deformacao axial, Equacdes (2.31) e (2.33), em (2.35):

do(x)
Mx - dx

ao
E [,z2dA = =2 p, (2.37)

Sendo D, expresso na Equacdo (2.23).

Ja a forca cortante pode ser escrita a partir da tensdo cisalhante e distor¢bes

transversais, Equacédo (2.34) e (2.30), resultando em:

= [, TrdA = [, k. G[D() + 20dA = k. 4,,[0(x) + 2] (2.38)
Onde,
K é o fator de forma.
Ay, =[,G.dA=GA (2.39)
Assim,
~J(oxe)dv == [ LD [ (z.0,)dA)dx=; [, 22 Mydx =2 [, D, [dzfc")]z dx (2.40)

2, @) dV =3 [, [060 + 52 [, 1rpdAldx = [, [0(0) + %52 Qulx =

A [ 000 + d“’(")] dx (2.41)
Finalmente, a energia potencial fica:

Ty == J, De[ 2 2dx + 2 [, K. Ay [(D(x) + d‘;’—f‘)]z dx (2.42)
A primeira variacdo da energia potencial de deformacao dada em (2.42) é:

87y = [, Dy 25 L dx + [, 1. Ay, [000) + 22 5 [0(x) + 222 dix (2.43)

Aplicando as propriedades do calculo variacional em (2.43) e assumindo que as

condigdes de essenciais de contorno séo atendidas pelas variagdes, resulta em:

11



sm,=—[D xd : 40 sodx + [ KAy, [Q)(x) +—] §@(x)dx — [ 1. Ay [d(b(x) d_“’] Swdx
(2.44)

Comparando-se (2.37), (2.38) e (2.44), a variagdo da energia potencial pode ainda ser

relacionada aos esfor¢os como:

dM, dQx
§my = — [, 22 80dx + [, 0,80(x)dx — [, % Swdx (2.45)

2.2.3. Modelo de Bickford-Reddy

Outras hipoteses adicionais devem ser incluidas no modelo de Bickford-Reddy:

e Secdes transversais inicialmente planas ndo permanecem planas durante a flexao, vide
Figura 2.2 (c);
BICKFORD (1982) apresenta respectivamente o deslocamento axial u (na direcdo do

eixo x) e o deslocamento transversal w (na dire¢éo do eixo z):

u=2z.00) - a.z%. (o) + 22) (2.46)
w = w(x) (2.47)
Sendo,

z a profundidade da fibra em anélise na se¢&o transversal,
@ a rotacédo da secéo,

w a deflexdo transversal,
do . . ~ , .
-2 inclinacéo da elastica, e

a= com h sendo a altura da secao. (2.48)

h2’
A deformacédo axial (e,) e a distorcdo transversal (y,,) s@o obtidas substituindo as
Equacdes (2.46) e (2.47) em (2.1) e (2.5), sdo dadas por:

_ a_u _ . ddx) _ 3 (dd(x) d?w(x)
€x = ax Z. dx a.z ( dx + dx2 ) (2.49)
ou | d
2 1 e 022 oo

Sendo o material elastico linear e ainda suprimindo-se o efeito de Poisson, as

Equacdes (2.7) e (2.11) podem ser reescritas como:

12



oy =E.¢&, (2.51)
Txz = G.Vxz (2.52)

A energia potencial elastica da viga de Bickford-Reddy dada por BICKFORD (1982):
Ty == J,(OxEx + Tag¥ar)dV (2.53)

Segundo WANG et al. (2000), os esforcos sdo definidos a partir de convenientes

integracdes das tensdes ao longo da area transversal, resultando em:

= [,(0,2)dA =D, 22 — o, L0 (2.54)
d(z) d?
= [0z dA = K50 — a S5 (2.55)
= [, TazdA = Ay, (0() + =2) (2.56)
= J,(tzs2?)dA =D, (0 (x) + 22) (2.57)
Em que,
M,. € 0o momento fletor de primeira ordem;
P, € 0o momento fletor de segunda ordem;
Q. é o esforco cortante de primeira ordem;
R, é o esforgo cortante de segunda ordem.
D, =D, —aF, (2.58)
E,=F,—aH, (2.59)
sz = Ay; = BDx, (260)
sz = Dy, — BEy, (2.61)
(A,,D,,E,H,) = fA(l,zz,z4,26)E.dA (2.62)
(szrsz: sz) = fA(1,ZZ,Z4)G-dA (263)
4
B=3a=— (2.64)

Substituindo as tensdes e deformacdes, Equacgdes (2.49), (2.50), (2.51) e (2.52), na
Equacao (2.53):

%fv(ax.sx)dV = % L%[IA(Z. o )dA]dx — %fLa (% +& w(x)) [[,(z3.0,)dA]dx  (2.65)
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Ou ainda,

ao d?
~J (O e)dV =3 [, My 2dx — 2 f o P (B2 4 L20D) gy (2.66)

dx?
Sendo M, dado por:
M,=M,—a.P, (2.67)

A primeira parcela da energia potencial eléstica da viga de Bickford-Reddy, Equacéao
(2.53), ¢é dada por:

dzw(x)

f(ax g )dV == fo dx——f .P,. dx (2.68)

Substituindo a tenséo cisalhante e deformagéo na Equagao (2.53) tem-se:

2, Gz Ve AV = 5 [, (000) + 52) [, 7 dAdx = 5 [, 3a (800) +
2 [, Taz- 22dA] dx (2.69)

Substituindo-se as forcas cortantes de primeira e segunda ordem, Equacdes (2.56) e
(2.57), resulta:

2 T ¥e)dV =2 [, 0, [0(0) + 222 dx — 1 [ 3.0 R, [0(x) + 222 dix (2.70)
Sendo,
@x = Qx —B-Ry (2.71)

A Equacdo (2.70) fica:

S Car eV =3 [, 0 [9() + 52| dx (2.72)

Com isso, somando as Equacbes (2.68) e (2.72) a energia potencial da viga de
Bickford-Reddy fica:

d? w(x)

mp =1 M "odx—1[ a.P. dx +3 f, Qx [000) + 22 dx (2.73)

A primeira variacdo da energia potencial de deformacdo dada em (2.73) fica:

d?w(x) A dw(x)
= [ M6 dx — [, a.P.6 2D dx + [, Q. [60(x) + 62| dx (2.74)
Fazendo-se convenientes integrais por partes em (2.74) e assumindo que as condigdes
de essenciais de contorno séo atendidas pelas variagdes, obtém-se:

57rp=fL[

de dsz

+ Q| 80(x).dx + [, |-a —%] S (x). dx (2.75)
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2.3. Energia de deformacéo (bases elésticas)

A analise de vigas em base elastica submetidas a cargas estaticas tem grande
importancia na engenharia. Uma aplicacdo pratica é em projeto de fundacdes, em que esse

tipo de analise representa matematicamente a interacdo solo-estrutura.

O modelo de WINKLER (1867), Figura 2.3, idealiza a base elastica como sendo um
conjunto de molas infinitamente proximas, mas separadas entre si, sem resisténcia a
cisalhamento, ou seja, apenas o parametro K; € necessario para definir sua rigidez, este é
denominado coeficiente de mola ou modulo elastico da fundagdo. Esse modelo considera que
a forca reativa da base é proporcional em cada ponto ao deslocamento no ponto de aplicacgéo,

Figura 2.4.

vIGA peee >

Kl 1111

Figura 2.3 — Viga apoiada em base elastica de Winkler

F(x)

w(x)
Figura 2.4 — Relacdo forca elastica-deslocamento da mola.
Conforme demonstrado em PASSOS (2014), de acordo com a hipbtese de

proporcionalidade da relagédo reacdo-deslocamento da base, tem-se que:
15



F.(x) = K;. 0(x) (2.76)

Sendo,
F,(x) areacdo da base e,
w(x) a deflexao.

A energia potencial devido a base elastica de Winkler, (m,,), computada em toda

extensdo da barra é dada pela integral da area do triangulo indicado na Figura 2.4. A area do

triangulo:

dr,, = Fe(x)z-w(X) _ Kl-w(z)-w(x) _ %-Kr w(x)? (2.77)
E a energia potencial da base de Winkler resulta em:

Ty = %fOL K. [w(x)]%. dx (2.78)
Jé& a primeira variacdo da Equacéo (2.78) fica:

5y = 8 (2. f; Ky [w(0)]?.dx} = [} Ky 0(x)6w(x)dx (2.79)

Dentre os modelos de base elastica com dois parametros de caracterizacao, tem-se o de
PASTERNAK(1954). Este, além de considerar os efeitos definido no modelo de Winkler,
incorpora uma reacao proporcional a distorcdo da base. Assim, a base elastica é constituida
por uma camada incompressivel com deformacdo por cisalhamento associada ao apoio
elastico de Winkler. Vide Figura 2.5.

VIGA - >

K, CAMADA DE CISALHAMENTO

Figura 2.5 — Viga apoiada em base elastica de Pasternak.

Sendo,

K; é o coeficiente de mola ou modulo eléstico da fundagéo e

16



K, é 0 mddulo de cisalhamento da camada.

No modelo de Pasternak também sdo considerados que a reacdo da base é
proporcional ao deslocamento transversal das molas, as tensdes cisalhantes da camada de
cisalhamento sdo proporcionais as distorgdes, levando-se em conta os deslocamentos
transversais (w) e desprezando-se 0s deslocamentos tangenciais (u) da camada de

cisalhamento.
A energia potencial da base de Pasternak pode ser subdividida em duas parcelas.

Ty, = Ty + Ty (2.80)
Em que,

m,, refere-se a contribuicdo devida as molas, Equacéo (2.78), e

1, refere-se a contribuicdo devido a distorgéo da camada de cisalhamento.

Como exposto em PASSOS (2014), a parcela da energia devida a distor¢do da camada
de cisalhamento é obtida a partir da relacdo deformacédo-deslocamento, Equacdo (2.5), e da
relacdo tensdo-deformacéo, Equacéo (2.11), resultando em:

d
Tyz = Gs.Vxz = Gs-% (2-81)

Onde G, € o mddulo de elasticidade transversal da camada de cisalhamento.

. . . du
Como sdo desprezados os deslocamentos tangenciais da camada, a parcela d_l; é
desprezada na Equacéo (2.81).

A energia potencial . € dada por:

Tpe = %fVsz-VxZ' av = %fv G;. (dwdix))z .dV = %IOL {GS. (%)2 ) [fAs dAs]}dx =

2 2
2 J) Gy As. (d‘;f:‘)) dx =2 [ K, (222) " ax (2.82)

Sendo,

A, a area transversal da camada e,

K, = G,. A, (2.83)
Da relacdo da Equacéo (2.82), a energia potencial devido a base elastica de Pasternak

é dada por:

1 (L 1L d 2
T, = E'fO K. [w(x)]?.dx +5f0 Kz.( wdix)) dx (2.84)
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Aplicando o variacional e realizando integragdes por parte na parcela referente ao K,

a Equacdo (2.84) fica:

wOON2
§m, = 6{%.]: K. [w(x)]?. dx + %fOL K,. (ddix)) dx} = fOL K. w(x)éw(x)dx

L d?w(x)
— Jy Koo — 5~ Sw(x)dx (2.85)

2.4. Trabalho das forcas externas

2.4.1. Forca transversal

A variacdo do trabalho devido a um carregamento transversal distribuido g(x) no

modelo de viga de Euler-Bernoulli, é dado por:
W = [ q(x).dw(x).dx (2.86)

No caso do modelo de Timoshenko ou de Bickford-Reddy, a variacdo do trabalho
devido a um carregamento transversal distribuido p(x) e a um momento distribuido m(x) é

dado por:
W = [ q(x).8w(x).dx + [, m(x). 50 (x). dx (2.87)

2.4.2. Forca axial no Problema da Estabilidade

Quando uma barra é submetida a um carregamento axial de compressdo pode ocorrer
de a mesma entrar em ruina devido a ruptura do material ou por perda de estabilidade por
flambagem. No segundo caso, ocorre a deformacéo da barra devido ao seu eixo longitudinal

deixar de ser retilineo, caracterizando com isso o fenémeno de flambagem.

Grande parte dos critérios de seguranga em projetos de estruturas é baseada
inicialmente em consideragdes de resisténcia e rigidez. Contudo, conforme BAZANT (1991),
a importancia do tema é evidente a partir da histéria de colapsos estruturais causados por
negligéncia ou ma interpretacdo dos aspectos do projeto de estabilidade. Os mais famosos
deles sdo, talvez, o colapso da ponte do estreito de Tacoma em Washington, Estados Unidos,
em 1940, devido a instabilidade aerodinamica; e o colapso da ponte de Quebec, Canada, sobre

0 rio Saint Lawrence, em 1907. Entre numerosas outras catastrofes, tem-se os desastres de
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1978 nos Estados Unidos: colapso da estrutura do centro civico de Hartford em
Massachusetts, e da cUpula reticulada do teatro Post College, New York.

TIMOSHENKO (1940) exp6e que a carga critica de flambagem, aquela a qual causa a perda
de equilibrio elastico da estrutura, ndo depende da resisténcia do material, mas apenas das

dimensoes da estrutura e do modulo de elasticidade do material.

Ve {r

X
\4
77 - ’
(a) (b) (d)
Figura 2.6 — Perda de estabilidade por flambagem. Adaptado de TIMOSHENKO, 1940,

p.185.

Considerando uma barra prismética (se¢do transversal ndo variando ao longo do
comprimento) com uma das extremidades engastada e a outra livre submetida a uma carga de
compressdo, P, na extremidade livre, Figura 2.6. TIMOSHENKO (1940) explica que, se a
carga P é inferior ao valor critico de flambagem da barra, a mesma permanece reta em

equilibrio elastico estavel, sofrendo apenas com os efeitos da compressdo axial, Figura 2.6(a).

Ao aumentar gradualmente P chega-se a uma condicdo em que a forma linear de
equilibrio torna-se instavel e ocorre uma deflexdo do eixo longitudinal, Figura 2.6 (b), que
ndo desaparece com a causa que o produz. A carga critica é entdo definida como a carga axial

que causou tal efeito.

Caso ndo haja o colapso da estrutura no primeiro estagio da flambagem, Figura 2.6
(b), com o0 aumento da carga a barra assume novas configuracdes, Figura 2.6 (c) e (d), que séo
os chamados modos de flambagem. A cada modo de flambagem é definida uma nova carga

critica o qual o provocou.
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A analise matemaética da instabilidade (perda de estabilidade) requer que o equilibrio
seja feito na posicdo deformada. Isto implica que ha um deslocamento na direcdo da aplicacdo
da forca axial entre a configuracdo indeformada e a deformada, devido ao giro da barra, vide
Figura 2.6, gerando trabalho. Asssim, o trabalho das cargas externas, W, é definido como o
produto da forca pelo deslocamento. Seja uma barra de dimenséo longitudinal dx submetida a

uma forca axial de compressao P, Figura 2.7.

Figura 2.7 — Comprimento infinitesimal da barra.

Segundo PASSOS (2014), o trabalho devido a carga axial de flambagem P (Wp) sera
dado em funcdo do deslocamento axial elementar dA (na dire¢do do eixo x). A deformacéo

axial da coluna devida a carga P seré desprezada.
Pelo Teorema de Pitagoras:

dx? = (dx — dA)? + dw? (2.88)
Desenvolvendo a Equacdo (2.88):

2.dx.dA= dA? + dw? (2.89)

Assumindo-se que a barra esta em regime de pequenos deslocamentos e pequenas
rotacdes, implica que dA na Equacédo (2.89) é de uma ordem de grandeza muito inferior das

demais, termo dA? sera desprezado. Desta forma, tem-se:
2.dx.dA= dw? (2.90)

Reorganizando a Equacédo (2.90):

dw? 1
da= 29 =1
2.dx 2

("—“’)2 .dx (2.91)

dx
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O deslocamento vertical A na extremidade livre da viga pode ser obtido integrando ao

longo do comprimento da barra, L.
L L1 (dw)?

fyaa=fy2(52) .ax (2.92)

Da Equacéo (2.92), tem-se que o deslocamento A € dado por:
L1 (dw)?

A= [y (E) .dx (2.93)
E, portanto, o trabalho devido a carga P seré dado por:
1 (L, (dw)?

We =3y P(52) .dx (2.94)

Aplicando a primeira variagdo do trabalho da carga axial no problema da estabilidade

e realizando integracdes por parte, resulta em:

1 oL, (dw\? L . d?w(x)
5WP=5{5fOP(d—‘;’) dx}:—fop 20 s dx (2.95)

Convém notar que a Equacdo (2.95) foi deduzida para pequenos deslocamentos e
rotacOes, implicando no estudo linear da flambagem. Se o interesse é o comportamento de
pos-flambagem uma anélise ndo-linear geométrica deve ser feita. Isto, no entanto, esta fora do

escopo desta dissertacdo que se limita ao estudo do comportamento linear.

2.5. Equagdes de Equilibrio

O lema dos principios variacionais estabelece que as equacfes de Euler-Lagrange
podem ser obtidas pela diferenca do variacional da energia de deformacéo pelo variacional do

trabalho das forcas externas:
om, —8W =0 (2.96)

As equac0Oes de Euler-Lagrange correspondem as equagdes governantes do problema

em questéo.

2.5.1. Euler-Bernoulli

Assim, as equacOes de equilibrio do problema de estabilidade da viga de Euler-

Bernoulli sobre base elastica de Pasternak podem ser obtidas substituindo os termos da
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equacdo de Euler-Lagrange, (2.96). A equacdo do variacional da energia potencial de
deformacdo, &, € dada na Equacdo (2.26) e a equacdo do variacional de energia devido ao
carregamento transversal distribuido, g(x), foi obtida na Equacdo (2.86), na Equacéo (2.95)
tém-se o variacional devido a carga axial do problema de estabilidade, e, por dltimo, na
Equacdo (2.85), referente a energia de deformacdo devido a base elastica.

No primeiro caso, tém-se as equacdes de equilibrio em deslocamentos:

f p,, Lo Sw(x)dx —f q(x). 6w(x)dx+f Pd w(x)

XX dx 4

- szde(Zx)c?w(x)dx =0 (2.97)

Ja que a variacdo de w(x) é arbitréaria, a nulidade de (2.97) sera sempre verificada se:

Sw +f K. 0(x).5w(x)dx

d*w(x)
XX dx*

D d? w(x)

+(P—K,) + K w() — q(x) = 0 (2.98)

No segundo caso, escrevendo a equacao governante em funcdo dos momentos fletores,
de acordo com a Equagdo (2.27):

d?*M(x)
L dx?

Sw(x)dx — [ q(x)6w(x)dx =0 (2.99)

Resultando em:

d? M(x)

+q(x)=0 (2.100)

2.5.2. Timoshenko

As equactes de equilibrio para estabilidade de barras de Timoshenko sobre base
elastica de Pasternak podem ser obtidas substituindo os termos da equacdo de Euler-Lagrange,
(2.96). A equacdo do variacional da energia potencial de deformacéo, &y, é dada na Equacdo
(2.44) e a equacdo do variacional de energia devido aos esforcos externos foi obtida nas
Equacges (2.87), devido aos carregamentos distribuidos q(x) e m(x); na Equacdo (2.95),
devido a carga axial do problema de estabilidade; e por Gltimo na Equagdo (2.85), referente a

energia de deformacéo devido a base elastica.

_f D, dZ(Z)(Zx) 60 (x)dx + fL k.A,, [Q)(x) + dw_(x)] 50(x)dx — fL k.A,, [d(Z)(x) n

d? a)(x)

]5 (x).dx — [, q(x).Sw(x)dx — [, m(x). 6(2)(x)dx+f K;. w(x).6w(x)dx —

Ix sz 20 sw(x)dx + i PLAD 50 = (2.101)
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Como as variagOes 60 e Sw sao arbitrarias, a nulidade em (2.101) fica condicionada a:

da2e(x)

d
~Dyy ——= +kAxZ[®( ) + 228

] m(x) =0 (2.102)

d? w(x)

kA [0 a2w<x)]

+

+ K. w(x) + (P —K,)

g(x) =0 (2.103)

Em termos de esforcos, (2.37) e (2.38), as equacdes de equilibrio ficam:

f [— My 4 Q, — m(x)] 6D (x)dx + f [ & - P dza;(zx) — K. w(x) + K,. a w(x)
q(0)| 6w (x)dx = 0 (2.104)
Como as variagdes §@ e dw séo arbitrérias, isto implica em:
— 40 —m(x) =0 (2.105)
—22 4 Ko@) + (P - K) & 28— @) =0 (2.106)

2.5.3. Bickford-Reddy

As equacdes de equilibrio para estabilidade de barras de Bickford-Reddy sobre base
elastica de Pasternak podem ser obtidas substituindo os termos da equacdo de Euler-Lagrange,
(2.96). A equacéo do variacional da energia potencial de deformacéo, 6, é dada na Equacéo
(2.75) e a equagdo do variacional de energia devido aos esforgos externos foi obtida nas
equacdes: (2.87) os devidos aos carregamentos distribuidos g(x) e m(x); na Equacao (2.95)
devido a carga axial do problema de estabilidade; e, por ultimo, na Equacdo (2.85), referente a

energia de deformacdo devido a base elastica. Em funcdo dos esforgos:

d?Py
T dx?

/; [— dCZ" + Qx] §0(x) + J, [—a

d? w(x)

— dQ"] Sw(x)dx — [ q(x). Sw(x)dx —

J,m@). 5®(x)dx+f P

d? a)(x)

Sw(x) dx +f K. w(x)Sw(x)dx —

f K,. Sw(x)dx =0 (2.107)

Como as variagOes 60 e dw sao arbitrarias, a nulidade em (2.107) fica condicionada a:

de

+Q,—m(x) =0 (2.108)
—a. Ll G g 0@+ (P - K) T2 — () = 0 (2.109)

Se ainda for definida uma forga cortante equivalente como
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Ge=aE+ Qi+ (P-K)S (2.110)

Entdo as equacbes de equilibrio, (2.108) e (2.109), podem ser sintetizadas como:

dM, dw dPy
- dx —(P—Kz)a—aa—m (2111)

Em termos dos deslocamentos, substituem-se as Equagdes (2.67) e (2.71) em (2.111) e
(2.112).

d?o(x) ~ d3w(x)

= d
D, T2 1 4, [0(0) + 222 + 0B, 28— n(x) = 0 (2.113)
— 2 ~
A, [BD 4 LoD g2 g, LD B LD 4 K () + (P - Ky) S22 — g()
=0 (2.114)
Sendo,
A, =A,—-3.a.D, (2.115)
D,=D,—a.F, (2.116)
Assim, na andlise de viga por Bickford-Reddy os campos de interesse sdo:
w
dw
a) Deslocamentos {7, (2.117)
1)
dPx
Vy = +Qx + (P~ Kz) -
b) Esforgos a.P, (2.118)

5) :
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3. ANALISE DE VIGA DE BICKFORD-REDDY PELO MEC

Depois de discutida a fundamentagdo do modelo de viga de Bickford-Reddy no
Capitulo 2, resultando na obtencdo das equacdes de equilibrio, parte-se agora para o
estabelecimento do Método dos Elementos de Contorno para o problema de barras sob flexao

no modelo em questao.

3.1. Equacéo governante do problema real

A equacdo governante do problema real da estabilidade de barra de Bickford — Reddy
apoiada em base elastica de Pasternak foi discutida no Capitulo 2. No caso da flexdo, a carga
axial P, e aos coeficientes K; e K, devem ser atribuidos valores nulos, de forma que as

Equacdes (2.113) e (2.114) possam ser reescritas na forma matricial da seguinte maneira:

EL4vA,L DL ia
a. Iy dx3 XZ g X g2 Xz {a)} _ {m} (3 1)
2 at 7 a2 s ad - al|l@d q '
a“.H, i Axzgz T« F, i sza

3.2.  Problema fundamental

O problema fundamental esta associado a uma barra de dominio infinito, submetida a

fontes em forga, g, e em momento, m, atuando no ponto fonte, x.

De acordo ZWILLINGER (2003), o delta de Dirac a ser utilizado na formulacdo do

problema tem a seguinte definic¢éo e propriedades:

0,sex #Xx

§(x, ®)dx = {Oo’ e x = £ (3.2)
[ 8, R)da =1 (3.3)
S5 u(0).8(x, £)dR = u(x) (3.4)

Onde: x é o ponto de leitura do efeito (ponto-campo), e X € o ponto de aplicacdo da

fonte (ponto-fonte). E Q representa o dominio do problema.

Analogamente ao problema real, Equagéo (3.1), a equacdo governante do problema
fundamental, quando a fonte estiver aplicada em forca, g*?(x, X) = §(x, X) e m*? = 0, é dada

por:
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& dd - d = d? =
at* - d? s d> - d (z)*q X, X '
aZ.Hxﬁ—szﬁ _a'Fxﬁ_szdx ( )

Da mesma forma, quando o problema fundamental estiver solicitado pela fonte em
momento tem-se m* ™ (x, X) = §(x,X) e ¢*™ = 0, sua equacgdo governante fica:
Bt Ay
xz 7 —Vx gz w™(x,X)] _ m*m (3.6)
d —  d2 ~ d3 @*m(x x) )
% Hy T—szﬁ de Ay,

A titulo de simplificacdo, podem-se expressar as Equacdes (3.5) e (3.6) como:

A - d = d2 =
Q. by ——+ Ay, — Dyt Ay [w*m(x,a?) w(x,2)] _ [6(x, %) 0
d__ T P d_ 7 4|le™(x, %) ®*"(x,9?)] _[ 5(x, %)
H X dx Az dx? de Az dx
(3.7)

A Equacdo (3.7) pode ser escrita da forma:

[B].[G] = [f] (3.8)

Na qual se define a matriz de influéncia, [B]; a matriz dos deslocamentos, [G]; e a

matriz das fontes [f], sendo:

5 d3 - d > | =
a.Fxﬁ-Fsza _Dxﬁ-i_sz
[B] = d4 _ d2 ~ d3 _ d (3'9)
2
a -HxF XZ g2 - FxF XZ gy

_[o™(x,X) w(x,X)

=" san| =00 (311)

A equacdo do problema fundamental da viga de Bickford — Reddy sob flexdo,
Equacéo (3.7), constitui-se em um sistema acoplado de variaveis o qual neste trabalho sera
utilizado o método de HORMANDER (1963) para fazer seu desacoplamento.

Pelo método de Hormander, a matriz [G] é escrita em funcdo do escalar ¥ (x, X), como

segue:
[G] = [BF]T. ¥ (x, %) (3.12)
Além disso, substituindo a matriz dos deslocamentos, [G], da Equagéo (3.12) na (3.8):

[B]. [BT]". ¥ (x,%) = [f] (3.13)
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Tem-se ainda a definicao:
[B¢°f1T = [B~'].detB (3.14)

A Equacdo (3.13) reduz-se a:

[B].[B71].detB.¥(x,%) = [f] (3.15)
Sendo,
[f]=6Cx, D] (3.16)

Reescrevendo (3.15):

[I].detB. ¥ (x,%) = 6(x,%).[I] (3.17)
Que apos simplificacdes fica:

detB.¥(x,x) = 6(x, %) (3.18)
Explicitando a Equagdo (3.12):

A~ az - d = d? =

w*m(x, 5&) w*CI(x, 56.\) _ _FX' CZE - sz-a DXE - AXZ l}’ (3 19)
M, % e, )| at - d* = d A _a| '
O (x, %)  0"(x,%) ~Hy @ ——+ Ay Ay + oo~

Assim, os valores finais das solu¢des fundamentais da rotacéo e deslocamento da barra
podem ser obtidos aplicando o operador diferencial na fungdo ¥ conforme mostrado na
Equacao (3.19):

— 2 —

W=Dy o5 = A ¥ (3.20)
N & d3w - av

w™ = —Fx.aﬁ— sz.a (321)
" - d¥Y | A a3y

0 1 = sz.a + E,. a s (3.22)
m oy q28¥ g dv (3.23)

X dx* XZ* qx2 '

As solugdes fundamentais em esforcos sdo obtidas similarmente aos esforcos reais,
Equacdo (2.116). Reescrevendo os esforcos, Equacdes (2.110), (2.55) e (2.67), atribuindo

valor nulo a carga axial P e aos coeficientes K; e K:

APy | A
Ve(x) = a—=+ Oy (3.24)
~ 2
a.P.(x) = a.F, % —a?. dede(Zx) (3.25)
= = do(x) A d?w(x)
M, (x) = D, dx" —a.F, d“;;‘ (3.26)
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Substituindo @, (Equacdo 2.71) e P, (Equacdo 2.55) em (3.24):

d ?(x) d3w(x)

Ve(x) —[ e — A e —— ]+ng [¢(x)+dw(x)

(3.27)

Analisando as Equacdes (3.25), (3.26) e (3.27) em relacdo a fonte em forca g*, os
esforcos fundamentais ficam:

~ d20*9(x,%) d3w*(x,%)

* o * q
V,"(x, %) = a. F, — a’. H, ——+ Ay [(D 9(x, %) +dw—ixx)] (3.28)
2, % &
a.P.(x, x)—OLFM aZ.Hx%qu’x) (3.29)
PNl PN = dg*(x,%) A dPw9(x%)
M, (x,%) = D, dx” —a.waTxx (3.30)

Ou ainda, substituindo as Equacdes (3.20) e (3.22) em (3.28), (3.29) e (3.30), os
esforgos ficam escritos em termos das derivadas da funcdo escalar:

dys

d3y

9 R) = |02 B — a2 Dy Hy | S+ [2. 0 Ay By + @2 Ay Hy + A, D] 55 (3.30)
* A ~ 2 ~ dq"4 -

@.P(x, %) = o2 B — a2 Dy He| S + [0 Ay B + 02 A, |22 L (3.32)

oG = = -  ~qd?w

Mx (X, X) = [ x.sz. +a. sz.Fx] ﬁ (333)

A, e D, expressos nas Equacdes (2.115) e (2.116), respectivamente,

D, E., A,, expressos nas Equaces (2.58), (2.59) e (2.60), respectivamente,
D,, E. e H, expressos na Equacéo (2.62), e

A,, e E., expressos na Equacao (2.63).

Semelhante, para a analise das Equacdes (3.24), (3.25) e (3.26) em relacdo a aplicacao

da fonte em momento:

" ~ ~ d2p*™(x,%) d3w* ™ (x,%) " ~ dw*™(x,%)
Vx m(x,x) = a-FxT_az'HxT—i_sz [@ m(x,x) +T] (334)
" ~ ~ do*™(x,%) d?w*™(x,%)
a. P, m(x, X)=a FXT — az.HxT (3.35)
o KM = d9*™(x,%) A A0 ™(x,%)
M, (x,X) =D, —Q0 @ F"T (3.36)

Ou ainda, substituindo os esforgos obtidos nas Equacgdes (3.21) e (3.23), seus valores

ficam apenas em termos das derivadas de ¥:
V"™ =0 (3.37)
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. P = Ay B + @2 Ay Hy| o (3.38)
~ *m — ~ 2] dwS - -  nd3w
M, = |~a?. Dy Hy + 2. B |5 + [A,. Dy + . Ay B] (3.39)

Em que,
A,, € D, sdo expressos nas Equagdes (2.3115) e (2.116), respectivamente,
D, E, A,, sdo expressos nas Equacdes (2.58), (2.59) e (2.60), respectivamente
D,, E. e H, sdo expressos na Equacéo 2.62 e
A,, e F., sd0 expressos na Equacao 2.63.

Para obter a equacdo da funcéo escalar ¥ (x, x), calcula-se o determinante da matriz
dos operadores, [B], e substitui-se na Equacdo (3.18), resultando na seguinte equacdo

diferencial de sexta ordem:

e R C X)) (3.40)
Sendo

a =D,.H,.a?— E?.a? (3.41)

b, = —2.A,,.F..a —A,, H,.a’>—A4,,.D, (3.42)

A equacdo diferencial (3.40) é resolvida a partir de sua forma homogénea:

a*y [ d*v
w [aﬁ + bl] =0 (343)
Fazendo ‘;:f = vy, a solucdo proposta dependeréa das raizes vy, y, e y, dadas por:
— f‘_bl
Y= (3.44)
y1=y2=0 (3.45)

Ap0ls uma andlise de casos para diferentes geometrias da se¢do e comprimento da viga
concluiu-se que y > 0. Assim, a solucéo proposta nessa pesquisa para o problema da barra de

Bickford-Reddy associada a flex&o, é dada por:
Y=Cu.r+Cpr3+Cz.e”VT (3.46)

As constantes da Equacéo (3.46) sdo obtidas a partir das condi¢des de derivacao.

dy dvd ay .
= ;é = ;.sgn(x, X) (3.47)
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Onde,

= =[Cy+3.C.72 = Gy fy.e V7] (3.48)

A derivada segunda é dada por:

d*y _ d*y d?r
dx2 ~ dr? dx?

Cs.\[y. e V77].2.8(x, %) (3.49)

Analisando a segunda derivada, Equacédo (3.49), quando x = X, r =0e §(x,X) — oo.

= [6.Co.7 + C3.y.eVVT] . sgn(x, ). sgn(x, %) + [C; + 3.C,.1? —

Para manter a Equacdo (3.49) com valor finito, assume-se que:

C1+3.C.r2 = Ca [y e =0 (3.50)
Analisando a Equacdo (3.50) para x = X e x = x, resulta na primeira das relac6es do

sistema para achar as constantes:

C;—Cs.\[y=0 (3.51)
A derivada segunda assume entdo a seguinte forma:

a*y _ d*y
dx2  dr?

= 6.Cp.1 + C3.y.7V¥7T (3.52)

Fazendo a terceira derivada da funcao:

ay _ adwadr _ ady

el il R CRD) (353)
Onde,

ady -

— = [6.C, = Ca.yfy.e7] (3.54)

Assim como analisado na segunda derivada, a quarta derivada resulta em:

dy  dty _
o = g = CayRe T (3.55)

E a segunda relacéo do sistema para achar as constantes é dada por:

6.C, — C3.7/y =0 (3.56)
Fazendo a quinta derivada:

asy _ dSydSr _ dSy

ﬁ = Fdxs = F.sgn(x, 56\) (357)
Onde,

dsy _

—5 = [—C3.y2\[y.e™V77] (3.58)
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E, por altimo, a sexta derivada:

déwy

— = [C3. % e ]sgn(x, 2). sgn(x, 2) + [~ C5.y*\[y.e V7|28 (x, %) (3.59)
Ou,
6 6
2715 = C;Tf = [C3.y%.e 7] + [-C5.y%\[y. eV T]26(x, 8) (3.60)

Substituindo as derivadas na equacéo diferencial do problema, Equacéo (3.40):
alCs.y2. e V7| + a[—C5.y2\[y.e V7| 2.8(x, &) + by[Cs.y% e ™VVT] = 8(x, %) (3.61)
Cs.e™VV7[a.y3 +b.y?] — 2.8(x, %).a.Cs.y2[y.e VI = §(x, %) (3.62)

Como a.y3 +b;.y? = 0, tem-se a ultima relacédo do sistema para achar as constantes:
—2.a.Cs.y%[y.e V9" =1 (3.63)

Reunindo as Equacg0es (3.51), (3.56) e (3.63), o sistema das constantes fica:

C;—Cs3.\[ly=0
6.C; — C3.y,/y =0 (3.64)
—2.a.C3.y%[y.e™ V"7 =1
A solugéo do sistema resulta nas seguintes constantes:

2

C1 = - 2.09? (365)
1

C2 = —m (366)
1

CGs==0u e (3.67)

3.3.  Equagéo integral

As equagdes diferenciais de equilibrio do problema podem ser transformadas em
equac0es integrais equivalentes, utilizando-se basicamente dois caminhos: no primeiro, o qual
sera abordado neste e nos capitulos 4 e 5, aplicam-se os fundamentos de energia, no caso, 0
Teorema da Reciprocidade de Betty, e no segundo tem-se o método dos residuos ponderados,
0 qual sera empregado no capitulo 6.

No problema real sdo mobilizadas tensdes (o, T,,) devido a aplicacdo de

13 *99

carregamentos externos. Seja um primeiro caso em que um carregamento em forga “q*” seja
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aplicado no problema fundamental, isso mobilizara tensdes e deformacdes (0,*%, T,,?, &,7,
¥+d). Com isso, aplicando o teorema da reciprocidade uma relagio entre o problema real e o

fundamental pode ser escrita como:

fV(a sx)dV+f (et yxz)dV = f(ax *q)dV+f (Txz-Yag )dV (3.68)
Substituindo-se as deformac6es, Equacdes (2.49) e (2.50), tem-se:
LR S 2) da] — a (24 22 [, (037 2) da] + (0 +“52) [f, () 4] -
B (0 +22) [f,(r8.2%) dA}dx = [, {22 [[ (0. 2) dA] — a. (2= +
Lo [ ox 2%) dA] + (0 +227) [, (2) dA] = B (879 +225) [ (125 22) dA]} dx
(3.69)
Substituindo-se agora os esforcos, Equaces (2.54), (2.55), (2.56) e (2.57), em (3.69)

resulta em:

[ {d(b(x) M~ (da(x) + dzw(x)) pr g (@ + d“’(x)) 3. (Q) + d“’—(’“)) R;q} dx =

dx dx dx? dx
L2 b (S50 £5) 1 (4 220) 0, (o4
dw;i(x)).Rx} dx (3.70)

Reorganizando e aplicando as relacdes expressas nas Equacfes (2.67) e (2.71) em
(3.70), resulta em:

g AP xq d? () d dp*i(x) d*w*(x)
[0 B8 g pt 220 4 Q. (p() + ) ax = [ {2 M, - 0 2 P+
(®+dw*Q(x)) Ox} dx (371)

Utilizando-se convenientes integrac@es por partes em (3.71):

[M*q @(x)] [ *q dw(x)] +[ w(x)] Qx a)(x)] f {(

.00 + (~a. L8048 (o)) dx = [,.8 )] — .. dw*qoo] .

dx? d

[0 2 @]+ (000G + [ {(- 2+ Q) 090 +

(—a. d::’gq —%) . w*q(x)} dx (3.72)

Reescrevendo a forgca cortante, Equacdo (2.110), e as Equagbes (2.111) e (2.112)

atribuindo valores nulos para a carga axial P e para os coeficientes K; e K5, resultando em:

32



dPy | A

V= aSX+Q, (3.73)

~ dM,

0—SE=m (3.74)
d?P,  dQyx _

—a dx2 — E =q (375)

Substituindo as Equacdes (3.73), (3.74) e (3.75) em (3.72), a equacao integral assume

0 seguinte formato:

(1% 0@)], + [ 0@]; - @B d“’(x)] + [ {m™.0(x) + ¢ w(x)}dx =

dw*q(x)

[, 0], + [V 07 (0)]§ — [a. Py ]O + 89 + g0 (W}dx  (376)

Como a ativacao da fonte é em forca, implica que:
m =0 (3.77)
q?=6(x%) (3.78)

Pelas propriedades do delta de Dirac, Equacdo (3.4), a quarta parcela da Equacéo
(3.72) fica:

fylq" 7w ()ldx = [[T6(r, Dw@)]dx = w(®) (379)
Aplicando as Equacdes (3.73) e (3.79) em (3.76) tem-se a equacdo integral para o
deslocamento transversal :
- . sq dwlt | o a1k . do 1l 1o oL
0@ + [V 0]y — |aB " 2]+ [M70]; = w5 — |aB S| + [0 +
fOL(q. w*? +m.@*)dx (3.80)

Se a fonte em momento for aplicada no problema fundamental, entdo gera um estado
de tenséo e deformacdo dado por (o,™, 7., ™, ™, ¥zo"). O teorema da reciprocidade rege

que as relacGes entre o problema real e o fundamental sao dadas por:
J (oM e)dV + [, (T35 i)V = [, (oxes™)aV + [ (Trv7")dV (3.81)

Similar ao realizado para a fonte em forga “(”, substituindo-se as deformacoes,
Equacdes (2.49) e (2.50) em (3.81) tem-se:
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JALD[[ (o7m.2) da] - . (L2 4 LoD [ (g2 22) da] + (0 +

dw(x)) U (m) dA] 34 ((Z) 4 dw(x)) [f (©2. 72) dA]}dx _ f {dqz)*m(x) [f (0y.2) dA] _

0. (200 4 LOTON ([ (0, 2%) dA] + (0 + L D) [ (x,,) dA] - 3. (9 +

dx?
2O [ (txz- 2%) dA]} dx (3.82)
Substituindo-se agora os esforgos, Equacgdes (2.54), (2.55), (2.56) e (2.57), em (3.82)
fica:
do(x) " dp(x) . d?w(x) " dw(x) " dw(X)\ o«
S = (2 + ) e+ (04 550) Qi -3 (0 + SR R v =
de ™ (x) dp™(x) | d*w*™(x) dw*m(x) «
fL{ dx .Mx—(l.( dx + dx? ) (¢+ )Qx—?) (Q)m-l_
dw™™ (x)
) R, }dx (3.83)
Reorganizando e aplicando a relagdo expressa na Equacéo (2.67) e (2.71), resulta em:
=am A0 «m dPo(x) d ag* ™ (x)
[ A B2 — g pyr 228 4 g (000 + D) ax = [ {20, -
2,,¥m ~
@0 bt (p+2 (")) Qx}dx (3.84)
Realizando convenientes integracdes por partes em (3.84):
e L om dw()]E ap;m L de
[M; .Q)(x)]o [a. P — = ] + [a.—dx .w(x)]o + w(x)] +J, {( +

). 060+ (- 222 295) o} [0, 0l o 20

dx dx

| %-w*m(x)]z + [0 0] + (524 Q,). 000 +
(—a. 0::2" —%) : w*m(x)} dx (3.85)

Substituindo a forga cortante, Equacdo (3.73), e as expressdes dos carregamentos de
momento e de cortante, Equacdes (3.74) e (3.75), a equagdo integral assume o seguinte

formato:

(7. 000], + ™ w015 - [a.p;m.dz—ff)]z + [ m ™ 0(x) + ¢ w(x)}dx =

[M,. Q)*m(x)]z + [Ve. 0™ (x)]5 — [a. P,. aw;";(x)]z + [ {im. @™ (%) + q. 0™ (x)}dx

(3.86)
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Processo andlogo ao realizado quando a ponderagdo foi em “Q” ocorre em relagdo a
“m”. A integral da carga fica zero quando ponderar “q” e o delta de Dirac quando ponderar o
proprio “m”. Pela propriedade do delta de Dirac, Equacdo (3.4), a quarta parcela de (3.86)
fica:

[ ™. 8(0)]dx = [ [8(x, %).8(x)]dx = B(%) (3.87)

Entdo, a equacdo integral para a rotacdo @ resulta:
o * +m AW L 7 * L * dw*™ L 7 sm1E
O(R) + [Vy™ w]b — [a.meE]O + [Mxm.(b]o = [V ™™k — [a. P, 7]0 + [Mx.(D m]o +
[(q. @™ + m.0"™)dx (3.88)

Porém o problema estudado apresenta trés incognitas (V,, a.P, e M,), logo sera
necessaria mais uma equacao para que o sistema seja de possivel resolugdo. Assim, a terceira
equacdo integral serd a derivada em relagdo ao ponto fonte da equagdo em ®, que dard a

inclinacdo da eléstica (dw/dx).

S ], - [+ EE O, - e - e S+
A £ e ) 659

Organizando as Equacdes (3.80), (3.88) e (3.84) na forma matricial, fica:

L

(%) V;cq(') —a.P (%) M (x2)] (wx) )
{—( )} % 2) —a.%(x,,e) Z_J:C:(x'f) .{dc;)(cx)}L _

P(x) vdfm(, %) —a.Pm(x,®) M™(x,%)] \O(Xx) JO

*q R . . L

l[w*q(x %) —5 x, %) (Z):(x,x)]l WG

1% (2 i[dg’x (x,a?)] %( R 4-aP +

|[ o e J () )|

k Wy (x, %) "M (x, X) )

w*(x,2) ©0%(x,%)
fOL d:)xq (x,%) %(x, %) {gl(();))}dx (3.90)

w™(x, %) 0"™(x,X)
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3.4.  Equacdo algébrica

O sistema algébrico do MEC possui apenas variaveis a serem determinadas no
contorno. Assim, para sua obtencao faz-se necessario que a equacdo integral, Equacéo (3.90),

tenha pontos de colocagdo no contorno da barra. Isto é x = lin(1)(0 + £) na extremidade
E>

esquerda da barra e na extremidade direita X = lirré(L — &), obtendo-se a expressdo geral da
E—

representacdo algebrica:

(m(O +¢) ]
d
|d_(9‘?) (0 + S) |
90 + ¢)
w(L—¢)
d
-9
Lo -e))
[ —V710,0+¢) a.P/90,0+e) —-MAW00+e) VSILO+e) —aP/UL0+e) MUALO0+¢e)] (©(0)
avy? ary? am! av,? ar)? am? | dw i
~ (0,0+¢) (Z.E(0,0‘I‘S) Y (0,0+¢) E(L'O-FE) —(Z.E(L,O+£) ?(L,O-FS) |E(O)|
—m00+e) aPmO00+e) —Mm(00+e) Vin(LO0+e) —aPin(L0+e) Mm(LO+e)| | 90) |
-90,L—¢) a.P?0,L—g) -MJAO,L—¢) VUL L—¢) —-a.P/ULL—¢) MILL-e| | ol [~
*q «q *q *q *q *q d
~Heor-6) aleLl-o) ~2eoL-o Ll-o —aZ@l-g Yegl-o |G D]
MmO, L—€) aP™O0L—¢g) —M™O,L—¢) VL L—g) —apP™LL—g) M™LL—gl * 90
[0 00+ 2200+  —0M(00+e) wULO0+e)  —LE@L0+e)  9ULO+e)]
_dt 4 (dw? _do dod _d (do a9 (0
200+8) —(25)(00+8) -0+ Z(L0+e) —= () L0+e) ZTo(L0+e) a;;)((%)
—0mO00+e) LR 00+e) 000+ wT(LO+e) -0+ 0TLO+e)| | M (0)
—090,L—8)  2I0L-g) -090L-g) wLL-5) —LE@L-g)  g9LL-e) Va;)(g)
.
dw™@ d (dw'l dg-a dw*? d (dw dp*d x
~GroLl-o Z(G)ol-o —Frol-o Gral-o —n(GF)al-o Grel-of tmw
[—o™(OL-8) LZ(0L-g) -gTOL-8) oT(LL-g —L-(LL-g) 0T(LL-¢)
0 (0,0 + )  B9(L0+e)T
dw*d ap*d
22 00+8) “EE(L0+e)
L]0 ™(0,0+e) 0™(L,0+¢) {q(x)}
fO w*(0,L—¢) @"9(L,L—¢)| m(x) dx (391)
dw*d ap*d
r (0,L—¢) e (L,L—¢)
lw™(0,L—¢) @"™(L,L—¢)l
Ou na forma compacta como:
{u} + [H]{u} = [G]{p} + {b} (3.92)

Onde [H] e [G] sdo matrizes de influéncia, {b} 0 vetor de carga, e {u} e {p} sdo os
vetores de deslocamentos e solicitag@es internas, dadas por:

) = o,

dwi
dx

Q)i wj

dw]-
dx

o] = w0

dw(0)
dx

®(0)

w(L)

dw(L)

o)
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T
Wy =V —@By My Vo —aBy M) =

[x(0) —a.P(0) M((0) Vi(l) —a.P(L) My(L)]"

z a.P,.
- ‘? i X j
______________ ;,
X
?; ®;
(b) H
dw; I I dcuj
w; Cdj _—
dx dx
Figura 3.1 — (a) Esforcos reais; (b) Deslocamentos reais.
Ja a matriz de influencia [H] da Equacéo (3.92) pode ser escrita da forma:
i{11 }112]
H] = 3.93
=y, (3.93)
Em que cada termo € uma submatriz de dimensdo 3 x 3 definida no contorno:
-V,90,0+¢) a.P0,0+e) —M.70,0+¢)
Hyy = |— ar? _amy ~
11 e 00+¢) a. e (0,0 +¢) e (0,0 +¢)
—V;m(0,04+¢) a.P™0,0+¢) —M™(0,0+¢)
—sa.111(0) N12(0) —113(0)
—121(0) sa.132(0)  —sa.n,3(0) (3.94)

—131(0) sa.n32(0)  —sa.ns3(0)
V,YL0+e) —a.P/(L,0+4+¢e) MJA(LO+¢)

*q *q *q
Hip = |2 (L,0+8) —a=(L0+e) “E(L0+e)|=

ax ax

V™(L,0+¢) —a.P™(L,0+¢e) M™(L0+¢)

sd.nq1(L) —1N12(L) M13(L)
n21(L) —sd.Nz2(L) sd.ny3(L) (3.95)
N31(L) —sd.N3z (L) sd.nz3(L)
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-V90,L—¢) a.P0,L—g) —MI0,L—¢)

H. = |- %’ _ dpr,? _ _am,? _ _
21 > (O,L—-¢) a. pr (0,L—¢) pr (0,L—¢)

-V"™0,L—¢) a.P;™(O0,L—¢) —-M;™(0,L—c¢)

=sa.n1 (L) m12(L) —113(L)
—N21(L)  sa.my(L) —sa.ny3(L) (3.96)
—N31(L)  sa.msz(L) —sa.ns3(Ll)
V9L L—¢) —a.P%(LL—¢) MALL-¢)
*q *q *q
Hp =[S (L,L-8) —aZ=(LL-2g) “E(LL-¢)|=
m™(L,L—¢) —a.P;™(L,L—¢) My™(L L-—e¢)
sd.111(0) —112(0) 113(0)
M21(0)  —sd.n2,(0) sd.ny3(0) (3.97)
131(0)  —sd.n3;(0) sd.n33(0)
Da mesma forma, pode ser escrita a matriz de influencia [G] da Equacdo (3.92):
Gll 612]
Gl = 3.98
61=16,0 6 (399)
Em que cada termo é uma submatriz de dimensdo 3 x 3 definida no contorno:
[ —0900+8) 200+  —0900+¢)]
*q *q @*a
(Gl =[- 2= 00+8) =()(00+8) -Z-(00+2)|=
—0™mO00+e)  LE00+8) —0™(00+¢)
—p11(0) sa.B12(0) —sa.B13(0)
—50a.521(0)  B22(0) —B23(0) (3.99)
—sa. B31(0) B32(0) —B33(0)
[ (L, 0+ &) —d;’—:(L,o+e) @*I(L,0 + &) |
*q *q dp*d
(G2l = [%= (L0 +8) —=(25)(L0+e) =(L0+8)|=
w™(L,0+¢€) —%(L,O+£) @*™(L,0 + ¢€)
Bi11(L)  —sd.Bip(L) sd.Bq3(L)
sd.B21(L) —B22(L) B23(L) (3.100)
sd.B31(L) —B32(L) B33(L)
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[ —090L-8 220L-8 -970L-o)]

[Ga1] = |- 222(0,L — &) ;x("“’*q)(OL—e) ~L20,L-9)|=
—w™(0,L —¢€) 7 (O,L —¢€) —@*™(0,L — ¢)
—B11(L) sa.PBi2(L)  —sa.By3(L)
—sa. f,1(L) B22(L) —B23(L) (3.101)
—sa. f31(L) Bs2(L) —B33(L)
WwILL—g)  —(L-¢) (ZS*q(LL—e)]
[622]—id“’q(LL £) —di(d“’*q)(LL—g) L, L—e)i—
| w™(L,L - €) —7 (L L—¢) (Z)*m(L,L -8
B11(0) —sd.B12(0) sd.B;13(0)
sd.B21(0)  —B22(0) B23(0) (3.102)

sd. B31(0) —PB32(0) B33(0)
Onde sa e sd representam o valor da funcdo sinal, sgn(x, x):
sa=-1 (3.103)
sd =1 (3.104)

Em que n sdo obtidos a partir dos esfor¢os fundamentais apresentados nas Equacdes
(3.29), (3.30), (3.31), (3.37), (3.38) e (3.39) e suas respectivas derivadas.

P asy PPN = - = 1d%%
n11(r) = [aZ. E*—a?D,.H ] Dt (2.0 Ay By + 0% Ay Hy + Ay D) =0
(3.105)
~ 2 d y — A~ — _ _ d4‘1’
N1 () = = [@? B — . Dy | =2 — [2. 0. Ay By + @2 Ay Hy + Ay Dy ] =
(3.106)
n31(r) =0 (3.107)
a2 = a*v PN = a2y
N12(r) = [az.Fx — aZ.Dx.Hx] drgr) [a. Ay B + @ Ayy Hy | drgr) (3.108)
A 2 dsw PPN - PELY
Ny (1) = — [az.Fx —a%.D,.H ] (r) —|a. Ayy B + a?. Ay, Hy | drgr) (3.109)
d3y
N3z (r) = [Ayy. By + @2 Ay Hy | = (3.110)
= - s 1d?¥
M3 (r) = [Dy. Ay +at. Ay B ) =5 (3.111)
= = PP ELZ
N33 (1) = —[Dy. Ay +t. Ay B =22 (3.112)
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— ~ 2
N33(r) = [—az.Dx.Hx + a?. E, ]

dasw(r)
dr5s

+ [Ayy. Dy + a. Ayy. B

ady(r)

(3.113)

E £ sdo obtidos a partir dos deslocamentos fundamentais apresentados nas Equacdes
(3.18), (3.19), (3.20) e (3.21) e suas respectivas derivadas.

P11 (r) =

d%y(r)

Ex- 7 — sz. lP(r)

a3y (r)

ay(r)

321(1'):_595- dr3 +sz- ar

& AP = ad¥(n)
B31(r) = —F.a a3 Ayy. ar
= ddv@r) <+ d¥(@)
B12(r) = Dy. a3 Oxz T g
= d*¥(r) a2y (r)
B22(r) = =Dy drt + sz-?
PN d*y(r) - d?¥(r)
B32(r) = —F. art | xz T g2
- d¥(r) , A& _d3¥w()
Pr3(1) = Axz— =+ Boa— ==
-  d’P(r) & a*w(r)
B3 (1) = —Ay,. arz F. Tart
a*tw(r)y = d*w(r)
B33(r) = _Hx-az drt Xz grz

(3.114)
(3.115)
(3.116)
(3.117)
(3.118)
(3.119)
(3.120)
(3.121)

(3.122)

Sendo a fungdo ¥ e suas derivadas superiores de interesse expressas nas Equacdes
(3.46), (3.48), (3.52), (3.54), (3.55), (3.58) e (3.59) .

O vetor de carga para os carregamentos distribuidos, quando forem constantes em

carga ou momentos ao longo do dominio da barra, as seguintes relacbes podem ser obtidas:

b} =J;

Fw*(x,0 + ¢)

dw*
? (X, 0+ 8)

W™ (x,0+ ¢)
w(x,L —¢€)
dw*

pr (x,L —¢)

L™ (x,L — €)

0" (x,0+ &)
ap*d

e (x,0+¢)
Q"™ (x,0+ ¢€)

Q"4 (x,L — ¢)

dg*d

e (x,L —¢)
Q"™ (x,L —¢)

{3} ax = mc). )

E a matriz de carga, [MC], pode ser escrita como:

(3.123)
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d3¥ (r=x)

(3.124)

= D [fy S22 | - A, [ ¥ (r = x) dx| = D,1%2d(0) — A,,1%0d(0)  (3.125)

dr?

dx| + Ay, [ [y P52 dx| = —D,1w3d(0) + A,,1¥1d(0)  (3.126)

[ J-L d3‘I’(r 0 ] A, [ N d_"’f:") dx] = —a.E,1%3d(0) — A,,1¥1d(0)

[ 011
sd. 0,
sd.@
M =" 31
41
sa.Bsq
[sa. 64,
Em que,
611 0
— [ (L
021 = =Dy [fo
31 =
041 =

5 [J-Ldzlll(r =L— x)d

(3.127)

- | = 4. [y ¥ = L - x) dx| = D1w2a(L) - A,,1%0a(L)

(3.128)

05, = —D, [f”s“"(r 2 dx| + A, | f; 2 dx| = —DyI¥3a(L) + Ay, 1¥1a(L)

912 = sz [fOL

922 = _sz [fOL

O3, = —a®. H, [f

0, = Ay, [fOL —dw(rder_x) dx] +a.E, [

_sz [foL

av¥ (r=x)

(3.129)

BW(yre _ _ 7 N _
fres=s dx| - A, [f Lwdx] = —a.EI¥3a(L) — A,,1%1a(L)

0 dr

(3.130)

dx| + a. B [f; i) dx| = A,,1¥1d(0) + a. F,I¥3d(0)

(3.131)

d2y (r=x)

Ld*¥(r=x)
d‘l"z f

dx] - a.ﬁx[ e dx] = —A,,1¥2d(0) — a. E.I1¥4d(0)

(3.132)

Ld?¥(r=x)

dx ] + A, [ L=k dx] = —a?. H I¥4d(0) + A,,1¥2d(0)

Ld* ’P(r x)

(3.133)

fL d3¥(r=L-x)

S dx]:Ax21w1a(L)+a * 1W3a(L)

(3.134)

i ) _ "
=) ] B [de deerelon) o ] —A,,1¥2a(L) — a. F,1¥4a(L)

dr?

(3.135)
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Bz = —a. Hy [y “oe | + Ay, [ [T 4D x| = —a?, HoW4d (L) + A, 1924 (L)

(3.136)
Onde o resultado das integracdes € dado por:
Sex >x
W0a(®) = [FW(r =% —x)dx = &4 0 G Gt (3.137)
Yo B Sy 2 4 vy '
1W1a(®) = [} D gy = e V.0 + 23,6, + 2.6, — s (3.138)
v o )
192a(2) = [} T gy = 3.22.C, + 3. C; — Gy eV (3.139)
1¥3a(®) = f"%dx = 6.Co. % + Cyy(e~®Y — 1) (3.140)
oy (Rd*P(r=%-x) _ 3( -2y
IY4a(2) = [ — o dx=—Cs.\Jy (e™®V —1) (3.141)
Sex<x
_ _ CLlL=%? | CIL-B)*  Ce &AW
IP0d(R) = f Y(r=-X+x)dx = W+ P 5 (3.142)
W1d(®) = [ 04y = oDV 0+ (L-2)%.C+ (L—2).C,—C; (3.143)
Ld ‘P(r——x+x) aN2 —(L—D’C\)\/—
1%2d(2) = [[— 5 —dx=3.(L—2)%C, + Jy.Cs—Cs. fy.e y (3.144)
1¥3d(%) = fL%;"”)d =6.C,. (L — %) + C3.y(e"& DV — 1) (3.145)
1¥aa(®) = f; LI gy = gy fy3 (e 00 — 1) (3.146)

3.5. Determinacdo dos campos no dominio

Os campos em deslocamentos no dominio da viga podem ser obtidos apds a
determinag@o das variaveis do contorno utilizando a Equagdo (3.90). Sendo “a” a coordenada

em x do ponto de interesse (A), conforme Figura 3.2.
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Figura 3.2 — Campos no contorno e no dominio.

Reescrevendo a equacdo integral (3.90) para os deslocamentos no ponto A no

dominio, a representacdo algébrica fica:

w(a)
B(a)
w(0))
V0,0) @ P0,a) —MI0,a) VilLa) -aPila) MULa)] |ax®
*q prd uia *q prd ma ?(0)
I e 0,0) a.=(0,0) ~2E(0,0) (L) —atE(La) dd;‘(L,a)]J oD [ =
“w"0,a) ahR™0,a -M™0,a) Vmla) -abmla ML)l jde ),
dx
o(L)
dw*q dw*d { Vx(O) \
I[ @(0,a) ——(0,0) -0*(0,a) w"(L,a) ———La 0L, a)]I a. P (0)
wq wq wq wq p*d M, )
- w(ar) @) w0 (e >|! V) L+
| - *m(o,a) W 0,q)  —p™(0,a) *m(L,a) P A M2 0)
dx dx k Vx(L) }
*q(x a) 0"(x,a)
)| ) %q(x.a)] MR (3.147)
w™(x,a) 0"™(x,a)
Ja as matrizes de influéncia podem ser escritas da forma:
[H] = [H11 His) (3.148)

Em que cada termo é uma submatriz de dimensdo 3 x 3 definida no ponto A de
interesse:
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-v;90,a) a.P}90,a) —M,%(0,a)

Hy = |— % ar’ _amy! =
11 75 (0,a) a. <3 (0,a) s (0,a)
-V™(0,a) a.P;™(0,a) —M;"(0,a)
—sd.ny1(b) N12(b) —N13(b)
—121(b) sd.1ny2(b) —sd.ny3(b) (3.149)
—131(b) sd.nsz(b) —sd.ns3(b)

sa.ni1(a) —1N12(a) M3(a)
N21(a) —sa.nyz(a) sa.nyz(a)

*q *q *q

Hip = |22 (1) —a % (,a) Exa)|=
dx dx

n31(a) —sa.nzz(a) sa.nsz(a)

s
Vm™(L,a) —a.BP;™(L,a) My™(L,a)

v, Y(L,a) —a.P/%(La) M(L,a) [

(3.150)
Da mesma forma pode ser escrita a matriz [G]:
[G] = [G11  G12] (3.151)
Em que cada termo é uma submatriz de dimensédo 3 x 3 definida no ponto A:
[ 0900 “ 00 -070a]
(6] = |- Lo00) —(455) 00 -2, @)=
| —0™0a0) “—(0a -¢"0a]
—P11(b)  sd.Biz(b) —sd.Bi13(b)
—sd.B21(b)  B22(b) —PB23(b) (3.152)
—sd.B31(b)  PB32(b) —PB33(b)
[l -““@a)  99La)]
(Gio] = | (Loa) - (%) La) T=(La)|=
omLa) -~ (La)  9™(La)
B11(a) —sa.fiz(a) sa.Byz(a)
sa.Bz1(a) —B22(a) B23(a) (3.153)
sa. B31(a) —B32(a) B3z(a)

Onde, sa e sd sdo expresso nas Equacdes (3.103) e (3.104).

Sendo a fungdo ¥ e suas derivadas superiores de interesse expressas nas Equacdes
(3.46), (3.48), (3.52), (3.54), (3.55), (3.58) e (3.59) .

O vetor de carga para os carregamentos distribuidos, quando forem constantes em

carga ou momentos ao longo do dominio da barra as seguintes relacdes podem ser obtidas:
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w(x,0+¢) 0"(x,0+¢)]
d;’—;(x,0+8) dQ* (x 0+¢)

M(x,0+ (b*m ,0 +
{b}=f0L Z*q((;L_g Wq((j:L_g .{i}.dx= [MC].{f} (3.154)

d;’—;q(x,L—e) d(b*( ,L—¢)
lw™(x,L—¢) @™ (x,L—¢)l

E a matriz de carga, [MC], pode ser reescrita como:

941 + 911 sa. 942 + Sd. 912
[MC] = |Ssa. 651 + Sd. 021 052 + 022 (3155)
Sa. 961 + Sd. 631 662 + 932
Em que,

0,, = Dy [f:%dx] — A, [fOL Y(r=x-—a) dx] =D,.1¥2d(a) — A,,.1¥0d(a)

(3.156)
0,, = —D, [ faLd 09 gy ] +A,, [ i dx] = —D,.1¥3d(a) + A,,. I¥1d(a)

(3.157)
851 = —a By [ [M 2D x| - A, [ [ D x| = —a. By 1W3d(a) — Ay IW1d(a)

(3.158)

04 = [ = LR dx ] A2 W(r = a—x dx] = D, IW2a(a) — A,,. IW0a(a)
(3.159)

051 = —Dy [ [T 22 x| + A, [ 72 x| = —D,. 1w3a(a) + Ay, W1a(a)

(3.160)
01 = —a.E, [foa —dw(;;a_x) dx] — A, [foa—dw(r;a_x) dx] = —a.E,.1¥3a(a) —
Ay, 1¥1a(a) (3.161)
01, = A, [f:@dx] + a.F, [f:%d ] Ay, 1¥1d(a) + a. .. 1¥3d(a)
(3.162)
- Ld? =x— ~ Ld* = — _
0,, = —A,, [fa %dx] —a.F, [fa %dx] =—A,,.1¥2d(a) —
a.E,. Iv4d(a) (3.163)
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6, = —a. Hy [ [y S0 x| + A, [ [P x| = —a? H. 1W4d (a) +

dr4 2
A, 1W2d(a) (3.164)
_ o R 3u (e _ R

04, = Ayy [ff%dx] + a. F, [foa%dx] = A,,I%1a(a) + a.F,I1¥3a(a)
(3.165)

O, = —A,, [foa%dx] —a.E, [fg%dx] = —A,,I1%2a(a) — a.E,I¥4a(a)
(3.166)

AW (e _ 2@ (e
Bsz = —a®. Hy, [ [ 2520 | + A, [ 7 2552 x| = —a2 H1W4d(a) +
A, 1¥2d(a) (3.167)
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4. ANALISE DE VIGA DE BICKFORD-REDDY APOIADA EM BASE
ELASTICA PELO MEC

Este capitulo destina-se ao estabelecimento do Método dos Elementos de Contorno

para o problema de vigas sob flexdo apoiadas em bases elasticas de Winkler ou Pasternak.

4.1. Equacéo governante do problema real

A equacéo governante do problema real da estabilidade de barra de Bickford — Reddy
apoiada em base elastica de Pasternak foi discutida no Capitulo 2. No caso da flexdo com base
elastica deve ser atribuido valor nulo a carga axial P nas EquacBes (2.113), desta forma,

reescrevendo as Equagdes (2.113) e (2.114) na forma matricial fica:

5 d - d 2
. de 3 + sza _Dxd 2 + AxZ {w(x)} _ {m} (4 l)
a4 d2 2 ~ d3 _ d - '
az.Hx pors sz 2 + Kl KZ > . Fx_3 — Axz dx Q)(x) q

4.2. Problema fundamental

Assim como discutido no capitulo 3, o problema fundamental de viga esta associado a
uma viga de dominio infinito, submetida a fontes em forca ou momentos atuando no ponto
fonte, X. Por analogia ao problema real, Equacdo (4.1), quando submetida a aplicacdo da

fonte em forga, o problema fundamental é regido pela relacéo:

-~

Fx + sz ™ -D,— + w*9(x, %)

@ _ 4 @ B [*qx,f]:[ax,f]
asz@—szd2+K1 K~ —and3 xzd (D) (x. %)

(4.2)

Por outro lado, quando a fonte é ativada em momento, as equacdes governantes do

problema fundamental ficam:

& dB - d = d? =
abi gt Ay Drgat e |[0TD)_B@D] g
2 d4 _ d2 ~ d3 _ d Q)*m(x, 2) - '
aHxﬁ—szd2+K1 Kzﬁ _anF_AxZ
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A titulo de simplificacdo, podem-se expressar as Equacdes (4.2) e (4.3) como:

- d = d? =
aF _+szd _Dxﬁ-l'sz w*m(x,a’c‘) a)*q(x,a?)
d4 _ dZ ~ d3 _ d Q)*m x'f @*q x’x\
_aszﬁ—szd 2+K1 KZE —an?—sza ( ) ( )
[6(x, %)
0 8(x, f)] (4.4)

A Equacéo (4.4) pode ser escrita da forma:

[B].[G] = [f] (4.5)

Na qual se define a matriz dos operadores, [B], a matriz dos deslocamentos, [G], e a

matriz das fontes [f], sendo:

d3 - d

aby——+ A —DxE+A
Bl=| . y : (4.6)
_(l Hxa_AxZﬁ-l_Kl_KZE —CZF @_szdx
C[0™(x2) w'(x,%)
(g 0

A equacdo do problema fundamental da viga de Bickford — Reddy com base eléstica,
Equacdo (4.4), constitui-se em um sistema acoplado de variaveis. Serd novamente abordado o
método de HOormander(1963), para fazer seu desacoplamento com auxilio de uma funcéo

escalar ¥, Equacéo (3.12), que quando combinada com (4.4) resulta em:

w*? = D,. d— A, W (4.9)
N N d‘l’3 - day

0™ = —a BT = Ay (4.10)
* - ay ~ dys

91 = sz.a + a. Fx'E (411)
" dw* - dy? dy?

@ m — —CZZ.Hx. ix +sz'E_K1'qJ+K2'E (412)

As solucdes fundamentais em esforcos sdo obtidas similarmente aos esforcos reais,
Equagéo (2.116). Assim como realizado no Capitulo 3, reescrevendo os esforgos, Equagdes

(2.110), (2.55) e (2.67), atribuindo valor nulo a carga axial P, os esfor¢os fundamentais ficam:

~ d2¢*a +q
Vx*q = q. Fx% _ aZ.Hx as (;) 9(x) + sz [ *q(x) + dw* (X)] KZ da)d x) (413)
~ *q 25
a. P = B, g2 det;—xz(x) (4.14)
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% _ * ~ 2 *
i, =D, ® 4 pLre"® (4.15)

dx dx?

A partir das Equac0es (4.9) e (4.11), os esforcos em termos das derivadas de ¥ ficam:

5 _ _ _ 3

V*q_[a F — a?.D, H]dw ZanzF‘l'“ Ay Hx+AxZ'Dx_Dx'K2]ZxL§
[sz- KZ] a (4'16)
aP*qz[azﬁ — a?.D,. H] +[0(A E, +a?. A, H]dzw (4.17)

Ly . xz: Xz 55X g2 )
—~ x(q — — PN d?y
My " = [A(Dy + a.E )| (4.18)

Analogamente, os esfor¢os devido a fonte em momento ficam:

. A a*w = £ azv =

Ve = 2.0 B K| + [2. Ay Ky — @ B Ky | — Ay K W (4.19)
N - ~ - =~ av
P ™ = @ f[A By + @ Ay Hy + oKy S — By 22 (4.20)
. «m — ~ 2] dws - = Y av
M, = |~a?.Dy. Hy + a®. .| 5 + [A,. Dy + . Ay B + Dy 1(2] — Dy Ky o
(4.21)

Sendo A,, expresso na Equacdo (3.32), D, em (3.33), D, E.,A,, enunciados,
respectivamente, nas Equacdes (2.58), (2.59) e (2.60), D,., F, e H, na Equacédo (2.62) e A,, e
E,., em (2.63).

A Equacdo (4.4) pode ser desacoplada utilizando a Equacdo (3.16). Neste caso, a

multiplicacdo do determinante de (4.6) pela funcdo escalar resulta na seguinte equacéo

diferencial:
d—""+b2d4+c2d2+d2w 5(x, %) (4.22)
Sendo:
a=D,H,.a?—FE?a? (4.23)
b, =—A,,.D,— A, H,.a?—2.4,,.F.a—D,.K, (4.24)
c; =D K, +A,,.K, (4.25)
d, = —A,,. K, (4.26)

2
Fazendo ZTZJ =1y, a equacdo diferencial (4.22) € resolvida a partir de sua forma

homogénea:
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a.y®+b,y*+cyt +d,.y°=0

A solucdo proposta dependera das raizes, y;, v, € ys, dada por:

y= -+ VB+ -1 VE- 2

b
_ ()
V2 = 5
b
_—(n#)-vE
V3 = 5
Em que,
_> (2)3 _ b &
p= 3.a 3.a2 a
¢ _ b)?
T a 3.a2

A=)+ ()
a=(§) +6)

Caso a: Uma raiz real e duas complexas conjugadas

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

Se A> 0 ter-se-4 uma raiz real y; e duas complexas conjugadas, y, € y;. Neste caso,

sdo definidas as sequentes relacdes:

P = |Re(\fy2)| = [Re(\/y3)]
q = [Im(/y2)| = [m(/y3)|

2 =2

Ql
Il
]
|
Q

S
Il
N
i~]
Q|

Onde:

Re € a parte real das raizes complexa,

Im é a parte imagindria da raizes complexa.

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)
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A solucdo proposta para este caso associado ao problema da viga de Bickford-Reddy
para a flexdo simples com base eléstica é dada por:

Y= (e VT 4 (7P cos(G.1) + C5.e PT.sen(q.r) (4.39)

As constantes da Equacéo (4.39) sdo obtidas a partir das condic¢Ges de derivacao.

d¥ _ avdr _ av -

ol sgn(x, X) (4.40)
Em que,

Z—lf = {—C[y1.e™V17 + Cy.ePT[—p.cos(g.T) — G.sen(g.7)] + C3.ePT[—p.sen(g.T) +

g.cos(g.m)1} (4.41)

A derivada segunda é dada por:

a?y _ d*yd?r
dx2 ~ dr? dx?

p.q.sen(q.r) — g*.cos(q.r)] + C3.e PT[p%.sen(q.r) — p.q.cos(q.r) — p.q.cos(q.r) —
qz.sen(q.r)]}.sgn(x, X).sgn(x,x) + {Cl. (—\/E) e~ T 4 C, e PT[—p.cos(G.T) —
g.sen(q.r)] + C;.e P"[—p.sen(g.r) + q. cos(q. r)]}. 28(x,%) (4.42)

={C.y,.e™1T + Cy.e7PT[p2. cos(q.7) + p.G.sen(q.7) +

Analisando a segunda derivada, quando x = X, r = 0 e §(x,X) — oo. Para se ter um

valor finito para (4.42), tem-se:
C1.(=/y1).- € V717 + Cp. e PT[—p.cos(q.7) — G.sen(g.7)] + Cs.e PT[—p.sen(q.7) +
g.cos(q.m)] =0 (4.43)

Analisando a Equagéo (4.43) para x = X e x = x, resulta na primeira das relagdes do

sistema para achar as constantes:

Ci(=y1) + C2.(—p) = C5.§ =0 (4.44)

A derivada segunda assume entdo a seguinte forma:

d?y _ ad?y _ . — _ — _ —
= =52 = Ciye VLT 4 C,. e PT[p2. cos(G.1) + P.G.sen(q.r) + p.q.sen(q.r) —
g?.cos(q.r)] + C3.e PT[p%.sen(q.7) — p.q.cos(q.r) — p.q.cos(q.r) — g*.sen(q.r)]

(4.45)

Das relagdes descritas nas Equacdes (4.37) e (4.38), pode-se simplificar a Equacéo

(4.45) adquirindo a seguinte forma:
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a’y _ ad*y
dx2 ~ dr2

= C1.y;.e V17T + Cy e PT[a@.cos(q.7) — b.sen(q.7)] +
Cs.e PT[a.sen(g.T) — b.cos(g.7)]
(4.46)
Fazendo a terceira derivada da funcdo, com as devidas simplificaces de acordo com
as Equacdes (4.35), (4.36), (4.37) e (4.37), fica:

ay _ adyddr _ ddy
dx3  dr3 dx3  dr3

.sgn(x,X) (4.47)

Sendo,

C::Tli = C1.—Y1.\[y1. VT + CooePT[(—p.a+ q.b).cos(G.7) — (§.a+ p.b) sen(q.7)] +

Cs.e PT[(—p.a+ q.b).sen(g.7) + (§.a + p.b).cos(g.7)] (4.48)

Assim como analisado na segunda derivada, a quarta derivada resulta em:

Z%I = Cj%’ = C1.y,%. ™V + G, e P7[(a? — b?) cos(g.7) + 2.a@.b.sen(g.7)]| +
Cs.e PT[(a? — b?).sen(q.r) — 2.a.b.cos(q.7)] (4.49)

E a segunda relacdo do sistema para determinar as constantes é dada por:

Cr.v1 (=) + Co.(—p.a+q.b) + C5(g.a+p.b) =0 (4.50)
Fazendo a quinta derivada:

ay _ d’ydSr _ dSy

e e .sgn(x,X) (4.51)
Onde,

Zsrf = Cy.y,%. —\/z. e~V 4 Cp.e PT[(—p.a? + g.b* — 2.g.a.b).cos(q.7) +

(—g.a®+ q.p.b?> — 2.p.a.b) sen(q.7)| + Cs.e P7[(g.a®> — q.b? + 2.p.a.b).cos(g.7) +

(—ﬁ. a’+p.b* +2.q.a. E)sen(q.r)] (4.52)
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E, por altimo, a sexta derivada:
Z; = % = C.y,%. eV + Cp.e7PT[(a% — 3.a.b?) cos(g.7) + (3.@%. b —
b3).sen(q.r)] + C3.e P7[(b® — 3.a% b)cos(g.7) + (@ — 3.@.b?)sen(q.1)| +
{Cr.y1% = \[y1.e™V1T + Cy.e PT[(—p.a% + q.b* — 2.q.@.b).cos(q.7) + (—g.a% +
q.p.b? —2.p.a.b) sen(q.r)| + Cs.e P7[(g.a®> — q.b? + 2.p.a.b).cos(g.7) +
(—p.a%+p.b? + 2.3.a.b)sen(g.m)]}26(x, %) (4.53)

Assim como realizado no Capitulo 3, como sdo trés as constantes a serem obtidas,
C;,C, e Cq, a terceira equacdo que compora o sistema das constantes é obtida substituindo as
derivadas, Equacdes (4.39), (4.46), (4.49) e (4.53), na equacdo do problema, Equacéo (4.22),
resultando em:
2.a.[Cr.y2 (=) + Co. (—p.@* + p.b* + 2.q.a.b) + C3(g.a* — q.b* + 2.p.a.b)| = 1

(4.54)
A partir de (4.44), (4.50) e (4.54), o sistema das constantes fica:
Ci(=y1) + Co. (=) + C5.§ =0

Cr.y1(=y1) + Co.(—p.a+q.b) + C3(g.a+p.b) =0
2.a.[C.y?(—/y1) + Co.(—P.@% + p.b* + 2.g.a.b) + C3(g.@* — q.b* + 2.p.a.b)| = 1

(4.55)
A solucdo do sistema, Equacdo (4.55), resulta em:
1 1
G = == T @ 2ayibiiyD) (4.56)
__ bp-qgyi+aq . 1
(2 = w.b(p2+q?) 2.(a%2-2.a.y;+b%2+y;2) (4-57)
b.g+p.y1—a.p 1
3=~ wb(P2+q?)  2.(@%-2.a.y1+b%+y,2) (4.58)
Em que
=D, H,a?—E° a? (4.59)
Caso b: Trés raizes reais positivas
Sey; >0,y, > 0,y; > 0, asolucdo assume a seguinte configuracao:
Y =Cp.e VT 4 (e V2T 4 (. e VY37 (4.60)
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Assim como nas Equacdes (4.40), (4.47) e (4.51), as derivadas impares de ¥ em

relacdo a x serdo multiplicadas pela funcéo sinal, sgn(x, X) e as derivadas de ¥ em relacéo a

r sdo dadas por:

av — — —
E = _Cl\/i.e \/y_l'r - CZ\/E e \/y_z.r - C3\/E e \/y—3'r

2
CELAP Cr.y1.e VT 4 Cpyy e V27 4 Cyy;. e VYT

dr?

ady _ - -
= —C1-}’1\/z-e i — Cz-YZ\/E-e V2T — C3-)’3\/£- e Vs

dar3
d*y

ar*

dasw _ _ _
-5 = _C1-3’12\/I- e VT — CZ-YZZ\/E-B Vyar C3-}’32\/£-e Vvsr

dars

- Cl.ylz. e_m'r + Cz.yzz. e_m'r + C3.y32. e Y3.r

6
d_ly - Cl'y13' e_m'r + Cz.y23. e_m'r + C3.y33. e Y3.r + I:_Cl.ylz\/z.e_m'r -

dareé
Coy22 V2. €T = Co.y5?\[y5.e V57| 2.6(x, %)

O sistema completo para determinacgéo das constantes fica:

= e (0
_}’1& _3’2\/% _J’3\/£ {CZ}: 0
N R oo R

Ap0s a solucdo de (4.67) tem-se:

1

2p

1 1
20 VI -y -y3)

C, =

1 1
27 24 V(1 y2) (72 -ys)

1 1
- Z ) \/y_s(J’1—Y3)(YZ—Y3)

C3=

Em que u é definido em (4.59).

4.3. Equacéo integral

(4.61)
(4.62)
(4.63)
(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)
(4.69)

(4.70)

Assim como no Capitulo 3, serd abordado o Teorema da Reciprocidade de Betty para

transformar as equacdes diferenciais de equilibrio do problema em equagbes integrais

equivalentes. Para o caso de aplicacdo da fonte em forga no problema fundamental, o

Teorema da Reciprocidade estabelece sua correlagdo com o problema real através de:
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do*? dw
dx dx

f(rxzyx )dv — f(Kl ®.w q)dx—f (Kz Z: d:;xq) dx (4.71)

J (05 ex)adV + [ (Taa¥xz)adV = [ (K. 0™ w)dx — [, (Kz- )dx = [, (oxexT)aV +

Substituindo-se as deformacdes, Equacdes (2.49) e (2.50), e esforgos, Equacdes (2.54),

(2.55), (2.56) e (2.57) e realizando convenientes integrac@es por partes, resulta:

dw q(x)

[ 000, — [ Py 2] 4 [0 22 w(x)] [0 0 ()] — [Kz 2

(x)]

fL {(—%+ Q;q).(D(x) + (—a.& dQ") w(x) — K. 0*(x). w(x) +

dx?2 d

Kz.dzzz(x).w(x)} dx = [1\7Ix. @*q(x)]z — [a.Px.dw;i(x)]o + [a.%.w*q(x)]o —
[KZ dw(x) *q(x)] w*Q(x)]I;_{_fL {( de+Qx) 0*9(x) +
(~a L8022 ya(x) — Ky w(x). 07100 + Ky 2D %4} dx

(4.72)

Reescrevendo a forca cortante, Equagdo (2.110), e as Equag0es (2.111) e (2.112) pela

atribuicdo de valores nulos para a carga axial P, tem-se:

Ve=aSE 4 Q- K, (4.73)
d?P,  d0Oy d?

—a T2 g () + Ky T2 = g (x) (4.74)

~ 8% 4 0y = m(x) (4.75)

Substituindo (4.73), (4.74) e (4.75) em (4,72), a equacdo integral assume o seguinte

formato:

w (X L
O+ [, fm9.00) + "% w()}dx =

[M; (D(x)]l(; + [V;q.w(x)]z — [a. P,

dw*q(x)

M. 0" (0)] + [V 0" (0)]5 |a.P,. ](L) F M09 +q.0 ()} dx  (4.76)

Pela propriedade do delta de Dirac, Equacdo (3.4), a quarta parcela da Equacdo (4.76)

fica:
Lg% w(0)]dx = [[[8(x,%). 0(x)]dx = w(%) (4.77)

Substituindo-se (4.77) em (4.76), conduz a equacgdo integral em deslocamento.
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0@ + [0l - . *qd“’] +[M;99]; = w*q]é—[a.de:—:](L)+[1Wx.®*q]z+
fOL(q. w*? +m.9*)dx (4.78)

Aplicando agora uma fonte de momento “m” ao problema fundamental, analogo ao

processo realizado quando a fonte era em for¢am “g”, tem-Se a equagdo integral para a

rotacéo, @:
w w*m L N
0%) + [V;mals — [anm 2]+ [0, = (Vo™ — [an o]+ [L0]; +
[H(q. 0™ + m. 0" ™) dx (4.79)

A terceira equacdo integral para tornar possivel a resolucédo do sistema sera a derivada

em relag¢do ao ponto fonte da equagdo em w, que dara a inclinagdo da elastica (dw/dXx).

W0 [ - o] [ ] = 1] - [ap ()] [
f(f(q.d;’;+ ) dx (4.80)

Organizando as EquacGes (4.78), (4.79) e (4.80), similar ao Capitulo 2, a forma
matricial € dada por:

w(®) V9,2 —a.Pl(x2) MIx2D] (o)
o o *q | AR Vi AN dw(x) _
rraColdy L (2 —a=(%) 00X |) T =

?(%) U/x*m(x,x) —a.Py™(x, %) M™(x,%)] \O(x) )

0
L

[w*(x, 2) M(f) @Wwfq

) * V(@)
LEwd) 2@ | -a @ +
kwm(x,x) d—(m) omee ) L
* 0

w*(x, J?) 0" (x, %)

L da)q p*q o q
X ) | {1} ax (4.81)

*m(x, ) 0" (x, %)
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4.4. Equacao algébrica

Fazendo-se a colocacdo da fonte de forca e de momento, uma de cada vez, nas

extremidades da barra, na extremidade esquerda X = lir%(o + ¢£) e na extremidade direita X =
i

lirrg(L — &), obtendo-se a expressdo geral da representacao algébrica:
E—

(w(O +¢) )
2 (0 +¢)
(D(O +¢) 4
w(L —¢)
dw
k) |
w(L—¢)
90,0+ —a.P0,0+e) MIAWO0+e) VYLO+e) —aP(L0+e) MALO0+e)] (©(0))
Wl 00+e) —al00+e) P00+ L (Lote) —al(Lo+e) YL 0+e)| [0
s (00+8) —a=2(00+e) —=(00+e) —=(L0+e) —a—=(L0+e) —2=(L0+e)| |==(0)
V™0,0+¢) —a.P™0,0+¢) M™0,0+¢) Vi (L,0+e) —a.Pin(L,0+¢e) M™(L,0+¢) ?(0) _
V90, L—¢) —-a.PY0,L—¢) MAOL-¢) VL L-—¢) —-aP%LL-—¢) MJIULL-¢] dw(L)
vd,! apr;? am’ av,? apr;? amy? a0
=0 L-8) —aZ=(0L-&) S=O0L-¢&) “=(LL-g -aT=(L-g) Z=(LL-e) l\dx (LL) |
lvrm0,L—e) —a.BmOL—g) MIM0,L—¢) VIULL—g) —aP™LL-—g) MLL—egl * 20
[0900+5) 2200+ 0900+ @(LO0+e)  LI(L0+e)  9U(LO+e)]
dwt d o dw? d o V(0
2= (0,0 +¢) dx( x)(00+£) 200+ E(L0+e) dx( x)(LO+£) £ L0+e) l(_axgzo)\l
w™(0,0+ ¢) 7 (0,0 +¢) @™(0,0+¢) w™(L0+¢) 7 (L, 0+¢) @*™(L,0+ ¢€) Mx(xO)
. +
w™(0,L —¢€) L—¢)  0Y9(0,L—¢) w(LL~—e¢) ,L—¢g)  0"(LL—¢) i V"Efﬁu ?
—Q.
dw*? d (dw dp*a dw™ d (dw*l dg*d x
GrOL-o Z(ER)oL-9 TFoL-9 Grei-o (TR el-o Fel-a| L mae )
wmOL—8)  E=(0L-g) OTOL—¢) w™LL-g) “—(LL-g) 9™(1LL-e)
0w (x,x) (Z)*q(x, X)
R s L) {1). ax (4.82)
0 ™(x, %) O™(x,%)

A forma compacta da Equacdo (4.82) é vista no Capitulo 3, onde n sdo obtidos a partir
dos esforcos fundamentais apresentados nas Equacdes (4.16), (4.17), (4.18), (4.19), (4.20) e
(4.21) e suas respectivas derivadas.

— ds,p()
() = |02 B — a?. D H,| =

—+ [2.0.4,,.F, + a?. Ay, Hy + Ayy. Dy —
Dy K] 2D 4 A, K] 220 (4.83)
N1(r) = — [(xz.ﬁxz —a? Dx.Hx] dzg) —[20. Ay By + @2 Ay Hy + Ayy. Dy —
D, ko) C8D — [4,,. K] S (4.84)
N1 (r) = [2.a. B Ky = d° O 4 [2. A Kz — . B Kl]d 0 A, KL W) (4.85)
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N12(r) = [a. sz — a.ﬁx.Hx] d‘;ll;gr) + [Ay B + a. Ay, Hx] dzw(r) (4.86)
Na2() = = [0 B = €. D | 08 — [Ay By + @ Ay | 228 (4.87)
N3, (r) = [sz +a. A, H, +F Kz] & lpm I:"x.Kl.dlZir) (4.88)
M3(r) = Ay Dy + a. B D (4.89)
Mo3(r) = ~Ay, Dy + a. B,] A0 (4.90)
N3s(r) = [~a?.Dy. Hy + a2 Fy ]“:’;g”+[sz Dy + . Ay, By + Dy Ky = Com

Dy K. 50 (4.92)

E £ sdo obtidos a partir dos deslocamentos fundamentais apresentados nas Equacdes
(4.9), (4.10), (4.11) e (4.12) e suas respectivas derivadas.

d?y(r)

Bu() = D S5 — A, W (1) (4.92)
Bor() = D 2D 4 £, L0 (4.93)
Bsn() = —Fr.a D — f,, &0 (4.94)
Biz(r) = Dy oD 4, 24D (4.95)
Boa(r) = —Dp. oD 4 4, L0 (4.96)
Bro(®) = ~Fra D _ 7, VD (4.97)
Bis() = A 20 4 0 XD (4.98)
Bos(@) = —A XD g EHD (4.99)
Bss() = a2 H S0 4 1, VD g 4 g, SO (4.100)

Sendo a fungdo ¥ e suas derivadas superiores de interesse expressas nas Equacdes
(4.39), (4.41), (4.46), (4.48), (4.49), (4.52) e (4.53) para 0 caso a, em que tem-se uma raiz
real e duas complexas conjugadas, e nas Equacoes (4.60), (4.61), (4.62), (4.63), (4.64), (4.65),
(4.66) para o caso b, trés raizes reais positivas.

E, as componentes da matriz de carga, [MC], Equagdo (3.124), sdo dadas por:
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0,, = D, [ [ ] i, [ [w(r=x) dx] = D, 1¥2d(0) — A,,I%0d(0)  (4.101)

0 dr?

0,, = —D, [f”3"’“ D dx| + Ay, |, T2 dx| = ~D,1w3d(0) + Ay, 1¥1d(0)

(4.102)
631 = —a. B [ [} 20 x| - A, [y P02 dx| = —a. B 1W3d(0) — Ay, 191d(0)

(4.103)
0,, = D, [ILWd ] i, [fOL Y(r=L-x) dx] = D, 1¥2a(L) — A,,I¥0a(L)

(4.104)

05, = —D, [f”s“"(r 2 dx| + A, | [ 2 dx| = —Dyd¥3a(L) + Ay, 1¥1a(L)

(4.105)
Os1 = —a. By [ [y XD x| - A, [y 0 x| = —a. B1w3a(L) — Ay l¥la(l)

(4.106)
61y = A, [} X2 x| + a. B [ [ 402 x| = A,,191d(0) + . BI¥3d(0)

(4.107)

fL d*y(r=x)

02 = —Ay, [fL L= dx] —-a.F [ 0 art

e dx] = —A,,1¥2d(0) — a. E.I1¥4d(0)

(4.108)

03, = —a®. H, [de q;(:‘} ) dx ]+sz[foLd2[y(r x)d] Kl[f ‘I’(r—x)dx]

K, [de ¥(r= x)d ] —a? H, I¥Y4d(0) + A,,1¥2d(0) — K, 1¥0d(0) + K,1¥2d(0)
(4.109)

Bz = Ay [y LD ] + 0 B [ [} S x| = A 191a(L) + a. FlW3a(L)

(4.110)

T L d*¥(r=L-x) ~ [ (L d*¥(r=L—x) - .
b5z = —Ay, | [y o dx| - a By | [} o dx| = = A, 192a(L) - a. E1W4a(L)
(4.111)

O, = —a®. H, [fOLdW(L ) dx ]+sz [deZW(L 2 ] K, [f Y(L—x) dx]

K2 |, Ldz‘”“ = dx| = —a? H,IWAd(L) + A, 1%2d(L) — K IW0d(L) + Kp192d (L)
(4.112)
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Onde o resultado das integrac@es é obtido por:
Caso a: Uma raiz real e duas complexas conjugadas
Se ¥ > x,

. 2 . Cci(eVr1i_g e T e o
1¥Y0a(x) = f(f‘[’(r =X—x)dx = i( 5 )+ qz+2,52 [q. e P* (sen(q.x) -

2005(3.8)) + | - 7557 (7077 (Bsen(@ D) + cos(@. %)) - q]

q2+p2
(4.113)
P1a(®) = fodx = C1(e ™% — 1) + Cy[e P*.cos(g. &) — 1] +
Cs[e P*.sen(g.%)] (4.114)
d s o -
Y2a(®) = fxy = —Cp\/y1(e V1% = 1) + C;[—p.e P*.cos(q.2) + P +
g.e P*.sen(q.2)| + C3|-p.e P*.sen(q.2) — g + q.e"P*. cos(q. 2] (4.115)

2d3W(r=x- x)dx

1¥3a(2) = [ ——

C.y1(eV"1% — 1) + C,.e7P*[a.cos(g. %) + b.sen(q. %) —
al + C;.e P*[a.sen(g. %) — b.cos(g.%) + b| (4.116)

IW4a(R) = ff%dx = —Cryi i (e — 1) + G{e P*[(-p.a +

g.b)cos(q.2) — (g.a+p.b)sen(q.2)| — (-p.a + q.b)} + Cs.{e P*[(-p.a +
g.b).sen(q.2) + (g.a+p.b).cos(g.®)| — (g.a+ p.b)} (4.117)

Se ¥ < x,

Cl(e_‘/y_l'(l‘_y)—l) C

2_1g. e P-(L=%) a(L — %)) —
) +o _z{q.e [sen(q(L X))

Leos(@. (L = 2)| + ) — {3 e 0 [Esen(@(L - £)) + cos(@(L - 2)| - 7}

(4.118)

IY0d(R) = [, ¥(r = —% +x) dx =

Ld¥(r=— x+x)d

IY1a(x) = [, —

= C1(e D — 1) + C,[e™PED . cos(q(L — %)) — 1] +

Cs[e P sen(g(L — %)) (4.119)
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I¥2a(2) = fLwd = —C1\[y1 (e LD — 1) + ¢, [-p.e P, cos(qL —

dr?
q2) +p+q.e PE sen(ql — q2))| + C3[-p.e P . sen(gl — q®) — g +
g.e L9 cos(gL — qx))] (4.120)

Ld3W(r=—%+x)
——dx
dr3

IY3a(2) = [, = C.y,(e™1 =D — 1) + C,. e PLDa. cos(gL — gr) +

b.sen(gL — g&) — a| + C;.e P t"D[a.sen(qL — q=) — b.cos(qL — q&) + b| (4.121)
14a®) = [T 20 gy = €1y Jya(e D — 1) + Ce PO (—pa +
g.b)cos(gL — q%) — (g.a + p.b)sen(qgL — q2)| — (-p.a + q.b)} +

Cs.{e PCO[(—p.a+q.b).sen(qgL — q2) + (g.a+p.b).cos(gL — qz)| — (g.a + p.b)}

(4.122)
Caso b: Trés raizes reais positivas
Se x > x,
o~ F R o ae™im1) e zo1)  gy(eFYE-1)
IP0a(®) = [[P(r=%—-x)dx = 7 T 7 (4.123)

#1a(®) = f3 L0 gy = € (e — 1) + G (e — 1) + 3 (e — 1)

(4.124)
W2a(®) = [T = ~Cofa(e T~ 1)~ (e 1) -
Cofys (6757 — 1) (4.125)
1W3a(®) = fxd ‘1’(7‘ - x)dx — Cl\/—(e_x‘/_—l)+C2\/—(e_x\/_—1)+
Cafys (6757 — 1) (4.126)
waa(e) = [ e == =G = 1) = Gy (e - 1) -
Caysfys (e3P - 1) (4.127)
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Sex < x,

« L R cle=TDV1_1) ¢ (e=T-DVvz_1) c.fe~@-DVr3_1
190(2) = [L0(r = 2+ x)dx = - L) Gl o)

IY1d(%) = f;@dx = €y (" @D — 1) + Gy (e" @DV — 1) +

Cy (=975 — 1) (4.129)

IW2d(R) = I;de = (e E DT — 1) — ¢, [ (e — 1) —

Cofys (e~ C=DVs — 1) (4.130)

1¥3d(2) = [FEYC=E0 gy - ¢ [Gr(e= DN — 1) 4 Gy fya(e- DV — 1) 4

X dar3

Cofys (e~ 0DV — 1) (4.131)

1waa(R) = [FEYCEED gy (emE IV - 1) = Cyyafya (e ENTE — 1) —

X dr#

C3y3/v3 (e‘“"?W_S — 1) (4.132)
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5. ESTABILIDADE DA BARRA DE BICKFORD-REDDY E O MEC

Neste capitulo serd4 abordada a andlise linear da estabilidade estatica do modelo

Bickford-Reddy pelo Método dos elementos de contorno.

5.1. Equagéo governante do problema real

Se valores nulos forem atribuidos aos coeficientes K; e K, em (2.113) e (2.114), as
equacOes governantes para o estudo da estabilidade de barras de Bickford-Reddy livres de

fundac&o elasticas podem ser escritas como:

af, L+ A, L D% 47
X dx XZ gy X qx2 Xz {a)} _ {m} (5 l)
d* - ~ ds - alle) ™ '
@ Hy g~ Az + Py —aBa g Ay !

5.2.  Problema fundamental

Processo similar ao que foi desenvolvido nos Capitulos 3 e 4, a descri¢do do problema
fundamental e suas solucGes sdo realizadas para o caso da estabilidade. Assim, quando uma
fonte em carga € aplicada no dominio do problema fundamental, equacbes governantes

analogas a (5.1) recaem em um sistema de equacdes acopladas dado por:

2

R ~Dyos + Ay, [w*q x, 2)] ~ [ 0 ] 62
asz;—;—szd 2+P —aﬁx:_,:s—/ixz;x 9*1(x, 2)]  16(x, %) '
E, no caso da aplicacdo de fonte em momento, as equagdes governantes ficam:
Sy D, + A, [a)*m(x, ae)] _[pe) 63
asz;—;—AxZ;—;+Pdd—; —aﬁx:—;—ﬁxz ;x o, D] .
A titulo de simplificacdo, podem-se expressar as Equaces (5.2) e (5.3) como:
aF, f—; + Ay, —D, ;—; + 4, [w*m(x, ?) 0 (x2)]_
_asz;—Z—szﬁ+ P— —aﬁx;—;—z‘ixz :x " (x,x)  07(x, %)
6(38 o 5(x, 92)] (5.4)

A Equacéo (5.4) pode ser escrita da forma:
[B].[¢] = [f] (5.5)
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Na qual se define a matriz dos operadores, [B], a matriz dos deslocamentos, [G], e a

matriz das fontes [f], sendo:

Ry D, L +4
[B] _ by dx3 XZ qx X dx? xz (5 6)
| 2y at  x ad? d? s d® = d '
_0( Hxﬁ_szﬁ-{_Pﬁ —an@—AxZa
o ™(x, %) w"(x,X)
[G] - _@*m(x, 5‘.\) (D*q(x’ 5(\) (57)
[B®) 0

Conforme discutido nos capitulos anteriores, o desacoplamento das equagfes
governantes do problema fundamental € feito mediante o método de Hormander, relacdo
(3.12), gerando uma equacdo diferencial desacoplada e escrita em funcdo de ¥. Dito isso,

Combinando-se (5.6) e (3.12), a equacédo desacoplada equivalente fica:

a2 b L 4 e T = 5k, 0) (5.9)
Sendo:

a =D, . H,.a?— E?.a? (5.10)

by = —A,,.D, — Ay,.Hy.a? — D,..P (5.11)

3= —A,,. P (5.12)

A Equacéo (5.9) é resolvida a partir da sua forma homogénea:

g[a%+b3%+c3] =0 (5.13)
Fazendo ‘;:f = vy, a solucdo proposta dependeréa das raizes, y, € y,, dadas por:

Y1 = @ (5.14)

y, = 2P hac (5.15)

Sendo y; > 0 e y, < 0, entdo a solugdo proposta nessa pesquisa para o problema da

viga de Bickford-Reddy associada a estabilidade, é dada por:
Y =C,+ Cpr + C3.e V17 + Cy.sin({/—y,.7) (5.16)
No capitulo 3 foi apresentado o processo de derivacdo e obtencdo das constantes. Dito

isto, para o caso da estabilidade, as derivadas da funcdo ¥ em relacéo a r séo dadas por:
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Z—li = [Cz + Cs. (—\/E)e_m'r + C4.\/—y2cos(\/—y2.r)] (5.17)

d?y

— = G.y1. e V1T 4 Cy.y,sin(\/=yy.1) (5.18)
2 [y (T 4 Gy Frcos(y T ) 519
‘Z%] = C3.y2e V1T + C,.y3.sin(/—y,.7) (5.20)
ZST? = [Cg.yf(—\/z)e_m'r + Co. Y5 =y2. cos(\/—yz.r)] (5.21)
L2 = Cp.yfe™7 + Cp.ydsin(=y5.7) (5.22)

E o sistema para determinar as constantes, fica:

Cz + C3(_\/E) + C4,.w/_y2 = 0
C3-3’1(_\/E) + Ch Y2/ —Y2 =0 (5.23)
2.a.[C3.y2(—/y1) + Co.¥2\[—y2] =1

A solucdo do sistema, Equacdo (5.23), resulta nas seguintes constantes:

€, =0 (5.24)
2

€= 5 (5.25)

Cy=— ! (5.26)

2-‘1-(3/1—3/2)(3’1)3/2

1

C

= 5.27
* 2-‘1-(3’1—3/2)(—3’2)3/2 ( )

Apbs a determinacdo das constantes da funcdo ¥ (5.16), as solucbGes fundamentais

podem ser obtidas utilizando-se (3.16), resultando em:

— 2 —
w1 =Dy T — Ay (5.28)
N ~  dys - dy
w m — —Fx.aE — sz.a (529)

(5.30)

dy* —  dyp? dwy?
XZ* g2y T d2x

(5.31)
Os esforcos reais para o problema da estabilidade podem ser obtidos pela atribuicdo de
valores nulos aos coeficientes K; e K, nas Equacdes (2.110), (2.55) e (2.67), resultando em:

dapPy
dx

dw(x)

Vx=a +Qx+P7 (532)
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do(x) 2
a.P, = o E, dx" 2 He— (5.33)
~ _ ~ 2
M, =D, “% — ¢ 228 (5.34)

J& as solucbes fundamentais em esforgos sdo obtidas similarmente aos esfor¢os reais,
Equacdes (5.32) a (5.34). Quando a fonte em carga é ativada, eles ficam:
w*

5 d20°9) d3e* (x)

1= B2 o, + A [ 0790 + do” (")] P (5.35)
a.P, " = o E, %Z(x) —a?. Hx% (5.36)
7, =D, 0 _ g p 00 (5.37)
Ou ainda em relacdo a funcdo escalar ¥:

Vol = [0 B — a2 D Hy| S + [2.00 Ay B + @2 Ay Hy + Ay D+ PO 20 —

Ay P2 (5.38)
.0 = o2 " — a2 Dy Hy| S+ [ Ay B+ 02 Ay Hy | 5 (5.39)
M, = [Dy. Ayy. 4. Ay ]d—"’ (5.40)

Semelhantemente, os esforcos fundamentais associados a aplicacdo da fonte em

momento em relacdo a funcdo ¥ sao:

pm = —2.4,,. p (5.41)
L _ . 3

Of.Px*m = [sz-Fx + az-sz-Hx - Fxp] % (542)

_ am _ 52]d¥° | 1z & 1 F _D a’y

M, = [—052 Dx-Hx+a2 Fy ]E‘l' [sz-Dx"i'a-sz-Fx_Dx'P]ﬁ (5:43)

Sendo A,, expresso na Equacdo (3.32), D, em (3.33), D,,E.,A,, enunciados,
respectivamente, nas Equacdes (2.58), (2.59) e (2.60), D,., F, e H, na Equacédo (2.62) e A,, e
E,, em (2.63).

5.3. Equacao integral

Assim como nos Capitulos 3 e 4, serd abordado o Teorema da Reciprocidade de Betty

para transformar as equacdes de equilibrio do problema em equacdes integrais equivalentes.
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(13 *99

Se, em um primeiro caso, for admitida a fonte aplicada em for¢a “gq*” no problema
fundamental, esse mobiliza tensdes e deformacdes (0,*9, T,,"?, &7, ¥.7). O teorema
reciprocidade correlaciona os campos de deformacdes e tensdes dos problemas reais e

fundamentais pela seguinte relacao:

f(rxzqu)dV+f (opex)av — f ( d‘:.dw q) dx = f (a*qex)dV+f (Txt¥nz)dAV —

dw*? dw
J, (P2 52) dx (5.44)

Substituindo-se os esforcos, utilizando-se convenientes integracbes por partes e
aplicando as propriedades do delta de Dirac dadas em (3.4), a equagdo integral para 0s

deslocamentos transversais ficam:
* xq dw L o~ L % dw*d L . w1l
0@ + [V T0ls — |aB 2]+ [M70]; = w5 — |aB | + [0 +
fOL(q. w*? +m.@*)dx (5.45)

Por outro lado quando o problema fundamental esta sob fonte em momento, apds
aplicacdo do teorema da reciprocidade, seguida de integracdes por partes pertinentes e ainda

com o auxilio das propriedades do delta Dirac, a equacdo integral da rotacédo @ fica:
o * *m 4 L VS L * dw™™ L Vi * L
0(R) + [l - [apm %]+ [0, = Vew ™1 - [ah, 5] + [M0™]; +
fOL(q. W™+ m. ™) dx (5.46)

Para tornar o sistema de possivel resolucdo, a terceira equac¢do integral sera a derivada

em relagdo ao ponto fonte da equacdo em w, que dara a inclinagdo da elastica (dw/dx).

W0 4 [0 o]~ [t e] 4 [ g = [ %]~ [ap (S]] + [+
f:(q.d:;+ ‘Wq) dx (5.47)

Se descritas na forma matricial as EquagOes (5.45), (5.46) e (5.47), um sistema de

equac0es integrais pode ser expresso como:
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0@y (W@ —aB'wH MIEH]
dw , A 4 v prd Mma ¥
— @t = (08) e (kR 2 (0R) | @ =
B(2) va*m(x,a?) _a.PM(x2) MIM(x2)) ‘D(X)J
0

* L
([w*q(x,a?) L7 (x,2) (D*q(x,f)l v \
ild;o;q(x’)’c\) 222 )] dj;q(x,f)l.{—oi.Px}> +
lon@d  S-d  emwn] T )

W (%) 0"(x %)

Lldw* R 04 R q
Ll @ @ [ {1 ax (5.48)

0w ™M(x,X) 0™(x,X)

5.4. Equacao algébrica

O sistema algébrico do MEC requer apenas variaveis a serem determinadas no
contorno. Desta forma, faz-se a colocacéo do ponto-fonte de forgca na extremidade inicial X =

lirrg(O + ¢) e na extremidade final, X = lin(l)(L — €), obtendo-se a representacdo algébrica do
£ £

problema:

{u} + [H{u} = [G]{p} + {f} (5.49)

A matriz de influéncia [H] pode ser analogamente escrita a Equacao (3.93) e a matriz
[G] analogamente as (3.98) a (3.98), isto é:

Hi1 Hy _[Gi1 Gy

=g el e=gn Gl
Em que:
-—Sa-7711(0) N12(0) —113(0)

Hiyp = —121(0) sa.1M52(0)  —sa.n,3(0) (5.50)
| —131(0) sa.n3z(0) —sa.ns3(0)
'Sd-ml(L) —1N12(L) N3 (L)

Hi; = n21(L) —sd. My, (L)  sd.ny3(L) (5.51)
| n31(L) —sd.n3z(L) sd.ns3(L)
-_Sa-7711(L) N12(L) —113(L)

Hyy = | —m21(L)  sa.nmy(L) —sa.nys(Ll) (5.52)
| —N31(L) sa.nsz(L) —sa.ns3(L)
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sd.111(0) —112(0) 113(0)

Hy, = 121(0) —sd.122(0) sd.n,3(0) (5.53)
1n31(0) —sd.N32(0) sd.n33(0)
[ —B11(0) sa.B12(0)  —sa.By3(0)

[G11] = |—sa. B21(0) B22(0) —B23(0) (5.54)
_—sa.ﬁ31(0) B32(0) —P33(0)
[ B (L) —sd.B12(L) sd.Bi3(L)

[G12] = [sd. B21(L) —B22(L) B23(L) (5.55)
_Sd-.331(L) —B32(L) B33 (L)
[ —B11(L) sa.Bip(L)  —sa.By3(L)

[G21] = |—sa. B21(L) B22(L) —B23(L) (5.56)
_—sa.,6’31(L) B32(L) —B33(L)
- B11(0) —sd.$12(0) sd.B43(0)

[G22] = |sd.B21(0) —B22(0) B23(0) (5.57)
_Sd- B31(0) —B32(0) B33(0)

Onde, sa e sd séo dados em (3.103) e (3.104).

Ja as fungBes n;;(r) e f;;(r) para o problema da estabilidade de barras apoiadas no

meio continuo ficam:

N (r) = [az.ﬁxz — az.ﬁx.Hx] dzq;gr) +[2. Ay, B+ a? Ay, Hy + Ay, Dy +

D,.P] d;ﬁgﬂ — A, P20 (5.58)
N21(1) = — [az.ﬁxz - az.ﬁx.Hx] d:ig) — 2. Ay, B+ a? Ay, Hy + Ay, Dy +
D,.P|XD 4 4, pLYD (5.59)
Nsn(r) = —[2.0. B P52 — 2. A, P 2D (5.60)
N12(r) = [az.ﬁxz — az.ﬁx.Hx] d‘;wrgr) [a. Ay B + a?. Ay, Hy dzdg;gr) (5.61)
Ny (r) = — [(xz. sz — a?.D,. Hx] dsdtgr) — o Ayy By + @2 Ay, Hy| dzgr) (5.62)
N32(r) = [Ayz. B + a?. Ay Hy — E, P ds;;gr) (5.63)
Ms(r) = D Ay 1. Ay B ] (5.64)
N3 (1) = =D Ay 1. Ay B ] S (5.65)
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N33(r) = [—az.ﬁx.Hx + az.ﬁxz] ()

drs
B11(r) =D VD _ A
) X g2 _sz
,321(7”):_E D 4 Ao
o o Ay B0
dr
B31(r) = —ﬁx-adwm —A )
dr3 xz:
dr
B12(r) = Ex-dsq](r) —A £
dr3 xz:
dr
,322(7”):_5 LD 4 £,y
o oD A, D
dr?
Bra(r) = —F.a XD — £, 2D
dr4 xz:
dr?
B3 (r =A YO 4 fa
) xz' g, +Fx.adL§r)
r
Bos(r) = —Apy. L0 _
3() sz- dr? _Fx-am
dr#
ﬁ3 (T = — 2(14'1”(7‘) A
3 ) Hx.O( art xz dZ‘P(T)_ @)
dr? T od2?x

+ [Ay;. Dy + a. Ay, . — Dy P]

ady(r)
dr3

(5.66)
(5.67)
(5.68)
(5.69)
(5.70)
(5.71)
(5.72)
(5.73)
(5.74)

(5.75)
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6. ESTABILIDADE DE BARRAS DE BICKFORD-REDDY
APOIADAS EM BASE ELASTICA E O MEC

Neste capitulo serd abordada a anélise linear do modelo de barras de Bickford-Reddy a
partir da implementacdo dos modelos de base elastica de Winkler e Pasternak para representar
matematicamente barras submetidas a forca axial de compressao, que provoquem flambagem

na mesma. Desta forma, um dos objetivos é determinar a carga critica de flambagem.

6.1. Equacéo governante do problema real

A equacdo governante do problema real da estabilidade de barra de Bickford — Reddy
apoiada em base elastica de Pasternak foi discutida no capitulo 2. Reescrevendo as Equacdes
(2.113) e (2.114) na forma matricial:

— d? —
2y d* oz a2 A& - d {@(x)}={q} (6.1)
(04 Hx@ szd 2+P—+K1 KZ@ —an?—AxZa

6.2. Problema fundamental

Assim como discutido nos capitulos anteriores, 3, 4 e 5, o problema fundamental esta
associado a uma barra de dominio infinito, regida pelos mesmos principios do problema real,
Equacdo (6.1), e submetida a uma fonte em forca, g, e a outra em momento, m, atuando no
ponto fonte, X. Quando a fonte em forca é ativada implica em q*1(x,x) = §(x,X) e
m*4(x,x) = 0, o sistema de equacdes governantes do problema fundamental da estabilidade

de barras apoiadas base elastica fica:

aF, —+szd —Dy——+ 4y, [w*q(x,y?)] ~ [ 0 ]
aZHx;—;—szd 2+P—+K1 sz—; —aﬁx%—z‘ixz% 0" (x,2)]  18(x, %)
(6.2)
Reescrevendo a Equacéo (6.2) em termos dos esforcos, fica:
L’ 1 g — Ky 0™ = 0 (6.3)
m*d + a? Ve + (P — Kz)— +a dp" =0 (6.4)
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Da mesma forma, para a andlise associada a fonte aplicada em momento tem-se:

m™(x,x) = 8(x,X) e g™ (x,X) = 0, a equacdo governante fica:

& dd - d = d? =
aby—+ Ay — Dyt Ay [a)*m(x, a?)] _ [5(x, 55)]
d* _ d2 d2 d2 ~ d3 _ d *m x,f -
asz@—AxZ@+Pﬁ+K1—K2@ —an@—AxZa @ ( ) 0
(6.5)
Ou escrevendo-se o equilibrio, Equacao (6.5), em termos dos esforcos, fica:
de*m *m __ *m
T b g K0 =0 (6.6)
mm Sy (p oK) g =0 (6.7)
A titulo de simplificacdo, podem-se expressar as Equaces (6.2) e (6.5) como:
~ ds - d = d? =
aby——=+ A - “Drim A ([0 (x,2) 0™, 2)]
at - a2 az az & dd = dlle™(x,® x, )|
P Hy o~ A T Pyt~ Koy —aFegg = A ] 0 (00 07D
[6(x, X) 0
0 &(x, :?)] (6.8)

A Equacéo (6.8) pode ser escrita da forma:

[B].[G] = [f] (6.9)
Na qual se define a matriz dos operadores, [B], a matriz dos deslocamentos, [G], e a

matriz das fontes [f], sendo:

EL 4,2 o, Sy
_ @ xdx3 xzdx xdxz Xz 610
[B]_ 2 d4- _ d2 d2 dZ ~ d3 _ d (' )
CHy G At P pt K~ K ek - A

[ ™(x,X) w"(x,X)

[G] = 6 %) 6°9(x %) (6.11)
_[8(x,®) 0

A equacdo do problema fundamental da barra de Bickford — Reddy com base eléstica,
Equacdo (6.8), constitui-se em um sistema acoplado de variaveis, assim como nos capitulos 3,

4 e 5, utilizar-se-4 0 método de Hérmander, para fazer seu desacoplamento.

As solugbes fundamentais podem ser escritas em funcdo de uma funcgdo escalar

conforme indicado na Equacéo (3.12), resultando em:
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w =Dy — Ay, W

W™= —Fx.a% _xz.j:

@1 = Fx-zl;uj + sz ZIP

O™ = —a?. Hy G+ Ay G — PG — KW 4 K G

(6.13)
(6.14)
(6.15)

(6.16)

A solucdo fundamental em esforcos é obtida similar aos esforgcos reais, Equacao

(2.116). Reescrevendo os esforcos, Equacdes (2.110), (2.55) e (2.67):

dPx

V, = +Q,+(P— KZ) — (6.17)
~ 2
a.P, = B,LY g2 g dd“;(zx) (6.18)
= = do(x) s d?
M, =D, =2 - a. 2% (6.19)
Substituindo @, (Equacéo 2.71) e P, (Equacdo 2.55) em (6.17):
~ 42
V=0 B,22 - o2 H, @ 2O 4 Ay, [0(0) + 22 + (P — ;). 222 (6.20)
nalisando as Equacdes (6.17), (6.18) e (6.19) em relagdo ao efeito da for¢a cortante:
Analisando as E Oes (6.17), (6.18) e (6.19) laca feitoda f
« 5 d2pd .
B =aftE s [071(0) + 25| + (P — k). 22 (6.21)
* dp*d d?w*4
Pl = aB———a’ Hy d‘;’z (6.22)
~ % — do*1 ~ d?2m*q
M, =D, "——a.B=2 (6.23)
Substituindo os esforcos obtidos nas Equacdes (6.13) e (6.15):
~ 5 - ~ — — — —
= |02 B = a2 Dy Hy| S + (2.0 Ay, By + 0. Ay Hy + Ay Dy + D (P —
dady = av
K| =7 = [Axz- (P = K] — (6.24)
~ 2
.1 = [o? " — a2 Dy H| S+ [ Ay B+ 02 Ay Hy | (6.25)
—~ X . — — ~ dZ
M, = [Dy. Ayy+a. Ayy B S (6.26)

Semelhantemente ao caso da fonte em forga no problema fundamental, os esforgos

relacionados com as Equacdes (6.21), (6.22) e (6.23) e decorrentes da aplicacdo da fonte em

momento ficam:
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— ~ dZQ*m 2 d3 *Mm m
M= B - 1 A, [0+ ] 4 (P - ). (6.27)
" ~ d@*m dZ *m
a.P,'"™ = a. E, — = az.Hx% (6.28)
—~ *m d@*m ~ d2 *m
M, =Dy — —a.Fx% (6.29)

Ou ainda quando esses esforgos podem ser escritos em fungdo das derivadas
superiores da funcdo ¥ pela substituicdo conveniente das Equacges (6.14) e (6.15) em (6.27),
(6.28), (6.29):

V™= [2.a. . (K; — e+ [2. 44y (K, — P) — a. E,. Kl] — A, K. ¥ (6.30)

a. P ™ = A B+ a? Ay Hy — B (P — KZ)] —B.K.Z (6.31)

dx

—~ *m — ~ 271 dy> — _ _ ~ _ d3y
M, = |~a?.Dy. Hy + €2 B | S + [A4s. Dy + . Ay By = Dy (P — Kp)| o —
= dy¥y

DX'Kl'E (632)

Como também apresentado no Capitulo 3, a funcéo escalar ¥ (x, X), obtida a partir da
relacdo da Equacgéo (3.16), desacopla o sistema governante (6.8) propiciando uma equacéo

diferencial escrita como:

a4 b b e S 4, Y = 5(x,2) (6.33)
Sendo:
a=D,H,.a?—FE?a? (6.34)
b,=-A4,,D,— A, H.a?—-2.4,, F,.a+D,P—D,K, (6.35)
=—-A,.P+D,.K +A,,K, (6.36)
dy = —4,,.K, (6.37)

2
Fazendo ZTZJ =1y, a equacdo diferencial (6.33) € resolvida a partir de sua forma
homogénea:
a.y® +by.y? +c3.yt +d;.9° = (6.38)

A solucdo proposta dependera das raizes, y;, y, € y5, dada por:

ylzi/—%+\/Z+3—%—\/_—:—2 (6.39)
(P8 R
by = (72+2)+/30 (6.40)
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A (6.41)
Em que,

pma(l) -t =

g=%- 5 (6.43)

a=(3) + (&) 644

e ) 049

Caso a: Raiz real positiva e demais raizes complexas conjugadas

Se A> 0 e y; > 0 entdo a funcdo escalar toma uma forma analoga ao caso da flexdo

da barra apoiada em base elastica dado em (4.39), isto é:
Y = C.e V1" + Cy.e P cos(G.r) + C3.e P sen(q.r) (6.46)

Analogamente, as derivadas superiores de (6.46) podem ser escritas:

av _ awd _ BT = _ _ _
== ;é = {c,. —\/E,e VLT 4 C,.e"PT[—p.cos(G.7) — .sen(§.7T)] +

Cs.e PT[—p.sen(q.T) + q.cos(q.1)]}. sgn(x, %)

(6.47)
Z:j = Cp.y,.e V1T + (. e P|a.cos(g.r) — b.sen(q.r)| + Cs.e P7[a.sen(q.r) —
b.cos(g.m)] (6.48)
3 H - —
ZTZ] = {—Cl.yl\/z. e~ 4 ¢, e‘p'r[(—ﬁ. a+q. b) cos(q.r) — (q. a+p. b) sen(q. r)] +
Cs.e PT[(—p.a+ g.b)sen(g.7) + (g.a+ p.b)cos(q.r)]}. sgn(x, %) (6.49)
Z:f = C1.y, 2. eV + Cp e PT[(a% — b?) cos(g.r) + 2.@. b.sen(g.7)] + C5.e7P7[(a% -
b?).sen(g.r) — 2.a.b.cos(q.r)] (6.50)
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i—{Clyl — V1.7 T 4+ G, e7PT[(—p. a?
q.p.b*—2.p.a.b) sen(g.m)] + Cs.e
b? + 2.g.a.b)sen(q.1)]}. sgn(x, %) (6.51)

q.a.b).cos(g.r) +

QI
vQI
@‘I

l—
N\
-QI
vQI

.b%+2.p.a.b).cos(g.7) +

Z:i = C.y,3. eV + Cyoe7PT[(a® — 3.a.b%) cos(g.7) + (3.@% b — b®).sen(g.7)] +
Cs.e PT[(b® — 3.a% b)cos(q.7) + (@ — 3.a.b*)sen(q.7)| (6.52)

J& o sistema para determinar as constantes fica analogo a Equag&o (4.55):

C1(—\/z) +C.(-p)+C3.q =0
Cr.y1(=y1) + Co.(—p.a+q.b) + C3(g.a+p.b) =0
2.a.[C.y?(—/y1) + Co.(—P.@% + p.b* + 2.g.a.b) + C3(g.@* — q.b* + 2.p.a.b)| = 1

(6.53)
A solucdo do sistema, Equagéo (6.53), resulta nas seguintes constantes:
1 1
G =- JIRVEZE ' 2.(@?-2.a.y1+b%+y,2) (6-54)
__ bp-gyi+aq . 1

Cz = u.b(P%2+q2) 2.(a2-2.a.y,+b%+y,2) (6-55)
b.g+p.y,—a.p 1

G =- wb(p2432)  2.(a%-2.a.y,1+b%+y,2) (6.56)
Em que

=D, H,a?—E° a? (6.57)

Caso b: Raizes reais (uma positiva e duas negativas)

SeA<0,y; >0,y, <0 ey; <0 entdo a funcdo escalar toma uma forma de:

Y = C,.e V17T + C,.sen(y/—y,1r) + Cs.sen(y/—ysr) (6.58)
J& as derivadas superiores de (6.58) e as condicdes para determinagdo das constantes

C;, C,, C5 ficam:

a¥ _ avdr _ ay -
ol ;.sgn(x, x) (6.59)
Onde,

Z—f = {—Cl.\/i.e‘m'r + Cz.,/—yz.cos(,/—yzr) + C3.,/—y3.cos(,/—y3r)} (6.60)
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Primeira condico para as constantes:

Co(—71) + Cooi/=y2 + Co.\[=y5 =0 (6.61)

d’y  d’y _

= gz = Ciye VAT 4y (y,). sen(y/=yar) + C3(y3). sen(y/—ysr) (6.62)

d3y  ddydd d3y ~

dx3 = dr3 d_xZ = dr3 S'gn(x’ x) (6'63)

d3wy _

3 = {—Cl.yl.\/z.e Vyir 4 Cz.yz./—yz.cos(,/—yzr) + C3.y3,/—y3.cos(./—y3r)}
(6.64)

Segunda condic¢do para as constantes:

C1-3’1(—\/E) + C3. Y2/ —Y2 + C3y3,/—Y3 =0 (6.65)

d*v _ ay -
il Cr.y12.e7VT 4 Gy (3,2). sen(y/=y2r) + C3(y32). sen(y/—ysr) (6.66)
@ _ v _ oo

—sgn(x, X) (6.67)

dx5 drs dx5 ~ drS

5
ZTZ = {=Cr.y1%.fy1. e 71T + Cy.y, 2 —y3. cos(J=y2r) + C3.y3%/—y3. cos({/~ys1)}
(6.68)

déwy

— = Ci.y3.e” V7 4 Cz(y23).sen(\/—_yzr) +

C3(y3?).sen(\/—ysr)+28(x, £) {C1.y12. —/¥1. e 71T + Co. 3,2 /=y, cos({[=yar) +

C3.¥3%\/—ys. cos(/—yar)} (6.69)
A terceira condigdo para determinacdo das constantes € a propria Equacdo (6.33):

a.{Cy.y13. e V7T + Gy (v,%).sen(y/—y,r) +

C3(v32). sen(\/—_y3r)+26(x, %) {Cl.ylz. —\/E. e VT 4 Cz.yzz\/—_yz. cos(\/—_yzr) +

C3.y32\/—_y3. cos(\/—_y3r)}} + by {Cp.y % eV 4 Cz(yzz).sen(\/—_yzr) +

C;(v32). sen(\/—_y3r)} + ¢4 {Cy. 1. e VT 4 C2(y2)- sen(\/—_yzr) +

C3(y3).sen(\/—_)13r)} + d,. {C;. e VT 4 C,. sen(\/—_yzr) + Cs. sen(\/—_y?,r)} =0 (6.70)

Ap0s as simplificacdes em (6.70) resulta:

1
—}’12@ € — YZZ\/E G, — )’32@ (3 = 2a (6.71)

Reunindo as Equagdes (6.61), (6.65) e (6.71), um sistema pode ser escrito como:
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—VivYr Yo TYV2 V3 TY3

0
Cyt = (1) (6.72)

C —_
i3y v2P -y 3’32\/—3’3 3 2a

} ( B @1‘3’2)()’11—3’3)\/%]
1

Ap0s a solucdo do sistema, as constantes ficam:

~2a B V1=2)V2—y3)V-Y2 (6.73)

1
L (J/1—J’3)(3’2—J’3)\/ —Y3 J

6.3. Equacao integral

Diferentemente dos Capitulos 3, 4 e 5, as equagOes integrais neste capitulo serdo

estabelecidas pelo método dos residuos ponderados. Neste caso, a forma integral ponderada

fica:

~ d3 - d — d2 -
anE-{_ sza _Dxﬁ +sz {(L)(X)}
at - d? d? d? p d> 7 d B
@y A T Pt K~ Koy —afig = A | 00
\T
w™(x, x) w9 (x, x)]
dx 6.74

Ativando-se apenas a fonte em forca g¢*? = §(x,x) e m*? = 0,a forma integral

ponderada fica:

-~ — d? —
GIFx d 3 + sz ™ -D, e + A,, {w(x)} B
d4 d3
CH A, o P K s —af L - A, 2|0
\ T
W (x, %) _
> { o f)}dx ~0 (6.75)

Se o residuo estiver escrito em termos de esforcos, a forma integral ponderada fica:

TS + g0 = Kr. @] 0", Rdx + [ [m + 5 =V + (P = Kp) 22 +

dPx

2] 99 (x, 2)dx = 0 (6.76)
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Integrando-se convenientemente por partes fica:

% ~ o~ % ~~1L dw*4 X o~ d@*q
Ve (x, D16 + [M1,079 (e, )] + Jy (—Vy “=2 = M, " )d + [ Tq(x) -
Ky 0(0)]w(x, %) dx + [} [m —Vi+(P-K) 2+ a ‘””‘] 09 (x, ®)dx = 0 (6.77)

Se (2.110) for substituida em (6.77) resulta:

Ve, DI + [0, )] — [y ([0 + (P — Kp) %2 4 ¢ 22 20D 4 7, gy 4

fOL[q(x) — K. w(x)]w*(x, %) dx + fOL(m —0,)0"(x,®)dx = 0 (6.78)

Ve=aZ24Qc+ (P KZ)— (6.79)
Integrando-se convenientemente (6.78) por partes fica:

o e 2016 + [1,0°9(x, D, = [h, 2552 — [o(p - k) L2 g g, 207

aP PN g+ [Mq() — Ky (0w (0, 2) dx = f Qx [0° (0, 2) + 2Py
fOLm(Z)*q(x, £)dx = 0 (6.80)

A seguinte identidade pode ser escrita a partir de (2.71) e (6.80):
Q107 (0, 2) + 20 = 4, (000 +222) [0 (x, 2) + 25D =

2 (000 + 22) (6.81)

Utilizando (2.55), (2.67), (6.25) e (6.26),uma outra identidade pode ser escrita como:

aH, dzd(:(ZX) dzw;zgx,a?) _ [Bx dcqi);q —a ﬁx wdzgx %) d(Z)(x) [A dg*d
(6.82)

Substituindo-se (6.81) e (6.82) em (6.80) fica:

. . . 1L *q % L
Ve (e, )16 + (11,09, )] = [ah 22| - [H(P - k) 2282
d(zix) M, - dd‘:(x) P Ydx —f Kiw*(x, %) w(x) dx —f 0, (x, %) [0(x) + d—]dx +

fOLmQ)*q(x, £)dx + fo qg()w*(x,2)dx =0 (6.83)
Fazendo uma integracao por conveniente em (6.83) fica:
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@y oL .
Vw9, D)1 + [0, )] = [aP 722~ ({0 e 2) + (P -

o) o (x)] ~ [, 000, + [abt 5]+ [ {ip — ) TR

de ), do dPx

}dx —f Kiw*(x,®)w(x) dx —
fOL Ox*q(x,a’c‘)(b(x) dx + fOLm(D*q(x,J?)dx + fOLq(x)a)*q(x, £)dx=0 (6.84)

Integrando-se convenientemente por partes (6.84) resulta:

P
[Vew™(x, )16 + [M, 0" (x, f)]z - [an W] — [{ 0,2 + (P — KX q(xx) +

d?2w*d(x,2) | dQ, !
dx? dx

a%}w(x)]z - [Mx*q(b(x)]z + [aP " dw] +f {[(P —K;) +

= *q

P Kot D@ + [T -0, o)) dx + [ m 0% (x, D)dx +
foLq(X)w*q(x. X)dx =0 (6.85)

Substituindo-se (2.110), (6.3) e (6.4) em (6.85) resulta:

dw*4(x,%) L

[Vew™ (o, D)% + [,07(x, 2], - [P, Ve wols - [, 0@ +

de*"

vq d a2 Q( ) , d@yx’ d?dpy*1 .
[aP a w] +f {(P K,) L ™ +a > — K™ (x, x)]w(x) + [

Qx*"]@(x)}dx + [P m 00, )dx + [ q()0"(x,2) dx = 0 (6.86)
Substituindo-se (6.3) ¢ (6.4) em (6.86) fica:

Wil — [aB122]” + [, 0], + [0 0)dx + [ (m*®. 9)dx = [y 7] ~

|ap, 22 ] + [,0°9) + f;(q. 0 Ddx + [ (m.9*0)dx (6.87)

Como a ativacdo da fonte é em forca e ainda levando-se em conta a propriedade de
translacéo do delta de Dirac em (6.87), a equagéo integral para o deslocamento transversal no
dominio fica:

~ * xq dw 5*q L _ % dw* L = a1l
w®) + [V,"w]s - [aP ]0 [Mx @]0 = [V,w*]5 - [an W]o + [Mx(b q]o +
[7(q.0™ +m. ™) dx (6.88)

Para o0 caso da aplicacdo da fonte em momento m*™ = §(x,X) e ¢*™ = 0, a forma

integral ponderada fica:
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AV * 3 L dAx d
f [ V. +q(x)—K1.w(x)]a) ™ (x, R)dx + [ [m+%—vx+(p_1<2)d_‘:+

dPx] @™ (x,%)dx = 0 (6.89)
Analogo ao processo realizado quando a ponderagdo foi em “Q” chega-se a uma
relacdo dada por:

[Vew ™ (x, 21§ + [M, 0™ (x, 9?)]2 - [aP do D) m(”)]

V™0l - [, ™000], +

*m d ( £) déx d?dp;™ * 2
o 2]+ 0P — K TR 4 e T K01 D) +

am,™

[dx

- Qx*m]Q(x)}dx + fOLm @ ™ (x, X)dx + fOL q(xX)w™(x,x)dx =0 (6.90)

Substituindo-se (6.6) e (6.7) em (6.90) resulta:
" wlb — [ap™ d“’] + 7,70, + [F @™ w)dx + [ (™. 8)dx = [Vew™]5 -

% d—“’*m]L+[M o™ + [1(g. 0™)dx + [ (m.@"™)d 6.1
aP— . x o Thaw x + J, (m. X (6.91)

Como foi ativada apenas a fonte em momento, e ainda aplicando-se a translacdo do
delta de Dirac em (6.91), a equacdo integral para a rotacdo da secdo transversal no dominio
fica:

o * * L VEs L * smL Vi * L
0@ + 5™ ls — [ab™ 2]+ [0, = Vo™l — [ab 5| + [0 +
[(q. @™ + m.0"™)dx (6.92)

Porém o problema estudado apresenta trés incognitas (V,, aP, e M,), logo sera
necessaria mais uma equacdo para que o sistema seja de possivel resolucdo. Assim a terceira
equagdo integral serd a derivada em relacdo ao ponto fonte da equagdo em ®, que dara a

inclinacdo da elastica (dw/dX).

[l - o], [ 0], = [k, e (5], + ]+
f(f(q.d;;% ) dx (6.93)

Organizando as Equagdes (6.88), (6.92) e (6.93) na forma matricial, fica:
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L
0@ (WD —aPixD MIxD] (@i )
dw , *q . ;q . ;q N dw(x)
a(jf) +4 ‘z‘f (x,%) —a.zf (x,%) I\ZD? (%) [ 2 ¥
P(%) va*m(x,ae) —a.Py™(x, %) M;™(x,%)] \O(x) J

0

( dow*d \L
[w*q(x,a?) %(x,a?) 0% (x, J?)l o)

id;o;q (x,%) :_x[d;xq (x,;?)] %q(x,f). —a.P.(x) +
| dw™™ Mx(x)

wlx,x) 0" (x,X)
J-oL d;o_;(x’ X) (Z_;(x; X) {Zl(();))}dx
w™(x,x) 0™(x,X)

6.4. [Equacao algébrica

(6.94)

O sistema algébrico do MEC possui apenas variaveis a serem determinadas no

contorno. Assim, € necessario que a equacdo integral, Equacdo (6.94), tenha pontos de

colocacdo no contorno da viga, na extremidade inicial quando 9?=lin(}(0+e) e na
E

extremidade final para a qual X = lirré(L — &), obtendo-se a expressdo geral da representacdo
E—

algébrica:
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(w(0+s)\

2 (0 +¢)
(D(O +¢)
w(L —¢)
dw
= L=9
w(L—¢)
[ —V,90,0+¢) a.P%00+e) —-MA00+e) VUL O+e) —aP9(L0+e) MYA(LO0+¢)] (©(0))
~ ¥ 0,0+ Bl 00+e) 200+ Yo+ —al@Lo+e) Y0+ ||
oz 00+ a=2-(00+¢2) e (00+8) T (L0+e) —a"m-(L0+e) =2 (L0+e) (0)|
=V™0,04+¢) a.P™004+¢e) —-M"00+¢e) V(L 0+e) —a.Pip(L,04+¢) M™(L0+¢) (2)(0) _
-90,L—¢) a.P90,L—g) -MAO,L—¢) VYL L-¢) —-aPLL-—¢g) MIULL—g)]|)|wl)
vad apr? am? avyd ard am? dw
S oL-8) alrL-g) -LE0L-0) @l-o —alr@l-g L= L-o| |5 D]
[—yym,L—€) aPmOL—g) —-MM™O0L-g) VOLL-—g) -abP™LL—g) MMLL-el 9D
[ w00+ 2500+  -09(00+e) wULO0+e)  LI(L0+e)  9ULO+e)]
_dw' d (dw*d __de dw*d d (dw*l dp*q V(0
—(00+8) (%) 00+ -T200+e) L(L0+e) (%) (L0+e) To(L0+e) 'a.JIC’,(C(()))\'
—w m(o,o +e)  LT00+e)  -0™00+e) m(L, 0+e) “—(L0+e) O™(LO+8)| | f1,.(0)
—w*(0,L —£) —8)  —090L-8) 09LL-g) LLL-e @ 9ULL-g) V);’(z)
a
d (dw*l de*d d d (dw*1 de*d
=2 m(“)mL—w ~EOL- Fal-o f(Eet-o Fei-o| lnw)
—omOL-8)  20L-5 —0TmOL-f) o™LL-o LE@L-g  eTLL-e)
w0, %) 0(x, %)
L|aw aq) q(x)
I 9| i) & (6.95)
w*™(x, %) (Z) m(x x)

Assim como nos Capitulos 3, 4 e 5 a Equacdo (6.95) pode ser expressa na forma

compacta como:

{u} + [Hl{u} = [G]{p} + {f}

A matriz de Influéncia [H] pode ser analogamente escrita as Equaces (3.93) a (3.97) e

(6.96)

a Matriz [G] analogamente as (3.98) a (3.102). Ja as fungdes n;;(r) e B;;(r) para o problema
da estabilidade de barras apoiadas no meio continuo ficam:

d3y(r)

() = |02 " — a2 Dy Hy| =2 + [2. 00 Ay B + @2 Ay Hy + Ay Dy +
a°v dy
Dy (P — K)| o2 — [A,,. (P — K)] 222 (6.97)
2 = dew(r) - - _
Ny (r) = — [oc2 E "= —a? Dx.Hx] dr; —[2.0. Ay, B, + a?. Ayy Hy + Ayy. Dy +
dsw( ) da?y
Dy (P = K)| =2 + [Ay,. (P — Kp)| =2 (6.98)
= d*y - d2wy -
a1 (r) = [2.00. By (K = P)) o2 4 [2. Ay (K — P) — . B Ko | 2 — Ay Ky W (1)
(6.99)
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N12(r) = [az. sz — a?.D,. Hx] dzq;ir) + [ Ayy B + @2 Ay, Hy dqu;gr) (6.100)
Ny (1) = — [az. sz —a?.D,. Hx] ds;;gr) — o Ayy B + a?. Ay, Hy dlq;gr) (6.101)
Ns2(r) = (A By + @2 Ay Hy = B (P = K)| T2 — Ky 220 (6.102)
M3(r) = D Ay et Ay B S0 (6.103)
Mas(r) = =[O Ayt Ay B ] D (6.104)
N33(r) = [—a .D,.H, + a*.E 2] dzg) + [Ayz- Dy + @. Ay B — Dy. (P — K,)] % —

o Ky T (6.105)
Bua() = D S0 - A, ¥ () (6.106)
Byy(r) = —D,. & 0+ Ay B0 (6.107)
Bur(r) = —F.a D — 7, 20 (6.108)
Bio() = D, X0 _ f, 2O (6.109)
Bra(r) = ~Dyp 2D 4 4, L0 (6.110)
Baa(r) = —Fra TED — 7, X0 (6.111)
Bia(r) = Ay 20 4 0 T2 (6.112)
Boa(r) = — Ay oD — f g LD (6.113)
Bas(@) = ~Hpa? LXD 4 4, CD e, w(r) + (K, - P). L2 (6.114)
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Os valores das derivadas de ¥ (r) dependem dos valores das raizes da Equacéao (6.38).
Se for o caso de uma raiz real e duas complexas, a funcdo ¥ e suas derivadas estdo descritas
nas Equaces (6.46) a (6.52) e as constantes C;, C, e C5 nas Equacdes (6.54) a (6.56). Agora,
se forem trés raizes reais com uma positiva e as demais negativas devem ser utilizadas a
funcdo ¥ dada em (6.58) e suas derivadas (6.60), (6.62), (6.64), (6.66), (6.68) e (6.69) assim

como as constantes dadas em (6.73).
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7. TRANSFORMAC}@ES E OPERACOES NO SISTEMA
ALGEBRICO

Neste capitulo sdo feitas algumas manipula¢fes em nivel de sistema algébrico. Um
dos aspectos é a unificacdo dos sistemas de coordenadas locais de cada barra com intuito de
viabilizar a mesma transformacéo para esforcos e deslocamentos. Outro ponto é a aplicacédo
das condicdes de vinculos no contorno e sua repercussao no sistema algébrico. E, finalmente,

0 equacionamento de problemas com descontinuidades no dominio.

7.1.  Unificacdo de sistemas de referéncia

Conveém notar que nos sistemas algébricos do MEC discutidos nos capitulos anteriores
as orientagdes dos deslocamentos ndo coincidem totalmente com as dos esforcos, vide Figuras
3.1 (a) e (b). No modelo de Bickford-Reddy a unificacdo se da invertendo o sentido da forga
cortante no no inicial (V,; = —Vs,), 0 momento fletor do no nd inicial (M,; = —Ilei), eo
momento de alta ordem no no final (anj = _“ij) de forma que a matriz de influéncia [G]
que multiplica o vetor dos esfor¢os na Equacédo (3.91) pode ser reescritas invertendo o sinal

das colunas referentes a esses esfor¢os, vide Figura 7.1, tal como:
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(w(0+s)\

dw
E (0 + S)
60+ ¢)
w(L —¢)
dw
= L=9
w(L—¢)
[ —V40,0+¢e) aP00+e) -MI00+e) VILO+e) —-a.PULO0+e) MILO+e)] ,w;
av,? ar,? am? av,? __apt am,! dw;
5 00+¢) a. S 00+¢) - s 0,0+ ¢) 05 (L,0+¢) a—= (L,0+¢) e (L,0+¢) o

=V™0,04+¢) a.P™004+¢e) —-M"00+¢e) V(L 0+e) —a.Pip(L,04+¢) M™(L0+¢)

-vr0,L-¢) a.P)0,L—¢g) -MAO,L-¢g) VUL L-—g) -aP9LL-¢) MILL-¢]|
va ar,? am,? avyd ap,? am,?

s O,L—¢) a.E(O,L—s) s (0,L—¢) -5 (L,L—¢) —a.E(L,L—e) s (L,L—¢)

| —1V;™(0,L—¢) a.P;™(0,L—¢) —-M™0O0,L—¢) VUL L—¢) —-aP™(LL—¢g) M™(LL-¢)l

<

g

TN

GRS .

"
I

(0900+e)  2200+e) 0900+ wILO+e)  LEL0+e)  09L0+e)]

dw*d d (dw* dg*a dw*d d (dw*d dg*e Vi
LE00+8) () 00+e) TR0+ E(L0+e) (LD)(L0+e) LZ(L0+e) (a_gxi\
0M™00+8)  L—(00+8) OO0+ w™(LO+e) L0+  GTLO+e)| | My,
- . . +
w*(0,L — &) ddeq(O,L —&)  $90,L—¢) w(LL—¢) ddeq(L, L—g) oL L—g| |*D
«a. 1

&

—_—
)
=
-
N—

dw*? d (dw*? dp*q d (dw*? dp*q
LroL-9 (% (%

dw*d
(=)o L- TOL-8) “L-e) (L) AL-g) T-UL-e)
lomO,L-)  2I0L-5) 9TmOL-g) wmLL-g) LIWLL- 0TLL-e)

(%) 0%(x, %)
A s S| (1) ax (7.1)
@ ™(x, %) B (x, %)

z .P..
) L v
b 5
X
?; of
(b) H
dx dx

Figura 7.1 — (a) Esforcos reais unificados; (b) Deslocamentos reais.

87



7.2. Condicdes de contorno

Nessa secdo € discutida a imposi¢cdo das condi¢des de contorno com vinculos rigidos
em vigas com dominio homogéneo. A forma geral da equacdo algébrica, apresentada na

Equacdo (3.92), do modelo de Bickford-Reddy pode ser reescrita da forma:

(71 (P1
Hyy Hy; Hyz Hyy Hys Haye| |Uz Gz1 Gz Gz Gag Gas Gag| |P2|
H3y Hz, Hiz Hi, Hzs Hse {u3}= G31 Gsp Gzz Gz Gzs Gse {pS}_'_
Hyy Hyy Hys Hys His Huel | Us Ga1 Gap Gaz Gas Gus  Gue| | Pa
Hsy Hsp, Hsz3 Hsy Hss  Hse lkuSJ Gs1 Gsp Gsz Gsy Gss  Gse lksz
He1 He; Hes Hes Hes Hgel ‘\Us Ge1 Gez Gez Ges Ges Geel ‘Do
(f1)
f2
f3
VA (7.2)
fs

A representacdo dos vetores de deslocamento e de forcas da Equacdo (7.2) estdo

indicados na Figura (7.2).

P3 Pe

(a) M
P2 I I Ps
Za P1 D4
.
X
Uz Ug

w | |
Uq Uy

Figura 7.2 — Variaveis no contorno para o modelo de Bickford-Reddy

Utilizando-se uma estratégia apropriada para aplicacdo das condi¢fes de contorno, o

sistema apresentado na Equacéo (7.2) pode ser resolvido a partir da seguinte relagéo:

[R]. {x} = {p7} (7.3)
Em que,

[R] é a matriz de influéncia;
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{p} é o vetor de esfor¢os e deslocamentos;
{x} é o vetor de incognitas.

S&o varias as estratégias para a formacdo de [R] e {p}, dependendo se a restricdo em

questao for rigida.

Se considerar trés restricbes (viga em balanco, engastada na extremidade esquerda)
associado com u,, u, e ug, entdo os valores restantes de {p} sdo prescritos. Uma estratégia
para formar [R] e {p} da Equacéo (7.3) é a permutar os valores associados da quarta, quinta e
sexta coluna de [H] com [G], observando que agora os elementos de [G] receberdo o sinal
negativo. Para formar o vetor de esforgos, {p’}, a primeira, segunda e terceira linhas dos
vetores {u} e {p} devem ser permutados sem alteracdo de sinais, visto que 0S mesmos ja
foram incorporados na matriz. Assim, apds estas operagBes com matrizes, 0s vetores da

Equacéo (7.3) podem ser escritos como segue:

[R] = (7.4)

A

= S5 7.5
{p} Gay Gup Guz Hyy Hys Hye U4 ( )

7.3. Descontinuidade no dominio

Sé&o varios 0s casos que causam descontinuidades no dominio da viga, alguns deles das

quais podemos citar:
a) Mudanca abrupta da secéo transversal (descontinuidade geométrica), Figura 7.3(a);
b) Ndo homogeneidade do material (descontinuidade fisica), Figura 7.3(b);
c) Forca axial no dominio (descontinuidade de forga normal), Figura 7.3(c);

d) Apoio rigido intermediario (descontinuidade de forca cortante), Figura 7.3(d);
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e) Apoio elstico intermediario (descontinuidade de momento fletor), Figura 7.3(e);

f) Ndo homogeneidade de base eléstica (descontinuidade fisica), Figura 7.3(d).

P P P, P P P
E,G A E, G, A
1 1.4 , E.G, A
2
E,G A E,G, A E,G, A
E,G, A, E,, Gy, A
(a) (b) (c) (d) () ®

Figura 7.3 — Descontinuidade no dominio: (a) mudanca abrupta de se¢do transversal; (b)
Material ndo homogéneo; (c) descontinuidade de for¢a normal; (d) descontinuidade de forga
cortante; (e) descontinuidade de momento fletor; (f) Ndo homogeneidade de base elastica.

Devido a estas descontinuidades, as solucGes fundamentais ndo podem ser aplicadas
diretamente. Sem perda de generalidade, por uma questdo de concisdo na explicacdo, admite-
se que todas as causas de descontinuidade ocorram simultaneamente em uma mesma secéo.
Assim, o dominio é divido em dois trechos e elementos de contorno séo discretizados neles

conforme indicado na Figura 7.4.

Trecho A
Trecho B
P_> Ey, G, 4 P_) E,, Gy, Ay
XX XXX XX XXX XXX R Kz

Figura 7.4 — Descontinuidade na viga sobre base Winkler.
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L, ) al ..

Figura 7.5 — Discretizacdo da barra de Bickford-Reddy com representacdo dos esforcos e

deslocamentos

Atribuindo-se as propriedades fisicas e geométricas da barra A na equacao algébrica,
com carga axial P = P;, sua representacdo dar-se-a da forma como apresentada nos capitulos
3,4,5e6:

{[H 11 ]{U 1 }
[H. .}

(7.6)

Onde,
{U1}" = [us uy ug 1, {P1}" = [p1 p2 p3l, {Ps}" = [pa Ps sl
{Us}T = [uy us ug |, {Bl}T = [by by bs], {Bz}T = [b1g b11 b1zl

Para a barra B, o sistema algébrico fica:

{[HZZ ]{U 4 }+ [H23 ]{U 3 } = [622 ]{P4 }+ [623 ]{PB }+ {B4 }

[H32 ]{U 4 }+ [ﬁss {U 3 } = [ész ]{PA }+ [533 ]{Ps }+ {Bs } (7'7)

Sendo,
{U3}T = [u; u, ug], {U4}T = [, us g, {Ps}T = [p1 D2 Psl,
T _NT
(P} = [Bs Bs Dol {B,} = Ibs bs bl. {B.} =1[b, bg bol.

Aplicando-se as condi¢des de compatibilidade de deslocamento na interface de contato

das barras, tem-se que:
{U4}:{U5} (7.8)
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Além disso, se cargas concentradas {F}" = [E, F, M] estiverem atuando sobre o n6 2,

a relacao de equilibrio deve ser satisfeita (vide Figura 7.6):
Pu}+ (P} + (=10} 7.9

Trecho A
recho Trecho B

uy

(e
aP,. _ I aP,
X; 7., %1 X

A~
EZa
n---1 >§ ‘
<
™ _@3 =

Figura 7.6 — CondicGes de equilibrio no no.

Substituindo-se as condi¢fes de compatibilidade de deslocamento, de acordo com a
Equacdo (7.8), e as condicdes de equilibrio, conforme a Equacdo (7.10), nas representacdes
algébricas indicadas nas Equacdes (7.6) e (7.7), o sistema algébrico da estrutura pode ser

reagrupado como:

_[H 11] [ ] [O] [0] - [G12 ]
[ 21] [sz] [O] [0] _[Gzz]
[0] [ 2] [H_ ] _[Gsz] [O]
[0] [sz] [_ ] _[622] [O]
U U U (/N

1G] [o] ol [0} [o]
(6] 0] [o] [o] [o]
o] [0} 6] [o] o]}
o] (o] [62] [o] o]
] o] [o] fo] [of

cC C C
w ~
—— e o e S
Il
—_—
o O
—_—

e

o
—

—— ——
~9

v

(==}
—

Para o caso de vigas continuas (quando apoios intermediarios sdo inseridos no
dominio da viga), uma pequena mudanca deve ser feita no sistema da Equagdo (7.10). Neste
caso, as reacOes do apoio sdo desconhecidas, requerendo que uma troca de colunas deve ser

feita como mostrado a seguir:
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(Hy] o] ol [l -[c.Jj[lu.f] [l6u] o] [o] [o] -[H]|f{R}] ({BJ
[H21] [0] [O] [0] _[Gzz] {F} [Gzl] [O] [0] [0] _[sz] {O} {Bz}
o] ] [Aa] -[G] [0] [luaki=] 0] [o] [Ga) [O] ~[Ha]{ iR} 44 (B
o] 0 [Fa) -] [ [} | o] [G.) 0] -[Ha]|| 0} | @B}
LoF -0 I 0] D] JURG) Lol ol o] [ fo] Jiu.j Lo}

(7.11)

Se valores néo nulos séo atribuidos a {U4} em (7.11), recalques do apoio intermediario

podem ser incluidos na analise do MEC. A técnica para analise de descontinuidades descrita
acima pode ser facilmente generalizada para resolver problemas com mdaltiplas

descontinuidades ao longo do dominio da barra.
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8. EXEMPLOS NUMERICOS

Neste capitulo sdo apresentados alguns exemplos mostrando a solugdo em MEC no
problema de barras em flexdo ou da estabilidade sobre as hipoteses de Bickford-Reddy. As
respostas numéricas do MEC sdo comparadas com solucdes analiticas e/ou numeéricas. Foi
programado um codigo baseado em MEF utilizando-se os valores da matriz de rigidez e
vetores de carga desenvolvidos por Einsenberg (2003). Outro aspecto desse elemento finito de
Einsenberg é que ele foi desenvolvido para equagfes governantes em que as secdes

transversais da barra eram retangulares.

8.1. Vigaem balanco submetida a uma carga concentrada

BICKFORD apud ZHONG e WHANG (2010) publicou a solugdo analitica para uma
viga de secdo retangular em balanco, uma das extremidades engastada e a outra livre, sob a
acao de uma carga concentrada de intensidade Q, aplicada na extremidade livre. A deflex&o

analitica da viga para este caso é dada por:

_1QuL? (x z 3 1x 1Q..L° h 2 x _ sinh(#y.L)—sinh(n4.(L-x))
w = 3 EI (L) (2 2 L) T 5 EI (1 T 1/) (L) (L 1n¢.L.cosh(n4.L) ) (8'1)
420 1/2 1
onde, 7. = (177) %

Seja uma viga de secdo retangular de base 0,5 m e altura 1,0 m submetida a uma carga
Q, = 10kN, conforme Figura 8.1. As propriedades do material utilizado sdo: E = 13X
10°kN/m2 e G = 6,5 x 10°kN/m2.

Secao
- 10kN transversal
E l 1,0m
—] 0,5m

Figura 8.1 — Viga em balanco
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Na Tabela 1 e 2 sdo comparados a deflexdo (w) ¢ a inclinagdo da elastica (dw/dx)
obtidas pelo MEC e pela forma analitica apresentada em (8.1), em fun¢do do comprimento da
viga (L). A diferenga relativa dos resultados é apresentada para expressar 0 desempenho da
resposta do MEC.

Tabela 1 — Deflex&o pelo MEC e pelo método analitico.

L 106 w (M) 10% w (M) Diferenca
MEC Analitico relativa(%o)
1,00 m 9,66599 9,66599 1,753 x 10714
2,00 m 56,43522 56,43522 3,602 x 10~ 14
3,00 m 177,0506 177,0506 1,531 x 10714
4,00 m 408,43522 408,43522 7,964 x 10714
5,00 m 787,51214 787,51214 4,13 x 10714

Tabela 2 — Inclinacdo da elastica pelo MEC e pelo método analitico

L 10° dw/dx (rad) 106 daw/dx (rad) Diferenca
MEC Analitico relativa(%o)
1,00 m 12,92308 12,92308 9,701 x 10713
2,00 m 40,61538 40,61538 1,502 x 10713
3,00 m 86,76923 86,76923 6,248 x 10714
4,00 m 151,38462 151,38462 1,79 x 10714
5,00 m 234,46154 234,46154 5,78 x 10~ 14

Os resultados apresentados pelo MEC foram satisfatorios e de excelente precisdo com

a solugdo analitica.

8.2.  Viga em balango sob carregamento uniformemente distribuido

WANG et al. (2000) apresenta uma solucdo analitica para uma viga de secédo
retangular em balango sob a agdo de um carregamento uniformemente distribuido de
intensidade q,. A deflexdo da viga de Bickford-Reddy (w£) ¢ relacionada a deflexdo da viga

pela teoria de Euler-Bernoulli (w&) e é dada por:
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)

0§ () = WE () + (1) () (2Lx — ) + (22 )(AED) [cosh(Ax) +

AyzDy A*cosh(AL)
Lsimh - 0] - (1) (1) (2 ©2
Sendo:
0f0 =2 (622 a4 1) 63
= a(pri\’ff?;nxy K= a(ﬁj;cz—ﬁ;x.nx) 84)
Em que

L é o comprimento da viga.

Seja uma viga de se¢do retangular de base 0,5 m e altura 1,0 m submetida cujas
propriedades do material utilizado s&o: E = 2,1x 10°kN/m2e G = 1,05 x 10°kN/mz.

Seja uma viga com as mesmas caracteristicas apresentadas no exemplo 8.1, submetida agora a

um carregamento uniformemente distribuido q, =10 kN/m, Figura 8.2.

LT -

Figura 8.2 — Viga em balango submetida a um carregamento uniformemente distribuido

Nas Tabelas 3 e 4 sdo apresentadas, respectivamente, a deflexdo (®) e a inclinagdo da
elastica (dw/dx) na extremidade livre analisadas pelo MEC e de forma analitica, EquacGes

(7.2), (7.3) e (7.4), em funcao do comprimento da viga (L).
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Tabela 3 — Deflexd@o pelo MEC e pelo método analitico da viga em balanco.

L (m) ® (m) W, (m) Diferenga

MEC Analitico Absoluta
1,00 m 2,46534x 10~* 2,46534x 10~* 0
2,00 m 2,72110 x 1073 2,72110 x 1073 0
3,00 m 0,01257 0,01257 0
4,00 m 0,03836 0,03836 0
5,00 m 0,09209 0,09209 0
6,00 m 0,18919 0,18919 0
7,00 m 0,34852 0,34852 0
8,00 m 0,59237 0,59237 0
9,00 m 0,94644 0,94644 0
10,00 m 1,43989 1,43989 0

Tabela 4 — Inclinacdo da elastica pelo MEC e pelo método analitico da viga em balanco.

L dw/dx (rad) dw./dx (rad) Diferenca
MEC Analitico Absoluta
1,00 m 2,01629x 10~* 2,01629x 10~* 0
2,00 m 1,53496% 1073 1,53496x 1073 0
3,00 m 5,15401%x 1073 5,15401% 1073 0
4,00 m 0,01220 0,01220 1,37x 10715
5,00 m 0,02382 0,02382 3,73x 10715
6,00 m 0,04115 0,04115 4,50 x 107>
7,00 m 0,06534 0,06534 3,88x 10713
8,00 m 0,09753 0,09753 5,405%x 10713
9,00 m 0,13887 0,13887 2,275x 10712
10,00 m 0,19049 0,19049 8,79x 10714

Tal como os resultados do exemplo anterior, o desempenho do MEC foi satisfatorio.
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8.3. Viga simplesmente apoiada sob um carregamento uniformemente
distribuido

WANG et al. (2000) apresenta uma solugcdo analitica para uma viga simplesmente
apoiada sob a acdo de um carregamento uniformemente distribuido de intensidade q,, Figura
8.3.

2
| |

Figura 8.3 — Viga simplesmente apoiada

A deflexdo da viga de Bickford-Reddy (wf) é relacionada a deflexdo da viga pela

teoria de Euler-Bernoulli (wf) e é dada por:

wl(x) = wE(x) + (q" ”) (A&) . [—tanh ('Z—L) .sinh(4.x) + cosh(4.x) + %Z.x(L —x) — 1]

Axz-Dx

(8.5)

Além disso, a rotacdo e forca cortante sdo obtidas por:

_ _dofe) | 0Rm)
00 =-—— "+ (8.6)
V() = Dy [0(x) - . B 28] (87)
Onde,
q x  2x3  x*

o) =2 (-2 + %) (8.8)
QR(x) = q° £ [smh(/l x) — tanh( ) cosh(1.x) + % (L - 2.x)] (8.9)

L é o comprimento da viga,
E A e n sdo dados nas Equacdes (8.3) e (8.4), respectivamente.

Neste exemplo serdo abordadas vigas de secdo transversal com duas geometrias
distintas submetida a um carregamento q, =10 kN/m. As propriedades do material utilizadas

sd0: E = 2,1x 10°kN/m2; G = 1,05x 10° kN/m2. Na primeira analise sera utilizada uma secéo
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retangular de base 0,5 m e altura 1,0m. Na Tabela 5 sdo apresentados os esforgos e

deslocamentos na extremidade esquerda da viga, comparando-se os resultados obtidos através

do MEC e pela forma analitica, Equacdes (8.5), (8.6) e (8.7), em funcdo do comprimento da

viga (L).

Tabela 5 — Anélise de viga pelo MEC e pela forma analitica para secao retangular.

L Resultado MEC Analitico Diferenca
Absoluta
V, (kN) 5,0 5,0 1,98 x 107°
1,00 m dw (rad) 1,50752 x 10~* 1,50752 x 10™* 0
dx
@ (rad) —2,18359 x 107> —2,18359 x 107> 0
V,(kN) 10,0 10,0 3,36 X 107°
2,00m dw (rad) 598371 x 107 | 598371 x 107 0
dx
@ (rad) —3,26598 x 10~* —3,26598 x 10~* 0
V,(kN) 15,0 15,0 4,03 x 10710
300m | %9 a0 1,61742x 1073 | 1,61742 x 107 0
dx
@ (rad) —1,20279 x 1073 —1,20279 x 1073 0
V,(kN) 20,0 20,0 5,16 x 107°
40m dw (rad) 3,49361 x 1073 3,49361 x 1073 0
dx
@(rad) —2,93612 x 1073 —2,93612 x 1073 0

J& a segunda geometria da secdo é circular e de raio 0,8 m. A Tabela 6 apresenta o0s

resultados pelo MEC e pela forma analitica.
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Tabela 6 — Andlise de viga pelo MEC e pela forma analitica para se¢&o circular.

L Resultado MEC Analitico Diferenca
Absoluta
Ve (kN) 5,0 5,0 10,0 x 10711
1,00 m ‘:l_“’ (rad) 2,93622 x 10~5 | 2,93591 x 1075 | 314x107°
X
d(rad) —1,52874 x 107 | —1,52936 x 107¢ | 6,28 x 1071°
V, (kN) 10,0 10,0 2,24 x 107°
2,00 m ‘Cil_“’ (rad) | 988724x1075 | 988657 x 1075 | 670107
X
d(rad) —3,94349 x 10™° | —3,94363 x 1075 | 1,34 x 107°
V, (kN) 15,0 15,0 2,01 x 1078
3,00 m fz_w (rad) 242394 x 10~* | 242384 x 107+ | 103x107°
X
d(rad) ~1,51353 x 10™* | —1,51355 x 10~* | 2,05 x 107°
Vx(kN) 20,0 20,0 5,33 x 10~ 10
4,00 m Z_‘“ (rad) 496934 x 10™* | 4,96920 x 10~ | 138x107°
X
@(rad) —3,74289 x 107* | —3,74291 x 107* | 2,77 x 107°

Os resultados apresentados pelo MEC foram satisfatorios e de excelente preciséo.

8.4.  Viga sobre base elastica submetida a uma carga concentrada

Para uma viga de comprimento L=3,0m e secdo retangular de base 0,12 m e altura 1,0
m submetida a uma carga pontual vertical de intensidade 10kN aplicada na extremidade
esquerda e apoiada em uma base eléstica, conforme Figura 8.4. As propriedades do material
da viga sdo: E = 23GPa e G = 11,5GPa. A base elastica € modelada conforme Winkler e
possui rigidez, K,, igual a 1,4MPa.

ERGUVEN e GEDIKLI (2003) também analisaram o problema utilizando o modelo
de vigas de Timoshenko sobre base elastica de Winkler através do Método dos Elementos

Finitos, cujos resultados séo apresentados na Tabela 7.
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10kN

K;

=}

3.0m

1.0m

0,12m

Figura 8.4 — Viga com base elastica submetida a uma carga concentrada

Na Tabela 7 sdo comparados a deflexdo da viga (w) obtidas pelo modelo de Bickford-

Reddy atraveés do MEC com o modelo de Timoshenko (MEF).

Tabela 7 — Deflex&o da viga de Timoshenko e da de Bickford-Reddy.

Bickford-Reddy Timoshenko
(MEC) (MEF)
w(x =0) mm —9,53972 —9,530
o (x=3) mm —2,3744 ~2,375
2
w(x = L) mm 4,75389 4,756

Fonte Timoshenko: ERGUVEN e GEDIKLI (2003)

A partir da Tabela 7 pode-se notar que em vigas curtas apoiadas sobre base elastica as

respostas de Bickford-Reddy se aproximam das obtidas pelo modelo de Timoshenko.

8.5.  Viga simplesmente apoiada e sobre base elastica

CHEN et al. (2004) publicou a solucdo analitica para uma viga de secdo retangular

apoiada em base elastica. A deflexdo analitica da viga apresentada de uma forma

adimensional para este caso é dada por:

w.E.l
q.L*

W=

(8.10)
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r=Z (8.11)
L
O modulo eléastico real, K,,, a ser aplicado para incorporar o efeito da base elastica

pelo modelo de Winkler sera dado por:

__EIKy

Ky ==73 (8.12)

Em que,
K,, é o coeficiente adimensional da mola ou modulo elastico da fundacio,
E é 0 mddulo de elasticidade do material,
| € 0 momento de inercia da secéo, e
L é o comprimento da viga.

Seja uma viga simplesmente apoiada de comprimento 120,0m e secdo retangular de
base 0,12 m e altura 1,0 m submetida a um carregamento uniformemente distribuido de
intensidade 1N/m e inserido em um meio de comportamento elastico, conforme Figura 8.5. O
material da viga possui modulo de elasticidade, E, de 23MPa e modulo de elasticidade
transversal, G, de 8,846MPa. A base elastica modelada conforme Winkler foi tomada para um

K, = 10.

1,0N/m

1.0m

— 0,12m

120,0m

Figura 8.5 — Viga simplesmente apoiada e sobre base elastica

Na Tabela 8 sdo comparados os deslocamentos transversais adimensionalizados (w)
obtidas pelo modelo de Bickford-Reddy através do MEC com solugdes analiticas e numéricas
(Metodo das Quadraturas Diferencial, MQD) apresentadas por CHEN et al. (2004).
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Tabela 8 — Deslocamentos adimensionalizados (w)

A MEC MQD Solucéo de referéncia
1/5 0,01285458 0,01282598 0,01180621
1/15 0,01192181 0,01191402 0,0118567

1120 0,01180621 0,01191335 0,01180567

Fonte MQD e Solucgéo de referéncia: CHEN et al. (2004)

Convém notar que os resultados de Bickford-Reddy obtidos via MEC tiveram um bom
desempenho quando comparado aos outros dois demais métodos; sendo estes, 0 MQD e a
solucdo de referéncia, uma solucao elastica bi-dimensional no estado plano de tensdo, e ndo se

refere a uma teoria de vigas especifica.

8.6.  Carga critica de flambagem de uma coluna

WANG et al. (2000) apresenta em seu livro, de forma analitica, a carga axial critica
gue provoca a instabilidade em uma coluna de secdo retangular através da relacdo entre as

teorias de Reddy e Euler Bernoulli.

NE.a2 by
AxzDx ]

NED,

DxAxz

NE[1+
NR = (8.13)

1+

Em que NRé a carga axial segundo a teoria de Bickford-Reddy e N a carga axial

segundo a teoria de Euler-Bernoulli.
Sendo,

D, = D,H, — F? (8.14)
S&o as seguintes relagdes para cada condicdo de contorno:
Viga engastada-livre:

m2.Dy(2n—1)2

NE
4.12

(8.15)
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Apoiada-apoiada:
2 Dy.n?
NE = % (8.16)
Engastada-engastada:
4.12.D,.m?
NE = nL—an (8.17)
Engastada-deslizante

n2.D,(2n—1)2
T — (8.18)

NE

Seja uma viga de 2m de comprimento e se¢do retangular de largura 0,5m e altura 1m.
As propriedades do material utilizadas séo: E=13Pa; G=6,5Pa. Na Tabela 9 sdo apresentadas
as cargas criticas para os dois primeiros modos de flambagem (n) da viga para diferentes
condicdes de contorno. Os resultados obtidos com 0 MEC sdo comparados com as solucdes
analiticas exibidas em (8.16) a (8.19). As representacGes das condicGes de contorno sdo
mostradas nas tabelas como Engastado-Engastado (E-E), Engastado-Livre (E-L) e Apoiado —
Apoiado (A-A).

Tabela 9 — Carga critica pelo MEC e pelo método analitico

n Condicao de contorno P(N) Analitica P (N) MEC
E-E 1,8255 1,8255

1 E-L 0,2975 0,2975
A-A 0,897 0,897
E-E 2,6023 2,6024

2 E-L 1,4348 1,4348
A-A 1,8255 1,8255

A partir da Tabela 10 é possivel notar que o MEC recupera com sucesso 0s resultados.

8.7.  VIGA ESCALONADA SOB CARGA PONTUAL

Seja uma viga simplesmente apoiada na extremidade esquerda e engastada na direita,
com mudanca abrupta de secdo e carga concentrada na juncao entre os dois trechos, conforme
Figura 8.6. O primeiro trecho possui comprimento duas vezes a distancia L e se¢éo retangular
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de largura 0,5m e altura 1m e o segundo trecho comprimento L e se¢do quadrada de 0,5m por

0,5m. As propriedades do material da viga em toda sua extensdo sdo: E=2,1x 10°> kN/m?;

G=1,05% 10°> kN/m2,

100 N

1.,0m | | g L 4

| 0.5m

2L L

Figura 8.6 — Viga com descontinuidade geomeétrica e carga pontual.

A Tabela 10 sdo apresentados os deslocamentos nos pontos A e B da viga.

Tabela 10 — Deslocamentos da viga com descontinuidade pelo MEC e pelo MEF

0.5m

Desl. MEC MEF Diferenca | \ec MEE Diferenca
absoluta absoluta
L=1m L=2m
dw, —6,101 | —6,101 0 0
—o ad) | oo |0 —0,020 | —0,020
a(rad) %103 | x10-3 0,019 | 0,019
—9,049 —9,049
wg (M ’ ’ 0 _ — 0
M) |70 | % 10o3 0,055 | —0,055
dwp —-6,117 —-6,117 0 —-6,379 | —6,379 0
dx (rad) x 1074 x 107* x 1074 x 104
Pp(rad) 1,054 1,054 0 1,091 1,091 0
x 1073 x 1073 x107% | x1073

Ja na Tabela 11 sdo mostrados os esfor¢os no ponto A, no ponto B pelo lado esquerdo

(BD) e direito (BD) e no ponto C.
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Tabela 11 — Esforgos da viga com descontinuidade pelo MEC e pelo MEF

Esforco MEC | mer | Diferenca | \ec | mer | Diferenca
absoluta absoluta
L=1m L=2m
Ve (kN) 20,423 | 20,423 4,62 20,109 |[20,109 | %26
x 10714 x 10714
Vyepp(KN) -20,423 |-20,423 | 355 -20,109 |-20,109 | 497
x 10715 x 10714
—a.P,, (kN.m) [ 9571 |9,571 3,38 17,492 |17,492 | 1.6
x 10714 x 10713
M., (kN.m) |-31,274 |31,274 2,49 -62,946 | 62,946 7,46
x 10714 x 10714
Vypp(KN) -79,577 | -79,577 | 284 79,891 |-79,891 | 142
X 10714 x 10714

2,67 17492 | -17,492 | 156
x 1014 x 1013

—a.Pyy, (kN.m) | -9571 |-9,571

M, (kN.m) |31274 |-31,274 | 3,2x10"% | 62,946 |-62946 | 167
x 10713

V. (kN) 79,577 | 79,577 | 711 79,891 |79,891 | L14
x 1014 x 10713

—a.P, (kN.m) |-93 9,3 1,78 17,428 |-17,428 | LY7
x 10715 x 10714

M, (kN.m) |29.433 |-29433 | 178 61,15 |-61,915 | ©°3
x 10714 x 10714

A partir das Tabelas 10 e 11 é possivel notar que 0 MEC recupera com sucesso 0S
resultados do MEF. Convém notar que os valores do MEF foram obtidos a partir da
programacdo dos valores explicitos da matriz de rigidez encontrados em EISENBERGER
(2003).

8.8.  Viga escalonada sob carregamento distribuido

Seja uma viga em balanco (engastada na extremidade direita), com mudanca abrupta
de secdo e sob a acdo de um carregamento uniformemente distribuido de intensidade 1,0N/m

no primeiro trecho, conforme Figura 8.7. O primeiro trecho possui comprimento duas vezes a
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distancia L e secéo retangular de largura 0,5m e altura 1,0m e o segundo trecho comprimento
L e secdo quadrada de 0,5m por 0,5m. As propriedades do material da viga em toda sua

extensdo sdo: E=13Pa; G=6,5Pa.

-

=M

1,0 N/m

1.0m o - > 0.5m

|
| 0.5m
0,.5m

2L L

Figura 8.7 — Viga com descontinuidade geométrica e sob carregamento.

A Tabela 12 apresenta os deslocamentos em cada ponto da viga, A, B e C. Ja na
Tabela 13 sdo mostrados os esforgos no ponto A, no ponto B pelo lado esquerdo (BD) e

direito (BD) e no ponto C.

Tabela 12 — Deslocamentos da viga com descontinuidade pelo MEC e pelo MEF.

Des|. MEC MEE Diferenca MEC MEE Diferenca
absoluta absoluta

L=1m L=2m
wa(m) | 119,095 | 119,095 1,39 1,88 1,88 1,32 x 10710

x 10712 x 103 x 103

ﬂ(md) -46,787 | -46,787 | 9,6 x 10713 | -374,17 | -374,17 | 3,25 x 1071
dx

G (rad) | 46,765 | 46,765 4'11% | 374149 | 374,149 | 245x 1071
.10

wg(m) 26,042 | 26,042 3'212) | 399,653 | 399,653 | 2,83 x 107"
10

A9 \aay| 45179 | -45.179 5'412 | -35622 | -35622 | 254x 1071
dx x 10~

Gp(rad) | 44,09 44,09 >05 354,022 | 354,022 | 2,52x 107!
X 107
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Tabela 13 — Esforgos da viga com descontinuidade pelo MEC e pelo MEF.

Esforco | MEC | MEF Diferenca MEC | MEF Diferenca
absoluta absoluta
L=1m L=2m
VxBE -2,0 -2,0 4219 x 10~ 14 -4,0 -4,0 2,98 x 10713

—a.Pyp. | 0,384 0,384 2,109 x 10715 1,568 1,568 3,84 x 1071*

=)

XBE -1,616 -1,616 1,91 x 10714 -6,432 -6,432 5,58 x 10713

Vegp 2,0 2,0 4,041 x 1071* | 4,0 40 | 281x107%3

—a. P, | -0,384 -0,384 2,998 x 10715 | -1,568 -1,568 3,42 x 10714

Mg 1,616 1616 | 1,821x107** | 6432 | 6432 | 534x10713
Ve -2,0 -2,0 4,952 x 107 | -4,0 4,0 344 x 10~13
—a.Py. | 0,839 0,839 | 1,188x107'* | 3,278 | 3,278 | 2,44x 10713
M, 3,161 | -3,161 | 4,396x 107 |-12,722 | -12,722 | 9,38 x 10713

A partir das Tabelas 12 e 13 é possivel notar que o MEC recupera com sucesso 0S
resultados do MEF cujo programa foi implementado com a matriz de rigidez e vetor de carga
apresentado por EINSENBERG (2003). No entanto alguns valores do vetor de carga para

carregamentos distribuidos apresentados por Einsenberg tiveram que ser corrigidos.

8.9.  Viga com descontinuidade devido a recalque

Seja uma viga apoiada em trés pontos sendo nas extremidades apoios de segundo
género (pontos A e C) e no vdo um apoio simples (ponto B), sob a acdo de um recalque de
15mm no apoio B, conforme Figura 8.8. O primeiro trecho possui comprimento L e o

segundo trecho possui comprimento duas vezes a distancia L. A viga possui se¢do retangular
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de largura 0,5m e altura 1,0m. As propriedades do material da viga em toda sua extenséo sao:
E=13Pa; G=6,5Pa.

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ ]=. §-....Im_rl_“___________.__-.--—-—-"'"""--“------ “““““““““'i 1,011’1
B

0.5m

2

Figura 8.8 — Viga sob a acdo de um recalque.

A Tabela 14 apresenta os deslocamentos em cada ponto da viga, A, B e C. Ja na
Tabela 15 sdo mostrados os esforgos no ponto A, no ponto B pelo lado esquerdo (BD) e

direito (BD) e no ponto C. Em ambos, L=1,0m.

Tabela 14 — Deslocamentos da viga com descontinuidade pelo MEC e pelo MEF.

Desl. MEC MEE Diferenca
absoluta
dd% (rad) —-0,018 —-0,018 2,14 x 10710
@A (rad) 0,014 -0,014 4,31 x 10711
wg (M) —0,015 —0,015 0
d —
o (rad) —6,61x 1073 —6,61x 1073 3,36 x 1010
@ (rad) 5,6 x 1073 —56x 1073 4,22 x 10~ 11
— (ra , , ) x -
e (rad 0,013 0,013 2,54 x 10711
@c (rad) —0,011 0,011 1,87 x 1011
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Tabela 15 — Esforgos da viga com descontinuidade pelo MEC e pelo MEF.

Esforco MEC MEE Diferenca

absoluta
Via(N) 9,455 x 1073 | 9,455 x 1073 9,39 x 10711
Vige (N) ~9,455 x 1073 | —9,455 x 1073 9,39 x 10711
~@.Pypy (N.M) 2,168 x 1073 | 2,168 x 107 3,84 x 107
Mgy (N.m) ~7,287x 1073 | —7,287 x 1073 9,4 x 10712
Vigp (N.M) —4,727 x 1073 | —4,727 x 1073 1,45 x 107
—@.Prpy (NM) | _2168x 1073 | —2,168 x 1073 3,84 x 107
Mg (N.M) 7,287 x 107 | 7,287 x 107 9,4 x 10712
Vie (N) 4,727 x107% | 4,727 x 1073 1,45 x 10711

A partir das Tabelas 14 e 15 é possivel notar que o MEC recupera com sucesso os resultados.
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9. CONCLUSAO

Foi proposta deste trabalho a abordagem de problemas de flexdo e estabilidade de
barras, com ou sem base eléstica, pelo modelo de Bickford-Reddy abordado a partir do

Método dos Elementos de Contorno.

Desta forma séo contribui¢es originais no estudo de vigas de terceira ordem as

solucgdes fundamentais, equacdes integrais e algébricas do problema.

A aplicacdo do método numérico procedeu-se primeiramente com a exposi¢do da
equacdo do problema real da viga de Bickford-Reddy para o problema de flexdo e a obtencéo

da mesma para o caso de vigas submetidas a uma carga axial de compressao.

A principio foram desenvolvidas as solucBes para vigas sem a base elastica,
posteriormente o efeito da fundacdo foi incorporado segundo os modelos de Winkler e

Pasternak.

Para a validacdo numérica foram apresentados exemplos de vigas com, ou sem, base
elastica, com diferentes condicdes de contorno e sobre condigdes externas adversas. Alguns
exemplos que se encontram no texto sdo: viga em balanco submetida a uma carga
concentrada, viga de secdo retangular e de secdo circular simplesmente apoiada sob um
carregamento uniformemente distribuido, vigas sobre base elastica, viga escalonada sob carga
pontual, viga com descontinuidade devido a recalque, entre outros. Desta forma, os resultados

sugerem um bom desempenho e elegancia da formulagéo apresentada aqui.

SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Alguns desdobramentos poderiam ser investigados para o enriquecimento dos estudos

referentes a aplicacdo do MEC no modelo de viga de Bickford-Reddy, por exemplo:

a) Utilizacdo de modelos de bases elasticas com trés pardmetros tais como as bases de

Kerr e Vlasov;
b) Analise dindmica;

c) Utilizacdo de modelos para vigas compostas de materiais compositos laminados e

materiais funcionalmente graduados.
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